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RESUMO

METODO SEM MALHA PARA ANALISE DE PROBLEMAS DA MECANICA DA
FRATURA ELASTODINAMICA COM A TECNICA DE SUBTRACAO DA
SINGULARIDADE

Autor: Flavio dos Ramos de Sousa Mendonca

Orientador: Prof. Artur Antonio de Almeida Portela
Programa de Pés-Graduaciao em Estruturas e Construcao Civil
Brasilia, Dezembro de 2022

Os métodos numéricos s@o amplamente utilizados na resolu¢do de problemas da mecénica da
fratura linear eléstica, tendo como principal destaque o Método de Elementos Finitos (MEF).
No entanto, o MEF apresenta uma série de dificuldades decorrentes da presenca de
singularidades, custo computacional e anélises adaptativas na modelagem do crescimento das
trincas, em que as malhas geradas no método apresentam um certo grau de imprecisdo nos
resultados. A fim de contornar essas exce¢des, foram desenvolvidos ao longo dos anos outros
métodos e, dentre eles, os métodos sem malha que estabelecem o equilibrio de um sistema
algébrico correspondente a um problema fisico sem uso de uma malha de discretizacdo. Esta
pesquisa tem como objetivo aplicar um método sem malha local na solugdo de problemas
bidimensionais da mecanica da fratura elastodindmica. O Integrated Local Mesh Free Method
(ILMF) ¢ baseado no método dos residuos ponderados, onde, numa determinada regido local,
o teorema do trabalho estabelece uma relagdo de energia entre um campo de tensdes e
deformacdes independentes. O ILMF apresenta uma formulacao totalmente livre de integragao
numérica € com apenas um ponto por segmento de contorno com a aproximagao do campo
elastico utilizando o método dos Minimos Quadrados Moveis (MQM) na formacgao das fungdes
de forma. Nos métodos sem malha locais, utilizam-se dois parametros: o dominio do suporte
compacto € o dominio de integracdo dos residuos ponderados. Na integragdo numérica, ao
longo do tempo, utilizou-se um método de integragdo direta em intervalos de tempos discretos,
o Método de Newmark, para obten¢do dos deslocamentos, velocidades e aceleracdes dos
modelos aplicados, € assumindo parametros que tornam o método incondicionalmente estavel.

Na Mecanica da Fratura elastodinamica adotou-se a técnica da subtragdo da singularidade, ou
Singularity Subtration Technique (SST) que, em singularidades geométricas das pegas como
rasgos e defeitos na fabricacdo, sdo modelados através dos fatores de intensidade de tensdo em
fun¢do do modo de abertura das respectivas trincas. Por fim, apresentam-se uma série de
exemplos cléassicos, cujos comportamentos sdo comparados com outros métodos numéricos,
validando a acurécia e precisdo do método proposto na andlise dinamica.

Palavras-chave: Método sem malha local, Minimos Quadrados Moéveis, Método de Newmark,
Mecanica da Fratura elastodinamica, Técnica da subtracdo da singularidade.
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ABSTRACT

MESHFREE METHOD FOR ANALYSIS OF ELASTODYNAMIC FRACTURE
MECHANICS PROBLEMS WITH THE SINGULARITY SUBTRACTION
TECHNIQUE

Author: Flavio dos Ramos de Sousa Mendonc¢a

Supervisor: Prof. Artur Anténio de Almeida Portela
Postgraduate Program in Structures and Civil Construction
Brasilia, December 2022

Numerical methods are widely used to solve linear elastic fracture mechanics problems, with
the Finite Element Method (FEM) as the main highlight. However, the FEM has several
limitations that are influenced by singularities, computational cost, and adaptive analysis when
modeling the growth of cracks; as a result, the meshes generated by the method have a certain
degree of inaccuracy in the results. In order to circumvent those dificulties, other methods have
been developed over the years. Among those, there are meshless methods that establish the
balance of an algebraic system corresponding to a physical problem without using a specific
discretization mesh. This study aims to apply a method without local mesh in the solution of
two-dimensional problems in the mechanics of elastodynamic fractures. The Integrated Local
Mesh Free Method (ILMF) is based on the weighted residual method, wherein, in a given local
region, the work theorem establishes an energy relationship between a field of independent
stresses and strains. ILMF presents a formulation totally free of numerical integration and with
only one point per contour segment, with the approximation of the elastic field using the method
of Moving Least Squares (MLS) in the formation of shape functions. In local mesh free
methods, two parameters are used: the domain of the compact support and the domain of
integration of weight residuals. In the numerical integration over time, a method of direct
integration in discrete time intervals, the Newmark Method, was used to obtain the
displacements, velocities, and accelerations of the applied models. Also, parameters that make
the method unconditionally stable were assumed.

In the Mechanics of Elastodynamic Fracture, the Singularity Subtraction Technique (SST) was
adopted, so that the geometric singularities of structural parts as slits and manufacturing failings
are modeled by stress intensity factors as a function of the crack opening mode. Finally, a series
of classic examples are presented, whose behaviors are compared with other numerical
methods, validating the accuracy and precision of the method proposed in the dynamic analysis.

Keywords: Local Mesh Free Method, Moving Least Squares, Newmark Method, Mechanics of
Elastodynamic Fracture, Singularity Subtraction Technique.
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1. INTRODUCAO

O presente capitulo expde as concepgdes iniciais que motivaram a pesquisa, com um histdrico
da implementacao dos métodos sem malha na andlise de problemas em diversas areas da

Engenharia. O objetivo geral e os objetivos especificos sdo descritos no final do capitulo.

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

A andlise dindmica em estruturas ¢ um ramo de muita importancia na mecanica computacional.
De modo simplificado, a modelagem de um problema dindmico visa obter a resposta estrutural
em funcdo das varidveis envolvidas, considerando tanto o tipo de carregamento dindmico
quanto os pardmetros mecanicos e geométricos da estrutura. Esses problemas dindmicos, em
grande parte, sdo regidos por equacdes diferenciais parciais determinadas por condi¢des iniciais
do problema e condi¢des de contorno. Em geral, a solugdo exata do problema ¢ de dificil
obtencdo. Meirovitch (1980) alega que solugdes analiticas para os valores de condi¢des iniciais

e de fronteira sdo viaveis apenas na minoria dos casos.

Moosavi et al. (2011) destacam que entender e controlar a resposta dindmica estrutural sao de
grande importancia devido as suas aplicagdes praticas, principalmente para problemas de
impacto, contato e penetra¢do. Para minimizar os erros na modelagem dinamica, geralmente ¢
necessario representar o sistema com um nimero maior de graus de liberdade. Por outro lado,
Nikoli¢ et al. (2014) relatam que o aumento do niimero de graus de liberdade torna o modelo

matematico mais complexo e a resolu¢do do sistema de equagdes mais dificil.

M¢étodos numéricos consagrados como Método de Elementos Finitos (MEF), Método de
Diferencas Finitas (MDF) e Método de Elementos de Contornos (MEC) sdo, em geral,
empregados na resolu¢do de problemas de engenharia quando a solugdo analitica € dificil e at¢,
na maioria das vezes, inviavel. Problemas de conducao de calor, mecanica da fratura, dinamica
dos fluidos e analises dindmicas, entre outros, apresentam equagdes diferenciais que sdo
resolvidas através da implantacdo de métodos numéricos com o auxilio da computagdo. A
disponibilidade de pacotes comerciais de elementos finitos bem desenvolvidos € outro fator
estimulante que leva a sua prevaléncia para resolver questdes praticas relacionadas com so6lidos

e estruturas (HUANG, 2016).

Tais métodos foram difundidos nas tltimas décadas e apresentam vantagens e desvantagens na
resolucdo dos problemas. Uma caracteristica comum dos métodos relatados acima ¢ a geragao

de malhas de pontos interconectados. Tal malha ¢ indispensédvel para a geragao de equacdes
1



interligadas para o calculo de tensoes, deslocamentos e deformagdes dos pontos de interesse
analisados. Embora o MEF esteja em um avancado grau de desenvolvimento em virtude da
aplicabilidade em diferentes ramos de pesquisas, restritas ndo apenas as areas de Engenharia,
tal método ainda apresenta algumas limitagdes, tais como: ndo se pode garantir a precisao das
solu¢des quando ocorre distor¢do das malhas ou quando sdo criadas sem o refinamento
adequado, e esse € o custo pertinente em métodos dependentes de malha; descontinuidades que
se desviam dos contornos originais, sendo adotados procedimentos a fim de se evitar o
problema como o remalhamento em cada etapa e, assim, permitindo que os contornos do

elemento permanegam alinhados com as descontinuidades (HUANG, 2016).

Chen et al. (2017) descrevem algumas desvantagens dos métodos numéricos convencionais, ou
seja, aqueles que utilizam malha, em relagdo a parametros diversos, como a influéncia da
geometria do problema analisado, da modificagdo do estado de tensdes com o tempo, de
andlises com pontos de singularidades, entre outros fatores. Resumem-se as principais

desvantagens abaixo:

e Demora na geracdo da malha com a precisdo necessaria de acordo com a geometria
analisada;

e Dificuldade em construir aproximagdes com ordem arbitraria de continuidade,
complexificando a solu¢do de equacdes diferenciais parciais com alta ordem de
diferenciag@o ou problemas com descontinuidades;

e Ineficicia em lidar com malhas que representam problemas de grandes deformagoes e
de impactos de fragmentos;

e Contratempo em simulag¢des de descontinuidades provindas de trincas que apresentam
caminhos de propaga¢do complexos e arbitrarios, sendo desafiador modelar o processo

de falha ou ruptura de um elemento formado por diversas particulas.

A principio, em relacdo as desvantagens dos métodos numéricos com malha, Chen et al. (2017)
idealizam que, para superar as desvantagens, € preciso optar pela supressdao dos elementos e

malhas na analise numérica.

M¢étodos sem malha locais apresentam em comum procedimentos que reduzem ou eliminam
tais dificuldades, visto que a aproximacao das incognitas das equacdes diferenciais parciais €
construida baseada em pontos dispersos sem malha de conectividade. Tais pontos dispersos

podem estar dispostos no dominio de forma igualmente espagada ou simplesmente aleatoria.

2



Na maior parte dos casos, os métodos sem malha foram desenvolvidos baseando-se em dois

suportes:

e Na teoria de Galerkin, alicer¢ada na forma fraca de resolucao de equagdes diferenciais
parciais. Embora a criacdo de nenhuma malha seja necessaria, a integracdo do dominio
¢ necessaria, sendo normalmente aplicadas técnicas especiais para impor as condi¢des

de contorno;

e Nos métodos de colocacdo sem malha, amparados na forma forte de resolugdo de
equagoes diferenciais. Em virtude da facilidade de montar com certa suavidade as
aproximacdes sem malha, equacdes diferenciais podem ser resolvidas diretamente nos
pontos de colocacdo sem a utilizagdo de especiais dominios de integracdo e condigdes

de contorno.

Ao focar apenas nos pontos, em vez da malha de elementos como no convencional método de
elementos finitos, a abordagem dos métodos sem malha possui certas vantagens em lidar com
problemas de descontinuidades e discretizagdo numérica de problemas tridimensionais, para os

quais a geracao automatica de malha ainda estava principiando (ZHU et al., 1998).

O objetivo dos métodos sem malha e, tal como o nome indica, € eliminar o processo de geragao
da malha, tal como ela ¢ entendida nos métodos computacionais convencionais, como no MEF
(ROQUE, 2007). Um dos primeiros métodos sem malha foi o Smoothed Particle
Hydrodynamics (SPH) proposto por Lucy (1977), Gingold e Monaghan (1977) na
aplicabilidade de estudos da astrofisica em espago aberto. O método foi posteriormente aplicado
em problemas de tracdo em mecanica dos solidos como uma maneira de resolver problemas
dificeis para métodos baseados em malha, como, por exemplo, em situagdes de impacto de
fragmentos (BENZ e ASPHAUG, 1995; OUATOUATI e JOHSON, 1999; LIBERSKY e
PETSCHEK, 1991; LIBERSKY et al., 1997). Um dos principais obstadculos na aplicagdao do
método refere-se a instabilidade de tensdes, precisdo e inconstancia em estudos espaciais de
acordo com Belytschko et al. (2000). As aplicagdes do SPH incluem um vasto ramo de
pesquisas, como a simulagdo de colisdes de estrelas (MONAGHAN, 1992), fluxos
incompressiveis (LIU et al., 2001), correntes de gravidade (MONAGHAN, 2000), transferéncia
de calor (CLEARY, 1998), entre outros trabalhos. Monaghan e Gingold (1983) evidenciaram
que o método SPH pode capturar com precisdo as ondas de choque unidimensional em

simulagodes de viscosidade artificial. Métodos baseados em uma formulacdo SPH sdao adequados



para problemas de dominio infinito em que o tamanho do problema ndo ¢ conhecido
inicialmente (KATZ, 2009). Liu ef al. (1995) introduziram o método Reproducing Kernel
Particle Method (RKPM). Eles demonstraram que a versao discreta da estimativa RK oferecia
propriedades favoraveis sobre DEM (Diffuse Element Method) e SPH, e poderia servir como
uma correcao para SPH, que ¢ particularmente imprecisa perto dos limites. Foi mostrado por
Chen et al. (1996) que as discretizacdes de forma continua da aproximag¢ao RK e o momento
matriz precisam ser feitos de maneira consistente, a fim de preservar reprodutibilidade
polinomial. Os métodos sem malha sdo capazes de manipular simula¢des, como impacto,

fraturas ou dinamica de fluidos (LIU et al., 1996).

Uma grande diferenca entre as aproximagdes dos métodos sem malha e o método de elementos
finitos € que as aproximacgdes dos métodos sem malha como MQM ¢ RK sdo construidas sem
anecessidade de topologia de malha e sdo fungdes tipicamente racionais. Integracao de dominio
da forma fraca apresenta consideravel complexidade no método sem malha de Galerkin (CHEN
et al., 2017). Melenk e Babuska (1996 e 1997) apresentaram o método de Partition of unity
(PU). Duarte e Oden (1996) introduziram o método chamado Hp Clouds baseado no método
PU, onde as aproximagdes do método de minimos quadrados moveis (MQM) foram
enriquecidas extrinsecamente (adicionando graus de liberdade na aproximagdo de PU) com

maior ordem completa de polindmios.

O método de Partition of Unity (PU) aplicado ao método de elementos finitos foi posteriormente
remodelado de uma maneira mais geral, sendo denominado de Generalized Finite-Element
Method (GFEM). O método GFEM tem sido proposto em situacdes em que a malha ¢
completamente independente da geometria, podendo ser empregado usando a geragdo
automatica de células de integracdo em conformidade com o dominio, com enriquecimento
manual para caracteristicas como canto, que alivia enormemente a dificuldade de gerar malhas
para resolver equagdes diferenciais parciais em dominios complexos (STROUBOULIS et al.,
2000, 2001). Nesta abordagem, ao contrario de muitos métodos sem malha, na teoria de

Galerkin, a aproximacao ¢ baseada em malha, mas a técnica de integracao ¢ sem malha.

Nos métodos sem malha amparados na teoria de Galerkin, a integragdo da forma fraca ¢
frequentemente realizada por uma malha de fundo, ou, como definida por Belytschko et al.
(1994), um “background mesh”. Assim, se tais métodos utilizam uma malha de fundo, ndo sdo

verdadeiramente sem malha, ou seja, precisam de algum tipo de ligagdo entre os nds dispersos,



ou qualquer inter-relagdo nodal ¢ necessaria para avaliar integrais nas formulagdes fracas

governantes.

O emprego das regras de quadratura de Gauss gera erros de integragdo quando as chamadas
“background cells”, ou malhas de fundo, ndo coincidem com a fun¢do de forma de suporte
(DOLBOW e BELYTSCHKO, 1999). Os métodos EFG e RKPM com quadratura de Gauss ou
nodal integragdo ndo passam no linear patch test para a distribui¢do ndo uniforme de pontos
(CHEN et al., 2017). Um dos métodos que nao utiliza o “background mesh” ¢ o Meshless Local
Petrov-Galerkin (MLPG) (ATLURI e SHEN, 2002a, 2002b; ATLURI e ZHU, 1998). A
aproximacdo da func¢do objetivo utiliza o0 método dos minimos quadrados moveis, em uma
formulacdo nodal local, integrando né a nd, portanto, sem o uso de células de fundo de suporte
na integracdo das equacdes de equilibrio global da discretizacdo nodal. O MLPG nao precisa
de nenhum “elemento” ou “malha” para interpolagdo de campo e integracdo de fundo (GU e

LIU, 2001b).

Problemas elastodinamicos e elastostaticos sdo exemplos de aplicacdo dos métodos sem malha
(ATLURI e ZHU, 2000a, 2000b). Atluri ef al.(1999a) aplicaram o método MLPG no estudo de
vigas finas e grossas (ATLURI e CHO, 2001). Vale citar também o estudo sobre estruturas de
placas de Atluri e Long (2002) e dois artigos interessantes na linha de pesquisa adotada, que
sdo analise de vibracao para solidos (GU e LIU, 2001a) e problemas de fratura linear (CHING
e BATRA, 2001). Ainda assim, ¢ possivel citar outras linhas de pesquisa que utilizaram um
Meshless, como em problemas de mecanica dos fluidos (WU, LIU e GU, 2005), propagagdo de
trincas (LIU e GAO, 2006), impacto de alta velocidade (HAN et al., 2006), entre outros.

Long et al. (2005) aplicaram o MLPG em problemas bidimensionais dindmicos a fim de obter
a resposta estrutural em termos de frequéncias e deslocamentos. Para isso, usaram fungdes de
bases radiais para as interpolacdes de fungdes e, no MLPGS5, uma variagao do método MLPG
de Atluri e Shen (2002b), a funcdo Heaviside de teste. Outros métodos sem malha se basearam
na teoria de Galerkin, tais como: Natural Element Method (NEMs) (BRAUN e SAMBRIDGE,
1995; SUKUMAR e BELYTSCHKO, 1998), que emprega a “natural neighbor interpolation”,
fundamentada em diagramas de Voronoi de um conjunto de pontos distribuidos arbitrariamente;
o método Radial Point Interpolation Method (RPIM) (WANG e LIU, 2002), que usa uma
combinagdo radial e polinomial de fungdes de base; o Local Radial Point Interpolation Method
(LRPIM) (GU e LIU, 2001b), que emprega a mesma aproximagdo, mas com uma forma fraca

local para um método sem células de fundo; entre outros.
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Uma abordagem alternativa para resolver os problemas de integragao de dominio ¢ aquela que
utiliza a forma forte dos pontos de colocagao nos métodos sem malha baseados na teoria de
Galerkin. Um exemplo ¢ o método Radial Basis Collocation Method (RCBM) (KANSA, 1990a,
1990b), que emprega fungdes de base radial na solu¢do numérica de equacdes diferenciais
parciais usando a colocacao forma forte. Métodos para incorporar descontinuidades fracas e
fortes também foram propostos (CHEN et al., 2009; WANG et al., 2010), e formulagdes mistas

foram desenvolvidas para problemas de limitacao.

Alternativamente, aproximac¢des como MQM ou RK podem ser empregadas para a solugdo de
colocacdo de equagdes diferenciais parciais, que naturalmente introduz aproximacdes
compactamente suportadas (CHEN et al., 2017). M¢étodos de colocacdo baseados na
aproximacao RK foram introduzidos (ALURU, 2000; HU et al., 2011). Foi demonstrado que a
forma forte dos métodos de colocagdo ¢ fundamentada em aproximagdes com condigdes
monomiais de reprodugdo, as quais exibem taxas de convergéncia algébrica (CHEN et al.,

2017).

Aproximagdes de métodos sem malha podem ser classificadas em duas familias: aquelas
baseadas no SPH e aquelas baseadas no MQM. As aproximacdes baseadas em SPH sdo,
normalmente, combinadas com técnicas de pontos de integragdo, enquanto as MQM sdo,
habitualmente, aplicadas com as formulagdes de Galerkin, embora técnicas de ponto de
colocagdo estejam crescendo em popularidade (Huerta ef al., 2017). Em geral, os métodos sem
malha podem ser divididos ou classificados em duas categorias: métodos de dominio ou
métodos de borda, mas apresentando duas caracteristicas semelhantes nas duas abordagens.
Como dito anteriormente, o problema de dominio ou de borda sdo discretizados por pontos

dispersos.

Além disso, foram desenvolvidos métodos mistos que acoplam as caracteristicas dos métodos
sem malha a outros métodos numéricos consagrados, tais como os EFG/FEM (BELYTSCHKO

et al., 1995) e EFG/Boundary Element Method (BEM) (LIU e GU, 2000a, 2000b).

Na andlise dindmica em que os métodos numéricos convencionais sao utilizados, podem-se
encontrar certas dificuldades, porque, no processo de resolver um problema elastodinamico, a
precisao dos resultados obtidos pode ser influenciada pela forma do elemento utilizado quando

o mesmo ¢ significativamente deformado.



Destacam-se, abaixo, em ordem cronologica, pesquisas no campo da mecanica da fratura, nas
quais foram utilizadas diversas metodologias de extra¢ao dos fatores de intensidade de tensao

e métodos numéricos:

e Song e Paulino (2005) avaliaram os fatores de intensidade de tensdao dindmica de placas de
material homogéneo e ndo homogéneo utilizando o Método de Elementos Finitos através da
aplicagdo da Integral J e M e com a integracao do tempo através do Método de Newmark (1959).
Utilizaram exemplos padronizados na literatura em placas submetidas ao modo de abertura I e
modo misto, calculando os DSIFs em diversos problemas cldssicos da mecanica da fratura
elastodinamica e empregando fatores de degracao do modulo de Young e Elasticidade dos
materiais ndo homogéneos;

e Castellanos et al. (2006) aplicaram o Método de Elementos Finitos (MEF) no programa
comercial ANSYS a fim de detalhar a influéncia da propagacdo das ondas eldsticas em uma
placa retangular e um cilindro fissurado. Os resultados mostraram que, a medida que aumentava
o angulo de inclinagdo da trinca interna em relag@o a horizontal, reduziam os valores dos DSIFs.
Fisicamente, significava que, quando as ondas dilatacionais eram perpendiculares a orientacao
da trinca, os valores dos DSIFs tendiam a zero;

e Menouillard et al. (2009) enriqueceram com bases singulares ¢ bases quadraticas as
vizinhangas do segmento de fraturas dindmicas utilizando uma fun¢ao de Heaviside no XFEM
(Extended Finite Element Method) a fim de modificar o campo eldstico da descontinuidade da
trinca. O autor separou o campo eléstico de deslocamentos em trés campos: a parte continua do
deslocamento, a parte descontinua — que corresponde a superficie da trinca — e a parte da ponta
da trinca enriquecida;

e Wen e Aliabadi (2009) avaliaram os fatores de intensidade de tensdo em modo misto em
placas submetidas a carregamentos estaticos e dindmicos através do Elemento Free Galerkin
(EFQG), enriquecido com bases radiais. Utilizaram a Transformada de Laplace, a fim de
modificar o dominio do tempo para o dominio da frequéncia, e 0o Método de Inversdo de Durbin
(1975), de forma a obter as integrais no tempo;

e Muthu ef al. (2012) calcularam os fatores de intensidade de tensdo dinadmica em placas
trincadas internamente e constituidas por materiais de transi¢do, utilizando o XEFG (Extended
Element-Free Galerkin Method), através da técnica de Integral de fechamento de trinca (CCI)
combinada com uma técnica de suavizacdo da singularidade de enriquecimento local. Na

obtencao dos fatores de intensidade de tensdo pelo Método de Deslocamento, consideraram os



deslocamentos dos nods atrds da ponta da trinca em uma distdncia equivalente a 5% do
comprimento estimado da trinca;

e Petri (2013) analisou os fatores de intensidade de tensdo dinadmica e a propagacao de trincas
em materiais frageis, utilizando a integral J aplicada no XFEM e integrando no tempo através
do Método Generalizado-a. Obteve resultados coerentes em comparacdo com outros métodos
numéricos, enriquecendo os nos nas vizinhangas da trinca com fungdes de ponta em um raio de
aproximadamente 2,5mm e extraindo os DSIFs em uma zona de contorno de raio de duas vezes
a raiz quadrada da area do elemento utilizado;

e Gonzalez et al. (2015) aplicaram a técnica de Deslocamentos Apropriados no BEM
(Boundary Element Method) para obter os fatores de intensidade de tensdo em seis exemplos
paramétricos e comparar a resposta obtida com a integral de contorno J. Da técnica de
deslocamentos apropriados, variaram trés outras técnicas: nos de superficie, nds de contorno e
nos internos;

e Abdollahifar e Nami (2014) estudaram os fatores de intensidade de tensdo dindmico em seis
problemas bidimensionais, aplicando o método do MLPG (Meshless Local Petrov-Galerkin)
em uma placa retangular com trinca central composta de materiais ndo-homogéneos. Utilizaram
a integral J modificada e enriquecida de fungdes de base nas proximidades da ponta da trinca e
o Método de Newmark (1959) para a integragdo no tempo de problemas com a aplicacdo de um
fator de ndo homogeneidade  com gradacao total, metade de gradacdo e gradacdo apenas na
borda das propriedades eléasticas do material;

e Zhou et al. (2016) analisaram o comportamento de fatores de intensidade de tensdo de placas
constituidas de materiais graduados através da Técnica de Fechamento Virtual de Elementos
Trincas (VCCT), utilizando sub-rotinas do MATLAB 2015% no ABAQUS em casos estaticos e
dinamicos;

e Zheng et al. (2019) aplicaram a técnica variacional no método de blocos finitos de forma a
calcular os fatores de intensidade de tensdo dindmico e o Método de Inversdao de Durbin (1975)
para integrar no tempo. Os resultados de trés problemas tipicos foram comparados com os
valores do DBEM;

e Fedelinski (2019) aplicou o Boundary Element Method (BEM) na avaliagdo de trincas
ramificadas em um dominio infinito na avaliagdo estatica e dindmica com a integragdo do tempo
através do Método de Inversao de Durbin (1975);

e Turis et al. (2021) compararam os resultados experimentais de uma técnica baseada na

difragcdo de luz com os valores numéricos de fatores de intensidade de tensao dinamica obtidos
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através do método de extrapolagdao de deslocamentos de valores de campo de deslocamentos

obtidos no software ANSYS.

Entre as pesquisas recentes elaboradas pelo Programa de Pés-Graduagcdo em Estruturas e
Construgdo Civil (PECC) da Universidade de Brasilia (Unb), destacam-se as que serdo

resumidamente apresentadas a seguir.

Oliveira e Portela (2019) implementaram a técnica de subtracdo da regularidade em problemas
bidimensionais da mecanica da fratura linear eldstica para um método sem malha local
denominado de Integrated Local Mesh Free Model (ILMF). Oliveira et al. (2019) calcularam
os fatores de intensidade de tensdo em problemas da mecanica da fratura linear eléstica

utilizando distribui¢des nodais, regulares e irregulares, de um método sem malha local.

Oliveira (2019) analisou os fatores de intensidade de tensdo na mecanica da fratura linear
elastica, utilizando o método sem malha denominado de campo eldstico generalizado sem
malha local (GSMF) através da técnica de subtracdo da singularidade. Obteve, assim,
significativa precisdo para os casos estudados com trincas de borda e central em diferentes
modos de abertura. Gémez (2019) aplicou o método dos Algoritmos Genéticos na otimizagao
multiobjetivo a fim de obter a malha de forma automatica, o tamanho do suporte compacto € o
dominio de integracdo local, em cada nd de integracdo, no método sem malha local utilizado.

Santana et al. (2019) apresentaram a automatizag¢ao dos pardmetros de um método sem malha.

Diante do exposto, o presente trabalho visa estudar o problema da mecanica da fratura
elastodinamica, usando os métodos sem malha locais baseados na formulag¢do fraca dos
métodos de residuos ponderados a partir das equagdes diferenciais da dinamica. Na anélise de
vibracdes livres, frequéncias e autovetores sdo obtidos pela resolucdo de equagdes de
autovalores. Nas vibragdes for¢cadas, o Método de Newmark (1959) ¢ utilizado para integrar o

tempo e solucionar o problema.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo geral

O principal objetivo desta pesquisa ¢ implementar um método sem malha local na solucdo de
problemas da mecanica da fratura elastodindmica, obtendo os fatores de intensidade de tensao
através da técnica de subtracdo da singularidade em conjunto com o método de integragao no

tempo.



Em relagdo ao cenario nacional, grande parte das pesquisas se concentra nos métodos numéricos
convencionais, como o0 MEF e o MEC, que utilizam malhas em algum momento da analise.
Desta forma, procura-se ampliar a aplicabilidade dos métodos sem malha locais em diversos
problemas da dindmica, especialmente na determinag¢do do fator de intensidade de tensdo,
estabelecendo comparagdes entre os métodos, a fim de se obterem respostas de vantagens e

desvantagens do uso.

1.2.2 Objetivos especificos

e Apresentar a forma local do teorema do trabalho para problemas bidimensionais com
uma distribui¢do nodal regular e irregular;

e Implementar computacionalmente a integragdo no dominio para obter a matriz de
massa, frequéncias e modos proprios de vibragdo livre, resolvendo o problema de
autovalor;

e Implementar computacionalmente a integragdo no tempo por um método implicito
(Método de Newmark), utilizando rotinas programadas na linguagem MATLAB 2019

e Avaliar a eficiéncia do método de extrapolagdo dos deslocamentos em um método local
sem malha em problemas da mecanica da fratura linear estatica;

e Realizar o processo de regularizagdo e implementar a técnica de subtragdo da
regularidade em casos de uma TUnica trinca em problemas elastodindmicos
bidimensionais;

e Implementar computacionalmente a metodologia adotada e as concepgdes do método
no programa MATLAB 2019

e Analisar o comportamento do fator de intensidade de tensdo dindmica de so6lidos
elasticos bidimensionais em exemplos classicos da literatura;

e Verificar a eficiéncia dos resultados obtidos, avaliando a influéncia paramétrica de
determinados fatores.
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2. REVISAO DA LITERATURA

No presente capitulo, apresenta-se uma revisao teorica sobre os métodos sem malha,
apresentando conceitos iniciais relativos da defini¢ao, classificacdo em relagao a forma, funcdes

de forma e de peso e condi¢des de contorno.

Em seguida, sao abordados os topicos relacionados ao Método dos Minimos Quadrados Moveis
(MQM) — utilizado na construgdo das fungdes de forma —, a teoria da elasticidade, aos principios
energéticos e a integragao reduzida do método sem malha empregado — denominado de ILMF.

Ademais, 0o MLPG também ¢ apresentado.

No final do capitulo sdo expostos os conceitos basicos sobre a analise dindmica de vibragdes
livres e forcadas, equagdes da elastodinamica e o Método de Newmark (1959), para a analise
da integragdo direta. Os aspectos aqui conceituados sdo fundamentos da formulagdo,

implementagao e verificagdo dos algoritmos propostos nos capitulos seguintes.

2.1 METODOS SEM MALHA

Nesta secdo serdo apresentados os métodos sem malha mais conhecidos e os recentes avangos.
Além disso, sdo mostrados alguns termos e conceitos fundamentais para a formulacdo desses

métodos.

2.1.1 Definicao

Os métodos sem malha, diferentemente do MEF, usam um conjunto de nos espalhados no
dominio e no contorno do problema (chamados de nds de campo ou field nodes), de forma que
estes ndo contém nenhuma informagao sobre a conectividade entre eles para a aproximacao ou
interpolagdo das incdgnitas do campo, ou seja, ndo formam uma malha. A Figura 2-1 mostra a
principal diferenca entre esses dois métodos. Essa distribuicdo nodal ndo necessariamente
precisa ser uniforme e pode ser controlada, assim como a densidade, ou quantidade total de nos

(ATLURI e ZHU, 1998).

Eles surgiram como uma alternativa ao MEF tradicional, buscando eliminar os problemas
relacionados a malha, como o alto custo para a geracdo da mesma, a baixa precisdo na
recuperagdo das tensdes e a dificuldade de resolucdo de problemas que exijam andlise

adaptativa, como fratura e grandes deformacdes.
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(a) Discretizagdo com malha de elementos

finitos (b) Discretizagdo sem malha

Figura 2-1 — Representa¢cdo do dominio no método dos elementos finitos (MEF) e nos
métodos sem malha.

Esses métodos podem ser classificados de acordo com a formulagdo ou o método de
aproximacao utilizado, bem como o tipo de representacdo do dominio. Os principais métodos

e suas classificagdes estao resumidos esquematicamente na Tabela 2.1.

Tabela 2-1—- Métodos sem malha classificados. Modificado de Liu e Gu (2005).

Classificacio Categoria Exemplos de métodos
Baseado nas Forma forte Colocagdo, FPM, etc.
formulagGes Forma fraca EFG, RPIM, MLPG, LRPIM, ILMF, etc.

utilizadas Combinagdo das duas formas MWS, etc.
, Minimos quadrados méveis (MQM) EFG, MLPG, etc.
Baseado no método \ ~ .
de interpolagdo/ Meétodo da representagdo da integral SPH, etc.
Abroximacio PIM RPIM, LRPIM, etc.
P ¢ Outras interpolagdes PUFEM, hp-cloud, etc.
Baseado na Dominio SPH, EFG, RPIM, MLPG, LRPIM, etc.
representacdo do BNM, LBIE, BPIM, BRPIM, HBRPIM,
. Contorno
dominio etc.

Como se observa na Tabela 2-1, os métodos sem malha podem ser classificados segundo duas
categorias: a formulagdo forte e a formulagdo fraca. A forma forte usa diretamente as equagdes
diferenciais parciais para obter a solucdo. Por outro lado, a formulagdo fraca usa o principio
variacional para minimizar o residuo ponderado das equagdes diferenciais. O residuo ¢ obtido
pela substituicdo da equacao da solucao exata por uma fungao de aproximagao multiplicada por

uma fungao teste (BELINHA, 2010).
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2.1.2 Procedimentos adotados

Em métodos sem malha, geralmente, a seguinte sequéncia de procedimentos ¢ adotada a fim de

obter a solucao:

1°) Criagao dos nds: um conjunto de pontos aleatédrios sao dispersos no dominio do problema,
de forma aleatoria, de modo que a quantidade de nos criados e o tipo de dispersdo, uniforme ou
desuniforme, depende da precisdo requerida para cada tipo de fendmeno modelado e as diversas

variaveis do mesmo.

2°) Escolha da fun¢ao de forma: ap6s a criagdo dos nos, sdo criadas as fung¢des de forma a partir
deles, tendo como base a interpolacdo ou aproximag¢do do campo variavel, como o
deslocamento (u) sobre o seu dominio de apoio, usando informacdes de nés de campo. As
funcdes de forma sdo aproximadas através de um conjunto de nds nas proximidades dos pontos
de interesse. Tais conjuntos de nds sdo denominados de suporte compacto, sendo esse
subdominio determinado de forma aleatoria, tanto em termos de nimeros de noés do subdominio
quanto a forma do subdominio. Existem varios tipos de fungdes de forma em métodos de malha,
tais como o PIM (M¢étodo de Ponto de Interpolagao), RBFs (Fungdes de Bases Radiais), RPIM
(Método de interpolagdo em pontos radiais), MQM (Método dos Minimos Quadrados Moveis),

entre outros.

3°) Criacao do sistema de equagdes: as equagdes formuladas ou montadas a partir do sistema
nodal, usando as func¢des de forma escolhidas, sdo discretizadas, formando um sistema de

equacdes global para todo o problema.

4°) Resolucao do sistema de equagdes: solugdes para a varidvel escolhida sdo obtidas para todos
os pontos do dominio, de forma nodal, sendo utilizadas posteriormente a fim de obter outras
variaveis do sistema. Por exemplo, a partir dos cdlculos dos deslocamentos, ¢ possivel a

obtencao das deformagdes e tensoes.

2.1.3 Conceito de suporte compacto

O suporte compacto ¢ nada mais do que um conjunto de pontos aleatoriamente escolhidos,
proximos de um ponto de interesse. O conjunto de pontos escolhidos pode ser formado por uma
geometria de forma poligonal, retangular, quadrada, hexagonal ou circular. As geometrias mais

comumente escolhidas sdo retangulares ou circulares.
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Como o tamanho do suporte compacto ird influenciar na aproximagao obtida pela fungao de

forma, a escolha da geometria e do nimero de nods envolvidos ¢ de relevante importancia na
precisio do método. O suporte compacto de um ponto de interesse X determina o namero de

nods que sdo usados para aproximar o valor da fungdo no mesmo ponto de interesse X .

Todos os no6s do dominio do problema sdo selecionados a fim de que seja possivel realizar a
aproximacao da fungdo de forma do suporte compacto escolhido. A Figura 2-2 abaixo

representa duas situagdes tipicas do suporte compacto para o caso bidimensional:

Figura 2-2 - Suporte compacto dos nds I e J. No dominio 6mega em questio, o né I

representa o suporte compacto retangular e o nd J representa o suporte compacto circular.

Deve-se atentar ao fato de que a aproximag¢ao no ponto de interesse deve acontecer de tal forma
que os pontos nodais ndo sejam distribuidos de forma muito dispersa. Mesmo sendo inseridos
de maneira aleatdria, deve haver a preocupacao de que a densidade dos pontos nao seja disforme

em relagdo ao dominio global.

Uma outra preocupacao ¢ referente ao tamanho do suporte compacto, visto que o tamanho de
cada subdominio € que vai determinar o nimero de nds abrangidos para se poder construir as
fungdes de forma, o que pode influenciar a acuréacia da interpolagdo no ponto de interesse. O
uso de um suporte compacto com base no ponto de interesse pode levar a selecdo desequilibrada
de nods na construcao da funcao de forma. Para prevenir este tipo de problemas, o conceito de

dominio de influéncia deve ser utilizado (LIU e GU, 2005).

2.1.4 Dominio de influéncia

O dominio de influéncia pode ser entendido como uma regiao do ponto de interesse que sofre
influéncia de todos os suportes compactos de tal maneira que a constru¢ao de forma de um

ponto qualquer serd influenciada pelo dominio de influéncia dos subdominios no ponto
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analisado. Assim, a sobreposi¢ao dos suportes compactos garantira a conectividade ou interagao
entre os n6s do dominio. Em problemas bidimensionais, os dominios de influéncia geram uma
area, porém, em casos tridimensionais, a interligacdo entre os nods gerard um volume

(FERREIRA, 2012).

Liu (2003) define o dominio de influéncia como um dominio sobre o qual um nd exerce
influéncia, podendo ser uma alternativa para a sele¢ao dos nos nas vizinhangas dos pontos de
interesse durante a aproximacao da funcao de forma em uniforme ou nao uniforme distribuig¢ao

de nos.

A partir da Figura 2-3 abaixo, pode-se visualizar como se dad a correlacdo do dominio de
influéncia em cada no a partir do ponto de interesse X, sendo que o dominio de influéncia pode

ser diferente para cada n6 do dominio, ou seja, variando de no6 para n6, tal como mostrado.

Figura 2-3 — Dominio de influéncia em nos.

Na Figura 2-3 acima, os n6s 1, 2 e 3 possuem respectivamente os raios de dominio de influéncia
d,,d, e d,. Para a constru¢io da fun¢io de forma relativa ao ponto de interesse X , serdo

utilizados os dominios de influéncia relativos aos nds 1 e 2, ndo sendo utilizado o dominio de
influéncia referente ao noé 3.

Logicamente, percebe-se que o tamanho do dominio de influéncia podera ser influenciado por
nds mais proximos do ponto do interesse e também mais distantes. Nao necessariamente os nds
mais proximos serdo sempre utilizados na constru¢ao dos dominios de influéncia.

No caso em questdo, o n6 3 ndo sera utilizado para a construgdo do dominio de influéncia X,

visto que o raio d; nio o engloba.

O tamanho ou a forma como variam os dominios de influéncia acerca do problema afetam a
performance e a solugdo final dos métodos sem malha. E importante que o dominio de
influéncia contido em todo o problema tenha 0 mesmo niimero de nés. Dominios com bordas
irregulares ou aglomeragdes de nos podem levar a geracao de dominios de influéncia irregulares
(BELINHA, 2014).



Independentemente do método sem malha utilizado, trabalhos recentes recomendam adotar o
tamanho do dominio de influéncia da seguinte forma:

)
I

k-h 2.1)

Onde:

h ¢ a média de espagamento entre os nos que rodeiam o ponto de interesse X P

k ¢ um parametro adimensional.

Contudo, esta ndo ¢ a metodologia mais apropriada em métodos sem malha. Fixar o tamanho
dos dominios de influéncia ¢ a técnica mais comum para estabelecer a conectividade nodal
(BELINHA, 2014). De acordo com Belytschko et al. (1994), a dimensdo ou tamanho do
dominio de influéncia pode ser calculado pelos seguintes fatores:

dm, =a -d. (2.2)

Onde:

« ¢ uma constante de proporcionalidade;
d; ¢ o raio de influéncia, no qual acaba determinando o tamanho do dominio de influéncia.

Caso ocorra a distribui¢do uniforme dos nds, d, pode ser entendido como a distdncia maxima
entre o conjunto de nds que rodeiam o ponto de interesse. No caso contrario, na distribui¢ao

ndo uniforme dos nds, d, pode ser definido como a menor distdncia média de espagamento
nodal compreendida entre o ponto de interesse e o conjunto de nds que formam o dominio de
influéncia.

De acordo Liu (2003), Liu e Gu (2003), os valores de & que levam a ter bons resultados na

aproximacao das funcdes de forma estao compreendidos no intervalo de 1,4 a 4,0 em exemplos
elastotaticos.

A precisao da interpolacao, normalmente, vai depender de uma escolha bem adequada para o
conjunto de nods que forma o suporte compacto. Assim, elencam-se algumas observacdes
trazidas por Tinh (2005) a respeito do assunto:

1* observacao: garantir que ha particulas suficientes dentro do suporte;
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2% observacao: assegurar que nao deve haver muitas particulas dentro de um suporte. Se nao
houver particulas suficientes dentro do suporte, quando calcularmos a fun¢ao de forma de um
método sem malha, encontraremos um problema de singularidade. Se houver muitas particulas
em um suporte, a largura de banda da matriz de rigidez sera grande, portanto,
computacionalmente, ndo ¢ eficiente;

3° observagdo: no que diz respeito a computagdo acima da média, devemos ter cuidado para
que a diferenca entre o tamanho minimo e maximo de suporte ndo seja muito grande.

2.1.5 Funcoes de ponderacao

A fungdo peso deverd ser zero fora do dominio de influéncia e diferente de zero nas

proximidades do ponto de interesse X , do dominio de influéncia do né genérico I em
questao.

Existem varios tipos de fungdo peso, sendo que, em cada formulacao deverao ser atendidas as
seguintes premissas ou condigoes:

e w(s)>0,no interior do subdominio 2 ;
o w(s)=0, forado dominio de Q2 ;e
e w.(s)éuma fungdo continua decrescente.

A funcdo peso ¢ calculada em fun¢do de seu comprimento, normalizado da seguinte forma:

e

|
dm.

1

(2.3)

Onde:

dm, : dimensdo do dominio de influéncia do né I;

X — X; : distancia entre o ponto de interesse x e o ponto nodal X, .

Desta forma, a dimensdo do suporte compacto de uma fungéo peso associado ao n6 I deve ser
escolhida de maneira que englobe um nimero suficientemente adequado de nos, de forma a
cobrir todo o dominio da aproximag¢do pelo método escolhido para a fungdo de teste em cada

ponto de amostragem, para garantir a regularidade da matriz. Um pequeno suporte compacto
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pode resultar em um erro numérico relativamente grande ao usar quadratura numérica de Gauss

nos calculos dos elementos na matriz do sistema (TINH, 2005).

As fungdes ponderadoras mais utilizadas em aproximacgdes unidimensionais sao a Cubic Spline
Weight Function e a Quartic Spline weight Function, que serdo listadas a seguir com as outras

mais empregadas:

e Cubic Spline weight Function (BELYTSCHKO et al., 1996)

Z4r + 40, I’Sl
2
wiry=12 a4 2o Lo (24)
3 3772
0, r>1

e  Quartic Spline weight Function (BELYTSCHKO et al., 1996)

W(r)={1—6r2+8r3—3r4, r<l1 2.5)
0, r>1
e Quinta Spline (XIAOFEI et al., 2004)
W(r)={1—10r2+20r3—15r4+4r5, r<l1 2.6)
0, r>1

e Exponencial (LONG e HU, 2003)

W(r) = {6_;%)’ - i @.7)
e Exponencial (BELYTSCHKO et al., 1995)

w(r) = {8?2 T i 1 2.8)

, r

e Gaussiana (BELYTSCHKO et al., 1994)
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2k 2k
e (rb) —e (b)

- <
wir) =1 gor > "= 2.9)
0, r>1
e Conica BELYTSCHKO e al., 1994)
N2k <
W(r) = {1 )7, r=l (2.10)
0, r>1

No caso bidimensional, a fungdo peso correspondente ¢ obtida de acordo com as expressdes

abaixo:

e Dominio circular:

m(x):wpr"_xf"} 2.11)
dm,
e Dominio retangular:
@ = wir) wiry = w =) [ [ =] (2.12)
! * 7 dm’ dm’

Como demonstrado na equagio (2.12), w(r,) e w(r,) sdo obtidas através da substituigdo de »

por 7, ou r,, respectivamente, conforme o caso, nas equagdes (2.4) a (2.10). Ao se calcular as

fun¢des de forma, verifica-se a necessidade de se obter a derivada de tais funcdes e, com isto,
a derivada das fungdes peso. Assim, utilizando-se a regra da cadeia, calculam-se as fungdes de
forma da seguinte maneira:

W =W, Ty (2.13)

Onde:

k ¢é o subscrito que representa a derivada da fung3o.

Para o caso unidimensional, utilizando a fung¢do peso Cubica Spline, tem-se a seguinte
expressao:
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—8r+12r7, rSl
2

w,, = 4+8r—4r°, %<r£l (2.14)
0, r>1

Por exemplo, no dominio circular, substituindo o valor da Equagao (2.3) na Equagao (2.13),
tem-se a expressao:

(x—x,)
Mj[ X = i — 2 1 5
T (2.15)
No caso bidimensional:
Wi,x = M}i,r ' }/;',x (216)
Wiy = Wi Ty (2.17)
Se substituir o valor de 7, e 7; ,, as expressdes ficam com a seguinte forma:
(x-x)
W, =W, - ’ 2.18
> T dmiZ ( )
(r-»)
iy = Wi : 2.19
») r .dmiZ ( )

Ambaliya e Savaliya (2015) relatam que as fungdes peso tem duas importantes acoes:

e Uma como um meio de transmitir suavidade ou continuidade desejada para a
aproximacao;

e A mais importante, ¢ o estabelecimento da natureza local da aproximacgao.
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2.1.6 Funcoes de forma

As fungdes de forma sdo construidas em aproximagdes baseadas no método dos residuos

ponderados.

Normalmente, a escolha da fun¢ao de base ¢ muito relevante na precisao do método analisado,
visto que a fung¢do aproximada tem que representar com certo grau de confianga a fungdo exata.
Na maioria dos casos, sdo utilizadas fung¢des base na forma de mondémios, dando origem a

termos polinomais que podem ser constantes, lineares, quadraticos ou exponenciais.

Em casos unidimensionais, geralmente, as fungdes de base sdo as seguintes:

pTz[l x],m:2
pr=[l x x],m=3 (2.20)
pTZI:l ¥ xr .. xm—l}

Onde m é o tamanho da fungao base.

Em casos bidimensionais, as fun¢des de base podem ser representadas pelo triangulo de Pascal.
Por exemplo, uma funcao de base quadratica pode ser representada por:

prz[l X y x xy yz] (2.21)

Sendo que, no exemplo acima, a fungéo base apresentada tem ordem m=6.
Liu (2003) observa alguns aspectos que as fungdes de forma satisfazem a fim de serem

apropriadas em métodos sem malha:
1°) Devera ser razoavelmente robusta para os nos distribuidos arbitrariamente;

2°) Devera ser numericamente estavel ou produzir resultados estaveis, apesar de algumas

distribui¢des nodais poderem causar certa instabilidade na aproximagao local;

3°) Devera satisfazer certa ordem de diferenciabilidade ou continuidade: quando se aumenta o

nimero de nds no dominio, o método deve garantir que a solugdo seja mais bem aproximada;
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4°) Devera ter um suporte compacto; deve ser suficientemente pequeno se comparado ao
dominio completo — isso garante maior esparsidade da matriz global e melhor eficiéncia na

obten¢ao dos resultados;
5°) Devera ser computacionalmente eficiente;

6°) Ideal que tivesse a propriedade de delta de Kronecker, para facilitar a imposi¢cdo das

condigdes essenciais de contorno.

A Tabela 2-2 abaixo resume as aproximagdes das fungdes mais utilizadas nos métodos sem

malha;

Tabela 2-2 — Aproximacao das fung¢des de forma dos Métodos sem malha. Modificado de Liu

e Gu (2005)
Categoria Técnicas de aproximacao
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)
Representagdo por integral Reproducing Kernel Particle Method (RKPM)

General Kernel reproduction Method (GKR)
Minimos quadrados méveis (MQM)
Representagdo por séries Point Interpolation Method (PIM, RPIM)
Partition of Unity (PoU)

Representagdo por diferencial Generalized Finite Difference Method (GFDM)

2.1.7 Condigoes de contorno essenciais

Ao se aproximar utilizando um método numérico, ¢ de fundamental importancia a restrita
observancia das condigdes de contorno essenciais. Nos métodos sem malha, as condigdes de
contorno essenciais ganham mais destaque, em razao das aproximacgoes utilizadas ndo passarem
por valores nodais. Para tal propdsito, os multiplicadores Lagrangeanos sao os mais utilizados,
mas sdo também os mais custosos computacionalmente, devido a ndo positividade das equacdes

discretas (CHEN et al., 2006).

2.1.8 Consisténcia

O conceito de consisténcia diz respeito a questdo da aproximacgao, sendo a fun¢do aproximada

u(x), conforme definido anteriormente como:

u(x) = anﬂ(x)u,-, xeQ (2.22)

Onde 7 : nimero de nds do dominio;
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¢.(x) : fungdo peso;
u, : parametro nodal.

Quando se utilizam polindmios de grau menor ou igual a k , a consisténcia do método utilizado

para aproximar u” (x) ¢ da ordem k .

Em relagdo ao estudo bidimensional, ou seja, aproximando a fun¢do x(x,y), a consisténcia de

ordem 1 se verifica quando as seguintes condi¢des sdo existentes:
Y. 4(0=1 (2.23)
i=1
D 4 (x)x, =x (2.24)
i=1

24y, =y (2.25)

A consisténcia ¢ medida, usualmente, pela ordem polinomial que as fungdes de forma podem

representar. Por exemplo, se a aproximacdo pode reproduzir, exatamente, uma fungdo

. ~ 4 g C A 0
constante, esta aproximagdo ¢ dita de consisténcia zero, ou P Analogamente, se a

aproximagao consegue reproduzir exatamente uma fungao linear, sua consisténcia ¢ denotada
1 oA g J o .
por P . De modo geral, a consisténcia é dita P* se a aproximagéo reproduzir exatamente um
polindmio de ordem k. Denomina-se completude a caracteristica de uma aproximagdo de
oA k. p . . s
consisténcia de ordem kK, P", para garantir, também, que a aproximag¢io é (completamente)

consistente para todas as ordens abaixo de k, i.e., de P’ at¢ P*'. Para fun¢oes de forma
polinomiais, completude implica na utilizagdo de todos os termos polinomiais até a ordem

desejada. Uma abordagem mais detalhada pode ser encontrada em Fries e Matthies (2004).

2.2 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS MOVEIS (MQM)

O método dos minimos quadrados moéveis foi desenvolvido por Lancaster e Salkauskas (1981),
com uma modificagdo no método dos minimos quadrados (RIVLIN, 1969) para a aproximagao

de pontos nodais em curvas. E uma técnica muito utilizada para a constru¢do de funcdes de
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forma em varios métodos sem malha. Nayroles et al. (1992) foram os primeiros a utilizar a

técnica dos minimos quadrados moveis no Difuse Element Method (DEM).

O MQM ¢ um método que tem como caracteristica principal o fato de nao necessitar de uma
malha para ser aplicével, pois a defini¢do dos pontos que contribuem para a interpolagdo em
um determinado ponto ¢ fun¢do apenas da distancia entre eles (MIERS, 2007). Visualiza-se o

enunciado anterior através da Figura 2-4.

a) Por conectividade entre os elementos b) Através da distancia
Figura 2-4 — Interpolagdo em um ponto de interesse X, : na letra a) por conectividade entre os

elementos e na letra b) através da distancia.

O método aproxima uma fungio variavel u(x) por uma denominada de u" (x) , pelo método dos

minimos quadrados moveis, da seguinte forma:

W (=3 p,(0)a,(0) = P () alx) (226)

Onde m : nuimero de termos monomiais;

P : conjunto de fung¢des base linearmente independentes e completas de m termos;

a : vetor de coeficientes indeterminados a serem estimados.
O coeficiente a(x)também depende da posi¢do x, sendo obtido em qualquer ponto x pela
aproximacao local do ajuste minimo ponderado, realizado através da minimizagao da diferenca

entre a aproximacao local e a fungao.

Desse modo, o erro residual quadratico ¢ definido como:
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J= iw(x—xi)-[ei(x)] (2.27)

2

J = Zn:w(x—xi)-[uh(x) —u(x,)] (2.28)

2

J =Zn:w(x—xl.)-[PT -a(x)—ul.] (2.29)

A equacdo acima também pode ser escrita da seguinte forma:

u” = (uy,uy, -1, (2.30)
n(x) p(x) - p,(x)
po| PR paln) P ) (231)
n(x,) p(x) - p,(x,)
wx-x) 0 - 0
ww=| O R0 (2.32)
0 0 o w(rx)

Onde 7 : nimero de nés circundantes ao ponto de interesse X ;
w: fungdo peso.
Relembra-se que a fungdo peso ¢ diferente de zero no interior do dominio €2 . Na Figura 2-5
. ~ y . o ~ h
abaixo, representam-se os valores de uma funcao variavel u sendo aproximada pela fungado u

nos pontos de interesse I.

u u(x)
— —0 o
o
o
UJ uh(xj)
0 P>
X; X
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Figura 2-5 — A fungio de aproximagiou” (x) e a fungdo nodal u, .

Para se determinar os coeficientes de a,(x), deve-se minimizar o funcional J através da

derivada em relagdo a a;(x), como se segue:

9 _o (2.33)

Gerando um sistema com m equagoes:

2—;1]1 =0 lan:w(x—xi)2p1(xi)[pT(x).a(x)_ui] ~0
S—ZZ:o = ZW(x—x,.)sz(xi)[pT(x).a(x)_ul} —0

687*]:0@ IZ::W(x—xi)me(xi)[PT(x)'a(x)_”i]:0

m

Colocando-se em notagao vetorial:

iw(x—xl.) 2P(x)| P'(x)-a(x)—u, ] (2.35)

2Zn: w(x—x,)- P(x,)P" (x,)-a(x)—w(x—x,)P(x)u, =0 (2.36)

i=1

Eliminando-se a constante e fazendo o rearranjo dos fatores nos dois lados, tem-se:
z w(x—x,)- P(x,)P" (x,)-a(x) = Zw(x —x,)P(x;)u, (2.37)
i=1 i=1

Ou, simplificadamente, na forma de matrizes:
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A(x)a(x)=B(x)U (2.38)
Sendo a solugao do sistema linear acima dado pela equagao abaixo:
a(x)= A" B(x)U (2.39)

Sendo as matrizes A(x)e B(x) determinadas de acordo com as seguintes expressdes a seguir:
A(x) = ZW(X —x,)P(x, )PT (x;) (2.40)
i=1

B(x)= [w(x —x)P(x;) + w(x —x,)P(x,) + w(x —x;)P(x;) - w(x —x,)P(x, )] (2.41)
A matriz A(x) é uma matriz quadrada de ordem m. Entretanto, a matriz B(x) ¢ uma matriz que

tem dimensdo (m - n) . Finalmente, se a Equagdo (2.40) for substituida na Equagdo (2.26) sera

determinada a aproximacdo da funcdo variavel buscada u" (x):
u'(x) = ij (¥)a;(x)= P"(x)-a(x)=P"(x)- A"'B(x)U (2.42)
j

u' (x) = P" (x) [iw(x —x)-P(x)P" <xi)} 3 w(x—x,)P(x, ), (2.43)

Sendo disposto de uma forma simplificada, associando a fungdo de forma g, :
u'(x)= Zgﬁi(x)ui =0 (x)u (2.44)
i=1

Onde a fungdo de forma @' (x) pode ser obtida através da Equagdo (2.42):

@' (x)=P"(x)- A" (x)B(x) (2.45)
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Ou

§()=3 [ 4" 0B i (2.46)
§,(x) = ¢ (1) P(,)w, () (2.47)
c(x)= A" (x)P(x) (2.48)

Onde ¢.(x) ¢é fungdo da aproximagdo pelos MQM correspondentes ao n6 X, , esquematicamente

representado na Figura 2-6-b. E importante notar que as fun¢des de forma dos MQM nio sdo

interpolantes nodais, ndo apresentando, assim, a propriedade do delta de Kronecker, ou seja,

¢i(xj)¢é‘ij'

wlx)

Tz T T Iz 0.5

(a) Funcio peso. (b) Funcio de forma.

Figura 2-6 — Tipica funcdo peso e fun¢do de forma de uma aproximacao pelos MQM para um
T
nox = [% 0} .

E necessario obter as derivadas da fungio de forma da Equagdo (2.45) a fim de se calcular os
deslocamentos definidos na Equagdo (2.44). Para isso, pode-se adotar o procedimento de

Belystschko et al. (1994), aplicando a regra do produto para o caso bidimensional:

¢.=P .- A'B +P" (A ). B +P" -A"B,, (2.49)

T -1 T -1 T -1
$,=P , A B+P -(47),B+P 4B, (2.50)

28



Onde o indice subscrito corresponde a derivada;

Deve-se atentar para o fato de que os calculos também envolvem a derivada da inversa da matriz

A em relagio aos eixos x e y, que pode ser calculada através da derivagdo implicita a

1dentidade:

A-A"=1 (2.51)
(A7), =—A"- 4,4 (2.52)
(A7), =—A"-4,-4" (2.53)

2.3 EQUACOES DA ELASTODINAMICA

As equagdes que regem um comportamento elastodindmico, considerando um dominio () de

fronteira I, sdo as que se seguem:

o, +b, =mii, +cu, (2.54)

Onde m : densidade de massa;

u; : campo de deslocamento;

2
. O,
Uu.

i = ?: aceleragao;

. Ou, .

u, =—= : velocidade;
Ot

o, ;- vetor de tensdes;

b, : forgas de corpo;

c : coeficiente de amortecimento;

Jj= 8_ : derivada da fungdo em relagdo a dire¢do J .

X

As condigdes iniciais sao expostas a seguir:

u(x,t)) =uy(x),xeQ (2.55)

29



u(x,t)) =v,(x),x € Q (2.56)
u=u no I (2.57)

tt.=o,n,=t no T (2.58)

Onde u(x,t,) =u,(x) é o deslocamento inicial;
u(x,t,) =v,(x) é a velocidade inicial,

[, =0, ;=1 sa0 as tragoes;

n, ¢ o vetor normal unitario ao dominio €2 .

2.3.1 Analise de vibracoes livres

A equagdo que governa as vibragdes livres sem coeficiente de amortecimento € a seguinte:

o, =mii (2.59)

As condi¢des de fronteiras iniciais, normalmente, sdo as mesmas que as definidas

anteriormente, entretanto, a tragdo ! =0. Na analise de vibracdes livres, u(x,t) pode ser

definido como:

u(x,t) =u(x)sen(wt + @) (2.60)

Onde o ¢ a frequéncia.

Substituindo a Equacao (2.60) na Equagao (2.59), tem-se a seguinte equacao:

o, + @’mu, =0 (2.61)
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Constata-se que as tensdes ¢ e os deslocamentos u sdo obtidos apenas em funcdo das

coordenadas de um ponto x qualquer.

A forma fraca local da equagédo acima, sob um local subdominio €2, contornado por I',, pode

ser obtida usando o método dos residuos ponderados, resultando na equagao abaixo:

sJ

jq w(o,  +a'mu)dQ=0 (2.62)

Onde w; ¢ a funcdo peso.

Integrando-se por partes o primeiro termo do lado esquerdo da Equacao (2.62), tem-se:

L w,o, .n.dF—IQ (w, o,

§,J°"J L,j i)

—waw’mu,)dQ (2.63)

O suporte do subdominio €2 de um né x; é um dominio em que w;(x)#0. Uma arbitraria

forma do dominio de suporte pode ser utilizada (ATLURI et al., 1999b). Como mencionado

anteriormente no item 2.1.3, podem ser usadas normalmente para o dominio de suporte

geometrias retangulares ou circulares. Na Figura 2-7, pode-se visualizar que o contorno I
para um dominio de suporte €2 ¢ usualmente composto por trés partes: o contorno interno I';

,ocontorno I'_ e I',,, em que as essenciais e naturais condi¢des de contorno sio especificadas

(GU e LIU, 2001a).
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Figura 2-7 — Dominio de suporte €} e dominio de integragdo €, paraum né I; o dominio de

interpolagdo €2, utilizando a integragdo de Gauss no ponto x, (adaptado de GU e LIU,
2001a).

Impondo as condi¢des naturais de borda e relembrando que:

ou
Ul-jnj :aE i (264)
Tem-se que:
by 2
J-FS‘_ witdl + IF witdl + J‘rw witdl — IQ (w, 0, — w0 mu)dQ=0 (2.65)

Para um dominio de suporte locado inteiramente dentro do dominio global, ndo existe
intersegdo entre I, e o contorno global T', I', =I"_, e as integrais sobre I',, e I,
desaparecem, visto que t =0 sobre T’ , - Entdo, as integrais sobre I', desaparecem em todos

os nos em analises de vibracoes livres.

A Equacdo (2.65) acima, para qualquer n6 X, em vez de lidar com um problema global na
Equagdo (2.61), torna-se o problema localizado sobre o dominio de suporte local. O dominio

do problema (2 ¢ devidamente representado por nds dispersos. O método dos minimos

quadrados moveis € usado para aproximar o valor de um ponto x, . Substituindo a Equagao

(2.44) na forma fraca local da ultima Equagado (2.65), para todo o conjunto de nds, tem-se o

seguinte sistema de equacdes:



Ku—a’Mu=0 (2.66)

Onde K : matriz de rigidez;

M : matriz de massa;

Podendo ser definido como:

g

K, = [ v/ DB,dQ~ [ w,NDB,dT — [ w,NDB,dT (2.67)
Q Ty Ty

M, = [ mw® dQ (2.68)
Q

Onde w; sdo os valores da matriz da funcdo peso;

®; ¢ amatriz da fungdo de forma.

As outras variaveis da Equacdo (2.67), N,B,,v, ¢ D | sio definidas abaixo:

N n, 0 n
10 n, n,
4. O
B= ¢J,y
_¢]y ¢j,x
e O 2.69
v[ — 0 i’y ( M )
| Wiy Wix
1 o 0
D=|v 1 0
0o o (=0
L 2

Em anélises de vibragoes livres, a Equacdo (2.66) também pode ser escrita como segue:
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(K—a’M)q=0 (2.70)

Onde ¢ ¢ o autovetor.

A Equacgdo (2.70) acima ¢ a formulagao dos métodos MLPG e ILMF para analises de vibragdes
livres. Assim, para determinar as frequéncias w e os modos de vibragao, ¢ necessario resolver
a equacgao linear de autovalores. Entretanto, as condi¢des de contorno essenciais — Equagao

(2.57) — devem ser satisfeitas.

2.3.2 Analise de vibracoes for¢cadas

A Equagao (2.54) representa a formulagao de vibragdes forcadas. As condi¢gdes de contorno
iniciais sdo dadas pelas Equacdes (2.55) a (2.58). O método da interpolacao direta ¢ utilizado

para impor as condigdes essenciais de contorno.

A forma fraca local da Equagdo diferencial (2.54), sobre o dominio €2 , contornada porI’_,

pode ser obtida através da aplicagdo do método dos residuos ponderados localmente, através da

seguinte equagao:

[wi(o, , +b,—mii, — cii,)dQ— [ w,(u, ~#)dT = 0 (2.71)
Q L

O primeiro termo no lado esquerdo da Equagao (2.71) pode ser integrado por partes, e, impondo

as condigdes naturais de contorno (Equacgdo (2.58)), obtém-se:

J.(w,.miii +wcil, +w, ;0 )dQ— I witdl — j witdl + j wudl =
Q L Fou Lou

[ widr+ [ widT+ [ whdQ

I, ry,

er

(2.72)
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Em analises de vibragdes forgadas, u ¢ a fungdo de espagos coordenados e tempo. E
discretizado apenas em relagdo as coordenadas, sendo a Equagdo (2.44) simplificada da

seguinte forma:
u'(x,0)= 3 (x)u, (1) 2.73)

Substituindo a Equagdo (2.73) na forma local fraca (Equagdo (2.72)) para todos os nos que

compdem o dominio, tem-se a seguinte equagdo discretizada:

Mii(t)+ Cit) + Ku(t) = £(2) (2.74)

Onde M : matriz de massa obtida na Equacio (2.68).

K,Ce F sio definidos como segue:

K, = [v/DB,dQ~ [ w,NDB,dT [ wNDB,dT + [ wg,dT (2.75)
Q Ly 1 1
Cij = [ ewg,dQ (2.76)
Q
£@&)= [ wE@dT+ [ wadl + [ wb(6)dQ (2.77)
ry Ty, Q

2.3.3 Integracio no tempo

Os métodos utilizados na resolugcdo da Equacao (2.74) podem ser divididos, na maioria dos
casos, em duas categorias: andlise modal e andlise direta. Neste trabalho, sera utilizada a analise
direta. Véarios métodos de andlise direta foram desenvolvidos para resolver a equagao dindmica,
como por exemplo, 0 Método de Newmark (1959). Nos proximos itens, relatar-se-4 o método

relacionado.

2.3.3.1 Método de Newmark (1959)
O M¢étodo de Newmark ¢ uma generalizagdo do método de aceleracao linear. Esse método

assume que a aceleragio varia linearmente com o intervalo de tempo (¢, + Ar) , resultando em:
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U, =, + A, + G -p j ALii, , + PAL, (2.78)

i, =1, ,, +(1-8)Adii, ,, + SAtii, (2.79)

t

A resposta no intervalo de tempo ¢+ Af é obtida através da avaliagdo da equacdo de movimento

no tempo ¢ +Af . O Método de Newmark (1959) ¢é, desta maneira, um método implicito.

O Método de Newmark (1959) ¢ incondicionalmente estavel, desde que se atenda a seguinte

condigao:

5205 e /32%(5+0,5)2 (2.80)

Em cada etapa do tempo, reescreve-se a equagao (2.74) no tempo (n+1)As e substituem-se as

equacdes (2.78) e (2.79) na equagdo (2.74), obtendo-se o seguinte campo de equagdes:

K(n+1)Atu(n+l)At = Finu)m (28 1)
Ko = Kiwenyar T oM a6 C 0 (2.82)
(n+l)At = FEn+1)At + M(n+l)At (COunAt + CZZ’.lnAt + C3Z:inAt ) + C(n+l)At (clunAt + C4L.lnAt + C‘Sl:inAt) (2'83)
1 ) 1
Ty T ST
(2.84)
1 o At S
¢, =—-—1, c,=—-1 e c5= [——2]
20 Yij Y;;

2.4 FATOR DE INTENSIDADE DE TENSOES DINAMICO

O fator de intensidade de tensdes estatico ou dindmico quantifica a grandeza do estado de
tensdes nas proximidades da trinca em elementos lineares, isotropicos e homogéneos, sendo um

parametro essencial no estudo da Mecanica da Fratura Linear Elastica.
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Maldaner (1993) menciona que um limite para o fator de intensidade de tensdes ¢ definido
quando atinge a ocorréncia de propagacdo da trinca, denominando-se esta fronteira de fator

critico (k o)

Segundo Song e Paulino (2005) a determinacdo realistica do fator de intensidade de tensdes ¢é
crucial na mecanica da fratura para casos estaticos ou dindmicos, em virtude de serem usados
na analise de problemas de iniciagdo e propagacao de trincas.

Zhou et al. (2016) relata que existe uma preocupagao crescente na avaliagdo do comportamento
de materiais fissurados sob carregamento de impulso e que para apreciar com precisdo a
mecanica da fratura sob o carregamento dindmico, pesquisadores propuseram parametros da
fratura, como o fator de intensidade de tensao dinamico (DSIF) e a taxa de liberacdo de energia
de deformacao (SERR).

Em decorréncia da necessidade de identificar a influéncia dindmica na Mecéanica da Fratura,
especialmente na determinagdo do Fator de Intensidade de Tensdo Dindmico (DSIF), surgiram
metodologias diferentes, desde a aplicacdo de métodos analiticos e numéricos , com os Métodos
de Elementos Finitos, Diferencas Finitas, Métodos de Elementos de Contorno, Métodos Mistos
e entre outros que utilizam técnicas variadas na integragdo do tempo, implementacdo das
condi¢des de contorno e integracdo da fungdo aproximadora como relatados no subitem 1.1
deste trabalho.

Além dos trabalhos ja mencionados, na determinagdo dos DSIF’s, em ordem cronoldgica, na
Tabela 2-3, importantes trabalhos publicados na érea:

Tabela 2-3 — Principais publicagdes em ordem cronoldgica

M¢étodo de obteng¢ao do fator
Autor(es) M¢étodo numérico de intensidade de tensdo
dindmico (DSIF)
Codigo de Diferengas Finitas
1975 Chen FDM Langrangiana dependente do
tempo, denominado HEMP

Ano de
publicacao

Inclusdo de um elemento
singular no campo de
deslocamento nas
proximidades da trinca

1980 Kishimoto ef al. FEM Integral-J modificada

Deslocamento de abertura da

1978 Aoki et al. FEM

1983 Brickstad FEM .
ponta da trinca
"Quarter Point element
1986 Ml}rtl e FEM (QPEs)" calcula-se o
Valliappan deslocamento nas
proximidades da trinca
1990 Kishimoto ef al. FEM Integral-J modificada
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Superposicao linear de
solugdes de propagacao de
ondas de tensdo utilizando o

1990 Lee e Freund FEM M¢étodo da Fundamental
solucao do deslocamento em
movimento
Dominguez e "Quarter Point element
1992 Gallego BEM (QPEs)"
1993 | Lin e Ballmann FDM _Campos de tensao nas
vizinhas da ponta da trinca
1994 Fedelinski et al. DBEM Integral-J
1995 | Belytschko et al. EFG Integral-J
1999 Sladek BEM Integral-J
et al.
Krysl e
1999 Belytschko EFG Integral-M
Tragdo hipersingular no
dominio do tempo
2002 Zhang BEM combinada com a técnica de
deslocamento de abertura da
ponta da trinca.
2002 Wu et al. EFG Integral-J
Tabiei e Wu Deslocamento da superficie
2003 (2003) FEM da trinca
Integral-J; Integral-M e
2005 Song e Paulino FEM Método da extrapolagdo de
deslocamentos.
2006 Castellanos et FEM Deslocamento de rabertura da
al. ponta da trinca
Menouillard et XFEM (Extended Integral de dominio
2009 al Finite Element independente e campo
) Method) extensdo virtual da trinca
2009 Wen e Aliabadi EFG Deslocamento de .abertura da
ponta da trinca.
F2FFEM (Fractal Two- Campo de deslocamento n
2011 Fan et al. Level Finite Element ampo de ceslocamento nas
Method) proximidades da trinca
Integral de fechamento de
XEFG (Extended trinca (CCI) combinada com
2012 Muthu ef al. Element-Free Galerkin | uma técnica de suavizacao
Method) da singularidade de
enriquecimento local
XFEM (Extended
2013 Petri Finite Element Integral-J
Method)
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Integral-J modificada e

2014 Abdollah¥far ¢ FEM enriquecida de fungdes de
Nami i
base na ponta da trinca
2015 Gonzalez et al. DBEM Integral-J
Técnica de Fechamento
2016 Zhou et al. FEM Virtual de Elementos de
Trincas (VCCT)
2019 Fedelinski BEM Deslocamento de 'abertura da
ponta da trinca.
2001 Turis ef al. Técnica Baseada em | Método de extrapolagdo dos

Difracao

deslocamentos
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3. MODELAGEM ESTRUTURAL

3.1 CAMPO ELASTICO

Apresenta-se a aproximacao do campo de deslocamentos nas proximidades de x, em funcao

da Equacdo (2.22), pelo método dos minimos quadrados moéveis nas equagdes abaixo:

th(x)}_ﬁl(()x) 0 - ¢,(x) 0 }Vl - o(x)a (3.1)

Sendo as deformagdes especificas:

g=Lu=L®(X)i=Bi (3.2)

E sobre a linearidade do operador diferencial L, tem-se que:

by O - ¢, O

B=l0 ¢, - 0 ¢, (3.3)
bo 0 9,
E as tensdes pela Lei de Hooke generalizada:
o=De=DBa (3.4)
E as componentes das forgas de superficie:
(3.5)

t=nc =nDBu
Onde n ¢ a matriz das componentes do vetor normal unitario, estabelecida abaixo:
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n=[“ 0 nﬂ (3.6)

Para o estado plano de tensdo, tem-se que:

E l-v v 0
D=———— 1- 0 .
-2y SR
0 0
2

E para o estado plano de deformacao, tem-se que:

(3.8)

—
—
|
<
8]
SN—
—_
N‘| (=
<

Conclui-se que as varidaveis do campo eléstico, em qualquer ponto x, sdo obtidas através das

incognitas nodais U .

3.2 TEOREMA DO TRABALHO

Seja um dominio bidimensional £ contornado por I' = I, U [, em que as tensdes estaticamente

admissiveis satisfagam a seguinte condi¢ao de equilibrio:

I'c+b=0 (3.9)

Vilida em um dominio (), com a fronteira natural [;, podendo ser visualizada na Figura 3-1:

t=no=1 (3.10)

Onde o : vetor que representa as componentes de tensao;

L : operador de derivadas matriciais;
t: componente das forcas superficiais;
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! : componente das forgas superficiais prescritas;

7 : vetor unitario normal ao contorno I'.

Figura 3-1 — Representacio do dominio global £2 | suas fronteiras natural T’ . eessencial I',

¢ os subdominios €3, associados ao n6 (), com contorno interno I', =I",,, WI',, UL, . Nos

P e R, de forma similar, possuem dominios locais correspondentes a €, ¢ €2, .
O teorema do trabalho, apresentado por Oliveira e Portela (2016), estabelece uma relacao
energética, em um dominio local arbitrario €3, € 2 , entre dois campos eldsticos independentes

que podem ser definidos no corpo, um campo de tensao estaticamente admissivel o que satisfaz

o equilibrio com um sistema de forgas externas e um campo de deformacdo cinematicamente
admissivel € que satisfaz a compatibilidade com um conjunto de deslocamentos restritos.

Expresso como uma forma integral, definida no dominio €, T, o teorema do trabalho pode

ser escrito de forma compacta, simplesmente como:

[fuwdr+ [ bu'd=] o'c'd (3.11)

Ty Q Q

~ ~ . . . ~ ~ *
Neste caso, ndo se tem nenhuma relagao constitutiva que vincule a tensdo o e a deformacgao €

, portanto, eles ndo dependem um do outro, como apresentado esquematicamente na Figura 3.2.
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Cdf
—% *
u u b
Cinematico Estatico
* Ctf —
€ o t
Sistemas 3 .
Cinematicamente admissivel - Estaticamente admissivel
Independentes

T¢ Tl' Tylv
/ t u*d]_"+/ b u*dQ:/ o’ e"dQ
) T Qg T Qg T

Figura 3-2 — Representacdo esquematica do teorema do trabalho, uma relagao de energia,

valida em um dominio local arbitrario Q, e QUT", com contorno I',, . Cdf e Ctf significam

Condigao de deslocamento e Condigao de tracdo na fronteira, respectivamente.

O campo de tensdo estaticamente admissivel ¢ pode ser qualquer um que esteja em equilibrio

com o sistema de forgas externas, satisfazendo as equacdes (3.9) e (3.10); o campo de
deformagio cinematicamente admissivel & (pode ser qualquer um), gerado por deslocamentos

continuos U com pequenas derivadas, compativeis com um conjunto arbitrario de restrigdes

especificadas no contorno cinematico; ndo ¢ necessariamente a tensao estabelecida no corpo.

Finalmente, o dominio local Q,UT, € um subdominio arbitrario do corpo, associado ao ponto

A . . * . ~
de referéncia Q, conforme representado na Figura 3.1, onde os campos ¢ e € independente sdao

definidos.

3.3 FORMULACAO CINEMATICA

Para usar o teorema do trabalho como ponto de partida na formulagdo de métodos numéricos,
€ necessario especificar um dos dois campos independentes que podem ser definidos no corpo,

de acordo com alguma conveniéncia particular da formulacao do método numérico.

As formulagdes cinematicas consideram uma especificagdo particular do campo de deformagao

¢ , levando, assim, a uma equacao de equilibrio mecéanico usada em modelos numéricos, para
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gerar a respectiva matriz de rigidez. Um caso simples de uma formulagdo cinematica, baseada

em um campo de deformagdo gerado por um deslocamento de corpo rigido.

3.3.1 Formulacgao de deslocamento de corpo rigido

Tendo em mente a caracteristica principal do teorema do trabalho, que ¢ a total independéncia

., . * ~ , . . .
dos campos admissiveis, o ¢ €, o campo de deformacdo ¢ definido para simplificar a
formulacao. Portanto, a escolha mais simples e dbvia ¢ usar um campo de deformagao gerado

por um deslocamento de corpo rigido que pode ser definido como:

u(X)=c (3.12)

Onde ¢ é um vetor constante que gera convenientemente deformacgdes nulas:

*

e (X)=0 (3.13)

A grande virtude dessa formulagdo ¢ a simplicidade usada na geragcdo do campo de deformacao.

3.3.2 Equilibrio mecénico

Quando a formulagdo de deslocamento do corpo rigido ¢ considerada, o teorema do trabalho —

Equagdo (3.11) — simplesmente leva a equagao:

[ tdr+ [w@r+[baQ=0 (3.14)

Fp-To Lo Q)

Esta ¢ uma integral de forma de equilibrio mecanico, de tragdes e for¢as do corpo, no dominio

€3, . Obviamente, esta equagdo expressa a versao local do principio de tensdo de Euler-Cauchy.
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A formulacdo de métodos numéricos pode ser baseada no teorema do trabalho, com uma
formulacao cinematica adequada e conveniente, a fim de derivar as equagdes de equilibrio
usadas para gerar a matriz de rigidez, de massa e de amortecimento de cada modelo numérico.

Essa estratégia de modelagem ¢ adotada para resolver o problema elastico.

3.3.3 Defini¢io do campo de tensio

O campo de tensdo G, necessario para satisfazer o equilibrio com um sistema de forgas
externas, ¢ assumido como o estado de tensdes que realmente se instala no corpo, carregado
pelo sistema real de forcas de superficie e corpo distribuidas, com as restrigdes de deslocamento

reais. Essa suposicdo de chave ¢ representada esquematicamente na Figura 3.3.

5]
Cinematico Cinemético Estatico
EI E—{ Constitutivas

: - - Sistemas - : X .
Cinematicamente admissivel - > (Cinematicamente + estaticamente) admissivel

' Independentes

Tl T'L Tl
/ t u*dI‘+f b’ u*d =[ o' e*dQ
o T Qg T Qg T

Figura 3-3 — Estratégia de modelagem de modelos cinematicos do teorema do trabalho.
Depois de escolher o campo de deformacao cinematicamente admissivel, a estratégia
considera que o campo de tensdo estaticamente admissivel € sempre assumido como o campo
de tensdo do Uinico campo elastico que realmente se instala no corpo e satisfaz a

admissibilidade total.

Lembrando que o campo eldstico que se instala no corpo € o unico campo eldstico totalmente
admissivel que satisfaz o problema especificado. Portanto, além de satisfazer o equilibrio, pelas
Equagdes (3.9) e (3.10) ou pela Equacao (3.14), gerado pelo teorema do trabalho, esse campo

unico e totalmente admissivel também deve satisfazer a compatibilidade, definida como:
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¢=Lu (3.15)

Valida no dominio €2, presumindo a seguinte condi¢io de contorno:

(3.16)

=
I
=l

No casode I',, em que deslocamentos continuos sdo assumidos com pequenas derivadas, leva-

se a linearidade geométrica do campo de deformagdo. Portanto, a Equacdo (3.16), que
especifica as restricdes dos deslocamentos reais, deve ser aplicada em qualquer modelo

numeérico, a fim de permitir uma solucdo tnica do problema.
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4. METODOS SEM MALHA LOCAIS

A caracteristica essencial dos métodos sem malha ¢ que eles executam a discretizagdo do
problema apenas com um conjunto de nos dispersos, sem usar nenhuma malha para a
aproximacao das varidveis. O método local sem malha, apresentado neste trabalho, baseia-se

na aproximagao amplamente usada dos minimos quadrados méveis (MQM).

Cada n6 da discretizagdo sem malha esta associado ao seu dominio local, conforme
esquematicamente representado na Figura (4.1). Em geral, esse dominio local ¢ uma regiao
circular ou retangular, centralizada no respectivo nd, onde a formulacao de deslocamento do

corpo rigido do teorema do trabalho ¢ definida como uma forma local, de equilibrio mecanico.

Figura 4-1 — Discretizagio do método sem malha no dominio {2 e contorno I'=T", UT,; nos

de referéncia P, Q ¢ R tém dominios locais associados Qp,QQ e (.

O carater local da aproximag¢do do MQM ¢ uma consequéncia do suporte compacto de cada no,
onde as respectivas fungdes de forma do MQM sdo definidas. Suportes compactos locais
circulares ou retangulares, centralizados em cada no, podem ser usados. O tamanho do suporte
compacto, por sua vez, estabelece, em uma vizinhanga de um ponto de amostragem, o
respectivo dominio de definicdio da aproximacdo MQM nesse ponto, conforme
esquematicamente representado na Figura 4.2. O dominio de definicdo contém todos os nos,

cujas funcgdes de forma do MQM nao desaparecem nesse ponto de amostragem.
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Figura 4-2 — Representacdo esquemadtica de uma discretizacdo do método sem malha no

dominio global {2 e do contorno T", com uma distribui¢éo de nds. Q,,Q, e { representam
os suportes compactos locais dos nos correspondentes x,,x, € X;,€2 ¢ o dominio de
defini¢do da aproxima¢do MQM do ponto x, neste caso x,,X, € X, Cujo suporte compacto
contém esse ponto de amostragem.
Todos os nos, cujas funcdes de forma do MQM ndo desaparecem nesse ponto de amostragem,
estdo contidos no dominio da defini¢do. Portanto, a unido dos dominios do MQM de definigao
de todos os pontos no dominio local de cada n6 define o dominio de influéncia do nd. Com base
no dominio de influéncia de cada nd, as formulagdes locais livres de malha usam um calculo

de rigidez n6 a nd para gerar as respectivas linhas da matriz de rigidez global do no.

4.1 MESH-FREE LOCAL PETROV-GALERKIN - MLPG

Para uma discretizagdo nodal de um corpo, usando o método sem malha local, calcula-se o
respectivo sistema de equagdes algébricas, em um processo nd por no, através da integragdo da
forma local atribuida a cada nd, Equacgao (3.14), com dominios locais retangulares ou circulares
e quadratura numérica aplicada em cada lado, ou quadrante, do dominio local, conforme

esquematicamente representado na Figura 4.3.
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Figura 4-3 — Representagdo esquematica de pontos de quadratura numérica, de dominios
locais do MLPG, para o calculo da forma local do teorema do trabalho, com a formulagao de
deslocamento do corpo rigido.

A discretizagdo da forma local da Equagdo (3.14) ¢ realizada com a aproximagao MQM, das

Equagdes (3.1) a (3.5), em termos dos parametros nodais desconhecidos # , levando assim ao

sistema de trés equagdes lineares:

- [ wr=[wr+[pia= 4.1)
Fo-Ty Lo Q
Que pode ser escrita como:
K,i=F, (4.2)

Em que K,, a matriz de rigidez nodal associada ao n6 do campo Q, ¢ uma matriz de 2x2xn
(sendo n 0 nimero de nods incluidos no dominio de influéncia da referéncia ndé Q, que é a unido
dos dominios do MQM de defini¢do de todos os pontos de integragdo no dominio local €,

dado por:

K, =- j nDBAT (4.3)

E F, ¢ o vetor de forga associado ao n6 do campo Q, fornecido por:
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F, = j 7T + jbdQ (4.4)
Lo 2%

Considerando que o problema possui um total de N campos nodais 0, cada um associado ao
dominio local respectivo €),. A montagem de Equagdes (4.2) para todos os nos do campo

interior e estatico de limite de M leva ao sistema global de equacdes de 247 x2N :

Ki=F (4.5)

Finalmente, as equacdes restantes sao obtidas a partir dos no6s do contorno N - M no contorno
cinematico. Para um campo nodal no contorno cinematico, um método de interpolacao direta,

apresentado pela primeira vez por Liu e Yan (2000), ¢ usado para impor a condi¢ao de contorno:

6= 20, (3 )i =T, (4.6)

Ou, na forma matricial:

w =y ®a=1, 4.7

com k=1,2, em que u, ¢ o componente de deslocamento nodal especificado. As Equagdes

(4.7) sao montadas diretamente no sistema global de Equacgdes (4.5).

E muito importante notar que a integragdo do contorno realizada apenas nos limites do dominio
local, na Equagdo (4.1), para construir a respectiva matriz de rigidez nodal do MLPG, ¢

computacionalmente muito mais eficiente do que os outros métodos sem malha que usam
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integragdo de dominio, como ¢ o caso do método EFG, apresentado por Belytschko et al.

(1994), ou dos métodos MLPG1 e MLPG3, apresentados por Atluri e Shen (2002b).

4.2 INTEGRATED LOCAL MESH FREE METHOD — ILMF

Para uma variagao linear de tragdes, ao longo de cada segmento do contorno do dominio local,
a forma local de equilibrio (Equacdo (4.1)) pode ser avaliada exatamente com 1 ponto de

quadratura, centralizado em cada segmento (Figura 4-4), levando assim a:

nl

Ty + | bdQ (4.8)

i j=l t Jj=l Qp

~
| £~

Figura 4-4 — Representagdo esquematica de pontos de quadratura numérica, de dominios
locais do ILMF, para o calculo da forma local do teorema do trabalho, com a formulacao de
deslocamento do corpo rigido.

Para uma determinada distribuicdo nodal, a Equagdo (4.8) pode ser apresentada da seguinte

forma:

nr

~

Ty + | bdQ (4.9)

Q

L & R
——’Zn&.DBXju =

n; =1 n, =1

Tal equagdo também pode ser escrita como:
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K,i=F, (4.10)

Em que K,, a matriz de rigidez nodal associada ao n6 do campo @, ¢ uma matriz de 2x2n
(sendo »n o niimero de nds incluidos no dominio de influéncia da referéncia ndé O, que é a unido
dos dominios do MQM de definigdo de todos os pontos de integragdo no dominio local Q,),

dada por:

K,=-23n,DB, (4.11)

n; j=1

¢ F, ¢ o vetor de forga associado ao né do campo Q, fornecido por:

F, - _' oy + [ bd©2 (4.12)

Considera-se que o problema possui um total de N campos nodais O, cada um associado ao
dominio local respectivoQ,. A montagem de Equagdes (4.2) para todos os nés do campo

interior e estatico de limite de M leva ao sistema global de equacdes de 24 x2N :

Kii=F (4.13)

Finalmente, as equagdes restantes sdo obtidas a partir dos nds do contorno N - no contorno
cinematico. Para um campo nodal no contorno cinematico, um método de interpolagdo direta,

¢ usado para impor a condi¢do de contorno cinematica como:
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uf ()= 2, (x; )i =5, (4.14)

Ou, na forma matricial:

=Y 0=, (4.15)

com k=12, em que u, é o componente de deslocamento nodal especificado. As Equagdes

(4.15) sd3o montadas diretamente no sistema global de Equagdes (4.5).
4.3 PARAMETROS DE DISCRETIZACAO

Para cada n6 de uma discretizagdo, utilizando o método sem malha, o tamanho 7,, do suporte
compacto €2 , onde as fungdes de forma MQM estéo definidas, e o tamanho 7, , do dominio
de colocagdo € , onde o teorema do trabalho ¢ definido, sdo pardmetros muito importantes que

afetam de forma significativa o comportamento dos métodos sem malha locais. Para um no

genérico | de uma discretizacdo sem malha, ambos os parametros podem ser definidos como:

rQs = asc[ (4 1 6)

=a,c, (4.17)

em que ¢; representa a distancia do no | até 0 nd mais proximo em sua vizinhanga, enquanto
o € o, sdo os parametros adimensionais constantes que precisam ser definidos para qualquer
aplicacdo do método.

Para garantir uma alta precisdo na modelagem, utilizando métodos sem malha locais, os
parametros de discretizagdo adimensionais & € «,, definidos nas Equagdes (4.16) e (4.17),
precisam ser propriamente refinados, para que valores apropriados de 7, € 7;,, sejam obtidos.
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Em geral, esses valores adimensionais sdo definidos arbitrariamente e, normalmente, o, >1,0
e a,<1,0 sdo considerados. De certa forma, para valores muito pequenos de 7, , 0 algoritmo

de aproximagdo por MQM pode ser singular, impossibilitando a construcgao de func¢des de forma

por falta de nés em € para interpolagdo. Por outro lado, o dominio de colocagdo local €

pode intersectar outros dominios de colocagdo, embora o tamanho de 7, deva garantir o

dominio da solu¢do, sem intersectar o contorno do problema.

Os parametros de discretizacdo desempenham papéis diferentes nos métodos sem malha locais,

que podem ser definidos como:

e O suporte compacto de cada n6 determina diretamente o tamanho do dominio de
influéncia de seu respectivo nd. O dominio de influéncia é completamente definido pelo
numero total de nés usado para construir as fungdes de forma daquele no, para assim

realizar a aproximacdo das variaveis de campo. Por essa razdo, o pardmetro o, ¢

primeiramente ligado a precisdo da modelagem.

e O tamanho do dominio de colocac¢do local de cada n6, onde a forma local do teorema
do trabalho esté definida, ¢ usado para construir a matriz de rigidez daquele n6 e, dessa
forma, deve estar inteiramente no interior do dominio, sem intersectar o contorno do

corpo. A eficiéncia da modelagem € dependente do parametro «,, .

4.1 METODO DA VISIBILIDADE

Uma das maneiras de discretizar as descontinuidades em métodos sem malha ¢ através da
aplicacdo do Método da Visibilidade, proposto por Belytschko ef al. (1996). De uma maneira
facil, o método considera que o contorno do corpo e as linhas internas de descontinuidades sao
opacos, de forma que as trincas funcionam como um impedimento a montagem do dominio de
influéncia de um no, ou seja, o ponto que intercepta o contorno da descontinuidade ndo ¢

considerado no dominio de influéncia.

Percebe-se na Figura 4-5 abaixo que, na montagem do dominio de influéncia dos nds i e j
vizinhos a trinca, havera uma descontinuidade na func¢ao peso e na fungdo de forma, em virtude

do dominio de influéncia ser interrompido por uma linha de descontinuidade.
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NO j N6 i

/\|/\
/\ /\Cy

Linha de descontinuidade

Figura 4-5 — Dominios de influéncia de nés adjacentes a uma trinca; a regido indicada ¢
removida do dominio de influéncia (BELYTSCHKO et al., 1996).

Hé uma desvantagem no método em funcao da interrupgao da solu¢ao aproximada no interior
do dominio sem interse¢do com a linha de descontinuidade da trinca. Verifica-se que, na reta
que liga os pontos A e B, todos os pontos hachurados delimitados pela reta possuem a fung¢ao
de peso nula, contudo, apenas o ponto B alude um valor nulo para a fung¢do peso. Tal
descontinuidade ¢ provocada pela descontinuidade da funcdo de forma e acarreta uma

descontinuidade no dominio.

Na literatura técnica, cita-se o trabalho de Belytschko ef al. (1996) como forma de analisar essas

descontinuidades através dos critérios da difragdo e da transparéncia.

55



5. MECANICA DA FRATURA LINEAR ELASTICA

A mecanica da fratura linear elastica trata do comportamento de um elemento estrutural a
fratura de seus componentes sob cargas normais atuantes. Em geral, o elemento ¢ estudado sob
as condigdes normais de tensdo, sem considerar os defeitos e as falhas que ocorrem durante a
fabricacdao, montagem das pegas, geometria operacional ou em caso de avaria. Tais defeitos sdo
inevitaveis nas estruturas. Por mais controlada que seja a fabricacdo dos componentes, defeitos
aparecem de formas variadas, adicionalmente aqueles inerentes ao proprio material (MEDINA,

2014).

No estudo classico das tensdes atuantes em uma pega, normalmente, ndo se consideram as
tensOes atuantes nas transi¢des de geometria da pe¢a. Em tais pontos particulares, como rasgos,
furos e outros com variagao brusca da geometria da secdo, verifica-se a concentracao de tensdes
nesses locais em virtude da reducdo da area de se¢do, podendo ocorrer a ruptura da peca

decorrente do acréscimo de tensoes.

Tais especificidades podem provocar a ruptura da pega em virtude do acréscimo de tensdes que

acontece nas singularidades do material.
5.1 FATOR DE CONCENTRACAO DE TENSOES

O fator de concentragio de tensdes k, ¢ definido pela razdo entre o valor maximo da tensdo em

uma secdo entalhada o,,,, e o maximo valor da tensdo nominal que atua na se¢do sem nenhum

ax

defeito.

k, = —mix 5.1

Onde £, : fator de concentragdo de tensdes;
G, - tensdo maxima atuante na se¢ao;
G, : tensdo nominal.

De acordo com Medina (2014), o fator de concentracdo de tensdes k; mensura o efeito da

geometria do entalhe nas tensdes lineares eldsticas que atuam na sua ponta, a principio,
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significando que os entalhes, se presentes, devem ser mantidos com o menor tamanho possivel

€ que, quanto maior o raio de curvatura, menor a severidade relativa da concentracao de tensoes.

5.2 LINHAS DE FORCA

Linhas de for¢a ¢ uma maneira qualitativa de avaliar os esfor¢os que entram e saem de uma
peca estrutural. Assim, em pegas com entalhes, as linhas de forcas tém que contorna-los, pois
ndo podem cortar uma area de peca inexistente. De acordo com Broek (1998), as linhas de forga
se aproximam umas das outras na ponta do entalhe, sinalizando que a carga esta passando por
uma area menor. Na Figura 5-1, ilustram-se as linhas de for¢a que contornam os obstaculos,

havendo uma concentragdo de tensdes no ponto atravessado.

o
Y Y Y YR NR U WY
YTYTYYYTYYY

Figura 5-1 — Fluxo das linhas de forca (CASTRO e MEGGIOLARO, 2002).

Ao contornar os obstaculos, as linhas de forca modificam a direcao e, consequentemente, hé o
surgimento de duas componentes da tensdo atuante no local, que antes ndo existiam,
considerando apenas a tensdo nominal. Surgem as componentes horizontal e vertical,
originando um estado de tensdes biaxial, mesmo que a pega esteja carregada axialmente.
Conclui-se que, quando houver uma variagao da se¢do geométrica de uma peca, devera ocorrer

uma tensao transversal neste ponto singular, como demonstrado na Figura 5-2.
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Linhas de
forca

Figura 5-2 — Componentes das linhas de forca (RODRIGUEZ, 2007).

5.3 PLACA INFINITA TRACIONADA COM UM FURO CIRCULAR

Kirsch (1898) definiu que o fator de concentracdo de tensdes em uma placa infinita

tracionada com um furo circular k, é igual a:

k=23 (5.2)

Em coordenadas polares, a distribui¢do das tensdes na placa com um furo de raio R e sob

a tensdo nominal o, ¢ exposta nas equacdes a seguir e visualizada na Figura 5-3:

2 2 4
G :ﬂ.[(1_12_]4.[1—4-R—+3-R—4]cos(2t9)} (5.3)
2 T 7, r

2 4
o, :ﬁ~|:[l+R—J+[l+3'R—4]COS(29):| (5.4)

2 r, r

c R R
o, :—7”'(14—2-}’—2—3-}’—4}3%(29) (5.5)
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T T T I O T O O B

Figura 5-3 — k, de um furo circular de uma placa infinita tracionada (RODRIGUEZ, 2007).

5.4 MODOS DE CARREGAMENTO DE TRINCAS

Existem trés diferentes modos de analisar as tensdes em uma peca trincada, sendo que cada
modo se¢ correlaciona com a dire¢do da abertura das trincas em relagdo a direcdo do
carregamento. Normalmente, esses modos sdo denominados como Modo I, II e III. Visualizam-

se na Figura 5-4 os modos citados:

modol &
e y
modo IIT | *
/ o
modo IT
I
-
/ Os trés modos
de abertura das

I trincas
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& B

3
9

a) Modo I (Abertura) b) Modo II ¢) Modo III
(Cisalhamento no (Cisalhamento fora
plano) do plano)

Figura 5-4 — Modos de carregamento de uma trinca em uma placa.

No modo I, o carregamento ¢ aplicado no plano perpendicular a abertura da trinca, ou seja,
paralelamente ao eixo y, ocasionando a separagdo da superficie da trinca em fun¢do das forgas
de tragdo que sdo aplicadas nesta dire¢ao, sendo denominado de modo de abertura ou de tracao.
No modo II, as forcas cortantes sdo aplicadas no plano da trinca, ou seja, na direcdo do eixo X,
sendo denominado de modo de cisalhamento. E, no modo III, ou modo de tor¢ao, as for¢as

torcionais sdo aplicadas fora do plano da trinca sob a placa.

De acordo com Castro e Meggiolaro (2002), na maioria dos casos, as trincas se propagam em
modo I, para evitar o atrito nas suas faces durante a fratura e, por conseguinte, o modo I € o

mais importante na pratica.

5.5 FATOR DE INTESIDADE DE TENSOES KI E KII

O conceito foi introduzido por Williams (1957) e Irwin (1957) de maneira independente por
ambos, de forma a quantificar o campo de tensdes em torno de uma trinca em um elemento com

comportamento fisico considerado essencialmente linear eléstico.

Seguem, abaixo, as expressoes do campo de tensdes em torno de qualquer trinca para o Modo
LI:

K, 0 0 30] K,
- -cos—| 1-sen—-sen— |= 1.0
o, \/275_r cosz[ sen2 sen 2} \/ZTC_I" £.(0) (5.6)
o, :%-cosg[Hseng-sen—zg}: \/%.f:\,-(e) (5.7)
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K, 0 K,
= cos cos—=—=-f (0 5.8
T, \/275_r sen 5 \/21'5_}" fx}( ) (5.8)
TXZ = TyZ = 0 (5.9)
Onde o, =0, para o estado plano de tensoes;
o, =v(o,+0,), para o estado plano de deformagdes.
Resumindo o fator de intensidade de tensdes K, como:
K, =o~ra £ (5.10)
w

Onde K, : fator de intensidade de tensdes linear, sendo um parametro linear elastico;

o : tensdo nominal aplicada na peca;

a : comprimento da trinca;
a ~ . oA o .

f(—): funcdo que quantifica a influéncia geométrica da pega, da trinca e do
w

carregamento no campo de tensdes.

De acordo com Rodriguez (2007), K, ¢é um pardmetro linear elastico que pode ser catalogavel

e, de acordo com a unicidade das tensdes lineares, necessita-se de apenas um célculo para cada

geometria.

As tensoes para o Modo 11 sao:

c,=-— Ky ~seng~{2+cosg'cos£} (5.11)
Tonr 2T
c,= Ky -seng-cosgcosﬁ (5.12)
N2m-r 2 2 2
K, 0 { 0 39}
T, = -cos—-| 1—sen—-sen— 5.13
To2mer 2 2 2 ( )



1.=1,=0 (5.14)

Onde o, =0, para o estado plano de tensoes;

o, =v(o,+0,), para o estado plano de deformagdes.

E, por ultimo, para o Modo III:

T =-— Ky 'seng (5.15)
21 F 2
KIII 0
T = -COS— 5.16
== 083 (5.16)

Logo, as tensdes nas proximidades da ponta da trinca podem ser expressas de acordo com a

expressao abaixo:

(0
Syl )} (5.17)

(r0)=K, -
Gy(ra) I|:\/2TE_I’

Isso ocorre ao redor da trinca de uma pecga eléstica carregada em Modo I. Analogamente, a
mesma expressdo (Equagdo (5.17)) pode ser utilizada para os Modos II e III, bastando adotar

na expressao o fator de intensidade de tensdes adequado para cada modo.

Os fatores de intensidade de tensdo para cada modo de carregamento K,,K,e K, tém

dimensao em MPa\/% . Incluem todas as informagdes sobre os efeitos da carga, da geometria

da peca e da trinca (RODRIGUEZ, 2007).

Assim, quando 7 —0, as tensdes tendem ao infinito, visto que T —> % ¢ os demais termos
r

permanecem determinados ou proximos de zero. Logo, a andlise de tensdes proximas da trinca
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¢ uma analise singular, sendo impossiveis, fisicamente, tensdes infinitas na ponta da trinca,

variando em torno da trinca em func¢do da relacdo —=, independentemente do modo de
Jr

carregamento em questao.

De acordo com Castro e Meggiolaro (2002), os materiais nao possuem a relagdo de linearidade,
nem elastica, quando submetidos a carregamentos consideraveis, e as trincas que surgem nas
pecas, mesmo quando submetidas a carregamentos baixos, possuem uma regiao nao-linear em

torno da regido mais solicitada, ou seja, ao redor das pontas.

5.6 SOLUCAO DE WILLIAMS PARA O CAMPO DE TENSOES LINEAR ELASTICO

Em problemas lineares, elasticos, isotropicos, homogéneos e planos de tensdes, as funcdes de

Airy ¢(r,60) devem reproduzir as condigdes de contorno e atender:

o 1o 10 \o 10 10d¢
Vi) =| —+——+—— || —+——+——2|=0
@) [6r2 ror 1 502][61’2 ror r 86’2] (5.18)
o[l 10 1o
" Aror oo’ (5.19)
R0

09 _[892] (5.20)

__9(1%
K Gr(}f@@j (5-21)

Williams determinou uma fungao de tensdo em coordenadas polares centrada na ponta da trinca:

0==+n (5.22)

o(r,0)=1*- f(r,0)+g(r,0) (5.23)

Onde f e g sdo fungdes harmonicas, ou seja, Vf=V’g=0,tal que as mesmas podem ser

expressas em funcao de séries infinitas de indice #, assim:
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f= Z[Anr" cos(nf) + Cnr"sen(nﬁ)] (5.24)

g= Z[Bnr("”) cos(n+2)0+ D, r"sen(n+ 2)9} (5.25)

n

Onde 4,,B,,C, e D, sdo constantes que devem observar as condigdes de contorno.

Para o Modo I, visto que as tensdes sdo simétricas ao plano da trinca, tem-se:

Gy =— =G,(-0) (5.26)
or

S6 mantendo os termos em fung@o de cos(nf), as constantes C, e D, dos termos em fungdo

de sen(n@) devem ser nulas. Assim,

o(r,0) =Y r"?[ 4, cos(nd) + B, cos(n+2)6] (5.27)

E as componentes de tensdo oriundas desta fung¢ao sdo:

o, =g—(zp = {(n+2)(n+l)r” [4, cos(n)+ B, cos(n+2)9]} (5.28)
r n
1 18 n+2)r" |4, cos(nf)+ B, cos(n+2)0
o =100 100 ( )2 | 2 ] (5.29)
ror ro0- T\ [n A, cos(nf)+ B, (n+2)" cos(n+ 2)9]
T = _i(la_@j = Z {(n +1)r" [nA sen(n@)+ B (n+2)sen(n+ 2)9]} (5.30)
v ar\rog) 4 " "
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As tensdes normais ¢ cisalhantes devem ser nulas na face da trinca, atendendo as condigoes de

contorno de superficie livre, Figura 5-5, logo:

c,(@=tn)=1,0=1m)=0 (5.31)
(4, +B,)cos(nm)=0 (5.32)
[n4, +(n+2)B,|sen(nm) =0 (5.33)
y
y= O+—>6}, s r
=]
6:?1:_>69 =Ty = 0
0
X
=R, =
—
6:7[4)63 =Typ T 0

Figura 5-5 — Modos de carregamento de uma trinca em uma placa (RODRIGUEZ, 2007).

Localizando a origem dos eixos cartesianos ou polares na ponta da trinca, simplificam-se as

condi¢des de contorno das faces da trinca e, por consequéncia, as faces da trinca coincidem

com o eixo das abscissas negativo ou com 6 =217,

Na primeira condicao, tem-se que:

3
—_— e . 4
3 (5.34)

A =-B (5.35)

De acordo com Rodriguez (2007), verificando-se n, conclui-se que:
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e Os valores positivos de # ndo reproduzem a fisica do problema;

e Quando 7 =0, tém-se tensdes independentes de 7, desprezadas na primeira anélise
por terem pouca influéncia proximo da ponta da trinca;
e Apenas os n negativos reproduzem a concentracao de tensdes gerada pela trinca e a

singularidade na sua ponta.
Proximo a ponta da trinca, as tensdes sdo singulares (» — 0= o — ). Entretanto, o0 modelo
prevé que a energia de deformagdo E, pelas tensdes geradas ¢ finita e positiva. As tensdes

. . . 2 . ,
variam com 7" ¢ a energia de deformagdo cresce com o~ . Logo, em qualquer raio do circulo

P, cuja origem esteja na ponta, tem-se:

E, zﬂ%dA30< ffz(e)dajr”rdmoo (5.36)
E como,
0<[f(0)d0 <o (5.37)
e g P 5.38
0<.(|:r dr 2n+2< ( . )
n>1 (5.39)

1
Logo, o unico n possivel ¢ n = —% , sendo a singularidade da trinca proporcional a T e,
r

para atender a exigéncia acima, as constantes devem ser:

A =3B (5.40)

A, =2 (5.41)



1 K
B,=-4,=—2= 5.42
535 h T 3 (5:42)
Obtendo:
o(r,0) = \/[%c r cos(g) + %r% cos(3—29) (5.43)

A equagdo anterior representa a funcdo de tensdo, de forma que se pode obter o campo de

tensdes para o Modo I da seguinte forma:

16¢p 1 0% K, |1 ( 0 39) K, fr0
=St ——"= ~|Scos——cos— ||= 5.44
T a0 o 42 )T o (544)
62(p KI 1 ( o 30) K[fe(g)
22 _ - Z Z|= 5.45
c, P o L 3cos 3 +cos 3 o ( )
__O(log)_ K |1f .0 ﬁj _Kifouan 5.46
T.9 = 6]/[;/- a@j '_ZTU,- |:4(S€}’l 5 +sen 5 i| o ( . )
Para o estado plano de tensao:

GZ = TZH = Tzr = 0 (5-47)

Para o estado plano de deformagao:
o, =v(o, +0,) (5.48)
7,=7,=0 (5.49)
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E as deformagdes associadas no estado plano de tensdes , ou seja, quando o, =0 , aplicando a

Lei de Hooke, sao obtidas nas equagdes a seguir:

£ = o, ~vo, __ K (5—3v)cosg—(l+v) cosﬁ (5.50)
E AEN27r | 2 2 ]
o,—VO, K, [ 0 30|
&, = = 3-5v)cos—+(1+v)cos— 5.51
‘ E 4E27r _( ) 2 1+v) 2 (5-31)
. -v(o, +0'g) 2vK, { «9} (5.52)
’ E E\/2mﬂ ‘
% [sen 0 + sen 3—0} (5.53)
" 4G\/27rr '

As deformagdes associadas no estado plano de deformagdo , ou seja, quando & =0 e

o.=v(o,+0,), aplicando a Lei de Hooke, sdo obtidas nas equagdes a seguir:

_ [0, -v(o,+0,)] [(l—vz)ar —v(l+v)09]

& = 5.54
g Z Z (5.54)
[(1-v")o, -v(1+v)0, |

&)= (5.55)
E

% {sen 4 + sen ﬁ} (5.56)

" 4G\/27rr 2 '
Por integracdo, obtém-se os deslocamentos radiais 2, e tangenciais #,, :
ou
= 5.57
== (5.57)
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Logo,

K

u.
" 4G\2r

K

I

4G\2x

Uy =

Jr - (1—4ﬂ)sen§+sen%

1
Onde 4 = 2(?) , no estado plano de tensoes;
v

A=2(1-v) , no estado plano de deformacio;

E
G= , em materiais isotropicos ¢ homogéneos.
2(1+v)
Para o Modo II:

K K
o, =—Z —l[Ssen£—3senﬁj = ==£ 810
| 4 2 2 2mr
K
-1 _l[sen£+3senﬁj =——= 8o
2 4 2 2 2nr

T, = Ky l(cosg-i-?)cosﬁ] _ Ky ‘g
= Jomr | 4 5 > Nl

Para o estado plano de tensao:
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TR (4/1—3)cos§—cos%

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)



c.=1,=1,=0 (5.64)
Para o estado plano de deformagao:

o,=v(o, +0,) (5.65)
Ty=7,=0 (5.66)
u, :Lx/; (3—4i)seng+3senﬁ (5.67)

4G\2x 2 2 |

K, J__ 0 30"
u,=——-r—=+r-|(1-44)cos—+3cos — 5.68
TNy (1=42)cos? 7 (5.68)

1
Onde 4 = 2(—) , no estado plano de tensdes;
I+v

A=2(1-v), no estado plano de deformagao;

E

“= 2

, €m materiais isotropicos € homogéneos.

5.7 SUBTRACAO DA SINGULARIDADE

A técnica da subtracdo da singularidade foi utilizada recentemente em métodos sem malha por

Oliveira (2019) na andlise do fator de intensidade de tensdo de trincas em modos mistos.

De acordo com Oliveira (2019), uma das vantagens da Singularity Subtraction Technique (SST)
¢ que ela regulariza por completo o campo eléstico, subtraindo as singularidades existentes na
ponta da trinca antes da execugdo da andlise numérica, adicionando o fator de intensidade de

tensao como uma variavel inicial do modelo numérico.

5.7.1 Campo elastico original e regularizado

No campo elastico de um dominio {2 contornado por I'=T, UT,, na condigio de contorno

cinemético I', - u=1u e de contorno estatico I, —¢=no =1 , tem-se a seguinte condigdo de

equilibrio:
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Lo=0 (5.69)
e=Lu (5.70)

o=De (5.71)

Onde L : operador diferencial;
o : vetor de componentes de tensdo;
& : vetor do campo de deformagdes;

: vetor do campo de deslocamentos;

N

|

: vetor do campo dos deslocamentos prescritos;

|

: vetor das componentes das forgas superficiais;

n : vetor normal unitario ao contorno I'.

Para se tratar a descontinuidade, o campo eléstico original pode ser divido em dois campos:
campo elastico regularizado e campo elastico singular. Logo, utilizando o principio da

superposi¢do, decompde-se o campo eléstico original de acordo com as expressdes abaixo:

S1 N S1 Sy R S
o;,=(0;, -0, ——0;")+ (0, ++0,")=0, +0, (5.72)

Sm

w, =, —u ==+ S+ = u S (5.73)

R ~ . ~
Onde ¢, e u, sdo as componentes regulares, respectivamente, do campo de tensdes e

deformagdes;

S ~ . . ~ ~
a,,is e u,” sdo as componentes singulares, respectivamente, do campo de tensdes e deformacdes.

Considerando o campo elastico regularizado, no dominio €2, as Equagdes (5.69) a (5.71)

podem ser reescritas da seguinte forma:

L'o®=0 (5.74)
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& =Lu" (5.75)

o =De" (5.76)

Sendo que as condigdes de contorno serdo alteradas a fim de incluir as contribui¢des do campo

elastico singular:

ut =u—-u’ (5.77)

"=t -1° (5.78)

5.7.2 Solucao de Williams

O campo de tensdes definido nas Equacdes (5.6) a (5.9) e Equagdes (5.11) a (5.14),
respetivamente, modo I e modo II, pode ser utilizado para obter as componentes das forgas de

superficie no contorno, tal que:

s _ tls _ GISI 0-51 M| 8 8u K, ok
A R T N © |78 (5.79)
h 0y Op n, gn 8xn i

S e u,” sdo as componentes

2

-1
singulares, respectivamente, do campo de tensdes e deformagdes; g; =g, (r 2,0) sdo fungdes

Onde n; ¢ a componente do vetor normal unitario ao contorno; o,

com a mesma notagdo das Equagdes (5.6) a (5.9) e (5.11) a (5.14), e k é o fator de intensidade

de tensdo.

Utilizando o principio da superposi¢do, em uma placa com uma quantidade m de trincas, a

Equacao (5.79) pode ser escrita da seguinte forma:

t'=gK +-gk

m

(5.80)
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Da mesma forma, o campo de deslocamentos definido nas Equacgdes (5.59), (5.60), (5.67) e

(5.68) pode ser obtido como observado a seguir:

S_MIS_fll f21_K1 B
' _Lfou fzzHK,,}‘ﬂ‘ (5.81)

-1
Onde f; = f;(r A,H) sdo fungdes advindas das Equagdes (5.59), (5.60), (5.67) e (5.68).

De maneira andloga, em uma placa com uma quantidade m de trincas, a Equagdo (5.81)

correspondente & componente singular pode ser escrita da seguinte forma:

uS :fiKl +”.+~fmkm (582)

5.7.3 Campo generalizado

Discretizando a equacao referente ao campo eléastico generalizado do método sem malha, a fim

de se analisar as variaveis regularizadas u , obtém-se:

n

izgj :—ﬂi(t_—ts)xj (5.83)

n; 1= n, j=1

1

Introduzindo as Equagdes do campo elastico (3.1) a (3.8) na Equagao (5.83), e discretizando a

equagdo anterior, obtém-se um sistema de equagdes referentes ao no Q € (), em fungdo das

coordenadas locais de U , alcancando:
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B = ¢ =l

L i n,DB i — L i tfl =—
n J

n

t

Ly

J=1

AR _
Ko™ +Gyk+---+ G, k, =F,

Sendo:

K, = L inxlDBx,

B =

Gyt =23 =23

&n

= =
L &
P=—=3'7
n J

t Jj=1

Onde K 0" matriz de rigidez nodal do dominio local QQ , uma matriz 2x2n;

gzi{
gn

7

K, }
KII

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)

G, : matriz que contém as fungdes de Williams, uma matriz 2x2n, com m trincas;

k, : vetor de intensidade de tensdes K, ¢ K, ;

F, : vetor de forgas;

n : numero de nods incluidos no dominio de influéncia do no Q.

Reitera-se que, nos nds interiores, os vetores G, e £, sdo nulos, € nos nos do contorno

cinematico, por interpolagdo direta para fixar as condi¢des de contorno, tem-se:

m
L

S

t J=1

Sendo reescrito como:
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K'yu+tFyk++F, k,=U, (5.90)

Onde K',: matriz nodal contendo a fungio de forma @, ;
F, : matriz contendo as fungdes de Williams;

U, : vetor contendo os deslocamentos nodais prescritos.

Nos M contornos estaticos ¢ dominios internos, aplicando-se a Equacdo (5.85), tem-se o

sistema:

Ki+Gk=P (5.91)

Aplicando a Equacio (5.90) nos M dominios internos e contornos cinematicos, tem-se

resumidamente o sistema:

K'n+Fk=U (5.92)

Que os dois sistemas juntos formam o sistema global 2(M +2)-2N de equagdes, como

demonstrado abaixo:

L]; ! ﬂm :m (5.93)

Sendo que foram adicionadas duas restri¢des adicionais, que sdo os fatores de intensidade de

tensdo K, e K, , visualizadas pelos vetores &, ---k, , em cada ponta de trinca.

m?
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5.7.4 Restri¢coes adicionais

De forma a cancelar a singularidade do campo regularizado, tem-se que, na ponta da trinca, o

campo de tensdes ¢ nulo, tal que:

G,AR =

s
3 0—>O'ij—ogj

Em fung¢do das componentes de for¢as da superficie na ponta da trinca:

t"=no=0->t=1¢°

t

Onde n sdo as componentes unitarias normais as faces da trinca. Resultando em:

t* =(nDB), 4" =0

Onde

{, =(nDB),-(nDB),

(5.94)

(5.95)

(5.96)

(5.97)

Incluindo as restrigdes da Equacdo (5.96) em m pontas de trincas, o sistema exposto na

Equagdo (5.93) transforma-se em um sistema global 2(M +2m)-2(M +2m) que pode ser

resolvido.
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6. METODOLOGIA

6.1 IMPLEMENTACAO DO METODO DE NEWMARK (1959)

O Método do Newmark (1959) sera implementado adotando inicialmente 6 =0,5 ¢ £ =0,25,

podendo-se resumir os passos do algoritmo computacional no fluxograma apresentado na

Figura 6-1.

Matrizes KM e C

h

Determinar o deslocamento, velocidade e acelerac&o inicial:
up, g e iig

¥
Adotar as constantes: At,f e d

b
Computar as constantes: co = 2/ gac2yi €1 = ° /igaey €2 = Y/ pacy
e3="1ag ~Lica= 8/g—1ics = 0,5(5/g —2).At; 6 = (1 — 8).At;
ecy = 4. At

l

Calcular a matriz de rigidez equivalente: K = K + cgM+c,C

k4
| Interacbes em todas as etapas de tempo |

"

b4
Calculo da forca equivalente: Fy,x = Frpnr + M(coute + et +
cqily) + Clcquy + cqtiy + csiiy)

k4
Resolver a equaco: Ku,,,, = Froae

3

Calcular: tipyp, e tipypr

| t=t+At |

k4
| Término das interaches |

;

Figura 6-1 — Fluxograma do algoritmo da implementagdo do Método de Newmark (1959) em
vibragdes forgadas.
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6.2 IMPLEMENTACAO DA MECANICA DA FRATURA

Para cada face da trinca implementada serdo consideradas duas linhas com nds sobrepostos e,
assim, os nés de uma linha terdo influéncia apenas em seu respectivo lado, como apresentado
na Figura 6-2. A ponta da trinca sera implementada considerando apenas um nd, com influéncia
nos dois lados. Na modelagem utilizada por Oliveira (2019), a qual serd adotada neste trabalho,
o método da visibilidade considera a trinca como um contorno do problema, adaptando a
geometria, impedindo que a trinca atravesse quaisquer lados. A metodologia proposta por

Oliveira (2019) ¢ transcrita abaixo:

1. Introdu¢do do método da visibilidade, para simular descontinuidades no ILMEF,
modificando as fun¢des ponderadoras dos MQM;

2. Modificar as fungdes dos dominios locais, para simular descontinuidades na colocacao na
forma fraca;

3. Introducdo da técnica da subtragdo da singularidade no ILMF, para o céalculo do fator de
intensidade de tensdo;

4. Extensdo da técnica da subtracdo da singularidade, para a resolucdo de problemas com
multiplas trincas;

5. Resolugao de problemas classicos da mecanica da fratura linear eléstica;

6. Comparacao grafica da precisao e eficiéncia dos resultados obtidos com outros métodos.

———————————

___________

Figura 6-2 — Representagdo esquematica do dominio de colocacdo dos nds sobrepostos ao
longo da trinca e na ponta da trinca.

Na obtengdo dos elementos das matrizes § ¢ [, serdo considerados 3 pontos de Gauss na

integragdao numérica. O procedimento da técnica de subtragao de singularidade ¢ resumido nos

passos que seguem nas linhas abaixo:

79



1. Leitura dos dados introduzidos no programa e defini¢do do tamanho das matrizes a serem

utilizadas;
2. Leitura dos dados da trinca e montagem das matrizes relacionadas a trinca;

3. Discretizagao do dominio com nds espagados automaticamente pelo programa, de forma

regular ou ndo;
4. Discretizagdo da trinca e da ponta da trinca;

5. Defini¢do dos dominios locais de cada um dos nos da distribuicao, introduzindo a

descontinuidade nas fungoes;

6. Determinagdo dos nds dentro do dominio de influéncia que participam da interpolagdo para

ponto de colocacdo ou quadratura de Gauss;

7. Célculo das fungdes peso, determinagio das matrizes A e B e, por fim, determinagdo das

funcdes de forma dos MQM por meio do método da visibilidade;

8. Calculo da matriz de Williams e do vetor de forgas para cada um dos dominios locais no

contorno do problema;

9. Célculo da matriz de rigidez e da matriz de Williams para cada um dos dominios locais ao

longo da trinca e na ponta da trinca;
10. Calculo da matriz de rigidez local para cada um dos dominios locais restantes;

11. Organizagdo da matriz de rigidez e do vetor de for¢as de cada um dos dominios locais em

uma matriz global e um vetor de forgas global;

12. Organiza¢do da matriz de Williams de cada um dos dominios locais do contorno na matriz

global e no vetor de forcas global.
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7. RESULTADOS E DISCUSSOES

Inicialmente, sera utilizado um exemplo cldssico para testar os procedimentos da analise
dindmica no método sem malha. O exemplo serd uma viga em balango submetida ao estado
plano de tensdo com comprimento de L =48m e altura de D =12m, carga na ponta de P =

1000 N, modulo de elasticidade longitudinal E =3-10" Pa e coeficiente de Poisson de v = 0.3

e densidade de 148/ .

A solugdo analitica da viga em balanco, Figura 7-1, ¢ apresentada nas equagdes abaixo:

Y
=
o
= = = = = =
-
¥

Figura 7-1 — Estado Plano de Tensdo - Viga de Timoshenko engastada de Largura Unitaria.

AR P
h(x,) = 21£4 xzj (7.1)

A solucdo analitica dos deslocamentos ¢ dada por:

2
PN (60 -3x)x + @40 -2
|:ul (XI’XZ)j| _ 6EI 4 (7.2)
u,(x,,x,) P D’x .
2 @(3”;@ —x, )+ (4+5v) Z L(3L—x,)x>
3
Onde / =— é o momento de inércia da se¢do transversal.

12
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7.1 INTEGRACAO NO TEMPO

O dominio utilizado ¢ o da forma retangular, com um tnico ponto de integracao da forma fraca

em cada contorno do dominio local €3, , no caso do ILMF, e 12 pontos de integragdo no caso

do MLPG, utilizando no MQM bases polinomiais de primeira ordem e fungdes ponderadoras
quartic spline. Para a integracdo da massa nodal, foram utilizados 2x2 pontos de integragcdo de

Gauss.

Trés distribui¢des nodais regulares e irregulares foram adotadas com base em pesquisa realizada
previamente por (MENDONCA et al., 2021), como mostram a Figura 7-2 e a Figura 7-3, com
um total de 21 x 9 = 189 nods, 31 x 13 =403 nods € 97 x 13= 1261 noés. Foram considerados
dominios locais retangulares, assim como esquematicamente apresentado na Figura 7-2 e na
Figura 7-3. Na aproximagdo pelos MQM, bases polinomiais de segunda ordem e fungdes

ponderadoras quartic spline foram consideradas.
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a) Distribui¢do nodal regular com 21 x 9 = 189 nos.
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b) Distribui¢do nodal regular com 31 x 13 =403 nos.
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c) Distribuigdo nodal regular com 97 x 13 = 1261 nos.

Figura 7-2 — Distribui¢do regular dos nés de uma viga engastada em balango, discretizada
com 189, 403 ¢ 1261 nos.
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c) Distribui¢do nodal irregular com 97 x 13 = 1261 nos.

Figura 7-3 — Distribui¢do irregular dos noés de uma viga engastada em balanco,
discretizada com 189, 403 € 1261 nos.
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7.1.1 Frequéncias naturais

Inicialmente, a distribui¢do regular de nés ao longo do dominio foi escolhida como mostra a
Figura 7-2. Os resultados das frequéncias naturais obtidas sdo apresentados na Tabela 7-1 até a
Tabela 7-3, comparando com os valores obtidos através do Método de Elementos Finitos e do
MLPG. Nas analises efetuadas, considerou-se a integracdo da massa com 2 pontos de Gauss

(2x2), base polinomial (m = 6), integragao da matriz de rigidez com 1 ponto de Gauss em cada

contorno para o ILMF e 12 pontos em cada contorno para o MLPG.

Trés diferentes distribuicdes nodais regulares e irregulares (189, 403 e 1261 nds) sdo usadas
para fazer a analise das frequéncias naturais. O erro relativo para as frequéncias naturais ¢

definido pela seguinte equacao:

ILMF/MLPG FEM H

H frequéncia — frequéncia
.=

&

H frequéncia™ H (7-2)

Tabela 7-1 — Frequéncias naturais de uma viga em balanco, usando MLPG, ILMF e MEF,
para uma distribuicdo nodal regular de 189 nos.
Frequéncia (Hz)

anci Erro relativo -
Referéncia (MEF Erro relativo - 7.

Modo MLPG  ILMF 4850 GDLs - Liu r, (ILMF/
e Gu,2005)  (MLPG/MEF) MEF)
1 28,60 20,22 27,72 3,17E-02 2,71E-01
2 141,06 140,72 140,86 1,42E-03 9,94E-04
3 18502 18523 179,71 2,95E-02 3,07E-02
4 32737 32340 323,89 1,07E-02 1,51E-03
5 51963 520,99 523,43 7,26E-03 4,66E-03
6 53745 536,58 536,57 1,64E-03 1,86E-05
7 72932 72827 730,04 9,86E-04 2,42E-03
8 884,05 881,86 881,28 3,14E-03 6,58E-04
9 90043 900,83 899,69 8,23E-04 1,27E-03
10 1.001,18 1.000,68 1.000,22 9,60E-04 4,60E-04
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Tabela 7-2 — Frequéncias naturais de uma viga em balango, usando MLPG, ILMF ¢ MEF,
para uma distribuicdo nodal regular de 403 nos.
Frequéncia (Hz)

Referéncia (MEF  Errorelativo - Erro relativo -
Modo MLPG ILMF 4850 GDLs - Liu r. (MLPG/ r, (ILMF/
e Gu, 2005) MEF) MEF)
1 28,60 20,22 27,72 3,17E-02 2,71E-01
2 141,29 141,02 140,86 3,05E-03 1,14E-03
3 185,64 184,51 179,71 3,30E-02 2,67E-02
4 325,13 323,57 323,89 3,83E-03 9,88E-04
5 523,75 522,76 523,43 6,11E-04 1,28E-03
6 537,03 535,49 536,57 8,57E-04 2,01E-03
7 729,41 730,62 730,04 8,63E-04 7,94E-04
8 882,58 885,35 881,28 1,48E-03 4,62E-03
9 899,01 900,19 899,69 7,56E-04 5,56E-04
10 1.001,63 998,69 1.000,22 1,41E-03 1,53E-03

Tabela 7-3 — Frequéncias naturais de uma viga em balanco, usando MLPG, ILMF e MEF,
para uma distribui¢cdo nodal regular de 1261 nos.
Frequéncia (Hz)

anci Erro relativo -
Referéncia (MEF Erro relativo - 7

Modo MLPG ILMF 4850 GDLs - Liu r, (ILMF/
e Gu,2005)  (MLPG/MEF) MEF)
1 28,60 20,22 27,72 3,17E-02 2,71E-01
2 140,17 140,81 140,86 4,90E-03 3,55E-04
3 186,51 174,53 179,71 3,78E-02 2,88E-02
4 32194 32424 323,89 6,02E-03 1,08E-03
5 52569 52281 523,43 4,32E-03 1,18E-03
6 53642 536,86 536,57 2,80E-04 5,40E-04
7 72992 730,66 730,04 1,64E-04 8,49E-04
§ 88148 881,00 881,28 2,27E-04 3,18E-04
9 901,67 899,13 899,69 2,20E-03 6,22E-04
10 1.001,50 999,84 1.000,22 1,28E-03 3,80E-04

Os resultados demonstram boa concordancia com a soluc¢ao de referéncia, ocasionando erros
relativos baixos em quase todas as configuragdes nodais € modos de vibracao. Constata-se um
comportamento de respostas distoante dos demais em relagdo ao Modo I, em razdo da
complexidade de determinagdo do dominio de influéncia e integragdo na obtencdo do valor da
1* frequéncia natural de vibragdo. Entretanto, identifica-se a convergéncia com o aumento do
numero de nds na discretizacdo sem malha, visto que aumenta a precisao.
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Na discretiza¢ao nodal irregular, adotou-se o parametro adimensional de irregularidade
¢, =0.2, utilizando a metodologia e o codigo de irregularidade elaborada por Gémez (2019).

Os resultados obtidos sao semelhantes a distribuicao nodal regular e sdo apresentados na
Tabela 7-4 até a
Tabela 7-6, comparando com os valores obtidos através do Método de Elementos Finitos e
do MLPG.

Tabela 7-4 — Frequéncias naturais de uma viga em balango, usando MLPG, ILMF e MEF,
para uma distribuicdo nodal irregular de 189 nos.

Frequéncia (Hz)

Referéncia

Erro relativo -  Erro relativo -
Modo MLPG  ILMF éﬁf_“&?e r (MLPG/ . (ILMF/
Gu, 2005) MEF) MEF)
1 28,63 20,24 27,72 3,28E-02 2,70E-01
2 140,40 141,54 140,86 3,24E-03 4,85E-03
3 184,33 177,01 179,71 2,57E-02 1,50E-02
4 324,42 321,18 323,89 1,65E-03 8,38E-03
5 525,47 524,40 523,43 3,91E-03 1,85E-03
6 538,09 540,03 536,57 2,83E-03 6,45E-03
7 731,44 728,16 730,04 1,91E-03 2,57E-03
8 879,64 878,21 881,28 1,86E-03 3,49E-03
9 905,24 904,44 899,69 6,17E-03 5,28E-03
10 998,04 997,20 1.000,22 2,18E-03 3,02E-03

Tabela 7-5 — Frequéncias naturais de uma viga em balanco, usando MLPG, ILMF e MEF,
para uma distribui¢ao nodal irregular de 403 nos.

Frequéncia (Hz)

Referéncia (MEF ~ Errorelativo - Erro relativo -
Modo MLPG ILMF 4850 GDLs — Liu r. (MLPG/ r. (ILMF/
e Gu, 2005) MEF) MEF)
1 28,60 20,23 27,72 3,17E-02 2,70E-01
2 140,27 141,84 140,86 4,19E-03 6,99E-03
3 186,70 177,11 179,71 3,89E-02 1,44E-02
4 321,13 324,79 323,89 8,53E-03 2,77E-03
5 519,16 525,43 523,43 8,16E-03 3,81E-03
6 53791 537,22 536,57 2,50E-03 1,21E-03
7 729,83 728,41 730,04 2,91E-04 2,23E-03
8 882,47 881,20 881,28 1,34E-03 8,61E-05
9 900,67 900,76 899,69 1,09E-03 1,19E-03
10 1001,76  1.001,06 1.000,22 1,54E-03 8,39E-04
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Tabela 7-6 — Frequéncias naturais de uma viga em balango, usando MLPG, ILMF e MEF,
para uma distribuicdo nodal irregular de 1261 nds.
Frequéncia (Hz)

Referéncia (MEF . Erro relativo -
Erro relativo - 7,

Modo MLPG ILMF 4850 GDLs - Liu r, (ILMF/
e Gu,2005)  (MLPG/ MEF) MEF)

1 28,60 20,23 27,72 3,19E-02 2,70E-01
2 14022 142,24 140,86 4,53E-03 9,79E-03
3 18513 17518 179,71 3,02E-02 2,52E-02
4 32342 321,94 323,89 1,45E-03 6,01E-03
5 52348 524,08 523,43 9,48E-05 1,25E-03
6 537,17 534,50 536,57 1,12E-03 3,85E-03
7 730,12 732,55 730,04 1,1 1E-04 3,43E-03
8§ 879,67 880,70 881,28 1,82E-03 6,63E-04
9 901,47 900,43 899,69 1,98E-03 8,20E-04
10 1000,59 999,56 1.000,22 3,66E-04 6,62E-04

A estimativa de erro foi calculada seguindo a Equagdo (7.3) da mesma forma da discretizagao
regular.

7.1.2 Deslocamentos

No caso da andlise de vibra¢do for¢ada, o Método de Newmark (1959) foi aplicado a fim de
obter os deslocamentos ao longo do tempo, sendo adotado 6 =0,5 ¢ £ =0,25neste trabalho. O
método de imposi¢do direta ¢ empregado na implementagdo das condigdes essenciais de
contorno. Os mesmos parametros utilizados na determinagdo das frequéncias naturais serdo
usados na determinagdo do deslocamento vertical, u,, no ponto do meio da se¢do transversal
na ponta em balanco, adotando a mesma discretizagdo nodal regular de 21 x 9 =189 nds, nos
casos que serdo apresentados em virtude da obtencdo dos bons resultados anteriormente na
menor discretizagdo nodal analisada. Para efeito de comparagdo, sera adotada a solugao dos

deslocamentos para o problema em questao obtida por Liu e Gu (2001?) utilizando o programa

de elementos finitos ABAQUS/EXPLICIT.

A principio, sera estudado o problema de uma carga harmonica, g(¢) = sen(w,?), onde @, € a

frequéncia de 27 " a% utilizada no problema. O passo no tempo de 1x107 sera empregado

nesta analise inicial. Constata-se, em diferentes intervalos de tempo observados, como

87



visualiza-se na Figura 7-4 e na Figura 7-5, uma concordancia dos resultados obtidos com o
ILMF e MEF. A diferenga observada entre os dois métodos ¢ insignificante. Também ¢
estudada a influéncia do intervalo de tempo nos deslocamentos, sendo os resultados para
At =5x10", 1x107 e 5x107 plotados com a resposta em elementos finitos na Figura 7-6.
Percebe-se que o Método de Newmark (1959) ¢ incondicionalmente estavel para os intervalos
de tempo utilizados, entretanto, verifica-se uma discrepancia na resposta observada com o
aumento do intervalo de tempo. Bons resultados foram verificados com o intervalo de tempo

acima de A7 =1x10" e que sera usado nas demais analises.

Deslocamento (u2)

- ILMF

Figura 7-4 — Deslocamentos u, no meio da se¢do transversal da viga em balango (7 =0,2s).
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Figura 7-5 — Deslocamentos u, no meio da secdo transversal da viga em balango (7 = 2s).
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Figura 7-6 — Deslocamentos u, no meio da secdo transversal da viga em balango (7 =2s) em

diferentes intervalos de tempo Ar estudados.
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Quando se verifica a resposta para intervalos de tempos maiores, visualizada na Figura 7-7,
considerando um coeficiente de amortecimento de ¢ =0,4, observa-se um comportamento

estavel, tendendo a se manter uma frequéncia estavel a partir de um longo periodo de tempo

(t>15s).
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I ! T T 1
0 5 10 15 20
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Figura 7-7 — Deslocamentos u, no meio da secdo transversal da viga em balango para

intervalos de tempo maiores (¢ =0,4 ¢ At =1x107s).

Em seguida, sdo realizadas duas andlises, modelando um pulso de for¢a (Figura 7-8) que atua
em um pequeno intervalo de tempo, # =0,5s. Verifica-se na primeira simulagdo, considerando
o coeficiente de amortecimento nulo, Figura 7-9, uma concordancia entre os resultados obtidos
através da aplicacdo da metodologia de ILMF e MEF. A fim de verificar a estabilidade do
M¢étodo de Newmark (1959) para uma resposta transiente mais ampla, considerando-se o
coeficiente de amortecimento ¢ =0,4, analisa-se a mesma situagdo para o tempo de ¢ =20s,
como mostrado na Figura 7-10. Constata-se que a resposta ¢ estavel, ndo havendo discordancia
entre a resposta do ILMF e MEF, e visualiza-se um decaimento da resposta ao longo do tempo

em fun¢do do amortecimento imposto.
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Figura 7-9 — Deslocamentos u, no meio da se¢do transversal da viga em balango sujeitos a

carga de pulso (¢ =0,0 e At =1x10"5).
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Figura 7-10 — Deslocamentos u, no meio da se¢do transversal da viga em balango sujeita a

carga de pulso (¢ =0,4 ¢ At =1x10"5).
7.2 METODO DE EXTRAPOLACAO DOS DESLOCAMENTOS

O método da extrapolacdo de deslocamentos ¢ uma técnica favoravel na obtenc¢ao dos fatores
de intensidade de tensdo, levando-se em consideragdo apenas os deslocamentos entre duas faces

nas proximidades da ponta da trinca.

De acordo com Portela ef al. (1992), nas proximidades da ponta da trinca, o campo elastico
pode ser definido por uma expansao de série infinitas, resultando nas componentes do fator de
intensidade de tensdo para os modos I e II. Sendo o primeiro termo da expansao da série singular
e o restante dos termos com tensdo proxima de zero. Considerando apenas o primeiro termo da
expansdo da série de Williams, o campo de deslocamentos nas proximidades da ponta da trinca

pode ser escrito em coordenadas polares (7,6) centradas na ponta da trinca e, com 6 =+r7

definindo as superficies da trinca, tem-se 0 seguinte campo:

uz(6’=7z)—u2(6’=—7z)=EK]\/Z (7.4)
Y7, 2r
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ul(t9=72')—u1((9=—7l')=ﬂ]<1[\/z (7.5)
Y7, 2

Onde:

M : médulo de cisalhamento;

k=3—-4n ou 1] para o estado plano de deformacdo ou estado plano de tensdes,

respectivamente;

11 : coeficiente de Poisson;
K, : fator de intensidade de tensdo do Modo I;

K, : fator de intesidade de tensdo do Modo II.

Obtendo-se os deslocamentos nas faces das trincas, pode-se obter os fatores de intensidade de

tensdo a partir das equagdes (7.4) e (7.5) acima.

Considerando os trés nds em cada face equidistantes da ponta da trinca, conforme evidenciado
na Figura 7-11, e usando as equagdes (7.4) e (7.5), pode-se expressar os fatores de intensidade

de tensdo para os modos I e II em funcao dos valores de deslocamentos nos ndés D-E e F-G:

Ponta da Trinca

Figura 7-11 — No6s ao longo do segmento de trinca.

Para os n6s D-E:
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T
KPP =(u) -uf) = %2(7 (7.6)

1

U /s

K" Z(Mf)—”f)=mz\/; (7.7)
Para os nos F-G:
K = —ufy=H o |PF (7.8)
! 2 k1N sl ‘

RY/4
K =wf —u® =L2 — 7.9
17 ( 1 1 ) k-‘rl 5[ ( )

Através da extrapolagdo linear entre os nds D-E e F-G, em relacdo a ponta da trinca, os fatores

de intensidade de tensdao podem ser avaliados:

i 315 ]

K, =|50? —uf)- 222l —uly |2 |2 (7.10)
i 5 _k+1 )
i 315 | .

Ky =| 5P ~uf) -2 —ufy | | E (7.11)
. 5 _k+1 /

As Equagdes (7.10) e (7.11) serdo utilizadas na avaliacdo dos fatores de intensidade de tensdo.

No primeiro momento, o método da Extrapolacdo de Deslocamentos sera validado com a
aplicagdo da técnica em 4 (quatro) exemplos e comparacdo dos resultados obtidos por outras
técnicas. Compara-se com os resultados obtidos por Portela ef al. (1992), utilizando a integral
Jno Dual Boundary Element Method, valores analiticos de referéncia propostos por Murakami

(1987), calculados através de combinacdes de séries de poténcia, e por Civelek e Erdokan

94



(1982), por meio de equacdes integrais singulares, e na Técnica de Subtragcdo da Singularidade
(SST), aplicada ao GSMF por Oliveira (2019). Em todos os exemplos, sera considerada uma
placa retangular com trag@o uniforme em extremidades determinadas e, assim, dependendo do
caso analisado, promovendo um modo de abertura Gnico ou misto. Os seguintes pardmetros

serdao adotados:

o =100Pa

E =2,0x10°Pa

Em todas as analises, a aproximacao do MQM utilizou a base polinomial de primeira ordem e

fungdes pesos do tipo quartic spline e superficies da trinca distanciadas de 1mm.

Por ultimo, em relacdo a discretizagdo nodal utilizada nos exemplos a seguir, cabe mencionar
que foram determinadas em func¢do de analises previamente realizadas e adotadas na pesquisa

de Oliveira (2019).

7.2.1 Placa com trinca reta de borda — Modo I

Este primeiro exemplo caracteriza-se por ser um problema de abertura puro (Modo I). Trata-se
de uma placa retangular com um comprimento de trinca reto a partir da extremidade direita
localizada no meio da altura, submetida a uma tra¢ao uniforme e simétrica em cada face,

conforme demonstrado na Figura 7-12, sujeitando a placa ao estado de cisalhamento puro
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(Modo II). A relagdo entre a altura da placa (/) e alargura (/,) ¢ igual a unidade em todas as

relagdes analisadas de (%V) .
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Figura 7-12 — Placa retangular com trinca reta de extremidade simétrica sob carregamento

ot

uniforme 7 simétrico.
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Figura 7-13 — Discretizagao nodal da placa retangular com uma trinca reta de bordo (linha em
vermelho). Relagdo do comprimento da trinca (a) e a altura da placa (W) igual a % =0,6

e 676 nos regulares distribuidos ao longo do dominio interno e contorno.

Analisaram-se cinco diferentes configuracdes da relagdo entre o comprimento de trinca ¢ a

altura da placa (%V) para este exemplo de modo de abertura. A discretizacao da placa (Figura

7-13) constou de 26x26 no6s distribuidos ao longo do comprimento e da altura da placa, sendo

que estes parametros geométricos sdo unitarios. Destaca-se que os valores do fator de

intensidade de tensdo (Tabela 7-7) para o modo de abertura (K, ) em todas as relagdes (%V)

analisadas foram insignificantes, da ordem de 10~12, coincidindo com o resultado esperado.

Tabela 7-7 — Valores dos fatores de intensidade de tensdo para o modo de abertura (X, )

K,/tNra Diferenga percentual
relativa (%)
a/W | ILMF —MED | ILMF —SST | J-DBEM | Civelek | (1)/(2) | (1)/(3) | (1)/(4)
) (2) 3) 4
0,2 1,422 1,520 1,495 1,488 6,662 | 5,005 | 4,536
0,3 1,943 1,967 1,858 1,848 1,228 | 4,473 | 5,012
0,4 2,322 2,413 2,338 2,324 3,844 | 0,687 | 0,086
0,5 3,019 2,973 3,028 3,010 1,535 | 0,298 | 0,299
0,6 4,165 3,991 4,184 4,152 4,267 | 0,455 | 0,313

Observa-se que os resultados sdo aceitaveis em relacdo aos obtidos por outros métodos na

comparacao. Uma diferenga méxima de 6% entre o método de extrapolacao de deslocamentos
com a técnica de subtracdo da singularidade foi constatada para a relagdo de %V =0,2. Nio

foi necessario nenhum refinamento da malha ao redor da ponta da trinca ou utilizacao de

funcgdes enriquecedoras na aproximagdo dos deslocamentos. O numero de nds ao longo do
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segmento de trinca foi estabelecido de forma proporcional ao numero de nés ao longo do

comprimento da placa (/,) e a razdo entre o comprimento do segmento de trinca ¢ da largura
da placa, neste caso, foram 6 nos ao longo de cada comprimento € um n6 representando a ponta

da trinca. O dominio de influéncia ¢, adotado em cada relagdo (%V) compreendeu o

intervalo de 7,3 a 10,5.

7.2.2 Placa com trinca reta de borda em cisalhamento puro — Modo 11

Trata-se de uma placa retangular com um comprimento de trinca reto a partir da extremidade
direita localizada no meio da altura, submetida a uma tra¢ao uniforme ndo simétrica em cada
face, conforme demonstrado na Figura 7-14, sujeitando a placa ao estado de cisalhamento puro

(Modo II). A relagdo entre a altura da placa (W) e alargura (/,) ¢ igual & unidade em todos as

relacdes analisadas de (%V) . Discretizou-se a placa retangular com 26x16 nds regulares ao

longo de toda a largura e altura, conforme visualiza-se na Figura 7-15.

Os resultados serdao comparados com os dados obtidos na tese de Oliveira (2019) e com o
trabalho desenvolvido por Aliabadi e Portela (1999), utilizando a integral J no método de

DBEM (Dual Boundary Element Method).

Como no primeiro exemplo, foram utilizadas cinco relacdes entre comprimento de trinca e

altura da placa (%V) .
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Figura 7-14 — Placa retangular com trinca reta de extremidade simétrica sob carregamento

uniforme 7 assimétrico cisalhante.

05

Figura 7-15 — Discretizagdo nodal da placa retangular submetida sob carregamento uniforme t

assimétrico cisalhante com uma trinca reta de bordo (linha em vermelho). Relagao entre o
comprimento da trinca (a) e a altura da placa (W) igual a %V =0,6 e 416 nos regulares

distribuidos ao longo do dominio interno e contorno.
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Tabela 7-8 — Valores dos fatores de intensidade de tensdo para o modo de cisalhamento (K, )

K, /tNra Diferenca percentual relativa
(o)
a/W | ILMF-MED | ILMF_SST | J-DBEM | (1)/2) (1)/(3)
(1) 2) 3)
0,2 0,425 0,416 0,435 2,352 2,114
0,3 0,362 0,338 0,358 6,857 1,111
0,4 0,294 0,296 0,304 0,542 3,209
0,5 0,246 0,248 0,262 0,769 6,259
0,6 0,218 0,218 0,223 0,000 2,268

Os resultados obtidos (Tabela 7-8) revelam uma 6tima concordancia com os trabalhos em
comparagdo, principalmente em relagdo a pesquisa de Oliveira (2019), utilizando a técnica de

subtracdo da singularidade. Nao houve uma discordancia superior a 6,85%. O dominio de

influéncia «, adotado variou de 1,83 a 3,65, dependendo da relacdo (% ) estudada neste

exemplo.

7.2.3 Placa com trinca inclinada de borda — Modo misto

Neste primeiro exemplo de modo misto, ou seja, cisalhamento fora do plano, analisa-se a

mesma placa com as mesmas propriedades elésticas e carregamento definidos anteriormente,
com medidas geométricas unitarias (/, =1 e W =1) e carregamento uniforme no topo e na

base da placa. A trinca inclinada se localiza no meio da altura da extremidade direita (Figura

7-16) e sera analisada para dois diferentes angulos de 30° e 60° e trés diferentes relacdes entre

(%V) , cujos resultados sdo apresentados da Tabela 7-9 até a Tabela 7-12.
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Figura 7-16 — Placa retangular com trinca inclinada de extremidade sob carregamento

uniforme ¢ simétrico aplicado no topo e na base.
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Figura 7-17 — Discretizag¢ao nodal da placa retangular com uma trinca inclinada de bordo

(linha em vermelho). Relagdo entre o comprimento da trinca (a) e a altura da placa ()

igual a %V =0,4 e 256 nods regulares distribuidos ao longo do dominio interno e contorno.
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Tabela 7-9 — Valores dos fatores de intensidade de tensdo para o modo de abertura (K )-

0=30°
K, / tra Diferenca percentual relativa (%)
a/Ww | ILMF | ILMF J— Murakami (DH/(2) (1)/(3) (H/(4)
— | -SST | DBEM (4)
MED (2) 3)
(1)
0,2 1,227 | 1,164 | 1,082 1,100 5,270 12,560 10,915
0,4 1,551 | 1,513 | 1,545 1,550 2,480 0,388 0,064
0,6 2,460 | 2,732 | 2,572 2,550 10,478 4,452 3,593

Tabela 7-10 — Valores dos fatores de intensidade de tensdo para o modo de abertura (X, ) -

6 =60°
K, / i ra Diferenca percentual relativa (%)
a/w | ILMF — | ILMF J— Murakami (H/(2) (1)/(3) (1)/(4)
MED | —SST | DBEM 4)
) (2) 3)
0,2 0,455 0,543 | 0,495 0,500 17,635 8,421 9,424
0,4 0,600 0,603 | 0,592 0,600 0,499 1,342 0,000

Tabela 7-11 — Valores dos fatores de intensidade de tensdo para o modo de cisalhamento

(K,) - 0=30°
K, / tNra Diferenga percentual relativa (%)
/W |ILMF— | ILM | J- | Murakam | (1)/(2) (1)/(3) (1)/(4)
MED | F- | DBE | i(4)
(1) | SST | M(3)
()
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0,2 0,347 | 0,325 | 0,351 0,350 6,548 1,146 0,861
0,4 0,449 | 0,471 | 0,474 0,470 4,605 5,239 4,392
0,6 0,772 | 0,580 | 0,700 0,700 28,402 9,783 9,783

Tabela 7-12 — Valores dos fatores de intensidade de tensao para o modo de cisalhamento

(K,) - 0=60°
K, / tra Diferencga percentual relativa (%)
a/w | ILMF — | ILMF J— | Murakami (H/(2) (1)/(3) (1)/(4)
MED —SST | DBEM 4)
(1) () A3)
0,2 0,329 0,327 | 0,356 0,360 0,610 7,883 8,999
0,4 0,443 0,439 | 0413 0,420 0,884 6,987 5,308

Sublinha-se que, neste exemplo, foi notada uma certa dificuldade na precisdo dos resultados
obtidos. Obteve-se, como mostrado na Tabela 7-10, uma diferenga maxima da ordem de 17%
em comparagdo com a técnica de subtracdo da singularidade para o modo de abertura. Cabe
ressaltar que tal diferenga pode ser considerada aceitavel em virtude de ndo ter sido observada
uma diferenga da mesma ordem com os outros métodos. Utilizou-se uma configuragdo nodal

simples de 16x16 nds (Figura 7-17) com a variagdo do dominio de influéncia & entre 6,6 e

8,3 em funcao dos parametros geométricos utilizados no segmento de trinca, ou seja, variagao
do angulo de inclinagdo e comprimento da trinca. O segmento de trinca foi discretizado com 6

nds em cada face do segmento de trinca e um n6 na ponta da trinca externa.

7.2.4 Placa com trinca interna inclinada — Modo misto

No segundo exemplo da anélise em modo misto, propde-se obter os valores dos fatores de

intensidade de tensdo em uma placa retangular com tracao uniforme aplicada nas extremidades
com trinca interna inclinada. A altura ¢ o dobro da largura W =2 | eatrinca interna ¢ inclinada

com o angulo de 45° (Figura 7-18).
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Figura 7-18 — Placa retangular com trinca reta central inclinada sob carregamento uniforme ¢

Figura 7-19 — Discretizag¢ao nodal da placa retangular com uma trinca interna inclinada (linha

em vermelho). Relagéo entre o comprimento da trinca (a) e a altura da placa () igual a

%V =0,2 e 84 nds regulares, distribuidos ao longo do dominio interno e contorno.
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Foram analisados trés casos de relagdes entre o comprimento de segmento de trinca ¢ a

altura da placa (%V)’ apresentando os resultados nas Tabela 7-13 e Tabela 7-14. A

discretizagdo da placa ¢ realizada através da distribuicdo nodal regular (7x12), conforme
apresentado na Figura 7-19, sendo adicionados nds extras ao longo das faces do comprimento
de trinca. Compararam-se esses resultados com aqueles obtidos por Murakami (1987), Aliabadi
e Portela (1999), implementando a integral J no método DBEM e Oliveira (2019), através da
técnica de Subtragdo da Singularidade, sendo esta pesquisa mais recente desenvolvida no

PECC-UnB.

Tabela 7-13 — Valores dos fatores de intensidade de tensdo para o modo de abertura (X, )

K,/tNwa Diferenga percentual relativa (%)
a/W | ILMF— | ILMF— | J— | Murakami | (1)/(2) (1)/(3) (14
MED (1) | SST(2) | DBEM |  (4)
3)
0,2 0,533 0,519 0,521 0,518 2,812 2,427 3,004
0,4 0,580 0,575 0,576 0,572 0,969 0,795 1,492
0,6 0,611 0,626 0,666 0,661 2,409 8,598 7,845

Tabela 7-14 — Valores dos fatores de intensidade de tensdo para o modo de cisalhamento

(K
K, / tNra Diferenga percentual relativa (%)
a/W | ILMF— [ ILMF— | J— [Murakami | (1)(2) (1)/(3) (1)/(4)

MED (1) | SST (2) | DBEM (4)

3)

0,2 0,494 0,529 0,508 0,507 6,721 2,673 2,476
0,4 0,520 0,532 0,529 0,529 2,147 1,581 1,581
0,6 0,555 0,585 0,569 0,567 5,119 2,347 1,995

105




Destaca-se que os resultados obtidos no método de extrapolacao dos deslocamentos apresentam
uma boa concordancia com outros resultados consolidados que utilizam metodologias
diferentes para a trinca inclinada interna em modo misto. A diferenca méxima observada foi de

8,59% para a relagdo (a/W)=0,6 e entre as metodologias de extrapolagdo de deslocamentos

e SST. Notou-se que o erro relativo entre as metodologias ¢ maior neste caso misto. O segmento

de trinca foi discretizado com 11 nds em cada face e o dominio de influéncia & variou entre

3 e 3,7, de acordo com a relagdo (a/W) analisada.

7.3 FATOR DE INTENSIDADE DE TENSAO DINAMICO (DSIF)

Nesta se¢do da tese, serdo realizadas analises da aplicagdo da técnica de subtragdo da
singularidade em problemas da mecanica da fratura linear eldstica com o objetivo de obter o
fator de intensidade de tensdo dinamico (DSIFs) ao redor da ponta da trinca. No decorrer da
tese, partes do codigo foram verificadas individualmente de forma a validar a resposta em cada
caso, estatico ou dindmico, como foi o caso da validagdo do Método de Newmark (1959) em
problemas bidimensionais elastodindmicos, aplicando a metodologia proposta no problema
padrdo da viga em balanco, como demonstrado nos exemplos anteriormente. Com o mesmo
objetivo, aplicou-se o método de Extrapolacdo dos Deslocamentos em casos da Mecénica da
Fratura na determinacao dos fatores de intensidade em placas retangulares com trincas internas
ou de borda submetidas a carregamentos simétricos e assimétricos, obtendo respostas

satisfatorias em todos os casos.

A partir dos bons resultados obtidos ao longo do desenvolvimento do trabalho,
visualizados através da precisdo e da acuracia dos dados, pode-se ter a confianga de realizar as
ultimas andlises do ILMF com o M¢étodo de Newmark (1959), a Extrapolacdo dos
Deslocamentos e a Técnica de Subtracao da Singularidade na avaliagdo do comportamento da
fratura em relagdao aos DSIFs. A técnica sera aplicada em 4 (quatro) problemas equivalentes
discorridos por Zhou et al. (2016), Abdollahifar ¢ Nami (2014) e Wen e Aliabadi (2009),

utilizando-os como referéncia. Os exemplos serdo os seguintes:
- Placa com trinca reta interna, de modo de abertura I

106



- Placa com trinca reta interna com dois materiais de transi¢cdo, de modo de abertura I;
- Placa retangular homogénea com trinca de borda inclinada, de modo misto;
- Placa retangular homogénea com trinca interna inclinada, de modo misto.

Em todos os exemplos, a aproximacdo do MQM utilizou a base polinomial de primeira
ordem e fungdes pesos do tipo quartic spline. Trés pontos de Gauss foram usados para a
integragdo da matriz de massa consistente (HUGHES, 1987) e dois pontos para a montagem da

matriz de rigidez, computada nd a no.

7.3.1 Placa com trinca reta interna — Modo I

O primeiro exemplo analisado consta de uma placa retangular com trinca interna
submetida a um carregamento constante t nas bordas superior e inferior, sendo que tal
configuracdo promovera um modo de abertura unico. Adotaram-se os mesmos parametros
geomeétricos e elasticos do exemplo 3 de Zhou et al. (2016) a fim de comparar os resultados do
DSIF, obtido através da técnica de subtragdo da singularidade (SST) no ILMF, com outros
métodos numéricos. A placa foi discretizada com uma configuracao nodal de 16x16 nds ao
longo do comprimento e da altura, respectivamente, de 104 mm e 40 mm. Adotou-se uma trinca
interna de 24 mm e modulo de elasticidade de 200GPa. A Figura 7-20 demonstra a
caracterizagdo geométrica do exemplo com a aplica¢do da carga constante o(¢) =0,1GPa no

topo e na base da placa. Na Figura 7-21, visualiza-se o fator de intensidade de tensdo dindmico

para 0 modo de abertura I (K,) normalizado, ou seja, K, /o,\za , plotado até o intervalo de

104 . De acordo com os resultados obtidos, nota-se uma concordancia dos resultados da SST

com as outras duas abordagens utilizadas na comparagao.
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Figura 7-20 — Placa retangular com trinca reta interna sob carregamento uniforme t simétrico

no topo ¢ na base.
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Figura 7-21 — Fator de intensidade de tensdo dindmico normalizado (K, ) de uma placa

retangular com trinca reta interna sob carregamento uniforme ¢ simétrico nas bordas

longitudinais.
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Nota-se que, nos instantes iniciais, os valores dos DSIFs sao bem préximos da origem
do eixo vertical, ndo possuindo valor significativo e, proximo ao valor de 2,8 , o valor do
DSIF versus tempo cresce de forma consideravel. Tal fato tem uma explicacdo fisica,
correspondendo ao tempo necessario para que a onda dilatacional induzida pelas forgas externas
encontre a ponta da trinca, chamado de tempo de inicializacdo. No exemplo, observa-se um

tempo numérico de inicializagdo de 2,8 , diferenciando do tempo teérico de inicializagdo
que ¢é igual a 3,82us, evidenciado na relagdio H/C,. A velocidade da onda longitudinal

dilatacional C, (FUNG, 1965) pode ser expressa pela seguinte equagao:

Cd=\/ Ed-v) (7.12)
p(l+v)1-2v)

Substituindo os valores conhecidos do médulo de elasticidade, densidade do material e

coeficiente do Poisson, tem-se que:

200GPa(1-0,3)

C, =
2450"%1 L(1+0,3)(1-2-0,3)

=10,48mm / us (7.13)

T . H 40mm
E como relatado, o tempo de inicializa¢do tedrico é iguala —=——"—"—=3,82us .
C, 10,48mm/ us
O intervalo de tempo utilizado na anélise dinamica, aplicando o Método de Newmark,
foi de At =0,20x10"s . A influéncia do intervalo de tempo na resposta do DSIFs também ¢

verificada para 5 intervalos de tempo diferentes (0,05.:s50,11s;0,2550,4 1s;0,5us),

plotando-se os valores dos DSIFs em relagdao ao tempo na Figura 7-22. Percebe-se que, com o
decréscimo do intervalo de tempo, obtém-se resultados que convergem positivamente e que,
com tempos maiores, apresenta-se um afastamento notavel entre as curvas de intervalos de
tempo analisadas, ou seja, para longos intervalos de tempo, ocorrera uma resposta imprecisa no

tempo. Observa-se que ndo ha diferenga significativa entre os intervalos de tempo de 0,05;
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0,10 e 0,20us, de forma que, para reduzir o custo de processamento computacional, o

intervalo de tempo de 0,205 sera utilizado nos demais casos analisados.

1.4 4
=t = 0,05x 10E-6 s
124 -t =10]10x 10E6 s o
+t = 0,20x 10E-6 s r %
14 -+ t=040x 10E-6s W
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o
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t (1)

[y B

Figura 7-22 — Analise da influéncia do intervalo de tempo utilizado no Método de Newmark

na obtengdo do Fator de intensidade de tensdo dindmico normalizado (K, ).

Outras andlises foram realizadas para o exemplo em questdo, a fim de avaliar a
influéncia de outros parametros nos valores de DSIFs. Conforme esperado, como visualiza-se
na Figura 7-23, com o aumento do valor do carregamento, ndo hé alteragdo significativa nos
valores dos fatores de intensidade de tensdo, uma tendéncia uniforme e em conformidade
proporcionais com os valores das tensoes iniciais, sendo tal fato coerente com a anélise teorica,
visto que os valores dos DSIFs de quaisquer singularidades sao influenciados basicamente pelos
parametros geométricos como a largura da placa e o comprimento da trinca, detalhados em

termos do fator de forma f'(a/w).
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Figura 7-23 — Analise da influéncia do carregamento no valor do Fator de intensidade de

tensdo dindmico normalizado (X, ).

A Figura 7-24 diz respeito a influéncia do tamanho da trinca nos valores dos DSIFs,
sendo a analise da influéncia do comprimento da trinca interna (a) no valor do fator de
intensidade de tensdo dindmico normalizado ao longo do tempo. E, assim, adotou-se trés valores
para o comprimento da trinca (a) e fixou o comprimento da placa em 104 mm. Conclui-se,
observando o grafico da Figura 7-24, que, a medida que aumenta o comprimento da trinca,
aumentam gradativamente os valores dos DSIFs. Este comportamento era previsivel, pois, com
o acréscimo gradual da relagdo («//, ), hd uma abrangéncia maior da area do campo de tensdes
singulares e, consequentemente, o aumento da singularidade no elemento em observagao, sendo

os valores dos DSIFs proporcionais ao comprimento da trinca, isto ¢, quanto maior o

comprimento da trinca maior serdo os valores dos DSIFs.
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Figura 7-24 — Analise do comprimento da trinca no valor do Fator de intensidade de tensdo

dindmico normalizado (K, ).

7.3.2 Placa com trinca reta interna com dois materiais de transicio — Modo I

O segundo exemplo de aplicagdo ¢ muito parecido com o primeiro, sendo uma placa
retangular com as mesmas dimensdes geométricas de largura, altura, posi¢cao e comprimento da
trinca interna. A diferenca estd na analise do comportamento da trinca quando a placa ¢
constituida de dois materiais com propriedades elasticas distintas, dispostos
perpendicularmente ao plano da trinca. Este tipo de exame foi realizado por Abdollahifar e
Nami (2014) no estudo da mecanica da fratura bidimensional, utilizando o método de MLPG
(ATLURI e ZHU, 1998), com o emprego de fung¢des de peso enriquecidas ao redor da trinca,

sendo o referido artigo usado como referéncia nesta segunda anélise.

Como dito, os parametros geométricos sao os mesmos do problema anterior, alterando-se

apenas a tensdo aplicada na placa, a densidade (p) e o coeficiente de Poisson (v) do material

e adotando-se o mddulo de elasticidade e densidade em graduagao de acordo com a orientagao
do eixo, com o objetivo de equipar os parametros ao estudo de referéncia. Adotaram-se os
seguintes dados:
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0,4GPa t>0
o =0,4H(t) =
0GPa t<0
E, =76GPa
v =0,286

o, =2450kg/m?

A Figura 7-25 expde a geometria utilizada no modelo numérico, bem como a disposi¢ao
ao longo do comprimento da trinca. O comprimento da zona de gradacao dos materiais foi
considerado a metade do comprimento da placa na dire¢do analisada, adotando-se a gradagao

do modulo de elasticidade e densidade, conforme a equacao abaixo:

E(x) = E, exp(fx)

El
B= h{E—J /L
E, = E(0),E, =E(L) (7.14)

p(x) = p, exp(fx)
P =p0), p, =p(L)

MMM RAMAAN A

VAAAAAAAAAAAAAAAAAA

oft)
L 104mm L

A #

Figura 7-25 — Placa retangular com trinca interna sob carregamento uniforme ¢ simétrico no

topo e na base perpendicular ao plano da trinca com gradagao de metade do plano.
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Os valores obtidos dos DSIFs normalizados, ou seja, K, / 0'0\/% , sdo demonstrados
graficamente na Figura 7-26, considerando o intervalo de tempo de 20us. Plotam-se os
resultados de referéncia do trabalho desenvolvido por Abdollahifar e Nami (2014), com o
objetivo de comparar as respostas alcancadas por abordagens diferentes para obter os DSIFs. A
abscissa ¢ a ordenada representam o tempo e os DSIFs normalizados, respectivamente. Os
valores dos DSIFs permanecem proximos de zero até aproximadamente 2,4us, tempo
decorrido desde o inicio da aplica¢ao da carga externa até o encontro da onda dilatacional nas
faces e na ponta da trinca. A partir deste momento, percebe-se um aumento dos valores dos
DSIFs, observando-se a similaridade entre os resultados obtidos por metodologias diferentes na
analise, utilizando materiais de transi¢ao ao longo do comprimento da trinca. Na relagdo entre

os modulos de elasticidade E,/E, =5, observou-se o valor de pico do DSIF de 3,00 ¢ a

referéncia de 2,78, uma diferenca aceitavel de 7,91%.
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Figura 7-26 — Fator de intensidade de tensdo dinamico normalizado ( K, ) de uma placa

retangular com trinca reta interna sob carregamento uniforme com a gradagdo de materiais no

sentido perpendicular ao plano da trinca.
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7.3.3 Placa com trinca inclinada de bordo — Modo misto

O proximo exemplo se trata de uma placa retangular com uma trinca de borda inclinada. A
altura ¢ igual a 44 mm e a largura ¢ de 32 mm, sendo a trinca externa inclinada com angulo de
45° a partir da ordenada de 6 mm, conforme apresentado na Figura 7-27, e foram adotados os
mesmos parametros geométricos e elasticos do problema proposto por Wen e Aliabadi (2009),
definido como referéncia. Escolheu-se a discretizagdo de 16x16 no6s, distribuidos regularmente
ao longo do comprimento e da altura da placa, e o segmento de trinca com 8 nds dispostos
acima e abaixo, perpendicularmente ao segmento, além do n6 correspondente a ponta da trinca.

Os seguintes dados foram utilizados na analise:

0,4GPa t>0

0=0’4H(Z)={ 0GPa <0

E=76GPa; v=0,286; p, =2.450kg/m* e u=29,4kg/m?.

O =H(t)
TTTt
A O O
- I
38mm
]
C
i A
T“On (')C

emm — 32mm —»

Figura 7-27 — Placa retangular com trinca interna sob carregamento uniforme  simétrico no

topo e com a base engastada.

Os resultados encontrados apresentados na Figura 7-28 e na Figura 7-29 estdo em concordancia
com a metodologia de referéncia, apresentando diferencas para os valores obtidos de menos de

2%.
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Figura 7-28 — Fator de intensidade de tensdo dinamico normalizado (X, ) de uma placa

retangular com trinca inclinada de bordo.
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Figura 7-29 — Fator de intensidade de tensdo dindmico normalizado (K, ) de uma placa

retangular com trinca inclinada de bordo.
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7.3.4 Placa com trinca reta inclinada — Modo misto

Exemplo similar foi tratado no caso estatico no item 7.2.4, adotando-se pardmetros geométricos
e fisicos diferentes dos atuais. Seguindo o mesmo padrao das analises anteriores, os resultados
obtidos serdo comparados com uma analise de referéncia que, neste caso, sera o exemplo n° 2

do trabalho elaborado por Zhou et al. (2016).

A placa retangular é submetida a um carregamento de o(¢) =0,4GPa ndo amortecido nas

extremidades do topo e da base. Contém uma trinca interna inclinada de 45° da horizontal no

sentido horario de 14,14 mm e as dimensdes da placa sdo de 60 mm de altura e 30 mm de

largura. O modulo de elasticidade adotado sera de E =200GPa, coeficiente de Poisson igual

a v=0,3 e peso especifico 5.000kg/m?>. Discretizou-se a placa com a utiliza¢do de 13x13 nos,

distribuidos regularmente ao longo do comprimento e da altura da placa, e o segmento de trinca
com 7 nos, dispostos acima e abaixo, perpendicularmente ao segmento, além do no
correspondente a ponta da trinca e integracao no tempo, com cada etapa do tempo de intervalo

de Af=0,2us . Em resumo, as propriedades fisicas sdo apresentadas abaixo:

E =200GPa
v=0,3

0 =5.000kg/m?

Apresenta-se na Figura 7-30, abaixo, o modelo que serd utilizado na analise bidimensional:
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Figura 7-30 — Placa retangular com trinca interna inclinada sob carregamento uniforme t

simétrico no topo e na base.

Os valores dos DSIFs sdo plotados de maneira unidimensional ao longo do tempo na Figura
7-31 e na Figura 7-32. Percebe-se, graficamente, a boa concordancia entre o ILMF-SST e o
VVCT- Interface Element de Zhou ef al. (2016) em ambos os modos de trincamento, ou seja,
modo I e modo II. Apos 11,4us, ressaltam-se apenas pequenas diferengas ou defasagens nos
valores de pico para o modo I, com cerca de 1,17 % de diferenga, podendo ser explicado pela
diferenca de abordagem, visto que, no método proposto, ndo hd nenhum tipo de enriquecimento
da ponta da trinca como refinamento da malha, utilizacdo de funcdes enriquecedoras ou
mudanga do tipo de elemento, sendo estas alternativas constantes no MEF ou FDM. Um outro
fator que explica essas diferencas ¢ a influéncia da propagagdo das ondas refletivas nas

respostas, a partir das superficies da trinca e bordas.
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Figura 7-31 — Valores dos DSIFs normalizados (K, ) em uma placa retangular inclinada sob

carregamento uniforme / simétrico no topo e na base.
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Figura 7-32 — Valores dos DSIFs normalizados (K, ) em uma placa retangular inclinada sob

carregamento uniforme / simétrico no topo e na base.
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8. CONCLUSOES E RECOMENDACOES

8.1 CONCLUSOES

A obtengao dos fatores de intensidade de tensdo ao longo do tempo por um método de
malha local (ILMF), através da aplicagdo da técnica de subtragao da singularidade em
problemas bidimensionais elastodinamicos, mostrou-se uma ferramenta eficaz e util neste tipo

de abordagem.

O método se baseia na formulacdo fraca dos métodos dos residuos ponderados em uma
aplicagdo de dominio local, considerando o equilibrio do campo de tensdes estaticamente
admissivel e deformacgoes cineticamente admissiveis na formulagao do deslocamento de um
corpo rigido, aproximando as fungdes através do MQM e adotando a integragdo nodal reduzida
nos contornos, sendo um método verdadeiramente sem malha. A técnica de subtragdo da
singularidade (SST) ¢ aplicada no ILMF de forma a separar o campo elastico regular e singular
em cada interag@o nodal ao longo do dominio e no contorno, conferindo na montagem da matriz
de rigidez global do sistema o acréscimo final de duas linhas e colunas provenientes da

singularidade.

Respostas obtidas em comparacdo com outras metodologias expostas em diversas
referéncias comprovaram a acuracia do método proposto. Cabe destacar que nenhum tipo de
técnica de enriquecimento na area de influéncia da ponta da trinca foi utilizado de forma a
minimizar ou suavizar a singularidade, sendo criados apenas nos na ponta da trinca e ao longo

do comprimento de trinca com o objetivo de discretizar a abertura da trinca.

Modos de abertura e mistos implementados apresentaram resultados precisos em
consonancia com o comportamento fisico provavel, verificando-se no grafico ao longo do
tempo um trecho inicial de valores de intensidade de tensdo proximo ao valor nulo, seguido por
uma reta vertical de inclinagdo significativa, correspondendo ao encontro da onda dilatacional
oriunda das forgas externas na ponta da trinca. Em todos os casos, conclui-se uma atuagao
significativa do dominio de influéncia no desempenho da solugdo, sendo notavel nas respostas
proximas aos picos graficos. Uma estratégia de auxilio na determinagdo do valor do dominio
de influéncia 6timo seria a implementacdo da otimizacao multiobjetiva, através de algoritmos

genéticos, redes neurais ou outro processo otimizador.
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Ao longo do desenvolvimento do trabalho, observou-se a sensibilidade dos resultados
da simulacdo numérica ao comportamento teérico esperado em funcdo dos parametros do
método sem malha proposto, sendo que os parametros devem ser cuidadosamente adequados
em cada caso. Por exemplo, ndo se deve escolher uma discretizagdo nodal exagerada em um
problema com dimensdes geométricas reduzidas, em decorréncia do aumento do custo

computacional de uma simulagdo numérica obtida de forma relativamente simples.

De forma equivalente, recomenda-se que o numero de nos ao longo da abertura
hipotética da trinca reta ou inclinada em elementos planos bidimensionais seja definida de

forma proporcional ao comprimento da trinca e a extensdo da placa na dire¢@o considerada.

A andlise numérica se mostrou eficaz e confiavel na determinagdo do padrio do
comportamento da trinca em termos da determina¢dao dos fatores de intensidade de tensao,
inclusive, em modo misto. Diante do exposto, em fungao da acuracia numérica dos resultados
alcancados, credencia-se a implementagao do método proposto em dicretizagdes nodais
regulares e irregulares, com e sem otimizagdo, com trincas, entalhes ou qualquer tipo de

singularidades em modo misto.

8.1.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Algumas investigacdes numeéricas podem ser realizadas de forma a ampliar o escopo de

aplicacao e validacao do método, sendo recomendéveis as seguintes aplicagdes:
- Investigacao de problemas da mecanica da fratura elastodindmicos tridimensionais;

- Alteracao da técnica de interpolagdo da fun¢do de aproximagao, ou seja, em vez de utilizar o
MQM, por exemplo, aplicar fun¢des de bases radiais, particdo da unidade de suavizagdo de

particulas hidrodindmicas ou um método de representacao diferencial;

- Mesclar técnicas de interpolagdo de aproximagdo, utilizando o MQM em todo o dominio e
borda ao longo da trinca, e aproximagdo por fungdes de bases radiais nas vizinhancas da

singularidade;

- Expandir o estudo para a andlise do problema de formacdo e crescimento de trincas e
comparagdo com experimentos, de forma a avaliar o caminho de propagacdo de trincas

previstos para os diferentes critérios de propagacao tedricos;
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- Obtencao dos fatores de intensidade de tensao em problemas da fratura elastoplésticos e

viscoelastoplasticos;

- Robustecimento da técnica de otimizagdo, de forma a automatizar a obtencao de parametros
que influenciam significativamente a solu¢do do método se malha, tais como o dominio de

influéncia e o nimero de nos utilizados na discretizagdo numérica;

- Analise paramétrica da implementagdo das condi¢des de contorno essenciais, analisando a
resposta obtida no caso do método da interpolagao direta, multiplicadores de Lagrange ou

Método da Penalidade.

122



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Aoki, S., Kishimoto, K., Kondo, H., Sakata, M., 1978. Elastodynamic analysis of crack by finite
element method using singular element. International Journal of Fracture 14 (1), 59-67
ABDOLLAHIFAR, A.; NAMI, M. R. Determination of dynamic stress intensity factor in FGM
plates by MLPG method. Iranian Journal of Science and Technology Transactions of
Mechanical Engineering, [s. /], v. 38, n. 38, p. 181-194, Mai. 2014. Disponivel em:
10.22099/ijstm.2014.1964. Acesso em: 17 ago 2022.

ALIABADI, M. H.; PORTELA, A. Crack growth analysis using boundary elements.
Boston: Computational Mechanics Publications, 1993. 115 p.

ALURU, N. R. A point collocation method based on reproducing kernel approximations. Int.
J. Numer. Methods Eng., [s. /.], v. 47, n. 6, p. 1083-1121, 2000.

AMBALIYA, S. D.; SAVALIYA, P. V. Optimum value of dimensionless size of the support
domain for Element Free Galerkin Mesh Free method. International Journal of Scientific
Research in Science, Engineering and Technology, [s. /.], v. 1 ,n. 7, p. 580-586, Nov./Dez.
2015.

ATLURI, S. N.; CHO, J. Y.; KIM, H. G. Analysis of thin beams, using the Meshless Local
Petrov—Galerkin method, with generalized moving least squares interpolations.
Computational Mechanics, [s. /.], v. 24, n. 5, p. 334-347, 1999a.

ATLURI S. N.; CHO, J. Y.; KIM, H. G. A critical assessment of the truly meshless local
Petrov-Galerkin (MLPG), and local boundary integral equation (LBIE) methods.
Computational Mechanics, [s. /.], v. 24, p. 348-372, 1999b.

ATLURI, S. N.; CHO, J. Y. Analysis of shear flexible beams, using the meshless local petrov-
galerkin method, based on a locking-free formulation. Engineering Computations, [s. ], v.
18, p. 215-240, Fev. 2001.

ATLURI, S. N.; SHEN, S. The Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) method. Encino:
Tech Science Press, 2002a.

ATLURI, S. N.; SHEN, S. The meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) method: A simple &
less-costly alternative to the finite element and boundary element methods. Computer
Modeling in Engineering & Sciences, [s. /], v.3, p.11-51, 2002b.

ATLURI, S. N.; ZHU, T. L. A new meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) approach in
computational mechanics. Comput. Mech., [s. ], v. 22, n. 2, p. 117-127, 1998.

ATLURI S. N.; ZHU, T. L. The meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) approach for solving
problems in elasto-statics. Computational Mechanics, [s. /.], v. 25, n. 2-3, p. 169-179, 2000a.

123



ATLURI, S. N.; Zhu, T. L. New concepts in meshless methods. International Journal for
Numerical Methods in Engineering, [s. /.], v. 47, n. 1-3, p. 537-556, 2000b.

BABUSKA, I.; MELENK, J. M. The partition of unity method. Int. J. Numer. Methods Eng.,
v. 40, n. 4, p. 727-758, 1997.

BELYTSCHKO, T. et al. Meshless methods: an overview and recent developments. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, [s. /], v. 139, n. 1-4, p. 3-47, 1996.
BELYTSCHKO, T.; LU, Y. Y.; GU, L. Crack propagation by element-free Galerkin methods.
Engineering Fracture Mechanics, [s. /.], v. 51, n. 2, p. 295-315, 1995.

BELINHA, J. The natural neighbour radial point interpolation. 2010. Tese (Doutorado em
Engenharia Mecanica) — Faculdade de Engenharia, Universidade do Porto, Porto, 2010.
BELINHA, J. Meshless methods in biomechanics: bone tissue remodelling analysis. New
York: Springer, 2014.

BELYTSCHKO, T. ef al. A unifieded stability analysis of meshless particle methods. Int. J.
Numer. Methods Eng., [s. L], v. 48, n. 9, p. 1359-1400, Jun. 2000.

Belytschko, T., Lu, Y.Y., Gu, L., Tabbara, M., 1995. Element free Galerkin methods for static
and dynamic fracture. International Journal of Solids and Structures 32 (17/18), 2547-2570.
BELYTSCHKO, T.; LU, Y.; GU, L. Element-Free Galerkin methods. Int. J. Numer. Meth.
Eng., [s. L], v. 37, p. 229-256, 1994.

BELYTSCHKO, T.; ORGAN, D.; KRONGAUZ, Y. A coupled finite element—element-free
Galerkin method. Comput. Mech, [s. [.], v. 17, n. 3, p.186-195, 1995.

BENZ, W.; ASPHAUG, E. Simulations of brittle solids using smooth particle hydrodynamics.
Comput. Phys. Commun., [s. /.], v. 87, p. 253-265, 1995.

BRAUN, J.; SAMBRIDGE, M. A numerical method for solving partial differential equations
on highly irregular evolving grids. Nature, [s. L], v. 376, p. 655-660, 1995.

Brickstad, B., 1983. A FEM analysis of crack arrest experiments. International Journal of
Fracture 21 (3), 177-194

BROEK, D. The practical use of fractures mechanics. Dordrecht: Broek Kluwer Academic
Publishers, 1988.

CASTRO,J. T. P.; MEGGIOLARO, M. A. Fadiga sob cargas reais de servico. Rio de Janeiro:
Editora PUC-Rio, 2002. 1039p.

CASTELLANOS, A. R. et al. Crack effects on the propagation of elastic waves in structural
elements. Revista mexicana de fisica, México, v. 52, n. 2, p. 104-110, Abr. 2006.

Chen, Y.M., 1975. Numerical computation of dynamic stress intensity factors by a Lagrangian

124



finite-difference method (the HEMP code). Engineering Fracture Mechanics 7 (4), 653-660.
CHEN, J. S.; HILLMAN, M.; CHI, S. W. Meshfree methods: progress made after 20 years.
Journal of Engineering Mechanics, [s. /.], v. 143, n. 4, 2017.

CHEN, J. S. et al. Reproducing kernel particle methods for large deformation analysis of non-
linear structures. Comput. Methods Appl. Mech. Eng., [s. L.], v. 139, n. 1-4, p. 195-227, 1996.
CHEN, J. S. et al. Subdomain radial basis collocation method for heterogeneous media. Int. J.
Numer. Methods Eng., [s. /], v. 80, n. 2, p. 163-190, 2009.

CHEN, Y.; LEE, J. D.; ESKANDARIAN, A. Meshless Methods in Solid Mechanics. New
York: Springer, 2006. v. 1.

CHING, H. K.; BATRA, R. C. Determination of crack tip fields in linear elastostatics by the
Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) method. CMES: Computer Modeling in
Engineering and Sciences, [s. /.], v. 2, n. 2, p. 273-289, 2001.

CIVELEK, M. B.; ERDOGAN, F. Crack problems for a rectangular plate and an infinite strip.
International Journal of Fracture, [s. /.], v. 19, p. 139-159, 1982.

CLEARY, P. W. Modelling confined multi-material heat and mass flows using SPH. Applied
Mathematical Modelling, [s. /.], v. 22, n. 12, p. 981-993, 1998.

DOLBOW, J.; BELYTSCHKO, T. Numerical integration of the Galerkin weak form in
meshfree methods. Comput. Mech., [s. /], v. 23, n. 3, p. 219-230, 1999.

Dominguez, J., Gallego, R., 1992. Time domain boundary element method for dynamic stress
intensity factor computations. International Journal for Numerical Methods in Engineering
33 (3), 635-647.

DUARTE, C. A. M.; ODEN, J. T. An h-p adaptive method using clouds. Comput. Methods
Appl. Mech. Eng., [s. L], v. 139, n. 1-4, p. 237-262, 1996.

DURBIN, F. Numerical inversion of Laplace transforms: an efficient improvement to Dubner

and Abate’s method. The Computer J., [s. /], v. 17, n. 4, p. 371-376, 1975.

FAN, Jie; LEE, Y. Y.; LEUNG, A. Y. T. Analysis of mode Il elastodynamic cracked plane using the
fractal two-level finite element method. Mechanics of Advanced Materials and Structures, v. 18, n.
8, p. 602-610, 2011.

Fedelinski, P., Aliabadi, M.H., Rooke, D.P., 1994. The dual boundary element method: bJ -

integral for dynamic stress intensity factors. International Journal of Fracture 65 (4), 369—

381.

FEDELINSKI, P. Dynamic stress intensity factors of interacting branched cracks. MATEC

Web of Conferences, Gliwice, v. 285, p. 1-8, 2019.

FERREIRA, V. M. C. Optimiza¢do da Forma de uma Estrutura Usando um Método sem
125



Malha. 2012. Dissertacao (Mestrado em Engenharia Mecanica) — Faculdade de Engenharia,
Universidade do Porto, Porto, 2012.

FUNG, Y. C. Foundation of Solid Mechanics. New Jersey: Prentice-Hall, 1965. 525 p.
FRIES, T. P.; MATTHIES, H. G. Classification and Overview of Meshfree Methods.
Informatik-Berichte der Technischen, Brunswick, n. 2003-3, p. 1-64, 2004.

GINGOLD, R. A.; MONAGHAN, J. J. Smoothed particle hydrodynamics: theory and
application to non-spherical stars. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, [s.
], v.181,n. 3, p. 375-389, Nov. 1977.

GOMEZ, W. H. V. Numerical solution of elasticity problems by a local mesh-free multi-
objetive optimization method. 2019. 100f. Tese (Doutorado em Estruturas e Construgdo Civil)
— Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Universidade de Brasilia, Brasilia, Distrito
Federal, 2019.

GONZALEZ, M. et al. A new displacement-based approach to calculate stress intensity factors
with the Boundary Element method. Latin American Journal of Solids and Structures, [s.
[],v.12,1n.9,p. 1677-1697, 2015.

GU, Y. T.; LIU, G. R. A Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) method for free and forced
vibration analyses for solids. Computational Mechanics, [s. L.], v. 27, n. 3, p. 188-198, 2001a.
GU, Y. T.; LIU, G. R. A local radial point interpolation method (LRPIM) for free vibration
analyses of 2-D solids. J. Sound Vibr., [s. [.], v. 246, n. 1, p. 29-46, 2001b.

HAN, Z. D. et al. The applications of Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) approaches in
high-speed impact, penetration and perforation problems. CMC - Tech Science Press, [s. /],
v.4,1n.2,p.119, 2006.

HU, H. Y.; CHEN, J. S.; HU, W. Error analysis of collocation method based on reproducing
kernel approximation. Numer. Methods Partial Differ. Equ., [s. /], v. 27, n. 3, p. 554-580,
2011.

HUANG, X. Meshless investigation for nonlocal elasticity: static and dynamic. 2017. Tese
(Doutorado em Engenharia) — School of Engineering and Material Science, Queen Mary
University of London, Londres, 2017.

HUERTA, A. et al. Meshfree Methods. In: STEIN, E.; BORST, R.; HUGHES, T. J. R. (Ed.).
Encyclopedia of Computational Mechanics. Hoboken, NJ: Wiley, 2017. v. 2.

HUGHES, T. J. R. The Finite Element Method: linear static and dynamic finite element
analysis. New Jersey: Prentice-Hall, 1987.

KANSA, E. J. Multiquadrics: a scattered data approximation scheme with applications to

126



computational fluid-dynamics — I. Surface approximations and partial derivative estimates.
Comput. Math. Appl., [s. /], v. 19, n. 8, p. 127-145, 1990a.

KANSA, E. J. Multiquadrics: A scattered data approximation scheme with applications to
computational fluid-dynamics — II. Solutions to parabolic, hyperbolic and elliptic partial
differential equations. Comput. Math. Appl., [s. /], v. 19, n. 8, p. 147-161, 1990b.

KATZ, A. J. Meshless methods for computational fluid dynamics. 2009. 131f. Tese (PhD)
— Department of Aeronautics and Astronautics, Stanford University, Califérnia, 2009.
KIRSCH, E. G. Die Theorie der Elastizitit und die Bediirfnisse der Festigkeitslehre. Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure, Berlim, v. 42, p. 797-807, 1898.

Kishimoto, K., Aoki, S., Sakata, M., 1980. Dynamic stress intensity factors using J-integral and
finite element method. Engineering Fracture Mechanics 13 (2), 387-394

K. Kishimoto, S. Aoki, M. Sakata, Dynamic stress intensity factors using J-integral and finite
element method, Engineering Fracture Mechanics, Volume 13, Issue 2, 1980, Pages 387-
394.

LANCASTER, P.; SALKAUSKAS, K. Surfaces generated by moving least squares methods.
Mathematics of Computation, v. 37, n. 155, p. 141-158, 1981.

Lee, Y.J., Freund, L.B., 1990. Fracture initiation due to asymmetric impact loading of an edge
cracked plate. ASME Journal of Applied Mechanics 57 (1), 104-111.

LIBERSKY, L. D.; PETSCHEK, A. G. Smooth particle hydrodynamics with strength of
materials. In. TREASE, H.; FRITTS, M. J.; CROWLAY, W. P. Advances in the Free-
Lagrange method including contributions on adaptive gridding and the smooth particle.
Berlin; New York: Springer-Verlag, 1991.

LIBERSKY, L. D. ef al. Recent improvements in SPH modeling of hypervelocity impact. Int.
J. Impact Eng., [s. [.], v. 20, n. 6-10, p. 525-532, 1997.

Lin, X., Ballmann, J., 1993. Re-consideration of Chens problem by finite difference method.
Engineering Fracture Mechanics 44 (5), 735-739

LIU, G. R.; GU, Y. T. A Local Point Interpolation method for stress analysis of two-
dimensional solids. Int. J. Structural Engineering and Mechanics, [s. /.], v. 11, n. 2, p. 221-
236, 2001.

LIU, G.R.; GU, Y. T. Coupling Element Free Galerkin and Hybrid Boundary Element methods
using modified variational formulation. Australasian Issue of Computational Mechanics, [s.
1], v. 26, p. 166-173, 2000b.

LIU, G.R.; GU, Y. T. A meshfree method: meshfree weak—strong (MWS) form method, for 2-

127



d solids. Computational Mechanics, [s. /], v. 33, n. 1, p. 2-14, 2003.

LIU, G. R. Mesh Free Methods: Moving Beyond the Finite Element Method. Boca Raton,
CRC Press, 2003.

LIU, G. R.; GU, Y. T. An introduction to meshfree methods and their programming.
Berlin; Heidelberg: Springer-Verlag, 2005.

LIU, G. R.; YAN, L. A modified meshless local Petrov-Galerkin method for solid mechanics
advances. In: ATLURI, N. K.; BRUST, F. W. (ed.). Advances in Computational Engineering
and Sciences. Palmdale: Tech Science Press, 2000, p. 1374-1379.

LIU M. B. et al. Numerical simulation of incompressible flows by SPH. In: International
Conference on Scientific & Engineering Computing, 2001, Beijing, China. Anais [...]. Beijing,
2001. Disponivel em:
<http://www.ase.uc.edu/~liugr/Publications/Conference%20Papers/cal 101.pdf>. Acesso em:
17 ago 2022.

LIU, W. K. et al. Advances in multiple scale kernel particle methods. Comput. Mech., [s. /],
v. 18,n. 2, p. 73-111, 1996.

LIU, W. K.; Jun, S.; Zhang, Y. F. Reproducing kernel particle methods. Int. J. Numer.
Methods Fluids, [s. L], v. 20, n. 8-9, p. 1081-1106, 1995.

LIU, Y.; GAO, L. T. Numerical simulation for dynamic crack propagation by MLPG. Key
engineering materials, [s. ], v. 324, p. 495-498, 2006.

LONG, S.; ATLURI, S. N. A Meshless Local Petrov-Galerkin method for solving the bending
problem of a thin plate. Computer Modeling in Engineering and Sciences, [s. /], v. 3, n. 1,
p. 53-64, 2002.

LONG, S.; HU, D. A Study on the Weight Function of the Moving Least Square approximation
in the Local Boundary Integral Equation Method. Acta mechanica solida sinica, [s. /], v. 3, n.
16, p. 276-282, 2003.

LONG, S. Y.; LIU, K. Y.; HU, D. A. A new meshless method based on MLPG for elastic
dynamic problems. Engineering Analysis with Boundary Elements, [s. /], v. 30, p. 43-48,
2005.

LUCY, L. B. A numerical approach to the testing of the fission hypothesis. Astron. J., [s. L],
v. 82, p. 1013-1024, 1977.

IRWIN, G. R. Analysis of stresses and strains near the end of a crack
traversing a plate. Journal of Applied Mechanics, [s. /.], v. 24, p. 361-364, 1957.
MALDANER, Marcelo et al. Obtenc¢io do fator de intensidade de tensdo pelo método da

128



funcio de green local modificado. 2012.

MEIROVITCH, L. Computational methods in structural dynamics. Berlin: Springer, 1980.
MELENK, J. M.; BABUSKA, I. The partition of unity finite element method: Basic theory and
applications. Comput. Methods Appl. Mech. Eng., [s. /.], v. 139, n. 1-4, p. 289-314, 1996.
MENDONCA, F.R.S; GOMEZ, W.H.V; PORTELA, A. A local meshless numeric method
applied in free and forced vibration analyses for elastic problems. Journal of the Brazilian
Society of Mechanical Sciences and Engineering, [s. 1.], v. 44, n. 8, p. 1-15, 2022.
MENOUILLARD, T. et al. Time dependent crack tip enrichment for dynamic crack
propagation. IUTAM Symposium on Dynamic Fracture and Fragmentation, [s. /.], v. 162,
n. 1-2, p. 33-49, 2010.

MEDINA, J. A. H. Avaliacdo de previsoes de fratura elastoplastica. 2014. 203f. Tese
(Doutorado em Engenharia) — Departamento de Engenharia Mecanica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

MIERS, L. S. Formulacdes nao-convencionais de métodos do tipo meshless baseados na
equaciao integral de contorno. 2007. 103f. Tese (Doutorado em Engenharia Civil) —
Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2007.

MOOSAVI, M.R. Orthogonal meshless finite volume method in elastodynamics. Thin-Walled
Structures, v. 49, n. 9, p. 1171-1177, 2011.

MONAGHAN, J. J. Simulating gravity currents with SPH — lock gates. Applied Mathematics
Reports and Preprints, Melbourne, v. 95, n. 5, p. 1-8, 1995.

MONAGHAN, J. J. Smoothed particle hydrodynamics. Annual Review of Astronomy and
Astrophysics, [s. 1], v. 30, p. 543-574, 1992.

MONAGHAN, J. J.; GINGOLD, R. A. Shock simulation by the particle method SPH. Journal
of Computational Physics, [s. L], v. 52, p. 374-389, 1983.

MURAKAMI, Y. Stress Intensity Factors Handbook. Oxford; New York: Pergamon Press,
1987.

Murti, V., Valliappan, S., 1986. The use of quarter point element in dynamic crack analysis.
Engineering Fracture Mechanics 23 (3), 585-614.

MUTHU, N. et al. Computation of stress intensity factors in functionally graded materials using
partition-of-unity meshfree method. Aeronautical Journal, [s. /], v. 116, n. 1186, 2012.
NAYROLES, B.; TOUZOT, G.; VILLON, P. Generalizing the finite element method: diffuse
approximation and diffuse elements. Comput. Mech, [s. /.], v.10, p. 307-318, 1992.
NEWMARK, N. M. A method of computation for structural dynamics. ASCE Journal of the

129



Engineering Mechanics Division, [s. /.], v. 85, p. 67-94, 1959.

NIKOLIC, V. et al. Numerical methods for solving the dynamic behavior of real systems.
Scientific Publications of the State University of Novi Pazar, [s. L], v. 6, n. 1, p. 25-34,2014.
OLIVEIRA, T. S. Método sem malha local: subtracio da singularidade em
mecanica da fratura linear elastica. 2019. 144 f. Tese (Doutorado em Estruturas e Construgao
Civil) — Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Universidade de Brasilia, Brasilia,
Distrito Federal, 2019.

OLIVEIRA, T.; PORTELA, A. Weak-form collocation — a local meshless method in linear
elasticity. Engineering Analysis with Boundary Elements, [s. /.], v. 73, p. 144-160, 2016.
OLIVEIRA, T. S.; PORTELA, A. A local mesh free method with singularity subtraction
technique. Engineering Analysis with Boundary Elements., [s. /], v. 104, p. 148-159, Jul.
2019.

OLIVEIRA, T. S. et al. A local mesh free method for linear elasticity and fracture
mechanics. Engineering Analysis with Boundary Elements., [s. /.], v. 10, p. 221-242, 2019.
OUATOUATIL A. E. L.; JOHSON, D. A. A new approach for numerical modal analysis using
the element-free method. Int. J. Num. Meth. Eng., [s. [.], v. 46, p. 1-27, 1999.

PETRI, W. F. Static and Dynamic Crack Propagation in Brittle Materials with
XFEM. Kassel: Kassel University Press, 2013. 207 p.

PORTELA, A.; ALIABADI, M. H.; ROOKE, D. P. The dual boundary element method:
effective implementation for crack problems. International journal for numerical methods
in engineering, Hampshire, v. 33, n. 6, p. 1269-1287, 1992.

RIVLIN, T. J. An introduction to the approximation of functions. Waltham: Blaisdell
Publishing Company, 1969.

RODRIGUEZ, H. Z. Efeito da tensio nominal no tamanho e forma da zona plastica. 2007.
84 f. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia Mecanica) — Departamento de Engenharia
Mecanica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2007.

ROQUE, C. M. C. Métodos sem malha para a analise de placas e cascas compésitas. 2007.
Tese (Doutorado em Engenharia Mecanica e Gestdo Industrial) — Faculdade de Engenharia,
Universidade do Porto, Porto, 2007.

SANTANA, E. et al. A local mesh free numerical method with automatic parameter

optimization. Engineering Analysis with Boundary Elements, [s. /.], v. 113, p. 55-71, 2019.

130



SONG, S. H.; GLAUCIO, H. P. Dynamic stress intensity factors for homogeneous and
smoothly heterogeneous materials using the interaction integral method. International
Journal of Solids and Structures, [s. /], v. 43, n. 16, p. 4830-4866, 2006.

Sladek, J., Sladek, V., Fedelinski, P., 1999. Computation of the second fracture parameter in
elastodyanamics by the boundary element method. Advances in Engineering Software 30
(9/11), 725-734.

STROUBOULIS, T.; COPPS, K.; BABUSKA, I. The generalized finite element method: An
example of its implementation and illustration of its performance. Int. J. Numer. Methods
Eng., [s. L], v.47,n. 8, p. 1401-1417, 2000.

STROUBOULIS, T.; COPPS, K.; BABUSKA, I. The generalized finite element method.
Comput. Methods Appl. Mech. Eng., [s. /], v. 190, n. 32, p. 4081-4193, 2001.

SUKUMAR, N.; BELYTSCHKO, T. The natural element method in solid mechanics. Int. J.
Numer. Methods Eng., [s. /.], v. 43, n. 5, p. 839-887, 1998.

Tabiei, A., Wu, J., 2003. Development of the DYNA3D simulation code with automated
fracture procedure for brick elements. International Journal for Numerical Methods in
Engineering 57 (14), 1979-2006.

TINH, B. Q. Application of the element free Galerkin method for dual analysis. 2005.
Dissertacdo (Master of Science) — Université de Liege, Liege, 2005.

TURIS, M. et al. Determination of Stress Intensity Factors under Shock Loading Using a
Diffraction-Based Technique. Applied Sciences, v. 11, n. 10, p. 4574, 2021.

WILLIAMS, M. L. On the stress distribution at the base of a stationary
crack. J. Applied Mechanics, [s. /], v. 24, p. 109-114, 1957.

WANG, J. G.; LIU, G. R. A point interpolation meshless method based on radial basis
functions. Int. J. Numer. Methods Eng., [s. [.], v. 54, n. 11, p. 1623-1648, 2002.

WANG, L.; CHEN, J. S.; HU, H. Y. Subdomain radial basis collocation method for fracture
mechanics. Int. J. Numer. Methods Eng., [s. L], v. 83, n. 7, p. 851-876, 2010.

WEN, P. H.; ALIABADI, M. H. Evaluation of mixed-mode stress intensity factors by the mesh-
free Galerkin method: Static and dynamic. The Journal of Strain Analysis for Engineering
Design, v. 44, n. 4, p. 273-286, 2009.

Wu, C.-C., He, P., Li, Z., 2002. Extension of J integral to dynamic fracture of functional graded
material and numerical analysis. Computers and Structures 80 (5/6), 411-416

WU, Y. L.; LIU, G. R.; GU, Y. T. Application of meshless local Petrov Galerkin (MLPG)

approach to simulation of incompressible flow. Numerical Heat Transfer, Part B:

131



Fundamentals, [s. /.], v. 48, n. 5, p. 459-475, 2005.

XIAOFEL P.; YIM, S. K.; XIONG, Z. An Assessment of the Meshless Weighted Least-Square
method. Acta Mechanica Solida Sinica, [s. /], v. 17, n. 3, p. 270-282, 2004.

XIE, D.; QIAN, L.; LI, C. A. Numerical calculation method of fracture mechanics and the
engineering application. 2009

Zhang, Ch., 2002. A 2D hypersingular time domain traction BEM for transient elastodynamic
crack analysis. Wave Motion 35 (1), 1740

ZHENG, H. et al. Mixed-mode dynamic stress intensity factors by variation technique with
finite block method. Engineering Analysis with Boundary Elements, [s. ], v. 106, p. 27-33,
2019.

ZHOU, L. M. et al. Analysis of dynamic fracture parameters in functionally graded material
plates with cracks by Graded Finite Element method and Virtual Crack Closure technique.
Advances in Materials Science and Engineering, [s. /.], v. 2016, p. 1-14, 2016.

ZHU, T.; ZHANG, J.; ATLURI S. N. A Local Boundary Integral Equation (LBIE) method in
Computational Mechanics and a Meshless Discretization approach. Computational

Mechanics, [s. ], v. 21, p. 223-235, 1998.

132



	LISTA DE TABELAS
	LISTA DE FIGURAS
	LISTA DE ABREVIAÇÕES, SÍMBOLOS E NOMENCLATURA
	1. INTRODUÇÃO
	1.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS
	1.2 OBJETIVOS
	1.2.1 Objetivo geral
	1.2.2 Objetivos específicos


	2. REVISÃO DA LITERATURA
	2.1 MÉTODOS SEM MALHA
	2.1.1 Definição
	2.1.2 Procedimentos adotados
	2.1.3 Conceito de suporte compacto
	2.1.4 Domínio de influência
	2.1.5 Funções de ponderação
	2.1.6 Funções de forma
	2.1.7 Condições de contorno essenciais
	2.1.8 Consistência

	2.2 MÉTODO DOS MÍNIMOS QUADRADOS MÓVEIS (MQM)
	2.3 EQUAÇÕES DA ELASTODINÂMICA
	2.3.1 Análise de vibrações livres
	2.3.2 Análise de vibrações forçadas
	2.3.3 Integração no tempo
	2.3.3.1 Método de Newmark (1959)


	2.4 FATOR DE INTENSIDADE DE TENSÕES DINÂMICO

	3. MODELAGEM ESTRUTURAL
	3.1 CAMPO ELÁSTICO
	3.2 TEOREMA DO TRABALHO
	3.3 FORMULAÇÃO CINEMÁTICA
	3.3.1 Formulação de deslocamento de corpo rígido
	3.3.2 Equilíbrio mecânico
	3.3.3 Definição do campo de tensão


	4. MÉTODOS SEM MALHA LOCAIS
	4.1 MESH-FREE LOCAL PETROV-GALERKIN – MLPG
	4.2 INTEGRATED LOCAL MESH FREE METHOD – ILMF
	4.3 PARÂMETROS DE DISCRETIZAÇÃO
	4.1 MÉTODO DA VISIBILIDADE

	5. MECÂNICA DA FRATURA LINEAR ELÁSTICA
	5.1 FATOR DE CONCENTRAÇÃO DE TENSÕES
	5.2 LINHAS DE FORÇA
	5.3 PLACA INFINITA TRACIONADA COM UM FURO CIRCULAR
	5.4 MODOS DE CARREGAMENTO DE TRINCAS
	5.5 FATOR DE INTESIDADE DE TENSÕES ki e kii
	5.6 SOLUÇÃO DE WILLIAMS PARA O  CAMPO DE TENSÕES LINEAR ELÁSTICO
	5.7 SUBTRAÇÃO DA SINGULARIDADE
	5.7.1 Campo elástico original e regularizado
	5.7.2 Solução de Williams
	5.7.3 Campo generalizado
	5.7.4 Restrições adicionais


	6. METODOLOGIA
	6.1 IMPLEMENTAÇÃO DO MÉTODO DE NEWMARK (1959)
	6.2 IMPLEMENTAÇÃO DA MECÂNICA DA FRATURA

	7. RESULTADOS E DISCUSSÕES
	7.1 INTEGRAÇÃO NO TEMPO
	7.1.1 Frequências naturais
	7.1.2 Deslocamentos

	7.2 MÉTODO DE EXTRAPOLAÇÃO DOS DESLOCAMENTOS
	7.2.1 Placa com trinca reta de borda – Modo I
	7.2.2 Placa com trinca reta de borda em cisalhamento puro – Modo II
	7.2.3 Placa com trinca inclinada de borda – Modo misto
	7.2.4 Placa com trinca interna inclinada – Modo misto

	7.3 Fator de intensidade de tensão dinâmico (DSIF)
	7.3.1 Placa com trinca reta interna – Modo I
	7.3.2 Placa com trinca reta interna com dois materiais de transição – Modo I
	7.3.3 Placa com trinca inclinada de bordo – Modo misto
	7.3.4 Placa com trinca reta inclinada – Modo misto


	8. CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES
	8.1 CONCLUSÕES
	8.1.1 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS

