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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos uma breve introducgao aos conceitos de conjuntos nu-
méricos, fungoes, limites e derivadas. Apresentamos dados estatisticos que sintetizam o
resultado da aplicagao de Limites e Derivadas em um minicurso ministrado para alunos
do Ensino Médio. Durante a leitura, o leitor ird se deparar com uma proposta pedagogica
exitosa para o ensino desses conceitos que, comumente, o estudante do ensino Ensino

Médio contempla no ensino superior, especificamente, no campo das Ciéncias Exatas.
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Abstract

In this work, we develop a brief introduction to the concepts of numerical sets, func-
tions, limits and derivatives. We present statistical data that synthesize the result of
applying Limits and Derivatives in a short course given to high school students. While
reading, the reader will come across a successful pedagogical proposal for teaching these
concepts that, commonly, high school students contemplate in higher education, specifi-

cally in the field of Exact Sciences.
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Introducao

No ano de 2022, foi implementado de forma obrigatéria o Novo Ensino Médio nas esco-
las das Redes Publica e Privada e, com isso, vieram algumas alteragoes como a composigao

do Ensino Médio e sua carga horéria. De acordo com a Lei Federal n°13.415/2017

“Art. 36. O curriculo do ensino médio sera composto pela Base Na-
cional Comum Curricular e por itinerarios formativos, que deverao
ser organizados por meio da oferta de diferentes arranjos curricu-
lares, conforme a relevancia para o contexto local e a possibilidade
dos sistemas de ensino, a saber:

I - linguagens e suas tecnologias;

IT - matemaética e suas tecnologias;

III - ciéncias da natureza e suas tecnologias;

IV - ciéncias humanas e sociais aplicadas;

V - formacao técnica e profissional.

§ 32 A critério dos sistemas de ensino, podera ser composto itine-
rario formativo integrado, que se traduz na composi¢ao de compo-
nentes curriculares da Base Nacional Comum Curricular - BNCC e

dos itineréarios formativos, considerando os incisos I a V do caput.”
(Brasil, 2017).

De acordo com o site do MEC, houve uma mudanga
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“l...] na estrutura do ensino médio, ampliando o tempo minimo
do estudante na escola de 800 horas para 1.000 horas anuais (até
2022) e definindo uma nova organizagao curricular, mais flexivel,
que contemple uma Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e
a oferta de diferentes possibilidades de escolhas aos estudantes, os
itinerarios formativos, com foco nas areas de conhecimento e na

formacao técnica e profissional.” (Brasil, 2016)

Isso fez com que a quantidade de aulas semanais de Matematica fossem reduzidas de
cinco para trés. Apesar da reducao, houve a implementacao de Itinerarios Formativos
que “|...] s@o o conjunto de disciplinas, projetos, oficinas, nicleos de estudo, entre outras
situagoes de trabalho, que os estudantes poderao escolher no ensino médio.” (Brasil, 2016).
Esses itinerarios permitem o aprofundamento, por exemplo, na disciplina de Matematica
e suas Tecnologias.

Segundo Oliveira (2019), o PISA de 2018 mostrou que “|...]| o Brasil tem baixa pro-
ficiencia em Leitura, Matemética e Ciéncias, se comparado com outros 78 paises que
participaram da avaliagao.” Entretanto, existem alunos que possuem um 6timo desempe-
nho em matematica, visto, por exemplo, medalhistas da OBMEP. Com isso, as salas de
aula contam com alunos de diferentes graus de saber em Matematica, e ministrar uma
aula que atenda a todos os publicos de alunos é uma dificil tarefa a ser realizada pelo
professor de Matemaética.

Diante desse cenario, o Novo Ensino Médio traz uma oportunidade para que os alunos
escolham suas trilhas de aprendizado e optem por cursar disciplinas de maior interesse,
onde é melhor esclarecido em Dentre elas, o ensino de matemaéatica avancada pode
despertar o interesse e um certo grau de curiosidade de alunos que possuam um bom
desempenho com a matéria.

Ha, portanto, uma oportunidade de oferecer disciplinas que preparem os alunos do
Novo Ensino Médio para contetidos introdutérios do Ensino Superior. Em matematica,
apesar do grande ntimero de alunos com dificuldade, h& alunos que possuem capacidade
e necessidade de aprofundar seus conhecimentos mateméaticos que nao podem ser tao
explorados na Formagao Geral Béasica. Por isso, trazer os estudos de Limites e Derivadas
para esses alunos traz ganhos no desempenho escolar presente e futuro desses estudantes.

Neste trabalho, apresentaremos um material que permite ao professor do Ensino Médio
propor uma introdugao ao Calculo aos seus alunos. Os trés primeiros capitulos apresentam
uma proposta de contetidos a serem ministrados em sala de aula, que vao desde noc¢oes
iniciais de conjuntos numéricos e passam por conceitos como limites e derivadas. O quarto

e ultimo capitulo conta com os resultados de um minicurso ministrado com base nesses
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conteudos.

O objetivo deste trabalho é fornecer um material para professores ministrarem o con-
teido de Introdugao ao Célculo & alunos do Ensino Médio. Além disso, permitir um
primeiro contato, ao consultar este trabalho, por um estudante interessado em aprofun-
dar seus conhecimentos.

Formar uma base soélida de conhecimento introdutério de limites e derivada ja no
Ensino Médio, favorece o estudante que deseja ingressar em um curso de Ciéncias Exatas,
seja pela bagagem de novos conhecimentos ou por chegar no Ensino Superior com uma
nog¢ao prévia de um mesmo tema.

Alguns objetivos especificos sao apresentar para um aluno do Ensino Médio um pri-
meiro contato ou uma revisao dos tépicos de conjuntos numéricos, intervalos e fungoes
reais (polinomiais, trigonométricas, etc.) e, posteriormente, iniciar as ideias, defini¢oes e
aplicacoes de limites e derivadas. Agora, sob a 6tica do professor interessado, este trabalho
traz consigo um material que pode ser aplicado em um minicurso ou em uma disciplina
de Itinerario Formativo.

Para servir como proposta de aplicacao, este material foi aplicado em um grupo de
estudantes do 1° ano do Ensino Médio que possuiam algum notoério saber em Matemaética,

a fim de verificar a receptividade e os impactos desse material para o publico.



Capitulo

1

Nocoes 1niciais

Para iniciar os estudos em Calculo, é necessario algum nivel de conhecimento matema-
tico. Para isso abordaremos nesse capitulo conceitos introdutérios que serao requisitados
para progredir em nosso estudo. Esses conceitos sao vistos no Ensino Médio, porém, mui-
tas vezes, direcionados a outros propésitos que nao preparar para o estudo de Céalculo.

Apresentaremos temas fundamentais como: noc¢oes basicas de conjuntos, intervalos e
fungoes reais. Relembraremos os principais conjuntos numéricos a serem estudados, o que
sao e como escrever intervalos numéricos e, por ultimo, definiremos fungoes e abordaremos
os exemplos mais comuns que sao estudados no Calculo. Para uma abordagem mais
profunda, o leitor pode consultar [@] As fontes das figuras contidas neste capitulo sao de

autoria propria.

1.1 Conjuntos numéricos

Desde o principio o homem teve a necessidade de um método de contagem para repre-
sentar quantidades, e a medida que as civilizagoes foram crescendo esses métodos foram
sendo aprimorados. Com a necessidade de contagem surgiu-se o conjunto dos nimeros
naturais, que sao os primeiros nimeros que aprendemos desde pequenos. Esse conjunto

é dado por:

N={1,23,--}.

Ha uma discussao se o niimero zero pertence ou nao a esse conjunto. Como esse
conjunto foi criado a partir da necessidade de contar objetos, para o nosso estudo, va-

mos admitir que os naturais comecam a partir do 1. O mais comum é que, no Ensino
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Fundamental e Médio, o 0 € N e, no Ensino Superior, 0 0 ¢ N.

Com a evolugao da necessidade de contar e das operacoes basicas, surgiu-se também
a necessidade de criar-se mais niimeros, visto que algumas operagoes nao estavam bem
definidas apenas com os numeros naturais. O resultado da operacao 5 — 3 estd bem
definida em N, mas o contrario ndo, uma vez que 3 — 5 ¢ N. Para sanar esse problema

temos o conjunto dos ntimeros inteiros representado por:

Z={-,-2,-1,0,1,2,-}.

Com isso foi acrescido o tao polémico 0, além dos simétricos de cada ntimero natural,
chamados de nimeros negativos e identificados com o sinal de menos “na frente”. Uma
curiosidade desse conjunto é que sua representacao pela letra Z vem da palavra “zahl”
que significa “nimero” em alemao.

Apesar das operagoes de adicao, subtracao e multiplicacao estarem bem definidas nos
ntmeros inteiros, o resultado da divisao de alguns ntimeros ainda nao estava resolvido,
como por exemplo a divisao do niimero 4 pelo nimero 20. Para isso criou-se o conjunto
dos niimeros racionais representado pela letra Q de “quociente”, pois todos seus elementos

sao resultados de divisao entre niimeros inteiros. Logo:

Q:{%:mbeZb#O}

E assim as quatro operacoes bésicas ficam bem definidas nesse conjunto. Entretanto
ainda h& nameros resultantes de outras operacoes que ainda nao estao presentes no con-
junto Q, como o caso dos numeros 7, e, v/2, etc. Esses ntmeros que niao podem ser escritos
em forma de fracao sao chamados de niimeros irracionais, representados pelo simbolo

I, que juntamente com os niimeros racionais formam o conjunto dos nimeros reais:

R=QUL

De fato, os niimeros reais sao dificeis de definir, mas para nés nao sera necessério essa
definicao, mas devemos apenas saber que com esses nimeros reais, a reta numérica fica
completa. (Veja mais sobre completude dos nimeros reais em .

Para o nosso estudo, apenas os ntimeros reais ja serao suficientes, mas ha ainda um
conjunto que ¢ estudado no 3% ano do Ensino Médio que é o conjunto dos ntmeros

complexos, dado por:

(C:{a—i-bi:a,bER,i:\/—l}.
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Esse conjunto ¢ introduzido para poder resolver equacoes polinomiais que nao possuem

solucoes no conjunto dos ntimeros reais.

Olhando para os conjuntos listados acima, é facil ver que ha uma relacao entre tais
conjuntos. Para exemplificar, podemos ver que todos niimeros naturais também sao in-
teiros, bem como todo ntimero inteiro é racional, que, por sua vez, todo nimero racional
¢ um numero real e, por ultimo, todo nimero real é um ntmero complexo. Assim, fica

estabelecida uma relagao de ordem total nos conjuntos listados, ou seja:

NCZCQCRCC.

Usando um Diagrama de Venn temos o seguinte:

Figura 1.1: Diagrama de Venn dos conjuntos numéricos.

Podemos listar alguns erros comuns que ocorrem durante a aprendizagem, a saber:
restringir os nimeros inteiros apenas aos nimeros naturais, no sentido de que apenas os
nimeros positivos e o 0 sao inteiros, esquecendo-se dos niimero negativos; esquecer-se
que os nimeros que pertencem a um conjunto “menor” também pertencem a um conjunto
“maior”, como , por exemplo, pensar que o niimero 13 também ¢é racional, ou que o namero

1
R ¢ um numero real, e até mesmo complexo.
Podemos agora falar sobre um tipo de subconjunto especifico dos ntimeros reais: os

intervalos.

1.2 Intervalos

O conjunto dos namero reais R é o mais utilizado no estudo de matemética por conter

algumas propriedades, apesar de que desse conjunto utilizamos uma maioria de nmeros
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racionais e uma pequena quantidade de niimeros irracionais.

Para comecar um estudo de Calculo, é importante saber o que é e como classificar um
intervalo: um intervalo ¢ um subconjunto do conjunto dos ntimeros reais, que classificam-
se em abertos, semiabertos e fechados. Uma ideia de intervalo é quando se toma um
ponto a e um ponto b na reta real e forma um conjunto com todos valores entre dois

pontos, podendo, ou nao, conter a e b. Vejamos seus tipos, notagoes e exemplos:

e Conjunto fechado: sao todos os nimeros entre dois pontos incluindo os pontos
de delimitagao. Exemplo: [2,10] = {x € R: 2 <z < 10}.

e Conjunto aberto: sao todos os ntmeros entre dois pontos, excluindo os pontos de
delimitagao. Exemplo: (—4,5) ={r € R: -4 < x < 5}.

e Conjunto semiaberto sao todos os niimeros entre dois pontos, incluindo apenas
um de seus pontos de delimita¢do. Exemplo: [0,1) = {z € R: 0 < 2 < 1} ou
(-34]={rer:-}<r<i).

Visto o que sao intervalos numéricos, passaremos agora a abordar as fungoes cujo

dominio sao os nimeros reais ou algum de seus subconjuntos.

1.3 Funcoes Realis

Para comegar a falar de fungoes precisamos definir seu conceito, mostrar algumas

propriedades e também exemplificar. Dados A e B subconjuntos dos ntimeros reais

Definicao 1.1. Uma funcao f : A — B é uma relagao que, para todo x € A, associa-se

um tnico y = f(z) € B.

Ou seja, chamamos de funcao toda relagao entre dois conjuntos quaisquer, por exem-
plo A e B, tal que para cada elemento em A associa-se um tnico elemento em B. Usamos
x para representar um elemento desse conjunto A, e y para representar um elemento desse
conjunto B. Além disso, dizemos que = é uma variavel independente e que y é uma va-
riavel dependente, ou seja, y é uma fungao de x. Visualmente podemos fazer a seguinte

associacao:
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Figura 1.2: Diagrama de uma fungao f.

Para aprofundarmos mais no estudo de fungoes ha alguns conceitos que devemos saber
a respeito de fungao, como dominio, contradominio e imagem.

Na funcao f : A — B, o dominio é o conjunto A, que sao todos os elementos que a
variavel x pode assumir. Informalmente dizemos que o dominio é o conjunto de “saida”.

Na funcao f : A — B, a imagem é o conjunto que possui todos os elementos que a
variavel y pode assumir, ou seja todos os elementos de B que possuem uma correspon-
déncia com um elemento do dominio. Representamos o conjunto de imagem da funcao f
por Im(f).

J& o contradominio da fun¢do f : A — B é o conjunto B que contém a imagem
de f, ou seja, B D Im(f). Informalmente dizemos que o contradominio é o conjunto de
“chegada” da funcao.

Dependendo de como esses conjuntos sao e como se relacionam, hé algumas nomencla-
turas bem usuais que devemos saber, como por exemplo dizer se uma func¢ao é injetora,

sobrejetora ou bijetora. Vejamos:

Definigao 1.2. Uma funcdo f : A — B ¢é dita injetora quando para todo par de
elementos distintos do dominio, 1 e x5, suas imagens correspondentes no conjunto I'm(f)

sejam diferentes.

Podemos dizer entao que uma fungao é injetora se, e somente se, x; # o implicar
f(x1) # f(x2).

E importante salientar a diferenca entre as Definicoes 1.1 e 1.2, pois é comum algum
equivoco entre estudantes do Ensino Bésico e até mesmo do Superior, uma vez que a
Definicao 1.1 diz que cada elemento do dominio se relaciona com apenas um elemento da
imagem, enquanto a Definicao 1.2 diz que cada elemento da imagem est4 relacionado com

um tnico elemento do dominio.
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Definicao 1.3. Uma funcao f : A — B é dita sobrejetora quando seu conjunto imagem

¢ igual a seu contradominio.

Definicao 1.4. Uma funcao f : A — B é dita bijetora quando é simultaneamente

injetora e sobrejetora.

A seguir, vamos dar exemplos de fungoes, bem como suas classificagoes em injetoras,

sobrejetoras e bijetoras.

Exemplo 1.1. A fungdo f : R — R dada por f(z) = 1, x € R, possui como dominio
e contradominio o conjunto R, e como imagem o conjunto Im(f) = {1}. Essa fungao
nao é injetora, pois se tomarmos dois elementos de seu dominio, por exemplo 0 e 3, suas
imagens sao iguais, ou seja f(0) = 1 = f(3). Essa fun¢ao também nado é sobrejetora,
pois o conjunto imagem é diferente do contradominio, visto que Im(f) = {1} # R. Por
ultimo, a fungao nao ¢é bijetora pois nao ¢ injetora nem sobrejetora, apesar de que somente

a auséncia de uma das condigoes ja seria suficiente.

E comum ver os termos injetora, sobrejetora e bijetora serem escritos como injetiva,

sobrejetiva e bijetiva, pois possuem o mesmo significado.

Exemplo 1.2. Vamos analisar a fungao f : Rt — R dada por f(z) = 2%, z € R*, onde
Rt ={z € R:z > 0}. Note que:

(i) Dominio: D(f) =R*.
(ii) Contradominio: C'D(f) = R.
(ii) Imagem: I'm(f) = R*.

(iv) Injetiva: é injetora pois se x1 # T, com x1, T € D(f), entao f(x) = 2% # 22 =

f(@2).
(v) Sobrejetiva: é facil ver que Im(f) # CD(f), logo f nao é sobrejetiva.
(vi) Bijetiva: a fun¢@o nao é bijetora pois nao é sobrejetora.
Exemplo 1.3. Considere a fungao f: Q — Q dada por f(z) =z, z € Q, e analisé-la.
(i) Dominio: D(f) = Q.
(ii) Contradominio: CD(f) = Q.

(iii) Imagem: Im(f) = Q.
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(iv) Injetiva: ¢é injetora pois se x; # T2, x1,22 € D(f), entdo f(x1) # f(z1).
(v) Sobrejetiva: ¢ facil ver que Im(f) = CD(f), logo f é sobrejetiva.
(vi) Bijetiva: a funcdo é bijetora pois ¢ simultaneamente injetora e sobrejetora.

Para o nosso estudo, a maior parte das fungoes apresentadas possuem como dominio
e contradominio o conjunto do nimeros reais R, por ser um conjunto completo onde a
maioria das operagoes utilizadas no Ensino Béasico estao bem definidas. Vejamos agora

exemplos mais comuns dessas fungoes.

1.4 Exemplos de funcoes

Vamos agora mostrar alguns tipos especificos de funcgoes, pois apesar de existirem
infinitas fungoes, podemos agrupa-las de acordo com caracteristicas especificas. Alguns
exemplos como fungoes polinomiais, periddicas, exponenciais e outras sao bem co-

muns de serem estudadas no Ensino Médio. Vamos entao citar alguns desses tipos.

1.4.1 Funcoes polinomiais

As funcoes polinomiais com mais relevancia para se estudar sao funcgoes constantes,
do 1° grau e do 2° grau. Essas sao as fun¢oes com mais destaque e que possuem mais
propriedades a serem estudadas, por isso vamos fazer um resumo de cada uma delas e ver

algumas possiveis aplicagoes.

Funcao constante:

Uma funcao f : R — R é dita constante se para qualquer par de elementos x; e
x9 pertencentes ao dominio de f, tivermos que f(z1) = f(z2). Uma fungao constante
também pode ser definida como uma fungao do tipo f(z) = k, onde k € R é um ntimero
qualquer, porém fixado. No caso particular em que k = 0, dizemos que f é uma fungao

nula.

Funcao do 12 grau:

Uma fungdo f : R — R é chamada de fun¢ao polinomial do 1° grau (ou apenas fungao
do 19 grau) se f(z) = ax + b com a,b € R e a # 0 (perceba que se a = 0, teriamos uma

funcdo constante). Dizemos que a é o coeficiente angular da fungao e b é o coeficiente
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linear. No caso em que b = 0, dizemos que a funcao f é uma fungao linear.

Esses dois tipos de fung¢oes formam junto o que chamamos de funcao afim, e além disso,
seus graficos sao retas, que sao estruturas geométricas comuns e de facil entendimento.
De certa forma, ha uma facilidade em trabalhar com essas fungoes, visto que seus célculos
sao bem mais faceis de serem feitos e entendidos, além de que ha uma grande quantidade
de situagoes cotidianas que podem ser transformados em problemas envolvendo fung¢oes

afins.

Funcao do 22 grau:

Uma fungdo f : R — R é chamada de fun¢ao polinomial do 2° grau (ou apenas funcao
do 2° grau) se f pode ser escrita como f(r) = ax?+bx+c, com a,b,c € Rea # 0 (perceba
que se a = 0, teriamos uma fungao afim). Esse tipo de fungao também é conhecida como
fungao quadratica.

Esse tipo de func¢ao possui uma representacao geométrica conhecida como parabola,
que possui varias propriedades algébricas um pouco mais complexas que as retas. Entre-
tanto algumas delas sao estudadas no Ensino Médio, o que gera um certo descontenta-
mento por partes dos alunos, pois os calculos nao sao tao triviais a primeira vista e suas
propriedades nao sao tao diretas de serem observadas.

Alguns tépicos como determinar raizes, concavidade e vértice sao os pontos prin-

cipais a serem estudados. Por isso, podemos visualizar sucintamente esses conceitos.

e Concavidade da parabola: Uma parabola gerada pela funcao f : R — R dada
por f(x) = ax?+ bz + ¢, possui concavidade para cima se a > 0 e concavidade para

baixo se a < 0. Vejamos exemplos:
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Y,

A

4

Figura 1.4: Parabola com concavidade para baixo.

¢ Raizes da parabola: Uma raiz de uma funcao f : R — R é o valor T € R tal que
f(x) = 0. Numa fun¢ao quadrética do tipo f(x) = ax?® + bx + ¢, podemos encontrar
suas raizes através da “férmula de Bhaskara”, que possui esse nome apenas no Brasil,
pois no exterior é conhecido como “quadratic formula”, que seria algo como “férmula

quadratica”. Vejamos como obter essa forumla:
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ar’ +br+c=0« ar?+br=—c
, bz c
& T H =
a a
Perceba que podemos dividir ambos os membros da equacao por a, pois ,na funcao

quadratica, tem-se necessariamente que a # 0. Prosseguindo:

- N b\? c b
T+ —| =—4+ —
2a a 4a?
N n b\? B — dac
X —_— pr—
2a 4a?
Vale lembrar que va? = |z|. Dito isso, segue:
N b\? b — 4ac
€T —_— =
2a 4a2
N n b b? — 4ac
T —_— =
2a 4a?
b Vb2 — 4dac
& - =¥
2a 2a
—b+Vb? — 4dac
= xr = .
2a
) —b+ Vb2 —4dac | . )
Devemos levar em conta que as raizes x = s6 existem nos numeros

a
reais R se, e somente se, b> — 4ac > 0, parte essa a qual chamamos de “delta” e
¢ representado pela letra grega A. No caso em que A = b? — 4ac < 0 a equacao

quadrética axz? + bx + ¢ = 0 possuird solucdo apenas no conjunto dos nimeros
complexos C. (Ver [[1]).

e Vértice da parabola: Uma parabola do tipo f(z) = az? + bx + ¢ possui um
valor de méximo, caso a < 0, ou um valor minimo, caso a > 0. Esse valor pode
ser encontrado facilmente utilizando um conceito que sera apresentado mais adiante
chamado derivada, entretanto vamos ver uma forma alternativa de encontrar esses

valores:

Seja V' = (x,, f(z,)) o vértice da parabola. Esse ponto pode ser determinado através

da média entre dois valores simétricos na parabola, por isso vamos utilizar as duas raizes



1.4 Exemplos de fungoes 14

T1 € T9 e encontrar o valor médio:

—b+\/Z+—b—\/Z

xv:$1+x2: 2a 2a
2 2

b+ VA—b— VA
a 4a
_—2b
- da
b
2

Caso a funcao quadratica que gera a parabola nao possua raizes, basta somar uma

constante £ € R na funcao com o objetivo de transladar verticalmente a parabola até ela

possuir duas raizes. Portanto, em qualquer caso, temos a coordenada x, = ~2g" Vamos
a

agora encontrar a coordenada y, = f(z,).

f(z,) = ax? + bz, +c

b =20 + dac
N 4da
—b? + 4ac
4a
~ —(0* - 4ac)
N 4a

A
4qa

—-b —A

—, — |. A seguir, comentaremos
2a 4a

Com isso, temos que o vértice da pardbola é V = (

brevemente um caso mais geral de fungao polinomial.

Funcgoes do n-ésimo grau:

Fungoes com grau maior que 2 nao sao tao vistas no Ensino Médio, até porque seus
estudos sao mais avancados e nao ha propriedades tao imediatas, mas, para nosso estudo
de limites e derivadas, veremos algumas dessas fungoes. Em geral, fung¢oes polinomiais

podem ser escritas na forma

f(2) = apz™ 4+ ap_12" ' + -+ arr + ag,
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onde ay, a,_1, -+, aj € ag sdo coeficientes reais e n € N. Por exemplo, a fun¢ao polinomial
f(x) = —25+1023+32*—1 é de quinto grau, uma vez que o grau de uma fungao polinomial

¢ dado pelo maior valor do expoente da varidvel independente x.

1.4.2 Funcgoes periddicas

Uma fungao periodica é um funcao f tal que f(z) = f(z+ k), onde k € R é chamado
de periodo da fungao. As fungoes periddicas estudadas no Ensino Médio e no Calculo
sao as fungao trigonométricas. Dentre elas destacaremos as fungbes seno, cosseno e
tangente.

Essas fungdes tém origem no circulo (ou ciclo) trigonométrico de raio r = 1. Seja 6 o
angulo formado entre o eixo x positivo e um raio qualquer nesse circulo. Com isso, pode-
mos identificar visualmente os valores de seno, cosseno e tangente do angulo 6, conforme

Figura (1.5

tan 6

cosf

Figura 1.5: Seno, cosseno e tangente do angulo 6.

E importante ressaltar que o valor do angulo das func¢oes trigonométricas é medido
em radianos, apesar de ser mais intuitivo medir em graus, de forma que 7 rad = 180°.

Portanto, usaremos como varidvel nas func¢oes trigonométricas valores em radianos.

Fungao cosseno:

A fungao cosseno é a funcao f: R — R tal que f(x) = cos(x), e possui como imagem

o intervalo [—1,1]. Sendo assim temos que —1 < cos(x) < 1. Seu periodo é 27, ou seja,
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cos(x) = cos(x + 2m). Vejamos seu grafico:

s cos(x)

—2m -

[\]
vol 3

—1

Figura 1.6: Grafico da funcao cosseno.

Perceba que a fungao cosseno é simétrica em relag¢do ao eixo y, pois cos(z) = cos(—x),
isto é, cosseno é uma funcao par.
Funcao seno:

A funcdo seno é a funcao f : R — R tal que f(z) = sen(z), e possui como imagem
o intervalo [—1, 1]. Sendo assim temos que —1 < sen(x) < 1. Seu periodo é 27, ou seja,

sen(z) = sen(x + 27). Vejamos seu gréfico:

sen(x)

21 7377-[- —

B
[V
|

—1

Figura 1.7: Grafico da funcao seno.

Perceba que a funcao seno nao ¢é simétrica, entretanto ela possui a propriedade de que

sen(—x) = —sen(x), isto é, trata-se de um funcdo impar.
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Funcgao tangente:

A funcgao tangente é definida como a razao entre as fungoes sen(x) e cos(z), isto é,

ot = 22

cosseno, a imagem da fungao tangente ¢ R. Seu periodo é 7, ou seja, tan(z) = tan(z + ).

, restrita aos pontos em que cos(x) # 0. Diferente das fungoes seno e

Vejamos seu grafico:

 tan(z)
S e b T G 3r
T2 2 2 )

Figura 1.8: Grafico da fungao tangente.

Assim como a func¢ao seno, a fungao tangente nao é simétrica, porém também possui

a propriedade de que tan(—z) = — tan(x).

1.4.3 Funcoes exponencial e logaritmica

Funcgao exponencial:

E uma funcdo utilizada em situacdes onde ha um crescimento muito rapido, tal qual
juros compostos, crescimento da populagao de bactérias, etc.
Podemos definir a fungao exponencial como sendo a fungao f : R — R tal que f(x) =

a®,coma>0ea# 1 Caso0 < a < 1 temos um fungao decrescente, e caso a > 1
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temos uma fungao crescente. Vejamos:

4 -3 —2 -1 1 1 2 3 4 =

D
v

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 7T
Figura 1.10: Fungao exponencial f(z) = a® com 0 < a < 1.
Perceba que o dominio da fun¢@o exponencial sdo os nimeros reais R e sua imagem
¢ apenas a parte positiva do eixo y, ou seja, Im(f) = R*. Juntamente com o estudo da

funcao exponencial, é importante relembrar algumas propriedades de potenciagao. Dado

a€eR

(1) a =1, contanto que a # 0;

(2) a™-a™ = a™t™;
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(3) = a0,
W= (3) Lt

Funcgao logaritmica:

A fungado logaritmica vem da operagao inversa da exponencia¢ao. A funcao f(x) =
log,(z) esta definida quando b > 0, b # 1 e x > 0, ou seja, a fungao logaritmica possui

como dominio o conjunto dos niimeros reais positivos R*. Vejamos seu grafico:

1Ogb(x) A

Figura 1.11: Fungao logaritmica f(x) = log, z.

Caso b > 1 a funcao sera crescente, e caso 0 < b < 1, a funcao serda decrescente
(Verifique!). Alem disso, quando b = 10, dizemos que o logaritmo é decimal e escrevemos
apenas log(z), e caso b = e (constante de Euler), chamamos de logaritmo natural e
escrevemos In(x). Abordaremos sobre logaritmo natural em capitulos posteriores.

Vejamos algumas propriedades e constatacoes importantes para o estudo de logarit-

mos:
(1) logy 1 =0;
(2) log, b= 1;

(3) logy(z - y) = log, = + log, y;
e
(4) IOgb (5) = 1Ogb$ - 10gb Y,

(5) logy (z%) = a - log, x;
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Capitulo

2

Uma introducao ao limite

Nesse capitulo veremos o que é o limite e suas consequéncias, fazendo uma passagem
por sua defini¢ao, suas propriedades e algumas aplicagoes, além de veremos o que é conti-
nuidade para entao, ao final, conheceremos um Teorema importante que decorre de limite
e continuidade. O leitor interessado pode encontrar mais em , [@]] e .

A fonte das figuras apresentadas neste capitulo sao de elaboracao propria.

2.1 Limite e continuidade

Nesta secao desenvolveremos um dos topicos principais do nosso estudo: o limite.
Veremos a seguir que o limite possui uma ideia intuitiva facil de se entender no estudo de
funcoes, além de ser muito 1til para um estudante do Ensino Médio.

O conceito de limite de uma funcao esta ligado diretamente a ideia de continuidade
da fungao. Intuitivamente, uma funcao é dita continua se seu grafico nao possui “saltos”,

ou seja, é como se pudéssemos desenhar seu grafico sem retirar o lapis do papel.
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Figura 2.1: Exemplo de funcao continua.

Na figura[2.1] vemos um exemplo de fungao continua, pois seu grafico nao contém saltos
ou rupturas. A fungdo mostrada é a funcao f(xr) = cos(z) que é uma fungdo continua
bem conhecida.

Y,
5__

A,

Figura 2.2: Exemplo de fungao descontinua.

Na Figura[2.2] vemos um exemplo de fungao descontinua, pois seu gréafico possui varios
saltos, de forma que nao seria possivel desenha-lo sem retirar o lapis do papel. Essa fungao
é um funcao definida por algumas sentencas e nao é tao comum de ser trabalhada.

A ideia de limite de fungoes é a “aproximacao”, ou seja, estamos interessados em ver
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para qual valor a funcao se aproxima quando um ponto do seu dominio se aproxima de
outro ponto. Sendo um pouco mais formal, queremos saber se quando = € D(f) tende
a um ponto a € R, a funcdo f(z) se aproxima de um tal valor L € R. Simbolicamente

temos:

lim f(z) =L

r—a
(Leia~se: limite de f(z) quando z tende a a ¢é igual a L). De maneira formal, dizemos
que esse limite existe se, para todo ntimero ¢ > 0 houver um nitimero § > 0 tal que se
|z —a| < 0 entao |f(z) — L| <e.

Vamos encontrar alguns exemplos de limite com a ideia intuitiva de “aproximacao”.

Y,
4__

(x—4)°

— 6.
B x 4+

Figura 2.3: Gréafico da fungao f(x) =

Intuitivamente, vemos na Figura que, quando z tende a 4 (denotamos por x — 4),

a fungao f tende ao valor 2 (denotamos por f(x) — 2). Nesse caso, é facil ver que
realmente a fungao assume esse valor quando z = 4, pois

(4 — 4)3 03

4) = —4 - — —4 = —4 = 2.
f(4) 13 +6 D +6 +6

E importante notar que, quando calculamos um limite lim f(x) = L, o valor f(a) pode
Tr—a

nao ser igual a L, por exemplo no caso em que a funcao f nao esteja definida nesse ponto

a € R. O valor L é o valor para o qual a funcao f se aproxima, conforme a variavel x

tende para o ponto a.
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2
—r°+2x+2 ,sex #1,
Figura 2.4: Grafico da fungao f(z) = { 7
4 ,sex = 1.
Por exemplo, no caso da Figura[2.4] temos uma fun¢ao definida por duas sentengas em

que, apesar da funcao se aproximar de 3 quando x se aproxima de 1, temos que o valor
f(1) = 4. Isso significa que lirq flz)=3# f(1) =4.
Tr—r

Podemos também avaliar os limites de fungao por “dois lados”, ou seja, verificar para
qual valor a fungao f(z) tende conforme x se aproxima de a, tanto por valores menores

do que a quanto por valores maiores do que a. Denotamos

lim f(z) =L,

T—a

para indicar quando x tenda a a por valores menores do que a, e

lim f(z) =L,

z—a™t

para indicar quando x tenda a a por valores maiores do que a. Vejamos alguns exemplos.

T , e x < 2
—(x—2%4+4 ,sex>2
Vamos verificar que os limites laterais dessa fungao, quando x se aproxima de 2, sao iguais

Exemplo 2.1. Seja f : [0,4] — R uma fun¢ao definida f(z) = {

e concluir se essa funcao pode, ou nao, ser continua.
Primeiramente, vamos calcular os limites laterais dessa funcao quando x tende a 2,

isto é
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lim f(z) = lim z =2,
T2~ T2~

pois f(z) =xsex <2, e

li = lim —(r—2)°+8=—-(2—-2+4=4
wngf(x) Jim. (x —2) ( ) ,
pois f(z) = —a? +8se x > 2.

Com isso, mostramos que os limites laterais nao sao iguais pois lim f(z) =2 # 4 =
T—27

lim f(z). Assim, concluimos que a fungao nao é continua pois ha um salto em seu grafico,
r—2t

Y,

Y

Figura 2.5: Grafico da fungao f(z) = {—(:13 _2)2 44 ’ 22 i i 37

Quando os limites laterais sao iguais, entao dizemos que o limite da funcao existe e é

igual aos limites laterias. Ou seja,

lim f(z)=L= lim+ f(z) = lim f(z) = L.

r—a~ r—a T—a
A ultima relagao nos diz que, se os limites laterais nao coincidem, entao nao podemos
dizer que o limite da fungao naquele ponto existe. Usaremos esse conceito para falar um
pouco mais sobre a continuidade da funcao.
Retomando a ideia de continuidade da func¢ao, vamos dizer, com um pouco mais de
rigor, que uma fungdo é continua num ponto a € D(f) se, e somente se, seus limites

laterais coincidirem com a fungao aplicada no ponto a € D(f). Escrevemos assim:

f € continua em a € D(f) < lim f(z) = lim f(x)= f(a).

T—a~ z—a™t
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De maneira analoga, utilizando-se de € e §, temos que f é continua em a € D(f) se para
todo nimero € > 0 houver um nimero § > 0 tal que se |z —a| < d entdo |f(z) — f(a)] < e.
A diferenca entre a existéncia do limite e a continuidade da funcao é que o limite L é o
valor assumido pela fun¢ao f no ponto a, isto é, L = f(a), para algum a € D(f).

A seguir, iremos estudar importantes propriedades que sao satisfeitas pelo conceito de

limite.

2.2 Propriedades do limite

Assim como toda boa operagao matematica, temos algumas propriedades para facilitar
nossos calculos de limites. Seja k& € R uma constante qualquer e sejam f e g fungoes tais

que lim f(z) = L e lim g(x) = M. Obtemos,
r—a r—a
e Limite da soma de duas funcgoes:

lim /() + g()] = lim f(x) + lim g(x) = L + M,

T—ra T—a

isto é, o limite da soma de duas fungoes se torna a soma dos limites de cada funcao

calculado individualmente.

e Limite do produto de uma fungao por uma constante:

limk- f(x)=k-lim f(z)=L=k- L,

Tr—ra Tr—ra

ou seja, a constante que multiplica a fun¢ao pode “sair” do limite a ser calculado.

e Limite do produto de duas funcgoes:

lim f(x) - g(z) = lim f(z) - lim g(x) = L - M,

Tr—a r—a Tr—ra

isto é, podemos “separar”’ o limite de um produto em dois limites individuais.

e Limite do quociente de duas funcoes

lim f(zx) _ lim, . f(x) _ £
v=a g(z)  limg,g(x) M

, desde que M # 0,

ou seja, o limite de um quociente é igual ao quociente de dois limites.
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Perceba que para calcular o limite da razao entre duas fungoes é necessario que o
limite do denominador nao seja nulo. Entretanto ha alguns casos que veremos mais a
frente onde ambos numerador e denominador tendem a 0 & medida que = tende ao ponto
desejado. Nesses casos deveremos usar algumas ferramentas apropriadas para verificar se

esse limite existe de fato ou nao.

2.3 Aplicagoes

Vamos aplicar os conceitos desenvolvidos na tltima se¢ao. Comegaremos com o se-
guinte exemplo:

2

Exemplo 2.2. O limite da funcao f(x) = ‘ _:1 quando z tende para 10 é dado por
x
-1 102—-1 99
1‘ = l. == = —_— =

Note que o céalculo do limite acima foi realizado apenas substituindo o valor para o
qual o z se aproxima, isto porque a funcao estd bem definida e é continua nesse ponto.

Agora, vamos calcular o limite da mesma funcao quando x tende a —1, isto &,

, R e | . (A1) 1) ,

Observe que neste caso, a fungao f nao esté definida para x = —1, pois o denominador
é nulo nesse ponto. Porém, conseguimos calcular o limite da fungao quando x se aproxima
de —1. Para resolver, primeiro dividimos o numerador, que ¢ um produto notavel, em dois
fatores e em seguida cancelamos um fator do numerador com um fator do denominador.
Veja que isso é possivel pelo fato de ambos serem diferentes de 0, pois quando calculamos
um limite, a fungao se aproxima do ponto, mas nunca o atinge. Apoés isso finalizamos
apenas “substituindo” os valores. O valor encontrado no limite é o valor para o qual se
esperaria que a fungao atingisse para que fosse continua, entretanto a fungao nao assume

esse valor, fazendo com que seja descontinua nesse ponto.
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Y,

&V

2
—1
Figura 2.6: Grafico da fungao f(z) = * T
x’ —

Vale lembrar que uma fungao continua é aquela que é continua em todo seu dominio. A

fungao f(z) = —, por exemplo, é continua pois é continua em todo seu dominio (—oo, 0)U
x

(0,00), uma vez que o ponto z = 0 nao pertence ao dominio. Entretanto, no intervalo

1
[—1,1] a fungao f(x) = — nao é continua.
x

Y

1
Figura 2.7: Gréafico da fungao f(z) = —.
T

Outra aplicacao decorrente do estudo do limite sao as propriedades de fungoes conti-
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nuas que veremos a seguir. Tais propriedades garante que combinagoes algébricas (somas,
subtragao, multiplicacao, etc) de fungdes continuas sejam continuas em qualquer ponto
que elas estejam definidas.

Sejam f e g fungoes continuas em x = a, temos:
(1) Soma: (f +g)(z) = f(z) + g(x) é continua em x = a;
(2) Diferenca: (f —g)(x) = f(x) — g(x) é continua em z = a;
(3) Produto: (f-g)(z) = f(x) - g(x) é continua em z = q;
(4) Quociente: (f/g)(z) = f(x)/g(x) é continua em = = a, contanto que g(a) # 0;
(5) Poténcia: fg(a:) ¢ continua em x = a, com p e ¢ inteiros.
Essas propriedades podem ser facilmente provadas utilizando as propriedades basicas
do limite. Por exemplo:

lim (f - g)(z) = lim f(z) - g(z)

r—a T—ra

= lim f(x) - hm g( ), regra do limite do produto

r—a

f(a) - g(a), pela continuidade de f e g em x = a
= (f-9)(a)
A demonstragao das demais propriedades ficam ao interesse do leitor, onde sugerimos

o1

Exemplo 2.3. Mostre que a funcao f(z) = sen(z)

NG

Primeiramente, notemos que a fungao f(x) é o quociente entre as fungoes sen(x) e 1/,

, ¢ € R*, é continua no ponto = = .

ambas continuas em x = 7. Como o denominador /= quando z = 7 ¢ nao nulo, temos:

lim f(z) = lim ene

T—T T—T \/5

lim sen
_ xoT

~ lim o

T—T

sen(m o
= ( ), pela continuidade de senz e v/ em z = 7

/T
= f(m).

Além das propriedades algébricas da continuidade, um estudo importante é o da com-

regra do limite do quociente

posicao de fungoes continuas. Primeiramente vamos ver um exemplo rapido de composicao
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de fungdes. Sejam f(z) = /z e g(x) = log(z), x € R*, podemos formar as seguintes
composicoes:

foglx) = flg(x)) = log(x),

go f(x) = g(f(x)) = log(v).

Perceba que, na composicao de fungoes, é como se tivéssemos uma fungao “dentro de
outra fungao”. No exemplo (f o g)(x) é como se a variavel de f fosse a funcao g(zx), por
isso escrevemos (f o g)(z) = f(g(z)).

Além disso, podemos dizer que, se duas fungoes f e g sdo continuas, entao a composicao

dessas fungoes sera continua. Em outras palavras, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Se f é continua em ¢ € R e g é continua em f(c) € R entdo go f €

continua em c.

E razoavel e intuitivo pensar que quando x — ¢ entdo f(x) — f(c), pois f é continua
em ¢, e, como g é continua em f(c), entdo g(f(x)) — g(f(c)). Isso seria uma prova

informal do teorema anterior. Para uma demonstracao mais formal, veja o Apéndice 4 de

[10]}
Estendendo essa ideia de continuidade, se tivermos um nimero finito de fung¢oées com-
postas, elas também serao continuas, bastando que cada funcao individualmente seja

continua no intervalo observado.

Exemplo 2.4. Considere a fun¢ao que descreve aproximadamente a concentracao de um

medicamento no corpo de uma pessoa, dada por

(z—5)2

flz)=2-e7 1,

onde z > 0 é o tempo, em horas, apds a ingestao do medicamento. Queremos saber se
essa concentragao pode ser calculada apés 5 horas, ou seja, se a fungao é continua em

x = 5. Para isso vamos decompor a fungao f da seguinte forma:

fi(x) =z — 5,
f2($) = 12’
fola) = 7.
f4<£L‘) =2-¢e".

Agora, notemos que f = f, o fzo fyo fi, pois
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filz) =z —5,
(f20 fi)(x) = fol fi(x)) = (z = 5)%,
(oo foo £)(@) = fo(falfi(e)) = —E= 28

(fro fso oo fi)(@) = falfs(fol fi(2) =2 ¢ = = f(a).
Como cada uma das func¢oes que compoem a f é continua em x = 5, temos que [ é

continua em z = 5. Vejamos o grafico que comprova o nosso resultado:

Y,

] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10z

—(z—5)?

Figura 2.8: Gréfico da fungao f(z) =2-e~ 12

Na pratica, as vantagens de se trabalhar com funcoes continuas é que elas possuem
varias propriedades boas de se operar., Por exemplo, no calculo de limite de fungoes con-

tinuas, podemos “passar pra dentro” o limite para facilitar seu célculo. Veja um exemplo:

lim sen (/7 —2) ) = sen (( lim (v — 2)> W)

z—10 z—10

= sen((v/10 — 2)m)
= sen(V/87)
= sen(27) = 0.

Nesse caso, podemos passar o limite “pra dentro” da funcao seno, pois é uma funcao

continua, e 0 mesmo vale para a raiz cibica, visto que a funcao f(z) = /z é continua.

2.4 Teorema do Valor Intermediario

Ainda sobre fungoes continuas, uma propriedade bem importante de ser notada é dada

pelo Teorema do Valor Intermediario (TVI), cuja demonstracao pode ser encontrada na

pagina 94 de .

Teorema 2.2. (Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f uma func¢ao continua em um
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intervalo fechado [a,b] C R. Para cada valor yy € R tal que f(a) < yo < f(b), existe pelo

menos um ponto xy € [a,b] no qual f(xg) = yo.

De forma simplificada o TVI afirma que, se analisarmos a imagem de dois pontos
em uma funcao continua, entao essa funcao assume todos os valores entre essas imagens.

Vejamos na figura abaixo:

f(b)

Figura 2.9: Exemplo visual do TVI.

No dia-a-dia, o Teorema do Valor Intermediario é o que garante, por exemplo, que vocé
consegue cortar um barbante exatamente ao meio. Pode parecer um exemplo estranho,
mas pelo fato do fio de barbante ser continuo, existe um ponto no seu interior que o divide
ao meio perfeitamente.

Uma aplicagdo do TVI em problemas matemaéticos é quando precisamos encontrar

raizes de uma equagao.

Exemplo 2.5. Vamos verificar se a fungao f : (0,10) — R, dada por f(z) = cos(log,(2x)),
possui alguma raiz no intervalo [1,4].

Primeiro note que a fun¢do f é continua no intervalo analisado [1,4], pois ¢ uma
composicao de duas fungées continuas nesse intervalo, a saber cos(z) e logy(z). O proximo
passo é calcular o valor da funcao aplicada nos extremos do intervalo em que se busca

uma raiz, ou seja
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Apesar de usar o valor aproximado de cos(1) e cos(3) (medido em radianos), po-
derfamos ter utilizado algumas propriedades mateméticas para verificar que os valores
encontrados eram maiores e menores que zero, respectivamente. O ultimo passo agora ¢
utilizar o TVI juntamente as informagoes obtidas:

Como a fungao f é continua em [1,4] e encontramos que f(1) > 0 e f(4) < 0, existe

um zo € [1,4] tal que f(xy) = 0. Verifiquemos isso no grafico a seguir:

15
1

0,5

—1 1 2 3 z 5
-0,5

&V

—1

_1,5 v
Figura 2.10: Gréafico da fungao f(x) = cos(log,y(2z)).
Para a proposta de estudo de limites, o contetido abordado até agora é suficiente para

entrarmos em um outro topico. No préximo capitulo passaremos a abordar um tipo de

limite especial, chamado de derivada.



Capitulo

3

Uma introducao a derivada

Nesse capitulo abordaremos um dos assuntos mais importantes do Célculo: a derivada.
Também conhecida como limite de uma razao incremental, a derivada possui aplicabili-
dades muito tuteis em estudos mais avancados como, por exemplo, estimar a taxa de
contaminagao por uma doenca, determinar niveis de produgao mais lucrativos e eficien-
tes, calcular a velocidade ou aceleragao de um corpo, obter o valor maximo ou minimo de
uma funcao, entre outros. Nesse sentido, dedicaremos uma atengao maior a conceito tao
importante. Para ver mais, leitor interessado pode pesquisar em , [@]] e .

As figuras apresentadas neste capitulo possuem fonte de autoria propria.

3.1 A derivada de uma funcao

Como motivacao, pensemos em um veiculo que faz um percurso linear e que desejamos
calcular sua velocidade. Para isso, basta sabermos a distancia percorrida e o tempo

utilizado para realizar o trajeto, e, com isso utilizar a féormula:

As  sp—s
TOAt bt
onde V é a velocidade, As é o espacgo total percorrido e At é o intervalo de tempo levado
para percorrer o percurso. O problema dessa formula é que ela nos entrega a velocidade
média do veiculo durante o percurso e nao sua velocidade “atual”.
Como farfamos para calcular a velocidade em um determinado ponto em que o veiculo
se encontra? Uma ideia que nos ajuda é diminuir o intervalo analisado, ou seja, fazer
uma meédia apenas de um intervalo pequeno de tempo, tao pequeno quanto se queira.

Teriamos algo mais ou menos assim:
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s(t1) — s(t
y st) = sfto)
tr — to
onde s(t1) e s(tg) sao as posigoes onde o veiculo se encontra nos tempos t; e tg, respecti-
vamente. Agora basta fazer esse intervalo de tempo t; — ty diminuir o maximo possivel,

em outras palavras, fazer o intervalo tender a 0. Com isso, teremos

s(t1) — s(to)
timto t —ty
se o limite existir. Ou seja, a ultima férmula nos possibilita encontrar a velocidade
instantanea do veiculo no tempo ¢;. O limite que acabamos de apresentar, quando existir,
é chamado de derivada da fungao s(t) no ponto ¢t = t;, comumente denotado por s'(t;).
(Lé-se “s linha de t,7).

De maneira anéloga, podemos definir a derivada da uma func¢ao f : R — R num ponto
a de seu dominio da seguinte forma:

f(@) = tim 19 =10

T—a a—2x
sempre que o limite existir. E, nesse caso, é dito a derivada de f no ponto a, e a denotamos
por f'(a) (lé-se “f linha de a”). H4 também outra forma de escrever a derivada de uma
funcao f, conhecido como “limite da razao incremental”, pois usamos um incremento h

para calcular o limite:

o) — tim L) = (@)

h—0 h

Note que as duas defini¢oes de limite sao anédlogas, onde foi feito apenas a substituicao
a =z + h e o fato de que quando = — a temos que h — 0 (Verifique!).

Portanto, quando a derivada de uma funcao num ponto existir e for um ntmero finito,
dizemos que a fungao é derivavel naquele ponto. Vejamos alguns exemplos simples do

calculo de derivada.

Exemplo 3.1. Vamos calcular a derivada da fungao f(z) = 2? + x, no ponto z = 1,
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usando a defini¢cao. De fato, temos que

1) =1
F(Q) = lim —=—"—
" (22 + ) — (12 + 1) (substituimos os correspondentes
i
z—1 r—1 valores de f no numerador)
2
: +rx—-2 .
= lim "= (simplificamos o numerador)
=1 x—1
. (z—T)(z+2) o *
=1 f; lin6 1
lim p— (fatoramos o polinémio e cancelamos os termos)
= lirr% x + 2 (resta apenas aplicarmos o limite)
T—r
=1+2=3.

Observagao: Note que, como z se aproxima de 1 por valores diferentes de 1, a operagao em
* . . . ~ . .
faz sentido, e denotamos a “simplificacao” ou “cancelamento” com o risco no diagonal.

Portanto a derivada de f existe no ponto xz =1 e é igual a f'(1) = 3.

Geometricamente, a derivada em um ponto de uma fungao ¢é a inclinagao da reta
que tangencia a fungao no ponto analisado. Se o valor encontrado for positivo, a reta
tangente possui inclinagao positiva (ou seja, é uma reta crescente) e, analogamente, se o
valor encontrado for negativo a reta teré inclinagao negativa. Vejamos o grafico da fungao

do Exemplo 3.1:

Y,

—1°

Figura 3.1: Reta tangente de f(z) = 2® + z no ponto z = 1.

Exemplo 3.2. Uma bidloga analisou uma cultura de bactérias por 10 dias e verificou o
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crescimento dessa populagao. Apoés a coleta de dados, ela pode observar que as bactérias
se reproduziam de uma certa forma e com isso modelou a fungao f(t) = Vt+1 que
descreve a quantidade (em milhares) de bactérias em func¢ao do tempo t em dias. Para
fins experimentais, a bidloga quis comparar a taxa de crescimento do dia 4 e do dia 9 da

analise. Em qual dia o crescimento de bactérias foi maior?

Nessa questao queremos encontrar a taxa de variagao da quantidade de bactérias, isto
é, precisamos calcular a derivada da funcao que descreve a quantidade de bactérias em fun-
gao do tempo. Mais precisamente calcularemos os valores de f'(4) e f/(9) e compararemos

os resultados. Temos entao

fA+h)—f(h)

f(4) = Jim h
 (WAFh+1)—(Vi+1)
= lim
h—0 h
A4+ hA — 2T
= lim
h—0 h

o VATR-2 VITht?
50 h Vi+h+2

4+h—4

= lim
h=0 h(v/A + h + 2)

(*)

o K
B }L%%(\/4+h+2)

1
= lim ————
=0 \/4 4+ ] + 2

1 11

(VEF0+2) 242 4

Note que em * multiplicamos pelo conjugado de 4 + h — 2 no numerador e no deno-

minador a fim de eliminar a raiz quadrada do numerador.

De maneira analoga,
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fO+h) - fh)

f19) = Jim h
. (VIFh+1) - (VI+1)
= lim
h—0 h
V94 hA — 31
= lim
h—0 h

e V9T =3 VOt h3

0 b O+ h+3
9+h—-9

= lim
h—=0 h(v/9 4+ h + 3)

o
RV e e

1
= lim ———
h=0 /9 + h + 3
1 11
(VO+0+3) 343 6

Portanto, as taxas de crescimento sao % e % nos dias 4 e 9 respectivamente. Ora, como

4 < 6, ao inverter os numeros e o sinal da desigualdade temos que i > %. Portanto, o

crescimento foi maior no dia 4.
Para finalizarmos, vamos olhar o grafico da fungao f e suas retas tangentes nos pontos

r=4exz=09:

Figura 3.2: Fungao f(z) = /x + 1 e suas retas tangentes nos pontos r =4 e z = 9.

Olhando para o grafico da Figura , vemos que a reta em vermelho (tangente no
ponto x = 4) é mais inclinada que a reta em azul (tangente no ponto x = 9), confirmando

geometricamente que f'(4) > f'(9).
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Agora, outro ponto importante é que, como a derivada é um limite, podemos calcular

as derivadas laterais de um funcao. Vejamos no exemplo abaixo:

Exemplo 3.3. Vamos calcular a derivada da fun¢do f(z) = |z| no ponto x = 0. Para

tanto, obtemos

ol
z—0 :L‘—O
. —x
2] lim—=-1 ,sex— 0",
= lim — =0 I
=0 ¥ lin%—zl ,sex — 07,
z—0 r

Vimos no capitulo anterior que, para um limite existir, seus limites laterais devem coin-
cidir. Concluimos entao que a funcao f nao é diferenciavel no ponto x = 0, uma vez que

as derivadas laterais exitem porém nao sao iguais.

Vamos analisar o grafico de f(x) = |z| para ver seu “comportamento”’ proximo de
x=0:
Y,
3
2
1
3 -2 -1 1 2 3 =z
—1°

Figura 3.3: Grafico da fungao f(z) = |z|.

Podemos observar que a funcao f(x) = |z| faz um “bico” no ponto x = 0. Isso faz com
que a reta tangente nesse ponto nao fique bem definida, pois como vimos no Exemplo 3.2,

podemos ter inclinagao —1 ou 1 dependendo de como nos aproximamos de x = 0.

Héa algumas condigoes que fazem com que fungoes nao possuam derivada. Por exemplo:

1. Quando a funcao apresenta um bico. Nesse caso as derivadas laterais nao coincidem;

2. Quando a reta tangente no ponto analisado é vertical. Nesse caso a derivada nesse

ponto nao é um valor finito;
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3. Quando a fungao for descontinua no ponto.

Essa ultima condicao é muito importante, pois nos ajuda a dizer se uma funcgao é ou

nao continua num ponto. Podemos até enunciar o seguinte teorema:
Teorema 3.1. Se uma funcao f € diferencidvel em x = ¢ entdao f € continua em x = c.

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar esse teorema utilizando a definicao de continuidade
e algumas manipulagoes algébricas. Como f é derivavel em = = ¢, entao f'(c) existe.

Queremos mostrar que lim f(x) = f(c). Temos:
Tr—C

lim f(z) = lim f(z) — f(c) + f(c)

~lim (Z:f)(c (v =) + f(c)
e
~ i FD (e 40

]

Um detalhe importante de se notar é que a reciproca desse teorema nao ¢é verdadeira.
Ou seja, se uma fungao é continua em um ponto nao necessariamente ela sera derivavel
nesse ponto. Podemos observar bem essa reciproca olhando para a Figura no ponto

x = 0, que nesse caso a funcao é continua, porém nao é derivavel nesse ponto.

O que vimos até entao é que a derivada nos mostra, entre outras coisas, uma variagao
instantanea de uma funcdao. Além disso, podemos utilizar a nocao de derivada para
entender o crescimento ou decrescimento de uma funcao. Mais aplicagoes como essas

serao abordadas mais a frente neste capitulo.

3.2 Regras de derivacao

Dado uma func¢ao derivavel, nesta se¢ao trataremos de algumas propriedades satisfeitas

por essa derivada.

3.2.1 Derivada da soma de uma funcao e multiplicacao por escalar

A derivada da soma de duas (ou mais) fungoes é igual a soma das derivadas de cada

fungao:
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(f+g)@+h)—(f+g)(x)

(f +9)(z) =lim

h—0 h
o J@ )+ gl ) — [F(2) + g(o)]
h—0 h
o F@ ) = £(@) + g+ ) — g()
h—0 h
. flz+h)—f(z)  gl@+h)—g(z)
= h + h
=f'(z) + ¢'(2).

Essa propriedade também ¢é verdadeira para a subtracao de duas fungoes. (Verifique!)
A derivada da multiplicagdo de uma funcao por uma constante é igual a derivada da

funcao multiplicada pela constante:

k-fla+h) k- f(x)

(k- f(z))" =lim

h—0 h

B () — (@)
h—0 h

e — @)
h—0 h

=k f'()

Dizemos de maneira informal que a constante “sai” da derivada, pois ela nao interfere
na derivacao da variavel. Essas duas propriedades juntas faz com que a derivada se encaixe
em algo que chamamos de Transformacao Linear, pois a derivada “se separa”’ na soma e
a constante “sai” da derivada, mas isso ¢ um assunto que nao nos aprofundaremos. (O

leitor interessado pode consultar, por exemplo, .

3.2.2 Derivada de polinémios

Um polinémio é um termo da forma p(x) = a,2" + a,_ 12" ' +- - - +a;2' + ag, onde os
a; sao os coeficientes, ' sao as poténcias da varidvel 2, e n € N é o grau do polindémio. Por
exemplo, p;(x) = —3z* — 223+ — 10 é um polindomio de grau 4, enquanto po(x) = 2 —2 é
um polinémio de grau 1 (pois o expoente de z é 1). J& o polindémio p(z) = k, onde k € R
¢ uma constante, ¢ chamado de polindémio constante, e seu grau ¢é 0.

A derivada de um polinémio constante é 0. Em termos matematicos temos:

f@) =k = f(z) =0,

onde k € R é qualquer valor real constante. Isso pode ser provado facilmente usando uma

das defini¢oes de derivada. Vejamos:
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B _  fle+h)—flx) . k—k . 0
f(x)—k‘:>f($+h)—k:>]111£% h h—0 h h—0 h
Exemplo 3.4. Vamos calcular a derivada de f(z) = v/3. Pela regra de derivagao, como

v/3 é um namero real constante, sua derivada é igual a 0. Pela definicio:

f(x)z\/gﬁf(:rﬂLh):\/g:limf(ijhf)L_f(x) zlimﬂzlim() = 0.

h—0 h—0 h h—0 h N

Com isso, a partir de agora, podemos ir direto ao ponto dizendo que f(x) =k, com k
um valor constante, implica que f'(z) = 0.
Agora, note que a derivada de um termo f(z) = z" ¢ f'(x) = n-x" . Para podermos

calcular essa derivada, vale lembrarmos que

(a+b)" =a™ + (T) a" ot + (Z) a" i 4+ (n ﬁ 2) a’b"? + (n ﬁ 1) a'd" 4+ b,

n n!
onde = —————— é o binomial de “n tomado k£ a k”. Assim, podemos calcular a
k (n — k)k!

derivada de x™ usando a defini¢ao:

d (x4 h)" —a"
/ L O AN FN G LY
J@) dx(m) a0 h
—1 (l‘n +n- l'nilh + —n(n2—1) . $n72h2 +-4n- ZL’hnil + hn) —
_hli% h
1 n-xnflh—l—@-m"*2h2+...+n.mhnfl_}_hn
50 n
Y h(n-x”_l—i—@-gj”_2h1+...+n.$hn—2+hn—1
= s A
i %(n-x”_l—l—@~:c”_2h1+...+n.xhn—2+hn—1>
= b0 3
—1
:}liﬂ(l) (n S %-x”_%l 4tz 4 hn—l)
—
—1
:nmn—l_i_%xn—Qo_i_'_‘_nxo_{_o
=n- 2"

Essa regra de derivagao também ¢é conhecida como “regra do tombo”, pois o expoente “cai”



3.2 Regras de derivacao 43

multiplicando a variavel, além de diminuir em uma unidade o valor do antigo expoente.

Vejamos agora um exemplo do calculo da derivada de um polinémio.

Exemplo 3.5. Queremos derivar um polinémio p(x) = —23 4 1022 + 5z — 12. Para isso,
nao precisaremos usar a definicao, mas sim as regras e propriedades da derivacao vistos

até agora. Vamos derivar cada termo separadamente e depois unir tudo em uma resposta:

(—22°) = —2-32% = —62%, (102°)' =10 22" =207, (5x) =5 -12"=5, (=12) =0,

cop(r) = =223 + 1022 + 5o — 12 = p/(x) = —62% + 20x + 5.
E importante salientar que a “regra do tombo” também é valida para expoentes nega-
tivos. Por exemplo:
f@)=a2= f(z)=-2-2721=-2273

A prova da “regra do tombo” para nimeros inteiros vem de duas regras que veremos

a seguir.

3.2.3 Derivada do produto e do quociente

Para derivar o produto, ou quociente, de duas funcoes, nao basta tomar o produto de

suas derivadas. Por exemplo:

Exemplo 3.6. Sabemos que a derivada da fungao f(z) = z* ¢ f'(x) = 423. Entretanto,
se escrevemos a mesma funcio f da seguinte forma f(x) = 22 - 2%, nao podemos derivar

cada termo e depois multiplica-los, pois

() - (2?) = 21 - 20 = 42® # 42° = f'(x).

Portanto, necessitaremos de uma regra especial para derivar produtos de fungoes, a

saber:

Regra do produto: se f e g sdao derivaveis em = € R, entao a derivada de fg é

(f9)'(z) = f(x)g(x) + f(x)g'(x).

No que diz respeito a derivada do quociente de duas fungoes derivaveis, temos a se-

guinte regra:
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Regra do quociente: se f e g sdo derivaveis em = € R, com g(x) # 0, entao a derivada
/ / o /
ot o (1) (- Lol - fl)
9 \g [9()]

A seguir, demonstraremos a regra do quociente. De fato,
d (1@ _ o (et f@)Y 1
i () =i (e~ 56)
— i (Lo 0te) S laota 1 1
h—0 (x 4+ h)g(x)

=
Somando e subtraindo o termo f(z)g(x) no numerador, segue-se que

— i (AL Ate) )+ gt feote + 1) 1
h—0 g(x + h)g(x) h
_ lim <f(x +h)g(z) — f(x)g(z) — [f(@)g(x + h) — f(ﬂf)g(iv)]) 1

h—0 gz + h)g(x h
— i (2 ) ) — ot £ )=o) L

h—0 g(x 4+ h)g(x) h

e {f(x + h})L - f(:v)} = @) {g(fv + h})l - g(fﬁ)}
- Ilzli% gz + h)g(x)
@) @) — f@)g ()

g9(x)g(x)
~ ['(@)g(x) — f(z)g'(x)
lg9(x)]?

A demonstracao da regra do produto é mais simples, e fica como exercicio para o leitor
interessado. Vejamos agora alguns exemplos de aplicagao dessas regras.

10

Exemplo 3.7. Vamos calcular o valor da derivada da fungao f(x) = 5.6 1O ponto
x
5
z = +/3. Poderiamos simplificar a funcio f em f(x) = §x4 e calcular facilmente sua

derivada no ponto = = /3. Entretanto, vamos aplicar a regra do quociente.
Podemos dividir a func¢ao f como quociente de duas fragoes, g e h, tais que g(z) = 5x'°

e h(z) = 22° com derivadas ¢'(z) = 50z e h'(x) = 122°. Com isso temos:
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) d (g(x) g'(x)h(z) — g(z)h'(z)
o= (i) W)
502 - 228 — 510 . 1227
(220)2
1001,9-&-6 - 60I10+5
92 . 162
100z — 60z1°

Apl2
4021

43312
— 101,15712

= 102°.

Portanto, f’ (\3/3) =10 (\3/5)3 = 10 -3 = 30. Como exercicio, o leitor pode derivar a

funcao f(z) = 5:1:'4 e comparar o resultado com o obtido através da regra do quociente.

Com a regra do quociente podemos provar a derivada de poténcias de expoente ne-
gativo. Seja f(z) = z™, onde n é um inteiro negativo, temos que m = —n é um inteiro
o . 1 :
positivo. Com isso, podemos escrever f(z) =z~ ™ = — e tomar sua derivada através da
x

regra do quociente, isto é,

O-2m—1-m-2™ 1  —m.-gm !
/ —1-2 —m—1
fi(x) = ()2 = =—m-z2" "M =—m-x" ",

n—1

e como —m = n, temos f'(x) =n-z""! com n sendo um inteiro negativo.

3.2.4 Derivada de raizes

Para aprendermos sobre a derivada de raizes, basta sabermos derivar uma poténcia
de expoente inteiro, e saber transformar uma raiz em uma potencia de expoente fraci-
onario. A primeira parte ja foi mostrada anteriormente, portanto, vejamos agora como

transformar raizes em poténcias de expoente fracionario. E simples:

Var = am.

Perceba que o expoente do termo a vira o numerador do novo expoente, enquanto o
indice da raiz vira o denominador.
Feito isso, para derivar basta aplicar a “regra do tombo”. Por questoes praticas, vamos

aprender inicialmente a derivada da fun¢ao f(x) = \/x, pois é a raiz mais comum na
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matematica. Temos que

VETT-JE

L it VB VIR yE
h—0 h VT +h+T

f(@) = vz = f'(z) = lim

, r+h—x

= 11m

h=0 h(v/x + h + /)
K

= lim
h=0 f(v/x + h 4+ \/T)
1
= im—-—
h=0 \/x +h + \/z

1
CWVrEVE 2y

Perceba que essa derivada poderia ser deduzida através da regra de derivacao de po-

téncias, no qual o expoente seria uma fragao. Veja:

8
vl
I

f@)=vr=a7= f(z)=

N | —

1
2 Vr 2y
Podemos, entao, usar a regra do tombo para expoentes fracionarios.

. 5 . . ~
Exemplo 3.8. Para derivar g(x) = v22, primeiramente vamos reescrever a funcao do

seguinte modo:
g(x) = Va? = x5,

Agora, derivando a funcgao reescrita, temos que

2_5
5 5

3.2.5 Derivada de fungoes trigonométricas

Partindo agora para funcgoes trigonométricas, nos restringiremos apenas as derivadas
das fungoes seno, cosseno e tangente. As suas respectivas fungoes inversas, como arco
seno, arco cosseno, etc., nao serao abordadas. O leitor interessado pode consultar

Para comegar, veremos que a derivada de f(x) = sen(z) é igual a f'(x) = cos(z).

Antes de aplicarmos a defini¢ao de derivada, vamos usar que

sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a), para quaisquer a,b € R.
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Agora, vamos aplicar a defini¢cao de limite. Com isso obtemos

f(x) =sen(x) = f'(z) = lim sen(z +h) - Sen(x)'

h—0

Usando a propriedade da soma do seno, segue que

sen(x) cos(h) + sen(h) cos(z) — sen(x)

= lim
h—0 h

— tim <sen(:c) cos(h) — sen(x) N sen(h) cos(x)) ‘
h—0 h h

Separando em dois limites temos

oy (= 0) () ),

h—0 h h—0

Multiplicando o numerador e o denominador pelo conjugado de (cos(h) — 1), obtemos

— lim (sen(m)(cos(h) —1) cos(h)+ 1) +lim (ser;(h) -cos(x))

h—0 h “cos(h) + 1 h—0

— lim (Sen(x)(COSQ(h) — 12)) + lim (Senh(h) -COS(SE)) :

h—0 h(cos(h) + 1) h—0

Usando que cos?(z) — 1 = —sen?(z), pois sen?(z) + cos*(z) = 1, Vz € R, segue que

- (S sy (= o)

() L (2. )

-t () ) gy (0 )

=1

sen(h
Aplicando o limite e usando o Limite Fundamental Trigonométrico* }lliH(l) h( )
_>

1 1
0
— lim | — Sen(m)wﬁf); : Ser;fm/ + lim ;}l@j - cos(x)

_ 0
:%'14—1«:05(@

= cos(x)

Observagao: A prova de (*) pode ser encontrada em

De forma anéloga, podemos concluir que a derivada da fungao f(z) = cos(x) é f'(x) =

—sen(x). A demonstragao da derivada da func¢@o cosseno fica para o leitor interessado.
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Antes de entrarmos na derivada da fungao tangente, vamos relembrar que:

1
- Secante: sec(z) = :
cos(z)
1
- Cossecante: csc(z) = :
sen(x)
Cotangente: cot(z) — —
- Cotangente: cot(z) = :
8 tan(z)

Com essas funcoes auxiliares e a regra da derivada de um quociente, podemos entao
encontrar a derivada de f(z) = tan(x), isto é,

(o) = tan(z) = ) gy = <<>>

(sen(x)) (cos(z)) — sen(z)(cos(zx))’
(cos(x))?

_ cos(z) cos(x) — sen(x)(—sen(x))
cos?(x)

cos?(z) 4 sen?(x)

cos?(x)

Usando a Relagdo Fundamental Trigonométrica sen?(x) + cos?*(z) = 1, Vz € R podemos

concluir da tltima igualdade que

1
cos?(x)

= sec?(z).

Com isso, temos a derivada das seguintes fungoes trigonométricas:

- Derivada do seno: (sen(z))’ = cos(z).
- Derivada do cosseno: (cos(z)) = —sen(x).

- Derivada da tangente: (tan(z)) = sec?(x).

3.2.6 Derivada das funcgoes exponencial e logaritmo naturais

Chamamos de exponencial natural (ou, como chamaremos a partir de entao, apenas
exponencial) a fungao f(x) = e, onde o ntimero irracional e = 2, 71828 . .. ¢ a constante de
Euler. Chamaremos de logaritmo natural (ou, como chamaremos a partir de entao, apenas

de logaritmo) a func¢ao f(x) = log,(z), ou mais comumente usado, f(z) = In(z). Essas
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duas funcoes sao uma a inversa da outra, tal qual a divisdo é o inverso da multiplicacao
) )
de tal forma que e™@) =z e In(e®) = .
A funcao exponencial é utilizada, por exemplo, para relacionar crescimentos de popu-
lacao em funcao do tempo, taxa de juros bancarios, decaimento radioativo de substancias
) b

quimicas, entre outros. Vejamos um exemplo de sua aplicagao.

Exemplo 3.9. Uma populagao de bactérias cresce conforme a fungao f(t) = 100e%9%,
onde t > 0 é medido em minutos. Usando o valor aproximado de In500 ~ 6,21, em

quanto tempo a populacao chegara a 50.0007

Para resolver, queremos encontrar qual o valor de ¢ para que f(¢) = 50000. Calculando

isso, temos:

100e*%% = 50000,

%2t = 500, (dividindo ambos os lados por 100)
Ine®?* =1n500, (aplicando o logaritmo em ambos os lados)
0,02t ~ 6,21, (usando o valor aproximado de In 500)
6,21
t~ —\
0,02
t ~ 310, 73.

Portanto, a quantidade de bactérias chegara a 50000 ap6s pouco mais de 310 min.

A funcao exponencial pode ser definida de vérias formas. Usaremos como base a
defini¢ao a seguir:

e’ = lim(1+ nm)%.
n—0

Perceba que no caso z = 1, temos a definicao da constante de Euler:

3=

e=lim(1+n)n.

n—0
Uma das vantagem da fun¢ao exponencial natural é que a sua taxa de variagao ins-
tantanea, a derivada, é igual a propria fungao. Vejamos a seguir como calcular a derivada

da exponencial natural:
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_ / o — €
fl)=e"= fiz) = lim —Fp
Y eTel — e
=i h
et —1)
m—
T T (eh_l)
= Jime h
T eh —1
T

Agora, vamos fazer a substituicao e” — 1 = u, ou seja, h = In(u + 1). Note que quando

h — 0, temos que u — 0. Assim,

") = e lim ——
Jla) =e uli%ln(u—l—l)
=e hn%)1
u—
— .1 1
5+ 1)
=e" - lim -
u=0In(u 4 1)w
=€’ lim -
u=0 1y ((u + 1)a)
- 1
= € 1
In (hm(u + 1)E>
u—0
. 1
=e
In(e)
=e"1

(@) =e" = f(a).
Uma das aplicagoes da funcao logaritmica é medir grandezas com uma escala muito
grande como, por exemplo, magnitude de terremotos, pH e pOH de substancias quimicas e
a acustica de ondas sonoras. Entretanto, nao é muito comum utilizar o logaritmo natural

no Ensino Médio. Dito isso, vejamos um exemplo com algumas propriedades de logaritmo.

Exemplo 3.10. Calcule o valor da expressao Ine? — 31n /e + 2In 1.

Para isso, vamos usar que In1 =0 e que Ina®” = xIna:
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Ine? —3Inve+2Inl =
21ne—3lne% +2lnl =

1 1 1 0
2-Ln/e'—3-§-ln/e'+2-M:
2-1+0=1

Agora veremos como calcular a derivada da fungao logaritmica f(z) = Inx:

(pela defini¢ao da derivada)

(usando a propriedade da subtragao de logaritmos)
1 h
= lim — - In <1—|——>
h—0 T
1

h\*
= }llir% In (1 + —> (usando a propriedade do expoente do logaritmo)
— i

>

"
=In <}Lin(1) (1 + —) > (passando o limite para dentro pois a fungao é continua)
— x

=lne= (pela defini¢ao da fungdo exponencial)

Com isso, mostramos que a derivada da funcao Inx é —.
x

3.2.7 Regra da cadeia

Apo6s derivar algumas familias de fungoes como polinémios, exponencial, fungoes tri-
gonométricas, raizes, etc., ainda resta um questionamento: como derivar, por exemplo, a
fungao f(z) = sen (/x)?

Primeiramente, deve-se observar que essa funcao é a composicao da fungdo sen(x) com
a fungao /z, de tal forma que podemos escrever assim: g(x) = sen(x) e h(x) = \/x e com
isso a fungdo f pode ser escrita como g(h(x)) = g(y/x) = sen (y/x). Portanto, a variavel
da fungao g é a propria funcao h, e escrevemos f(x) = g(h(x)) = g o h(x).

Agora, com o conhecimento de derivagao das fungoes sen(x) e /x, vamos derivar a
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composicao dessas duas fungoes. Para derivar g(h(z)) vamos derivar a fungao “de fora” e

multiplicar pela derivada da func¢ao “de dentro™

fx) = g(h(z)) = f'(z) = g'(h(z)) - I ()
= sen’(h(z)) - (V)

—_

_ cos (V)
21

De maneira mais formal, podemos enunciar da seguinte forma:

Teorema 3.2. (Regra da cadeia) Se uma fungio g € derivdavel em xy e h derivdvel no

ponto g(xo), entao, a composta f = go h € derivdvel em xq e

(o) = (g © h)(wo) = g'(h(o)) - B (o).

O curso de célculo nao exige saber a prova dessa regra, mas com alguns poucos conheci-
mentos, o leitor interessado pode tentar provar — ou pelo menos intuir — essa demonstracao.
Para isso, é util saber que se uma funcao é derivavel, entao ela é continua e que se uma
funcao f(g(x)) é continua em g(x), entao f(g(z+h)) = f(g(z)) quando g(x+h) — g(z).

Podemos ainda ver que a ordem das composigoes de funcgoes resulta em derivadas dife-
rentes. Vejamos um exemplo com as mesmas fungoes ja apresentadas. Vimos a derivada
de (go h)(z), onde g(z) = sen(x) e h(x) = \/x; agora vamos ver a derivada de (h o g)(z):

(00 (0) = Hlolo) /() = 5 -costo) = ;0
Com isso mostramos que (g o h)'(z) # (ho g)'(x).
A Regra da Cadeia tem essa nome pela ideia do desencadeamento de derivadas, onde

derivamos as fungoes “de fora para dentro” e multiplicamos essas derivadas.

Exemplo 3.11. Derive a fungao f(r) = (22° — 4x)? usando a regra da derivacao de

polindmios, a regra do produto e a regra da cadeia, e encontre o valor de f/'(—3).

Primeiramente, vamos derivar usando a regra da cadeia, e para isso primeiro identifi-

camos qual ¢ a funcao “de dentro” e qual a funcao “de fora™

h(z) = 22° —4x ¢ a funcdo de dentro;

g(x) = (z)? ¢ a funcgao de fora.
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Agora basta derivar usando a regra da cadeia, isto é, deriva a func¢ao de fora (com
a variavel sendo a funcdo interna) e multiplica o resultado pela derivada da fun¢ao de

dentro.

f'(x) = ¢'(h(z)) - I (2) = 2(22° — 4x) - (62 — 4)
= 2(122° — 82° — 242° + 162)
= 2(122° — 322° + 162)
= 242° — 642° + 32z.

Agora vamos derivar usando a regra do produto. Basta ver que a funcao f pode ser

escrita como (223 — 4z)(22% — 4x), donde

(22° — dz) - (22° — dx) + (22° — 42) - (22° — 4z)’
(2% — 42)'(22° — 4x)]

(62% — 4)(22® — 47) (note que aqui tem-se o mesmo que pela regra da cadeia)

f'(x)

2
2

= 2(122° — 82° — 242° + 162)
= 2(122° — 322° + 162)
= 242° — 642° + 32u.

Para comparagao, vamos desenvolver o produto notavel para entao derivar termo a

termo utilizando a regra de derivagao de polinémios:

f(z) = (227 — 4z)?
= (22%)? + 2(22°)(—4x) + (—4x)?
= 42°% — 162" + 1622
. f(z) = 242° — 642° + 322.

Por tltimo temos que calcular f/'(—3):

fl(=3)=24-(-3)° —64-(—3)> +32-(-3)
= 24 - (—243) — 64(—27) + 32(—3)
= —5832 + 1728 — 96
= —4200.

Percebemos através desse exemplo que a regra da cadeia pode ser bem mais eficiente

na hora de calcular derivadas da composicao de polinémios.
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Exemplo 3.12. Derive a funcio f(t) = es(+),

Primeiramente temos que identificar que héa 3 tipos fungoes: x(t) = e, y(t) = cos(t) e

z(t) =t +t%. A composicao delas pode ser escrita da seguinte forma:

r=eY
y = cos(z)
z=t+t

c(zoyoz)(t) = et

Para derivar, usamos a regra da cadeia derivando a funcao de fora (em fungao das de

dentro) e multiplicando pelas derivadas das fungoes de dentro. Sendo assim, temos:

=eY - (—sen(z)) -1+ 2t
— &) (—gen(t + 1)) (1 + 2t)
— ) gen(t + 12)(1 + 2t).

Exemplo 3.13. Encontre a variacio instantanea da funcao f(#) = sen? + cos? 6.

Vale lembrar que a Relacdo Fundamental Trigonométrica nos garante que sen?6 +
cos? § = 1 para qualquer valor de § € R. Portanto é intuitivo pensar que a funcao f = 1
(f vale 1 para qualquer valor de sua variavel), ou seja, queremos encontrar a derivada de
uma funcao constante igual a 1, cuja derivada sabe-se ser igual a 0. Vamos mostrar isso
usando a Regra da Cadeia.

Temos que a funcao f é a soma de duas funcgoes, logo, como a derivada da soma é a
soma das derivadas, vamos calcular cada derivada individualmente. Para a funcao sen? 6,
temos a composigao da fungao g(h) = h? e a funcao h(#) = sen 6§ tal que (goh)(d) = sen?H.

Derivando:

(sen® ) = 2senf - (sen ) = 2senf cosf.

Analogamente, para a funcao cos? 8, temos:
(cos*0) = 2cosf - (cosf) = 2cosf(—sen ) = —2 cos f sen 6.

E facil ver que os resultados sao iguais, porém com os sinais opostos. Como queremos
encontrar f'(6) = (sen®#) + (cos?6)’, concluimos que f'(f) = 0, ou seja, essa derivada

vale 0 para qualquer valor de 6 € R.
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3.3 Maximos e minimos

Uma das aplica¢oes mais importantes, se nao a mais importante, do estudo de deriva-
das é encontrar valores extremos de funcoes, conhecidos como maximos e minimos. Essa
aplicacao faz com que otimizemos uma tarefa em que uma situacao possa ser descrita
por uma funcao. Consequéncias desses estudos fazem com que possamos encontrar lucros
méaximos, tempos minimos para se fazer um trajeto, ou seja, encontrar os melhores valores
para cada situacao. Para iniciarmos esses estudos vamos definir rapidamente o conceito

de maximo e minimo de uma fungao.

Definicao 3.3. Seja f uma funcao definida em um dominio D. Dizemos que f tem
um valor méximo global em um ponto ¢ € D se f(c) > f(x) para qualquer x € D.
Analogamente dizemos que f tem um valor minimo global em um ponto ¢ € D se f(c) <

f(z) para qualquer z € D.

O ponto do dominio o qual se encontra o valor maximo (ou minimo) é chamado de
ponto de méximo (ou de minimo), portanto ¢ € D é um ponto extremo, enquanto f(c) é
um valor extremo.

Por exemplo, se analisarmos o intervalo fechado [Z*, 7] a funcdo f(x) = cosz atinge
seu valor minimo absoluto 0 duas vezes, enquanto atinge seu valor maximo absoluto 1
apenas uma vez. Ja a fungao g(z) = senz, nesse mesmo intervalo, atinge um valor de

maximo 1 e um valor de minimo —1. Veja na Figura [3.4]

——————————— g(r) =senx

f(x)=cosx

A
L

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

:
T
2

Figura 3.4: Extremos globais para as fungoes f(z) = cosx e g(x) = senx, x € [5F, J].
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Outra ideia importante é que uma fun¢ao pode ter o que chamamos de valor maximo
(ou minimo) local, isto é, quando um ponto ¢ no dominio de uma fungao é tal que f(c) >
f(x) (ou f(c) < f(x)) apenas para pontos x proximos a c. Veja a Figura

Y,

Yo -

Figura 3.5: Exemplos de maximos e minimos locais.

Os pontos x; e x3 sao pontos maximos locais e y; e y3 sao seus respectivos valores
de méximos locais, bem como x, e x4 sao pontos minimos locais e y, e ¥y, sao seus
respectivos valores de minimos locais. Perceba, por exemplo, que existem valores maiores
que y3, porém, para pontos  bem proximos de x3 tem-se que y3 > f(x).

Agora que vimos o que sao esses extremos, vamos utilizar os conhecimentos de derivada

para encontra-los. Para isso, usaremos o seguinte teorema:

Teorema 3.4. (Teorema da primeira derivada para extremos locais) Se f possui um valor
mdzimo local ou minimo local em um ponto ¢ no interior de seu dominio, entao, se f'
ezistir, f'(c) = 0.

Demonstracao. Para essa demonstragao, usaremos a seguinte defini¢ao de limite:

#(e) = tim =IOy S Z IOy, )= 1O

T—>c r—cC z—ct r—cC T—c~ r —C
Sem perda de generalidade, podemos supor que f(c) é um valor de maximo local, pois

o caso de minimo local é andlogo. Com isso, para cada valor x no dominio de f préoximo
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o suficiente de ¢ tem-se que f(z) < f(c) (pois f(c) € um maximo local), que é equivalente

a dizer que f(z) — f(¢) < 0. Com isso, temos que:

x) — f(c
f'(c) = lim M > 0 pois numerador e denominador sao negativos; e
T—cT r —cC
x)— fl(c
f'(e) = hm+ M < 0 pois numerador é negativo e denominador é positivo; .
T—C r —cC

Como as duas desigualdades s@o verdadeiras temos que f'(c¢) < 0 < f/(¢), ou seja,

f'(e) =0. i
[l

E razoavel pensar que, nos extremos das funcoes, a derivada nesses pontos seja zero,
pois é onde a funcao troca seu “crescimento” de positivo para negativo quando é um
méximo; e de negativo para positivo quando é um minimo. Entretanto o Teorema da
Primeira Derivada garante que se um ponto é extremo e sua derivada existe, entao essa

derivada vale 0. O contrario nem sempre é verdade, veja a Figura [3.6]

7

4

Figura 3.6: Grafico da fungao f(z) = (z — 2)? + 2.

Perceba que na fungdo f(z) = (z — 2)® + 2 o ponto z = 2 possui derivada igual a 0
(f(x)=3-(x—2)*(x+2) = f/(2) =3-(2—2)?-1 = 0), entretanto esse ponto nao é um
ponto de maximo nem de minimo. Chamamos esse ponto de ponto de inflexao, entretanto
falaremos mais a frente sobre esse topico.

Para encontrarmos os pontos que maximizam ou minimizam nossa fung¢ao, devemos

procurar em trés locais nossos candidatos a pontos extremos, a saber:
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1. Pontos no interior do dominio cuja f’ = 0;
2. Pontos no interior do dominio em que a derivada nao exista; e

3. As extremidades do dominio da fungao.

Nesses dois primeiros casos, chamamos esses pontos de pontos criticos da fungao. Apos
obter os pontos criticos de uma funcao, falta classificar esse ponto, pois ele pode ser: um
ponto de maximo, um ponto de minimo ou um ponto de inflexao. Ha algumas formas de

verificarmos qual a natureza desse ponto critico. Veremos duas formas:

- A primeira forma é fazendo um estudo dos valores da derivada em valores proximos

ao ponto critico. H4 trés casos:

1. Caso a derivada seja positiva antes do ponto critico e negativa depois, trata-se
de um ponto de méximo, pois a funcao cresceu até seu méaximo e depois passa

a diminuir. Veja a Figura 3.7}

Y, f’(xl) >0

T

Figura 3.7: Exemplo grafico de fungao com ponto de méximo.

2. Caso a derivada seja negativa antes do ponto critico e positiva depois, trata-se
de um ponto de minimo, pois a funcao decresceu até seu ponto de minimo e

depois passa a crescer novamente. Veja a Figura (3.8
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Yy f’(ﬂ?l) <0
f/(:l/‘g) >0

| |
| |
| |
| |
| |
, ,
T T I T

Figura 3.8: Exemplo grafico de fungao com ponto de minimo.

3. Por dltimo, caso a derivada mantenha seu sinal antes e depois do ponto critico,
trata-se de um ponto de inflexao. Pontos de inflexdao sao pontos onde a funcao
troca de concavidade, porém seu crescimento (ou decrescimento) se mantém.

Veja a Figura |3.9}

$‘1 I" ZL‘Q\ T
Figura 3.9: Exemplo grafico de fungao com ponto de inflexao.

- Uma outra forma de classificar um ponto como de maximo, de minimo ou de inflexao
é fazendo o Teste da Segunda Derivada no ponto critico A segunda derivada
nada mais é do que a derivada da primeira derivada de um funcao. Seu valor
fornece informacoes sobre a concavidade da funcao, e como vimos anteriormente,
nos pontos de maximo a concavidade da funcao é negativa, nos pontos de minimo

a concavidade é positiva e nos pontos de inflexao hé a troca de concavidade, isto é,

a concavidade é neutra. Com isso, podemos separar em trés casos:

1. Se zp é um ponto critico e f(z) < 0, entdo xg é um ponto de maximo;
2. Se xy € um ponto critico e f”(x) > 0, entdo xp é um ponto de minimo;

3. Se xy é um ponto critico e f”(x) = 0, entdo xy ¢ um ponto de inflexao.
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Com isso, podemos encontrar os extremos de fungoes e classifica-los em méximos ou

minimos.
Exemplo 3.14. Dado a fungao quadratica f(x) = az? + bx + ¢ com a # 0, mostre que

—-b —A
o vértice da parabola é dado pelo ponto V = (2—, 4—) Além disso, mostre que, se
a’ 4a

a > 0, entao a fungao possui um valor de minimo e, se a < 0, entao a funcao possui um

valor de méximo.

Primeiramente, encontrar o vértice da parabola é encontrar o extremo da parabola,
onde a coordenada x do vértice é o ponto extremo e a coordenada y do vértice é seu valor
extremo. Vamos derivar a funcgao e igualar a zero para encontrar seus pontos criticos:

fx)=ar®+brx+c= fl(x) =20 +b=0=1= 5
a
L o —b ) -
Portanto, seu tinico ponto critico é 2 que é a coordenada x do vértice. Para encontrar
a

a coordenada y, vamos pegar o ponto critico de f e calcular seu valor aplicado a funcao:

(@)= (@) (3

ab? b?
T
v 20 dac
" 4a  4a  da
_—b2+4ac

N 4a

~ —(*—4ac) -A
N 4a  da

E assim mostramos que o valor extremo de f é a coordenada y do vértice da parabola.
Falta agora classificar os pontos extremos em pontos de méximo, de minimo ou de inflexao.

Para isso, vamos utilizar o Teste da Derivada Segunda:
f(x) = ax’ +br+c= f/(x) =2ar + b= f”(if) — ((f'(x))' _ (2&,[ + b)/ — 2.

Como f”(z) = 2a é uma funcao constante, temos que se a > 0, f’(—=b/2a) = 2a > 0
e pelo Teste da Derivada Segunda o ponto critico de f serd um ponto de minimo, e se

a < 0, pelo mesmo raciocinio o ponto critico de f serd um ponto de méximo.

Vejamos agora mais um exemplo.

(z — 1)(2 )’

Exemplo 3.15. Seja f : [0,3] — R a funcdo definida por f(z) = 5

+ L.
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Encontre seus pontos e valores de maximo e minimo.

Inicialmente, vamos optar por desenvolver o polinomio do numerador para facilitar na

derivagao (note que um outro método seria usando regra do produto e regra da cadeia).

Temos que
(x —1)(2—1x2)? (x—1)(4 — 4o+ 2?) +2
p— 1:
_4x—4x2+x3—4+4x—x2+2
B 2

1
= §(x3 — 52 + 8z — 2).

Agora vamos derivar e igualar & zero para encontrar os pontos criticos:

f(x) = %(31-2 — 10z + 8);

igualando essa derivada a zero:

(3 — 1004+ 8) = 0= g = 1O FV(107-4-3-8

2-3
10 £ /100 — 96

- 6
10 + /4

6
10£2

6

Portanto os pontos criticos sao r =2 e x =

4
3
Vamos agora calcular o valor da funcao em cada ponto critico e nos pontos que deli-

mitam o dominio da fungao:

f(0)=(O_l)gz_o)z+1:—_12'4+1:—1;

Fas3) = (4/3—1)52—4/3)2“_ 1/354/9+1_5i:1+1_§_i;
f(2):(2_1)§2_2> +1:g+1:1;
f(3)=(3_1)52_3>2+1=%+1:2.

Com esses valores em maos, podemos concluir que f(0) ¢ minimo global, f(4/3) ¢é

maximo local, f(2) ¢ minimo local e f(3) é maximo. Vejamos o grafico da Figura [3.10}
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Y,

—14

A

Figura 3.10: Grafico da fungao f(z) = (z — 2)> + 2.

3.4 Aplicacoes de derivadas

As derivadas possuem algumas aplicagcoes na Matematica, na Fisica, na Quimica,
na Engenharia e em outras areas. Por exemplo, algumas expressoes da Fisica podem
ser encontradas utilizando-se da derivada em outras formulas, tal qual a derivada da
velocidade de um corpo em fungao do tempo é a sua aceleracao. Veremos nesta secao

alguns exemplos de aplicagao do estudo de derivadas.

Exemplo 3.16. A lei dos gases para um gés ideal a temperatura absoluta T (em kelvins),
pressao P (em atmosferas) e volume V (em litros) é PV = nRT, em que n é o nimero
de mols de gas e R = 0,082 é a constante do gas. Suponha que, em um certo instante,
a pressao P = 8 atm estéd crescendo a uma taxa de 0,10 atm/min, e o volume V = 10L
esta crescendo a uma taxa de 0,15 L/min. Encontre a taxa de variacdo de T em relagao

ao tempo naquele instante, se n = 10 mols.

Primeiramente sabemos que a taxa de variagao de uma funcao é dada pela sua derivada;
portanto, temos que P'(t) = 0,10 atm/min e V'(¢) = 0,15 L/min. Vamos derivar entdo
a funcao PV = nRT em funcao do tempo, onde n e R sao valores constantes. Derivando

dos dois lados da igualdade, temos
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(PV) = (nRT) =PV + PV'=nRIT" (usando a regra do produto)
PV 4PV
B nR

Agora, substituindo os valores fornecidos:

=T

PV 4+ PV
B nR
0,10-104+8-0,15
0,082 - 10
14+1,2
0,82
2,2
_@%2,68.

T/

Portanto a variagao de temperatura é de aproximadamente 2,68 K /min.

Exemplo 3.17. Considere um pedaco de papelao de tamanho 30x20cm, o qual deseja-se
construir uma caixa retirando-se 4 quadrados de suas pontas. Qual o volume maximo
dessa caixa que podemos formar (Figura [3.11))?

30 cm

20 cm

Figura 3.11: Representacao da construcao da caixa.

Olhando para a Figura[3.11, devemos recortar na parte pontilhada e dobrar na parte
cinza as abas que se formarao e, apds isso, teremos a caixa desejada. A aresta x do

quadrado a ser recortado pode variar, fazendo com que o volume da caixa varie. Primei-
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ramente vamos calcular o volume V da caixa em funcao de x:
V' = comprimento x largura x altura = V' (z) = (30 — 2z) - (20 — 2z) - z.

Note que 0 < z < 10, pois nao faz sentido o volume V' ser um nimero negativo ou

nulo. Agora vamos desenvolver o polindmio para entao encontrarmos seu valor maximo:
V(z) = (30 — 27) - (20 — 22) - v = (600 — 60z — 40x + 42%) - x = 42 — 1002” + 600z.

Para encontrarmos os valores de maximo da funcao, vamos deriva-la e igualar a zero,

para entao descobrir os valores de x que maximizam a funcgao:
V(z) = 42® — 1002* + 6002 = V'(x) = 122 — 200x + 600.
Igualando a zero, temos:

1222 — 2002 + 600 = 0 =322 — 50z + 150 = 0
—(—50) £/2500 — 4 -3 - 150

== 2.3
. 50 + /700
N 6
50 + 10v/7
Tt
Lo 0+ 10VT +610\/7 ~ 12,75
_ —1
f:E)OTMzB,QZ

Como vimos que z € (0,10), entdo o valor que maximiza a func¢do ¢ = ~ 3,92 cm.

Com isso, basta calcular o volume V' (z) com esse valor:
V(3,92) = 4(3,92)% — 100(3,92)* + 600 - 3,92 ~ 240, 95 — 1536, 64 + 2352 ~ 1056, 31 cm®.

Esse é o volume méaximo da caixa feita a partir de uma pedaco retangular de papelao

com tais medidas. Vejamos o grafico para observar nosso resultado:



3.4 Aplicacoes de derivadas 65

Y,

056,31

3,92 10 =

Figura 3.12: Gréfico da fungao V(x) = 423 — 10022 + 600z, = € (0, 10).

Exemplo 3.18. Se dois resistores com resisténcias R; e Ry estao conectados em paralelo,

como na figura abaixo, entdo a resisténcia total R, medida em ohms (), é dada por
1 1 1

Se R; =80 Q e Ry = 100 Q estao variando as taxas de 0,3 e 0,2 €2/s, respetivamente,

entao qual a taxa de variagao da resisténcia total R do circuito?

1 1 _R1+R2 Rl'RQ

1
Primeiramente, observe que — = implica em R = ————.
E P R+ Rs

= — 4 — ===
R R1 RQ Rl : RQ
Com isso, basta agora derivar R em func¢ao do tempo:

/ Rl : R2 !
R=|——
(7 h)
/ o /
— <R1R2) (R1 +(];21)+ ](%2%)121%2)(1%1 + RZ) (regra do QUociente)
(R\Ry + R1R,)(R1 + Ry) — (R1Ry) (R} + RY)

= TESL (regra do produto).

Agora basta substituir os valores fornecidos na questao para calcular a variacao de R:
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g (Bl + Ral) (R + By) — (BB (B + Ry)
(R1 + Ryp)?
~ (0,3-100+ 80 - 0,2)(80 + 100) — (80 - 100)(0,3 + 0, 2)
B (80 + 100)2
(30 +16) - 180 — 8000 - 0,5
B 1802
46180 — 4000
B 32400
8280 — 4000
32400
42
= ﬂ ~ 0,13.
32400

Portanto a variagao da resisténcia ¢ de 0,13 Q/s.

Com este ultimo exemplo, finalizamos o contetido de derivadas e suas aplicacoes. Pas-
saremos agora a falar sobre um minicurso aplicado a alunos de Ensino Médio com base

nos contetidos de limites e derivadas apresentados até este capitulo.



Capitulo

4

Dados e resultados do minicurso

Este capitulo tem por finalidade apresentar o desenvolvimento, alguns dados e resul-
tados do minicurso aplicado para alunos do Ensino Médio com o tema de “Introducao ao
Calculo”. A fonte das figuras contidas neste capitulo sao do préprio autor.

Inicialmente, foi sondado no Centro de Ensino Médio Setor Oeste (CEMSO), escola da
rede publica do Distrito Federal, o interesse dos alunos em participar de um minicurso que
abordasse alguns assuntos de Calculo. Feito isso, foi solicitado a autorizacao da direcao e
coordenacao da escola para oferecer aulas extracurriculares no contraturno dos alunos no
proprio ambiente escolar. Com tudo acertado, foi elaborado uma ementa para entao ser
oferecido o minicurso aos alunos.

O objetivo do minicurso foi apresentar aos alunos uma abordagem introdutoéria e com
um pouco menos de rigor sobre conteidos de matematica do Ensino Superior. A proposta
era para que os participantes tivessem um primeiro contato com a disciplina de Calculo

1 para facilitar seus estudos de matematica atuais e futuros.

Publico alvo

O minicurso foi ofertado a todos os alunos do periodo vespertino do CEMSO, sendo
voluntaria a inscricao de cada um. Os alunos nao foram escolhidos por nenhum critério
de desempenho. Entretanto, foi informado que seria necessario um certo grau de conheci-
mento em matematica. O intuito nao era segregar os alunos pelo seu conhecimento, mas
sim fazer com que alunos com dificuldade nos contetidos de matemética do Ensino Médio
nao se frustrassem ao se deparar com topicos mais avancados de matematica.

Feito essas consideracoes, se inscreveram um total de 27 alunos. Ao iniciar o mini-

curso, notou-se 10 alunos desistentes, restando 17 alunos frequentes na primeira semana.
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Ao longo do minicurso, houveram mais quatro desisténcias e uma aluna que ingressou

posteriormente. Portanto ao término do minicurso, restaram 14 alunos assiduos.

Tempo estimado

Inicialmente os encontros foram planejados para ocorrerem em trés semanas, mas dado
o calendario escolar dos alunos, foi necessario uma semana extra.

Foram um total de 10 encontros, cada um com trés horas de duracao, ao longo de qua-
tro semanas. Esses encontros ocorreram no contra-turno das aulas regulares dos estudante

no proprio ambiente escolar.

Conteudos

O minicurso foi dividido em trés modulos:

- O primeiro médulo abordou algumas propriedades matematicas basicas, nogoes de

conjuntos numéricos, intervalos e, por fim, funcoes reais.

- O segundo moédulo introduziu os contetidos de limites, limites laterais, continuidade

de fungoes e o Teorema do Valor Intermediério.

- O terceiro modulo introduziu o conteudo de derivada, passando pelas regras de
derivacao, derivada de produtos e quociente, regra da cadeia e, ao final, extremos

de fungoes.

O contetdo planejado foi sendo adaptado ao longo do processo de acordo com o de-
sempenho dos estudantes, pois alguns topicos (regra do quociente, alguns limites com
infinito e exercicios aplicados, por exemplo) nao foram tao adequados para o nivel de
conhecimento dos mesmos, ja outros (limites indeterminados e regras de derivagao, por

exemplo) foram entendidos com facilidade.

Avaliagao inicial

Antes da realizagao do primeiro encontro, foi enviado aos inscritos um questionario, via
Google Forms, para coletar informacoes pessoais, como nome, idade e turma, informacgoes
sobre a tipo de escolaridade (se em escola publica, privada ou ambas), etc. Neste primeiro
formulério, 16 alunos se dispuseram a responder e, com isso, foram obtidos os seguintes
dados:

A idade dos alunos se distribuiu conforme a Figura [£.1], contando com alunos de 15 a

17 anos.
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8
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2 2 2 2
15 anos 16 anos 17 anos

m Meninos m Meninas

Figura 4.1: Grafico da quantidade de alunos por idade e sexo.

Os alunos foram questionados quanto & categoria de ensino, se ptublico ou privado,

nos anos inicias do Ensino Fundamental, isto ¢, de 1° a 5° ano, e tais informacoes estao

sintetizadas na Figura [1.2]

m Pablico » Privado = Ambos

Figura 4.2: Gréfico com a distribui¢ao das categorias dos anos iniciais do Ensino Funda-

mental.

Os anos finais do Ensino Fundamental, isto é, de 6° a 9° ano, se distribuiram conforme

a Figura
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» Pablico « Privado +~ Ambos
Figura 4.3: Grafico com a distribuicao das categorias dos anos finais do Ensino Funda-
mental.

Quanto a afinidade dos alunos com a matematica, foi perguntado sobre a relagao dos

mesmos com a disciplina. As respostas ficaram distribuidas de acordo com a Figura [4.4]

5
4 4
2
I |
Disciplina Gosta da Gosta, mas Nao gosta mais Nao gosta da
favorita disciplina  com dificuldade disciplina

Frequéncia

Figura 4.4: Grafico de afinidade dos alunos com a disciplina de matemaética.

Foram listados alguns contetidos do Ensino Fundamental para que os alunos respon-

dessem se tinham, ou nao, dominio do contetido ou se nunca tinha visto tais contetdos
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em sala de aula. Foram selecionados alguns desses contetdos e, com isso, obteve-se o

resultado conforme a Figura

16
12 12
.=
o
£ 8 8
& 7
= 6
4
3
2 2
0 0 ! 0
= [
Fungao afim Fungao Conjuntos Estudo de Razdes

quadratica numeéricos graficos trigonométricas

m Domina Nao domina m Nunca viu

Figura 4.5: Grafico com o dominio de alguns contetidos bésicos.

Sobre o minicurso, foi perguntado aos alunos qual o motivo da sua inscricao. Com

isso obteve-se os resultados de acordo com a Figura



72

12 12
10
9

2

g 7

E

g

| I 5

Curiosidade Desafio Reforgar  Aprender algo  Facilitar Ajudar a

conhecimentos novo estudos decidir curso
futuros de graduagéo

Figura 4.6: Grafico com motivos de inscri¢ao no minicurso.

Também foi perguntado aos inscritos sobre a intencao de ingressar em Instituicao de
Ensino Superior ap6s concluir os Ensino Médio, e, em caso afirmativo, se a op¢ao seria

por um curso na area de Ciéncias Exatas. A Figura[4.7 mostra a intengao de ingresso no

Ensino superior.

m Sim m Nao

Figura 4.7: Grafico da intencao de ingresso no Ensino Superior.
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A Figura mostra quantos alunos tém interesse em ingressar em um curso voltado

para a area de Ciéncias Exatas.

12 4
75% 25%

Sim = Nao

Figura 4.8: Grafico da intengao de ingresso em curso na area de Ciéncias Exatas.

Algumas opgoes de cursos de graduacgao a serem cursados foram elencados pelos parti-
cipantes, dentre eles: Engenharia de Computacgao, Medicina, Medicina Veterinéria, Fisica,
Astrofisica, Economia, Engenharia Biomédica, Direito e Matemaética.

Os participantes também podiam comentar sobre suas expectativas quanto ao mini-
curso. A maioria descreveu como “desafiador” e “dificil”; entretanto houveram comentéarios
como: “irei aprender coisas novas”, “ter uma primeira visao sobre os temas” e “ajudar en-
tender a matéria de Calculo 17. Isso mostra que os alunos tém uma visao do estudo de
Calculo como algo novo que possivelmente serd um desafio a ser vencido.

Feito essas avaliagoes e alinhamentos de expectativas, foi introduzido os contetdos
descritos nos capitulos anteriores deste trabalho e, ao final, proposto um novo questionario

para obter-se as impressoes dos alunos quanto as aulas.

Desenvolvimento das aulas

Os dois primeiros encontros foram utilizados apenas para revisar alguns contetdos,
como conjuntos numéricos, fungoes, notagoes e algumas propriedades algébricas que se-
riam uteis. Os alunos traziam suas duvidas e ao final era proposto algumas atividades
sobre o tema visto.

A partir do terceiro encontro, introduziu-se o conceito de limite de uma fun¢ao. Como
motivagao, foi utilizado como exemplo ideia de velocidade instantanea de um corpo,

usando-se da ideia da aproximacao do intervalo de tempo a ser medido.
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Ainda sobre limites, foram calculados alguns limites basicos de fung¢oes continuas, onde
é necessario “apenas substituir” os valores. Com isso, houve divida por parte dos alunos
quanto & diferenca de se calcular um limite e calcular o valor da fun¢ao em um ponto
dado. Foram entao mostrados exemplos de fun¢oes onde o limite se aproxima de um valor,
mas a funcao no ponto nao vale o mesmo que o limite.

Com isso, houve um gancho para falar de continuidade de fungoes e limites laterais.
Nesse topico, o contetdo conseguiu fluir bem e os alunos conseguiram realizar as atividades
propostas com um certo auxilio do professor.

A partir do quinto encontro, foi mostrado como calcular limites indeterminados do

«0»
0

necessario, principalmente durante as atividades, relembrar que nesses limites o denomi-

tipo onde, para resolver, deveria ser feito alguma manipulagao algébrica. Era sempre
nador se aproxima de zero tanto quanto queira, mas sempre é diferente de zero.

Os trés ultimos encontros foram focadas no conceito de derivada e suas propriedades.
Para isso, foi mostrada que a derivada é um tipo especial de limite, retomando a ideia
da velocidade instantanea. Depois de calcular a derivada de algumas fungoes utilizado a
definicao, foi mostrado as regras basicas de derivacao para algumas fungoes conhecidas.

Passado-se isso, foi mostrado as regras do produto, do quociente e da cadeia. Com isso
pode-se calcular a derivada de fung¢oes um pouco mais complexas. Nessa parte os alunos
sentiram um pouco mais de dificuldade nos exercicios, pois a duragao do minicurso nao
permitiu a fixacao total dos contetidos.

Por ultimo, foi aplicado os conceitos visto até entao, para que encontriassemos extre-
mos de fungoes. Utilizamos da derivada para encontrar maximos e minimos de funcoes ja
conhecidas, como a funcao quadratica, e também algumas fungoes polinomiais, trigono-
métricas e suas composigoes.

Para encerrar o minicurso foi pedido para que os participantes respondessem um ques-

tionério final sobre suas considerac¢oes sobre o minicurso.

Avaliagao final

Findado as aulas, os alunos restantes se dispuseram a responder um questionario com
um feedback do minicurso. Foi perguntado sobre o nivel de dificuldade das aulas, os
topicos mais faceis e mais dificeis e o que poderia ser acrescentado ou modificado para
a melhora do minicurso. Vale ressaltar que ao final restaram apenas 14 alunos assiduos,
dos quais 10 responderam ao questionario final.

Foi perguntado para os participantes avaliarem de 0 a 10 a dificuldade dos contet-
dos apresentados, sendo 0 muito facil e 10 muito dificil. Com isso obteve-se os dados

compilados na Figura 4.9
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Frequéncia

4
2 2
1 1
0 0 I 0 I 0 0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9

10
Nivel de dificuldade dos contetidos

Figura 4.9: Grafico do nivel de dificuldade dos contetdos do minicurso.

Alguns temas foram elencados pelos alunos como mais faceis, por exemplo, o calculo
de limites e as regras bésicas de derivagao. Outros temas, como célculo de derivada pela
definicao e alguns exercicios aplicados, foram elencados como mais dificeis.

Apesar das dificuldades, foi perguntado qual a maior dificuldade para os alunos quanto

ao minicurso e obteve-se os resultados conforme Figura

Entender a explicagio m Pré-requisitos de matematica
» Realizar as atividades m Vir na escola no contraturno

Disponibilidade de dias

Figura 4.10: Gréafico de impeditivos do minicurso.
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Por tdltimo, foram solicitadas algumas sugestoes para aprimorar o minicurso. Algumas
das ideias sugeridas foram: ter uma duracao maior para que seja possivel “aproveitar mais
de cada conteudo abordado durante o curso”; aumentar a frequéncia semanal de aulas;

dar ao final “uma direcao para quem quiser continuar estudando sobre os contetdos”.

Resultados

Alguns alunos relataram suas experiéncias finais e algumas delas mostram que foi
agregado valor nos conhecimentos de matemética. Muitos relataram uma boa experiéncia,
uma oportunidade de ja ter contato com disciplina do Ensino Superior e uma quebra de
expectativa quanto ao contetido a ser apresentado. Um relato especifico de um aluno diz
que havia uma expectativa baixa quanto as aulas pois acreditava que nao iria aprender
nada por ser algo muito além de seus conhecimentos, entretanto mostrou-se o contrério,
pois mesmo nao entendendo tudo, teve um contato e aprendeu o conceito bésico dos
conteudos.

Observando os dados obtidos através dos questionarios, percebe-se que o nivel de
dificuldade, a falta de pré-requisitos, a idade e a categoria de Ensino Fundamental nao é
um motivo incapacitante para um aluno se inteirar em contetidos de Célculo 1. O maior
motivo de dificuldade observado é a disponibilidade de estar na escola no turno contrario as
atividades regulares da escola. Isso pode ser mitigado aplicando esses contetidos de Calculo
apresentados nas aulas regulares do Ensino Médio através dos Itinerarios Formativos, os
quais a matricula é facultativa.

Levando em consideracao o desenvolvimentos das aulas, as expectativas e os objetivos
a serem alcancados, o minicurso obteve éxito. Assim, além do objetivo principal ter
sido alcangado, os alunos tiveram um primeiro contato com temas que auxiliarao seus
estudos, inclusive na escolha de um curso de graduagao diante de um eventual ingresso
na universidade. Aos que optarem por cursos em que Calculo 1 seja uma disciplina

obrigatoria, seus estudos e aproveitamentos terao grande potencial de serem maximizados.
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Com a chegada do Novo Ensino Médio, novas oportunidades se abrem para o aprendi-
zado dos alunos e o ensino dos professores. A possibilidade de serem explorados diferentes
topicos de Matemaética e suas tecnologias nos itinerarios formativos, permite que novos
assuntos, como o Célculo Diferencial, seja ofertado aos alunos.

Com o que foi apresentado nos Capitulos de 1, 2 e 3 deste trabalho, o professor do
Ensino Médio tem um material fonte para ministrar aulas sobre Limites e Derivadas para
seus alunos. O Capitulo 1 traz uma introducao, que funciona como uma espécie de revisao
de contetudos; o Capitulo 2 aborda as ideias iniciais de limites e continuidades; por tultimo,
no Capitulo 3, é introduzido os conceitos de derivada e algumas aplicagoes em exercicios.

O Capitulo 4, por outro lado, traz consigo dados que mostram que alunos com di-
ferentes idades, vindo de escolas publicas ou privadas e com diferentes perspectiva de
aprendizado, tém capacidade e curiosidade de iniciar antecipadamente os estudos de Cal-
culo, mesmo que de forma introdutoéria. A oferta dessa disciplina para alunos do Ensino
Médio foi um sucesso. Entretanto, ha algumas ressalvas: talvez fosse melhor ofertar es-
ses contetdos para alunos do 2° ou 32 ano, pois estes terao um contato maior com o
estudo de conjuntos e funcoes advindo do 1° ano do Ensino Médio; além disso, atividades
extracurriculares ofertadas em turno contrério, geralmente, possuem baixa adesao dos
alunos.

Ambos os problemas listados podem ser mitigados com a proposta de inclusao desses
contetdos em uma disciplina de itinerario formativo, pois dessa forma, os alunos interes-
sados podem frequentar as aulas no proprio turno, além de que, com inclusao do Novo
Ensino Médio nos 2° e 3° anos, facilita a aplicacao desta proposta de disciplina para esses
alunos.

Pela dificuldade de ser abordado esses temas de Matematica em aulas “regulares” de
Formagao Geral Basica devido a disparidade dos graus de saber dos alunos, a proposta de

fornecer esses conteudos em disciplinas eletivas se adéqua perfeitamente, pois é facultado
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aos alunos a participacao, abrindo a porta para aqueles com um bom desempenho em
Matematica e para os alunos com interesse em novas descobertas na area.

Os objetivos propostos neste trabalho foram alcangados, mostrando que os alunos
tém interesse e capacidade de expandir seus estudos de matemética. Além disso, fica
disponivel aos professores do Novo Ensino Médio um material para replicar em sala de
aula com os alunos que se enquadrem nos requisitos apontados. Uma reflexao que vale
ser feito & avaliar e analisar quais impactos futuros que o contato prévio com os temas
apresentados acarretarao nos estudos dos alunos que forem a ele submetidos, e quais os

ganhos na vida escolar dos alunos.
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APENDICE A - Ementa do minicurso

Minicurso de Introdugéo ao Calculo 1
Ementa do curso — 2022

PROGRAMA: o minicurso contara com 3 semanas dividas em modulos. O contetudo de
cada um deles esta descrito a seguir.

1) Conjuntos numéricos, intervalos e fungdes reais.

2) Limites de fungdes. Limites laterais e Continuidade de fungdes. Teorema do Valor
Intermediario. Reta tangente, derivada, regras basicas de derivagéo.

3) Derivadas de composigbes. Otimizagdo. Maximos e minimos. Teorema do Valor
Médio. Esbogo de graficos. Regra de L'Hbpital.

Bibliografia Basica:

1) THOMAS, George Brinton; WEIR, Maurice D; HASS, Joel. Calculo. 12. ed. Séo
Paulo: Pearson Addison Wesley, 2008. VOLUME 1

3) J. STEWART, 5a ed. CALCULO VOLUME 1 Pioneira/Thomson Learning.

4) PATRAO, Mauro. Calculo 1: derivada e integral em uma variavel. Brasilia: Editora
Universidade de Brasilia, 2011.

Bibliografia Complementar:

1) Anton, Howard; Davis, Stephen L.; Bivens, Irl C. Calculo, Vol. I. 10% Ed. 2014
Bookman

2) LEITHOLD, Louis. O calculo com geometria analitica. 3. ed. Sao Paulo: Harbra,
c1994. Vol. 1

3) SWOKOWSKI, Earl William. Célculo com geometria analitica, Vol. 1. 2. ed. Séo
Paulo; Rio de Janeiro: Makron Books Brasil, 1994

4) GUIDORIZZI, H. Um curso de calculo, Vol. 1, 5% Ed. 2002 LTC.

Fonte: autoria propria (2022).
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APENDICE B - Questionario diagnoéstico do minicurso

Formulario diagnostico

A primeira parte do formulario é para coletar dados pessoais.

1.  Nome completo:

2. Turma:

Marcar apenas uma oval.

1A
1B
1C
D
1E
1F
1G
TH
1l

1J
2F
2G
2H
2|



3. Sexo:

Marcar apenas uma oval.

Masculino
Feminino

Outro

4. |dade:

Marcar apenas uma oval.

13
14
15
16
17
18
19
20

Relagdo com a Matematica

5. Vocé estudou seu Ensino Fundamenta | (1° ao 5° ano) em qual dos ensinos abaixo?

Marcar apenas uma oval.

Ensino Publico
Ensino Privado

Em ambos



6. Vocé estudou seu Ensino Fundamenta Il (6° ao 9° ano) em qual dos ensinos abaixo?

Marcar apenas uma oval.

Ensino Publico
Ensino Privado

Em ambos

7. Vocé tem uma boa relacdo com a matematica?

Marcar apenas uma oval.

Sim, € minha disciplina favorita.
Sim, eu gosto da disciplina.

Sim, mas tenho dificuldade.

Nao, mas ja gostei.

Nao, pois nao tive bons professores.
Nao, nunca gostei.

Outros (diga qual)

8. Caso tenha respondido "outros" deixe aqui sua resposta.



9. Assinale abaixo (pode ser mais de um) quais dos conteudos de matematica abaixo
vocé tem afinidade/dominio.

Marque todas que se aplicam.

Expressbes numéricas
Conjuntos numéricos

As 4 operagoes basicas
Numeros decimais
Fracoes

Notacao cientifica
Muiltiplos e Divisores
Fatoragao, MMC e MDC
Potenciagéao

Radiciacao

Unidades de medida
Sequéncias e progressoes
Regra de trés
interpretacao de graficos
Razao e proporgao
Equacgao do 1° grau
Equacéao do 2° grau
Funcao do 1° grau
Funcédo do 2° grau
Sistema de equacdes
Ponto, reta e plano

Plano cartesiano

Angulos

Semelhanca de triangulos
Teorema de Tales
Teorema de Pitagoras
Seno, cosseno e tangente
Area, perimetro e volume
Sélidos geométricos



10. Assinale abaixo (pode ser mais de um) quais dos conteudos de matematica abaixo
vocé NAO tem afinidade/dominio.

Marque todas que se aplicam.

Expressdes numéricas
Conjuntos numéricos

As 4 operagoes basicas
Numeros decimais
Fracoes

Notacao cientifica
Multiplos e divisores
Fatoragcao, MMC e MDC
Potenciagéao

Radiciagao

Unidades de medida
Sequéncias e progressoes
Regra de trés
interpretacao de graficos
Razao e proporgao
Equacgao do 1° grau
Equacao do 2° grau
Funcao do 1° grau
Funcao do 2° grau
Sistema de equacoes
Ponto, reta e plano

Plano cartesiano

Angulos

Semelhancga de triangulos
Teorema de Tales
Teorema de Pitagoras
Seno, cosseno e tangente
Area, perimetro e volume
Sélidos geométricos



11. Assinale abaixo (pode ser mais de um) quais dos conteudos de matematica abaixo
vocé nunca viu na escola.

Marque todas que se aplicam.

Expressdes numéricas
Conjuntos numérico

As 4 operagoes basicas
Numeros decimais
Fracoes

Notacao cientifica
Multiplos e divisores
Fatoragao, MMC e MDC
Potenciagéao

Radiciagao

Unidades de medida
Sequéncias e progressoes
Regra de trés
interpretacao de graficos
Razao e proporgao
Equacgao do 1° grau
Equacao do 2° grau
Funcao do 1° grau
Fungao do 2° grau
Sistema de equacoes
Ponto, reta e plano

Plano cartesiano

Angulos

Semelhancga de triangulos
Teorema de Tales
Teorema de Pitagoras
Seno, cosseno e tangente
Area, perimetro e volume
Sélidos geométricos



12. O que te motiva/atrai na matematica e seu estudo?

13.  Como vocé aprende melhor matematica?

Marque todas que se aplicam.

Com explicagao de um professor em sala.
Com explicagao de um professor particular.
Estudando sozinho.

Com o livro didatico.

Com video-aulas.

Resolvendo exercicios.

Outros. (especificar)

14. Especifique, caso tenha marcado "outros" na questao anterior:

Sobre o Minicurso

15. Por qué se inscreveu no minicurso? (pode marcar mais de uma alternativa)

Marque todas que se aplicam.

Curiosidade

Desafio

Reforgar conhecimentos

Aprender algo novo

Facilitar os estudos futuros

Decidir qual grande drea seguir (exatas, humanas, etc)
Outro (especificar)
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16. Caso tenha marcado "outro" na pergunta anterior, deixe aqui seu comentario.
g

17. Vocé tem pretencao de seguir estudos em uma Universidade?

Marcar apenas uma oval.

Sim

Nao

18. Vocé pretende fazer alguma graduagao na area de Ciéncias Exatas?

Marcar apenas uma oval.

Sim

Nao

19. Caso vocé queira cursar uma faculdade, qual curso vocé faria/pretende fazer?

20. Por ultimo, qual suas expectativas sobre 0 nosso minicurso? O que vocé espera ver?
Achas que vai ser dificil ou facil? Fique a vontade para escrever.

Fonte: autoria propria (2022).
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APENDICE C - Modelo de plano de ensino do Itinerario

Formativo

Itinerario Formativo: Introducédo a limites e derivadas
Plano de ensino

Area(s) de conhecimento em que o ltinerario Formativo ao qual a Unidade Curricular
Eletiva/Trilha de Aprendizagem é proposto: Matematica e suas Tecnologias

Componentes curriculares relacionados: Matematica
Cabdigo(s) dos objetivos de aprendizagem que norteiam a Unidade Curricular

[MATO1IF] Investigar situa¢des-problema, selecionando os conhecimentos matematicos
relevantes e elaborando modelos para sua representagao.

[MATO2IF] Testar hipéteses levantadas de variaveis que interferem na explicagcdo ou na
resolucdo de uma situagéo-problema, avaliando a adequagéo da linguagem de determinado
modelo matematico, em termos de possiveis limitagdes, eficiéncia e possibilidades de
generalizagao.

[MATO4IF] Reconhecer conceitos matematicos, por meio de fruicdo, vivéncias e reflexao
critica, que tém relagdo com produtos e/ou processos criativos, a fim de compreender a
contribuicio da Matematica para a resolugdo de problemas sociais e para o
desenvolvimento de processos tecnoldgicos.

Estratégia de aprendizagem

Atividades de fixacao; Atividades de verificagdo das aprendizagens; Aula expositiva e/ou
dialogada; Avaliacdo para as aprendizagens; Ensino com pesquisa; Ensino em pequenos
grupos; Estudo dirigido; Resolucdo de exercicios; Revisdo das aprendizagens; Teste
escrito; Utilizagao de recursos audiovisuais.

Recursos materiais necessarios:

Recursos materiais: lapis, lapis de cores, borracha, régua, , quadro branco, pincel para
quadro branco; Internet; projetor de video; smartphone; computador; material impresso
elaborado pelo Docente Responsavel, livros e periddicos relacionados ao tema.

Eixo(s) estruturante(s) envolvido(s) na Unidade Curricular:

Investigacao Cientifica, Processos Criativos

Detalhamento da Unidade Curricular Eletiva Orientada:

O trabalho pedagoégico a ser desenvolvido nesta Eletiva Orientada baseia-se,
principalmente, em aprofundar conhecimentos de matematicos relacionados com conteudos
do Ensino Superior de Calculo. EMENTA: Numeros e Operacgdes, Algebra e Fungoes,
Grandezas e Medidas, Geometria. Conjuntos, fungdes, limites e derivadas.

Estratégias de avaliagao do estudante:

Avaliagdo do desenvolvimento dos objetivos de aprendizagem pelo estudante mediante a
observagao da participagdo e da performance dos estudantes nas atividades propostas:
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resolucao de exercicios individualmente e em grupo, realizagao de pesquisas bibliograficas
e sistematizagao das informagdes coletadas, comprovagao de aprendizagem mediante

Estratégia de avaliagdo do docente:

Realizar atividades de fixagdo de conteudos que serdo pré-requisitados; resolver questdes
em quadro de forma coletiva aos alunos; aplicar atividades que testem o aprendizado de
forma periddica; oferecer lista de exercicios; avaliar os alunos ao final através de atividades
escritas.

Referéncias

1) THOMAS, George Brinton; WEIR, Maurice D; HASS, Joel. Calculo. 12. ed. Séo
Paulo: Pearson Addison Wesley, 2008. VOLUME 1

2) J. STEWART, 5a ed. CALCULO VOLUME 1 Pioneira/Thomson Learning.

3) PATRAO, Mauro. Calculo 1: derivada e integral em uma variavel. Brasilia: Editora
Universidade de Brasilia, 2011.

Fonte: autoria propria (2022).
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As seguintes listas de atividades foram retiradas do curso de Calculo 1 do Departa-

mento de Matemética da Universidade de Brasilia.
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ANEXO A - Exemplo de lista de atividades

" Universidade de Brasilia

.‘ Departamento de Matematica

Calculo 1

Lista de Exercicios — Semana 01

Temas abordados: Introducao ao Célculo e Revisao
Segoes do livro: 2.1; 1.1 a 1.3; 1.5; 1.6

1)

2)

Se a posicio de um carro no instante ¢ > 0 é dada por s(t) = (4 +12), entdo a velocidade
média entre os instantes t =2 e t = 2 + h é dada por (veja Texto 1 efou video)
s(2+h)—s(2) [+ (2+h)? —[4+27 h(4+ h)
— === 2 =4+4h.

h h h
Quanto mais proximo h estiver de zero, mais perto a velocidade média estara da veloci-
dade em t = 2, de modo que essa velocidade vale

24 h)—s(2
0(@) = lim 22N =)y — o) — 4

h—0 h—0

Para cada fungéo abaixo, simplifique o quociente (s(to+h)—s(to))/h que dé a velocidade
média entre os instantes t = ¢y e t = ty+h. Em seguida, calcule a velocidade v(ty) fazendo
h se aproximar de zero.

(a) s(t) = t?, no ponto tr =3 (b) s(t) = ¢3, no ponto tg = 1
(c) s(t) = /1, no ponto ty = 9
(d) s(t) = sp + vot + %tz, com sp, v,a € R, em um ponto ¢, > 0 genérico

Dica: para o item (b), lembre que (a+b)3 = a®+3a2b+3ab? +b>; para o item (c), multiplique o numerador e o denominador

por (V9+h+3)

Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R uma funcdo. Dado a € I, a reta tangente
ao grdfico de f no ponto (a, f(a)) é a (inica) reta que passa pelo ponto (a, f(a)) e tem
inclinagao igual a
) —
o) = i L0 = @)
z—a T —a
quando o limite existe (veja Texto 2 e/ou video). Neste caso, a equagdo da reta tangente
y =y(z) é dada por y — f(a) = f'(a)(x — a). A expressdo acima significa que, quando x
se aproxima de a, o quociente (f(z) — f(a))/(x — a) se aproxima do ndmero f'(a).
Por exemplo, se f(x) = 2% e a = 1, entdo

3 _ 13 1Y (2
(1) = lim o lim =D +z+1)
z—1 ¢ —1 rz—1 (l‘ — 1)

:1irq(x2+x+1):(12+1+1):3,
xT—

de modo que a equagao da reta tangente no ponto (1, f(1)) = (1,1) éy — 1 =3(x — 1).

Para cada uma das fungdes abaixo, determine a inclinagdo f'(a) para o valor de a indicado.
Em seguida, calcule a equagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a))

(a) f(z) =% paraa=2
1
(b) f(z)=—, paraa=3
T
(¢) f(xz) =mz+0b, com m, b€ R, para um valor genérico de a

Dica: para calcular f/(2) no item (a), fatore o numerador (z2 — 4) de modo a cancelar o denominador (z — 2); no item
(b), calcule a diferenca (1/x) — (1/3) reduzindo as fragdes a um mesmo denominador, de modo a eliminar o denominador

(z—3)
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Revisao

Nos exercicios abaixo sao lembrados alguns contetidos estudados no Ensino Médio. Espera-

se que voceé consiga resolver todos eles. Se nao for esse o caso, este ¢ o momento de pegar os
livros antigos e recordar as coisas!

1)

A funcdo moédulo é definida, para todo z € R, como sendo

T sex >0
o] = —x sex<O0.

Marcando o ponto x na reta real, o médulo de z é exatamente a distancia desse ponto
até o ponto 0. Determine para quais valores de z as igualdades abaixo sao satisfeitas.

(a) [z] =4 (b) 2=z = -1 (¢) || = —|z|
(d) |22+ 5] =4 (e) |z — 3| =2z + 1

Determine para quais valores de x as desigualdades abaixo sdo satisfeitas.
(a) |x] <2 (b) |5z| > 20 (¢) |z| >0
(d) |z +3]>2 (e) |3z —8| <4

Determine o dominio de cada uma das fungoes abaixo.

@@= e =E e =S

(d) r(z) = \/’;i_l () px) =VI—vVI—22 (f) f(z) = In(—22 + 4z — 3)

Definimos a soma de duas func¢oes f e g como sendo a fungao
(f+9)(z) = f(z) +g(z),  Vze&dom(f+g):=dom(f)Ndom(g).

Observe que o dominio da fungdo soma é a interseccao dos dominio de f e g, pois para
somar precisamos calcular f(z) e g(x).

Por exemplo, se f: R —Reg:R\ {7} — R sao dadas por

f(z) =222 -8, g(x) =

entao (f +g)(x) = f(z) + g(x) = 22? — 8 + %, para todo z € dom(f +g) =R\ {7}.

De maneira analoga definimos subtracao, produto e quociente de duas fungdes. Neste
ultimo caso é importante excluir do dominio os pontos que anulam o denominador.

Para f e g como acima, determine a expressdo e dominio de

(a) (f = 9)(x) = f(z) — g() (b) (f - 9)(2) := f()g(x)

HOLE IOES -

Definimos a composicio de duas funcoes f e g como sendo a fungao
(fog)(z) = f(g(x)),  Vze&dom(fog):={zxedom(g):g(x)€ dom(f)}.

Para o célculo de (fog)(z), calculamos f(y), com y = g(x). Assim, é preciso que y = g(z)
esteja no dominio de f, dai a explicacdo do dominio da composicao.
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10)

11)

Por exemplo, considerando as fungoes f e g do exercicio anterior, temos que

2 2 2 15
(90 1)) =000 = 7o = g = g AR

Veja que, no dominio, tivemos que excluir todos os pontos tais f(z) € dom(g) = R\ {7}.
Assim, eliminamos todos os valores de z reais, tais que f(z) = 22% —8 = 7.

Ainda considerando as fungoes f e g como no exercicio anterior, determine a expressao e
dominio de cada uma das composigoes abaixo.

(a) (fog)= flg(x)) (b) (f o f)(x) = f(f(x)) (¢) (gog)(x) = glg(z))

Considerando f(z) = (4 — z)/x, determine a expressao e o dominio de cada uma das
funcdes abaixo.

1 1
a) fl=)—— b) f(z?) — f(x)? c) f(f(x
Wi(3)-7m G- @ (©) ()
Em cada um dos itens abaixo, encontre a equacao da reta que satisfaz as exigéncias
apresentadas (veja video).

(a) passa pelos pontos (3,4) e (—2,5)

)
(b) passa pelo ponto (—1,3) e tem inclinagao igual a —1
(c) passa pelo ponto (5, —1) e é paralela a reta 2z + 5y = 15
)

(d) passa pelo ponto (0,1) e é perpendicular a reta 8z — 13y = 13

Denotando por z e y os lados de um retangulo cujo perimetro é igual a 100, determine o
dominio e a expressao da fungao d(z) que fornece o comprimento da diagonal do retangulo
em funcao de x.

A partir de uma cartolina medindo 14 x 22 vamos construir uma caixa sem tampa como
segue: recortamos quadrados de lado x em cada um dos vértices da cartolina e dobramos
as abas. Determine a expressdo e o dominio da fungao V(x) que fornece o volume da
caixa em funcao de z.

Sejam x, y e z os lados de um tridngulo retangulo, onde x é a hipotenusa. Suponha que
o triangulo tem perimetro igual a 6. Determine a expressao da fungdo A(x) que fornece
a area do triangulo em funcao de x.

Dica: eleve os dois lados da igualdade y + z = 6 — x ao quadrado.

Um grama de gelo, inicialmente a —40°C, é posto em uma fonte de calor. Neste expe-
rimento, observa-se a menor quantidade de calor absorvido Q(T"), em calorias, para que
a amostra atinja temperatura T, em °C. Sabe-se que a cada 1 cal, o gelo aumenta sua
temperatura em 2°C. Quando atinge 0°C, s@o necessarias mais 80 cal para o derretimento
total (que ocorre sob temperatura constante). Depois de liquefeita, a dgua necessita de
1 cal para aumentar sua temperatura em 1°C.

(a) Calcule Q(—40), Q(—38), Q(0), Q(1) e Q(2).
(b) Determine a expressao de Q(T), para T € [—40, 80].
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RESPOSTAS

1) (a) v(3) =6 (b) v(1) =3 (c)v(9) =1 (d) v(t) = vy + at

)
2) (a) /2)=4  y—d=4(x-2)
b) 3 =-8  y—i=-b-3)
(c) f'(a) =m, y=mz+b
Revisao
) (a) x € {—4,4} (b) nenhum valor de z, pois |z| > 0 (c)x=0
(d) v e {-5 -3} () w € {~4,3}
2) (a) z € (=2,2) (b) z € R\ (—4,4) () z#0
(d) x € (—o0, =5] U [—1,4+00) (e) x € (%,4)
g MRV B R\{-1} () R\ {0}
(d) (=00, =1) U (1, +00) (e) [-1,1] (f) (1,3)
9 2
4 @) ([ =9)w) =2 =8~ s para s £ 7
() (/- 9)() = =22, para v £ 7

1

(d) ($)(z) = w= e =4y P e Z{-2,2,7}

5) (a) (fog)(r)= ﬁ 8, paraz A7

(b) (fo f)(z) =8x* — 642* + 120, para z € R

© (o9 = 20T paraw g (7.3

6) (a) f <é> - f(lx) = _4(3:4__4; i 1), para x ¢ {0,4}
(b) f(z*) = f(x)* = —2(@ ;243: + 6), para x # 0
(© f(f(z)) = 54"”__;, para = & {0, 4}

—~

Wy=-te+Z By=-a+2 (©Qy=-le+l @y=-Yo+1
d(z) = /22 + (50 — 2)2, x € (0,50)

)
)
9) V(z) = 2(22 — 22)(14 — 2z), z € (0,7)
) Alz) =9 — 3z

)

(a) Q(—40) =0, Q(—38) =1, Q(0) = 20, Q(1) = 101, Q(2) = 102
(T/2)+20 seT € [—40,0]

(b) Q(T) —{ T+100  seT e (0,80
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Lista de Exercicios — Semana 02

Temas abordados: Limites no ponto (conceito intuitivo e formal)

Secées do livro: 2.1 a 2.4

1)

2)

Suponha f(z) > 0 para todo =z # 2 e f(2) = —3. Decida sobre a veracidade de cada
uma das afirmacoes abaixo, justificando caso ela seja verdadeira ou apresentando um
contra-exemplo caso seja falsa.

(a) i;ﬂ% f(z) nao existe (b) ign% flz)=-3 (c) Se existir, i:n; f(z) é positivo.
Calcule os limites abaixo (veja Texto 1).
25° +3s — 4 8 — 2
. _ 2 . g e - . - =
() (=8 +dow8) O Iy =7 ) e
8§—2 -1 -1
(d) lim ° (&) Tim 21 £) tim (2=
edt |z — 4] es1- v —1 el x —1
2 +3 sex <1, 2?2 sex <1, . .
Dadas f(z) = { r+1 sex>1 °© g(x) = 9 sex>1 resolva os itens abaixo.

(a) Esboce os gréficos de f e g.
(b) Decida sobre a existéncia dos limites lin} f(z) e lin} g(x).
r— r—

(c) Dé a expressao de h(z) = f(x)g(z) e verifique se existe lim h(x).

r—1
Limites do tipo lim,_,, % com o numerador e o denominador se aproximando de zero
sdo chamados de indeterminacoes do tipo 0/0 (veja video). Eles sao delicados porque nao
podemos aplicar a regra do quociente. Se f e g sdo polindmios, entao f(a) = g(a) = 0,
e portanto x = a é uma raiz do numerador e do denominador. Deste modo, podemos
fatora-los na forma (x — a)p(z), com p sendo um polinémio de grau menor. Em alguns
casos, isso permite eliminar a indeterminacao, como no exemplo abaixo

P —dx+3 . (x=3)(x—-1) . wz-1 2
M 6o20 2B oo o% 2 2= ¢
Utilize a ideia acima para calcular os limites a seguir.
22422 . 227 —6x+4 Cot—1
(2) Ji — B lim——— ©Olng—
Dica: para fatorar o polinémio (t3 — 1) divida-o por (¢ — 1). (veja video)
O limite trigonométrico fundamental nos diz que ling) %(x) = 1 (veja Texto 3 e/ou video). Use
z—
essa informagao para calcular os limites abaixo.
. sen(6xz) . sen(bx) . cos(z) —1
(a) ;}L% T (veja video) (b) il{)I(l) m (C };gr(l] T

Dica: para o item (c), multiplique o numerador e o denominador por (cos(z) + 1)
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6)

)

10)

Algumas indeterminagoes do tipo 0/0 podem ser resolvidas usando-se o artificio de mul-
tiplicar o numerador e o denominador pelo conjugado de um deles, conforme o exemplo
abaixo

Vr—2 o (Vx-2)(Vr+2) ) x—4 1 1

li =1 =lim —=-.
P w4 el (2-4) (Vi+2) i@ —d)(Jz+2) vzt 4

Utilize a ideia acima para calcular os limites a seguir.

2,/7 — _ Vit 1 — cos
(a) lim 2Y2 =6 (b) Tim VAT 37 () lim 2 —05®)
z=9 1 —9 7 7T—x z—0 2

Observagao: vale a pena tentar o artificio acima no item (a) do exercicio 4 para se convencer de que, naquele caso, o melhor

caminho é mesmo a fatoracao

Calcule cada um dos limites abaixo (veja Texto 2).
2 3 2 _ N
() lim _ T oor¥l (b) lim V- ya () lim _wsen(z)
a1 3 —a? o —1 Tsa T —a 2—0- 1 — cos(x)
. 1 . Ve —1 . sen(x —m)
(d) i sen (;) @S Dim—
2 _ 4 n __ 4N 3 _ 3
(g) lim 2t (h) lim 2——¢ (i) lim Y2V
a1t | — 1| Tva T —a sva T —a

Dica: nos dois tltimos, use a identidade (z™ — y™) = (z — y) (@™ L + 2" 2y +--- + 2y 2 +y" 1), paran € N

Se a posi¢ao de um carro no instante ¢t > 0 é dada por s(t), entdao a sua velocidade pode
ser calculada a partir do seguinte limite (veja video)

. s(t+h) —s(t)
olt) = Jim —————

Calcule a velocidade em cada um dos casos abaixo.
(a) s(t) =13 (b) s(t) =vt+1 (c) s(t) = sen(t)
Dica: para o item (c), lembre que sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a) e use o exercicio 5
Suponha que a velocidade de um carro é v(t), para t > 0. Usando a ideia do exercicio

acima, escreva a expressao da aceleracao a(t) em termos de um limite envolvendo a
aceleragao média. Em seguida, determine a acelera¢ao no caso em que v(t) = cos(t).

Dica: para o célculo do limite, lembre que cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b) e use o exercicio 5
Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R uma fungdo. Dado a € I, lembre que a

reta tangente ao grdfico de f no ponto (a, f(a)) é a (Gnica) reta que passa pelo ponto
(a, f(a)) e tem inclinagao igual a

o)t 13 = T )

T—a r—a

quando o limite existe (veja video). Neste caso, a equagao da reta tangente y = y(z) é dada
por y — f(a) = f'(a)(z — a).

Para cada uma das fungoes abaixo, determine a inclinagao f’(a) em um ponto genérico.
Em seguida, calcule a equagao da reta tangente no ponto indicado.

(a) f(x) = 222, no ponto (3, f(3)) (b) f(z) = g, no ponto (2, f(2))
(c) f(x) = x|z, no ponto (0, f(0)) (d) f(x) = |z], no ponto (0, f(0))
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RESPOSTAS

1) Todas as afirmagcoes sao falsas. Para os dois primeiros itens um possivel contra-exemplo

é a funcdo f(z) = { 1_3 :2 i 75; . Para o terceiro f(z) = { |_x3— 2| :g i 7_é ;

2) (a) b (b) 1 (c) 2 (d) —2 (e) —1 (f) nao existe

3) (b) os limites nao existem, pois nos dois casos os limites laterais no ponto 2 = 1, apesar
de existirem, sao diferentes.

4 2 <
(¢) h(x)= { ng__:;x 22 ;C > 1 , de modo que lim h(z) = 4.

a2 (b)—2  (c)1/3
a3 (b)5/9 ()0
(b)3/10  (¢) 1/2

(
(
(
(@) -2 M1/ (@2 (@0 () V52
M1 (-3  M)nat () (1/3)a

(

8) (a) v(t) = 3t? (b) v(t) = 2\/1? (c) v(t) = cos(t)

9) A aceleracao é dada pelo limite a(t) = lim vt +h) —v(t)

. Se v(t) = cos(t), entao a ela
h—0

é dada por a(t) = —sen(t).

10) (a) f'(a) = 4a; reta tangente no ponto (3,18) é y — 18 = 12(x — 3)

)
(b) f'(a) = — 2 reta tangente no ponto (2,2) é y — 3 = —2(z — 2)
>
(¢) f'(a) = { 2_a2,a 22 Z - 8 ; reta tangente no ponto (0,0) é y =0
, 1, sea>0 ~ .
(d) f'(a) = 1 osea<o a reta tangente no ponto (0, 0) nao existe porque os

limites laterais de (f(x)— f(0))/(z —0), quando x — 0 pela esquerda e pela direita,
sao diferentes. Observe contudo que, em qualquer outro ponto (a, f(a)), com a # 0,
a funcao possui reta tangente. Ela tem equacdo y =xsea > 0,ey=—x se a < 0.
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Lista de Exercicios — Semana 03

Temas abordados: Continuidade

Secoes do livro: 2.6

1) Explique o que significa dizer que uma fungao f é continua no ponto & = a. (veja Texto 1)

2) Em cada item abaixo, esboce o gréafico de uma fun¢ao f que satisfaz as condigoes do
enunciado.

(a) f é continua em todos os pontos, exceto em x = 3, onde o limite pela direita existe
e éigual a f(3).

(b) f tem limite em x = 3, mas nao ¢ continua nesse ponto.

(c) f nao é continua em x = 3, mas torna-se continua se seu valor em x = 3 for mudado
para f(3) =0.

(d) f ¢é continua no intervalo [0, 3), esta definida em [0, 3], mas nao é continua em [0, 3].

3) Sabe-se que lim, 5 f(x) = 5 e f estd definida em R. Todas as afirmacoes abaixo sao
falsas. Desenhe um contra-exemplo para cada uma delas.

(a) f(z) > 0 para z € (1,3) (b) f(2) =5 (c) f(2) é positivo

4) Decida se as fungoes

. -1
z3cos(1/z), sex #0, Ve , sex €0,1)U(1,+00),
f@=1" T gw={ e
' eT =1 1/2, sexr =1,

sao continuas no ponto x = 0 (veja video) . Repita o exercicio para x = 1.

5) Determine a € R tal que a fungao

@) = l+ax, sexz<0,
] 2* +2a, sex >0,

seja continua em z = 0.

—V2—x sex <1,
6) Determine a, b € R tal que a funcdo f(x) = ar+0b sel <x <2, seja
|22 — Tz + 12| sex >2,,
continua.

7) Verifique que, se 2% cos(x) < f(x) < x sen(z), para todo x € (—m, ), entdao f é continua
em x = 0. O que se pode afirmar sobre a continuidade em z = 7/2 7

8) Dizemos que f tem uma descontinuidade removivel no ponto x = a quando existe o limite
lim f(z), mas f nao é continua ou nao esta definida neste ponto. Este é o caso da fungao
r—a
f(z) = (2 —1)/(z — 1), que nao estd definida em = = 1, mas satisfaz

.’EQ—

1
lim =lim(z+1) =2.

=1 ¢ —1 z—1
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

Note que podemos incluir o ponto x = 1 no dominio fazendo f(1) = 2. Com essa
defini¢ao, a (nova) fungao f é continua em x = 1.
Para cada uma das fungoes abaixo, determine os (possiveis) pontos de descontinuidade
removivel.

z% 4 3z x _ 5sen(z) 2 —1

W0 ="0 M@= @f@)="720 W)=y

Lembrando que lim sen(x) = 0 e lim cos(z) = 1, verifique que lim sen(f + a) = sen(a).
z—0 z—0 6—0

Conclua dai que a fungao seno é continua. (veja Texto 2)
Dica: Para a primeira parte use a férmula sen(6 + a) = sen(6) cos(a) + sen(a) cos(6)

Use o mesmo raciocinio do exercicio anterior para verificar que a fun¢ao cosseno também
é continua. O que se pode dizer sobre a continuidade das demais fungoes trigonométricas?

A fungao maior inteiro é a fungdo que associa, a cada elemento « € R, o valor [[z]] que
¢ 0 maior nimero inteiro que é menor ou igual a x. Por exemplo,

[0,5] =0, [Bll=3  [[-18]]=-2

(a) Calcule [[3,7]], [[-0,6]], [[n]] com n € N

(b) Estude os limites laterais da fun¢ao maior inteiro no ponto x = 2. Em seguida,
decida se ela é continua neste ponto

(¢) Determine todos os pontos onde a fungao nao é continua

(d) Faca um esbogo do grafico da funcao
Para cada funcao abaixo, determine um intervalo de comprimento 1 que possua pelo
menos uma raiz da fungdo. (veja Texto 3)

(a) flz) =2+ -1 (b) g(z) =2® + 3z — 5 (c) h(x)zlﬂcos(%)

Verifique que cada uma das equagdes abaixo possui pelo menos uma solugao. (veja video)
(a) sen(z) =z —1 (b) 3 — cos(rx) = €**
Dica: Observe que as solugoes de g(z) = h(z) s@o exatamente as raizes de f(z) = g(z) — h(z)

Sejam f e g fungoes continuas em [a, b], tais que f(a) > g(a) e f(b) < g(b). Mostre que
a equagao f(z) = g(z) tem solucao.

Dé um exemplo (que pode ser grafico) de uma fungao definida em [a,b] tal que f(a) <
0 < f(b), mas f nao possui raiz em [a,b]. O que se pode afirmar sobre a continuidade
desta fungao?
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RESPOSTAS

1) A funcdo f é continua no ponto x = a se lim f(z) = f(a). Desse modo, o ponto a tem
r—a

que estar no dominio de f, o limite nesse ponto deve existir e coincidir com o valor da
funcéo no ponto.

2)
3)

4) A fungao f nao é continua em = = 0, mas ¢é continua em x = 1. A funcdo g ¢é continua
emz=1ex=0.

5) a=1/2.
6) a=3,b=—4.

7) Usando o Teorema do Confronto pode-se mostar que lir% f(z) = 0 = f(0). No ponto
T—

x = 7/2 as fungbes que ficam por baixo e por cima de f tém limites diferentes. Logo,
nada se pode concluir acerca da existéncia do limite lirr> f(z).
r—m/2

8) (a) descontinuidade removivel em = = —3.

(a)
(b) néo possui pois, no ponto x = 0, os limites laterais sdo distintos.
(c) descontinuidade removivel em z = 0.

)

(d) descontinuidade removivel em = = 1.

9) Para a primeira parte use a dica. Na segunda note que lim sen(x) = (1911% sen(f + a).
T—a —

10) Use a férmula cos(f + a) = cos(f) cos(a) — sen(f) sen(a).
11) (a) [[3,7]] =3, [[-0,6]] = —1 e [[n]] = n para todo n € N
(b) lim [[z]] =1, hmJ[ac]] = 2. A fungao nao é continua em = = 2 porque nao existe o
T2~ T2
limite neste ponto

(c) A fungao é descontinua em todos os pontos n € Z.

12) (a) f(0) =—-1<0<1= f(1). Como f é continua em [0, 1] segue do TVI que existe
c€[0,1] tal que f(c) =0

(b) Uma reposta seria

)

[1,2], mas existem outras
(¢) Uma reposta seria [3,

NI

|, mas existem outras
13)
14) Use o TVI para a funcao h(z) = f(x) — g(x) no intervalo [a, b].

15)
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Lista de Exercicios — Semana 04

Temas abordados: Limites envolvendo o infinito; Assintotas

Secoes do livro: 2.4

1) Explique o que significa dizer que a reta z = a é uma assintota vertical da fungao f. Em
seguida, considerando as func¢oes esbocadas nos graficos abaixo, determine as assintotas
verticais sugeridas por cada um deles.

A
Yy Yy Yy
, /2 1 2
,,,,,,,,,,,,,, 1 T _1 7/2 T :%: 3 T
Figura 1 Figura 2 Figura 3

2) No limite lim f(z)/g(x), quando o numerador se aproxima de um niumero diferente de
r—a
zero e o denominador tende para zero com um sinal definido, temos um limite infinito.
Neste caso, é necessario estudar o sinal da fragdo quando z estd proximo de a, de modo
a decidir se o limite é +00 ou —oo. Por exemplo,

. 4w —2
lim ————— = —o0,
a—1t 1 — a3
pois o numerador se aproxima de 12 +4-1—2 =3 > 0 e o denominador se aproxima de
zero por valor negativos, pois > 1 (lembre que o limite é pela direita). Assim, a fragao

tem sinal negativo e, em médulo, fica muito grande.

Siga este procedimento para calcular os limites abaixo. (veja video)

2rx — 8 . 1—-4x
(&) lim =3 (b) i =22
22 4 V4 8
(¢) lim roertd (d) lim T

e—2- —x% + 3x — 2

3) Calcular assintota verticais nao ¢ o mesmo que igualar denominadores a zero! Por exem-

plo, o denominador da fungao f(z) = (z* —4)/(z — 2) se anula em = = 2, mas

24 -2 2
limx = lim (@ )z + ):4,
=2 x — 2 T2 (1’—2)

e portanto x = 2 nao é assintota vertical. Para as fungoes abaixo, determine os can-
didatos a assintota para, em seguida, checar se cada um deles é de fato assintota.
(veja Exemplo 4 do Texto 1)

@ f@) = T2 ) )= O (©) f(x) = 2@

2 —3x — 28 - T
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4) Explique o que significa dizer que a reta y = L é uma assintota horizontal da funcao f.
Em seguida, considerando os graficos esbocados no Exercicio 1, determine as assintotas
horizontais sugeridas por cada um deles.

5) Em alguns casos, o calculo do limite no infinito de fragdes pode ser feito identificando-
se os termos dominantes do numerador e do denominador, e colocando-se um deles em
evidéncia. Por exemplo,

o2’ 4dz—2 P+ 5-3F) . t+EH-5F 0
lim ———— = lim — """ = lim *~—"—"=—=0.
z——00 1— 23 z——00 x5(; — 1) T——00 == 1 —1
Siga este procedimento para calcular os limites abaixo. (veja video)
dr +9 4o? —4r + 8 244
(a) lim 9 (b) lim T oArde (¢) lim Tt
z—to0 202 — 4w — 1 a——oc0  8r — x? z—to0 x — 1
8% — 3 Va2 — 2z +2 T+ YT
d — lim —————— f) 1
( )x—l>glo<>2x3+4x—7 (¢) 2300 r+1 ( )x—1>IPoo 2?2 +1

Dica: no item (e) lembre que V2 = |z| e proceda como neste video

6) Calcule os limites abaixo.

3 5 V35— 2

(a) lim 0 (b) Tim Y2
——1-\z+1 22-1 a5 H—T
(¢) Tim (3% —4) (@) lim 2=
T——00 z—+o0 200 — 3

sl 3 .
(e) wEI—noo 2+ o (f) xll)rfoo cos(z)

3 2 1 2
(&) lm T+ sen’(z) (h) lim (1 + cos?(x))
a4 Hr 46 z——oo (x + cos(z))?
(i) lim (Va?2—1-—x) (j) lim x(va?—-1-—2x)
T—-+00 T—-+00
Dica: Se tiver divida nos dois tltimos itens, veja o Exemplo 6 do Texto 2. Para aqueles que envolvem as fungdes seno e

cosseno lembre que elas sdo periddicas e limitadas.

7) Determine todas as assintotas das fungdes abaixo. (veja video)

(@) gla) = 5 (0) (@) = =
(© fa)= 222 (@) f() =
1
T+ Nk sex <0
(©) J(&) = 2 + sen() 0=y W

sex >0, v #4
Dica: se tiver dividas no no item (f), veja este video

8) Seja f(x) = ax®+bx*+cx+d,onde a > 0eb, ¢, d € R sio dados. Calcule os limites no
infinito e, em seguida, use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar f possui pelo
menos uma raiz. O que se pode dizer se a < 0?7
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9) Dizemos que uma reta y = mx + b é uma assintota do grafico de uma fungao f quando

lim [f(z) — (mx+b)]=0 ou lim [f(z)— (mzx+b)]=0.

T—r+00 T——00

Quando m = 0, temos a assintota horizontal y = b. Quando m # 0 temos uma assintota
2
x°—3r+2

r+1

)

obliqua. Por exemplo, a reta y = z — 4 é uma assintota obliqua de f(z) =
uma vez que

(22 — 3z +2) — (2* — 3z — 4)

. 2?2 —3x+2
lim |[————M~ —
z+1

z—+00 r+1

(@ - = 1|

r—+00

= lim [ 0 ]—0.
z—too |z + 1

Verifique, nos itens abaixo, que a reta dada é uma assintota da funcao f indicada:

(a) y=3x+2de f(z) :333—1—24—&(96);
T
273
b) y=2x+6d =——;
(0) y =20 46 de f(2) = 0
(c)y=xzey=—xde f(x)=vVz?+ 1.
10) Para fungoes racionais f(z) = ])Ex; com grau(p) = 1+ grau(q), sempre hd assintota
q(x
2
obliqua. Por exemplo, se f(z) = %7 entdo, dividindo p(z) = z? por ¢(z) = = + 1,

obtemos que f(z) =z —1— T donde segue que a reta y = r — 1 é uma assintota
x

obliqua para f. Determine as assintotas obliquas das fungoes racionais abaixo:
3 4
T ¥ 41
(a) f(z) = R

b —
S =5
11) Se y = mx + b é uma assintota obliqua de f, entao

&€ .
lim M:m e lim [f(z) —mz] =b.
T—+oo T T—~400
. ) - o fle)
Logo, uma estratégia para encontrar as assintotas é verificar se o limite lim ——= é

T—+00 T
finito. Em caso afirmativo, denotamos por m o valor deste limite e verificamos se o limite

lim [f(z) —max] é finito. Se este também for finito, denotamos por b seu resultado e
r—+00

obtemos assim a assintota y = mx + b. O mesmo vale quando x — —oo. Utilize este
procedimento para calcular as assintotas das fungoes abaixo:

(a) f(2) = Va? +3 (b) f(x) = V8% — bz @ﬂm=ifi
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RESPOSTAS

1) A reta x = a é uma assintota vertical de f se qualquer um dos limites laterais neste ponto é
igual a 400 ou —oo.

Os gréficos esbogados, se representam a fungao f(x), sugerem as seguintes assintotas verticais:

e Gréfico 1: a reta x = 0 é uma assintota vertical, pois lim f(z) = —o0, ou porque
z—0~
lim f(x)= 4o0.
Jim_f(z)
e Grafico 2: as retas © = —7/2 e x = 7/2 sao assintota verticais.

e Gréfico 3: a reta x = 3 é uma assintota vertical.

2) (a) 400 (b) —o0 (¢) —o0 (d) +o0
3) (a) os candidatos sdo x = 7 e x = —4. Temos que lim4f(x) = —3/11, e portanto x = —4 néo
T——
¢ assintota. No outro ponto temos lim f(z) = —coe lim f(x) = 400, e portanto z =7
=T~ =Tt

¢é assintota vertical.

(b) os candidatos sdo x = 0, x = —1 e x = 1. A primeira reta ndo é assintota e as duas
dltimas sao.

(c) o candidato é z = 0, que néo ¢ assintota pois 1ir% sen(z)/z = 1.
T—

4) Aretay = L é uma assintota horizontal da fungao f quando lim f(z) = Lou lim f(z)=
T—r—00 T—r+00

Os gréficos esbogados, se representam a funcdo f(x), sugerem as seguintes assintotas horizontais:

e Gréfico 1: as retas y = 0 e y = —1 sao assintotas horizontais, pois lirf flz)y =0ce
Tr—+00
oAl S =
e Gréfico 2: as retas y = —1 e y = 1 s@o assintotas horizontais, pois hrf flx) ==+1.
T—r00
e Grafico 3: as retas y = —2 e y = 2 sao assintotas horizontais.
1 se T — +00
5 @0 ()4 ()t M4 (o { LTI o
6) (a) — (b) +o0 (¢) —oo0 (d) =2 (e) V2
(f) ndo existe (g) 1/5 (h) ndo existe ()0 (G) —1/2
7) (a) Verticais: x =0 e x =3/2, Horizontais: y =1
(b) Verticais: nao existem, Horizontais: y =2 ey = —2
(¢) Verticais: néo existem, Horizontais: y=—-1ey=1
(d) Verticais: © = —2 e x =2, Horizontais: y=—-1ley=1
e) Verticais: ndo existem, Horizontais: ndo existem

(
(f) Verticais: © =0, Horizontais: nao existem

8) Os limites sdo —oo e +00, respectivamente. Deste modo, podemos obter a < b tais que f(a) <
0 < f(b). O TVI implica que f deve se anular em algum ponto do intervalo (a,b).

9) -
10) (a)y=a2 (b)y=x-1.

11) (a)y=zey=—-2z (b)y=22

A
o
S~—
<
I
wls
+
Ol
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‘. = Universidade de Brasilia

Departamento de Matematica

Calculo 1

Lista de Exercicios — Semana 05

Temas abordados: Retas Tangentes; Derivada e suas regras bésicas
Sec¢oes do livro: 2.7, 3.1 a 3.3

1)

2)

Explique o que significa dizer que uma fungao é derivavel no ponto x = a. Qual é a
interpretagao geométrica do ntimero f’(a), quando ele existe? (veja video)

Verifique que se f(z) é derivavel em = = a, entao f é continua neste ponto. Dé um exem-
plo mostrando que f pode ser continua em um ponto sem ser derivavel nele. (veja Texto 1)

Usando a definigao, calcule a derivada de cada uma das fungbes abaixo. (veja Texto 2) Em
seguida, determine a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)), para o
valor de a indicado. (veja video)

() f@) =2 —z+1, a=1  (b) f(&)=1/z, a=-—2

(c) flz)=Vz, a=4 (d) fle)=1/Vz, a=1

Quantas retas tangentes ao grafico de f(z) = x3 + 3z sdo paralelas a reta y = 6x + 17
Determine a equagao dessas retas tangentes. (veja video)

Dizemos que a funcao f possui derivada lateral a esquerda mo ponto x = a quando existe

o limite
' (a) = lim f@) = fla) _ .~ flath) - fla)

z—a— T —a h—0~ h

De maneira analoga definimos derivada lateral a direita f' (a). Mostre que f é derivavel
no ponto x = a se, e somente se, as derivadas laterais existem e sao iguais.

Para cada uma das fungbes abaixo, determine os valores de a e b de modo que f seja
derivavel. (veja video)

[ a? ser <1, _foar+b sexr <1,
(a)f(ac)_{ax—&—b sex > 1. (b)‘f(x)_{—x2+5x sex > 1.
Calcule a derivada de cada uma das fungoes abaixo. (veja Texto 3)

20+ 3
(a) f(z) = (32" — 72*) (52 — 11) (b) flz) =5

_ VT 4

© 1) = (@) @) = e+t

5 3
© o) = (1= 5+ va) (2-aor6) 1) ) =l
Supondo que a posicao de uma particula é dada por s = v/t, resolva os itens a seguir.

(a) Calcule a velocidade média da particula entre os instantes t = 9 e t = 16.

(b) Calcule a velocidade instantanea da particula quando ¢ = 9.

Calcule a taxa de variagao do volume de um balao esférico em relagdo ao seu raio, quando
o raio do baldo ¢é igual a 5 cm.
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10)

11)

12)

Suponha que, apés ser langado para cima, a posi¢do de um projétil é dada por s(t) =
80t — 5t2, até o instante ¢, em que ele retorna ao solo.

(a) Calcule o tempo ty necessério para que o projétil retorne ao solo.

(b) Determine a velocidade v(t) do projétil, para t € (0,fy). O que acontece com a
velocidade v(t) para t > t?

(c) Determine a altura méxima atingida pelo projétil e o tempo necessario para que ele
atinja esta altura. O que ocorre com a velocidade neste instante?

No instante ¢ > 0 horas um veiculo estd 16v/13 —24¢+ 16 quilémetros & leste de um ponto
de referéncia na estrada.

(a) Qual a velocidade no instante t = 1/47 Nesse instante, o veiculo estd se afastando
ou se aproximando do ponto de referéncia?

(b) Onde esté o veiculo quanto a velocidade é zero?

Como a derivada de uma funcao é a sua taxa de variagdo, é de se esperar o seguinte:
se uma fungao f tem derivada positiva (negativa) em um intervalo I C R, entao ele é
crescente (decrescente) neste intervalo. Vamos usar este fato neste exercicio.

Supondo que o lucro de uma empresa, em centenas de milhares de reais, seja dado por

6
< x>0,

Liz) = —2%
() = 37 o7 =

em que z indica a quantidade de milhares de unidades vendidas, resolva os itens abaixo.
(veja video)
(a) Calcule a taxa de variacao do lucro.

(b) Ap6s determinar os intervalos onde L'(x) é positiva (negativa), decida em quais
intervalos L(z) é crescente (decrescente).

(c) Calcule o limite lim L(x).
t—+o00

(d) Usando os dois itens acima, faga um esbogo do grafico de L(x).

(e) Qual deve ser a quantidade de itens vendidos para que o lucro seja méximo? O que
acontece com a derivada no ponto onde isto ocorre?
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Anexo 109

RESPOSTAS

1) A derivada de uma func¢do f no ponto a é o limite

f(a) = lim flath) = fla) _ . f@@) = flo)

h—0 h z—a T —a
Geometricamente, a derivada f’(a) é a inclinacdo da reta tangente ao gréfico de f no

ponto (a, f(a)).

2) Para a demonstragéo basta fazer + — a na igualdade abaixo

F(o)~ Fla) = f(f;jj:)(“)(m )
3) (a) fl(x) = 21’ — 1. A reta tangente no ponto (1, f(1)) é
(b) f'(x) = —=%. A reta tangente no ponto (-2, f(— )) by=—tor—1
(¢) f'(xz) = 5=. A reta tangente no ponto (4, f( ) by =1z +1.
(d) fl(z)= . A reta tangente no ponto (1, f(1)) é y = —1z + 3.
4) duas retas, com equagoes y = 6z —2 e y = 6z + 2
5)
6) (a)a=2eb=—1 (b)a=3eb=1
7) (a) f'(z) = (1223 — 142)(5z — 11) + 5(3z* — 7x?).
) — —22% — 61 — 2
0) 7o) =
N —32% + 22
(c) f(z) = W = )
@ F@)= 55—
() f'(z) = (12.12 15074 + #) (2 =4z +6) + (42° — 5073 + /) (—3272 — 4)
(f) f'(z) =2l
8) (a) 1/7m/s (b) 1/6 m/s
9) 1007

10) (a) to = 16

(b) A velocidade vale v(t) = 80 — 10¢t, para t € (0,%). Apds o instante o a velocidade
é nula.

(¢) 320 metros no instante ¢t = 8 segundos, que é o instante em que a velocidade se anula
pela primeira vez.

11) (a) Se aproximando a 12 km/h (b) 8 km a leste do ponto de referéncia
12) (a) L'(z) = (—182” + 162)/(3z* + 27)%.
(b) C(z) é crescente no intervalo (0, 3) e decrescente no intervalo (3, +00).
(c) o limite vale zero.
(d)
(e) O lucro é méximo quando x = 3, que 6 ponto onde a derivada se anula. Logo,

para maximizar o lucro devem ser vendidas 3 mil unidades. Neste caso, o lucro é
aproximandamente R$33.333, 33.
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