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RESUMO

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugoes inteiras positivas de equagoes elipticas

quasilineares de segunda ordem do tipo
—div(|VulP~2Vu) = f(x,u), RY

onde f(z,u) é uma funcdo continua em RY x (0,00) e p > 1.

Usando o conceito de sub e supersolucao, demonstraremos que a equagao acima possui

uma infinidade de solucoes positivas limitadas em RY.

Analisaremos também questoes relacionadas ao comportamento assintotico dessas solucoes

e que as mesmas sao limitadas inferiormente por uma constante positiva.

Palavras-chaves: Equagoes Quasilineares Elipticas, Solugoes Inteiras, Comportamento Assintético,

Sub e Supersolugao.
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ABSTRACT

In this work we study the existence of entire positive solutions for quasilinear elliptic
equations of second order of the type

—div(|VulP~2Vu) = f(z,u), RY

where f(z,u) is a continue function in RY x (0,00) and p > 1.

Using the concept of lower and upper solutions, we prove that the above equation has
infinitely many bounded positive solutions in R¥.

We also analyze questions related with the asymptotic behavior of these solutions and

that they are limited from below by a positive constant.

Key words: Quasilinear Elliptic Equations, Entire Solutions, Behavior Asymptotic, Lower and

Upper Solutions.

vii



SUMARIO

Introducao

1 Resultados Classicos da Analise
1.1 Espacgos de Schauder . . . . . . ... ... ...
1.2 Espacgos de Sobolev . . . . . ... ...

1.3 Outros resultados . . . . ... ... ... ...
2 Demonstragao do Teorema (ZY)

3 Multiplicidade de solugoes para a equagao (P),
3.1 Demonstracao do Teorema (M S): (Introdugao)
3.2 Demonstragao do Teorema (M Ss): (Introdugdo)
3.3 Demonstragao do Teorema (M S3): (Introdugdo)

3.4 Demonstragao do Teorema (M Sy): (Introdugao)

viil

12

14

18

25



A Resultados Técnicos
A.1 Demonstracao da Proposi¢ao 3.1: . . . . . . . ... ...
A.2 Demonstragao do Lema 3.2: (Capitulo3) . . . ... ... ... ... ....
A.3 Demonstragao do Lema 3.3: (Capitulo3) . . . ... ... ... ... ....

B Verificagao de exemplos e adaptagao dos Teoremas (DH) e (GL) ao Teo-
rema (ZY)

B.3 \Verificacao do exemplo Fs5: . . . . . . ...
B.4 Verificacao do exemplo Fg: . . . . . . . ...
B.5 Aplicagdo do Teorema (DH) (Capitulo 1) . . . ... ... ... ... ...

B.6 Aplicagdo do Teorema (GL) (Capitulo 1) . . . . ... ... ... ... ...

Referéncias Bibliograficas

X

65

77



INTRODUCAO

Neste trabalho, consideraremos equacoes diferenciais parciais elipticas quasilinea-

res de segunda ordem do tipo
(P), : —div(|VulP~2Vu) + f(x,u) = 0, reRY
onde f(x,u) é uma fungao continua em RY x (0,00), p >1e N > 3.

Por uma solugio de (P),, entenderemos como sendo uma funcio u de classe C*(RY),
isto ¢, u é uma solugdo inteira, tal que |Vul[P"2Vu possui derivadas parciais em quase

todo ponto x € RY e satisfaz

/RN |VulP2VuVe dr + . flz,u) ¢ de =0, Vo € C°(RY).

Equagoes do tipo —div(|Vu[P"?Vu) = f(z,u) aparecem frequentemente em modelos
matematicos relacionados ao estudo de problemas de mecanica dos fluidos, mais especifi-
camente, no estudo de fluidos nao-Newtonianos. Quando p > 2 os fluidos sao denominados
dilatantes, enquanto p < 2 se referem aos denominados pseudo-plasticos. O caso p = 2

corresponde aos fluidos Newtonianos. Nesse caso, a equacao (P), torna-se

(P)sy : Au+ f(z,u) =0, r € RY.
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Esse problema foi amplamente estudado, nos tltimos anos, por um grande nimero de

pesquisadores, confira [3], [5], [9], [10], [12], [28] e [29] e suas referéncias.

As razoes que motivaram o desenvolvimento de uma ampla literatura sobre o problema
(P)y deve-se, principalmente, ao fato desse aparecer em diversos outros contextos, tais
como: a teoria de equacoes de reacao-difusdo e a existéncia em R de métricas comple-
tas conformes a métrica euclidiana. Para maiores detalhes, veja [4], [19] e [20] e suas

referéncias.

Estudaremos alguns resultados recentes concernentes a existéncia, multiplicidade e
comportamento assintético de solugbes inteiras positivas da equagao (P),, analisados por
Yang e Yin [26], em 2006. Em especial, estaremos interessados em situagoes onde a funcao

f satisfaz uma condicao do tipo

| f(z,) |< p(z) F(2), (1)
para fungoes p e F' apropriadas.

Nesse caso, mostraremos a existéncia de solugoes da equacao (P),, relacionando essas

com solugoes do problema
—Apyu=p(x), RN
(P)o : u(r) >0 em RY

u(z) — 0 quando |z| — oo.

\

Solugoes do problema (P)y sdo comumente encontradas quando supomos alguma

condicao do tipo
1

> 1 *NC1 Pt
Hoo:/o (sN—lfo t ¢(t)dt) ds < oo

onde ¥ (r) = max p(x).

|z|=r

Alguns exemplos de fungoes p : RY — (0, 00) que satisfazem H.,, com p > 2, sao as
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funcgoes p; e py dadas por:

1 ( ) 1
— €Tr) = .
1+ |z P2 2+ sen([z]?) + |

p1(z)

A condicao H,, tem sido usada recentemente por muitos autores na busca de solucao
de equagbes diferenciais parciais. Confira [5], [10], [11], [26] e suas referéncias. Esta

condicao, ou sua similar

H, = / si(s)ds < oo
0
generalizam uma condic¢ao apresentada por Ni [20].

Observacao I.1: Quando p = 2, as condicoes H,, e H,, sdo equivalentes. Confira

Lema 3.2, Apéndice A.

Em 1982, Ni [20] considerou a equagcao
AU—FK(I)U,% =0 em RY, N>3

e demonstrou que esse problema tem uma infinidade de solugoes positivas limitadas, com
a propriedade que cada uma dessas solucoes ¢ limitada inferiormente por uma constante

positiva, quando se supoe
c
|K(z)] < — paraalgum [>2 em RY
x

ou K(x) se comporta como 5> 7= |z| quando r — oo,

c
r2(Inr)
Em 2005, Zhou e Ye [25], inspirados no trabalho de Ni, consideraram a equagao semi-

linear eliptica

Au+ f(r,u) =0 em RY (2)

e demonstraram que se f(z,t) satisfaz (1), sob hip6teses apropriadas em p e F, entdao o
problema (2) tem uma infinidade de solugbes positivas limitadas inferiormente por uma

constante positiva.
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Os resultados estudados aqui, complementam os desenvolvidos por Ni [20] e genera-

lizam, em alguns aspectos, os resultados apresentados por Zhou e Ye [25].

O primeiro teorema que demonstraremos ¢ de grande importancia em todo o trabalho
pois sera usado como ferramenta basica no estabelecimento de multiplicidade de solugoes

da equacao (P),.

Teorema (ZY): Suponha que f(x,u) é definida em RNT e € localmente Hélder
continua (com expoente X € (0,1)) em x. Suponha, além disso, que existem fungoes

v,w e CLARN) tais que

loc

—div(|Vo|P2Vv) > f(x,v), VreRY (3)
—div(|Vw|P2Vw) < f(z,w), VreRY (4)

e
w(z) <v(z), VazeRY. (5)

Além disso, f(x,u) € localmente Lipschitz em u, no conjunto
Y= {(z,u) : 2 € RN w(z) <u <o)}
Entao, a equagao (P), possui uma solugao inteira u(x) satisfazendo

w(zr) <u(zr) < v(z), vV xeRY.

O préximo teorema estabalece que, se o problema (P)y tem solugao, entao o cresci-
mento de F(f) na origem ou no infinito é determinante para a existéncia de multiplas

solugoes.

Teorema (MS;): Seja f(x,u) uma fungao que satisfagca as hipdteses do Teorema
(ZY), tal que

| f(z,u) [< p(2)F(u)  em RY x (0,00), (6)
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e p localmente Hélder continua satisfazendo
O</ rﬁw(r)z?%ldr<oo se 1l<p<2
1

ou

 (p-2)N+1
0< / ro =1 (r)dr < oo se p>2,
1

onde ¥(r) = max p(z) para N > 3 e p < N. Suponha, além disso, que F' € continua em

|z|=r

(0,00) e satisfaz

F(ul) — 0. (7)

=0 ou (17) JLn;O e

Entio a equagao (P), possui uma infinidade de solugdes positivas em RY. Além disso,

cada solugao € limitada inferiormente e superiormente por uma constante positiva.
Esse resultado pode ser aplicado na busca de solugoes para os problemas.

(Br) —Byu= playin(l+u))’, R

(Ey) —Apu = p(x)(1 — cosu)uP—2, RN

onde p(z) é localmente Holder continua, com expoente A € (0,1) em RY satisfazendo H,,

v, 1 sao constantes e p > 1.

Note ainda que esse teorema se aplica em casos onde F'(u) é sublinear ou superlinear. Em

particular,

(Bs) —Apu=p(@)u™, RY

(E) ~Agu=EK(@u ™", R
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Np

onde @ > 0 e p* = ¢ o expoente critico de Sobolev, desde que K(z) e p(x)
p

N —
satisfacam H.,. Assim, temos que F;, Ey, F3 e E4 possuem uma infinidade de solucoes

positivas em RY.
Observacao 1.2: A verificacao dos exemplos F; ao F, encontra-se no Apéndice B.

O préximo teorema mostra que o ”crescimento”’de F(t) ndo é fundamental para a
existéncia de multiplas solucoes da equacao (P),. Pode-se encontrar infinitas solugdes de

(P), quando a norma infinito da solugao de (P)y ¢ relativamente pequena.

Teorema (MSs): Seja f(x,u) uma fungdo que satisfaca as hipdteses do Teorema

(ZY), tal que

| f(z,u) |< p(2)F(u)  em RY x (0,00), (8)
onde p € localmente Hélder continua, e F' € uma fungdo continua definida em (0,00).
Se existir uma constante positiva €9 = €o(F'), tal que se o problema (P)y tem uma solug¢ao
limitada U satisfazendo U(x) < €y para todo x € R, entdo a equagao (P), possui uma

infinidade de solugoes limitadas em RY. Além disso, essas solugoes sio limitadas por

baixo por uma constante positiva.

O teorema que se segue, estabelece a possibilidade de uma forma integral para o ntimero

€0 do Teorema (M Ss).

Teorema (M S3): Seja f(x,u) como no Teorema (ZY'), que verifica

0 < f(z,u) < p(x)F(u), em RY x (0,00) 9)

para alguma fun¢ao F : (0,00) — (0, 00) derivdvel e nao-decrescente tal que

00 dt t
/1 G(t)% < 00, onde G(t) :/o F(s) ds. (10)

Suponha também que p € localmente Holder continua, que a solug¢dao de (P)y exista e

6
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verifica

1< [ (1)

—div(|Vul[P2Vu) + f(z,u) =0, V z€R"Y, (12)

Entao a equacao

possui uma infinidade solugoes positivas limitadas em RN . Além disso, essas solucoes sao

limitadas inferiormente por uma constante positiva.

Este teorema pode ser aplicado em situagoes onde os limites (7) do Teorema (M Sh)

nao se aplicam. Uma dessas situacoes é o problema:

(E5) —Apu-+ p(x)(senQ(u%) +u) =0, 6>p—1 e p>1.

Observacao 1.3: A verificacao do exemplo Fs5 encontra-se no Apéndice B.

Nosso ultimo resultado pode ser util quando a condi¢ao (7) do Teorema (MS;) e a

condigao (11) do Teorema (M S3) nao sao satisfeitas.
Teorema (M Sy): Seja f(x,u), como no Teorema (ZY'), satisfazendo
0 < f(z,u) < p(x)F(u) em RY x (0,00) (13)

para alguma funcao F : (0,00) — (0,00) ndo-decrescente, derivdvel e p localmente
Holder continua.

Suponha que a solugao U de (P)o existe e verifica

t
| U [l < sup — |-
te(0,00) F(t)p—l

Entao a equagao (P), possui uma infinidade de solugdes positivas limitadas em RY. Além

disso, existe uma constante positiva que limita inferiormente essas solugoes.
Um exemplo onde este teorema se aplica é o problema
(Bs) —Apu=pla)r, RY

7
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onde p é uma funcao localmente Holder continua satisfazendo H,, confira Apéndice B.

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma: no Capitulo 1, listamos alguns
resultados classicos de andalise que constituem ferramentas necessarias as demonstragoes

de todos os resultados expostos no transcorrer de toda a dissertacao.

No Capitulo 2 focamos nossa atengao a demonstragao do Teorema (ZY), sendo este,

o ponto principal para o desfecho das demonstragoes dos Teoremas (M S;) — (M Sy).

No Capitulo 3 provamos os Teoremas (MSy) — (M Sy). Esses resultados garantem a

multiplicidade de solugdes inteiras positivas limitadas em R para a equagao (P),,.

Finalizamos o trabalho com os Apéndices, A e B. Colocamos no Apéndice A alguns
resultados técnicos relacionados a prova dos Teoremas (M.Sy), (MSs), (MSs) e (MSy),
aqui ja mencionados, e que serao focalizados, tal como ja dito, no Capitulo 3; no Apéndice
B, estao registrados os calculos dos exemplos expostos na parte introdutoéria deste trabalho

e postamos algumas aplicagoes, sendo estas, de resultados utilizados na demonstracao do

Teorema (ZY).



CAPITULO 1

RESULTADOS CLASSICOS DA
ANALISE

Nesta secao enunciamos algumas definicoes bem como alguns resultados cléssicos de
analise utilizados durante as demonstragoes dos resultados apresentados no transcorrer

deste trabalho.

1.1 Espacos de Schauder

Definigao 1.1 (Adams [1]). Seja  um subconjunto aberto e conexo do RY e m um

inteiro nao negativo. Define-se

C™(Q) ={u:Q — R: D% existe e é continua para todo |a| < m}.

Se m = 0 teremos C°(f2), o qual representaremos por C'().

9
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E, sem =00, C®(Q) = [ C™(9).
m=0

Desde que 2 é aberto, as fung¢oes em C™(2) podem ser ilimitadas. Contudo, se u € C(Q2)
¢ limitada e uniformemente continua em §2, entao podemos estender u para o fecho de 2

continuamente, de modo unico. Logo, faz sentido definir:

Definicao 1.2 (Adams [1]).

C™(Q) = {u € C™(Q) : D*u ¢ limitada e uniformemente continua para todo |a| < m}.

Lembremo-nos que se 2 é aberto e limitado, entdao o espaco C'(Q2) é definido por
C(Q)={u:Q— R:u écontinua em Q},
o qual, munido da norma || . ||,, onde

[ flo = max fu(z)],

fAS
¢ um espaco de Banach.
O espago C™(£2) munido da norma || . ||,, onde
lull,,= > I D%l
la<m|

é também um espago de Banach.

Definigao 1.3 (Adams [1]). Dado 0 < A < 1 e u € C(Q). Dizemos que u é Hélder

continua com expoente \ se

H)[u] :== sup —|u(:c) — uly)l < 0.
z,y; Q ‘:L’—y‘)‘
zHy

Definigao 1.4 (Adams [1]). Definimos C%*(2) como sendo o seguinte conjunto:

C%*Q) = {u : u é Hélder continua com expoente \}

C%*(Q) munido da norma | . ||, , onde

Il flop= 1] ullo + Halu]

10
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é um espaco de Banach.

De maneira anédloga, definimos
C™MQ) = {u e C™(Q) : Du € C°*Q), V |a] <m}

munido da norma || . [|,, , onde

lllun =l + > | D

laj<m

0\

é um espaco de Banach, denominado Espaco de Schauder.

Definicao 1.5 (Adams [1]). Dados dois espagos vetoriais normados X e Y, dizemos que

X esta imerso continuamente em Y quando:

() XCY

(7i) a aplicagao inclusao

¢ continua.

Como a incluséo é linear, a propriedade (i7) acima é equivalente a dizer que existe C' > 0
tal que

||17||y§0||$||x, VzelX.

Notagao: X — Y.

Definigao 1.6 (Adams [1]). Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados. Um operador
linear, continuo 7" : X — Y é compacto quando, para todo subconjunto limitado A C X,

tem-se T'(A) C Y é compacto.

Alternativamente, X esta imerso compactamente em Y se, para toda seqiiéncia limi-

tada {u,} C X limitada em X, {u,} C Y possui uma subseqiiéncia convergente.

11
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Teorema 1.7 (Adams [1]). Seja m um inteiro nao negativo e 0 < v < A < 1. Entdo:

(1) ¢ Q) = Cc™(Q)
(2) C™A(Q) = C™(Q)

(3) C™AQ) = C™(Q)

Se além disso, ) € convexo, temos as imersoes:

(4) CmHQ) = C™H(Q)

(5) CHHQ) = C™(Q)

Se ) € limitado, as imersdes (2) e (3) sdo compactas.

Se Q € convezxo e limitado, as imersoes (1) e (5) sdao compactas.

Demonstragao: Conferir [1], Teorema 1.31, pag. 11.

1.2 Espacos de Sobolev

Definigao 1.8 (Brezis [2]). Seja 2 C RN e 1 < p < co. Definimos o espago LP(Q2) da

seguinte forma:
LP(Q)) = {f : Q — R: f é mensuravel: / |f(z)|Pdx < oo}
Q

Designamos o espaco L*>°(2) por:

L*(Q)={f: Q2 — R — f é mensuravel e 3C > 0 tal que |f(z)| < C q.t.p. x € Q}

O espago LP(§2) munido da norma || . ||, , onde

luly=( [ 1ute) |pdx)’1’,

12

é um espaco de Banach.
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E, L*(Q2), munido da norma || . ||, onde
| U |loo =Inf{C >0:|u(x)|<C qt.p. xze€Q},
¢é também um espaco de Banach.

Definigao 1.9 (Medeiros [18]). Seja €2 um subconjunto aberto do RY, m > 0 um ntimero
inteiro, 1 < p < 00 e @ = (aq,...,a,) um multi-indice. Definimos o espago vetorial

WmP(€)) como sendo

W™P(Q) = {u € L,.(Q) : para todo multiindice |a| < m, D“u existe e Du € LP(Q)},

loc

onde D%u é a a— ésima derivada de u no sentido das distribuigoes.

Para cada u € W™P(Q)), define-se a norma de u por:

| u ||m,p = Z / |D%u(x)|Pdx | , sel<p<oo
Q

la|<m

oo = D I D% e

laj<m

Os espagos normados W™P(Q)), sao espagos de Banach, denominados Espacos de

Sobolew.

O conjunto Wy"?(Q) representa o fecho no espago W™P(2) das fungoes infinitamente

diferenciaveis com suporte compacto em ).
Assim, u € W3""(2) se, e somente se, existe {u,} C C5°(2) tal que
U, — u em WP(Q).

Teorema 1.10 (Medeiros [18], Teorema de Rellich-Kondrachov). Sejam € um aberto
limitado do RY de classe C*(Q2) e 1 < p < co. Entdo as sequintes imersoes sao compactas:

Np Np

a) WH(Q)— L(Q), 1<q¢< N se 1<q<——
by WP(Q) — LI(Q), 1<g<oo se p=N

N
c) WH(Q)— CQ), 0<A<1—— se p> N.

p

13
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Demonstracao: Conforme [18], Teorema 2.5.4, pag. 79.

1.3 Outros resultados

Proposigao 1.11 (Wheeden e Zygmund [27]). Seja p uma medida finita em A, f men-

surdvel e limitada em A e ¢ uma funcao convexa contendo a imagem de f. Entdo
/  du / o(f
T e
A A

Teorema 1.12 (Wheeden e Zygmund [27], Teorema da Convergéncia Dominada de

¢

Lebesgue). Seja E C RY um subconjunto mensurdvel. Seja também {fx} uma seqiiéncia
de funcoes mensurdveis sobre E tais que fr, — f q.t.p. em E. Se existe ¢ integrdvel em

E, tal que |fx] < ¢ q.t.p. em E para todo k, entdo

/Efk—>/Ef'

Teorema 1.13 (Lima [16], Teorema da Fungdo Implicita). Sejam os abertos U C RY e

V Cc RM™. Suponha que a € U e b €V, e além disso, que
f:UxV — RM

(ZL‘,y) — (fl(x7y>7"'vfM(x7y>>

¢ de classe C* para todo k > 1, f(a,b) =0 e det (ng; (a, b)) # 0. Entao existem abertos

AcCU eBCV, tais que

(1) para cada x € A, existe um tnico g(x) € B satisfazendo g(a) =b e f(x,g(z)) = 0.

(1) g:A— B, éde classe C*(A)

— — — _1 —
991 O ... 991 Oh  ofr ... Of of o ... Bh
o0x1 0o oxr N oY1 Y2 oym ox1 0o oxr N
092 092 ... 092 0fa 9f2 ... Of s  8fr .. Of
(1i1) Ory Ora Ozn | — _ | 9 O dynr Du1 Oy drn
99m  9gm ... 9um Ofm  Ofm ... Ofm ofu  Ofm ... Ofu
L Oz Oxo dxy | | on Oy2 Oym | | 071 Oxo ox N
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Capitulo 1. Resultados Classicos da Anélise

Teorema 1.14 (Lima [15], Férmula do Valor Médio para Integrais). Seja f : [a,b] — R

continua. Eziste ¢ € [a,b] tal que

b
| #a) de= p@(0 - a)
Definigao 1.15 (Deuel e Hess [6]). Uma fungao u é uma solugao fraca do problema
div(|Vu|P~2Vu) + f(z,u) =0, Q
(P):
u=g, 0N
se:
(i) weW(Q)
(1) uw=g em Wl_%’p(ﬁﬁ),
(i3) f(z,u) € L7 (Q),
(iv) / |VulP~2 Vu Vi dr — / flz,u) o de =0, YpeW," Q).
Q Q
Definicao 1.16 (Deuel e Hess [6]). Dizemos que uma funcao ¢ é uma supersolucao fraca
do problema (P), se:
(i) v ewr(Q),
(@) v=g em W r(0Q),
(iid) f(z,7) € L¥(Q),
) [Vt Ve Ve do [ fw) e drzo. voe W),
Q Q

com ¢ > 0 em 2.

Definicao 1.17 (Deuel e Hess [6]). Dizemos que uma funcao ¢ é uma subsolucao fraca
do problema (P), se:

(i) ¢eW(Q)

(W) d=g em W' 7(5Q),

(i) f(x,0) € L"(9),

@) [ 9o Vovedi= [ fwo)pdro. Ve ewr@)

com ¢ > 0 em ().
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Capitulo 1. Resultados Classicos da Anélise

Teorema (DH) (Deuel e Hess [6]) Sejam ¢ e 1), respectivamente sub e supersolugdo do
problema (P) com ¢(z) < ¢(z), V x € Q. Se existe uma constante Cy e uma fungdo

/ 1 1
ki€ L7 () onde — + — =1 tal que
p D
|f(z,8)] < ki) + CLEP™ qtp.zeQ, VEERY, Vi€ [p(x),d(r)],
entao o problema (ﬁ) admite uma solucdo fraca u com

o(z) <u(z) < ¢P(x), Ve

Obs 1.: As definigoes de Deuel e Hess [6] aqui apresentadas, valem para um dominio (2
do RY(N > 1) limitado, com fronteira suave 92, e um operador diferencial de segunda

ordem quasilinear eliptico na forma divergente.

Para o préximo teorema considere o seguinte problema:

) div A(z,u, Vu) + B(z,u,Vu) =0 em Q
(P):
u=¢ em OS2,

onde 2 C RV é um conjunto aberto, conexo, limitado e regular.

Teorema (GL) (Lieberman [14]) Sejam «a, A\, A, My constantes positivas, com a < 1,

m >0, Q C RY um conjunto aberto, conexo, limitado e reqular.

Suponha que as fun¢oes A e B do problema (P'), definidas em Q x [—My, My) x RV,
satisfazem as sequintes condicoes:

N

(i) Y a?(z,zm) & & = Ak + [n)™ 1€,

ij=1
N
(i) Y la"(x,z,m)] < Ak + |n)™,

ij=1
(i30) |A(z,z,m) — Ay, w,n)| < AL+ )™ [lz — y|* + |z — w|],
(iv) |B(z, z,n)| < A1+ |n))"+,
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Capitulo 1. Resultados Classicos da Anélise

para todo (x,z,m) € Q x [—My, My] x RN, (y,w) € Q x [~My, M) e £ € RV,

Seja ¢ € CH(0Q) com ||¢|l11a < @ e u uma solugio fraca do problema (P'), com

llu|| < My em 2, onde ® € uma constante.

Entao existe uma constante = B(a, A/X\,m,N) > 0 tal que

(a) ueC(Q)

() Nullg < Cla, A/A,m, Mo, N, ®, ).

17



CAPITULO 2

DEMONSTRACAO DO TEOREMA
(ZY)

O Teorema (ZY') tem grande destaque neste trabalho visto que ele nos auxiliard a

compreender todos os outros resultados apresentados a posteriori.
No que segue, w(z) ¢ uma subsolugao e v(z) uma supersolucao da equagao (P),.

Nosso foco é trabalhar com o problema em dominios limitados B para estudar a
existéncia e regularidade da solugao e, através de um argumento diagonal cléssico, fazer

o limite quando R — oo e encontrar solugao para a equacao (P),.

Demonstragao: Seja Br(0) = Br uma bola centrada na origem de RY com raio R > 1

e considere o seguinte problema de valor de fronteira

div(|Vul[P~2Vu) + f(z,u) = 0, Bpg
(P)r :

u =g, aBR

18



Capitulo 2. Demonstracao do Teorema (ZY")

onde g é uma funcio em CLA(RN), A € (0,1) que satisfaz w(z) < g(z) < v(z), ¥z € RV,

E imediato observar das hipéteses (3) e (4) do Teorema em pauta, que as fungdes w e v

ainda sao, respectivamente, sub e supersolugao do problema (P)g para todo R.

Pelo Teorema (DH),(veja Capitulo 1 e também Apéndice B) o problema (P)g tem uma
solugao fraca ug € W'P(Bpg) para cada R > 1, com w(z) < ug(z) < v(z) para todo

JTGBR.

Analise da regularidade de uip em B; :

Temos que

div(|Vug(z) P *Vugr(z)) + f(z,up(r)) =0, Vz € B.

Pelo Teorema (GL) (veja Capitulo 1 e também Apéndice B) temos que ug € C*#(B)) e

existe uma constante C’i, independente de R tal que

!

| ur s, < Chs VR>2 e 0<f<L1. (2.1)
Além disso, pelo Teorema 1.7 sabemos que a imersao
CY(By) — C*(B))
é compacta, para a < f3.
Logo, existe uma subsequéncia {ug, } de {uz} contida em C*#(B,), tal que

up, 2% 4™ em CY(By). (2.2)

Portanto, como {ug} é solucao fraca do problema (P)g, e sendo {ug, } subsequéncia
de up, segue pela definicao 1.15 que

|Vug, [P 2Vur, Vo dr — / f(z,ug,) ¢ dx =0, Vo e CE(By).

Bl Bl
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Capitulo 2. Demonstracao do Teorema (ZY")

Afirmacao 2.1:

(i) Vg, [P °Vug, Vo de 222 [ WD P2vuDIVe de, Ve CP(B)
B1 B
(&
(i) [ flrum)ede === [ f@uD)pde, Ve CE(B).
Bl Bl
Portanto,

/ Vu P2VuI Ve do — / fx,uM) o dx =0, Ve CF(By).
B1 B
Com efeito. De (2.2) segue que

”VURI - VU(1)||[) M&) 0.

Logo, para cada x € By, obtemos

([Vug, [P~* Vug, Vo) (z) e, (IVuV P2 vul Vo) (2), q.t.p. = € By.

Além disso, por (2.1), segue que
“VURI |p—2 VURI v(pl < ‘vuRllp_2 |VuR1| |V§0|

< (max [Vug, [P71) [Vl
By

7Y |V,

IA

Assim, definindo ¢ := C’;(p_l) V|, é imediato observar que ¢(z) >0, V2 € By, e ¢ é

integravel, visto que

/ P V\e| de = Y / V| dr < oc.
B

By

Além disso,

‘|V7~L1“T’.1|p_2 VuR1 ch’ < ¢, qt.p. =€ B;.

20



Capitulo 2. Demonstracao do Teorema (ZY")

Dai, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

Vg, P2 Vug, Vo de 222 [ 1vu® P2 vu) Vo de, ¥V ¢ € CP(By),
Bl Bl

o que verifica o item (i);.

Para prova do item (ii);, recordemos que f é localmente Lipschitz em ug,, logo,

continua em ug,. Assim, para cada x € By e de (2.2),
P um (@) o@) B (@) o(e), atp. z€ B
Como Cf <w(x) <wug,(z) <v(z)<CE VxeBe

(2, um () p(2)] < max [f(z, )] lp(2)] = Alp(z)l, ¥V e B,

(@) € Bix [C1,02]

definindo ®(z) := A |¢p(z)|, segue que ®(z) > 0, V x € By, é integravel e,

|[f(z, up, (2)) p(z)] < (z),  qtp. ze B

Dai, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

f(x,ug,) ¢ dx Fazoo, f(x,u(l)) o dx, V peCy(B),
B1 Bl

0 que prova o item (77);.

Logo, de (i); e (ii);, concluimos que

VuO P2V de — | fle,u) pde=0, Ve CF(B),

Bl Bl

o que prova a afirmacao 2.1.

Agora, repetindo o procedimento anterior para a sequéncia ug, na bola By, concluire-

mos que existe uma constante C’é > 0 tal que

lury i@, <Co ¥V R1>3.
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Capitulo 2. Demonstracao do Teorema (ZY")

Desde que a imersao

C(B,) — C(By)

¢ compacta para a < [3, entao existe uma subsequéncia {ug,} de {ug, } tal que

UR, Moo, 1)) em Ch(By).
Desta maneira,
W], = b,
e
(i) Vur, P 2Vug, Ve de 222 [ V@ P2vu®Ve de, Vg € CF(By),
Bo By

i)y [ flo,um) o de 2225 [ fr,u®) pde, Ve CP(By).
BQ B2

Ou seja,

IVuP P2Vu®Ve de — | flz,u®) o de=0, Ve C(B).
B Bo

Assim, dado k € N, repetindo por inducao o mesmo argumento para a bola By,

obteremos uma constante C}, > 0 tal que
H URy,_4 Hcl,ﬁ(ﬁk) < Ck:’ V Rpr > k+1.

Sabendo que a imersao

CY?(By) — C"*(By)

¢ compacta para a < (3, entdo existe uma subsequéncia {ug, } de {ug,_,} tal que

UR, Bz, k) em CY(By),

donde segue que

W, =u® ¥V R<k-1
R

22



Capitulo 2. Demonstracao do Teorema (ZY")

Observe entao que

Ri—0o0 =Y Cl(gl)
UR,y — u(l) €m Bl = ULy U2y, UGy r — u(l)
Ry—o0 2 ) CY(B2) 2
UR, @) em By = Uy, Uy, Uz, —— y u?
up, =% u®  em By = wu,,ug,,us,, )

Defina vy, := ug,. Logo, por um processo diagonal temos as seguintes implicacoes
V k>1 = {vx} ¢éuma subsequéncia de {ugr,} = wi(x) imisN u(z) V€ B.

V k>2 = {u} é uma subsequéncia de {ug,} = wvi(z) Ao, @) (z) Vz € By.
V k>n = {v} é uma subsequéncia de {ug,} = vi(z) LN (x) V€ B,.

Seja u : RN — [0, 00) definida por u(z) = lim wvy(z).

k—o0

Assim, w(z) < u(z) <v(z), Vo eRN eue CL(RY), donde segue que u € CH(RN).

loc
Além do que,
/ VulP? VuVe— [ flz,u) =0, ¥V peCFRY)
RN RN
De fato, dado ¢ € C5°(RY), existe Eip C RY tal que ¢(x) = 0, para todo = € E;
Considere s > 0, um inteiro tal que E@ C B,. Desta forma,

/ IVup[P~2 Vo, Vo — [ fz,vs) p =0, Vk>s e V peC5Bs).

s Bs

De forma analoga aos casos anteriores, temos as seguintes convergéencias

/ |VuR[P~2 Vo, Vo LN |VulP~? Vu Vi
Bs

Bs
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Capitulo 2. Demonstracao do Teorema (ZY")

e
[ tewe= [ jwwe
Bs Bs
Portanto,
/ |VulP™2 Vu Vi — / flx,u) p=0, Vs.
Bs Bs
Consequentemente,
/ VulP? Vu Ve — [ flz,u) p=0, ¥V ¢eCFRY),
RN RN

o que conclui a demonstra¢ao do Teorema (ZY).
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CAPITULO 3

MULTIPLICIDADE DE
SOLUCOES PARA A EQUACAO

(P)p

Neste capitulo provaremos os Teoremas (MSy), (MSy), (MSs) e (MS,), os quais
mostram que a equacao (P), possui uma infinidade de solugoes positivas e limitadas. Para
tanto, em todos os resultados, recorreremos ao Teorema (ZY) demonstrado no capitulo

anterior.

Os resultados abaixo serao de fundamental importancia para a demonstracao dos referi-

dos teoremas.

Proposigao 3.1. Suponha que p : RN — [0,00) € uma fungdo localmente Hélder

Hy = /OOO <5N1—1 /0 tle/J(t)dt) " s < 0, (3.1)

25
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Capitulo 3. Multiplicidade de solugoes para a equagao (P),

onde ¥(r) = max p(z).

|z|=r

Entao a equacao

—div(|[VUP~2VU) = p(z) (3.2)

tem uma solugio U € CLY(RN), para algum 0 < o < 1, satisfazendo lim  U(z) = 0.

|z|—o0

Lema 3.2. Se N > 3 e p < N entdao a condi¢gao (3.1) da Proposicio 3.1 pode ser

substituida pelas condigoes

(A) ()</ rp%lw(r)ﬁdr<oo se 1<p<2
1

(B) 0< / P Y(r)dr < oo se p>2.
1

Observagao: A prova da Proposi¢ao 3.1 e do Lema 3.2 encontra-se no Apéndice A.

3.1 Demonstragao do Teorema (M S;): (Introdugao)

A demonstracao do Teorema (M S;) consiste em considerar as solugoes U de (3.2) e a

partir destas, encontrar solugdes para (P),.

Demonstracao: Considere C' = 2|| U || e em seguida, defina V} :== C+UeV_ := C-U.

Dai, segue que V_(x) < V, (z) para todo z € RY. Adicionalmente,
0<Cy <V (z)<Vi(x) <O, VaxecRY, (3.3)

onde Cy =3||U ||, e Cy = || U |, Consideremos inicialmente que F' satisfaz a hipdtese

de (MSy) (7) — (i), ou seja,
F(t)

t—o+ tP—1

=0,

F(t) < lep.

tp—1 !

de tal modo que, dado € = C’llfp > 0, existe a > 0 tal que se t < aC', entao
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Capitulo 3. Multiplicidade de solugoes para a equagao (P),

Mostraremos agora que aV, é supersolugao e aV_ subsolucdo para a equagao (P),. De

fato, como aV, < aC', temos

P ey = ()

Vi
Dai, de (3.3), segue que (g) < 1. Como consequéncia deste fato,
1

F(aVy) (V)P '

A (3.4)

Por hipétese, temos que p é localmente Holder continua e H,, é finita. Dali, segue pela

Proposicao 3.1, que a equagao (3.2) tem uma solucio limitada U, nao-negativa em RY.

Desde que,

G (V(@VOP2V (V) + feaVy) = o din([(C + D)P2V(C + V) + F(z,aVs)
= —a’ 'p(x) + f(z,aV,)

< —a'p(a) + p(x)F(aVy)

F(aVy)(Vi)P '] e
1

= —_— p—l 1 - < O

e sendo U de classe CIIO’CO‘(RN ), onde a € (0, 1), segue que aV, é supersolugao da equagao

(P),. Observe agora que, de (3.3),

(%)p_l <1, (3.5)
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Capitulo 3. Multiplicidade de solugoes para a equagao (P),

e dal segue que

div(|V(aV )P 2V (aV.)) + f(x,aV.) = da 'div(|[V(C - U)P2V(C - U)) + f(x,aV,)

= d 'p(x)+ f(z,aV)

" p(x) — p(x)F(aV-)

= ap(z) |1 -

[ p—1 5
@ p(z) |1 = (%) ] <o,
1

Pelos mesmos argumentos utilizados para concluir que aV, é supersolucao, segue que

F(aV)(V)p—l]
(aV )t

v

aV_ é subsolugao de (P),. Assim, pelo Teorema (ZY), existe uma solugao v da equacao

(P), que satisfaz

0 < aCy <aV_(2) <uz) <aVi(z) <aCy, VzecRY (3.6)

Desde que podemos escolher a > 0 arbitrariamente pequeno, tome ny € N, n; > 1, de

modo que

1
Desta maneira, multiplicando (3.6) por — temos que
ny

0<a_02§%(x)S%(x)§a—Cl<aCz, vV eRY. (3.7)
n ny n n1

aV.
Note que —+ < aV, < aCy. Assim,
m

F((a/m)Vy)

AR LS (E)
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Capitulo 3. Multiplicidade de solugoes para a equagao (P),

V!
Mas, de (3.3) temos que <—+) < 1. Logo,

o
F((a/n)Vi) o o1
(@/mvor 1V =t (38)
Como
div([V((a/n)V) P72V ((a/n)Vy) = (a/m)P div([VVL P72V V)
= (a/ny)" 'div(|VU|P2VU)
= —(a/m)" p(a),
tem-se

div(|V((a/n)V) PV ((a/n) Vi) + f (=, (a/n)Vi) = —(a/m)" " p(x) + f(x, (a/m)V5).
(3.9)
Segue de (3.9), (6) e de (3.8) que

div(|V((a/n)V) PV ((a/m) V) + f(=, (a/n1)Vi) < 0.

E, sabendo que (a/n1)V, = (a/n1)(C + U) pertence ao espago CL%(RN), obtemos que

loc

(a/n1)Vy é supersolugao de (P),.

Para (a/n,)V_, o raciocinio é analogo, visto que (a/n1)V_ < aV_ < aCy, o que implica

(S I R A
(@1 = G (01) <1, (3.10)

donde segue de (3.2), (6) e de (3.10) que
div(|V((a/n)Vo) PV ((a/ni)Vo) + f(2, (a/n1)V-) 2 0.

E, como (a/n;)V_ é uma funcio de CL%(RN), obtemos que (a/n;)V_ é subsolugio de

(P),. Tomando

c %
so="20 ywof= sy 2T

n ny ny



Capitulo 3. Multiplicidade de solugoes para a equagao (P),

temos de (3.7) que

C
0<0, < V) <v¥(2) < % <aCy, YueRY. (3.11)
1

Assim, pelo Teorema (ZY") existe uma solugao da equacao (P),, a qual denotaremos por

uM, tal que

0<6 <VY)<uW () <V (2) < an—cl <aCy, VzeRV (3.12)
1

Dai, de (3.6) e (3.12) temos uM (z) < u(z), Vaz € RY.

1
Considere agora ny € N, ny > ny tal que a < d;. Multiplicando (3.11) por —

ToTq o
temos
& v 1% 1 [aC
0<—1g;(a;)gL(x)g—(u), Vi eRY. (3.13)
D) Mo N9 Nng \ M1

N9 + N9
sdo, respectivamente, sub e supersolucao da equagio (P), e, pelo mesmo teorema, existe

uma solucao u? satisfazendo

) C
0< = < V) <uP(x) < Vf)(q:) < , VaeRY, (3.14)
%) Moy

E, de (3.6), (3.12) e (3.14) segue que u®(z) < uM(z) < u(z), VxRV,

< 52.

51 CLC’l
Considere agora 0, = — e n3 € N, de forma que n3 > ny > ny e
no n3nang

Dai, substituindo V@ e Vf) em (3.13) e, multiplicando a mesma desigualdade por —,
n3

obtemos

0< =< — < < —
e (z) < e (x>_n3

2 2

nany

sendo que pelo mesmo teorema, existe uma solucao u®, tal que

) 1
0< 2 <V¥@) <u®(@) < VP (2) < — (“Cl ) ., VzeRY

ns3 ng \Na2ny
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Capitulo 3. Multiplicidade de solugoes para a equagao (P),

Logo,

u®(z) < uP(z) < uY(z) <u(z), YzeRV

Repetindo esse processo, por inducio, para cada k € N, existe uma solucao u® tal

que
u® (z) < u*V(z) <u®D(z) < <uP(2) <u(z) <u(z), YzeRV
Logo,
—div(|VulP2Vu) = f(x,u), V reRY

possui uma infinidade de solugoes inteiras positivas limitadas, e cada solugao é limitada

inferiormente e superiormente por uma constante positiva.

Suponha agora que F' satisfaz a hip6tese (7) — (1), ou seja,

F(t)

t—oo tP—1

= 0.

_ ) . F(t _
Assim, dado e = C] 77 > 0, existe a; > 0 tal quese t € (0,00) et > ay, entdo t) <Cl.

tp—1
F(aVy) 1-
W < Cl P Logo,

Tome a > 0 tal que aCy > a;. Como aVy > aCy > aq, segue que

FaV) (Ve (Ve
(aV, )t Ch .

Consequentemente,

3.2)

div(|V(aV )PV (aVy)) + f(z,aVe) = = p(x) + f(z,aV,)

< —a"p(x) + pla)F(aVy)

F(aVy) (Vi)

= —a"'p(x) |1 - (V)

Dai,

—div(|V(aV3) Y (aVy)) > fla,als).
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Capitulo 3. Multiplicidade de solugoes para a equagao (P),

Como U € C’llo’co‘(RN ) , verifica-se que aV, é supersolucao de (P),. De forma semelhante

ao que foi feito para aV,, mostraremos que aV_ é subsolucao de (P),.

Sabendo que aV_ > aCy > a;, temos que

F(on-)(V;)p*1 - (V_)p‘l N _F(aV_)(V_BP’l o <v_)p-1’

(aV ) Cy (aV_)p- Cy

VP!
e como (—_> < 1, segue que
G

div(|V (aV_) P2V (aVo)) + f(z,aV.) 22 a?p(x) + flz,aV )
a*!p(x) + p(x) F(aV-)

= ap

_lp(l’) -1 o F<av—>(v—)p1:|

(V)P

> @ p(x) :1 - (%)M] > 0.

1
Dal, aV_ é subsolucao de (P),. Portanto, pelo Teorema (ZY’), existe uma solucao u da

equagao (P), que satisfaz

0 < aCy <aV_(2) <u(z) <aVy(z) <aCy, VzecRY (3.15)

Desde que podemos escolher a > 0 suficientemente grande, entao tomando n; € N, ny; > 1

tal que njaCy > aC} > aq, multiplicando (3.15) por n;, obtemos

n1aCy < naV_(z) < nyaVy(z) < naCy, VYV eRY.

F(nyaVy) pe1 Vi
i el o < [ £
(nlaV+)P_1( +) -\

Como nyaVy > njaCy > aq, entao

Vi
(—+) < 1. Desta forma,
Cy

p—1
) . Mas por (3.3),

F(nyaVy)

W(Vm—l <1 (3.16)
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Capitulo 3. Multiplicidade de solugoes para a equagao (P),

Assim,

div(|V(naVy) P2V (nmaVy)) + f(z,maVy) = (ma)? tdiv(|VUP2VU) + f(x,n1aVy)

2 () ple) + fla,mialy)

2 (e o) + p(x)F(nyaV)

= —may o) |1
(3.16)

<0,

e, sabendo que U € CL%(RN), obtemos que njaVy é supersolucio de (P),.

2 _
Por outro lado, n1aV_ > niaCs > a;. Entao M < C’ll_p, donde segue que
(nyaV_)p=1
F(niaV_) A
—— (V)P < | = < 1.
(nlaV_)P—l( S Cy -

Utilizando este fato, obtemos que
div(|V (n1aV_) P2V (n1aV_)) + f(z,n1aV_) > 0.
Dal, segue que nyaV_ ¢ ainda subsolugao de (P),.

Representando (1 = n1aCy, vy = aCh, 17_(1) = naV_ e ‘251) = ny1aV,, segue que as
funcoes AR ‘A/Jﬁl) sdo também sub e supersolugdes, respectivamente, da equacao (P),,
com V,(l)(x) < Vil)(x), V z € RY. Logo, pelo Teorema (ZY) temos que existe uma

solucao uM, satisfazendo
B < VY@ <aW(z) < V(@) <y, VzeRY, (3.17)

onde v, = ny7. Dai, de (3.15) e (3.17) segue que uV(z) > u(z), VxRV,

33



Capitulo 3. Multiplicidade de solugoes para a equagao (P),

Tomando ny € N, ny > n; de maneira que By = nof3; > 71, temos que
nofr < ng‘/}_(l)(x) < 77/2‘74(_1)(1}) <noy, VzeRY

Considerando V% = n2‘7_(1) e ‘A/f) = nQYA/S), estas, sao ainda sub e supersolugoes respec-
tivamente da equagio (P),. Pelo Teorema (ZY), concluimos que existe uma solugio u?

que satisfaz

no B < ‘7,(2)@) <a?(z) < Af)(x) <nyy, VzeRY. (3.18)

Agora, tomando v, = nyy; e Fy como definido acima, segue de (3.18) que

By < V(@) <P (2) <VP(2) <7y, VazeRY. (3.19)

Portanto, de (3.15), (3.17) e (3.19) concluimos que

a?(z) > aWM(z) > u(x), Yz eRYN,

O proximo passo consiste em tomar n3 € N, ng > ny > nq, tal que B3 > 7. Com
idéia semelhante utilizada para (3, > 1, obtemos uma solucdo u®), via Teorema (ZY) da

equagao (P), que satisfaz
B3 < ‘7,(3)(96) < ﬂ(?’)(x) < Af’)(x) <~ VYazeRWY.
Por esta razao, segue que

¥ (z) > u?(z) > uV(z) > u(z), YzeR"

Por indugao, concluimos que
—div(|VulP~2Vu) = f(x,u), V reRY

possui uma infinidade de solugoes inteiras positivas limitadas. Além disso, estas solugoes

sao limitadas inferiormente por aCy, sendo esta, uma constante positiva.
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3.2 Demonstragao do Teorema (M S;): (Introdugao)

Demonstragao: Seja ry > 0 um numero positivo tal que F(ry) > 0 e defina

hpy : [ro,0) — R

r +— hy(r)= max F(s).
s € [ro,r]

Desde que F(s) < max F\(s), segue entao que

s € [ro,00)

F(s) < h(s), vV s € [rg,00). (3.20)

Considere agora um nimero positivo a > 0 arbitrario, e seja

a a a
s € =71~ € €y —

h(2a + 2r¢)7 T h(a + o) T h(2a+ro)7 T

€ =

Sendo ¢ =|| U ||, defina vy = rg + a — ac™'U e 1y = 1o + a + ac™*U.

Afirmagao 3.2.1: Se ||U||w < €o entao v, = ro+a—ac™'U é uma subsolugao da equagao

(P)p-

a\p-1
De fato, observe que ||U||» < €1, dai segue que (—) >
c

V
N
Dl
N——

i
AN

[—

)]

—

o

\.CD\

<E>p1 > ha+ ro). (3.21)

Além disso, como h é nao-decrescente e a + ry > a + ry — ac” U, entao

(3.20)

h(a+1¢) > h(a+1o—ac'U) > F(a+ry—ac'U). (3.22)
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Logo,

div(|[Vu [P 2Vuy) + f(x,09) = div(|V(ro +a—ac 'U)P*V(rg + a — ac'U)) + f(x, v,)

= (—ac M div(|VUP2VU) + f(z,v,)

= (ac”)Pp(x) + f(z,00)

> pla)[(ac™ )P = F(up)]

(3.21)

= pla)hla+ro) = F(uy)].
Pela definigao da fungao h e por (3.22), temos que
div(|Vue[P~*Vuy) + f(z,vy) > pla) [F(ro+a—ac'U) — F(ro+a—ac'U)] = 0.
Ou seja,
—div(|Vuo P2 V) < f(z, ).

Portanto, v, é subsolugao de (P),, o que prova a afirmagao 3.2.1.

Afirmagao 3.2.2: Se |U]|o < € entdo Ty = ro + a + ac U é uma supersolugao da

equagao (P),.

a\r-1 a\"
De fato, observe que ||Ul|» < €. Dal, <—> > (—) . Logo,
c

Ou seja,
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Adicionalmente, sabendo que
20+ 19 > 1o+ a+ ac”'U,
e, sendo a fungao h nao-decrescente, segue que
h(2a + 7o) > h(ro + a + ac™'U).
Assim,

div(|[VUo[P2Vp) + f(z,00) = div(|[V(ro+a+ac 'U)P*V(ro+ a+ac'U)) + f(z,7)

—(ac™)"" p(x) + f(x,70)

©

< —(ac™)"™! p(z) + plw) F(v0)
= —(ac " p(z) + p(x) F(ro +a+ac 'U)
< - (—) p(@) + o) Flro +a -+ ac0)

< —h(2a+r1o) p(z) + p(x) h(ro +a+ac'U) < 0.
E, dai segue que 7y é supersolucao de (P),, o que prova a afirmacao 3.2.2.

Desde que as fungoes v, e Ty sdo tais que vy(z) < Tp(x), para todo z € RY, segue pelo

Teorema (ZY') que a equacao (P),, possui uma solugao u satisfazendo

() < u(z) <vo(z), VazeRY

Seja agora 1 > 19 tal que 1 € [rg, 2rg), e defina as fungoes

y1:r1+a—ac_1U e Uy =r+a+actU.
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Mostraremos que v, e U s@o, respectivamente, sub e supersolucao de (P),. Observe que
204+ 2rg >2a+71 >a—+ 1.

Assim, pela monotonicidade de h tem-se que

a a
€ < — < -
h(2a + 1)1 h(a+r))rT
Definindo
6% = % € 6% = %7
h(a+r)PT h(2a + ry)71

concluimos como no caso anterior, que v, e 7y sao, respectivamente, sub e supersolucao

da equagao (P),. Assim, pelo Teorema (ZY), a equagao (P), tem uma solugao u; tal que

Desde que
‘ l|im U(z) =0,
segue que
lim Tp(x) = lm vy(z) =ro+a

|z|—o0 |z|—o0
e

‘ llirn Uy1(z) = | llim v () =71 +a.
Portanto,

‘ l|im u(x) =ro+a e ‘ 1|im uy(z) =r1 + a.

Assim,

Repetindo este processo, concluimos que para cada r € [rg, 2r)), a equacao (P), tem
uma solucao u, tal que

lim w,.(z) =7+ a.

|z|—00
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Portanto, a equagao (P), possui infinitas solugoes limitadas em RY, todas maiores ou

iguais a ryg.

3.3 Demonstragao do Teorema (M S3): (Introdugao)

Para demonstrar o Teorema (M S3) necessitamos do resultado abaixo que serd demons-

trado no Apéndice A.

Lema 3.3. Seja F' uma fungao tal que F: R — (0,00) € nao-decrescente e satisfaz

/ dt - < 00, onde / F(s
1 G(t)r

*  ds
/1 —F(s)p%l < 0. (3.23)

A idéia da demonstragdo do Teorema (M S3) é construir sub e supersolucao de (12) e

Entao,

em seguida aplicar o Teorema (ZY’). Para tanto, provaremos inicialmente que existem
constantes positivas a, b onde a < b de modo que
b
dt
U(l‘)</—1, VwERN.
a F(t)rT

Demonstracao: Pelo Lema 3.3, temos que

°di
/1 o= < 0. (3.24)

Afirmacao 3.3.1: Existem constantes positivas a,b onde a < b tais que

boodt
U(I’)</—l, VI’ERN.
o F(t)rt

De fato, por (11)

*dt
U@ < Ul [ S, VoeRY
o F(t)rT

A prova do Lema 3.3 encontra-se no Apéndice A.
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/00 dt _/1 dt +/°° dt
o Ftyri Jo Ft)yrt 1 F@)e1

Entao, temos dois casos a considerar

Looat
W /0 o

Lot
) /0 PO

Analisando o caso (1):

Como

/OO dt
1 < OO?
o F(t)rT

tome 1y, m2 > 0, de tal modo que 71 < 12 €

dt
F(t)rT

1Vl <m<m< [
0

Observe que

, "oodt / < dt
lim — = —.
n=ooJo F(t)r1 o F(t)r1

Portanto, existe b € N, tal que se n > b, tem-se

/” dt -
1 n2.
o F(t)r1

b dt
/ > (3.25)
0o F(t)r1

Tomando n = b, temos que

Ou seja, para 0 < a < b, a desigualdade (3.25) é reescrita da seguinte forma
_ /“ de /” dt
2 .
o Fit)r7 Ja F(t)rT

i S dt
lim — =
s—0 0 F(t) =1

Desde que
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entao existe a > 0 tal que

/a dt
T <My — M.
o F(t)rT

@ dt
0o F(t)r1

Desta forma,

Dai, de (3.25) e (3.26), temos

@ qt boodt @« qt
U(x)<771<772_/ 1</ 1_/ 1
o F(t)r—1 0o F(t)rT o F(t)r—1

e, sendo a < b,

Portanto, se

/°° dt
- <09,
0o F(t)r1

segue que existem constantes positivas a, b onde a < b tais que

bt N
U(l‘) < —_— VaxeRY.
a F(t)ffl

Analisando o caso (2):

Como

/1 dt
1 =0
o F(t)r1

- Uodt
lim — =00
s—0 J, F(t)pj

1
dt
[ S
a F(t)p_l
Consequentemente,

Ldt bt
||U||oo</ 1 </—1, Vb 1.
a F(t)ﬁ a F(t)ﬁ

41
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Entao, existe a > 0 tal que
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Portanto, segue dos casos (1) e (2) que existem constantes positivas a, b tais que

0<U(x) < / b F(j)t;l' (3.27)

Defina v : RY — (a,b) dada por

b at
Uie) = /v(m) F(t)rm

No que segue, provaremos que a funcao v estd bem definida. Para tanto, faremos uso do

Teorema da Funcao Implicita.
Inicialmente, defina
0:(0,00) x RY — R

(so0) — glon)= [ O

F(t)71

—U(x).

A aplicacao ¢ tal como foi definida, é de classe C*((0,00) x RY), visto que

Oy _ 1 dp o
85 (SVT) - F(S)p%l e axi(‘g?x) - axl(‘r)

sdo continuas para todo x € R, pois F' ¢é continua por hipétese e U € CH(RY) pela
Proposigao 3.1. Adicionalmente, de (3.27), temos que, se s > b, entdao p(s,z) < 0 e se

s < a, o(s,r) > 0, pois

bt bodt
V< / Ft)mr Viw) < / Ft)mr viz).

Como F(t) > 0, concluimos pelo Teorema do Valor Intermedidrio que para cada x € RY,

existe um unico 6(z) € (a,b) tal que p(f(x),z) = 0. Sabendo que F' é nao-decrescente,
segue que

Op 1 Oy 1
—(s,2)=——5< 0= —(0(z),r) =——— <0
T T

Logo, pelo Teorema da Funcao Implicita existem abertos A C (a,b) e B C RY tais que,

para todo z € RV existe d, > 0 e uma tinica funcio &, de classe C'(Bs, (), (a,b)) tal que
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v(&:(y),y) = 0, para todo y € Bs,(x). Por unicidade segue que &,(y) = 6(y), para todo
y € Bs, (z). Dai, 8 € C*(B;s, (), (a,b)). Seja v : RN — (a,b) dada por v(y) = &.(y),

para cada B;,(z). Desta maneira, v € C*(RY, (a,b)) e v estd bem definida.

Afirmagao 3.3.2: v tal como definida, é subsolugao de (12).

De fato,

N
0 oU
_ — ; p—2 — p—2
p(x) div(|VUP~*VU) ;1 9. (|VU| 8@)

— p—2

» Lo’ o)) 1 o
It (<F(“)"116_“> +“'+<F<v>ﬁ“%)) '<_F<v)p116_xi>

- () S (e (2))

1
_ ; p—2
= (U)dw(|Vv| VU) +

F'(v)[Vo]?
F2(v)

além disso, como F' é nao-decrescente, entao F'(u) > 0 para todo u € (0, 00). Logo,

_div(|Vu[P*Vu) - F'(v)[ Vol
F(v) F2(v)

—p(xr) = div(|[VUP2VU) =

 div(|VolP~2 Vo)
N Flv)

Ou seja,
div(|VoP~2Vv) > p(z)F(v) > f(z,v),
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onde a ultima desigualdade segue pela hipdtese (9). Portanto, v é uma subsolugao de
(12), o que prova a afirmacao 3.3.2. Tomando w = b, temos que w é uma supersolucao
de (12), visto que

0 = div(|Vw|'?Vw) < f(z,w), VzeRY

e w € CYRY). Partindo do fato que, v e w sao sub e supersolucao respectivamente de
(12), e mais, que v(z) < w(x) para todo x € RY, concluimos pelo Teorema (ZY') que
existe uma fungao u € CHRY) que é solucio de (12) satisfazendo v(z) < u(x) < b para

todo z € RY. Além disso, pela Proposicao 3.1, temos que

b
dt

0= lim U(z)= lim —.

jal =00 fel—00 Ju() F(t)7T

Logo, lim v(x) =b e, como w = b é supersolugao, temos que

|z|—o0

lim u(x) =b.

|z|—o0

Tome agora by > b e considere v; tal que

b dt
Uz) = / -
vi(x) F(t) p—1

Com raciocinio andlogo, v; é subsolucao e by supersolucao de (12), onde vy(x) < by

para todo x € R,

Assim, pelo Teorema (ZY'), existe uma soluc¢ao u; de (12) tal que

lim wy(z) = by > b.

|z|—o00

Por esta razao, u; # u.

Desde que b pode ser escolhido como uma constante positiva suficientemente grande,
a equagao (12) possui uma infinidade de solugoes inteiras positivas limitadas, todas elas

limitadas inferiormente pelo niimero positivo a.
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3.4 Demonstragao do Teorema (M S,): (Introdugao)

~ . a
Demonstracao: Inicialmente, escolha a > 0 tal que || U || < @ —.
F(a)r1

Como U(z) > 0, segue que

0<U@) <||U ||, < ——.
———

a)r-1

Além disso, como F' é continua por hipdtese, entao existe algum e > 0 tal que

0<U@) < — 2 . (3.28)
F(a+e)rT

Nosso objetivo é encontrar solugoes para a equagao (P), usando o Teorema (ZY'). Para

tanto, observe inicialmente que v; = € é subsolucao da equagao (P), pois
0 = div(|Ve[P2Ve) < f(z,¢), VaeRY,
além do que, v; € CH(RY). Agora, seja
Vg = (9) U+e
c
onde ¢ = [| U [| (g, Segue que

—div(|Vua[P2Vuy) = —div(|V(ac'U + €)|P>V(ac U + ¢))
= —(ac” P div(|VUP2VU)

= (ac™)""p(x).

De (3.28), temos que

Deste modo, obtemos
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Sabendo que a + € > % U(x) + €, entao
F(a+e¢€) > F(vq). (3.29)
Logo, da hipétese (13) e de (3.29), segue que
—div(|Vv|"7*Vvg) = (ac™)" " p(x) = Fla+ €)p(x) > F(va)p(x) > f(z, va).
E, sendo vy de classe C1(RY), segue que esta ¢ supersolugao de (P),. Adicionalmente,

vi(z) < va(z), V z € RY. Dai, pelo Teorema (ZY), existe uma solugao u € C*(RY)

para a equacao (P), satisfazendo

Como
| lllm va(x) = | 1‘1m (ac”'U(z)+e)=¢ e wv(z)=c¢,
temos que
| 1|im u(z) =e.
Agora, considere €¢; < € tal que U(z) < %. Observe que vg) = € é ainda
F(a + ‘El)l’f1
subsolugao da equacao (P), e definindo vél) = ac U + €, esta, é ainda supersolucao de

(P),. Além disso, v%l)(x) < vél)(x), VreRN

Dai, concluimos pelo Teorema (ZY) que existe u; € CH(RY) que é solucio da equacio
(P), e satisfaz

0<e <u(x) < Uél)(l'), Vr e¢RY.

Desde que,
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temos que

lim uy(z) = €

|z|—o0

e, portanto, u;(x) # u(z), Ve RV,

Como € pode ser escolhido arbitrariamente pequeno, a equagao (P), possui uma in-

finidade de solugoes inteiras positivas limitadas.
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APENDICE A

RESULTADOS TECNICOS

Neste apéndice provaremos alguns resultados auxiliares utilizados nas demonstragoes

dos Teoremas do Capitulo 3.

A.1 Demonstracao da Proposicao 3.1:

Demonstracao: Defina

V(x):/; (SNll /OStN—1¢(t) dt)pllds.

Observe que pela hipdtese (3.1), V estd bem definida.

Afirmacao A.1.1: V é uma solugao fraca de

—div([VV[P2VV) = ¢(|z|), Vo eRY.

48



Apéndice A. Resultados Técnicos

De fato,

1

V(m)—/ooo (SNl_l /OStN—lz/;(t) dt)pllds—/ow <3N1—1 /OStN‘lw(t) dt) s (A1)

Dai, derivando (A.1) com relagao a z; obtemos,

oV o ([~ : =
e —

Agora, note que

2| = B
(=N—p+2)
VV[P? = |z (/ N Lep(t) dt) (22 + ..+ 2%)

0

—Np+2N+p—2 ‘:L‘| Pt
= ||o|T (/ N1 (1) dt)
0

Assim,

1 p—2

e o] S A =
VVPRVY = —afe ( / L) dt> o] A < / N =L4) dt)
0 0

p—2+1

— —x|x|‘”‘ﬁ+2}’f’{+2N+p—2 </|m| tN_lZD(t) dt> .
0
||
= —zla|™N / tNl(t) dt | .
0

Seja ¢ € Cg°(RY). Entao,
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|VV|P2VV Ve dx =

N i N-1 ]
/RN [_xm_ (/0 T (t) dt) Ve dz
0
/RN ; [#[” - (/ tNilw(t) dt | x; a;i dx
N N || tN—l A di | agp .
_ZZ:;/RNM /0 U(t) v o da
= o [ j
Z rN OT; o </0 N l(t) dt) 371] p dx
i=1 i|
ol ol
e _mz‘|fE| N (/0 N () dt)]
- . ja
/RN ; [ai (/0 Y1 (t) dt) 2| Na; + (/0 N (t) dt) |x|N] o du

N
- Ti | _
/ S Jal ¥ M((al) el e ¢ da
RN 1 ||

@ dx

2 2 £l
/ R / g dt ) (e o do
RN || o
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@]
+ / N (/ tN L (t) dt) lz| Ny dx
RN 0
o]
= /RN 2272 (|z]) o d + /RN % (/O Nl (t) dt) (=N)|z[ ¥ Ya] ¢ da
@]
+ / N (/ tN () dt) lz| ™ ¢ dx
RN 0
= [ vl o e
RN

Ou seja,
/ |VV[P2VV Ve dz = / U(|z]) pdr, V€ CPRY).
RN RN

Portanto, V' é solucao fraca de
—div([VV[P2VV) = o(|z|), Vo eRY.

Como () = max p(y) = plr). temese que
y|=r

—div(|VVIP2VV) > p(x), VazeRY,

Observe que p é localmente Holder continua. Afirmamos que V € C’llo’j(RN ) onde A €

(0,1). De fato, provaremos inicialmente que V € C*(RY). E imediato observar que para

oV
r € RY, 2 # 0, temos que 5
T

é continua. Mostraremos, portanto, a continuidade desta
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func@o no zero. Considerando V' como em (A.1), segue que

ov . V(0 + hey) = V(0)
|he;] 1 S —1
—/ < N_l/ N (t) dt) ds
= lim 0 i 0
h—0 h
o1 e =
/ (N_l/ tNL(t) dt) ds
= —lim %" i 0
h—0 h
Dai, se h — 0,
h 1 s %
/ ( tN (1) dt) ds
N—l/
Viy = —tim 2o\
ox; h—0+ h
L’Hﬂ)ital . l ]- htN_lw(t) dt Til _ 0
B ho \ N1, -

visto que

lim
h—0+

De modo anéalogo, tem-se que

Agora, mostraremos que

= 0.

h P
(th‘l/o tN L (t) dt>

8;/- (0) = 0 quando h — 0~. Logo,

5 (0 =0
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Como
1

vepia [ [ T s wa [l =
zile| ( / hy(2) dt) < aile T |x\w(0 w)dt)

. |z| ﬁ
2ill] W(t) dt

0
|z P%l

< Y(t) dt :

0

entdo, passando ao limite na desigualdade acima quando |z| — 0, obtemos

. N_pi2 || N p—1 . || p—1
111% x|z et (L) dt < hrr(l) Wp(t) dt = 0.

IA

Isto é,
. |oV
91012(1) o (x)| = 0.
ou seja,
ov ov
l. = pu—
9, = 0 7

Portanto, as derivadas parciais de V existem e sdo continuas para todo z € RY.

Consequentemente, V' € CH(RY).

No que segue, vamos mostrar que V &€ C’l”\(RN) onde A € (0,1). Para tanto, basta

loc

verificar que VV € C%*(RY), isto é, para todo z € RV, existe r, > 0 tal que VV €

C"(B,.(2))-

Defina

Inicialmente, mostraremos para z # 0, isto é, dado z € RV\{0}, existe 6, > 0 tal que

h(x) —h
sup M < 00, paraalgum \ € (0,1).
ryeBss) T — Y
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De fato, seja d, > 0, tal que B, (z) C RV\{0}.

Observe que

8h(x) _ —N-—p+2 |] N1 p=1 o —N—p2 || N1 p—1
or, — ouldl (/0 @ dt ) - \zvl/0 () dt
T p-1
Sl AR AO
0
2| o1
—N—p+2 —N-20-1) T / N1
- Ti\———7 ) IT p—l — t t) dt
(522 1o m(o v(t) )
\x| p—1
_ . % L N—-1 N—1 ﬂ
il (;5) (/0 t w<t>dt) o w(lel) )
o [ 1l 7T
= ol ([ a
0
N—p+1 || p—1
o () (t

_ x?LﬂW »(|z|) (p%l) (/Om tN—lw(t) dt) . .

oh
Portanto, . é continua para todo z € RV\{0}, o que implica V' € C?*(RV\{0}). Isto &,

7

dado z € (RV\{0}), existe §, > 0 tal que V' € C?*(B;s.(z)) com Bs,(z) C RV\{0}. Além

disso, pelo Teorema 1.7, vale a imersao

V € O*(Bs,(2)) — C*"(Bs.(2)), Y Ae(0,1).

Como z € RY foi tomado arbitrariamente, segue que V e C2X(RN\{0}).

loc
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Se z = 0, entao

1

h(x) — h(0)] eraﬂﬂ*$¢2(4“ywaﬂodgpl

|z —O]A

1

N-—p+2 || Pt
—)\+1 7p71 tN—l t dt
][] (A o) )
|z| ﬁ
= Il’l_k< U(t) dt) :
0

assim, pela Férmula do Valor Médio para integrais (Teorema 1.14), temos

IA

B < e (0@ Il = el (0,
onde 0 < 0(z) < |z|.

Tomando 0 < \ < p%l, obtemos

() — h(0)]
|z =0}

1

< |z g(0(x) < C,

onde C é uma constante.

Portanto, V' € Cllo’c)‘(RN ). E assim, concluimos que V' é uma supersolucao para a equacao

(P), onde tomamos f(z,t) = p(t). Observe ainda que w = 0 é subsolugao para o referida

equacao e

o0 1 S p%l
OSV(x):/ (SN_1/0 tN ) (t) dt> ds, VxcRY,

x|

ou seja, a subsolucao é menor ou igual a supersolucao para todo z € RY. Logo, concluimos

pelo Teorema (ZY') que a equagao
—div(|VUP2VU) = p(x)
possui uma solucao inteira U, limitada pela sub e supersolucgao, respectivamente. Ou seja,

0<U(z) <V(z) < Hy <00, VzeRY

25



Apéndice A. Resultados Técnicos

Como
o 1 S p%l
lim V(z) = lim [/ ( Nl/ Nl () dt) ds
|z]—o0 |z|—o00 0 S 0
= 1 N1 -1
— i 1, " p(t) dt ds| =0,
segue que
‘llim U(z) =0,

e isso conclui a demonstracao da Proposicao 3.1.

A.2 Demonstragao do Lema 3.2: (Capitulo 3)

Demonstracao: Considere

J(r) = /0 ' (th /O ") ds) o (A.2)

Reescrevendo (A.2) temos

J(r) :/01 (tl—N /Ot sV (s) ds)pll dt+/1r (tl_N /Ot sVl (s) d8>;1 dt. (A.3)

Note que para demonstrar esta proposicao temos dois casos a considerar, isto é, o caso

em que 1 < p < 2 e outro, quando p > 2. No que segue, provaremos o caso 1.
Casol: 1<p<2

De (A.3), vemos que

1 1

/01 (tl—N/otsN‘lw(s) ds)pldt < /Olt;ff RS </0t¢(8) ds) &

= [ @(O(t)FT t7T dt < oo,

0

26



Apéndice A. Resultados Técnicos

onde 0 < 4(t) < t. Entao

1

J(r)<Ci+ /T (tl_N /t sN Tl (s) ds) o dt,
1 0

onde
1 1 1
& ::/ Y(O(t))r—T tr—T dt.
0

i
Agora, considerando a fungao convexa ¢(t) = t»-1, teremos

) (/Ot SN_1¢(S)ds) = (/Ot sN—1¢(s)ds> & :

Assim, pela proposicao 1.11 (desigualdade de Jensen), segue que

VRS
C\H_
V)

b
<
w
S~—

QL
V)
N———
]
L
IN
~

Logo,
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Sabendo que,

" 3 _N—p Loy 1 " 3_N—p 1 1
[ ([smvetas)a < [0 ([ o) a
1 0 1 0

r 3—N—p
= Cg/ t 1 dt
1

1

onde pela Férmula do Valor Médio para integrais (Teorema 1.14), Cy := ¢(0(t))71 e,

como por hipotese N > 3, segue, passando o limite quando r — oo na ultima desigualdade

que

" 3_N—p Loy 1
/ £ (/ sp=1 q)(s)p1 ds) dt = C3 < o0.
1 0

Agora tomando Cy = (4 + (3, obtemos

r 3—N—p ¢ -1 1
J(r)<Cy +/ $5 (/ sjzll/z(s)lllds) dt.
1 1

Integrando (A.4) por partes, implica que

r
N-1 —N+42

t ) _q
J(r) < C’4+/3P1w(s)plds(f]v+2>t p—1
1
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onde C5 = <%) > 0.

Dai, passando ao limite a desigualdade acima quando r — oo, temos que

1mjmgnm(@+@/ﬁﬁw@&). (A.5)
r—00 r—00 1

Aplicando a hipétese (A) do Lema 3.2 na integral de (A.5), obtemos

Hy = lim J(r) < oco.

T—00
Fica, assim, demonstrado o primeiro caso.
No que segue, passaremos a demonstrar o

Caso 2: p>2

Para tanto, considere

Consequentemente, uma das alternativas abaixo ocorrera:

(i) H(t)<1l, Vt>0 ou

(17) H(ty) = 1 para algum to, > 0.

Se (i) ocorrer, entao

H)71 <1, Yt>0. (A.6)

Como consequeéncia deste fato, temos

J(r) = /tHH(t)plldt
0
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Assim, usando a hipdtese de que p < N, e passando ao limite a desigualdade acima

quando r — oo, obtemos

H, = lim J(r)gCl—i—(f]\E_lp) lim r}fﬁ?_(fj\f;jp) < 00.

Por outro lado, se ocorrer (ii), entao existe so > 0 tal que para todo s > sp, tem-se

que H(s) > 1. Dai, segue que
H(s)77 < H(s), Vs> so. (A7)

Desta maneira,

Ir) = /Ortlpﬁv ( /OtsN_lw(s)ds>pldt

IN
0
_|_
N
3
~
ST
=2
X
~
N~—
s
)‘_lb—l
QU
~~

VAN
Q
_I_
»—\
S
~
=T
Su
—~
~
S~—
7=
.
=
+
\%
~
7‘7
==z
Su
—
~
N~—
p
=
~

(A7) S0 1 "N
< Cl+/ tl’lH(t)Pldt-l-/ vt H(t)dt

Ou seja,

J(r) = /Ortlp_—]lv (/Ot SN1¢<S)d5> o dt < C7+/rt1p_—11VH(t)dt (A.8)
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Integrando por partes a desigualdade (A.8), segue que

t _ —N+p "
Jr) < C +/8N_1wsds p—1 t 1
1) < ot |l ()

p—1 ' —AP N1
- (_N+p)/lt N =L (1) dt

-1 —N+p T _
= Cr+ (——I?N+p> r Pl / sN1(s)ds

0

_ (j\;ip) /01 sNLy(s)ds — <_pN;ip) /1Ttm’2;—21>“¢(t)dt

< Cr+Cs+ 09/ tN(Z:zlﬂ)@ZJ(t)dt,

1

onde

Cs = <£)J\7+1p> e /7” sV lp(s)ds e Cy= — <£)N;+1p) .

0

Considerando Cg = C; + (Y, segue que

J0) < Cut Co [ F (o

1

Passando ao limite a desigualdade acima quando r — oo, e usando a hipétese (B), obtemos

Hy = lim J(r) < oco.

T—00

Assim, acabamos de demonstrar do Lema 3.2.

A.3 Demonstracao do Lema 3.3: (Capitulo 3)

Demonstracao: Para demonstrar este lema, observe que existem constantes positivas ¢
e M, tais que
F(S)P%ZS(SP, vV s> M. (A.9)
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De fato, suponha por contradigao que o resultado (A.9) seja falso. Logo, assumiremos

que existe uma sequéncia crescente {s;}, tal que jlirglo sj; = 00, e também que
—

1

F(s;)r 1

Logo por (A.10),

Desde que, por hipotese, F' é nao-decrescente, segue que

F(S) S F(Sj), V s S [O,Sj].

Sabendo que por hipdtese,

segue que

e, por (A.12) obtemos
G(s) < s F(s) < s F(sy), vV s€el0,s;].

Consequentemente, para 1 < s; < s;, segue que

/Sj G(s) ™ ds > / [s F(sy)] 7 ds = / 57 [Pl 7 ds

S1 S1 S1

Mas por (A.11),

Elevando (A.15) a —1/p, temos

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)
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Logo, aplicando (A.16) em (A.14), obtemos

p—1

/]G(S)_;’ ds > (i) ’ /JS_; ds
51 Sj s1

ou seja,

/1 G(s) 77 ds > (}%) i (1 _ (%)) . (A.17)

Portanto, segue de (A.17) que

lim G(s) rds = o0
J70 Sy

contradizendo o fato de
/ G(t) v dt < oc.
1

Assim, existem constantes positivas 0 e M, tais que
F(S)P%lz,sép, vV s> M.

Observe que por (A.13)

G(s) < s F(s).

Entao, por (A.9), temos que (A.13) é tal que

F(s)r—1
G(s) < 5 vV s>M
Dali, inferimos que
G(s)r < F(Sg“, Vs> M
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e consequentemente, temos que

vV s> M. (A.18)
Agora reescrevendo a equagdo (3.23), obtemos que

/100#;11 N [M#;*/Mm#;y (A.19)

e como a integral de 1 a M é finita, uma vez que temos a integracao de uma funcao

mondtona num compacto, segue por (A.18), que a equagao A.19 é tal que

/ —11 dsSC’—i—l/ dsl’
1 F(s)r T 0 Jp G(s)»

onde

Mas por hipétese,  é um numero real positivo e

/°° ds
T < 00.
1 G(s)E

Concluimos entao que

o que prova o Lema 3.3.
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APENDICE B

VERIFICACAO DE EXEMPLOS E
ADAPTACAO DOS TEOREMAS
(DH) E (GL) AO TEOREMA (ZY)

Neste apéndice, faremos a verificacao dos exemplos apresentados na introducao deste
trabalho e mostraremos que as hip6teses do Teorema (ZY") podem ser adaptadas de forma
que possamos fazer uso dos Teoremas (DH) e (G L) utilizados no capitulo 2, enunciados
no Capitulo 1. Nos exemplos que se seguem, p é uma funcao que satisfaz as hipoteses da

Proposigao 3.1 e ¢(r) = 1|rn‘ax p(x).

B.1 Verificacao dos exemplos F; e Es :

(E)) —Ayu=p(x)u’In(l+u)]?, zeRY.
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Considere F'(u) = u” [In(14u)]" e analisemos os limites (i) — (iv) com restrigdes impostas

ayen.
A
(1) ulir(r)1+ = =0 quando v>p—1 e n>0
g F(u)
(1) ulir(1)1+ e 0 quando y=p—1 e n>0
F
(137) lim () =0 quando y=p—-1 e n=0
U—00 upfl
F
(tv) lim % =0 quando 0<~y<p—1 e n arbitrario,
u—0o0 U

e, em seguida, aplicaremos o Teorema (M Sy).

Observe que os casos (i) — (i74) seguem trivialmente. J& no caso (iv), temos algumas

possibilidades para n. Quando n = 0 ou 1 < 0, obtemos uhi& Zp(i) = 0. Se n =1, temos
que
S Zp(fbl) = %—;iﬂ TE I 1+ ui(lgh_qu_uﬁ)l;-l)—v-l‘
Tomando C' = (p — 1) — 7, segue que
F(u) [In(1 4 u)|"

1}1_{1010 wp—1 - T}Lnolo Cup—1)—v=1 1 gD~

(B.1)

Assim, usando L’Hopital N+m vezes em (B.1), onde m é um inteiro positivo, o numerador

tende a um numero positivo pequeno e o denominador a infinito. Logo,

F n
tim £ gy, Und 0]
U—00 'U/pfl uU—00 ’U/(pfl)*'y

=0.

Desde que a funcao f(z,u) = p(z) u” [In(1+u)]" é localmente Holder continua na varidvel

x, localmente Lipschitz em u e além disso,
[f (@, u)| = |p(x)[Ju” [In(1 +w)]"] < ¢z’ [In(l +u)]",
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segue pelo Teorema (M S;) que o problema F; possui uma infinidade de solugbes inteiras
positivas limitadas. Além do que, cada uma dessas solucoes sao limitadas inferiormente

e superiormente por uma constante positiva.
Agora analisaremos o problema
(Ey) —Apu = p(x)(1 —cosu)uP™2, =z €RY.

Para tanto, seja F(u) = uP~2(1 — cosu). A fungao F, tal como definida, satisfaz

. Flu
lim () =0,
u—0+ uP~1
visto que
. F(u) . 1 —cosu vuopitar .
lim = lim —— =" lim senu=0
u—0+ uP—1 u—0t u u—0t+

para todo p > 1.

Agora, tomando p nas condi¢oes da Proposigao 3.1 e de forma semelhante ao que foi feito
no exemplo E;, concluimos que F, possui uma infinidade de solugoes inteiras positivas
limitadas em RY, onde cada uma dessas solucoes é limitada por baixo uma constante

positiva.

B.2 Verificacao dos exemplos F3 e Fy :

(B3) —Apu=p(x)u™ xcRY
onde o > 0.

Seja F(u) = u~. Suponha que exista ¢ (|z|) tal que p(z) < 1(|z|) para todo z € RY.

Observe que a hip6tese (7) do Teorema (M S;) também se mantém, visto que

F o
lim (1) = lim o@D *2°,
u—oo UP~ U—00
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Agora, para o problema

(Ey) —Ayju=K(@u ™, zeRY

onde p* = N

Holder continuas e H,,. Note que

, suponha que exista 1 (|z|) onde K(x) < 9(|z|), ambas localmente
p

. F u . p?
lim (1) = lim u¥>» =0
u—0t+ uP~1 u—0+

onde p < N. Logo, pelo Teorema (M S;) segue que E3 e E; possuem uma infinidade de

solugoes inteiras positivas limitadas inferiormente por uma constante positiva.

B.3 Verificacao do exemplo F :

Recordemo-nos que
(E5) —Apu+ p(x)(senQ(u%l) +u)=0, zeRY, O>p—-1 ¢ p>1.

Considere F(u) = sen2(u%) + u’. Mostraremos inicialmente que o Teorema (M.S))
nao é aplicavel ao problema Fs5. Para tanto, calcularemos os limites da hipdtese (7) do

referido teorema.

u—0+ uP~1 u—0t

T O, {'SenQ(u—2> +U9‘(”_1)}.

2(, 25t 2
sen“(u 2 sen“t sent
lim ( ) = lim = lim =1
u—0t up—1 t—0t+ 12 t—0t t
Logo,
senZ(u%) o—(p-1)
lim —— tu 1,
u—0t upP
visto que
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Além disso,

Logo, o Teorema (M S;) nao é aplicavel. Agora,

t9+1

t t t t
Gt:/Fs cls:/senQup21 dS—l—/SedSZ/SedS: < 00,
(t) i (s) i (u") ) i G

dai segue que

L ((9+1))p, Vi 0.

Gty =\ ¢

Assim,

< dt 0+1\r o (p@+1r Y\ eem N (p@+1)
/1 G(t)éé/l (teT) dt_(p—(aﬂ))rlgﬁlo(r 1>_(p—(9+1))’

visto que por hipétese, § > p — 1. Desta forma, note que a hipdtese (10) do Teorema

(M S5) esta verificada. Note que

/oo a /OO dt
0o F(t)ri 0 (sen2(t"F) 4 t9)i T
o0 ]
< / t =1 dt
0

p—1 . p=(0+1) . p=(0+1)
= | —————— {hm r r—1  —limr »-1 } = 00.
p— (0 + 1) r—00 r—0

Entao, tome p tal que

©© dt
U < / _
o F(t)rt

Logo, a hipdtese (11) estd verificada, donde concluimos que o problema Ej possui uma

infinidade de solucoes positivas limitadas em RY.

69



Apéndice B. Verificacdo de exemplos e adaptacao dos Teoremas (DH) e (GL) ao
Teorema (ZY)

B.4 Verificacao do exemplo Ej :

(Bs) —Apu=p(x)u’™t, zeRY

Seja F'(u) = uP~'. Desde que

F
im 20 4
u—0+ uP~1

F
i £
u—oo yP~1

segue que a condicdo (7) do Teorema (M .S7) nao é satisfeita. Além disso, observe que

— (2—p)rlim [ 7 dt

r—00 1

_ (z—p)i( ) lim (-5 — 1) = oo.

p
2p — 2

Desta maneira, o Teorema (M S3) nao é apropriado para este exemplo. Mas, observe que

Logo,

t
sup T =1
te(0,00) F(t)ﬁ

E,se || U |, <1, entdo o Teorema (M Sy) se aplica. Observe ainda que, quando

Ul 21,
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tome A > 0 tal que A|| U || < 1. Assim,

—A,(AFTU) = M(=A,U) = Ap(2).

Logo, o problema

(P)x: U@x)>0 em RY

U(z) -0 quando |z| — o0
\

tem uma solucao V = AU. Além disso, existe um ntimero \* > 0 tal que o problema
—Apu+ Ap(z)F(u) =0, RN
u(r) >0 em RY

tem uma infinidade de solucgoes positivas, limitadas inferiormente por uma constante

positiva, para cada A € (0, \*).

B.5 Aplicacao do Teorema (DH) (Capitulo 1)

Observe que, como B é um subconjunto compacto de RY, entdo as funcoes v e w

assumem valores maximo e minimo em pontos de Bx. Ou seja,
ChL<w(z) < g(z) <v(r) < C%, Yz € Bp.

Desde que, pelo Teorema (ZY), f é uma fungao real localmente Lipschitz continua na
variavel v no conjunto X, segue que f é continua na varidavel u. Dai, f assume valores
maximo e minimo em pontos do intervalo compacto [C'%, C%]. Desta forma,
fau)l < max |f(0).
t € [Ck,C3]
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Ou seja, para cada x € RY, f é limitada na varidvel u, o que motiva a seguinte definicao

kip(@) = N | f(z, t)].

Afirmacgao B.5.1: ki € L”(Bg), onde 1 < p < oo.

Para tanto, observe que por hipétese do Teorema (ZY'), f é uma fungao real definida
em RYV*! e 6 localmente Holder continua com expoente A € (0, 1) na variavel . Logo, f

é continua para todo x € RY, e portanto, para todo z € By. Dai, segue que

|f(z,u)] < sup |f(y,s)] < Cr
(y,8) € Brx [CII_B,CIQ{]

o que implica,
kl,R(x) S C\R e BR.
Como consequéncia deste fato, k; € L>°(Bg) C L (Bg). Agora, w é subsolucao em RY

da equacao (P),. Entao,

/ IVw|P2VwVp dr < flz,w)pdr ¥V pe CPMRY) e ¢ >0.
RN

RN
Considere o € Wy*(Bg), 0 > 0 e b, > 0 € C°(Bg) tal que ¢, ~—= ¢ em WP(Bp).

Defina @Zn : RY — R dada por

~ ¢n($)7 S BR
() =
0, z € BY

Logo, i/;n € C(RY) e QZR > 0 para todo € RY. Desta forma,
/ IVwP2VwVi,ds = / IVwP2VwVi, de < / Flz,w) ¥, do
RN Bgr Br
— / f(z,w) Uy dz, Yn>1.
RN
Isto é,

/ |Vw[P2VwVi, do < f(z,w) Y, dv, ¥n>1.
Bgr

Br
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Segue, passando ao limite a iltima desigualdade, que

/ IVw|P*VuwVoe do < f(z,w) o dx.
Br

Br
De forma andloga, obtemos que v é supersolucao fraca do problema (P)g para toda ¢ em
WyP(Bg) com ¢ > 0 em Bg. Portanto, concluimos que o problema (P)p admite uma
solugao fraca ug com

w(z) < ug(r) <v(x), YV z € Bg.

B.6 Aplicacao do Teorema (GL) (Capitulo 1)

A idéia bésica da aplicagao deste Teorema é considerar €2 como sendo Bpg,, uma bola

de raio Ry em RY e funcoes apropriadas que satisfacam as hipéteses pertinentes.

Para Ry = 2, temos que ug é solugao fraca do problema (P)g para todo z € Ba.

Prosseguindo, verificaremos as condigoes (i) — (iv) do Teorema em pauta.

Para todo (z,2,n) € OB X [—My, My] x RY, e para todo (y,w) € Br x [—My, M)

onde My = maz {max v, —min w} consideremos

Az, zym) =2 n e Alz,z,n) =" n
Segue-se entao que,
i m

a(z,2,m) = a—n,(fﬂ,z,n) =(p—2) nP? it I[P~ &;;.
J

Ou seja,
a’(x,2,m) = (p—2) [n["~* n; my + P~ 655

Sabendo disso, temos

N N N
alwam) &G =Y =2 Pt GG+ P65 &
i =1 ij=1 ij=1
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Teorema (ZY)

Como,
N N N
Y= &g = D =Pt & Y
ij=1 =1 Jj=1
N N
= > =2 m&nO=@-2 " 0 D mé&
i=1 i=1
= (p=2)P* & & =(—2) P (ne?
e7
N
> Il ey 66 = Z n[P= & = |nl"~ &P,
=1 i,j=1
entao,
N N
Z (@, 2 &8 = > (p—2) P~ 4mm&@+2!n\p 26, 6 &
7j=1 2,j=1 i,j=1

= (=2 Pt (& + P Il

Ul

Considerando A = 1, k = 0 e m = p — 2, temos que a condi¢ao (i) do Teorema (GL) é

satisfeita.

Para a condicao (i), assumindo £ = (1,1,--- ,1,1), segue que

N

N
D=2 P & &G+ P& & = (p=2) Pt &)+l e

i,j=1 i,j=1

< (p=2) [l lPEf + "= 1€

< N(p-1)ngr2
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Apéndice B. Verificacdo de exemplos e adaptacao dos Teoremas (DH) e (GL) ao
Teorema (ZY)

Logo,
N N
Zaw(ﬂ%zan) = Za’ I' < 7751 g]
i,7=1 2,7=1
N N
= D =2 &G+ Y P&
i,j=1 i,j=1

< [N@p-1) [P
= Np—1) ™

Tomando A uma constante tal que A > N(p — 1), concluimos que a condicao (i7) estd

verificada.

Afirmamos que o item (7i7) é imediato, visto que
Az, 2,m) — Aly,w,n)| = [P0 — 0P 720 = 0 < AL+ [n)™* [z —y|* + |2 —w|]

Quanto ao item (iv), tal como visto na afirmacao B.5.1 da aplicagao do Teorema (DH),

observe que

~

|B(z,2,m)| = |f(x,2)] < max 1 (y,8)] < Cy < Cy(14]n))P~22 = Cy (1+]n|) 2.

(y,5) € Bax [C1,CF)
Logo, tomando A = max(al, N(p—1)), segue que a condigao (iv) estd verificada. E, visto

que ug é uma solugao fraca do problema (P)g com

I ur |y < 1wl psepy) + 110l eo(p,) = Mo,

entao pelo Teorema (G'L) existe uma constante 8 = B(A/A\,m, N) > 0 tal que up € C+¥(
Como pelo Teorema 1.7 vale a imersao C?(B;) — C'(B;), entdo up € C'(B;). Além
disso,

| ur Hl,ﬁ < C;(A/)\,m,MO,N, By).
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Apéndice B. Verificacdo de exemplos e adaptacao dos Teoremas (DH) e (GL) ao
Teorema (ZY)

Tomando agora §2 = B3 no Teorema (G L), obteremos que existe uma constante
C; = Cé(A/)H m, M07 Na B3)

tal que

!

| ur Hl,ﬁ < Cy.

Logo, para toda bola com raio R > 2, o mesmo argumento se aplica, donde teremos
que a norma de ug no espaco C?(Bp,) ¢ limitada por uma constante independente de

R.
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