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Resumo

Neste trabalho abordamos os seguintes problemas, que generalizam o Problema Restrito
de Burnside.

1. Sejam n um inteiro positivo e w uma palavra. Seja X a classe de todos os grupos G
satisfazendo a identidade w™ =1 e tendo o subgrupo verbal w(G) localmente finito. Serd
que X é uma variedade?

2. Sejam m um inteiro positivo e w uma palavra. Suponhamos que G é um grupo
residualmente finito tal que todo w-valor tem ordem dividindo n. Sera que o subgrupo
verbal w(G) é localmente finito?

No caso em que w = x, ambos tratam exatamente do Problema Restrito de Burnside
que, de acordo com Zelmanov, tem resposta positiva. Discutimos resultados que
apresentam respostas para muitas outras palavras w. Nossas principais contribuicoes sao
generalizagoes de resultados envolvendo comutadores multilineares e palavras de Engel.
No desenvolvimento, somos levados a aplicar as técnicas Lie-tedricas introduzidas por

Zelmanov.

Palavras chaves: Variedades de Grupos, Problema Restrito de Burnside, Algebras de Lie.
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Abstract

We study the following questions that generalize the Restricted Burnside Problem.

1. Let n be a positive integer and w a group-word. Consider the class of all groups G
satisfying the identity w™ = 1 and having the verbal subgroup w(G) locally finite.
Is that a variety?

2. Let n be a positive integer and w a group-word. Suppose that G is a residually
finite group in which any w-value has order dividing n. Is the verbal subgroup w(G)
locally finite?

In the case w = =z the questions are precisely the Restricted Burnside Problem.
According to Zelmanov this has positive solution. We show that the answer is positive
for many other words w. The new results that we present are about multilinear
commutators and Engel words. Our main tool is Zelmanov’s techniques created in his

solution of the Restricted Burnside Problem.

Key words: Varieties of Groups, Restricted Burnside Problem, Lie Algebras.
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Lista de Simbolos

G™ n-ésima derivada de G
Tn(G) n-ésimo termo da série central inferior de G
G" subgrupo gerado pelo conjunto das n-ésimas poténcias dos elementos de GG

N¢(H)  normalizador de H em G

Co(H)  centralizador de H em G

|G| ordem de G

|G : H|  indice de H em G

(S) subgrupo gerado pelos elementos de S

F(Q) subgrupo de Fitting de G

h(G) altura de Fitting de G

h(n) numero de divisores de n contando multiplicidades
Frat(G) subgrupo de Frattini de G

B(m,n) grupo livre de Burnside m-gerado de expoente n

adx operador adjunto determinado por x
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subgrupo de G definido por D; = D;(G) = H vj(G)plc

Jpk>i
corpo formado por p elementos
subgrupo verbal de GG correspondente a palavra w
palavra que é produto de i d-comutadores
palavra que é produto de ¢ k-Engel valores
produto de todos os p/-subgrupos normais de GG, onde p’ é um nimero primo

diferente de p
conjunto de todos os nimeros primos divisores de |G|
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Introducao

Em 1902, William Burnside, em seu trabalho intitulado ‘On an unsettled question in

theory of discontinuous groups’, levantou a seguinte questao:
E verdade que todo grupo periodico € localmente finito?

Esta questao ficou conhecida como O Problema Geral de Burnside.

Outra formulagao muito natural ficou conhecida como O Problema de Burnside:
E verdade que todo grupo de expoente n € localmente finito?

Ambos os problemas supracitados tém respostas negativas (na Segao 2.1 descrevemos

maiores detalhes). Ainda no mesmo contexto, surgiu outro tema de investigagao:

Serd que dados inteiros m,n > 2, existe apenas um numero finito

de grupos m-gerados de expoente n que sao finitos?

Esta questao é conhecida como O Problema Restrito de Burnside e foi respondida
afirmativamente no ano de 1989 por meio de trabalhos de Zelmanov, os quais foram

celebrados pela comunidade matematica.

A solugao do Problema Restrito de Burnside por Zelmanov [59, 60] ofereceu grandes
contribuicoes ao desenvolvimento da Teoria dos Grupos. Com a utilizagao dos métodos

envolvidos, outros problemas vém sendo resolvidos de maneira efetiva.
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Introducao

E bem conhecido que a solucao do Problema Restrito de Burnside é equivalente a cada

uma das seguintes afirmacoes:
2.2.2. A classe de todos os grupos localmente finitos de expoente n € uma variedade.
2.2.5. A classe de todos os grupos localmente nilpotentes de expoente n é uma variedade.

A equivaléncia das Afirmagoes 2.2.2 e 2.2.5 segue do famoso Teorema de Redugao de
Hall-Higman [11].

A partir das técnicas empregadas, generalizacoes do Problema Restrito de Burnside

podem ser discutidas e algumas variedades de grupos interessantes tém sido descobertas.

Entendemos por variedade de grupos uma classe de grupos definida por equagoes.
Mais precisamente, se W é um conjunto de palavras nas variaveis x1, zs, ..., a classe de
todos os grupos G tais que W(G) = 1 é chamada de variedade determinada por W. Pelo
Teorema de Birkhoff, variedades sao aquelas classes de grupos fechadas com respeito a
subgrupos, quocientes e produtos cartesianos de seus membros. Se w é uma palavra nas
variaveis x1, Ta, ..., Ty, podemos ver w como uma fungao de m variaveis definida sobre
qualquer grupo dado GG. Denotamos por w(G) o subgrupo verbal de G gerado pelos valores
de w. Nosso principal interesse é discutir certas generalizacoes para o Problema Restrito
de Burnside. Nossas discussoes estao focadas em fatos relacionados aos problemas abaixo,

os quais foram propostos em [47].

Problema 2.2.7. Sejamn > 1 e w uma palavra. Serd que a classe de todos os grupos G

satisfazendo a identidade w™ = 1 e tendo w(G) localmente finito € uma variedade?

Problema 2.2.8. Sejam n > 1 e w uma palavra. Serd que a classe de todos os grupos G

satisfazendo a identidade w™ =1 e tendo w(G) localmente nilpotente é uma variedade?

A palavra w é chamada de comutador se a soma dos expoentes de cada variavel
envolvida em w é igual a zero. De acordo com a solucao do Problema Restrito de Burnside,
as respostas para os Problemas 2.2.7 e 2.2.8 sao positivas no caso particular em que w = x.
Na verdade, a resposta é afirmativa sempre que w é uma palavra ndo-comutador (isto serd
demonstrado no Capitulo 2). Desta forma, os Problemas 2.2.7 e 2.2.8 sdo essencialmente

sobre palavras comutadores. Nao é conhecido se eles sao equivalentes.
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Introducao

Em [46], o Problema 2.2.8 foi resolvido positivamente no caso em que w é a palavra
central inferior [z, zs,...,z]. Em [47, 48] respostas positivas foram apresentadas para
outras palavras. Com respeito ao Problema 2.2.7, em [49] Shumyatsky apresentou uma
solugao positiva no caso em que w ¢é um produto de determinada quantidade de
comutadores da forma [z1,xs,...,2;]. Mais precisamente, em [49] foi demonstrado o

seguinte resultado:

Teorema 2.2.15. Para quaisquer inteiros positivos k e n existe um inteiro positivo
t = t(k,n), dependendo apenas de k e n, tal que a classe de todos os grupos G tendo
Y (G) localmente finito e satisfazendo a propriedade de que todo produto de t comutadores

da forma [x1, 9, ..., x| tem ordem dividindo n € uma variedade.

Um dos principais resultados que apresentamos nesta tese refere-se a uma resposta
positiva para o Problema 2.2.7 quando w ¢ um produto de certa quantidade de
comutadores multilineares. Dizemos que w é um comutador multilinear de peso k
quando w possui a forma de um monoémio multilinear de Lie em exatamente k varidveis
independentes. Exemplos particulares de comutadores multilineares sao as palavras

derivadas e as palavras centrais inferiores.
A seguir enunciamos nosso resultado, que foi apresentado em [51].

Teorema 4.0.1. Seja w um comutador multilinear. Para qualquer inteiro positivo n
existe um inteiro positivo = p(n), dependendo apenas de n, tal que a classe de todos os
grupos G tendo o subgrupo verbal w(G) localmente finito e satisfazendo a propriedade de

que todo produto de p w-valores em G tem ordem dividindo n € uma variedade.
Observamos que o Teorema 4.0.1 melhora o Teorema 2.2.15 de duas formas:

(i) primeiramente, o novo resultado é provado para qualquer comutador multilinear

(o resultado anterior refere-se apenas a palavras do tipo [z1, T2, ..., Tg]);
(ii) além disso, p depende apenas de n (no resultado anterior, ¢ depende de n e da

palavra w).

Estas conquistas foram possiveis devido a uma conveniente aplicacao do Teorema de
Segal, que afirma que o grupo derivado de um grupo prosolivel finitamente gerado é
fechado [40].

14



Introducao

Entendemos que o estudo mais relevante de comutadores nao multilineares é
certamente o caso das palavras de Engel. Estas sao definidas indutivamente pelas
equacoes:

[xv()y] =,

[, ky] = [[2, k19, y].
Em [50], Shumyatsky apresentou o seguinte resultado:

Teorema 2.2.16. Sejam q uma poténcia de primo e k um inteiro positivo. FExiste um
inteiro positivo t = t(q, k), dependendo apenas de q e k, tal que a classe de todos os
grupos G satisfazendo a identidade ([z1, xvh] -+ [Te, kye])? = 1 e tendo o subgrupo verbal

correspondente a k-ésima palavra de Engel localmente finito € uma variedade.

Neste trabalho estendemos o Teorema 2.2.16 para o caso em que n nao ¢ mais uma
poténcia de primo e sim um inteiro positivo qualquer. Isto é exatamente o que diz o

teorema a seguir, apresentado em [52].

Teorema 5.0.1. Sejam n e k inteiros positivos. Existe um inteiro positivo A = A(n, k),
dependendo apenas de n e k, tal que a classe de todos os grupos G satisfazendo a
identidade ([z1, ky1] - - [xx, kYx])" = 1 e tendo o subgrupo verbal correspondente a k-ésima

palavra de Engel localmente finito € uma variedade.

As demonstragoes dos Teoremas 4.0.1 e 5.0.1 envolvem as seguintes ferramentas: a
classificagao dos grupos simples finitos, a teoria de Hall-Higman, os resultados Lie-tedricos

de Zelmanov e o Teorema de Segal [40].

Discutimos, ainda, alguns resultados sobre grupos residualmente finitos relacionados

a generalizacoes do Problema Restrito de Burnside. Consideramos o seguinte problema:

Problema 2.3.4. Sejam n um inteiro positivo e w uma palavra. Suponhamos que G €
um grupo residualmente finito tal que todo w-valor tem ordem dividindo n. Serd que o

subgrupo verbal w(G) € localmente finito?

Mais precisamente, apresentamos corolarios de nossos principais resultados sobre

variedades. Estes se referem a respostas positivas para o Problema 2.3.4:

15



Introducao

Corolario 6.0.1. Sejam n inteiro positivo e u = p(n) como no Teorema 4.0.1. Se w é
um comutador multilinear e G' € um grupo residualmente finito satisfazendo a propriedade
de que todo produto de p w-valores tem ordem dividindo n, entdo o subgrupo verbal w(QG)

€ localmente finito.

Corolario 6.0.2. Sejam n e k inteiros positivos e A = \(n, k) como no Teorema 5.0.1.
Suponhamos que G € um grupo residualmente finito satisfazendo a identidade
([x1, k1] -+ [T2, kUn])™ = 1. Entdo o subgrupo verbal correspondente a k-ésima palavra

de Engel € localmente finito.

Enfatizamos que nossas discussoes baseiam-se principalmente em estudar condicoes
sobre o inteiro n e a palavra w no intuito de obtermos respostas positivas para
os problemas propostos. O primeiro capitulo traz uma miscelania de resultados da
Teoria dos Grupos necessarios para o desenrolar de nossas argumentagoes. O Capitulo 2
apresenta um breve histérico sobre o Problema de Burnside, bem como consideracoes
a respeito de outras questoes que generalizam o Problema Restrito de Burnside. No
Capitulo 3 abordamos alguns métodos lineares em grupos nilpotentes, focando as técnicas
Lie-tedricas encontradas na solugao apresentada por Zelmanov. O Capitulo 4 é dedicado a
demonstracao do Teorema 4.0.1, que generaliza o Problema Restrito de Burnside
considerando palavras que sao comutadores multilineares, e o Capitulo 5 é focado em
uma discussao similar para as palavras de Engel, onde demonstramos o Teorema 5.0.1.
Finalmente, o sexto capitulo apresenta outra abordagem, focada em grupos residualmente
finitos. Neste 1ltimo demonstramos corolarios imediatos dos principais resultados dos
Capitulos 4 e 5.

16



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Em todo o texto desta tese, a expressao “{m,n,[,... }-limitado” significa “limitado

por uma funcao que depende apenas dos parametros m,n,[,...”.

1.1 Grupos Soluveis e Grupos Nilpotentes

Seja G um grupo e sejam x,y € G. O elemento 'y ~'zy é chamado comutador de
x ey e é denotado por [z,y]. O subgrupo de G gerado por todos os comutadores [z, y],

onde x,y € GG, é chamado grupo derivado de G.

O lema a seguir trata de propriedades elementares de comutadores. Uma demonstragao

pode ser encontrada em [37].

Lema 1.1.1. Se G é um grupo e x,y,z € G, entao:
(@) [z, =" y;
(b) [z, y]" = [2% v7];
(c) [wy, 2] = [z, 2" [y, 2I;

(d) [x,yz] = [xv Z] [xvy]z'
Se N e M sao subconjuntos de um grupo G, definimos o comutador entre N e M por

[N,M] = {([n,m]:n€ N,me M).

17



Capitulo 1. Resultados Preliminares

Lema 1.1.2. Sejam M, N, H subgrupos de um grupo G. Se N < Ng(M)NNg(H), entdo
[MN, H] = [M, H] [N, H].

A série derivada de um grupo G é definida indutivamente da seguinte maneira:
G =1G,q],

an — [G(n—l)yg(n—l)} ’

onde o subgrupo G é chamado n-ésima derivada de G; e a série central inferior de G
é definida por
N (G) = G7

Vn(G) = ['7n—1(G)7 G] .

Definicao 1.1.3. Um grupo G € dito solivel se possui uma série
1:G0<]G1<]"'<]Gn:G

cujos quocientes Gi1 /Gy sao abelianos para todo i. Uma tal série é chamada série_abeliana

de G.

Quando G é soluvel, o comprimento da menor série abeliana de G é chamado

comprimento derivado de G.

Uma propriedade elementar diz que a classe dos grupos soltveis é fechada com respeito
a subgrupos, quocientes e extensoes de seus membros. Além disso, o produto de dois

subgrupos normais soltiveis de um grupo é soluvel.

Definicao 1.1.4. Um grupo G € dito nilpotente se possui uma série normal
1=Go <G <--- <G, =G

cujos quocientes G 1/G; estao contidos no centro de G/G; para todo i. Uma tal série é

chamada série central de G.

18



Capitulo 1. Resultados Preliminares

Quando G ¢ nilpotente, o comprimento da menor série central de G é chamado classe

de nilpoténcia de G.

A classe dos grupos nilpotentes é fechada com respeito a subgrupos e quocientes de
seus membros. Também ¢ véalido que o produto de dois subgrupos normais nilpotentes de

um grupo € nilpotente.

Em argumentagoes futuras, necessitaremos de algumas caracterizacoes de grupos
soliveis e grupos nilpotentes. Resumidamente, apresentamos estas propriedades nos

proximos resultados.

Lema 1.1.5. Seja G um grupo. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes.
(a) G € solivel de comprimento derivado n;
(b) G™ =1;

(c) G satisfaz uma identidade

Il
\_H

571(1717 ce ,[Egn)

onde

do(x) =z,

5n($1, e ,xgn) = [571,1(%’1, ce ,Z‘Qn—l), (Sn,1($2n—1+1, Ce ,.%'Qn)].

Lema 1.1.6. Seja G um grupo.
(a) G é nilpotente de classe menor do que ou igual a n se, e somente se, Y,+1(G) = 1.

(b) G finito € nilpotente se, e somente se, G € o produto direto de seus subgrupos de

Sylow.

Observacao 1.1.7. E importante notar que, para qualquer n € N, temos

(G) = ([x1, ..., 2]t 21, ., 2, € G)
e
G = (0,(21,. .., Ton) : T1,..., 20 €G) .

19



Capitulo 1. Resultados Preliminares

Listamos também algumas propriedades de operacoes e calculos combinatoérios

envolvendo comutadores.
Lema 1.1.8. Seja G um grupo e sejam M, N subconjuntos de G.
(a) Se G = (M), entao v,(G) = {[x1,..., 2] : 21,..., 2, € M,g € G).

(b) Se G = (M), entio v,(G) = ([x1,...,Tpn] s Y41 (G) : 1, ..., 2, € M).

(c) Se G = (a,b), entao v(G) = G = ([a,b],v3(G)). Em particular, v2(G)/v3(G) €

ciclico.
Para um subconjunto M de um grupo G e n € N, denotamos H" = (z" : z € H).

Lema 1.1.9 (Férmula de Compilagao de P. Hall). Sejam G um grupo e z,y € G.
Ezxistem elementos g; = g;(x,y) € v ((z,y)) tais que

(2) (%)

2"y = (2y)" 92" 93" ... Gn,

para todo n € N. Em outras palavras,

(2) (3)

y" = (2y)" mod v ((z,y)) v (z,y) " om (7, 0)).

xTL

Outros conceitos importantes em nossas discussoes sao o subgrupo de Fitting e a altura
de Fitting de G. Definimos por subgrupo de Fitting de G, denotado por F(G), como sendo
o produto de todos os subgrupos normais nilpotentes de G. Claramente, se G é um grupo
finito, entdao F'(G) é nilpotente. A série de Fitting de G é definida indutivamente da

seguinte maneira:
Fo(G) =1, F(GQ)=F(Q), Fi.(G)/F(G)=F(G/F(Q)), i=12,...

Definigao 1.1.10. O menor nimero h = h(G) com a propriedade F},(G) = G, € chamado
altura de Fitting de G.

No caso em que G é um grupo soluvel finito, este nimero minimal sempre existe. Além

disso, G é nilpotente se, e somente se, h(G) = 1.

Lema 1.1.11. Seja G um grupo finito e seja H < G.
(a) Se H € subnormal em G, entao F(H) = HN F(G);

(b) H ¢€ nilpotente e subnormal em G se, e somente se, H < F(QG).
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1.2 Produtos Cartesianos e Grupos Residualmente X

Sejam Gy, Ga,...,G, grupos. E facil ver que o conjunto G = G X Gg X --- X Gy,

formado pelos elementos (g1, go, - - ., gn), onde g; € G;, munido da multiplicacao

(91792’ A 79”) : (hl,h27 R 7hn) = (glh1’g2h27 R ’gnhn)

é um grupo. Podemos estender esta ideia para uma familia de grupos G;, com ¢ € I.

Denotemos por G = HGZ' o conjunto das fungoes f : I — UGi satisfazendo a
iel iel
condi¢ao f(i) € G;, para todo i € I. Agora definamos em G uma multiplicagao dada

por (fg)(i) = f(i)g(i). Obtemos que G é um grupo, chamado produto cartesiano dos
grupos G;.

O valor da fungao f em um elemento ¢ € I é chamado proje¢do de f sobre o fator
G;. Considerando os homomorfismos (projecoes) [[, : G — G, com [[,(f) = f(i), temos
I1,(G) = G;. Esta propriedade motiva a defini¢do a seguir.

Definicao 1.2.1. Seja G um produto cartesiano dos grupos G;, © € I. Qualquer subgrupo
H de G com a propriedade [[,(H) = G, para todo i € I, é chamado produto subcartesiano

dos grupos Gj.

Teorema 1.2.2 (Remak). Sejam G um grupo e N;, i € I, uma familia de subgrupos

normais de G. Se N = ﬂNZ-, entao G/N € isomorfo a um produto subcartesiano dos
iel

grupos G /N;.
Demonstracao. Basta definir ¢ : G — HG/Ni tal que se g € G, entao ¢(g) = f,

icl
onde f(i) = gN; € G/N; e verificar que ¢ é homomorfismo cujo nucleo é N. [ |

Introduzimos agora a nogao de grupo residualmente X e um resultado relacionado que

serda importante neste trabalho.

Definicao 1.2.3. Seja X uma classe de grupos. Um grupo G € dito residualmente X

se para todo 1 # g € G existe um subgrupo normal N, de G tal que g ¢ N, e
G/N, € X.
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Observamos que, nestas circunstancias, ﬂ Ny = 1.
1#£g€eG

Ainda é importante notar que um grupo residualmente X nao pertence necessariamente
a classe X. Por exemplo, Z é um grupo infinito que é residualmente finito. De fato,
consideremos 0 # z € Z e escolhamos um inteiro positivo n que nao é um divisor de z.
Seja N = nZ. Temos que z ¢ N e N possui indice finito, pois Z/N = Z,.

Teorema 1.2.4. Seja X uma classe de grupos. Um grupo G € residualmente X se, e

somente se, G ¢ isomorfo a um produto subcartesiano de grupos em X.

Demonstragao. Supondo que G é um grupo residualmente X, consideremos

N = m N,. Pelo Teorema de Remak, G/N ¢ isomorfo a um produto subcartesiano
1#£g€G

de todos G/N,. Mas, pela escolha, temos N = 1.

Agora, supondo que G é isomorfo a um produto subcartesiano D de grupos G; € X,
consideremos 1 # g € G e suponhamos g; # lg,. A projecao [[, : D — G; induz
um homomorfismo [[7 : G — G; tal que [[[(G) = G; e g ¢ ker[[; = N;. Agora
basta ver que G/N; =2 G, € X. [ ]

1.3 Grupos Livres e Variedades de Grupos

Variedades sao classes de grupos definidas por equagoes. Por exemplo, a classe de
todos os grupos abelianos é a variedade definida pela equacao 2=ty 'zy = 1, enquanto
que a classe dos grupos nilpotentes de classe no maximo ¢ de expoente n é a variedade

definida pelo conjunto de equagoes {[x1, za, ..., xcr1] = 1, 2" = 1}.

Definicao 1.3.1. Sejam F' um grupo e X um subconjunto de F'. Dizemos que F é um
grupo livre com base X se, para todo grupo G, qualquer aplicacao f : X — G pode ser
estendida a um unico homomorfismo ¢ : F — G. Em outras palavras, existe um unico

homomorfismo ¢ : F — G tal que ¢(x) = f(x), para todo v € X.

Em geral denotamos F' = F'(X). A cardinalidade do conjunto X é chamada posto do
grupo livre F(X).
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A definicao anterior refere-se a comutatividade do seguinte diagrama:

As demonstragoes sobre a existéncia e a construgao de grupos livres podem ser
encontradas em [37, p. 159] e [38, p. 383].

Um resultado relevante é que a classe dos grupos livres é fechada com respeito a
subgrupos. Além disso, qualquer grupo pode ser visto como um quociente de algum

grupo livre. Este tltimo é demonstrado aqui, pois nos sera util em discussoes futuras.

Teorema 1.3.2. Seja G um grupo. Entao G € um quociente de algum grupo livre F(X).

Demonstracao. Consideremos o conjunto X = {z,: g € G} e a aplicacdo f : X — G
satisfazendo f(z,) = g. E facil ver que f é uma bijecio. Agora, se F(X) é o grupo livre
com base X, entao existe um homomorfismo ¢ : F'(X) — G que estende f. Como f é

sobrejetiva, segue que ¢ é sobrejetivo e, assim, G = F(X)/kere. [ |

Apresentamos agora um resultado que nos permite limitar em certo sentido o nimero

de subgrupos H de um grupo G cujos indices |G : H| sao limitados.

Teorema 1.3.3. Seja F, o grupo livre de posto r. O nimero h,,, de subgrupos de indice

n em F, é dado recursivamente por

hr = n(n)™! — (n— )" 'hy,

=1

Uma demonstragao para este teorema pode ser encontrada em [18, Teorema 7.2.9]. E

importante observar que h,,, ¢ limitado em termos apenas de n e r.
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Seja F(X) um grupo livre com geradores em um conjunto infinito enumerdvel
X = {x1,x9,...}. Supondo que os indices i’s dos x;’s sao bem ordenados, definimos uma

palavra no alfabeto X como sendo qualquer sequéncia finita de elementos de X U X1,
onde X! = {xl_l,xgl, . }

Se G' é um grupo qualquer e w = w(xy, xa, . .., z,) ¢ um elemento do grupo livre F'(X),
entao w pode ser visto como uma funcao de r variaveis definida sobre G.
Sendo ¢1, go, ..., g, elementos de GG, a imagem da r-upla (g1, ¢2,...,¢.), denotada por
w(g1, go, - - - gr), € chamada valor de w ou w-valor em G. O subgrupo de G gerado por
todos os w-valores em GG é chamado subgrupo verbal correspondente a w e é denotado por

w(@G). Por exemplo, se w = [x,y] e u = [x1, T2, ..., 2], entdo w(G) = G e u(G) = v (G).

De forma mais geral, podemos considerar W um conjunto de palavras no alfabeto X e,

assim, W (G) é o subgrupo verbal gerado por todos os w-valores em G, para todo w € W.

Defini¢ao 1.3.4. Uma palavra w € uma identidade (ou uma lei) em um grupo G se todos

0s w-valores em G sao triviais.
Para indicar que a palavra w é uma identidade em G, escrevemos w = 1 em G.

Definigao 1.3.5. Seja W um conjunto de palavras num alfabeto X. A classe X de todos

0s grupos G nos quais valem W(G) =1 é chamada variedade determinada por W.

E facil ver que a classe dos grupos abelianos, a classe dos grupos nilpotentes de classe
no maximo c¢ e a classe dos grupos soliveis de comprimento derivado no maximo d sao

exemplos de variedades. Ja a classe dos grupos finitos nao é uma variedade.

Comentamos anteriormente que um grupo residualmente X nao necessariamente

pertence a classe X. Por outro lado, temos a

Proposicao 1.3.6. Seja X uma variedade de grupos. Se G € um grupo residualmente X,
entao G € X.

O proximo teorema nos diz que variedades sempre possuem grupos livres e serd

utilizado na demonstracao do conhecido Teorema de Birkhoff.

Teorema 1.3.7. Seja X uma variedade de grupos determinada por um conjunto de

identidades W. Um grupo G esti em X se, e somente se, G € um quociente de

F(X)

————— para algum grupo livre F(X).
W(F(X))
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F(X)

————— ¢ conhecido como sendo o grupo livre na variedade X.
W(F(X))

O grupo
Podemos também tratar variedades como certas classes fechadas de grupos. Por um
lado, é de facil verificacao que se X é uma variedade de grupos, entao X é uma classe
fechada com respeito a subgrupos, quocientes e produtos cartesianos de seus membros.
Encerramos esta secao com a reciproca disso, que é um resultado muito utilizado e nos

fornece uma equivaléncia para definirmos variedades de grupos [37].

Teorema 1.3.8 (Birkhoff). Seja X uma classe de grupos. Se X € fechada em relagao a

subgrupos, quocientes e produtos cartesianos de seus membros, entao X € uma variedade.

Demonstragao. Seja W o conjunto das identidades que valem em todos os grupos
em X. Seja 2 a variedade determinada por W. Claramente, X C 2. Mostraremos que
2L C X. Vamos assumir que X contém um grupo de ordem maior do que 1, caso contrario

terfamos que A = X = {Classe dos Grupos de Ordem 1}.

Seja F' um grupo livre em 2. E suficiente mostrar que F € X%, pois qualquer
grupo em 2 é um quociente de F e a classe X é fechada com respeito a quocientes. Iremos
construir um produto cartesiano de grupos em X envolvendo o grupo livre F e isto

implicard que F € X, uma vez que X também é fechada para produtos cartesianos. Pelo

— F(X) ,
Teorema 1.3.7, F' = ————— para algum alfabeto X = {z; : i € I}. Para cada palavra
W(F(X))
w(zy,...,z,) ¢ W e cada r-upla ordenada i = (i,...,i,) de elementos distintos

de I, escolhamos um grupo G, ; em X e alguns de seus elementos g{m , J € I, tais

que w(gfii, e gfm) # 1. Desta forma, existe um homomorfismo
Ow: F — Gy, onde @, (wW(F))# 1.
Definamos o produto cartesiano

G =[] Gu.
(w,0)

sobre todos os pares (w,1), tais que w ¢ W. Como X é fechada em relagao a produtos

cartesianos, G € X. Consideremos agora o homomorfismo

0: F— G

25



Capitulo 1. Resultados Preliminares

tal que a imagem de um elemento z na w-ésima posigao é ¢, (x). Pela definicao de ¢,
temos kerp = W(F). Portanto, F = p(F) < G. Como X é fechada em relacio a

subgrupos, a demonstracao esta concluida. |

1.4 Geradores de Subgrupos

Nesta secao faremos uma breve discussao a respeito de um resultado que nos permite
limitar o nimero de geradores de subgrupos em um grupo finitamente gerado. Para isto,

introduzimos o conceito de transversal.

Dado um inteiro positivo m, dizemos que um grupo G é m-gerado se existe um
subconjunto {g1,92,...,9m} C G tal que G = (g1,92,.--,9m). Quando nao houver
possibilidade de confusao, também pode significar gerado por no maximo m elementos.

Dizemos que G ¢ finitamente gerado se G é m-gerado, para algum m.

Definicao 1.4.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Um conjunto formado por
um representante de cada classe lateral o direita (a esquerda) de H em G é chamado

transversal a direita (a esquerda) de H em G.

E bem conhecido que a classe de todos os grupos finitamente gerados nao é fechada a
subgrupos, pois existem grupos finitamente gerados que possuem subgrupos que nao sao
finitamente gerados. Podemos citar o exemplo do produto entrelacado de Z por Z. Porém
no caso de um subgrupo H ter indice finito em um grupo finitamente gerado, podemos

garantir que H é finitamente gerado. Isto é exatamente o que diz o teorema a seguir.

Teorema 1.4.2. Seja G um grupo finitamente gerado. Se H € um subgrupo de indice

finito de G, entao H € finitamente gerado.

Demonstracao. Como G é finitamente gerado, consideremos um conjunto finito X tal
que G = (X). Suponhamos que |G : H| = n e seja T = {t1,1s,...,t,} um transversal
a direita de H em G escolhido de tal modo que t; = 1. Assim, T(X U X H)T~! ¢ um
conjunto finito. Afirmamos que H = (T(X U X H)T-' N H).
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De fato, dado a € H, podemos escrever a = x125 - - - T, onde o1, xa, ..., 2, € XUX L
Paratodoi € {1,2,...,r}etodo g € G, existem h = h(i,g) e j = j (1, g) tais que t,g = ht;.
Desta forma, h = tl-gtj_l € TgT~! e, para certos hy,hy,....h, e T(XUX HT'NHe

i1,79, ..., 0 € {1,2,...,7}, podemos escrever:

a = tla = (tlxl)xng s Ty = (hltil)l’gxg LRI 7

= ]’Ll(till'g)xg, Ly = hl(hgti2)$3 R i

= hihohs - he_o(ti,_,2r—1)
= hihohs - h,_oh._1t;,
= hihghg - h,_oh,_1ht;,

e daf segue que t; = h 'h ' ---hy'hy'hi'a € H. Portanto, t;,, = t; = 1 e,
consequentemente, a = hyhy - -+ h,_1h,, onde hy,...,h, e (X UX )T ' NH. [ |

Observagao 1.4.3. A demonstracao do teorema anterior nos dd que
H=(T(XuXHT'nH).

E conhecido que se G € um grupo m-gerado e H um subgrupo de G tal que |G : H| = n,
entao [T(XUXY)T™NH| é no mdzimo, 2(n—1)*m. Assim, concluimos que o nimero

de geradores de H é {m,n}-limitado.

1.5 O Teorema de Schur

Aqui apresentamos o Teorema de Schur. Para isto, necessitamos da nogao de

Homomorfismo Transfer.

Consideremos G um grupo e H um subgrupo de G com indice finito, digamos n.
Escolhendo T' = {t1,t3,...,t,} um transversal a direita correspondente a H em G, temos
Hgt; = Htgy), com g € G, onde a aplicagao i — ¢(i) é uma permutacao do conjunto
{1,2,...,n}. Assim, gtitg_é) € H, para todo g € G.
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Definigao 1.5.1. Seja 6 : H — A um homomorfismo de um grupo H para um grupo

abeliano A.  Definimos o Homomorfismo Transfer de 6 como sendo a aplicacdo

0* . G — A dada por

0*(x) = [ [ 0(atit ;).

i=1
Nao ha preocupacao com a ordem dos fatores no produto, pois A é abeliano. Além

disso, temos que:
(i) 0* é um homomorfismo de grupos;

(ii) 6* é determinado independentemente da escolha do transversal 7.

Um caso de Homomorfismo Transfer de interesse especial ocorre quando H é central

em G.

Teorema 1.5.2. Sejam G um grupo e H um subgrupo de Z(G). Se |G : H| = n, entao

o Homomorfismo Transfer de G em H ¢é

.G — H

e

Demonstragoes para os resultados anteriores podem ser encontradas em [37]. Nosso

interesse maior esta no proximo teorema, pois sera utilizado posteriormente.

Teorema 1.5.3 (Schur). Seja G um grupo tal que Z(G) tem indice finito n. Entio G' é
finito de ordem {n}-limitada e (G')" = 1.

Demonstracao. Denotemos Z = Z(G) e consideremos G/Z = {Zxy,...,Zx,}.
Para quaisquer z;,z; € Z obtemos, utilizando identidades de comutadores, que
[zixi, x| = [x;, x;]. Desta forma, G" é gerado pelos (g) comutadores [x;, x;| para i < j.
G GZ
G'nNnzZ

o ntmero de geradores de G' N Z é {n}-limitado. Sabemos, pelo Teorema 1.5.2, que o

Como ¢ finito de ordem {n}-limitada, pela Observagao 1.4.3, segue que

Homomorfismo Transfer de G' para Z é

.G — 7

T ",
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que possui nicleo kerf* = {x € G : ™ = 1}. J& que G/ker8* é isomorfo a um subgrupo
de Z, temos G’ < kerf* e, consequentemente, (G')" = 1. Desta forma, concluimos
que G' N Z é abeliano, de expoente finito dividindo n, com numero de geradores
{n}-limitado e, portanto, é finito de ordem {n}-limitada. Segue que G’ é também finito
e de ordem {n}-limitada. [ |

Definicao 1.5.4. Seja X uma classe de grupos. Dizemos que um grupo G € localmente X

se todo subgrupo finitamente gerado de G pertence a X.
No caso em que X é a classe dos grupos finitos, temos o

Corolario 1.5.5. Se G/Z(G) € localmente finito, entao G' € localmente finito.

Demonstracao. Consideremos em G’ um subgrupo H = (xi,xs,...,z,). DBasta
mostrar que H ¢é finito. De acordo com a demonstracao do Teorema 1.5.3,
temos z; = ¢ Cr, onde ¢ = g, lul, ¢ o€ {1,...,n}, 7 € {1,...,r}L

Assim, H < K’, onde K = (g;5,l;; i€ {1,...,n},j € {1,...,r}) é finitamente gerado.
Logo K/K N Z(G) é finitamente gerado e, portanto, finito. Notemos que
KNZG) < Z(K), donde K/Z(K) é finito. Pelo Teorema 1.5.3, K’ ¢ finito e,

assim, H é finito. [ |

Observamos que ¢é bastante simples verificar que a classe formada por todos os grupos
localmente finitos é fechada com respeito a subgrupos e quocientes. A seguir vemos que

também nao é dificil mostrar que esta classe é fechada com respeito a extensoes.

Teorema 1.5.6 (Schmidt). Se N <G e ambos G e G/N sao localmente finitos, entdo G

€ localmente finito.

Demonstragao. Consideremos H um subgrupo arbitrario finitamente gerado
de G e mostremos que H ¢ finito. Temos H/H NN = HN/N, que é finito. Pelo
Teorema 1.4.2, H N N é finitamente gerado, logo, finito. Portanto, H ¢ finito. [ |
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1.6 O Teorema da Base de Burnside

O estudo de p-grupos finitos tem relevancia fundamental na Teoria dos Grupos, de
modo especial na investigagao de propriedades em grupos nilpotentes finitos. Nesta secao
apresentamos o Teorema da Base de Burnside, que nos permite mostrar que em qualquer
conjunto de geradores de um p-grupo finito m-gerado P ¢é possivel escolher um subconjunto
de m elementos que também gera P.

Dado um grupo G, definimos o subgrupo de Frattini de G, Frat(G), como sendo a
intersecao de todos os subgrupos maximais de G. Ressaltamos que, no caso em que G
nao possui subgrupos maximais, definimos Frat(G) = G.

E bem conhecido que Frat(G) é igual ao conjunto dos elementos nao-geradores de G
(37, p. 135].

Teorema 1.6.1 (Teorema da Base de Burnside). Se P € um p-grupo finito,
entao o quociente P/Frat(P) é um grupo abeliano elementar.  Além disso, se
|P : Frat(P)| = p™, entdo todo conjunto de geradores de P contém um subconjunto

de m elementos que gera P.

Demonstragao. Denotemos F' = Frat(P) e P = P/F. Se M é um subgrupo maximal
de P, entao M é normal em P e M possui indice p em P. Assim, P/M é ciclico de ordem
p. Segue que a p-ésima poténcia e todo comutador de elementos em P estao contidos em
M. Como F é a intersecao dos subgrupos maximais de P, F' contém todas as p-ésimas

poténcias e todos os comutadores de elementos em P. Portanto, P é abeliano elementar.

Agora suponhamos |P : F| = p™. Toda base de P possui m elementos. Como F é o
conjunto dos elementos nao-geradores de P, temos que P = (1, s, ...,x,) se, e somente
se, P = (x,F,25F, ... 2, F). Ja que P pode ser visto como espaco vetorial de dimensdo
m sobre um corpo com p elementos, existe uma base {z; F,z:,F,..., x; F} para P.
Escolhendo X = {z;,,2,...,2;,}, concluimos que P = (X, F) e, finalmente,
P = (X). [ |

Assim, podemos escrever uma consequéncia imediata:

Corolario 1.6.2. Se P ¢ um p-grupo finito m-gerado, entdo qualquer conjunto de

geradores de P contém um subconjunto gerador de P possuindo m elementos.
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O Problema de Burnside e
Generalizacoes

2.1 O Problema de Burnside: Breve Historico

Nesta secao apresentamos breves comentarios a respeito da histéria do Problema de

Burnside sobre grupos periédicos.

Um grupo G é dito periddico (ou de tor¢ao) se todo subgrupo ciclico de G ¢é finito,
ou seja, se todo elemento de GG tem ordem finita. Assim, todo grupo localmente finito é
periddico. Ja a discussao da reciproca disto foi tema de grandes investigacoes no século
anterior e muitas outras questoes foram levantadas e vem sendo discutidas desde entao.
Em 1902, William Burnside, em seu trabalho intitulado ‘On an unsettled question in

theory of discontinuous groups’, levantou o seguinte problema:
(I) E verdade que todo grupo periddico ¢ localmente finito?
Equivalentemente,
(IT) E verdade que todo grupo periodico finitamente gerado € finito?

Esta questao ficou conhecida como O Problema Geral de Burnside e permaneceu em
aberto por algum tempo até que, em 1964, Golod [6] apresentou um contra-exemplo:

construiu, para todo primo p e todo d > 2, um p-grupo infinito, d-gerado, tal que
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todo subgrupo (d — 1)-gerado é finito. FEsta tinha sido a primeira resposta negativa
para (II) e outros contra-exemplos foram surgindo por meio de diferentes técnicas, com
trabalhos de Aleshin em 1972 utilizando a teoria dos automatas [2], de Sushchansky
em 1979 utilizando grupos de permutagoes [54], de Grigorchuk em 1980 utilizando
técnicas de andlise funcional [8], de Gupta e Sidki em 1983 utilizando automorfismos de

arvores [10].

Quando as ordens dos elementos de G sao finitas e limitadas, dizemos que G
tem expoente finito. Assim, G tem expoente n se 2 = 1, para todo = € G. Seja F},
o grupo livre com m geradores e consideremos N o subgrupo normal de F), gerado pelo
conjunto {z" : x € F,,} (o subgrupo verbal correspondente a palavra w(z) = 2",z € F,).
Denotemos por B(m,n) o quociente F,,/N, geralmente chamado de Grupo Livre de
Burnside m-gerado de expoente n. Qualquer grupo G m-gerado de expoente n é uma
imagem homomorfica de B(m,n). Isto porque G = F,,/K, onde K O N (uma vez que

pode existir outra relagdo definidora de G além de ¢g" = 1) e podemos observar que

B(m,n)  Fn/N N -~
K/N  K/N — m/ K= G

Além disso, o grupo B(m,n) é livre na variedade dos grupos de expoente n. Com estas
consideragoes, apresentamos outra versao de (I) conhecida como O Problema de Burnside.
Esta versao também despertou grande interesse da comunidade cientifica e podemos

escreve-la de algumas maneiras, todas equivalentes:
(III) E verdade que todo grupo de expoente n € localmente finito?
(IV) E verdade que todo grupo de expoente n finitamente gerado € finito?

(V) E verdade que B(m,n) € finito?

Observamos que respostas negativas para (III), (IV) e (V) implicam respostas
negativas para (I) e (II) e que respostas afirmativas para (I) e (II) nao implicam
respostas afirmativas para (III), (IV) e (V).

32



Capitulo 2. O Problema de Burnside e Generalizagoes

E facil ver que B(1,n) e B(m,2) sao ambos finitos, pois o primeiro é o grupo ciclico
de ordem n e o segundo é um 2-grupo abeliano elementar. Burnside provou em 1902
que B(m,3) é finito; Sanov [39], em 1940, mostrou que B(m,4) é finito; e j4 em 1958,
Marshall Hall Jr. [17] mostrou que B(m,6) ¢ finito. A resposta para O Problema
de Burnside também ¢é negativa e o primeiro contra-exemplo apareceu com Novikov e
Adian [33], em 1968, em um trabalho onde demonstraram que, para todo n > 4381,
n {mpar, e para todo m > 1, existe um grupo infinito I'(m,n) que é m-gerado e
possui expoente n. Em 1975, Adian [1] melhora este ultimo resultado considerando
n > 665, n impar. Outros resultados neste sentido foram obtidos, por exemplo, com
trabalhos de Olshanskii [34], que construiu o grupo que ficou conhecido como Monstro
de Tarsky (grupo infinito onde todo subgrupo préprio tem ordem prima p, com p
suficientemente grande); de Ivanov [15], que em 1992 mostrou que B(m,n) é infinito para

218, e de Lysionok [27], que

todo m > 1 e n suficientemente grande, a saber, n >
apresentou solucao negativa para n > 8000, n divisivel por 16. Muitos pesquisadores
se dedicaram a investigagao da finitude ou nao de B(m,n), procurando descobrir quais
valores de m e n levariam a grupos finitos e quais poderiam levar a grupos infinitos.
Contudo, ainda ha problemas em aberto e podemos citar que as finitudes de B(m,n),

paran = 5,8,9,12, ainda sao desconhecidas.

Vimos que a resposta para O Problema de Burnside é negativa, ou seja, B(m,n) em

geral é infinito. Sendo assim, podemos apresentar outra pergunta:

Serd que existe apenas um numero finito de quocientes finitos

nao isomorfos de B(m,n)?

Em outras palavras, sera que dados inteiros m,n > 2, existe apenas um nimero
finito de grupos m-gerados de expoente n que sao finitos? Esta questao ficou
conhecida como O Problema Restrito de Burnside e foi respondida afirmativamente
em 1989 com um trabalho premiado de Zelmanov [59, 60]. Em 1956, P. Hall e
G. Higman [11] apresentaram importantissimos resultados relacionados com este
problema, onde reduzem o Problema Restrito de Burnside ao caso de grupos com
expoente poténcia de primo e obtém, assim, contribuicoes relevantes para uma resposta

afirmativa por meio de conjecturas sobre a classificagao dos grupos simples finitos
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(tais conjecturas foram confirmadas na década de 80 do século passado). Em 1959, A. L.
Kostrikin [25] apresentou uma solugao parcial, demonstrando o caso em que o expoente
do grupo é um numero primo. Suas discussoes basearam-se em um profundo estudo de

algebras de Lie de caracteristica prima com condicoes de Engel.

As técnicas utilizadas por Zelmanov em sua solucao consideram algebras de Lie com
condicoes de Engel e resultados de P. Hall e G. Higman. Seus métodos inspiraram a muitos
outros investigadores e ainda hoje sao aplicados na resolucao de problemas em
Teoria dos Grupos. Os principais resultados que discutimos nesta tese estao relacionados
com o Problema Restrito de Burnside e por esta razao apresentamos a seguir formas

equivalentes de escreve-lo.

(VI) E verdade que todo grupo finito m-gerado de expoente n tem ordem limitada por

uma fungao que depende apenas de m e n?

(VII) E verdade que B(m,n) possui somente um nimero finito de subgrupos de indice
finito?

(VIII) E verdade que todo grupo residualmente finito de expoente n € localmente finito?

(IX) E verdade que a classe de todos os grupos localmente finitos de expoente n € uma

variedade?

De fato (VI)-(IX) sao equivalentes. Sigamos com a demonstragao.

(7) (VI) = (VIII): Consideremos G um grupo residualmente finito de expoente n e
podemos assumir que G é m-gerado. Como G é residualmente finito, existe uma
série G > Ny > Ny > N3 > --- tal que mNi = 1 e G/N; é finito, para todo i.

Além disso, temos |G/Ni| < |G/Ny é |G/Ns| < --- e, como G/N; é finito,
m-gerado e de expoente dividindo n, temos por (VI) que a série acima é estaciondria
a partir de algum j. Sendo G residualmente finito, segue que N; = 1 e, portanto,
G ¢ finito.
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(it) (VIII) = (VII): Consideremos K = ﬂ H. Temos K <B(m,n) e B(m,n)/K
H<B(m,n)
|B(m,n):H|<oo
residualmente finito. Por (VIII), B(m,n)/K é finito. Existe uma correspondéncia
biunivoca entre os subgrupos de indice finito de B(m, n) e os subgrupos de B(m,n)/K
e, como este ultimo é finito, existe somente um nimero finito de subgrupos de indice

finito em B(m,n).

(iir) (VII) = (VI): Seja G um grupo finito m-gerado de expoente n. Sabemos que G
é isomorfo a um quociente de B(m,n) e, assim, (VII) nos d4 que existe o maior

quociente finito de B(m,n), digamos Q)(m,n). Portanto, |G| < |Q(m,n)]|.

(iv) (VIII) = (IX): Seja X a classe de todos os grupos localmente finitos de expoente n.
E facil ver que X é fechada com respeito a subgrupos e quocientes de seus membros.

Assim, pelo Teorema de Birkhoff, basta mostrar que sendo D = H G; um produto

cartesiano de grupos em X, entao D € X. Claramente D tem expzoente n e, assim,

basta tomar H um subgrupo finitamente gerado de D e mostrar que H ¢ finito. Seja

H; < G; a projegao de H em G;. Como H ¢ finitamente gerado, concluimos que

H; também ¢ finitamente gerado e, portanto, finito, pois H; < G; e GG; é localmente

finito. Assim, H H; é residualmente finito e possui expoente n. Por (VIII), H H; ¢
i i

localmente finito. Sendo H finitamente gerado e H < H H;, temos que H é finito.

)

(v) (IX) = (VI): Consideremos G um grupo finito m-gerado de expoente n e seja F,
o grupo livre de posto m na variedade X de todos os grupos localmente finitos de
expoente n. Como G ¢ finito, m-gerado e de expoente n, temos que G € X. Desta
forma, G ¢ isomorfo a um quociente de F},,. Por outro lado, F}, ¢ finito e, portanto,

|G| < |Fn| e |Fin| depende apenas de m e n. [

35



Capitulo 2. O Problema de Burnside e Generalizagoes

2.2 Variedades de Grupos e o Problema Restrito de
Burnside

A seguir introduzimos algumas questoes que generalizam o Problema Restrito de

Burnside e apresentamos os principais resultados relacionados.

A partir da solugao de Zelmanov para o Problema Restrito de Burnside [59, 60] novas

variedades de grupos bastante interessantes tém sido descobertas.

Vimos que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

2.2.1. Sejam m e n inteiros positivos. Entao a ordem de qualquer grupo finito m-gerado

de expoente n € {m,n}-limitada.
2.2.2. A classe de todos os grupos localmente finitos de expoente n € uma variedade.
2.2.3. Todo grupo residualmente finito de expoente n € localmente finito.

De acordo com o Teorema de Reducao de Hall-Higman [11], o problema de demonstrar

as Afirmagoes 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3 é equivalente a demonstrar cada uma das afirmagoes:

2.2.4. Sejam m e n inteiros positivos. Entao a ordem de qualquer grupo nilpotente

m-gerado de expoente n é {m,n}-limitada.
2.2.5. A classe de todos 0s grupos localmente nilpotentes de expoente n € uma variedade.
2.2.6. Todo grupo residualmente nilpotente de expoente n é localmente nilpotente.

Seja w uma palavra e seja w(G) o subgrupo verbal de G gerado pelos valores de

w. Nosso principal interesse é discutir as seguintes questoes (introduzidas em [47]), que

generalizam o Problema Restrito de Burnside:

Problema 2.2.7. Sejam n > 1 e w uma palavra. Serd que a classe de todos os grupos G

satisfazendo a identidade w™ =1 e tendo w(G) localmente finito € uma variedade?

Problema 2.2.8. Sejam n > 1 e w uma palavra. Serd que a classe de todos os grupos G

satisfazendo a identidade w™ =1 e tendo w(G) localmente nilpotente é uma variedade?
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Sabemos que a solugao do Problema Restrito de Burnside garante que a resposta para
os Problemas 2.2.7 e 2.2.8 é afirmativa se w = x. Na verdade, é simples mostrar que a
resposta ¢ afirmativa sempre que w ¢é uma palavra nao-comutador, conforme
demonstramos no Lema 2.2.9 a seguir. Desta forma, esses problemas se referem
essencialmente a palavras comutadores. Nao sabemos se eles sao equivalentes ou nao.

Aqui apresentamos resultados referentes a varias outras palavras.

A palavra w é chamada de comutador se a soma dos expoentes de cada variavel

envolvida em w ¢ igual a zero.

Lema 2.2.9. Se w € uma palavra nao-comutador, entao os Problemas 2.2.7 e 2.2.8 tém

respostas positivas.

Demonstragao. De fato, suponhamos que w(zy,s,...,2,) é uma palavra
nao-comutador e que a soma dos expoentes da variavel z;;, 1 < ¢ < m, é r # 0.
Consideremos um grupo G satisfazendo a identidade w™ = 1 e substituamos todas
as variaveis, exceto x;, pela unidade de G e a variavel x; por um elemento arbitrario
g € (. Facilmente vemos que ¢g" é um w-valor, para todo g € G. Portanto, G satisfaz
a identidade ™ = 1, isto é, G tem expoente finito. Agora resta observar que as
Afirmagoes 2.2.2 e 2.2.5 implicam em respostas positivas para os Problemas 2.2.7 e 2.2.8,

respectivamente. [ |

Primeiramente listamos alguns resultados relacionados ao Problema 2.2.8. Em [46]
Shumyatsky considerou o caso em que w = [z1,Tg,...,zx] (a palavra central inferior) e

provou o teorema:

Teorema 2.2.10. Sejam k e n inteiros positivos. A classe de todos os grupos G
satisfazendo a identidade [x1, 23, ..., x,|" = 1 e tendo v (G) localmente nilpotente é uma

variedade.
Para citarmos outros resultados, apresentamos algumas breves definigoes.

Definicao 2.2.11. Uma palavra w € chamada de comutador multilinear de peso k se ela

tem a forma de um monomio de Lie multilinear em exatamente k varidveis independentes.
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Exemplos particulares de comutadores multilineares sao as palavras derivadas, definidas
pelas equacgoes
do(z) = x,

Ok(T1y .oy o) = [Op—1(x1, o, Tor—1), Op—1(Tgr—141 . . ., Tor)],

e as palavras centrais inferiores, definidas por

'71(‘%‘) =,
7k+1(961, - 7l’k+1) = [7k<I17 .. 75Ek), iUk+1]-

Se um grupo G possui uma série normal de comprimento finito cujos quocientes sao
localmente nilpotentes, entao utilizemos por ora h(G) para indicar o nimero minimal h
com a propriedade de que GG possui uma tal série normal de comprimento h. O ntmero h
é chamado de altura de Hirsch-Plotkin de G. Agora, para h e n inteiros positivos e w uma
palavra, denotemos por X(w,n, h) a classe de todos os grupos G tais que h(w(G)) < h e

G satisfaz a identidade w™ = 1. O resultado seguinte foi obtido em [47].

Teorema 2.2.12. Seja w um comutador multilinear. Para quaisquer inteiros positivos

h en, a classe X(w,n,h) é uma variedade.

Assim, podemos observar relativo sucesso no caso em que consideramos a hipotese
de nilpoténcia local. Isto se da devido ao fato de que os resultados Lie-tedricos de
Zelmanov constituem uma ferramenta bastante eficiente quando aplicados a grupos
nilpotentes. Por outro lado, o caso geral apresenta maiores dificuldades de solucao.
Sendo assim, para obtermos resultados satisfatérios relacionados ao Problema 2.2.7, faz-se
necessario considerar hipdteses adicionais sobre n ou w. Uma dificuldade significativa é
que nao sabemos se a teoria de Hall-Higman pode ser aplicada com sucesso neste caso.

Vejamos maiores detalhes.

E conhecido que a altura de Fitting de um grupo soluvel finito de expoente n é
n-limitada (uma demonstracao pode ser encontrada em [41, Lema 2.5]). Entretanto,
uma questao em aberto é se a altura de Fitting de um grupo solivel finito satisfazendo a
identidade [z, y]" = 1 é limitada em fungao de n. Neste sentido, usando a teoria cldssica

de Hall-Higman, Shumyatsky mostrou em [48, Corolario 3.3] o seguinte resultado:
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Teorema 2.2.13. Seja G um grupo soluvel finito satisfazendo a identidade
([x1, z2][z3, 24]))™ = 1, onde n € um inteiro positivo que ndo possui divisores da forma
p*q?, para primos distintos p e q. Seja h o numero de divisores positivos de n, contando

multiplicidades. Entao a altura de Fitting de G nao excede 3h.
Este fato foi importante na demonstracao do teorema a seguir.

Teorema 2.2.14 ([48]). Seja n um inteiro positivo que nao possui divisores da forma
p*q?, para primos distintos p e q. Entdo a classe de todos os grupos G satisfazendo a

identidade ([x1, 3][xs, 24])" = 1 e tendo G’ localmente finito € uma variedade.

Assim, ao invés de considerar a identidade [z,y|" = 1, os resultados apresentados
em [48] envolvem a identidade ([z1,x9][z3,24])" = 1, que a principio pode
parecer estranha. Observamos que o subgrupo verbal gerado pelos valores da palavra
[z,y] é idéntico ao subgrupo verbal gerado pelos valores da palavra [z1, xs][z3, z4]. Por
esta razao, o tratamento de identidades deste tipo aparece como uma etapa natural na

discussao dos problemas de interesse. Em particular, em [49] Shumyatsky mostrou o

Teorema 2.2.15. Para quaisquer inteiros positivos k e n existe um inteiro positivo
t = t(k,n), dependendo apenas de k e n, tal que a classe de todos os grupos G tendo
v (G) localmente finito e satisfazendo a propriedade de que todo produto de t comutadores

da forma [x1, 9, ..., x| tem ordem dividindo n € uma variedade.

A demonstracao desse fato envolve as seguintes ferramentas: a classificagao dos grupos
simples finitos, a teoria de Hall-Higman e os resultados Lie-tedricos de Zelmanov. Outro
resultado chave na demonstragdo é o Teorema de Segal [40], que afirma que o grupo

derivado de um grupo prosolivel finitamente gerado é fechado.

O teorema a seguir melhora consideravelmente o Teorema 2.2.15. Ele foi apresentado

em [51] e no Capitulo 4 apresentamos uma discussao detalhada de sua demonstragao.

Teorema 4.0.1. Seja w um comutador multilinear. Para qualquer inteiro positivo n
existe um inteiro positivo yu = u(n), dependendo apenas de n, tal que a classe de todos os
grupos G tendo o subgrupo verbal w(G) localmente finito e satisfazendo a propriedade de

que todo produto de p w-valores em G tem ordem dividindo n € uma variedade.
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Observamos que o Teorema 4.0.1 melhora o Teorema 2.2.15 de duas formas:

(i) primeiramente, o novo resultado é provado para qualquer comutador multilinear

(o resultado anterior refere-se apenas a palavras do tipo [z, za, ..., xk]);

(ii) além disso, p depende apenas de n (no resultado anterior, ¢ depende de n e da

palavra w).

Estas conquistas foram possiveis devido a uma conveniente aplicacao do Teorema de

Segal.

Descrevemos, assim, os resultados mais revelantes quando consideradas palavras que
sao comutadores multilineares. De outro lado, entendemos que o estudo mais relevante
de comutadores nao multilineares é certamente o caso das palavras de Engel. Estas sao

definidas indutivamente pelas equagoes:

[xaﬂy] =7,

[z, kY] = [[7, k1y], Y]

Seja G um grupo. Um elemento x é chamado k-Engel (& esquerda) se [g,xz] = 1
para todo g € G. O grupo G é dito k-Engel se todos os seus elementos sao k-Engel.
Uma questao ainda em aberto é se um grupo k-Engel é localmente nilpotente. Usando as
técnicas apresentas por Zelmanov na solu¢ao do Problema Restrito de Burnside, Wilson
mostrou que a resposta é positiva no caso em que G é residualmente finito [56, 1991]. Um

pouco mais tarde, em 1998, Burns e Medvedev demonstraram o seguinte resultado:

Teorema 5.2.1. Existem fungoes c(k) e e(k), dependendo apenas de k, tais que se G €
um grupo k-Engel residualmente finito, entao G é uma extensao de um grupo de expoente

dividindo e(k) por um grupo nilpotente de classe no mdzimo c(k).
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Utilizando o Teorema 5.2.1, Shumyatsky demonstrou:

Teorema 2.2.16 ([50]). Sejam n uma poténcia de primo e k um inteiro positivo. Existe
um inteiro positivo t = t(n, k), dependendo apenas de n e k, tal que a classe de todos os
grupos G satisfazendo a identidade ([x1, ky1]- - [, ke]))™ = 1 e tendo o subgrupo verbal

correspondente a k-ésima palavra de Engel localmente finito € uma variedade.

O proximo resultado estende o Teorema 2.2.16 para o caso em que n nao é mais
assumido como sendo uma poténcia de primo e sim um inteiro positivo qualquer. Isto foi

provado em [52] e dedicamos o Capitulo 5 a discussao de sua demonstragao.

Teorema 5.0.1. Sejam n e k inteiros positivos. Existe um inteiro positivo X = A(n, k),
dependendo apenas de n e k, tal que a classe de todos os grupos G satisfazendo a
identidade ([z1, ky1] - - [x, kUA])" = 1 € tendo o subgrupo verbal correspondente a k-ésima

palavra de Engel localmente finito é uma variedade.

Ao contrério do Teorema 4.0.1 que trata dos comutadores multilineares, no caso em
que lidamos com as palavras de Engel nao somos capazes de demonstrar que a funcao A
pode ser escolhida sem depender do parametro k. Para entender a principal dificuldade,
podemos analisar as ferramentas Lie-tedricas empregadas na solucao do Problema Restrito
de Burnside. Um resultado de Zelmanov [61] afirma que se L é uma dlgebra de Lie gerada
por um numero finito de elementos satisfazendo a propriedade de que todos os produtos
envolvendo estes geradores sao ad-nilpotentes e se L satisfaz uma identidade polinomial,
entao L ¢é nilpotente. Para que sejamos capazes de aplicar este resultado, necessitamos
considerar uma situacao em que o grupo G possui geradores gy, go, . . . , g tais que todos
os comutadores em g1, go, ..., gy possuem ordens limitadas. Um fato importante é que
algumas palavras w possuem a seguinte propriedade: se x e y sdo w-valores, entao [z, y]
também é um w-valor, isto é, para algumas palavras w o conjunto de w-valores é fechado
em relacao a comutadores. Por exemplo, as palavras d; e 7, satisfazem essa condicao.
Também existem situacoes em que € possivel reduzir o problema para o caso em que o
conjunto de w-valores é fechado em relacao a comutadores. Entretanto, as palavras de

Engel nao permitem tal tratamento e ai esta a dificuldade em problemas que as envolvem.
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2.3 O Problema Restrito de Burnside para Grupos
Residualmente Finitos

Podemos ainda discutir certas generalizagoes do Problema Restrito de Burnside
focadas na Afirmacao 2.2.3. A questao a seguir talvez seja a melhor motivagdo para

os resultados que apresentamos neste sentido. Ela foi introduzida por Mazurov em
[23, Problema 13.34].

Problema 2.3.1. Seja G um grupo satisfazendo a identidade [z,y]" = 1. Serd que G' é

periodico?

A resposta para esta questao é negativa. Em [4] Deryabina e Kozhevnikov mostraram
que existem contra-exemplos quando n ¢ um inteiro impar suficientemente grande.
Os métodos utilizados por eles baseiam-se nas técnicas de Olshanskii [35] (tais
técnicas envolvem métodos geométricos aplicados a teoria combinatéria de grupos).
Em contrapartida, G’ é periddico se n = 2 (neste caso, G’ tem expoente 4) [28]
ou se n = 3 [10, 30]. Ainda em contraste com os resultados de Deryabina e Kozhevnikov,
no caso em que G é um grupo residualmente finito, Shumyatsky apresentou o seguinte

resultado.

Teorema 2.3.2. Sejam g = p°* uma poténcia de primo e G um grupo residualmente finito

satisfazendo [x,y|? = 1, para todos x,y € G. Entao G’ € localmente finito.

O Teorema 2.3.2 foi demonstrado em [42] utilizando as técnicas desenvolvidas por
Zelmanov em sua solucao para o Problema Restrito de Burnside. Isto porque trata-se de

problemas de naturezas semelhantes.

Qutro resultado neste sentido foi obtido como coroldrio do Teorema 2.2.14:

Corolario 2.3.3 ([48]). Seja G um grupo residualmente finito satisfazendo a identidade
([x1, zo][xs, x4]))™ = 1, onde n € um inteiro positivo que ndo possui divisores da forma

p2q?, para primos distintos p e q. Entdao G' é localmente finito.
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Desta forma, naturalmente estamos também interessados em estudar o seguinte

problema, proposto em [44].

Problema 2.3.4. Sejam n um inteiro positivo e w uma palavra. Suponhamos que G €
um grupo residualmente finito tal que todo w-valor tem ordem dividindo n. Serd que o

subgrupo verbal w(G) € localmente finito?

Observamos que no caso em que w = x, o Problema 2.3.4 é exatamente o Problema
Restrito de Burnside. Também ¢é facil verificar que a resposta é positiva para palavras
nao-comutadores. Algumas outras respostas positivas para o Problema 2.3.4 foram
obtidas de maneira direta como corolarios de resultados sobre variedades anteriormente
mencionados. Uma delas foi mencionada no Corolario 2.3.3 e, por exemplo, outra pode
ser deduzida do Teorema 2.2.15:

Corolario 2.3.5 ([49]). Sejam k e n inteiros positivos e seja t como no Teorema 2.2.15.
Suponhamos que G é um grupo residualmente finito satisfazendo a propriedade de que
todo produto de t comutadores da forma [r1,xs,...,x%] tem ordem dividindo n. Entdo

v (G) € localmente finito.

Observamos que o coroldrio nao é valido se a hipdtese de finitude residual for retirada.

Basta recordar o resultado de Deryabina e Kozhevnikov citado anteriormente.

No Capitulo 6 apresentamos respostas positivas para o Problema 2.3.4, obtidas como

corolarios dos Teoremas 4.0.1 e 5.0.1, respectivamente, a saber:

Corolario 6.0.1. Sejam n inteiro positivo e pp = p(n) como no Teorema 4.0.1. Se w €
um comutador multilinear e G € um grupo residualmente finito satisfazendo a propriedade
de que todo produto de p w-valores tem ordem dividindo n, entao o subgrupo verbal w(Q)

€ localmente finito.

Corolario 6.0.2. Sejam n e k inteiros positivos e A = \(n, k) como no Teorema 5.0.1.
Suponhamos que G € um grupo residualmente finito satisfazendo a identidade
([x1, k1] -+ [Ta, kUn])™ = 1. Entdo o subgrupo verbal correspondente a k-ésima palavra

de Engel € localmente finito.
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Enfatizamos que os Corolédrios 6.0.1 e 6.0.2 nao afirmam que os subgrupos verbais
em questao tém expoente n. De fato, de acordo com Kleiman [22, demonstracao do
Teorema 3], sendo ¢ uma poténcia do primo p, se ¢ > p?, existe um grupo finito G
satisfazendo a identidade ([z1,y1] - [Tm,ym|)? = 1, para algum inteiro positivo m
tal que G’ tem expoente no minimo pg. N&ao é conhecido ainda se, sob as hipdteses
do Corolério 6.0.2, o subgrupo verbal correspondente a k-ésima palavra de Engel tem

expoente finito.

Ainda nao sabemos dizer se o Problema 2.3.4 é ou nao equivalente ao Problema 2.2.7.
Somos capazes de demonstrar que uma resposta positiva para o Problema 2.2.7 implica

em uma resposta positiva para o Problema 2.3.4 (conforme mostramos no Capitulo 6).
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Capitulo 3

Métodos Lineares em (rupos
Nilpotentes

Os anéis de Lie constituem uma importante ferramenta na Teoria dos Grupos. Métodos
que associam anéis de Lie a p-grupos apareceram por volta dos anos 30 do século
passado no contexto do Problema Restrito de Burnside. Devido as grandes contribuigoes
de Higman, Khukhro, Kostrikin e Zelmanov neste sentido, tais métodos véem sendo

considerados com bastante frequéncia em problemas correlatos.

Em [61] Zelmanov obteve resposta positiva para o Problema Restrito de Burnside a

partir do seguinte resultado:

Teorema 3.0.6 ([61], III1(0.4)). Seja L uma dlgebra de Lie gerada pelos elementos
1,0, ...,0,. Suponhamos que L satisfaz uma identidade polinomial f e que cada

monomio em ay,as, ..., 0, € ad-nilpotente. Entao L ¢ nilpotente.

Resultados interessantes em Teoria dos Grupos sao obtidos como corolarios deste

teorema.

De acordo com o Problema Restrito de Burnside, a ordem de qualquer grupo finito
m-gerado de expoente n é {m,n}-limitada. Neste trabalho aparecem alguns resultados
que, em certo sentido, sao generalizacoes desse fato. Para isso, faz-se necessario aplicar
técnicas Lie-tedricas no mesmo sentido que Zelmanov utilizou em sua solugao do Problema
Restrito de Burnside.
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Dedicamos este capitulo a apresentacao de alguns métodos lineares em grupos
nilpotentes. O foco principal é descrever a construcao da algebra de Lie associada a um
p-grupo finito e apresentar alguns fatos relacionados com as ideias desenvolvidas por
Zelmanov. Também aparecem resultados importantes devidos a Lazard, Khukhro e

Shumyatsky:.

Uma exposi¢ao completa dos tépicos abordados aqui pode ser encontrada em [13], [14],
[20] e [43].
3.1 Propriedades Imediatas de p-Grupos Regulares
Dado um p-grupo finito GG, definimos, para todo ¢ > 0, os seguintes subgrupos:
(G = <x € Gz = 1> e U(G) =GP = <xpi/m € G>.

Ambos ©;(G) e U;(G) sao subgrupos caracteristicos de G.

Uma observacao importante é que as igualdades
Q(G) = {x € G/a? = 1} e U;i(G) = {.Tpi/l' € G}
nao sao validas para qualquer p-grupo finito. Por exemplo,
Q1(Dam) = (x € Dom [2* = 1) = Dom,

mas nem todo elemento de Dym tem ordem 2.

Isto motiva a defini¢ao:

Definicao 3.1.1. Seja G um p-grupo finito. Dizemos que G € um p-grupo reqular se

aPy? = (zy)’ mod Uy ((z,y)'), para todos x,y € G.

Equivalentemente, se
W (2, y) <Oy ((2,9)) .
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Lema 3.1.2 (Propriedades Imediatas de um p-Grupo Regular).
(a) Se G € um p-grupo finito tal que a classe de nilpoténcia de G é menor do que p,
entao G € reqular.

(b) Se G € um p-grupo regular, entiao para todo i > 1,

0(G) = {:c e Gla” = 1} e Ui(G) = {xff’/x e G} .

3.2 Algebras de Lie Associadas a p-Grupos

Entendemos por anel de Lie R um anel nao associativo sem unidade cuja

multiplicagao é denotada por [z, y| e satisfaz as seguintes propriedades:
(i) [z,z] =0, para todo x € R (anticomutatividade);

(i) [[x,y], z]+ly, 2], 2] +[[z, 2] , y] = 0, para todos x,y, 2 € R (Identidade de Jacobi).

Consideremos agora um anel A comutativo com unidade e seja L um A-mddulo.
Suponhamos que esteja definida em L uma multiplicagao em que o produto dos elementos

z,y € L é indicado por [z,y].

Definicao 3.2.1. Dizemos que L é uma dlgebra de Lie sobre A se para quaisquer

x,y,z € L e quaisquer a,b € A as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(i) [ax +by,z] =alx, 2]+ bly, z];
(ii) [z, ay +bz] = afz,y] + [z, 2];
(iii) [z,z] = 0 (anticomutatividade),

(iv) [[z,y], 2] + [y, 2], ] + [[2, 2] ,y] = 0 (Identidade de Jacobi).

Observamos que, no sentido das defini¢coes anteriores, qualquer anel de Lie pode ser

visto naturalmente como uma &lgebra de Lie sobre Z.

Neste contexto de anéis e dlgebras de Lie, a multiplicagao denotada por |, | é conhecida

como comutador de Lie.
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Certas aplicacoes lineares sao relevantes na Teoria das Algebras de Lie, destacando-se
dentre elas as derivacoes. Se L é uma &lgebra de Lie, entao qualquer aplicagao linear

0 : L — L satisfazendo a condicao

0 [z, y]) = [z, 0 ()] + 16 (2), ],

para todos x,y € L, é dita uma derivacao de L.

Um exemplo interessante é a aplicacao definida por y — [z,y], para um elemento
fixado x € L. Denotamos esta aplicagdo por adx (operador adjunto definido por x) e

escrevemos adz(y) = [z, y]. E facil ver que adz é uma derivacio para qualquer z € L.!

Seja L uma algebra de Lie sobre um corpo F. Sejam n,m inteiros positivos e

T,Y, X1, Lo, ..., Ty € L. Definimos indutivamente
[xl] = T1; [x17$27 < 7xm] = [[$17$27 ce 7$m71] 7xm]
e
[%oy] =T, [x,ny] = [[x7n71y] 73/] .

As nocgoes de série central inferior e série derivada sao definidas para algebras de Lie
com os mesmos significados que definimos para grupos e, assim, as nogoes de algebras de

Lie nilpotentes e soluveis surgem de maneira natural.

Definicao 3.2.2. Um elemento a € L € chamado ad-nilpotente se existe um inteiro
positivo n tal que [x,,a] = 0, para todo x € L. Se n é o menor inteiro positivo com esta

propriedade, dizemos que a € ad-nilpotente de indice n.

Observamos que um elemento de L é dito ad-nilpotente de indice n se o correspondente

operador adjunto da algebra de Lie L ¢ nilpotente de indice n.

Definicao 3.2.3. Uma série de grupos
G=G1=>2Gy >

€ chamada N-série se satisfaz a propriedade [G;, G;] < Gy, para todos i, j.

I Desta forma, podemos definir uma representacio de L, dada pela aplicacdo z —— adz. Esta é
conhecida como representacao adjunta de L.
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E f4cil ver que uma N-série é central, ou seja, vale que G;/Gi1 < Z(G/Giyq) para
todo 1.

Definicao 3.2.4. Dizemos que uma N-série € uma N,-série quando satisfeita a condigdo
P

para todo i, onde p é um primo firado.

Utilizando generalizagbes de construgoes apresentadas por Magnus [29] e
Zassenhaus [58], Lazard [26] apresentou um método onde, dado um grupo G, é possivel
associar um anel de Lie L(G) a qualquer N-série de G. Além disso, discutiu propriedades
especiais que podem ser obtidas quando consideramos uma N,-série de G, caso em que
L(G) pode ser visto como uma édlgebra de Lie. Aqui descrevemos brevemente a construcao
de um anel de Lie associado a uma N-série e as propriedades obtidas quando olhamos

para L(G) como sendo uma &lgebra de Lie (ou seja, quando se trata de uma N,-série).

Dada uma N-série de G, consideremos L(G) como sendo a soma direta dos
grupos abelianos L; = G;/G;;1 (usando notagao aditiva). A operacao de comutagao
em G, (z,y) — [z, y], induz uma operagao binaria (que também denotamos por [, |) em

L(G). Para os elementos homogéneos ©G;+1 € L; e yG;41 € L;, definimos
[2Gi1, yG 1] = [, Y] Gigjir € Liy

e estendemos (por linearidade) para elementos arbitrdrios de L(G) .

Lema 3.2.5. A operagao bindria definida anteriormente estd bem definida e L(G) munido

das operagoes + e | , | € um anel de Lie.

O procedimento discutido pode ser realizado considerando-se qualquer N-série de G.
No caso em que todos os quocientes G;/G;,; de uma N-série tém expoentes p, p primo,
L(G) pode ser visto como uma &lgebra de Lie sobre [F,, o corpo com p elementos. Isto

sempre ocorre quando tomamos uma N,-série.
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Desejamos estudar o caso particular em que consideramos uma N,-série de G e a
algebra de Lie associada L(G). E possivel observar relacoes profundas existentes entre
G e L(G). Para um elemento arbitrario z € G;\G,41, denotamos por T o elemento
associado 2G4, € L(G). O resultado seguinte é devido a Lazard e pode ser encontrado
em [26, p. 131].

Lema 3.2.6. Para qualquer x € G, temos que (adZ)? = ad(zP). Consequentemente, se

2™ =1, entdo T € ad-nilpotente de indice no mdximo n.

Definicao 3.2.7. Seja L a dlgebra de Lie livre sobre F com uma quantidade enumerdvel
de geradores livres, digamos x1,xo,..., e seja f = f(xy,29,...,2,) um elemento
nao-nulo de L. Dizemos que uma dlgebra de Lie L satisfaz a identidade polinomial f =0
se f(ai,ag,...,a,) = 0 para quaisquer ai,as,...,a, € L. Neste caso, dizemos que L €

uma dalgebra de Lie com identidade polinomial ou uma PI-dlgebra de Lie.

E conhecido que qualquer lei de grupo que vale em G implica certa identidade
polinomial na élgebra de Lie associada L(G). Em [57], Wilson e Zelmanov apresentaram
um algoritmo efetivo para escrever explicitamente a identidade polinomial da algebra de
Lie quando a lei de grupo ¢ conhecida. O algoritmo apresentado refere-se a situacoes
bastante gerais, sendo significativamente eficiente. Entretanto, nas argumentacoes de
nossos novos resultados nao se faz necessario explicitar as identidades polinomiais
referentes as leis de grupo consideradas. Nos embasamos apenas na existéncia de tais

identidades polinomiais, como afirma a proposicao a seguir.

Proposicao 3.2.8. Seja G um grupo satisfazendo uma identidade w = 1. Entao existe

um polinomio de Lie nao-nulo f sobre F, cuja forma depende apenas de p e w tal que a
dlgebra de Lie associada L(G) satisfaz a identidade f = 0.

Para ilustrar a afirmacao da proposicao anterior, apresentamos um caso particular.

Proposicao 3.2.9 (Higman, [12]). Sejam n uma poténcia de primo e G um grupo tais que
" =1, para todo x € G. Entao para qualquer N,-série de G, a dlgebra de Lie associada
L(G) satisfaz a identidade

Z (%0, Tr(1), Tr2), - - s Ta(n_1)] = 0.

TESH -1
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Finalizamos esta secao com a definicao de mondémio em elementos de uma algebra de
Lie. Se X é qualquer subconjunto de L, por um mondémio em elementos de X entendemos
qualquer elemento de L que pode ser obtido por meio de repetidas operacgoes de
comutadores de Lie com um sistema arbitrario de colchetes envolvendo os elementos
de X. Em particular, os elementos de X sao vistos como monomios cujo sistema de

colchetes é vazio.

3.3 A Série de Jennings-Lazard-Zassenhaus

Em linhas gerais, ¢ possivel construir varias Np-séries de um grupo G e existem
diferentes caminhos para se associar a G uma algebra de Lie. Estamos particularmente
interessados em definir uma N,-série conhecida por série de Jennings-Lazard-Zassenhaus,
cuja relevancia é bem conhecida por suas aplicagoes em resultados Lie-teéricos na
Teoria dos Grupos. E é exatamente para este tipo de série que aplicaremos os resultados

discutidos na secao anterior.

Relembramos aqui a “Férmula de Cole¢ao” (veja, por exemplo, [14, p. 239)]).

Lema 3.3.1. Seja G um grupo.

(a) Sex,y e, entao

(Iy)pn = 2" y?" mod »(G)*" var(G)pn_T, para todo n > 1.

r=1

(b) Sez,ye G, H<G ex,|x,y] € H, entao

n
. —

mod o (H)?" var(H)pn " para todon > 1.

r=1

(27" y] = [z, 9]

Demonstracgao.
n

(a) Denotemos R = v, (G)?" nypr (G)P"". Pela Férmula de Compilacio de P. Hall

r=1

(Lema 1.1.9), existem g¢; € v;(G), i = 2,...,p", tais que
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para todo n > 1.
Se mdc(i,p) = 1, entdo (’;n) é um numero divisivel por p" e, para i > 1,
p" n
gl-( 0 € 1»(G)P" < R. Agora, se i = p'j, onde r > 1 e mdc(p,j) = 1, entdo (’Z’ ) é
pn
um numero divisivel por p"~" e > p". Assim, g( 0 € v (G)P"" < R. Portanto,

%

27"y = (zy)”" mod R.

(b) Por (a), temos

(z [z, y])?" =2 [x,y]”  mod ~o(H)?" Hypr(H)pn_r
r=1
Mas
(o))" = (@) = (@) = 2" [+, 4]
e, assim, a propriedade estd demonstrada. |

Lema 3.3.2. Sen >0, entdo [v(G)"",~;(G)] < H7j+ip1-(G)pn_r, para todos i,j > 1.
r=0

n—r

Demonstracao. O caso n = 0 é 6bvio. Denotemos R = Hyjﬂ-pr(G)p Como

r=0
R <G, é suficiente mostrar que [xp",y} € R para quaisquer = € v,;(G), y € v,(G). Pelo

Lema 3.3.1-(b), para todo n > 1,

n

[, y] = le.y]” mod o (H)" [ [ (H)"

r=1

onde H = (z, [z, y]).

Agora, segue do Lema 1.1.8 que 7»(H) é o fecho normal de [z,y,z] em H.
Assim, Y(H) < 7%4;(G). Como H < v(G), temos v (H) < Ymi+j(G), para todo
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n—r

m > 2. Desta forma, y,r(H)?"" < 4y (G)P
Yo(HP" < 7;(G)P" <R e [z,9]" € 7.;(G)” < R. Portanto, [27",y] € R, como
desejado. [ |

< R, parar = 1,...,n. Além disso,

Apresentamos a seguir uma série de subgrupos de G definida a partir dos termos da

série central inferior de G cujos quocientes sao todos p-grupos abelianos elementares.

Definicao 3.3.3. Para qualquer inteiro positivo i, definimos

D; = Di(G) = [] w(G)".

Jpk>i

Os subgrupos D; sao caracteristicos em G e formam uma série G = Dy > Dy > ---

para o grupo G. 2
Proposicao 3.3.4. A série {D;} € uma N,-série.

A proposicao anterior é consequéncia imediata dos Lemas 3.3.5 e 3.3.6 a seguir.

h
Lema 3.3.5. Sejam G um grupo, i > 1,j > 1,h = 0 ¢ R = [[ 75 (G, Se
r=0

xr € v(G) en > 2, entdo

h

h—r
Tn (<LU, R>) S H’Yin—i-jpT‘(G)p

r=0

Demonstracgao. Argumentaremos por indugao sobre m. Se n = 2, entao pelo

Lema 1.1.8-(c) temos
Y2 ((:L‘, R>) = [R7 <l‘, R>] :

Como (z, R) < v(G), segue que v ((z, R)) < [R,v:(G)].

2 Observamos que é possivel ter D;_; = D; > D;.1. Se G é abeliano, entdo D; = ka, onde k
é o menor inteiro positivo tal que p*¥ > i e, assim, D; = o sempre que pFl < i < pk.
No caso em que G é um grupo de expoente p, temos D; = 7;(G) para todo i.
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Para n > 2, temos
Yo (2, R)) < [rn1 ({2, R)) , (G)] -

Usando a definicao de R para o caso n = 2 e a hipétese de indugao quando n > 2,

obtemos, para n > 2,

h—r

({2, R)) < [H it (G5 %(G)

r=0

Agora, utilizando o Lema 1.1.2 e o Lema 3.3.2, segue que

h
el B) < T [ (@F (@)

H H Vitps (in—itjpr) (G)” e

r=0 s=0

h—r—s
H ’Yin—l—jp”LS(G)p )

r+s<h

IN

IN

onde i + p*in — p°i > in. |

Lema 3.3.6. Sejam G um grupo, 1 > 1,7 >1,h >0 e k> 0. Entao

h

4GP CP] < Dy C).

Demonstragao. Suponhamos z € v(G) e y € ~,;(G). Sejam z = [z, y7"] e
H = (z,z). Pelo Lema 3.3.1-(b), segue que

k
@y = [y P =27 mod o (H)P ] v (Y
m=1
Paran =1,...,p" definimos

h

h—r

Hn == H'yzn_i_]pr(G)p .
r=0
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Pelo Lema 3.3.2, segue que z € Hy. Assim, H < (z, H;). Pelo Lema 3.3.5, temos
Y(H) < H,. Logo,

n
k h k—m
@y e ] How ™
m=0

Agora, denotemos R = Dy ;,n(G). Se m + h —r > k, entao pela Definicao 3.3.3,
segue que Yipm 4, (G < R. Desta forma, se s = max{m +h —k + 1, 0}, entdo

h—

h
Hpym < RH%’pm-i-jp’“(G)p < Reyipm 4 jps (G).

T=s

Portanto,

k—m k—m

H]I;m S R’}/l’pm+jps(G)p == R,
pois ipF + jpstETm > ipk 4 jph.

Assim, [xpk,yph] € R e 2'"R comuta com yth. Segue que cada elemento de
v(G)""R/R comuta com cada elemento de v;(G)*" R/R e, finalmente,

WGP (G| € R= Dy (G).

Estamos prontos para demonstrar a Proposicao 3.3.4.

Demonstracao.

(i) A série {D;} é uma N-série, ou seja, para m,n inteiros positivos, temos
[Dyy Do] < Dy
Essa propriedade é consequéncia direta da Definicao 3.3.3 e do Lema 3.3.6.
(ii) A série {D;} é uma N,-série, ou seja, para m,n inteiros positivos, temos
D < D,,.

De fato, por (i), temos ~,(D,) < D,, e, assim, pelo Lema 3.1.2-(a),
D,,/D,, é regular. Mas o quociente D,,/D,, é gerado por elementos de ordem p, pois
se ipP > nex € v(G), temos (a7 € Djpir1 < Dpy,. Portanto, pelo Lema 3.1.2-(b),
(Dy/Dpn)’ =1 e, assim, D? < D,,. [ |
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Associando uma Algebra de Lie a um Grupo

A série {D;} é chamada de série central p-dimensional de G e é conhecida como sendo
a série de Jennings-Lazard-Zassenhaus. Os quocientes L; = D;/D;1 sdo todos abelianos
elementares, portanto podem ser vistos como espacos vetoriais sobre [F,,. Em conformidade

com os procedimentos anteriormente descritos, podemos associar a G uma algebra de Lie

L(G) =P L

sobre [F,,, correspondente a série central p-dimensional.

dada por

Observamos que L(G) tem estrutura de uma &lgebra de Lie restrita (p-dlgebra de
Lie)? , porém trataremos L(G) apenas como uma algebra de Lie. Esta dlgebra particular
desempenha papel fundamental nas discussoes Lie-tedricas em resultados do

“tipo Zelmanov”, inclusive nos novos resultados que apresentamos.

Denotemos por L,(G) a subélgebra de L(G) gerada por D;/D,. No caso em que G é
finitamente gerado, a nilpoténcia de L,(G) produz um forte impacto sobre a
estrutura de G. Fixemos um numero positivo ¢ e suponhamos que G é gerado por
1,02, . .., Q. S€jA p1, Pa, ..., ps & lista de todos os comutadores simples em aq, as, ..., an
de peso no méximo ¢. Claramente, s é um ntmero {c,m}-limitado. A proposi¢ao a
seguir pode ser encontrada implicitamente em [61] e a demonstragao que apresentamos se

encontra em [43, Proposigao 2.11].

3 Uma &lgebra de Lie L definida sobre um corpo de caracteristica prima p é dita restrita se existe
uma aplicacdo [p] : L — L satisfazendo
(i) (ada)? = ad (al?!), para todo a € L;

(ii) Para todo a € F, ¢ a € L, (aa)? = aPalr);

p—1
(iii) Para todos a,b € L, (a + b)[p] = alPl + bl 4 Z @i (a,b), onde ; (a,b) sdo determinados da
i=1
seguinte maneira:
p—1
(ad(a@z+b@ 1))’ (a@1) = ip;(a,b)@z"" em L&, F,lzl.
i=1
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Proposicao 3.3.7. Seja G um grupo gerado por m elementos ay,as, ..., ay. Suponhamos
que L,(G) € nilpotente de classe c. Se pi1,p2,...,ps € a lista de todos o0s
comutadores simples em ay,as,...,a, de peso mo mdximo c, entao, para todo inteiro

positivo 1, o grupo G pode ser escrito como um produto

G = (p1) (p2) -+ {ps) Dt

de subgrupos ciclicos gerados por pi,pa,...,ps € Diy1. Em particular, se todo p; tem

ordem finita, entdao

G = (p1) (p2) -~ {ps) -

Demonstragao. Primeiramente observamos que, para todo inteiro positivo 2, D;
k

¢ um subgrupo gerado por D;;; e pelos elementos da forma [by, bs, ..., ;] , onde gpF >

e by,by,....b; € {ay,aq,...,a,}. Este fato é consequéncia da Férmula de Colecao

(Lema 3.3.1) e de propriedades elementares de comutadores.

Para demonstrar a proposicao, usaremos inducao sobre 7. O caso i = 0 é trivial e,

assim, podemos supor que ¢ > 1 e que
G = (p1) (p2) - -~ (ps) Di-

Segue que qualquer elemento x € G pode ser escrito na forma

(6PN e}

x = pitps? .. plty, (3.1)

onde y € D;. Sem perda de generalidade, podemos assumir que D;,; = 1.

Para y € D;, podemos escrever

k1 ko kr
y= (o7 )5 )= (o), (3.2)
onde cada o, é da forma [by, by, ..., b;], com jp» >i e by, by, ..., b; € {as,ag,...,an}
Denotemos por a, o elemento a,Dy € L,(G), n = 1,2,...,m. Por hipdtese,
L,(G) ¢é nilpotente de classe ¢ e isto significa que [51,52, o ,EH] = 0 para
quaisquer by, by, ..., ber1 € {ay,a9,...,a,}. Isto implica que [by, b, ..., ber1] € Deio

para quaisquer by, by, ....b.1 € {ai,as,...,an}t e que Y1 (G) < D.o. Pela
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Capitulo 3. Métodos Lineares em Grupos Nilpotentes

Proposicao 3.3.4, para qualquer d > ¢ + 1 é valido que v4(G) < Dgyq, pois
Va(G) = [14-1(G), G] < [Dy4, G] < Daya.

Agora, se 0, é da forma [by, bs,...,b;], com j > ¢+ 1, entao
kn kn kn
O'ﬁ € ’Y](G)p S D?_H S D(j+1)pkn S Di+1 = 1.

Dito isso, podemos assumir que cada o, é da forma [by,bs,...,b;] com j < c. Nesse
caso, 0, esta contido na lista py, ps, ... ps. Resta agora notar que, pela Proposicao 3.3.4,

o?"" e Z(@). Comparando (3.1) e (3.2), concluimos que

z € (p1) (p2) -+ (ps)

como desejado. |

Tendo em vista a Proposicao 3.3.7, é de suma importancia conhecer um critério
que dé condigoes para que uma algebra de Lie seja nilpotente de classe limitada.
O proéximo resultado foi provado em [24, Corolario do Teorema 4] de maneira imediata a

partir do Teorema 3.0.6.

Teorema 3.3.8. Seja L uma dlgebra de Lie sobre IF,, gerada por m elementos ai, as, .. ., Gp,.
Suponhamos que L satisfaz uma identidade f = 0 e que cada monomio nos geradores
ai,as,...,a, € ad-nilpotente de indice no mdximo n. FEntao L € nilpotente de classe
{f,n,m,F,}-limitada.

Demonstracao. Consideremos F), a algebra de Lie sobre F, livre m-gerada
com geradores livres f1, fo,..., fin. Seja I o ideal de F;, gerado por todos os f-valores
sobre os elementos de F,, e por todos os elementos da forma [g,,z], onde g € F),, e x
¢ qualquer monémio nos elementos f;, i = 1,2,...,m. Assim, F/I satisfaz as hipéteses
do Teorema 3.0.6 e, portanto, é nilpotente de classe ¢ = ¢(f, m,n,F,). Por outro lado,
qualquer algebra de Lie satisfazendo as hipdéteses do Teorema 3.0.6 e satisfazendo
a condicao de que todo monomio nos geradores ¢ ad-nilpotente de indice no maximo n é
uma imagem de F/I sob o homomorfismo induzido pela aplicacdo f; —— ay,
1 = 1,2,....m. Desta forma, concluimos que L ¢é nilpotente de classe no

maximo c. [ |
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Capitulo 4

O Problema Restrito de Burnside
para Comutadores Multilineares

O objetivo principal deste capitulo é demonstrar o resultado a seguir.

Teorema 4.0.1. Seja w um comutador multilinear. Para qualquer
inteiro positivo n existe um inteiro positivo p = u(n), dependendo
apenas de n, tal que a classe de todos os grupos G tendo o subgrupo
verbal w(G) localmente finito e satisfazendo a propriedade de que
todo produto de p w-valores em G tem ordem dividindo n é uma
variedade.

A solugao do Problema Restrito de Burnside por Zelmanov [59, 60] ofereceu grandes
contribuicoes ao desenvolvimento da Teoria dos Grupos. Com a utilizacao dos métodos
envolvidos, outros problemas vém sendo resolvidos de maneira efetiva. A partir das
técnicas de Zelmanov, certas generalizacoes do Problema Restrito de Burnside podem ser
discutidas e algumas variedades de grupos interessantes tém sido descobertas, conforme

comentamos na Secao 2.2.

Relembramos que nossas discussoes centrais estao baseadas em fatos relacionados
aos Problemas 2.2.7 e 2.2.8. Antes de apresentarmos as argumentagoes que levam a

demonstracao do Teorema 4.0.1, facamos uma reflexao sobre o Problema 2.2.7.
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Seja w uma palavra e consideremos a classe X de todos os grupos G
satisfazendo a identidade w"™ = 1 e tendo w(G) localmente finito. Entao, para
demonstrar que X é uma variedade, pelo Teorema de Birkhoff (1.3.8), devemos mostrar
que X é fechada com respeito a subgrupos, quocientes e produtos cartesianos de seus
membros. Observamos que ¢é facil ver que a classe X é fechada em relagao a subgrupos
e quocientes. Desta forma, precisamos discutir resultados que mnos permitam
concluir que X também é fechada em relagao a produtos cartesianos. E exatamente
este o foco central das discussoes que passamos a apresentar no presente capitulo e no

Capitulo 5, onde abordaremos o caso das palavras de Engel.

4.1 Limitando a Altura de Fitting de um Grupo
Soluvel Finito

Relembramos que o subgrupo de Fitting F(G) de um grupo G é o produto de todos os
subgrupos normais nilpotentes de G. Denotamos por F;(G) o i-ésimo termo da série de
Fitting de G e por h(G) a altura de Fitting de G. Sabemos que se G é um grupo soliivel
finito, entao a série de Fitting possui comprimento finito. Também é conhecido que no
caso em que G é finito, F(G) contém todos os subgrupos subnormais nilpotentes de G
(Lema 1.1.11-(b)).

Nesta secao discutimos alguns resultados relacionados com a altura de Fitting de um
grupo solivel finito. Eles sao necessarios para a demonstragao do Teorema 4.0.1. O ponto
chave é combinar o Teorema de Segal (que afirma que o grupo derivado de um grupo

prosolivel finitamente gerado é fechado [40]) com outras ferramentas.

Definicao 4.1.1. Seja G um grupo. Um elemento x € G ¢é dito um elemento de Engel

(a esquerda) se existe um inteiro positivo n tal que [y, ,x] = 1, para todo y € G.
Necessitamos do lema a seguir, que pode ser encontrado em [13, Teorema I11.6.15].

Lema 4.1.2. Todo elemento de Engel de um grupo finito G estd contido em F(G).
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Definigao 4.1.3. Seja G um grupo. Um elemento x € G é chamado 0-comutador se

existem 1, ...,xox € G tais que © = S(1, ..., Tox).

Usaremos de maneira natural o fato de que inversos e conjugados de dp-comutadores

sao novamente dz-comutadores.

O importante teorema a seguir foi demonstrado em [40].

Teorema 4.1.4 (Segal). Se G € um grupo solivel finito gerado por m elementos
Y1, Y2, - - -, Ym, entdo todo elemento de G' pode ser escrito como um produto de um nimero

m-limitado de comutadores da forma |a,b], onde a € G, b € {y1,y2, .., Ym}-

Em [32] Nikolov e Segal generalizaram o teorema anterior desconsiderando a hipdtese

de G ser soluvel. Do Teorema 4.1.4, deduzimos o lema:

Lema 4.1.5. Seja | um inteiro positivo. Seja G um grupo solivel finito gerado por m
elementos g1, 92, ..., gm tais que a ordem de cada g; divide [. FEntao todo elemento de
G pode ser escrito como um produto de um nimero {m,l}-limitado, f = f(m,1), de

conjugados de g;.

Demonstracgao. Pelo Teorema 4.1.4, todo elemento de G’ pode ser escrito como
um produto de r comutadores [a;,b;], onde r é um numero m-limitado, a; € G e

bi € {91,92,---,9m}- Agora, se x € G', podemos escrever

xr = [al, bl][CLQ, bg] s [CLT, br] = bl_alblbgwbg s b;arbr
_ bglfl)al blbglfl)cmbz . bglfl)arbr'

Assim, z é um produto de no maximo rl conjugados de g;. Como G /G’ é gerado por

l

elementos de ordens dividindo [ e a ordem de G/G’ é no maximo m', segue que cada

elemento de G é um produto de no maximo f = rl +m! conjugados dos g;. |
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Nas discussoes que seguem no restante deste capitulo, usaremos f(m,!) para denotar
o nimero {m, [}-limitado no mesmo sentido do Lema 4.1.5. Também usaremos a notagao

de produtos a esquerda para os colchetes

[Ty, 29,23, ..., xp] = [ [[1, 2] , 23], .., ],
para todos x1, o, x3,..., 2, € G.

Lema 4.1.6. Sejam G um grupo, d um ox-comutador e x € G. Entao [x,d,...,d| é um

k
0 -comutador.

Demonstragao. Notemos que d pode ser visto com um d;-comutador para cada i < k.
Claramente, [z,d] é um d;-comutador. Usando indugao sobre k, podemos assumir que

k>1eque[z,d,...,d éum d_j-comutador. Entéo [x,d,...,d] = [[z,d,...,d]|,d] é um

k—1 k k-1
dr-comutador, como queriamos demonstrar. |

Lema 4.1.7. Seja G um grupo solivel finito tal que h(G) = 2. Seja x € G e suponhamos
que o subgrupo (x, F(G)) é nilpotente. Entio x € F(Q).

Demonstragao. Denotemos F' = F(G). Como G/F ¢ nilpotente, temos que (z, F)
é subnormal. Assim, (z, F') é um subgrupo subnormal nilpotente de G. Portanto, pelo
Lema 1.1.11-(b), segue que z € F. [ |

O préximo resultado é fundamental para a demonstracao do Teorema 4.0.1. E uma
das principais ideias da contribuicao que este trabalho representa. Ele nos permite limitar

a altura de Fitting de um grupo soluvel finito satisfazendo certa identidade.

Lema 4.1.8. Seja G um grupo soluvel finito. Suponhamos que a altura de Fitting de
GW®) ¢ h. Entao € possivel escolher h 6-comutadores em G, digamos dy,ds, ..., dy, tais

que o subgrupo (dy,ds, ..., dp) tem altura de Fitting exatamente h.

Demonstragao. Denotemos F;(G*®) por F;, 1 < i < h. Se h = 1, entdo o lema é

k)

6bvio. Assim, assumimos que h > 2. Como Fj, = G®, existe um §,-comutador d; tal

que dy ¢ Fj,_1. J& que a altura de Fitting de G /F,_, é igual a 2, pelo Lema 4.1.7
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segue que o subgrupo (dy, F},_1) /Fj_2 nao é nilpotente. Desta forma, de acordo com o

Lema 4.1.2, a imagem de d; em (dy, F},_1) /Fs_2 nao pode ser um elemento de Engel.
Logo existe xy; € Fj_; tal que [x1,dy,...,d1] ¢ Fj_2, para qualquer inteiro positivo i.

Definamos dy = [1,d1, ..., d;|. Pelo Lema 4.1.6 segue que dy é um dx-comutador. Além
k
disso, dy € Fh_l\Fh_Q.

Analogamente, como o subgrupo (ds, Fj,_s) /F},—3 nao é nilpotente, existe x5 € F,_5 tal

que [za,ds, . .., ds] & F}_3, para qualquer inteiro positivo i. Definamos ds = [x9,ds, . . . , da].

) k
Notemos que ds é um di-comutador e que dz € Fj,_o\ F),_3.

Continuando com este processo, temos que existe x,_; € Fj,_—1) tal que podemos
escolher um dg-comutador d, definido por d, = [z,_1,d,_1,...,d,—1], onde 1 < r < he

k

dr € Fhf(rfl)\Fhfr-

Agora, seja H = (di,ds,...,dy). Resta mostrar que o subgrupo H possui altura
de Fitting exatamente h. De fato, temos que d;, € F(H). Além disso, observamos

que dp—; € Fy(H) mas dp—1 ¢ F(H) (em caso contrario, existiria um inteiro positivo
j tal que [dp,dp_1,...,d,_1] = 1). De forma mais geral, temos que dj,_, € F,.,1(H)

j
mas dp_, ¢ F.(H), onde 0 < r < h — 1. Portanto, H tem altura de Fitting h, como
desejado. |

Notacao. Fixemos um inteiro positivo k. Utilizamos o simbolo w; para denotar a palavra
que é o produto de j d,-comutadores, cada um deles com entradas independentes. Assim,

por exemplo, o simbolo wy denota a palavra dx(z1, ..., Tox)Ik(Y1, - - -, Yor)-

E f4cil ver que se um elemento de um grupo G é um w;-valor, entao é também um
wj-valor para qualquer i < j. Desta forma, para qualquer ¢ < j, a identidade w} =
implica a identidade w} =1 em G.

Um bem-conhecido corolario da Teoria de Hall-Higman afirma que a altura de Fitting
de qualquer grupo soluvel finito de expoente n é limitada pelo nimero de divisores de n,
contando multiplicidades. Denotaremos este nimero por h(n). Uma demonstragdo para

este fato pode ser encontrada em [41, Lema 2.5].
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Isso nos permite demonstrar o lema a seguir.

Lema 4.1.9. Sejam j e n inteiros positivos satisfazendo a propriedade j > f(h(n)+1,n).
Seja G um grupo solivel finito satisfazendo a identidade w? = 1. Entdo h(G®) < h(n).

Demonstracao. Suponhamos o lema falso. Escrevamos h = h(n). Pelo Lema 4.1.8,
podemos escolher h + 1 dg-comutadores di,ds,...,dyy; em G tais que o subgrupo
H = (dy,ds,...,dy 1) tem altura de Fitting no maximo h + 1. Pelo Lema 4.1.5, qualquer
elemento de H pode ser escrito como um produto de no méximo f(h(n) + 1,n)
conjugados dos d;. Por hipdtese, qualquer produto deste tipo tem ordem dividindo n.
Assim, H possui expoente n e, portanto, como observamos anteriormente, h(H) < h.

Mas isto é uma contradicao e o lema esta demonstrado. |

Corolario 4.1.10. Sob as mesmas hipdteses do Lema 4.1.9, temos que h(G) < h(n) + k.

Demonstragdo. Basta notar que a altura de Fitting de G/G™®) satisfaz a propriedade
h(G/G®) < k. [ |

4.2 O Caso dos ¢,-Comutadores

Nesta secao demonstramos o Teorema 4.0.1 no caso particular em que w é um
dr-comutador. O caso geral sera obtido como consequéncia deste resultado. Necessitamos

do conceito de grupo monolitico, introduzido por Hall e Higman ([11]).

Definicao 4.2.1. Um grupo G € dito monolitico se possui um unico subgrupo normal

mimimal que € simples nao abeliano.

Recordamos que um subgrupo normal minimal de um grupo finito é simples ou ¢é o
produto direto de subgrupos simples isomorfos (uma demonstracao para este fato pode

ser encontrada em [38]).
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Proposicao 4.2.2. Sejam j, j1 e n inteiros positivos tais que j > 71n + 1 e seja
G um grupo finito satisfazendo a identidade wi = 1. Suponhamos que G nao possui
subgrupos soliveis normais nao triviais. Entao G possui um subgrupo normal L tal que
L é residualmente monolitico e G/L pertence residualmente a classe dos grupos finitos

satisfazendo uma identidade w?l/p = 1, para algum primo p divisor de n.

Demonstragao. Consideremos M um subgrupo normal minimal de G. Entao
M = S xSy x-+-x 8., onde S1,S5,,...,S, sao grupos simples isomorfos (observamos que
r pode ser igual a 1). O grupo G age sobre M permutando os fatores simples e, assim,
obtemos uma representacao de G' por permutagoes do conjunto {Sy, Sa, ..., S }. Seja Ly

o nucleo desta representacao.

Como S; nao é solivel, podemos escolher um elemento nao trivial b € S; da forma

wy (conforme a notacao introduzida na Pagina 63). Seja p um divisor primo da ordem

n/p

de b. Queremos mostrar que a identidade w;'" = 1 é satisfeita em G /L. Suponhamos

que isto é falso. Seja ¢ = p“ a maior poténcia de p que divide n. Como estamos supondo
que a identidade w?l/ P = ;.Ll/ 1=

também nao é satisfeita em G/L)s e, portanto, existe um elemento a € G' da forma w;,

1 nao é satisfeita em G /Ly, temos que a identidade w

tal que ¢ divide a ordem de a médulo Ly;. Escrevamos n = nyq e a; = a™'. Desta forma,
a; ¢ um elemento da forma wj,,, cuja ordem ¢ ¢q. Logo a; permuta regularmente alguns
q fatores do conjunto {Si, S, ..., S,.}. Sem perda de generalidade, suponhamos que S; é

um desses fatores. Podemos escrever

(ba1>q = (bCLl) (bal) s (bal)

(& S
-~

q
= (bar) (ba;  ara1) (bay'ay araras) - (bay)

2

N R X

Como b € S, cada um dos elementos b " pertence a um diferente subgrupo S; e,
assim, o produto bb® b9 ... p% possui a mesma ordem de b. Logo (bay)? tem ordem
divisivel por p e, como ¢ = p%, o elemento ba; tem ordem divisivel por p®*!. Ainda, sendo

ba; da forma w;, ,,,.1, podemos vé-lo como sendo da forma w; e, por isso, sua ordem deve
Jini+1 7 )
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dividir n. Isto contradiz nossa escolha maximal de p®. Portanto, a identidade w?/ P=1¢

1
satisfeita em G/Lyy;.

Agora consideremos L a intersecao de todos os subgrupos Lj;, onde M percorre o
conjunto dos subgrupos normais minimais de GG. Sabemos pelo Teorema de Remak (1.2.2)
que G/L é isomorfo a um produto subcartesiano dos grupos G/Lj;. A discussdo
anterior nos dd que G/ L pertence residualmente a classe dos grupos finitos satisfazendo
;Ll/ P = 1. Assim, a demonstracao estard completa uma vez provado que L é

residualmente monolitico.

a identidade w

Se T é o produto dos subgrupos normais minimais de G, segue que T é o
produto de grupos simples Sy, Ss,...,5; que comutam dois a dois e L é a intersecao
dos normalizadores dos grupos S;. A expressao de T' como um produto dos S; é unica
a menos da ordem dos fatores e um automorfismo de 7" apenas permuta os subgrupos
S;. Como G nao possui subgrupos soliveis normais nao triviais, temos Cg(T) = 1 e,
portanto, sendo G isomorfo a algum subgrupo do grupo dos automorfismos de T,

qualquer elemento de L induz um automorfismo nao trivial de algum dos .5;.

Seja p; 0 homomorfismo natural de L no grupo dos automorfismos de S;. Verifiquemos
que a imagem de p; é um subgrupo monolitico. Sabemos que p;(L) = L/CL(S;).
Temos que p;(S;) €é subgrupo normal minimal simples de p;(L) e ainda
Cou1)(pi(S;)) = 1, ou seja, pi(S;) é nao abeliano. De fato, se p;(z) € C,,1)(pi(Si)),
entao [zCL(S;), S;iCL(S;)] < CL(S;), o que é equivalente a [x,S5;] < CL(S;). Segue que
[,5;] < Cp(S;)NS; = 1. Logo x € CL(S;). Além disso, nado existe outro subgrupo normal
minimal em p;(L). Suponhamos que K é um subgrupo normal minimal em p;(L). Entao
(K, pi(5:)] < K N p;(S;) =1, 0 que é um absurdo pois C,, (1) (pi(S5;)) = 1. Portanto, p;(L)

é monolitico.

Agora, para concluir que L ¢é residualmente monolitico, basta observar que
ﬂ kerp; = ﬂ Cr(S;) =1 e que L é isomorfo a um produto subcartesiano dos L/C(S;)

(de acordo com o Teorema 1.2.4). |

66



Capitulo 4. O PRB para Comutadores Multilineares

Escolha de pu(z)

Agora estamos aptos a escolher uma fungdo p(z) definida para qualquer inteiro

positivo z e satisfazendo as seguintes propriedades:
1. p(x) > f(h(xz)+1,2), para todo x;
2. p(z) > x - p(y) + 1, para todos z,y tais que y é um divisor préprio de .

Uma funcao com tais propriedades pode ser construida utilizando inducao sobre .
Com efeito, definamos p(1) = f(1,1). Agora suponhamos que p(z) estd definida para
todo z < mn — 1. Seja M o méaximo entre f(h(n) + 1,n) e n- u(y) + 1, onde y varia
no conjunto de todos os divisores proprios de n. Por indugao, todos os elementos sobre
os quais escolhemos o méaximo ji estdo definidos. Fagamos pu(n) = M. Desta forma,

estabelecemos a existéncia de uma funcao com as propriedades desejadas.

A proposicao a seguir é obtida utilizando as técnicas Lie-tedricas desenvolvidas por
Zelmanov na solugao do Problema Restrito de Burnside. Denotamos por O,/ (G) o produto

de todos os p'-subgrupos normais de G, onde p’ é um nimero primo diferente de p.

Proposicao 4.2.3. Sejam m, n e | inteiros positivos e p = p(n). Seja G um grupo
nilpotente finito satisfazendo a identidade wy,; = 1. Suponhamos que G pode ser gerado
por m elementos g1, go, - - . , Gm, tais que a ordem de cada g; e de cada comutador da forma
lg9,2], onde g € {g1,92,-..,9m} e x € G, divide . Entao a ordem de G é {k,m,n,l}-

limitada.

Demonstragao. Como G é um grupo nilpotente finito, é claro que qualquer primo que
divide a ordem de G é um divisor de [. Assim, é suficiente limitar a ordem do p-subgrupo
de Sylow de G para qualquer primo p. Logo podemos passar ao quociente G/Oy(G) e
supor que G' é um p-grupo e n é uma poténcia de p.

Suponhamos, primeiramente, G solivel de comprimento derivado 7 < k. Se G ¢
abeliano, é facil ver que |G| é {k, m,n,(}-limitada, pois G é um grupo m-gerado cujos
geradores tém ordens dividindo /. Argumentando por inducao sobre 7, vamos assumir que
‘G : G(j*1)| é {k, m,n,l}-limitado.
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Suponhamos, por ora, que GU™Y & central. Neste caso, |G : Z(G)| é {k,m,n,[}-
limitado e o Teorema de Schur (1.5.3) garante que |G’| também ¢é {k, m,n,[}-limitada.
Passando ao quociente G/G’, temos que este é um grupo abeliano que pode ser gerado
por m elementos, cada um de ordem dividindo I. Logo |G/G’| é {k,m,n,[}-limitada e,

portanto, o mesmo vale para |G]|.

Agora vejamos o que ocorre no caso em que GU~Y nao é central. Consideremos o

subgrupo
A={[g,GY V], [92,GI D], ..., [gm, GUD]).

Como cada ¢; normaliza A, para todo 1 < ¢ < m, segue que A é normal em G.
Passando ao quociente G/A, temos que a imagem de GU~Y é central e, aplicando a
argumentacao do pardgrafo anterior, obtemos que A tem indice {k,m,n,[}-limitado
em G. Pela Observacao 1.4.3, o nimero de geradores de A depende apenas de m e do
indice de A em G e, portanto, é {k, m,n,[}-limitado. Como A é abeliano e, por hipdtese,
cada comutador da forma [g, z|, com ¢g € {g1,92,...,9m} € x € G tem ordem dividindo I,
segue que A é um grupo de expoente [. Assim, pela solucao positiva do Problema Restrito

de Burnside, temos que |A| e, consequentemente, |G| é {k, m,n,[}-limitada.

Finalmente, consideremos o caso geral, ou seja, abandonemos a hipotese de
que G é soluvel de comprimento derivado no méaximo k. Aplicando as discussoes
anteriores ao quociente G/G® (que é soliivel de comprimento derivado k), obtemos que
‘G : G("“)| é {k,m,n,(}-limitado. Logo resta mostrar que ‘G(k)‘ é {k,m,n,}-limitada.
Seja 7 o niimero minimal de geradores de G*). Pela Observacio 1.4.3, r é {k,m,n,[}-
limitado. Um bem-conhecido corolario do Teorema da Base de Burnside (Corolario 1.6.2)
diz que se um p-grupo ¢ r-gerado, entao qualquer conjunto gerador deste grupo contém
um conjunto gerador com exatamente r elementos. Pela Observacao 1.1.7, G*) é gerado
pelos dz-comutadores cujas entradas sao elementos de G. Assim, G®) pode ser gerado

por r dp-comutadores, digamos, dy,ds, ..., d,.

A identidade wj; = 1 nos dd que a ordem de cada d; divide n. Além disso, como
[d;,d;] é novamente um J;-comutador, segue que qualquer comutador em dy,ds, ... ,d,
tem ordem dividindo n. Sabemos que a identidade 0; = 1 vale em G (isto porque vale

a identidade wy, = 1). Desta forma, pelo Lema 3.2.8, existe um polinomio de Lie nao-nulo
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f sobre IF,,, cuja forma depende apenas de k e n, tal que a algebra Lp(G(k)) satisfaz a

identidade f = 0 (conforme as discussoes da Segao 3.3).

Consideremos um monomio de Lie arbitrario ¢ nos geradores cz, (3;, e cza de
Lp(G(’“)) e seja p o comutador de grupo em di,ds,...,d, com o mesmo sistema de
colchetes que 0. A definicio de L,(G®) nos dd ou ¢ = 0 ou 0 = p. Como p" = 1,
o Lema 3.2.6 implica que o ¢ ad-nilpotente de indice no méaximo n. O Teorema 3.3.8 nos
diz que L,(G™®) é nilpotente de classe dependendo apenas de k,m e n. Combinando isto
com o Lema 3.3.7, concluimos que existe um numero {k, m,n}-limitado s tal que G®)
pode ser escrito como um produto de no maximo s subgrupos ciclicos, cada um de ordem

no maximo n. Portanto, G**) tem ordem no maximo n°, como querfamos demonstrar. W

Na sequéncia, apresentamos uma proposicao com consideracoes analogas aquelas
da Proposi¢ao 4.2.3, porém nao mais assumimos G nilpotente. Na demonstragao

utilizamos o resultado a seguir, devido a Jones.

Teorema 4.2.4 ([16]). Qualquer familia infinita de grupos simples finitos gera a variedade

de todos 0s grupos.

Nas discussoes que seguem, 7(G) denota o conjunto de todos os nimeros primos

divisores de |G].

Proposigao 4.2.5. Sejam m, n, [ inteiros positivos e p = p(n). Seja G um grupo finito
satisfazendo a identidade wy; = 1. Suponhamos que G pode ser gerado por m elementos
91,925 - - -y Gm, tais que a ordem de cada g; e de cada comutador das formas |g, x] e [g, z,y],

onde g € {g1,92,---,9m}, T,y € G, divide l. Entao a ordem de G é {k,m,n,}-limitada.

Demonstracao. Se n = 1, entao a identidade w, = 1 implica a identidade w; =1 em
G. Assim, G é soluvel de comprimento derivado no méaximo k. Se GG é abeliano, é facil ver
que |G| é {k,m,n,l}-limitada, uma vez que G é m-gerado e seus geradores tém ordens
dividindo /. Argumentando agora por indugao sobre o comprimento derivado j < k de G,

suponhamos que |G : GU=Y| ¢ {k, m, n, {}-limitado.

Vamos assumir, por ora, que GU~™Y & central. Neste caso, G/Z(G) tem ordem
{k, m,n,}-limitada e, pelo Teorema de Schur, G’ também tem ordem {k, m, n, [}-limitada.

Passando ao quociente G/G’, temos que este é um grupo abeliano que pode ser gerado por
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m elementos, cada um de ordem dividindo I. Logo, |G/G’| é {k, m,n,(}-limitada e,

consequentemente, |G| é {k, m,n,}-limitada.

J& no caso em que GU~Y ndo é central, consideremos o subgrupo
A={[g,GY], [92,GI D], ..., [gm, GUD]).

Como cada ¢; normaliza A, para todo 1 < i < m, temos que A é normal em G.
Passando ao quociente G /A, temos que a imagem de GU~Y ¢ central e, aplicando a
argumentacao do pardgrafo anterior, obtemos que A tem indice {k,m,n,[}-limitado
em G. Pela Observagao 1.4.3, A pode ser gerado por um numero {k, m,n,[}-limitado
de elementos. Como A é abeliano e, por hipdtese, cada comutador da forma [g,z],
com g € {g1,92,---,9m} € © € G tem ordem dividindo [, segue que A é um grupo de
expoente [. Desta forma, a solugdo do Problema Restrito de Burnside nos da que |A| e,
portanto, |G| é {k,m,n,{}-limitada.

Agora apliquemos inducao sobre n. O caso n = 1 esta demonstrado por meio das

discussoes anteriores. Suponhamos n > 2 e que a proposi¢ao é verdadeira para grupos
n/p

u(n/p
palavras, a hipdtese de indugao é que existe um nimero Ny, {k, m,n,[}-limitado, tal que
n/p

w(n/p)
m elementos g1, gz, - - . , gm, onde cada g; e todos os comutadores das formas [g, z] e [g, z, ],

satisfazendo uma identidade w ) = 1, para algum primo p divisor de n. Em outras

se G é um grupo finito satisfazendo uma identidade w = 1, gerado por

com g € {g1,92,---,9m} € T,y € G, tém ordens dividindo [, entao |G| < Nj.

Primeiramente, suponhamos que GG nao possui subgrupos soliveis normais nao triviais.
Como pu(n) > n-u(n/p)+1, a Proposigao 4.2.2 nos da que G possui um subgrupo normal
L tal que L é residualmente monolitico e G/L pertence residualmente a classe dos grupos
Z(/s p = 1, para algum primo p divisor de n. Pela
hipétese de indugao, segue que G/L é residualmente de ordem no maximo Ny. Assim,

finitos satisfazendo uma identidade w

G/L é isomorfo a um produto subcartesiano de grupos cujas ordens sdo no maximo Np.
Sendo G/L um grupo m-gerado, pelos Teoremas 1.3.2 e 1.3.3, o nimero de subgrupos
normais distintos de indice no maximo Ny em G/L é {m, Ny}-limitado. Logo |G/L| é
{k,m,n,}-limitada. Em particular, segue que L pode ser gerado por r elementos, onde
r é um numero {k, m,n,[}-limitado.

Do Teorema 4.2.4 segue que, salvo isomorfismos, existe apenas um nimero finito de

grupos monoliticos satisfazendo a identidade wj; = 1. Seja Ny = Ny(n, 1) o miximo das
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ordens destes grupos. Entao L é residualmente de ordem no maximo N;. Agora, sendo
L um grupo r-gerado, sabemos que o nimero de subgrupos normais distintos de indice
no maximo Ny em L é {r, Ny }-limitado (Teoremas 1.3.2 e 1.3.3). Portanto L tem ordem
{k,m,n,[}-limitada e, consequentemente, a ordem de G é {k, m,n,[}-limitada.

Agora vejamos o que ocorre se retiramos a hipdtese de G nao possuir subgrupos
soliveis normais nao triviais. Seja S o produto de todos os subgrupos soluveis normais
de G. A discussao anterior nos da que G/S tem ordem {k,m,n,l}-limitada. Como
p(n) > f(h(n)+1,n), o Coroldrio 4.1.10 implica que a altura de Fitting h(S) é {k, m, n,[}-
limitada. Seja F' = F(G) = F(S) o subgrupo de Fitting de G e passemos ao quociente
G/F. Este satisfaz as hipéteses da proposigao e é tal que h(S/F) < h(S). Por indugao
sobre h(S), obtemos que |G : F| é {k, m,n,[}-limitado.

Por um momento, vamos supor que F' seja central. Neste caso, |G : Z(G)| é {k,m,n,l}-
limitado e, pelo Teorema de Schur, |G’| é {k, m,n,[}-limitada. Como G pode ser gerado

por m elementos, todos de ordens dividindo I, segue que |G| é {k, m,n,[}-limitada.

Se F' nao é central, consideremos o subgrupo

N:<[917F]7[927F]7"'7[gm7F]>'

Como cada g; normaliza N, para todo 1 < i < m, segue que N é normal em G. Passando
ao quociente G/N, temos que a imagem de F' é central e, aplicando a discussao do
pardgrafo anterior, obtemos que |G : N| é {k, m,n,[}-limitado. Resta limitar |N|.
Sabemos que N pode ser gerado por um numero {k, m,n,{}-limitado de elementos.
Seja s o ntmero minimal de geradores de N. Como N é nilpotente, w(N) consiste
dos primos divisores de [. Assim, é suficiente limitar a ordem do p-subgrupo de Sylow
de N, para todo primo p € w(N). Seja P o p-subgrupo de Sylow de N e escrevamos
N = P x Oy(N). Se y1,y2,... ¢ a lista de todos os elementos da forma [g;,y|, onde
1 <i<mey € F, denotemos por by, by, ... as correspondentes projecoes dos y;
em P. Segue que P = (by, by, ...). Como P é um p-grupo finito s-gerado, o Corolario 1.6.2
(Teorema da Base de Burnside) garante que P é na verdade gerado por s elementos na
lista by, bg, ... . Por hipotese, a ordem de cada um destes divide [. Observamos que cada
comutador da forma [b;, z] também tem ordem dividindo I. Pela Proposigao 4.2.3, segue

que P tem ordem {k,m,n,(}-limitada. Assim, a demonstragao estd completa. |
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Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 4.0.1 no caso em que w é um

Or-comutador.

Teorema 4.2.6. Sejam n um inteiro positivo e . = pu(n). Seja X a classe de todos os
grupos G tais que G®) ¢ localmente finito e satisfazendo a propriedade de que qualquer

wy-valor em G tem ordem dividindo n. Entao X € uma variedade.

Demonstracgao. E facil ver que a classe X é fechada em relacao a subgrupos e quocientes
de seus membros. Pelo Teorema de Birkhoff, resta mostrar que se D é um produto
cartesiano de grupos em X, entao D € X. Observamos que a identidade wy; = 1 é
satisfeita em D e, assim, é suficiente mostrar que D®) é localmente finito. Para isto,

mostraremos que qualquer subconjunto finito de D*) gera um subgrupo finito.

Seja T um subconjunto finito qualquer de D®*). Claramente, existem d;-comutadores

hi,ha, ..., hy € D tais que T' < (hq, ho, ..., hy,) = H. Assim, é suficiente verificar que o

subgrupo H é finito. E facil ver que a identidade wj; = 1 nos da que a
ordem de cada h; divide n, para todo 1 < i < m. Além disso, se h € {hy,ha,...,hp} e
r,y € H, entao cada comutador da forma [h,z] = h~'h® é um produto de dois

§e-comutadores e cada comutador da forma [k, z,y] = (h=*h*)"" (h"'h*)? é um produto
de quatro dx-comutadores. Uma vez que da escolha de p temos pu(n) > 4, para todon > 2,

a identidade wy; = 1 implica que a ordem de cada um desses comutadores divide n.

Notando que D® é isomorfo a um produto subcartesiano de grupos localmente
finitos, temos D®) residualmente localmente finito. Se @ é qualquer quociente
localmente finito de D®) pela Proposicio 4.2.5 segue que a imagem de H em @ é finita
e tem ordem {k, m,n}-limitada. Na verdade, segue que a ordem da imagem de H em

nao depende de (). Portanto H ¢é finito, como desejado. |

A versao particular do Teorema 4.0.1 quando consideramos dg-comutadores

é consequeéncia imediata do teorema anterior. Assim, temos demonstrado o

Teorema 4.2.7. Seja n um inteiro positivo. Existe um inteiro positivo pu = u(n),
dependendo apenas de n, tal que a classe de todos os grupos G com G® localmente
finito e satisfazendo a propriedade de que qualquer produto de p Op-comutadores em G

tem ordem dividindo n € uma variedade.
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4.3 O Caso dos Comutadores Multilineares

Seja k um inteiro positivo. Nesta secao denotamos por w um comutador multilinear
de peso k. Os lemas a seguir foram apresentados em [44] e sdo importantes para a

demonstracao do caso geral.

Lema 4.3.1. Seja G um grupo. Todo -comutador em G € um w-valor.

Demonstragao. O caso k = 1 é 6bvio e, assim, podemos supor que k > 2 e usar

indugao sobre k.

Escrevamos w = [wy,ws], onde w; e wy sdo comutadores multilineares de pesos
ki e ko, respectivamente, com ki + ko = k e as variaveis envolvidas em uma das palavras
wy, wy Nao ocorrem na outra. Seja kg = max{ki, ka}. Pela hipotese de indugao, todo
dg,-comutador em G é um w;-valor bem como um we-valor. Sabendo que w = [wy, ws),
segue que o conjunto de todos os w-valores contém o conjunto dos elementos da forma
[z,y], onde = e y sdo tomados independentemente no conjunto dos d,-comutadores.
Assim, qualquer comutador de dx,-comutadores representa um w-valor, ou seja,
qualquer dy,+1-comutador é um w-valor. Desta forma, resta observar que vale kg +1 < k

e a demonstracao esta concluida. |

O préximo lema utiliza o conceito de subcomutador de peso s < k de w. Definimos

subcomutador utilizando indugao reversa sobre s, conforme descrevemos.

Definicao 4.3.2. O unico subcomutador de peso k dew € o proprio w. Agora, ses < k—1,
dizemos que um comutador multilinear v de peso s € um subcomutador de w se, e somente
se, existe um subcomutador u de w de peso mator do que s e um comutador multilinear

vy tal que ou u = [v,v1] ou u = [vy,v].

Observamos que se v ¢ um subcomutador de w, entao claramente temos

w(G) < v(@G), para qualquer grupo G.
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Lema 4.3.3. Sejam w um comutador multilinear e G um grupo solivel no qual todo

w-valor tem ordem finita. Entdo o subgrupo verbal w(G) € localmente finito.

Demonstragcao. Seja G um contra-exemplo cujo comprimento derivado é o menor
possivel. Seja T o tdltimo termo nao trivial da série derivada de GG. Passando ao quociente
sobre o subgrupo gerado por todos os subgrupos normais localmente finitos de GG, podemos

assumir que GG nao possui subgrupos normais localmente finitos nao triviais.

Como T é abeliano, segue que nao hé w-valores contidos em 7'\ {1}. Seja s = s(w, G)
o menor numero tal que qualquer subcomutador de peso s de w nao possui valores em
T\ {1}. Claramente s > 2, pois T' # 1. Podemos escolher um subcomutador v = [vy, v
de peso maior do que ou igual a s tal que ambos v; e vy sao subcomutadores de peso menor
do que s, pelo menos um deles assumindo valor nao trivial em 7'\ {1}. Seja H; o subgrupo
de T gerado pelos v;-valores contidos em T', © = 1,2. Pela escolha de v, pelo menos um
destes subgrupos ¢ nao trivial. Como v nao possui w-valores em 7T \ {1},
segue que [Hy,v2(G)] < T e [Hyvi(G)] < T e, assim, temos que Hy < Cg(va2(Q))
e Hy < Cg(v1(G)). Observando que w(G) < u(G), para qualquer subcomutador

u de w, concluimos que H; e Hy centralizam o subgrupo verbal w(G). Portanto, ambos
os subcomutadores v; e vy ndo possuem valores nao triviais contidos na imagem de 7" em
G/Co(w(@)).

A discussdo anterior mostra que s(w,G/Cq(w(G))) < s — 1. Usando indugao
sobre s(w,G), segue que w(G)/Z(w(G)) (a imagem de w(G) em G/Cq(w(G))) é
localmente finito. Pelo Coroldrio 1.5.5, o grupo derivado de w(G) é localmente finito.
Como o quociente de w(G) por seu derivado é abeliano e, por hipétese, gerado por
elementos de ordens finitas, segue que é localmente finito. Agora, o Teorema 1.5.6 garante

que w(G) também é localmente finito, como desejado. [ |

E chegado o momento de demonstrar o Teorema 4.0.1. Observamos que, pelo
Lema 4.3.1, toda palavra que é o produto de p di-comutadores é também um produto de

p w-valores. Nas discussoes abaixo, p(n) é usado no mesmo sentido do Teorema 4.2.6.
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Teorema 4.3.4. Sejam w um comutador multilinear e n wm inteiro positivo. Seja X a
classe de todos os grupos G tendo w(G) localmente finito e satisfazendo a propriedade
de que qualquer produto de p w-valores em G tem ordem dividindo n. Entao X € uma

variedade.

Demonstracao. E f4cil ver que a classe X é fechada em relacao a subgrupos e quocientes
de seus membros. Portanto, resta mostrar que se D é um produto cartesiano de grupos
em X, entao D € X. Sabemos que D satisfaz a propriedade de que qualquer produto
de p w-valores em D tem ordem dividindo n e, assim, é suficiente mostrar que w(D) é

localmente finito.

Suponhamos que w possui peso k. Se G € X, pelo Lema 4.3.1 temos G® < w(G) e,
assim, G ¢ localmente finito. Pelo Teorema 4.2.6, a classe dos grupos G onde G*) ¢
localmente finito e satisfazendo a propriedade de que todo produto de p dp-comutadores
em G tem ordem dividindo n é uma variedade. Assim, segue que D pertence a esta
variedade e, portanto, D®*) é localmente finito. Passemos ao quociente D/ D®) que é
solivel de comprimento derivado k£ e tem a propriedade de que qualquer w-valor tem
ordem dividindo n. Aplicando o Lema 4.3.3 a este quociente, temos que w(D/D®)
é localmente finito. Para concluir que w(D) é localmente finito, basta notar que
w(D/D®) = w(D)/w(D) N D® e aplicar o Teorema 1.5.6. A demonstracio estd

concluida. [ ]

O Teorema 4.0.1 é consequéncia imediata do teorema anterior e, assim, alcancamos

parte de nossos objetivos com esta tese.
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Capitulo 5

O Problema Restrito de Burnside
para Palavras de Engel

O objetivo principal deste capitulo é demonstrar o resultado a seguir.

Teorema 5.0.1. Sejam n e k inteiros positivos. FExiste um
inteiro positivo A = X(n,k), dependendo apenas de n e k, tal
que a classe de todos os grupos G satisfazendo a identidade
([z1, k01] - - [Tx, kUA])™ = 1 € tendo o subgrupo verbal correspondente
a k-ésima palavra de Engel localmente finito € uma variedade.

Seguimos interessados em estudar certas generalizacoes para a Afirmacao 2.2.2
que, conforme mencionamos, é equivalente ao Problema Restrito de Burnside. Mais

especificamente, desejamos discutir mais uma resposta afirmativa para o Problema 2.2.7.

No capitulo anterior abordamos esse problema para um produto de determinada
quantidade de comutadores multilineares. Passamos agora a discutir o caso em que

consideramos palavras de Engel.
Relembramos que em [50], Shumyatsky apresentou o seguinte resultado:

Teorema 2.2.16. Sejam q uma poténcia de primo e k um inteiro positivo. Eziste um
inteiro positivo t = t(q,k), dependendo apenas de q e k, tal que a classe de todos os
grupos G satisfazendo a identidade ([z1, gth] -+ [Te, kye])? = 1 e tendo o subgrupo verbal

correspondente a k-ésima palavra de Engel localmente finito € uma variedade.
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O ponto chave para a demonstragao do Teorema 2.2.16 é a proposicao abaixo, cuja
demonstracao usa técnicas Lie-tedricas no mesmo sentido que Zelmanov utilizou na solugao
do Problema Restrito de Burnside. Observamos que ela generaliza o Problema Restrito

de Burnside em certo sentido.

Proposi¢ao 5.0.2 ([50]). Eziste um inteiro positivo t = t(q,k) com a sequinte
propriedade. Sejam | um inteiro positivo e G um grupo finito gerado por m elementos
ai,Qs,...,0y,, cada um de ordem dividindo l. Suponhamos que G satisfaz a identidade

([x1, k0] - - [T, k0]))? = 1, onde q é uma poténcia de primo. Entdio a ordem de G é
{k,m, q,l}-limitada.

O Teorema 5.0.1 representa uma melhoria do Teorema 2.2.16 no sentido de que n nao
¢ mais assumido como sendo uma poténcia de primo, ou seja, considera n um inteiro

positivo qualquer.

Novamente a demonstragao envolve as seguintes ferramentas: a classificagao dos
grupos simples finitos, a teoria de Hall-Higman, os resultados Lie-tedricos de Zelmanov
e o Teorema de Segal ([40]). Os primeiros resultados obtidos sdo bastante semelhantes

aqueles descritos no Capitulo 4.

5.1 Limitando a Altura de Fitting de um Grupo
Solivel Finito

Como anteriormente, F(G) denota o subgrupo de Fitting de um grupo G, F;(G)
denota o i-ésimo termo da série de Fitting de G e h(G) a altura de Fitting de G.

Mais uma vez necessitamos de alguns fatos relacionados com a altura de Fitting de
um grupo soluvel finito satisfazendo uma identidade especifica. Estes seguem do Teorema

de Segal combinado com outras técnicas.

Iniciamos esta se¢ao com algumas definigoes.
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Definicao 5.1.1. Seja G um grupo.

(a) Um elemento x € G € dito elemento k-Engel (a esquerda) se |y, xx| = 1, para todo
y € G.

(b) Um elemento g € G € chamado wvalor k-Engel se existem x,y € G tais que
9= [, kYl

(c) O grupo G € dito grupo k-Engel se |y, x| = 1, para todos x,y € G (ou seja, se todos

0s seus elementos sao k-Engel).

(d) Se para todos x,y € G existe k, dependendo de x ey, tal que [z, y] = 1, entao G €
dito um grupo de Engel.

Observamos que é facil ver que grupos k-Engel sao grupos de Engel. Comentamos
anteriormente que uma questao de interesse é saber se um grupo k-Engel é localmente
nilpotente. Este fato ainda é desconhecido. Em [56] Wilson mostrou que a resposta
é positiva se G ¢é residualmente finito. A origem dos grupos de Engel se deu com o
desenvolvimento da Teoria das Algebras de Lie. Apresentamos a seguir um resultado
classico para grupos de Engel finitos, que é o analogo para o Teorema de Engel para

algebras de Lie de dimensao finita. Pode ser encontrado em [37, Teorema XII.3.4].
Teorema 5.1.2 (Teorema de Zorn). Um grupo de Engel finito € nilpotente.
Relembramos o seguinte resultado devido a Segal [40].

Teorema 5.1.3. Se G € um grupo soluvel finito gerado por m elementos y1, Y2, ..., Ym,
entao todo elemento de G' pode ser escrito como um produto de um nimero m-limitado

de comutadores da forma [a,b], onde a € G, b € {y1,Y2,- -, Ym}-

Usando este fato, obtemos o lema a seguir, cuja demonstracao é repetida aqui para

auxiliar o leitor na visualizagao da construcao de A(n, k).

Lema 5.1.4. Seja | um inteiro positivo. Seja G um grupo soluvel finito gerado por m
elementos g1, 92, ..., gm tais que a ordem de cada g; divide [. Entao todo elemento de
G pode ser escrito como um produto de um nimero {m,l}-limitado, f = f(m,1), de

conjugados de g;.
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Demonstragao. Pelo Teorema 5.1.3, todo elemento de G’ pode ser escrito como
um produto de r comutadores [b;,a;], onde r é um nimero m-limitado, b; € G e

a; € {g1,92,---,9m}- Seja f =rl+m'. Se x € G', podemos escrever

z = [b,ai]lba, a2) -+ [br,a] = (ay")ar(az)?az- - (a; ") a,

b —1)b —
)1a1ag )2a2.__a(l 1)b,

o (I-1
= 4 T

ar.

Assim, x é um produto de no méximo rl conjugados de g;. Como G/G’ é gerado por

l

elementos de ordens dividindo [ e a ordem de G/G’ é no maximo m’, segue que cada

elemento de GG é um produto de no maximo f conjugados dos g;. [

No restante deste capitulo, usaremos f(m,[) para denotar o nimero {m,}-limitado
no mesmo sentido do Lema 5.1.4 e manteremos a notagao de produtos a esquerda para

colchetes.

Lema 5.1.5. Seja G um grupo soluvel finito. Suponhamos que a altura de Fitting
do subgrupo verbal de G correspondente a k-ésima palavra de Engel é h. FEntao é
possivel escolher h wvalores k-Engel de G, digamos vy, v, ..., vy, tais que o subgrupo

(v1,V9,...,0,) tem altura de Fitting exzatamente h.

Demonstragao. Seja R o subgrupo verbal de G correspondente a k-ésima palavra
de Engel. Denotemos F;(R) por F;, 1 < i < h. Se h = 1, entdo o lema é ébvio.
Assim, assumimos h > 2. Como F, = R, existe um valor k-Engel v; tal que
v1 ¢ Fy_1. J& que a altura de Fitting de R/Fj,_5 é igual a 2, pelo Lema 4.1.7, o subgrupo
(v1, Fr—1) / Fr—2 nao é nilpotente. Desta forma, de acordo com o Lema 4.1.2, a imagem
de vy em (v, Fj_1) /Fj_2 nao pode ser um elemento de Engel. Logo existe 1 € Fj,_; tal
que [z1,;v1] ¢ Fj_o, para qualquer inteiro positivo i. Definamos vy = [x1, xv1]. Notemos

que vy é um valor k-Engel e, além disso, vy € Fj,_1\ Fj_o.

Analogamente, como o subgrupo (v, F},_2) /Fj_3 ndo é nilpotente, existe xo € F},_»
tal que [z, ;v9] & F}_3, para qualquer inteiro positivo . Definamos vz = [z, xv2]. Temos

que vz é um valor k-Engel e v3 € Fj,_o\ Fj_3.
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Continuando com este processo, temos que existe x,_; € Fj,_—1) tal que podemos
escolher um valor k-Engel v, definido por v, = [z, 1,3)v,—1], onde 1 < r < h e
Uy € Fhf(rfl)\Fhfr-

Agora, seja H = (vy,v9,...,v,). Resta mostrar que o subgrupo H possui altura de
Fitting exatamente h. De fato, temos v, € F(H). Além disso, observamos que
vp—1 € Fy(H) mas v,—1 ¢ F(H) (em caso contrério, existiria um inteiro positivo j tal
que [vp,jvp—1] = 1). Em geral, temos v,_, € F,.1(H) mas v,_, ¢ F.(H), onde
0 <r < h—1. Portanto, H tem altura de Fitting h e o lema estd demonstrado. [ ]

Notacao. Fixemos um inteiro positivo k. Utilizamos o simbolo u; para denotar a palavra
que é o produto de j valores k-Engel. Assim, por exemplo, o simbolo us denota a palavra
(21, kY1) [2, kY]

Claramente, se um elemento de um grupo G é um u;-valor, entao é também
um wuj-valor em G, para qualquer ¢ < j. Desta forma, para qualquer ¢ < j, a
identidade u] = 1 implica a identidade u{ = 1 em G. Também ¢ facil ver que a
identidade w7 = 1 implica que todo valor k-Engel tem ordem dividindo n e este fato

sera utilizado nas argumentagoes posteriores sem muitos comentarios.

Novamente aplicaremos um corolario da Teoria de Hall-Higman que afirma que a
altura de Fitting de qualquer grupo soluvel finito de expoente n ¢é limitada pelo nimero

de divisores de n, contando multiplicidades. Este ntimero sera denotado por h(n).

Lema 5.1.6. Sejam j e n inteiros positivos satisfazendo a propriedade j > f(h(n)+1,n).
Seja G um grupo solivel finito satisfazendo a identidade u} = 1. Entdo a altura de Fitting

do subgrupo verbal de G correspondente a k-ésima palavra de Engel é no mdazimo h(n).

Demonstracao. Suponhamos o lema falso. Escrevamos h = h(n). Pelo Lema 5.1.5,
podemos escolher h + 1 valores k-Engel vy,vs,...,0511 em G tais que o subgrupo
H = (v1,v9,...,0541) tem altura de Fitting no méximo h + 1. Pelo Lema 5.1.4,
qualquer elemento de H pode ser escrito como um produto de no maximo f(h(n)+ 1,n)
conjugados dos v;. Como conjugados de valores k-Engel sao novamente valores k-Engel,
por hipdtese, qualquer produto deste tipo tem ordem dividindo n. Assim, H possui
expoente n e, portanto, h(H) < h. Mas isto é uma contradi¢ao e a demonstragao esta

concluida. [
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Corolario 5.1.7. Sob as mesmas hipéteses do Lema 5.1.6, temos h(G) < h(n) + 1.

Demonstragao. Se R é o subgrupo verbal de G correspondente a k-ésima palavra de
Engel, entdo pelo lema anterior h(R) < h(n). O quociente G/R é um grupo de Engel
finito. Pelo Teorema de Zorn (Teorema 5.1.2), temos que G/R é nilpotente. Portanto,
h(G) < h(n) + 1. [ |

5.2 O Caso das Poténcias de Primos

Dedicamos esta secao a fatos relacionados ao Teorema 2.2.16 que sao tuteis para a
obtencao do Teorema 5.0.1. Nao introduzimos resultados inéditos. O foco principal aqui
é apresentar uma demonstracao da Proposicao 5.0.2 para que seja entendida a relagao
entre as fungdes t = t(q, k) e A = A(n, k). No decorrer das presentes discussoes, g denota

uma poténcia de um primo p.

O teorema a seguir foi demonstrado por Burns e Medvedev [3] e tem papel fundamental

para a obtencao do Teorema 2.2.16.

Teorema 5.2.1. Ezistem funcoes c(k) e e(k), dependendo apenas de k, com a propriedade
sequinte. Seja G um grupo k-Engel finito. Entao G € uma extensao de um grupo de

expoente dividindo e(k) por um grupo nilpotente de classe no mdzximo c(k).

Em algumas discussoes aqui, por questoes de praticidade, fixado um ntimero inteiro

k, escreveremos e e ¢ para indicar e(k) e c(k), respectivamente, como no Teorema 5.2.1.

Agora apresentamos um lema que nos ajuda a reduzir o Teorema 2.2.16 para certas

questoes sobre p-grupos finitos.

Lema 5.2.2. Seja q uma poténcia de um nimero primo p. Seja G um grupo finito no
qual todos os walores k-Engel tém ordens dividindo q. FEntao o subgrupo verbal de G

correspondente a k-ésima palavra de Engel é um p-grupo.
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Demonstracgao. Suponhamos o resultado falso e seja G um contra-exemplo de
ordem minimal. Claramente GG nao possui p-subgrupos normais nao triviais. Seja r um
primo divisor de |G|, r # p, e suponhamos que G possui um r-subgrupo R tal que
o quociente Ng(R)/Cg(R) contém um elemento z de ordem co-prima com 7.
Assim, z pode ser visto como um automorfismo nao trivial de R e, portanto, [R,z] # 1
(segundo o Teorema 5.3.6 de [7] *). Por outro lado, por hipétese, [R,z] deve conter
p-elementos, o que é uma contradi¢ao. Desta forma, Ng(R)/Cq(R) é um r-grupo, para
qualquer r-subgrupo R de G. Portanto, de acordo com Teorema 7.4.5 de [7], G admite
um r-complemento normal K ® . Usando inducao sobre |G|, temos que o subgrupo verbal
de K correspondente a k-ésima palavra de Engel é um p-grupo. Como G nao possui
p-subgrupos normais nao triviais, segue que K ¢é um grupo de Engel. Assim, K é
nilpotente, segundo o Teorema de Zorn. Novamente pelo fato de G nao possuir
p-subgrupos normais nao triviais, segue que K é um p’-grupo. Entdao G é um p’-grupo,

o que é uma contradicao. |

A proposicao a seguir nos permite visualizar o nimero ¢t = ¢(q, k) e é essencial para

demonstrarmos a Proposi¢ao 5.0.2.

Proposicao 5.2.3. Eziste um niumero t = t(q, k), dependendo apenas de q e k, com a
propriedade sequinte. Se G é um p-grupo finito gerado por 2c elementos, cada um de
ordem diwidindo eq e, se G satisfaz a identidade uj = 1, entdo v.11(G) tem expoente

dividindo eq.

Demonstragao. Seja G um p-grupo finito gerado por 2c¢ elementos, cada um de
ordem dividindo eq. Seja R o subgrupo verbal de GG correspondente a k-ésima palavra
de Engel. O quociente G/R é um grupo k-Engel e, pelo Teorema de Burns-Medvedev
(Teorema 5.2.1), R estéd contido em um subgrupo normal S de G tal que G/S é nilpotente
de classe no maximo ¢ e S/R é um grupo de expoente dividindo e. Como as ordens
dos geradores de GG sao limitadas, segue que G/S tem ordem {q, k}-limitada. Portanto,
o nimero minimal de geradores de S/ R é {q, k}-limitado (Observagao 1.4.3). Pela solugao

do Problema Restrito de Burnside, concluimos que S/R tem ordem {g¢, k}-limitada.

4 0 Teorema 5.3.6 de [7] afirma que se A é um p’-grupo de automorfismos do p-grupo P, entdo
[P, A, A] = [P, A].
A primeira parte do Teorema 7.4.5 de [7] afirma que um grupo G possui um p-complemento normal
se, e somente se, Ng(H)/Cg(H) é um p-grupo, para todo p-subgrupo nao trivial H de G.
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Seja r o numero minimal de geradores de R. Logo r é {q,k}-limitado. Pelo
Corolario 1.6.2, podemos escolher um conjunto gerador de R formado por r valores
k-Engel, digamos by, ...,b.. O Lema 1.23 de [5] afirma que qualquer elemento de R’ pode
ser escrito na forma [z, b1] - - - [z, b:], para adequados x1, ..., x, € R. Facamos t = ¢" +qr
e suponhamos que G satisfaz a identidade uf = 1. Como cada um dos comutadores
[x;,b;] é um produto de um valor k-Engel e do inverso de um valor k-Engel e como um
inverso de um valor k-Engel é uma (n — 1)-ésima poténcia de um valor k-Engel, segue
que qualquer elemento de R’ é o produto de no méximo ¢r valores k-Engel. Agora, R/R’
é gerado por valores k-Engel e tem ordem no maximo ¢". Assim, qualquer elemento de
R é o produto de no méaximo ¢ valores k-Engel. Em particular, o expoente de R ¢é no
maximo ¢ e, portanto, o expoente de S é no méximo eq. Resta observar que v..1(G) < S.

A demonstracao esta concluida. [ |

Agora estamos prontos para demonstrar a Proposi¢ao 5.0.2. A argumentacao envolve
as técnicas Lie-tedricas desenvolvidas por Zelmanov. Por esta razao, faremos uso dos

resultados descritos no Capitulo 3.

Demonstracao da Proposicao 5.0.2. Seja R o subgrupo verbal de G correspondente
a k-ésima palavra de Engel. Entao, pelo Teorema 5.2.1, G/R é uma extensao de um
grupo de expoente dividindo e por um grupo nilpotente de classe no maximo c¢. A solugao
positiva do Problema Restrito de Burnside garante que G/ R tem ordem {k, m, [}-limitada.

Portanto, é suficiente mostrar que a ordem de R é {k,q, m,[}-limitada. Pelo Lema 5.2.2,

R é um p-grupo. Agora, a Proposicao 5.2.3 diz que se x1,...,%s. € R sao quaisquer
elementos de ordens dividindo eq, entdo .1 ((z1,...,22)) tem expoente dividindo eq.
Seja

S={lry,...;x] : c+1<r<2¢ xq1,...,0, € R, 2{" =+ =22 =1},

E facil ver que S consiste de elementos de ordens dividindo eq. Mostremos que

[z,y] € S sempre que z,y € S. De fato, suponhamos = = [x1,...,2,]. Se r < 2c—1,
entdo escrevemos [r,y] = [zr1,...,7.,y| e, claramente, este tltimo pertence a S.
Se r = 2¢, fazendo z = [x1,...,Zc41], escrevemos [z,y] = [z, Tero, ..., T2ey|. Desta
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forma, o comutador tem peso ¢+ 1 com todas as entradas possuindo ordens dividindo egq.

Assim, em ambos os casos, [z,y] € S.

Seja T' = (S) o subgrupo de R gerado pelo conjunto S. Como R é gerado por elementos
de ordens dividindo ¢, segue que 7.41(R) < T. Sabemos que o indice de R em G é
{k, ¢, m,}-limitado. Portanto, o nimero minimal de geradores de R também é {k, g, m, [}-
limitado. A demonstracao da proposicao estard completa uma vez provado que a ordem
de T é {k,q, m,[}-limitada.

Se s é o niimero minimal de geradores de T, entao s é {k, ¢, m, (}-limitado. Aplicando o
Corolario 1.6.2, temos, na verdade, que T' é gerado por s elementos, digamos a4, as, . .., as,

pertencentes a S.

Ja que a identidade [z, y]? = 1 vale em T, segue do Lema 3.2.8 que existe um polinémio
de Lie ndo-nulo f sobre F,, cuja forma depende apenas de k e ¢, tal que a algebra L, (T)

satisfaz a identidade f = 0 (usando as notagoes da Segao 3.3).

Consideremos, agora, um monomio de Lie arbitrario o nos geradores ay, as, ...,
de L,(T) e seja p o comutador de grupo em ay,as, ..., as possuindo o mesmo sistema
de colchetes que 0. A defini¢do de L,(7T") nos dd ou 0 = 0 ou 0 = p. Como p* = 1,
o Lema 3.2.6 implica que o é ad-nilpotente de indice no maximo eq. Pelo Teorema 3.3.8,
L,(T) ¢ nilpotente de classe dependendo apenas de s, k ¢ ¢. Combinando isto com o
Lema 3.3.7, concluimos que existe um ntmero {p, k, m,{}-limitado d tal que T" pode ser
escrito como um produto de no maximo d subgrupos ciclicos, cada um de ordem no

méximo eq. Portanto, 7" possui ordem no méximo e?q?, como desejado. |

O Teorema 2.2.16 é obtido como consequéncia da Proposi¢ao 5.0.2. A argumentagao
¢ andloga ao que fizemos no Capitulo 4, na demonstracao do Teorema 4.2.6. Nao
apresentaremos aqui a demonstracao do Teorema 2.2.16 porque nao o aplicamos
diretamente para a obtencao do Teorema 5.0.1. E exatamente a Proposicao 5.0.2 que

nos interessa.
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5.3 O Caso Geral

Agora dedicamos nossa atencao a outro resultado central nesta tese.  Vamos
demonstrar uma generalizacao do Problema Restrito de Burnside envolvendo palavras
de Engel onde nao mais nos restringiremos a produtos de valores de Engel com ordens
dividindo uma poténcia de primo. A demonstracao do Teorema 5.0.1 passa por uma etapa
bastante semelhante ao que descrevemos na secao anterior. Mais precisamente, iremos

demonstrar um generalizacao para a Proposicao 5.0.2.

Proposicao 5.3.1. Sejam j, j1 e n inteiros positivos tais que j > jin+ 1 e seja G um
grupo finito satisfazendo a identidade u} = 1. Suponhamos que G ndo possui subgrupos
soliveis normais nao triviats. FEntao G possui um subgrupo mnormal L tal que L ¢é
residualmente monolitico e G/L pertence residualmente a classe dos grupos finitos

n/p —

satisfazendo uma identidade u; 1, para algum primo p divisor de n.

Demonstragao. Consideremos M um subgrupo normal minimal de G. Entao
M = S; x Sy x --- xS, onde S1,5%,...,5, sao grupos simples isomorfos. O grupo
G age sobre M permutando os fatores simples e, assim, obtemos uma representagao de G

por permutagoes do conjunto {Si,Ss,...,S,}. Seja Ly o nicleo desta representagcao.

Como S; nao é soluvel, podemos escolher um elemento nao trivial b € S; da
forma w; (conforme a notagdo introduzida na Pégina 80). Isto porque se todos os
elementos da forma w; fossem triviais, S; seria um grupo k-Engel finito e, assim, pelo

Teorema de Zorn, seria nilpotente.

. .. . . . n/p __ ,
Seja p um divisor primo da ordem de b. (Queremos mostrar que a identidade u;/” =1 é

satisfeita em G/Ljy;. Suponhamos que isto é falso. Seja ¢ = p® a maior poténcia de p que
n/p _
1 =
9 = 1 também nao é satisfeita em G /Ly e, portanto, existe

divide n. Como estamos supondo que a identidade u 1 ndo é satisfeita em G/ Ly,

temos que a identidade u?l/
um elemento a € G da forma u;, tal que ¢ divide a ordem de @ médulo Ly,. Escrevamos
n =mniq e a; = a™. Desta forma, a; é um elemento da forma w;,,, cuja ordem ¢ ¢g. Logo,
a; permuta regularmente alguns ¢ fatores do conjunto {Si,Ss,...,S,}. Sem perda de

generalidade, suponhamos que S; é um desses fatores. Escrevamos
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(bCLl)q = (bCLl) (bal) s (bCLl)

S

-~

q
= (bar) (bay'arar) (bay'ar ararar) - - - (bay)

= bbb

Como b € S;, cada um dos elementos por' pertence a um diferente subgrupo S; e,
assim, o produto bho T pe L pm possui a mesma ordem de b. Logo (ba;)? tem ordem
divisivel por p e, como ¢ = p%, o elemento ba; tem ordem divisivel por p®*!. Ainda, sendo
ba, da forma u;,,,+1, podemos vé-lo como sendo da forma u; e por isso sua ordem deve
dividir n. Isto contradiz nossa escolha maximal de p®. Portanto, a identidade u;bl/ P=1¢

satisfeita em G/ L.

Agora consideremos L a intersecao de todos os subgrupos Lj;, onde M percorre o
conjunto dos subgrupos normais minimais de GG. Sabemos pelo Teorema de Remak que
G/ L é isomorfo a um produto subcartesiano dos grupos G /L. A discussao anterior nos
dd que G/L pertence residualmente a classe dos grupos finitos satisfazendo a identidade
;7’1/ P'=1. Assim, a demonstracao estard completa uma vez provado que L é residualmente

monolitico.

u

Se T é o produto dos subgrupos normais minimais de G, entao 7' é o produto
de grupos simples Si,959,...,5, que comutam dois a dois e L é a intersecao dos
normalizadores dos grupos S;. A expressao de T como um produto dos S; é tnica a
menos da ordem dos fatores e um automorfismo de T apenas permuta os subgrupos .5;.
Como G nao possui subgrupos soliveis normais nao triviais, temos Cg(T) = 1 e,
portanto, sendo GG isomorfo a algum subgrupo do grupo dos automorfismos de T, qualquer

elemento de L induz um automorfismo nao trivial de algum dos S;.

Seja p; o homomorfismo natural de L no grupo dos automorfismos de S;. Como
mostrado na demonstracao da Proposigao 4.2.2; a imagem de p; ¢ um subgrupo monolitico
e a intersecao dos nucleos de todos os p; ¢ trivial. Portanto, L ¢é residualmente

monolitico. |
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Escolha de A\(z,y)

Seja t = t(x,y) com o mesmo sentido da Proposicao 5.0.2. Agora vamos escolher uma
fungao A(z,y) definida para quaisquer inteiros positivos x,y e satisfazendo as seguintes

propriedades:

1. Mz,y) > f(h(x) + 1,z) para todos x, y;
2. A(x,y) > t(z,y) sempre que x é uma poténcia de primo;

3. AMz,y) > x- A(z,y) + 1 para todos z,y, z tais que z é um divisor préprio de z.

Uma funcao com tais propriedades pode ser construida utilizando inducao sobre zx.
De fato, fixemos um inteiro positivo y e definamos A(1,y) como sendo o méximo entre os
nimeros f(1,1) et(1,y). Agora suponhamos que A(z,y) estd definida para todo x < n—1.
Se n é uma poténcia de primo, entdo coloquemos A(n,y) = t(n,y). Caso contrario, seja
M o méximo entre f(h(n)+ 1,n) e n- A(z,y) + 1, onde z varia no conjunto de todos
os divisores proprios de n. Por inducao, todos os elementos sobre os quais escolhemos
o maximo ja estdo definidos e, neste caso, coloquemos A(n,y) = M. Como isto pode
ser feito claramente para qualquer y, estabelecemos a existéncia de uma funcao com as
propriedades desejadas. No momento conveniente, mostraremos que esta escolha satisfaz

as hipéteses do Teorema 5.0.1.

A seguir, generalizamos a Proposi¢ao 5.0.2 em certo sentido. Para isto, necessitamos

do lema:

Lema 5.3.2. Sejam m, c el inteiros positivos. Se G € um grupo finito, nilpotente de
classe mo mdzrimo c, gerado por m-elementos gi, 92, ..., Gm, onde a ordem de cada g;

divide 1, entao a ordem de G é {m,c,l}-limitada.

Demonstragao. Como g! = 1, para todo 1 <1 < m, temos | {g;) | = l;, onde I; divide .
Denotemos por N; o fecho normal de g; em G. Logo G = N; X Ny X --- X N, e, assim,
|G| divide [Ny|[Ng|- - - [Nyl
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Utilizando inducao sobre ¢, mostremos que |N;| divide [/ para algum inteiro
positivo a;. Primeiramente, se G é abeliano, segue que N; = (g;) e, assim, |V;| = 1; <,
para todo 1 < i < m. Logo |G| <™.

Podemos assumir ¢ > 2. Neste caso, para todo 1 < ¢ < m, temos N; < (g;,G’) e,
assim, a classe de nilpoténcia de N; é no maximo ¢ — 1. Por inducao, existem inteiros

positivos «;, dependendo de ¢, tais que |N;| divide I3, para todo 1 < i < m.

Seja a = max {«; : 1 <i < m}. Isto implica que |N;| < [ para todo 1 < i < m e,
assim, |G| < 1%™. Portanto, |G| é {m, ¢, [}-limitada. [ |

Proposicao 5.3.3. Sejam m, n e [ inteiros positivos e X = A(n, k). Seja G um grupo
finito satisfazendo a identidade vy = 1. Suponhamos que G pode ser gerado por
m elementos ¢i1,92,...,9m tais que a ordem de cada g; e de cada comutador da
forma [g,z], onde g € {g1,92,...,9m} € © € G, divide . Entao a ordem de G ¢
{k,m,n,l}-limitada.

Demonstracao. Se n = 1, entao G é um grupo k-Engel. Pelo Teorema 5.2.1,
existem c¢ e e, dependendo apenas de k, com a propriedade de que G possui um
subgrupo normal N tal que N é de expoente dividindo e e G/N é um grupo nilpotente

de classe no maximo c. Pelo Lema 5.3.2, segue que G/N tem ordem {k, m,n,[}-limitada.

Sabemos que o nimero minimal de geradores de N ¢é limitado em termos de m e |G : N|.
Da solugdo do Problema Restrito de Burnside, segue que |N| e, consequentemente, |G| é
{k,m,n,[}-limitada.

Agora apliquemos indugao sobre n. O caso n = 1 estd demonstrado no paragrafo

anterior. Podemos assumir que n > 2 e que a proposicao é verdadeira para grupos

satisfazendo uma identidade u?(s ok
p7

palavras, a hipétese de indugao é que existe um numero Ny, {k,m,n,[}-limitado, tal

que se G é um grupo finito satisfazendo uma identidade uZ(S ok = 1 gerado por m

) = 1, para algum primo p divisor de n. Em outras

elementos ¢1, go, . . . , gm, onde cada g; e todos os comutadores da forma [g, x] tém ordens
dividindo [, entao |G| < Np.
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Primeiramente, suponhamos que GG nao possui subgrupos soliveis normais nao triviais.
Como A(n,k) > n - AXn/p,k) + 1, pela Proposi¢ao 5.3.1, G possui um subgrupo
normal L tal que L é residualmente monolitico e G/L pertence residualmente a classe
dos grupos finitos satisfazendo uma identidade u;l(/g k) = 1, para algum primo p divisor
de n. Pela hipétese de indugao, G/L é residualmente de ordem no méximo Ny. Assim,
G/L é isomorfo a um produto subcartesiano de grupos cujas ordens sao no maximo Nj.
Sendo G/L um grupo m-gerado, pelos Teoremas 1.3.2 e 1.3.3, o nimero de subgrupos
normais distintos de indice no maximo Ny em G/L é {m, Ny}-limitado. Logo, |G/L|
é {k,m,n,l}-limitada. Em particular, pela Observacao 1.4.3, L pode ser gerado por r

elementos, onde r é um nimero {k, m,n,(}-limitado.

Do Teorema 4.2.4 segue que, salvo isomorfismos, existe apenas um nimero finito de
grupos monoliticos satisfazendo a identidade u}f = 1. Seja N; = N;i(n,\) o maximo das
ordens destes grupos. Entao L é residualmente de ordem no maximo N;. Agora, sendo
L um grupo r-gerado, sabemos que o nimero de subgrupos normais distintos de indice
no maximo Ny em L é {r, N;}-limitado. Portanto, a ordem de L e, consequentemente, a
ordem de G é {k, m,n,l}-limitada.

Vejamos agora o que ocorre quando retiramos a hipétese de GG nao possuir subgrupos
soliveis normais nao triviais. Seja S o produto de todos os subgrupos soliveis normais
de G. A discussao anterior nos da que G/S tem ordem {k,m,n,l}-limitada. Como
An,k) > f(h(n) + 1,n), o Coroldrio 5.1.7 nos da que a altura de Fitting h(S) é
{k,m,n,l}-limitada. Seja F' = F(G) o subgrupo de Fitting de G e passemos ao
quociente G/F. Este satisfaz as hipGteses da proposicao e é tal que h(S/F) < h(S).

Por indugao sobre h(S), obtemos que F' tem indice {k, m,n,[}-limitado em G.

Suponhamos F' central. Neste caso, |G : Z(G)| é {k, m,n,[}-limitado e, pelo Teorema
de Schur, |G'| é {k, m,n,[}-limitada. Como G pode ser gerado por m elementos, todos

de ordens dividindo [, segue que |G| é {k, m,n,(}-limitada.

No caso em que F' nao é central, consideremos o subgrupo

N = (g1, F, g2, F] ..., [gm, F).
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Como cada g; normaliza N, para todo 1 < i < m, segue que N é normal em G. Aplicando
os resultados do pardgrafo anterior ao quociente G/N, segue que |G : N| é {k,m,n,l}-

limitado. Resta mostrar que |N| e, portanto, |G|, é {k, m,n,(}-limitada.

Sabemos que N pode ser gerado por um numero {k, m,n,{}-limitado de elementos.
Seja s o numero minimal de geradores de N. Como N é nilpotente, m(N) consiste dos
primos divisores de [. Assim, é suficiente limitar a ordem do p-subgrupo de Sylow de N,

para todo primo p € w(N).

Seja P o p-subgrupo de Sylow de N e escrevamos N = P X Oy (N). Se y1, 92, ...
é a lista de todos os elementos da forma [g;,y], onde 1 < i < m e y € F, denotemos
por by, bs,... as correspondentes projegoes dos y; em P. Dal P = (by,by,...). Como
P é um p-grupo finito s-gerado, o Corolario 1.6.2 garante que P ¢é na verdade gerado
por s elementos na lista by, bs,... . Por hipotese, a ordem de cada um destes divide [.
Seja ¢ a maior poténcia de p que divide n. Como A(n, k) > t(q, k), pela Proposigao 5.0.2

concluimos que P tem ordem {k,m,n,[}-limitada e a demonstracao estda completa. W

E chegado o momento de demonstrar o Teorema 5.0.1.

Teorema 5.3.4. Sejam n um inteiro positivo e X = A\(n, k). Seja X a classe de todos
0s grupos tendo o subgrupo verbal correspondente a k-ésima palavra de Engel localmente
finito e satisfazendo a propriedade de que qualquer uy-valor tem ordem dividindo n. Entao

X € uma variedade.

Demonstracgao. E facil verificar que a classe X é fechada em relacao a subgrupos e
quocientes de seus membros. Resta mostrar que se D é um produto cartesiano de grupos
em X, entao D € X. E 6bvio que a identidade u} = 1 é satisfeita em D e, assim, é
suficiente mostrar que se R é o subgrupo verbal de D correspondente a k-ésima palavra
de Engel, entao R é localmente finito. Para isto, mostraremos que qualquer subconjunto

finito de R gera um subgrupo finito.

Seja S um subconjunto finito qualquer de R. Claramente, existem valores k-Engel
hi,ho, ..., hy € D tais que S < (hy, ha, ..., hy) = H. Assim, é suficiente verificar que o
subgrupo H é finito. E facil ver que a identidade v} = 1 implica que a ordem de cada h;
divide n, para todo 1 < ¢ < m. Além disso, se h € {hy,ha,...,h,} e x € H, entao cada
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comutador da forma [h,x] é um produto de n valores k-Engel. Uma vez que da escolha
de X temos A(n,k) > n, para todo n > 2, a identidade u} = 1 implica que a ordem de

cada um desses comutadores divide n.

Notando que R é isomorfo a um produto subcartesiano de grupos localmente finitos,
temos R residualmente localmente finito. Se () é qualquer quociente localmente finito
de R, entao pela Proposigao 5.3.3, a ordem da imagem de H em @ é finita e {k, m,n}-
limitada. Na verdade, a ordem da imagem de H em () nao depende de (). Portanto H ¢é

finito, como desejado. ]

O Teorema 5.0.1 é obtido como consequéncia imediata do teorema anterior. Assim,

alcancamos outro objetivo deste trabalho.
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Capitulo 6

Corolarios para Grupos
Residualmente Finitos

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre grupos residualmente finitos
relacionados a generalizacoes do Problema Restrito de Burnside. Precisamente, vamos

demonstrar um corolario imediato do Teorema 4.0.1 e outro do Teorema 5.0.1, a saber:

Corolario 6.0.1. Sejam n inteiro positivo e p = u(n) como no
Teorema 4.0.1. Se w € um comutador multilinear e G € um grupo
residualmente finito satisfazendo a propriedade de que todo produto
de @ w-valores tem ordem dividindo n, entao o subgrupo verbal
w(G) € localmente finito.

Corolario 6.0.2. Sejam n e k inteiros positivos e A = X(n, k) como
no Teorema 5.0.1. Suponhamos que G é um grupo residualmente
finito satisfazendo a identidade ([z1, x| - - [xx, kYx])" = 1. Entdo o
subgrupo werbal correspondente a k-éstma palavra de FEngel é
localmente finito.

Sabemos que o Problema Restrito de Burnside é equivalente a afirmacao de que
todo grupo residualmente finito de expoente n é localmente finito. Por outro lado,
é bem conhecido que um grupo residualmente finito periédico nao é necessariamente
localmente finito. Exemplos podem ser encontrados em trabalhos de Aleshin [2], Golod [6],
Grigorchuk [8], Gupta [9] e Sushchansky [54].
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Capitulo 6. Corolarios para Grupos Residualmente Finitos

Os Corolarios 6.0.1 e 6.0.2 sao formulagoes particulares para o Problema 2.3.4, o qual

discutimos na Segao 2.3 e reescrevemos abaixo.

Problema 2.3.4. Sejam n um inteiro positivo e w uma palavra. Suponhamos que G é
um grupo residualmente finito tal que todo w-valor tem ordem dividindo n. Serd que o

subgrupo verbal w(G) € localmente finito?

Vimos que para w = x, o Problema 2.3.4 é exatamente o Problema Restrito de
Burnside e que algumas respostas positivas foram obtidas, por exemplo, em [42],
[48] e [49], utilizando as técnicas Lie-tedricas desenvolvidas por Zelmanov. As discussoes
sobre variedades de grupos e o Problema 2.3.4 sao problemas de naturezas semelhantes e
resultados para o Problema 2.3.4 podem ser obtidos como consequéncias daqueles
resultados obtidos para variedades. E exatamente essa ideia que utilizaremos para

demonstrar os Coroldrios 6.0.1 ¢ 6.0.2.

Demonstragao do Corolario 6.0.1. Sejam w um comutador multilinear, n um inteiro
positivo e u = p(n) como no Teorema 4.0.1. Seja X a classe de todos os grupos tais que
o subgrupo verbal correspondente a palavra w ¢é localmente finito e tem a propriedade de

que todo produto de p w-valores tem ordem dividindo n.

Qualquer quociente finito de G pertence a X. Sendo G residualmente finito, G é
isomorfo a um produto subcartesiano de quocientes finitos que pertencem a X e, assim,
G pertence residualmente a X. Sabemos, pelo Teorema 4.0.1, que X é uma variedade
e, além disso, é claro que se um grupo pertence residualmente a certa variedade, entao
ele pertence a tal variedade (de acordo com a Proposigao 1.3.6). Portanto, G € X e,

consequentemente, w(G) é localmente finito. [ |

Demonstracao do Corolario 6.0.2. Sejam n e k inteiros positivos, u uma k-ésima
palavra de Engel e A = A(n, k) como no Teorema 5.0.1. Seja X a classe de todos os grupos
satisfazendo a propriedade de que qualquer produto de A u-valores tem ordem dividindo

n e tendo o subgrupo verbal correspondente a k-ésima palavra de Engel localmente finito.
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Qualquer quociente finito de G pertence a X. Como G é residualmente finito, G' é
isomorfo a um produto subcartesiano de quocientes finitos que pertencem a X. Segue que
G pertence residualmente a X. Pelo Teorema 5.0.1, X é uma variedade e, assim, G € X.

Portanto, o subgrupo verbal de GG correspondente a k-ésima palavra de Engel é localmente

finito. [ |

Observamos que as demonstracoes sao completamente analogas. Na verdade, sao
exemplos do lema que apresentamos a seguir, que afirma que uma resposta positiva
para o Problema 2.2.7 implica em uma resposta positiva para o Problema 2.3.4. Ja ¢é
mais complicado decidir se a reciproca é verdadeira. Ainda nao sabemos dizer se os

Problemas 2.2.7 e 2.3.4 sao equivalentes.

Lema 6.0.5. Se o Problema 2.2.7 tem resposta positiva, entdo o Problema 2.3.

também tem.

Demonstracao. De fato, seja X a classe de todos os grupos G satisfazendo a identidade
w™ = 1 e tendo o subgrupo verbal w(G) localmente finito. Suponhamos que X é uma
variedade. Seja H um grupo residualmente finito satisfazendo a identidade w™ = 1. Entao
H pertence residualmente a X. Como X é uma variedade, segue que H € X e, portanto,

w(H) é localmente finito. [ |

Ainda enfatizamos que o Coroldrio 6.0.1 ndo afirma que o subgrupo verbal w(G)
correspondente ao comutador multilinear w tem expoente n e que o Corolario 6.0.2
nao afirma que o subgrupo verbal correspondente a k-ésima palavra de Engel tem
expoente n. Relembramos que estas questoes sao de certo modo relacionadas ao

resultado de Kleiman, apresentado ao final da Secao 2.3.
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Consideracoes Finais

Com as discussoes anteriores finalizamos a apresentacao de nossas principais
contribuig¢oes no intuito de estender o Problema Restrito de Burnside. Certamente ainda
ha outras questoes a serem discutidas no sentido do Problema Restrito de Burnside
Generalizado. Desta forma, encerramos este trabalho registrando alguns fatos que

merecem reflexdes futuras.

1. Osresultados que apresentamos por meio dos Teoremas 4.0.1 e 5.0.1 trazem as hipoteses
de que determinados produtos de valores da palavra em questao tém ordens
dividindo n. Sabemos que o subgrupo verbal gerado por esses produtos é o mesmo
subgrupo verbal gerado simplesmente pelos valores da palavra. Desta forma,

podemos nos perguntar se os seguintes resultados sao validos:

(a) Seja w um comutador multilinear. Se n € wm inteiro positivo, serd que a
classe de todos os grupos G satisfazendo a condig¢ao de que todo w-valor tem ordem

dividindo n e tendo o subgrupo verbal w(G) localmente finito é uma variedade?

(b) Sejam n e k inteiros positivos. Serd que a classe de todos os grupos G
satisfazendo a identidade [z, y|" = 1 e tendo o subgrupo verbal correspondente a

k-ésima palavra de Engel localmente finito € uma variedade?

Até o presente momento nao sabemos como demonstrar estas formulagoes.
Uma dificuldade significativa é que nao sabemos se a teoria de Hall-Higman pode
ser aplicada com sucesso nestes casos. Vimos que é conhecido que a altura de Fitting
de um grupo solivel finito de expoente n é n-limitada. Entretanto, uma questao em
aberto é se a altura de Fitting de um grupo solivel finito satisfazendo a identidade

[z,y]" =1 é limitada em fungao de n.
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2. Vimos que os Corolarios 6.0.1 e 6.0.2 nao afirmam que os subgrupos verbais em questao

tém expoente n. Desta forma, fica a pergunta:

Serd que existe um grupo G satisfazendo as hipoteses do Corolario 6.0.1
(respectivamente, do  Corolario 6.0.2) tal que o subgrupo wverbal w(G)
(respectivamente, o subgrupo verbal correspondente a k-ésima palavra de Engel) tem

expoente infinito?

3. O Problema 2.2.7 é equivalente ao Problema 2.3.47 Se enunciarmos generalizacoes
para cada uma das equivaléncias do Problema Restrito de Burnside (ver Segao 2.1),

entao quais equivaléncias podem ser obtidas?

4. Em [43, Teorema 3.2] Shumyatsky mostrou o seguinte resultado:

Teorema. Sejam k e n inteiros positivos e seja G um grupo residualmente finito
tal que [x1,xa,...,x5] € n-Engel, para todos xi,zs,...,x, € G. Entao v (G) €

localmente nilpotente.

Assim, outra questao natural é a investigacao de palavras que satisfacam a mesma
propriedade, ou seja, uma questao em aberto ¢é saber para quais palavras

w = w(xy, Ta,...,Ty) 0 problema abaixo tem resposta positiva.

Problema. Seja n um inteiro positivo. Seja G um grupo residualmente finito
satisfazendo a identidade [z, ,,w] = 1. Serd que o subgrupo verbal w(G) € localmente

nilpotente?
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elemento operador adjunto, 48

k-Engel, 40, 78

1 24
ad-nilpotente, 48, 50 palavra,

central inferior, 38

de Engel, 60
derivada, 38
Férmula de Colecao, 51 Problema de Burnside, 31
Férmula de Compilacao de P. Hall, 20 Problema Restrito de Burnside, 33
produto
Brupo cartesiano, 21
h-Engel, 40, T8 subcartesiano, 21
m-gerado, 26
p-grupo regular, 46 série
de Engel, 78 N-série, 48

103



N,-série, 49
abeliana, 18
central p-dimensional, 56
central inferior, 18
de Fitting, 20
de Jennings-Lazard-Zassenhaus, 51, 56
derivada, 18
subcomutador, 73
subgrupo
de Frattini, 30
de Fitting, 20
verbal, 24

Teorema
da Base de Burnside, 30
de Birkhoff, 25
de Remak, 21
de Schmidt, 29
de Schur, 28
de Segal, 61, 78
de Zorn, 78

transversal, 26

valor, 24
k-Engel, 78
uj-valor, 80
w;-valor, 63
variedade, 24, 72, 75, 90
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Deus sempre nos d4 a saida para nossos problemas e
nossas angustias. Confiemos n'Ele sem duvidar!



