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Resumo da Tese apresentada ao IF/UnB como parte dos requisitos necessérios para
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DINAMICA DE CRESCIMENTO DE INTERFACE: RELACAO ENTRE A
GEOMETRIA FRACTAL DA SUPERFICIE E OS EXPOENTES DA
EQUACAO DE KARDAR-PARISI-ZHANG

Washington Soares Alves

Novembro /2022

Orientador: Fernando Albuquerque de Oliveira

Coorientador: Marcio Sampaio Gomes Filho

Fenomenos de crescimento sao observados em situacoes diversas, tais como cres-
cimentos de filmes finos, colonia de bactérias, tumores, entre outros. Portanto, o
seu estudo é de extrema importancia tanto do ponto de vista tedrico como expe-
rimental. Neste trabalho, apresentamos os conceitos basicos utilizados no estudo
dos fenomenos de crescimento, seguido das equacoes de crescimento, como as equa-
¢oes de Edwards-Wilkinson (EW) e de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ), em conjunto
com seus expoentes, o que determina as suas respectivas classes de universalidade.
Apresentamos, em seguida, um resumo sobre a equacgao de Langevin e o teorema
de flutuacao-dissipacao, seguida da definicao de automatos celulares e sua aplicacao
em modelos de crescimento de deposicao aleatdria, deposicao balistica, etching e
single-step. No trabalho recente de Gomes-Filho e colaboradores [Result in Physics,
104.435(2021)], os autores associaram a dimensdo fractal da interface com os ex-
poentes de crescimento para KPZ, apresentando valores explicitos para eles. Neste
trabalho, investigamos o teorema de flutuacao-dissipacao para a equacao de KPZ
através de simulagao computacional do modelo single-step. Nossos resultados mos-
traram que a intensidade do ruido aplicado é alterada na medida em que a rugosidade
da interface evolui no tempo, tendendo a um valor constante no regime estacionério
(ruido efetivo), sendo o mesmo associado a dimensdo fractal da interface. Desse
modo, nossos resultados corroboram com a teoria proposta por Gomes-Filho e cola-

boradores.

Palavras-Chave: Equacao de Kardar-Parisi-Zhang, Expoentes de crescimento,

Dimensao fractal, Modelo Single-Step.
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Abstract of Thesis presented to IF/UnB as a partial fulfillment of the requirements
for the degree of Doctor in Physics.

INTERFACE GROWTH DYNAMICS: RELATION BETWEEN THE FRACTAL
GEOMETRY OF THE SURFACE AND THE EXPONENTS OF THE
KARDAR-PARISI-ZHANG EQUATION

Washington Soares Alves

November /2022

Orientador: Fernando Albuquerque de Oliveira

Coorientador: Marcio Sampaio Gomes Filho

Growth phenomena are observed in various situations, such as thin film growths,
bacteria colony, tumors, among others. Therefore, its study is extremely impor-
tant both from a theoretical and experimental point of view. In this work, we
present the basic concepts used in the study of growth phenomena, followed by
growth equations, such as the Edwards-Wilkinson (EW) and Kardar-Parisi-Zhang
(KPZ) equations, together with their exponents, which determines their respective
classes of universality. We then present a summary of Langevin’s equation and the
fluctuation-dissipation theorem, followed by the definition of cellular automata and
their application in growth models of random deposition, ballistic deposition, etch-
ing and single-step. In the recent work of Gomes-Filho and collaborators [Result
in Physics, 104.435(2021)], the authors associated the fractal dimension of the in-
terface with the growth exponents for KPZ, presenting explicit values for them. In
this work, we investigate the fluctuation-dissipation theorem for the KPZ equation
through computational simulation of the single-step model. Our results showed that
the intensity of the applied noise is changed as the roughness of the interface evolves
over time, tending to a constant value in the stationary regime (effective noise),
being the same associated with the fractal dimension of the interface. Thus, our

results corroborate the theory proposed by Gomes-Filho et al.

Keywords: Kardar-Parisi-Zhang Equation, Growth Exponents, Fractal Dimen-
sion, Single-Step Model.
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Capitulo 1

Introducao

Fenomenos de crescimento sao encontrados nos mais diversos sistemas da
natureza, como em colonia de bactérias, crescimento de tumores, propagacao de
chamas em uma floresta. Podem ainda ser encontrados em processos de alta tec-
nologia, como em crescimento de cristais, criacao e desenvolvimento de filmes finos,
entre outros (vide a figura 1.1). De maneira geral, crescimento de superficies tem
sido amplamente estudado pela ciéncia tanto do ponto de vista de fundamentos (ted-
rico) quanto experimental, e que, por sua vez, desempenha papel fundamental para

o desenvolvimento de novas tecnologias [1, 2, 3, 4, 5, 6].

Figura 1.1: Exemplos de crescimento: (a) filme fino, (b) colonia de células tumorais,
(c) depdsito formado pelo actimulo de flocos de neve no para-brisa de um carro e (d)
queimada de uma floresta. Figura adaptada da referéncia [7].



Nessa area de pesquisa, a superficie é definida como sendo a interface existente
entre dois meios distintos. Como, por exemplo, a interface entre os meios A e B
ilustrada na figura 1.3. Além disso, a altura, h(x,?) pode ser definida como sendo a
altura da superficie no ponto x e no instante ¢, sendo L representando o tamanho
lateral do substrato/dominio. Dessa forma, podemos caracterizar tanto a morfologia
da superficie quanto a sua dinamica temporal [1]. De maneira geral, h(x,f), pode
representar a altura da posicao X no espago de dimensao d. Desde que A(X, f) tenha
propriedades de escala diferentes de x, dizemos que (h(X,?),x) formam um espago

dimensional d + 11,

h(x, t)

L .y

Figura 1.2: Representagao do crescimento superficial (cinza), a curva em destaque
(preto) representa a interface que separa os meios A ¢ B, a altura da superficie no
ponto x e no instante ¢, é representado por 4 (x, t) e L corresponde ao tamanho lateral
do substrato/dominio. Figura adaptada da referéncia [8].

E interessante mencionar que nosso interesse ¢ voltado ao estudo dessa evolucao,
ou seja, como ocorre o crescimento da interface superficial no decorrer do tempo,
visando a uma melhor interpretacao dos elementos associados a dinamica de cresci-
mento. O estudo desses processos pode ser realizado através de métodos experimen-
tais, simulagao computacional e/ou calculos analiticos. Desse modo, a investigacao
da dinamica temporal de A(x, 7) ¢ de suma importancia para uma caracterizagao mais
precisa das propriedades e caracteristicas da dinamica de interfaces. Mostramos, na

figura 1.3 (a), um exemplo de crescimento (deposi¢ao de cristais de neve) e a sua

I'Note que x é utilizado para fins de substratos unidimensionais enquanto X = ¥ refere-se aos
casos em que o substrado pertence a um espago vetorial de dimensao maior que 1.



representagao discreta (modelagem computacional) em (b).

Figura 1.3: (a) Representacao ilustrativa da deposigao de cristais de neve em uma
vidraga, possibilitando a determinagao da variacao entre duas alturas distintas, i,
¢ hy. Em (b) ¢ representado um processo de crescimento discretizado (modelagem
discreta do fendmeno), com a altura & em funcdo do tamanho do substrato L, em
uma direcdo x. A linha horizontal, &, representa a altura média em um instante de
tempo t. Figura extraida da referéncia [9].

A caracterizacao microscopica precisa do fenomeno de crescimento é muito di-
ficil, pois ela pode depender de muitos fatores fisico-quimicos como, por exemplo,
a magnitude das energias de ligacao entre dtomos envolvidos, bem como o controle
dos parametros externos, tais como o tamanho dos substratos e tempo de realizacao
do experimento e/ou simula¢ao. Outras caracteristicas que referenciam processos de
crescimento e sao atribuidas ao processo de evolucao das interfaces podem ser vistas
por meio da deposigao, difusdo ou dessorcao|1].

A deposicao refere-se a uma particula que, ao ser depositada, atinge a superficie
e adere a ela. Na difusao, por sua vez, ocorre a deposicao e, no momento em que a
particula atinge a superficie pode-se movimentar sobre esta até encontrar um sitio
(posigao) que lhe seja mais favoravel (por exemplo, posigdo de menor energia). J&
a dessorcao é processo inverso a deposicao. Nesse caso, a particula tende a escapar
da superficie, isto é, da posicao em que se encontra, ocasionada por algum fator
externo, podendo este ser de natureza mecanica, ou nao [1, 10, 11].

Dessa maneira, diferentes sistemas complexos podem ser formados por diferen-
tes particulas (dtomos ou moléculas) e por diferentes mecanismos de crescimento.
Apesar dessas particularidades, esses sistemas podem apresentar caracteristicas uni-
versais. Apesar de serem tao distintas entre si (ver figura 1.1), podem apresentar

propriedades em comum, por exemplo, sistemas que compartilham o mesmo con-



junto de expoentes de escala, distribuicao de alturas, covariancias espaciais e tem-
porais, entre outros. Essas semelhancas mostram que podemos reunir sistemas com
propriedades semelhantes em uma mesma classe de universalidade [1, 7].

Portanto, o estudo associado a universalidade tem como caracteristica a ob-
servagao e andlise de propriedades dindmicas e/ou geométricas associadas a essas
interfaces, permitindo, por sua vez, investigar os mecanismos fundamentais (feno-
menos) pertencentes a uma mesma classe de universalidade. Na literatura, ja sao
conhecidas algumas classes de universalidades, como a classe de Edwards-Wilkinson
(EW) e a de Kardar-Parizi-Zhang (KPZ) as quais apresentaremos com maior detalhe
no Capitulo 2.

Nesse sentido, a universalidade nos permite propor teorias e modelos gerais que,
embora possam desprezar a natureza fisica/quimica das interagdes microscépicas,
permitem descrever os mecanismos basicos de crescimento. Por exemplo, o com-
portamento de crescimento de interfaces, através do tempo, pode ser modelado via
equagoes diferenciais parciais estocdsticas, como a equagao de EW (linear) [12] e
KPZ (nao-linear) [13]. Embora existam muitos trabalhos analiticos e numéricos
na literatura [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20], a busca por solugdes exatas continua,
particulamente, para o caso de KPZ [21].

Uma outra abordagem comumente utilizada na literatura é o uso de modelos
computacionais discretos que empregam um conjunto minimo de regras (algoritmo)
visando a uma caracterizacao mais precisa da dinamica de crescimento observada
computacionalmente [1, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29] Como exemplos de mode-
los de crescimento, temos o modelo de Deposicao Balistica (DB) [30], modelo de
FEtching (corrosao)[26, 31], modelo Restricted Solid-on-Solid (RSOS) [32] que per-
tencem a classe de KPZ e o modelo Deposicao Aleatoria com Relaxagao Superficial
(DARS) [33, 34] que pertence a classe de EW.

Um outro modelo particulamente interessante é o modelo Single-Step (SS) [30,
35, 36, 37, 38, 39, 40, 41] que, a depender da escolha de um parametro, podemos

simular tanto na classe de EW quanto na de KPZ [41]. Esse modelo serd explicado



em detalhes no Capitulo 3, pois faremos uso em nossas investigagoes. E interessante
mencionar que existem outros modelos propostos na literatura; para revisao ver [1,
7,25, 37, 42, 43, 44, 45].

No que se segue apresentaremos outros conceitos essenciais, os nossos objetivos,

assim como a organizacao da tese.

1.1 Crescimento de interfaces rugosas

Uma quantidade fundamental no estudo da dinamica de crescimento é a rugo-
sidade (aspereza) de uma superficie. Com ela, podemos buscar similaridades entre
diferentes sistemas, como os apresentados na figura 1.1.

Matematicamente, a rugosidade, w (L, t), pode ser definida como:

1 L
w(L, 1) = EZ hi (1) - h(t) (1.1)
i=1

onde L representa o tamanho do substrato, d a dimensao do espaco e h representando

a média no tempo, definido sob a forma:

_ 1 &
k(1) = EZhi(t). (1.2)
i=1

Dessa maneira, a rugosidade w (L, t) tem como caracteristica quantificar flutua-
¢oes da altura da interface, ou seja, a rugosidade corresponde estatisticamente ao
desvio padrao. E conveniente notar que definimos, inicialmente, um substrato de
tamanho L, discretizado sobre o eixo das abcissas, de forma que 1 < i < L, onde i
representa o sitio (local) onde ocorrem as deposigoes/dessorgoes das particulas; ja
o cixo das ordenadas representa a altura do substrato, denotado por h(x,f). Vide
figura 1.3 (b).

E interessante mencionar que estamos particulamente interessados em sistemas
que apresentam rugosidade de saturacao como os ilustrados na figura 1.4. Durante

o processo de crescimento é observada a presenca de duas etapas principais: uma
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Figura 1.4: Evolucao da rugosidade, w (L, ) em funcao do tempo em escala log X log.
Resultados referentes a diferentes modelos de crescimento em (2 + 1) dimensoes: (a)
modelo de Family, (b) modelo de Etching, (c) e (d) modelo SS com p =1e p =0.05
respectivamente. Figura retirada da referéncia [46].

primeira na qual a rugosidade w (L, t) cresce segundo uma lei de poténcia em funcao

do tempo,

w(L,t) ~, parat < ty,, (1.3)

onde 8 é o expoente de crescimento. Observe na figura 1.4 que a rugosidade cresce
com o tempo de maneira similar para os modelos em (b), (¢) e (d) os quais pertecem
a classe de universalidade de KPZ, sendo o valor exato de 8 = V5 —2 ~ 0.2360 em
(2 + 1) dimensdes, apresentado por Gomes-Filho e colaboradores[21]. Resultados
referentes ao modelo Family (a) pertecem a classe de EW [46].

Para a segunda etapa, observa-se na figura 1.4, que, apdés um certo tempo, deno-
tada por tempo de saturacao t,, a rugosidade, w (L, t) — w,, (L) torna-se dependente
do tamanho do substrato L, passando a ser chamada de rugosidade de saturacao e

satisfazendo a relagao:

Wea (L) ~ LY, para t > ty,, (1.4)



o expoente a é chamado de expoente de rugosidade e tem por premissa a carac-
terizagao de informacoes a respeito da rugosidade do sistema quando este atinge o
equilibrio.

Cabe ainda ressaltar que tanto a rugosidade quanto o tempo em que o sistema
satura, depende do tamanho do sistema. Dessa forma, quanto maior for o sistema,

maiores serao os valores da rugosidade e do tempo de saturagao, isto é,

tsat ~ LZ’ (15)

o expoente z é chamado de expoente dinamico do sistema.

Uma importante propriedade obtida por Family e Vicsek apds a anélise de
modelos de crescimentos é a forma da associacao do conjunto de expoentes (a,, z),

mostrando que estes ndo sdo independentes, mas que estdo conectados entre si [47].

log w log(w/L") 7 log(w/L?"),

log ¢ log ¢ log (4/17)
(a) (b) (©)

Figura 1.5: Esquema representativo dos passos envolvidos no reescalonamente da
rugosidade em fungao do tempo. Figura extraida da referéncia [1].

Family e Vicsek [47] analisaram vérias curvas de crescimento para diferentes
modelos (similar a figura 1.4). Eles observaram que era possivel colapsar todas as
curvas em uma tUnica curva, conforme ilustrado na figura 1.5. Em (a) ¢ mostrado
a rugosidade como fung¢do do tempo para trés tamanhos diferentes de L. Em (b),
a rugosidade é dividida por L%, com isso as curvas saturam no mesmo valor da
ordenada, log (ﬁ) Ja em (c), mostra-se a reescala do tempo, dividindo o mesmo
por L?, resultando em uma tnica curva de crescimento.

Dessa forma, podemos escrever que

w(L, t)OCL”f(é), (1.6)
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onde

uP, para u < 1
fw) = : (1.7)

const, para u > 1

a funcao f (u) é chamada fungao escala [47].

A relagao de escala proposta por Family e Vicsek [47] tem um papel fundamental,
nao somente por mostrar o colapso universal das curvas de crescimento, mas também
por estabeler uma relacao universal entre os expoentes de crescimento. Utilizando a

Eq. (1.3) no ponto em que o sistema satura, temos que wg, (L) ~ P

st 40 Passo que

pela BEq. (1.4), encontramos que 2, ~ L%, Aplicando a Eq. (1.5), pode-se concluir

sat

que

Z= (1.8)

@
3

Como pode ser observado, os expoentes de crescimento estao diretamente relaci-
onados entre si, mas sdo independentes de detalhes particulares de cada sistema [1].
E importante salientar que, no caso da classe de universalidade de KPZ, temos
uma outra equacao que relaciona os expoentes a + z = 2, denotada por invariancia
galileana [13].

Apresentaremos, a seguir, o objetivo geral do nosso trabalho, bem como os ob-

jetivos especificos.

1.2 Objetivo Geral

Esta tese tem como principal objeto de estudo investigar as implicagoes
da dimensao fractal, dy, da superficie no teorema de flutuagao-dissipagao (TFD)

associado a classe de universalidade de KPZ [21].

1.2.1 Objetivos Especificos

e Simular o modelo Single-Step, em (d + 1) dimensao, com d = 2.

e Compreender como a intensidade do ruido estd relacionada com as regras ¢



parametros do modelo SS.

e Entender por que a associacao entre a dimensao fractal da superficie e os
expoentes de crescimento permitiu aos autores [21] encontrar solu¢éo analitica

para os expoentes em (2 + 1) dimensao.

No que se segue, apresentamos a organizagao da tese.

1.3 Organizacao da Tese

No Capitulo 1, apresentamos uma revisao bibliografica, evidenciando os concei-
tos fundamentais para a caracterizacao da dinamica de crescimento entre eles, a
definicao da altura média e rugosidade, elementos fundamentais no desenvolvimento
e compreensao dos processos evolutivos das interfaces. Ainda nesse Capitulo apre-
sentamos os conceitos de universalidade, classes de universalidade e os expoentes
de rugosidade (@), crescimento (8) e dinamico (z), indispensaveis na classificacao de
modelos numa das classes de universalidade [1, 10, 47].

No Capitulo 2, faremos uma breve apresentacao dos processos estocasticos, se-
guida da equagao de Langevin. Modelaremos, ainda, as equacoes de crescimento via
equagoes diferenciais parciais estocasticas; as equagoes de Edwards-Wilkinson [12],
seguida da equagao de Kardar-Parisi-Zhang [13], descrevendo o conjunto dos expo-
entes (a,f,z) em (1 + 1) dimensao, para cada uma das equagoes de crescimento.

No Capitulo 3 expoe-se uma revisao dos automatos celulares, de onde prosse-
guimos com a apresentacao de alguns modelos de crescimento, como o modelo de
Deposicao Aleatoria (DA), Deposi¢ao Balistica (DB), modelo de Etching e o modelo
Single-Step (SS), sendo este ltimo importante no nosso trabalho.

No Capitulo 4, apresentamos nossos resultados quando compreendemos a relacao
entre o ruido aplicado e o ruido efetivo a partir das regras do modelo SS. Investi-
gamos o envolvimento da dimensao fractal da superficie no teorema de flutuacao-
dissipacao. Evidenciamos a aplicacao e importancia do trabalho de Gomes-Filho e

colaboradores [21] no contexto do crescimento de superficies em (2 + 1) dimensoes.



E conveniente ressaltar que os resultados apresentados neste trabalho culminaram
na publicacao The fractal geometry of growth: Fluctuation-dissipation theorem and
hidden symmetry. Frontiers in Physics, v. 9, 2021. No Capitulo 5, apresentamos

nossas conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Modelando equacoes de crescimento

2.1 Processos Estocasticos

Antes de iniciarmos a modelagem do crescimento, convém observar que a maio-
ria dos observéveis fisicos acessiveis a medigoes experimentais (compreende) muitos
componentes: particulas ou atomos. Acontece que, para entender o resultado dos
experimentos de medicao e reivindicar sua previsibilidade, nao é possivel nem ra-
zoavel seguir o movimento de todos esses constituintes. Em vez disso, usamos o
conceito de desvios do resultado esperado. Da mesma forma, o movimento erratico
do pdlen em suspensao aquosa é o resultado de muitas colisoes com as moléculas
do solvente [48, 49]. A agitagao (o deslocamento em ziguezague) das moléculas
de pélen observadas e as mudancas abruptas de velocidades no curso de seu movi-
mento resultam dessas colisoes alimentadas por ruido térmico [50, 51, 52, 53, 54, 55].
Esse é o ruido térmico que forca o movimento e causa disturbios observaveis de
trajetorias; a mesma fonte de flutuagoes fornece energia para motores molecula-
res [56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65], potencializa caminhos reativos quimicos
[66] e pode amplificar o sinal no fenémeno de ressonancia estocéstica [67, 68] e cres-
cimento [1, 12, 13, 23, 25, 26, 31, 39, 42, 69, 70]. As implicagoes das flutuagoes sdo
cruciais em muitas dreas das ciéncias naturais, desde sistemas microscopicos e biolo-
gia molecular até ecologia, modelos de mercados financeiros [71], anélise de contatos

sociais [72] e dinamica climética [73].
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2.2 Equacao de Langevin

Embora a ideia de processos estocasticos ja estivesse contida nos trabalhos ori-
ginais de Boltzmann e Einstein, Langevin explicitou essa nova era na fisica con-
siderando a equacao de movimento para uma particula se movendo em um fluido

como [50]:
dv(t)
"

= —myv(t) + f(1), (2.1)

onde m e y sdo respectivamente a massa da particula e o atrito. A proposta enge-
nhosa e elegante foi de modular as interacoes complexas entre as particulas, consi-
derando todas as interacoes como duas forcas principais. A primeira contribuicao
representa uma forca de atrito, —myv, cuja escala de tempo caracteristica é 7 = y~!,
enquanto a segunda contribuicao vem de uma forga estocastica, f(f), com escala de
tempo At < 1, que estd relacionada com as colisoes aleatérias entre a particula e

as moléculas do fluido. A forga flutuante f(¢), na Eq. (2.1), obedece as seguintes

condicoes: (i) a forca média devido as colisoes aleatorias na particula é zero

() =0, (2.2)

(if) nao ha correlagao entre a velocidade inicial da particula e a forga aleatéria

(f()(0)) =0, (2.3)

e (iii) a forca aleatoria em momentos diferentes ¢ e ' nao sao correlacionados

fOFE)) = o6t —1), (2.4)

sendo o uma constante a ser determinada. A equagao acima é conhecida como
processo gaussiano ou também chamado de ruido branco. Para entender as proprie-

dades dinamicas de uma particula que obedece a equagdo de movimento (2.1) e as
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condigoes (2.2) to (2.4), come¢amos com o seguinte solugao:
f
v(t) = v(0) + f exp[—y(t — )] f()dr . (2.5)
0
Depois de um longo tempo, o sistema atinge o equilibrio, isso significa que
(V*(t — ) = (V) = kgT/m. (2.6)

(ou seja, o teorema da equipartigao). Em seguida, usamos as condigdes acima para

obter o = 2mykgT e reescrever a Eq. (2.4) como:

(f(Of()) = 2mykpTs(t —1'). (2.7)

Essa ultima relagdo é o teorema de flutuagao-dissipagdo (TFD). A bela e simples
abordagem de Langevin ajuda-nos a lidar com muitas situacoes na fisica. Ele nos
permite fazer alguns cédlculos analiticos para alguns modelos simplificados e até
mesmo obter alguns limites para sistemas mais complexos. Também é facil rea-
lizar experimentos de computador dentro de sua estrutura. Portanto, a equagao de
Langevin e sua formulagdo quantica [74, 75], com o conceito de campos flutuan-
tes, abriu um amplo ramo de investigagoes em muitos sistemas, como espalhamento
de luz [76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83|, espalhamento de néutrons em metais liqui-
dos [84, 85|, dindmica de cadeia polimérica [86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96],
motores moleculares [64, 97, 98], condutividade [99, 100], teoria de taxas de rea-
¢do [101, 102, 103, 104, 105] e sincronizacao [106, 107, 108, 109, 110, 111, 112, 113].
O uso de conceitos de difusao encontra muitas aplicagoes na ciéncia, por exem-
plo, na entrega controlada de medicamentos, o bom entendimento dos mecanismos
de liberacao de medicamentos, bem como os tempos de liberagao caracteristicos ¢
uma necessidade [23, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 120]. Todos esses fenémenos,
no entanto, sao algumas formas do amplo, realmente amplo campo de difusao ano-

mala [57, 63, 121, 122, 123, 124, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 131, 132, 133].
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Os dois termos do lado direito da Eq. (2.1) atuam como um reservatério de
calor. Assim, apos o sistema atingir o equilibrio, o TFD garante alguma forma de
conservagao de energia. I.e. pequenas flutuagoes em torno do valor médio da energia.

A violagdo do TFD é bem conhecida na literatura, em vidros [134, 135, 136, 137,
138], proteinas [139], na transferéncia de calor radioativo mesoscépico [140, 141],
na difusao balistica [122, 124, 142, 143, 144, 145] e, particularmente. na dinamica

KPZ [13, 25]. Para uma revisao sobre processos estocésticos ver [146, 147, 148].

2.3 Modelando equagoes de crescimento

Iniciamos a secao de modelagem de equagoes de crescimento, considerando o
uso das esquacoes diferenciais parciais estocasticas e métodos para obtencao de seus
expoentes.

A modelagem matematica de crescimento de interfaces busca descrever o pro-
cesso de evolucao da altura da superficie h(x,t), com X representando a posicao
no substrato e t o tempo. Essa evolucao temporal estd associada a um fluxo de

particulas @ (x,7) que atinge a superficie [1],

oh (x,1)
=D (x,1). 2.8
at ? ( )
Esse fluxo emana duas principais contribuicoes: uma, deterministica F e outra, cor-
respondendo ao carater aleatério nas deposicoes, associado a um termo estocéstico,

£(x,1), o que representa as flutuagoes das alturas no sistema. Dessa forma, uma

equacao diferencial de crescimento passa a ser escrita na forma

oh(x,1)
ot

=F(h,x,1) +£(X, 1), (2.9)

o termo F (h,x,t) é uma funcao geral. O termo £ (X,?), ¢ comumente denotado por

ruido branco, isto é, possui as propriedades

¢, 1)) =0, (2.10)
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o ruido tem média configuracional zero e nao é correlacionado nem no espaco nem

no tempo,

EXDEX,))=2D8 (x-x)6(t—1), (2.11)

onde (- --) representa o valor esperado da variavel, D é a constante de dispersao das
particulas (intensidade do ruido), e d é a dimensdo em que se encontra inserido o
sistema.

Principiando uma investigacao dos sistemas de crescimento e suas corresponden-
tes classes de universalidade, comecamos com o sistema de crescimento denominado
Deposigao Aleatério (DA)que, por sua simplicidade, permite uma construcao via

equagao diferencial parcial estocéstica [1, 43].

2.4 Deposicao Aleatoria

Considerando F (h,x,f) = constante = F, denotando o ntimero médio de
particulas depositadas na posigao x, a obtencao das propriedades estatisticas das

interfaces sao obtidas por simples integragao da Eq. (2.9), o que fornece

h(x,t) = Ft + ftg(x, ) dr. (2.12)
0

Considerando a média das alturas, (h (X, 1)), segue

(h(x,1)) = Ft, (2.13)

e tomando o quadrado de (2.12), obtemos:

(h* (x,1)) = F*#* + 2Dt. (2.14)

Estamos interessados no comportamento da rugosidade da interface (como, por
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exemplo, na Eq. (1.1)), isto é,

w( = (R 0) = hx,0)?)
= (P2 + 201 - (Fe7) " (2.15)

= (D2,

Desse modo, a rugosidade cresce com o tempo de forma ilimitada e obedece a lei
de poténcia, w ~ t'/2. Com efeito, pode-se mostrar que a deposicao aleatdria possui
somente o expoente de crescimento 8 = % Uma caracteristica para esse caso é que,
como a rugosidade cresce de forma indefinida, resulta, como consequéncia, a nao

definicao dos expoentes de rugosidade (@) e dinamico (z).

2.5 Principios de simetria

Dando prosseguimento as equagoes de crescimento, consideremos, agora,
uma superficic caracterizada pela altura & (x,t) e assumimos que, no tempo ¢t = 0,
a superficie apresenta rugosidade nula w(L,0) = 0. A evolucao temporal desse
crescimento é dada por uma equacao diferencial estocéastica continua, dada pela Eq.
(2.9)

Tomando como exemplo a interface apresentada na figura 1.3, observa-se que,
ao trocar o meio A pelo meio B, as propriedades da interface nao sofrem alteracao.
Portanto, tratar como uma deposi¢do/dessorcao, a equagao de crescimento deve ser
a mesma.

A busca para determinacdo de padrdes (ou simetrias) é comum em véarios cam-
pos da fisica, matemadtica, quimica e biologia [1, 47, 149, 150, 151]. Os principios de
simetrias consistem em um conjunto de informagoes associadas a invariancia de um
objeto ou a um sistema frente a uma determinada transformacao, e essas transfor-
macoes sao definidas pelos processos que seguem, discutidos a partir das equagoes

de crescimento:

1. Invariancia temporal: um sistema é invariante no tempo se, apés um retardo
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ou avanco no tempo, denotado por 6t no sinal de entrada, resultar em um
deslocamento de tempo idéntico ao sinal de saida. Em outras palavras, as ca-
racteristicas de um sistema invariante no tempo nao alteram com a mudanga
de f para t+6t. Na equacgao de crescimento, a fungao F nao depende do tempo,

dai segue,

Oh  Oh

at  At+oD
Invariancia na direcao do crescimento: o sistema ¢ invariante em relacao a di-
recao de seu crescimento se, apds uma elevagao/diminui¢ao em seu crescimento
oh, a sua altura permanecer inalterada. Ou seja, a transformacao h — h + 6h
na altura nao interfere no sistema. Com isso, os termos da altura da funcao F
sao excluidos, devendo permanecer a combinac¢ao de suas derivadas V'h com

n>0.

Invariancia perpendicular na direcao do crescimento: de maneira similar a
invariancia temporal e na direcao do crescimento, o sistema deve ser invariante
a origem do vetor X, ou seja, a transformacao x — X + 6x nao deve afetar o
sistema. Dessa forma, a funcao F nao depende da posicao inicial, fazendo

com que nenhum termo explicito de x deva permanecer, com excecao das

u

combinagoes de suas derivadas em X, ou seja, 3077 com n > 0.

Simetria de rotacao e inversao em torno da direcao do crescimento: sistemas
invariantes em relacao a rotacao e a inversao devem ser independente da direcao
do eixo coordenado paralelo a superficie. Na equacao de crescimento, a funcao
F nao depende da direcao do eixo da coordenada paralela a superficie. Em
outras palavras, o sistema deve ser invariante com relagao a inversao de x ——Xx,
entdo 2L = % que faz com que 2 mude de sinal e, portanto, deva ser
a(x) - ox? q q Ox ) p )
excluido. Essa condicao exclui qualquer derivada de ordem fmpar, isto é, os

termos V***'h, com n = 0,1,2,..., mas, permite a presenca de termos do tipo

(v2"+lh)2’” m=123....
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5. Simetria up/down (para cima e para baixo) da altura: nesse caso, a determi-
nacao das flutuacoes na interface devem ser similares em relagao a altura, isto é,
a equagao de crescimento nao sofre alteragao devido a transformacao, h — —h.
Essa condicéo exclui qualquer derivada do tipo (V*A)*™,m = 1,2,3, ..., permi-

tindo apenas os termos cujas derivadas sejam pares, V>"h.

2.6 Equagao de Edwards-Wilkinson (EW)

Descreveremos agora a equacao proposta por Edwards e Wilkinson, em
1982 [12], que tem por objetivo modelar o processo de crescimento de interfaces
rugosas, bem como a ocorréncia tanto nos processos de deposicao como de sedimen-
tagao. Considerando os principios de simetria, a equacao geral de crescimento, (2.9),

¢ descrita como

oh (x,1) _ i (VZih) + il: (Vz-/h) (VI + £(x, 7). (2.16)

ot i=1 k=1
Para determinar as propriedades de escala, é analisado o comportamento as-
sintético, no qual se observa que, para tempos longos, grandes substratos e com
variacao da rugosidade pequena. Nesse limite fica evidente que as derivadas de
ordem maior tornam-se irrelevantes em relacao as derivadas de menor ordem®, pas-
sando a considerar o termo de menor ordem, no caso V*h. Dessa forma, a equacao

de crescimento mais simples obtida a partir dos principios de simetria é a equacao

IEsse fato pode ser observado a partir das seguintes comparacoes, ao fazermos as transformacoes
de autoafinidade, x —» X’ = bx e h > h’ = b%h, os termos sao reescalados por,

Vzh N V/Zh/ = b<x—2v2h,
V4h N V/4h/ = b(r—4v4h,

daf no limite hidrodinamico (b — o), os termos V?h e V*h tendem a zero, porém o termo V*h
tende a zero muito mais rapido. Logo os termos de menor ordem sao mais relevantes. De maneira
analdga, o mesmo acontece com os termos (szh) (Vh)* em relacio ao termo V2h.
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de Edwards-Wilkinson (EW)[12], que se trata de uma equagao diferencial linear

oh (x,1)

e YWAh(X, 1) + €(X,1), (2.17)

o coeficiente v é a tensao superficial que, em conjunto com o termo V2h, tende a
suavizar a interface, redistribuindo a rugosidade e mantendo a altura média. Ver
figura 2.1; quanto maior o seu valor mais rapido o sistema satura. O ruido & (x,1),

obedece as propriedades (2.10) e (2.11).

\h(x, )

LW AR

X

< L >

Figura 2.1: Esquema representativo da atuagao da tensao superficial sobre uma
interface de crescimento. A linha paralela ao eixo x, representa a altura média do
sistema, as setas (em detalhes) representam a atuagdo do laplaciano, que forga a
suavizagao da interface. Figura adaptada de [152].

2.6.1 Os expoentes da equacao de Edwards-Wilkinson

A obtencao dos expoentes criticos para a Eq. (2.17) sera feito com os méto-
dos ajustes de escalas e Transformada de Fourier, de onde determinaremos a classe
de universalidade. O primeiro método, por ser considerado mais simples, sera de uso

direto na equacao, enquanto que o segundo método é usado no espaco de frequéncia.

2.6.1.1 Meétodo de ajuste de escala

Inicialmente determinam-se a escala e a transformacao as quais devem ser
aplicadas ao crescimento. Por se tratar de uma interface de crescimento autoafim,

sao permitidas transformagoes horizontais (em x) e verticais (em %), de forma que
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a grandeza X é reescalonada por X’ = bx, sem variacoes na equacao e, a partir desse
reescalonamento, sao obtidas as novas escalas para as grandezas h, w e t, além do
ruido & (x, t).

Como definido anteriormente, a rugosidade da superficie é obtida através da
flutuacao quadratica média das alturas. O valor da rugosidade w é proporcional a #
para tempos curtos e proporcional a L* para tempos longos. Dessa forma, faremos
uso da definicao de rugosidade de saturagao, wy,, € sua dependéncia em relacao ao
coeficiente de saturacéo @, Eq. (1.4).

Inicialmente, consideramos a mudanca da variavel x para L, com as adequacoes

necessarias as relacoes da interface de crescimento

x=bx > L=0bL. (2.18)

Reescalonando a grandeza L na relacao wy,, ~ L* de tal forma que

Wsar ~ L* - Wsar = (bL/)a = baL/a, (219)

como w,, ~ L'*, segue que

Wsar = ba lsat, (220)
assim, a nova escala para a rugosidade é dada por
w=b"Ww'. (2.21)

A relagdo (2.21) serd 1til na descri¢ao da reescala para a altura h, a partir da

Eq. (1.1),

1 N
= FZ (hi (1) - h(t)) (2.22)
i=1

substituindo a Eq.(2.21) na Eq (2.22),
1 N
(bw')* = T Z (hi ) —h(t)
i=1
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1
L

1

2
2
w' = ,

N
(67 () = bR (1)) (2.23)
=1

considerando a invariancia da Eq. (2.22) sob transformacao w = b*w’, isso significa

que b™h; = h} e b™h = I, dai segue que

h=bN, (2.24)

que é a reescala da altura h.

Como a rugosidade de saturagao acontece a partir de um tempo de saturacao, e
como Eq. (1.5) mostra dependéncia em L, segue que L = bL’. Substituindo na Eq.
(1.5),

tsa ~ L =ty = (BL')° = b°L", (2.25)
sem perda de generalidade, usamos ¢, ~ L', logo
t=0b1. (2.26)

Para o ruido, usa-se a expressao (2.11), e fazendo uso das reescalas, (2.18 e 2.26),

obtém-se
(ExDEX, 1)) =2D5 (b (X =x")) 6 (b (1 = 17)),
fazendo uso da propriedade da funcao delta, 6 (bx) = #6‘1 (x), segue
bl (€ (x, )& (X, 1)) = 2D6* (X' —x")6(t' —1"). (2.27)

O lado direito é exatamente a equacao de correlagao do ruido & (X’,t'), e agora

com a insercao do fator |b|**, temos

(1D £, 0|6 (X, 1)) = (€ (X, ) EX, 7)), (2.28)
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no que implica em:

dtz
2

bl £ (x,0) = (X, 1), (2.29)

de onde temos a reescala para o ruido:

ex,0) = b e, 7). (2.30)

Agora, podemos ir para os cédlculos dos expoentes. Para isso substituimos a

reescala em cada termo da Eq. (2.17)

ble? o’ X,, t b a-2 621’1 X,, t od

or’ ox’'

Como a equacao deve ser invariante em relacao & equacao original, devemos
quag C quag g )

impor ao coeficiente b, a condicao b** > 0. Portanto, basta dividir todos os termos

por b*7*, de onde segue

oh' (x',t) 2 O*h (X', 1)

z d
+ 2728 (X, ). 2.31
= - £(.1) (231)
Independente das mudangas de escalas, a equagao acima deve ser igual a Eq.

(2.17), de forma que os coeficientes devem ser iguais, e dai temos os expoentes

a=—— f[B=—— z=2. (2.32)
E conveniente ressaltar que a obtencao do expoente 8 deve-se a utilizacao da relacao
universal (1.8).
Para d = 1, os expoentes sao:

o = —, ﬂ: Z:2-

1
2 4’

Uma segunda alternativa na busca dos expoentes ¢é facilitada pelo uso da trans-

formada de Fourier, pois considerando que se trata de uma equacao linear, esta pode

ser resolvida analiticamente, como veremos a seguir.
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2.6.1.2 Meétodo da transformada de Fourier

Iniciamos com uma revisao das transformadas de Fourier e suas aplicacoes
na equacao de EW. Para uma revisao das transformadas de Fourier de forma geral,
existe uma gama variada de livros. Recomendamos os livros[153, 154].

Aplicaremos a transformada de Fourier para cada um dos termos que compoem

a equacao de EW, descrita sob a forma

oh(x,t)  OPh(x,1)
o ox

+EX, D). (2.33)

Definimos a transformada de Fourier (TF) da fungdo f, como sendo a funcdo F
que associa a cada funcao absolutamente integravel f : R — R a funcao f: R — C,
expressa por

f(w)= f " fwe (2.34)

(ee]
Denotamos como transformada de Fourier inversa, a funcao F~! que associa a cada
funcao f : R —» C pertencente ao conjunto imagem de F a funcao absolutamente

integravel f: R — R, dada por

1 = \
f=— Imf(w) e“dw. (2.35)

Dessa forma, diz-se que, se f é continua, entdo, F~' (F (f)) = f.

Considerando as defini¢oes acima e tomando a funcao f por 4 ou & quando
necessario, iniciamos a transformada de Fourier e sua inversa com a funcgao da altura
h(x,1).

1. Para a variavel x suas transformadas de Fourier e sua inversa, sao respectiva-

mente:

ik, 1), = f h(x,1) e *dx, (2.36)

1 (o= .
hxi), = 5 f h(k,t) e dk. (2.37)

(%)
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2. Aplicando procedimento analégo para a variavel ¢, temos:

h(x,w), = f h(x,1) e dt, (2.38)
e
1 > —iwt
h(x,0), = — h(x,w)e “dw. (2.39)
2 J_ o
3. Para as variaveis x e t, simultaneamente, sao obtidos:
h(k,w) = f f h(x, 1) e ™ drdx (2.40)
e
1 2 [o}e] OOA .
h(x,1) = (2_) f f h (k, w) ™D dwdk. (2.41)
T —00 —00

De posse das transformadas para as variaveis X, e X e ¢, e aplicando em cada

termo da Eq. (2.33),

[0 [T ) i gits g =y [ [ EHD it ik gy +

—00 J-c0 Ot

(2.42)
+ [0 [T Ex, 1) e N ddx,

Resolvendo cada uma das primeiras integrais por integragao por partes, e tendo

o cuidado com as expressoes (2.36) a (2.41), encontramos, para a primeira integral

“oh(x,1) . —_
f M) pion gy = ooy (%, ). (2.43)
o O1
. : PhxD) ,—ikx
Repetindo o procedimento para, f_ =o€ "dx, encontramos,

*© h(x,1) _ —~
f %e‘lkxdx:—kzh(k,t). (2.44)

Agora para a integral f_ O; £(x, 1) e =D dtdx . e considerando que o ruido depende

24



das varidveis X e ¢t

f f E(x, 1) e e dtdx = f e [ f £(x,1) e-"k"dx] dt, (2.45)

segue,

f B f ) E(x, 1) e D grdx = ¢ (k, w). (2.46)

Substituindo as Eq. (2.43), (2.44) e (2.46) na Eq. (2.42), resulta em

Thw = 289 (2.47)

vk —iw

Podemos ver que a Eq. (2.47) ¢ definida sob o dominio das frequéncias w e
dos momentos k, e usando mudancas de escala para cada termo a partir das reescalas
definidas anteriormente, (2.18), (2.24) e (2.26). Fazendo uso da TF, encontram-se
as relacoes de varidveis das fungoes originais para as variaveis k, w,he E Iniciando

pela TF da altura em relagao as varidveis X e , expressao (2.40), encontramos:

Bk, w) = b f f W (X, 1) e ™ e dr dx’ (2.48)

Como a funcao h (k, w) nao deve sofrer variacoes com reescalas para esta garantia,
devemos reescalar k e w, de forma que seja mantida a TF, assim sendo, k — k' = bk

e w — w = b'w, dai segue que

Tk, w) = b+ f f W(x,t)e ™ e’ dt ax’ (2.49)

Pode ser visto que a integral resultante ¢ a TF de % (', w’), portanto tem-se a

reescala da altura no dominio das frequéncias e dos momentos

hk,w) = b (K, o). (2.50)

Partiremos agora na determinacao da reescala do ruido nas mesmas condicoes.

25



Veja que, € (x,1) = b‘(#)g (x’, 1), entao

£(k,w) = b(3-5+1) f f EX, 1) e FXHI gy gy’ (2.51)

Usando o mesmo argumento da altura, segue que

£(k,w) = bGTDE (K, ') . (2.52)

Com essas novas escalas (2.50), (2.52), k = k' = bk e w — ' = b*w, aplicamos

na Eq. (2.47)

o — b(i—%+l)g (k’,a)’)
b ,+Z+1hr (k , W ) = o " 5

Vb—z—lbZ

(2.53)

para que a equacao permaneca invariante, devemos considerar o caso em que z = 2,

entao

_ ?(k’,w’)

b(H—d%z]jl\/ k,, ’ -S> 77
(K, ) (vk’? —iw’)

(2.54)

Ainda valendo a invariancia, devemos ter T =16 chegamos novamente nos
mesmos resultados obtidos por reescalas, expressao (2.32) e os mesmos expoentes
para d = 1. E interessante mencionar que, utilizando transformada de Fourier,
encontramos a solu¢ao exata analiticamente. Essa abordagem apresentada pode ser
estendida para outras formas de crescimento como, por exemplo, na aplicacao do

estudo das equagoes de EW com meméria[155].

2.7 Equagao de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ)

A seguir, apresentaremos uma extensao da Equagao de Edwards-Wilkinson,
Eq. (2.17), a equacao proposta por Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) em 1986 [13], os
autores propuseram uma forma de incluir o crescimento lateral na equagao de cres-
cimento.

No contexto matematico, essa insercao é feita por intermédio de um termo nao
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linear (Vh)?, sendo, portanto, uma equacio diferencial estocdstica continua nio li-
near. Observa-se ainda que, nessa nova situagao, ocorre uma quebra na simetria,
a simetria de reflexao h — —h, e a esse fenomeno ¢é atribuida a presenca de um
crescimento perpendicular a interface, o que gera um crescimento nas laterais da
interface. A presenca dessa propriedade (crescimento lateral) é vista em modelos de
crescimento tais como, deposigao balistica [1, 30], modelo de Eden [156], modelo de

Etching [31] e muitos outros, para revisao ver [1, 7, 25, 37, 42, 43, 44, 45].

) h(x)

Figura 2.2: Origem do termo nao linear na equacao de KPZ, que apresenta o cres-
cimento na dire¢do normal em cada ponto. Figura adaptada da referéncia [1].

O processo de construcao da equagao de KPZ pode ser visto na figura 2.2. Su-
pondo, inicialmente, a inclusao de uma particula numa determinada posicao, ge-
rando, apds um intervalo de tempo infinitesimal, um aumento ao longo do eixo
das alturas. Temos, pelo teorema de Pitdgoras que (6h)* = (v6t)* + (X)?, em que
X é o cateto oposto. Considerando Vh = tan¢, entao pelo triangulo retangulo,

tan¢ = = = Vh, isto é, X = vo6tVh, de onde segue,

vet

6h = [(v&t)2 + (véch)z]%
, (2.55)
= (won |1 + (Vhy’|*,
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expansao em série de Taylor, temos:

1
Sh=(ér) |1 + E(Vh)2+--- : (2.56)
ou, ainda,
h
i—t:v+§(Vh)2+~--, (2.57)

Fazendo uso dos argumentos sobre simetria, descritos na Se¢ao (2.5), podemos
ter a presenca de termos nao lineares (VA)* na Eq. (2.16), porém o termo mais
relevante é o de menor ordem, entao:

oh

Oh _ w2+ L ovny
o =V S (VR +£(xD), (2.58)

onde A corresponde ao termo nao linear, sendo responsavel pelo mecanismo de in-
clina¢do. O termo & (x,1) estd associado as flutuagoes, com as propriedades (2.10) e
(2.11).

A Eq. (2.58) é a equagao de Kardar-Parisi-Zhang ou simplesmente equacao de
KPZ, uma equacao diferencial estocastica nao-linear que descreve o processo de
crescimento em diversos sistemas que possuem os mesmos expoentes (@, S, z); isto é,

pertecem a mesma classe de universalidade.

2.7.1 Expoentes de KPZ parad =1

Considerando o método de escala, forma utilizada no processo da obtencao
dos expoentes da equacao de EW, foram feitas tentativas desse método na busca
dos expoentes de KPZ. Esse método nao se mostrou eficiente, tendo em vista que,
usando as expressoes (2.18) a (2.30) e os argumentos utilizados em EW, aplicados
em KPZ, obtém-se

oh

A
= = WV A DB (VAY b EX D). (2.59)

A primeira observacao que segue, diz respeito ao coeficiente do termo nao linear,
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que mostra

a+z=2, (2.60)

denotada por Invariancia Galileana (IG). No entanto, para o coeficiente do ruido em

conjunto com (2.60), segue

o= (2.61)

A determinacao do expoente de crescimento B8 é obtida a partir da expressao

(1.8), com a combinagao das expressoes (2.60) e (2.61)

B= . (2.62)

+

\]
U

N
[N

No entanto, esses valores divergem do apresentado no trabalho original de KPZ [13],
no qual os autores utilizaram o grupo de renormalizagao para encontrar os expo-
entes. A incongruéncia observada no método de escala ocorre porque os termos
v,A e D da equacao de crescimento nao sao renormalizados de forma independente,
estando acoplados entre si, ou seja, os expoentes relacionadas a b nao podem ser
nulos. Dessa forma, para que haja a garantia da invariancia de escala, os termos v, 4
e D da equacao devem ser alterados no processo de reescalonamento. Kardar, Parisi

e Zhang chegaram aos seguintes resultados:

_@-ay
a = m, (263)
o @2- d)?
P=s—wa-a (264)
C
8 —4d — d*
Z= m (265)
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Portanto, para d = 1 os expoentes sao:

No proximo Capitulo apresentaremos os automatos celulares aplicados em mo-

delos de crescimento, em particular DA, DB, Etching e SS.
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Capitulo 3

Automatos celulares e modelos de

crescimento

A modelagem matematica representa uma area do conhecimento que estuda
fenomenos e sistemas reais a partir da atuagao por meio de equacoes diferenciais e
de automatos celulares. A atuacao em fenomenos de crescimento encontra-se repre-
sentada via equacoes diferenciais parciais estocasticas para os casos das equagoes de
deposicao aleatoria, equacoes de EW e KPZ, apontada no Capitulo 2.

Neste Capitulo faremos a abordagem dos automatos celulares aplicados em cres-
cimento de superficies, os quais, por defini¢ao, consistem em modelos computacionais
que tém por causa e efeito o estudo de sistemas complexos em tempos aceitaveis e
a um custo computacional relativamente baixo. Segundo Wolfram, todas as leis da
natureza podem ser modeladas via automatos celulares e por considerar sua sim-
plicidade estes permitem andlises detalhadas de fenomenos complexos, partindo da
transformagao em fendmenos simples [27, 28].

Considerando processos de modelagem via automatos celulares, estes tém como
caracteristicas a presenga de uma rede de células (ou sitios) e possuem estados que
sao alterados em tempos discretos e obedecem a regras especificas [27, 28, 157].
Destacaremos algumas propriedades importantes e comuns a todos os automatos

celulares[158]:
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e Homogeneidade: as regras (ou algoritmos) sao iguais para todas as células.

Essa propriedade caracteriza que, num automato celular, especificamente para
um modelo, submetido a uma regra especifica, essa regra atua igualmente para

todas as células (ou sitios) do modelo.

e Estados discretos: cada célula pode estar em um dos finitos estados.

Aqui diz respeito as condigoes iniciais das células nos automatos celulares.
Costuma-se dizer que os estados sao 0 ou 1, vivo ou morto, preenchido ou nao

preenchido, depositado ou nao depositado; ou regras similares.

e Interagoes locais: o estado de uma célula possui dependéncia com seus pri-

meiros vizinhos.

Essa propriedade diz respeito ao estado das células vizinhas em relacao a célula

priméria (no nosso caso, a célula escolhida e seus primeiros vizinhos).

e Processo dinamico: a cada intervalo de tempo as células podem sofrer atuali-

zacao de estado.

Para essa propriedade ocorre uma dependéncia imposta pelas regras que ge-

renciam os automatos celulares, com o tempo discretizado.

Com as propriedade relatadas acima, é aceitavel que os automatos celulares
possam ser iniciados de forma simples, aumentando o grau de complexidade a medida
que as informacgoes forem evoluindo.

Como relatado acima, ao considerar os elementos: estado, tempo e o espago na
forma discretizada, isso faz com que o sistema seja dividido em células ou sitios,
que sao seus elementos bésicos. Assim, essas células ou sitios possuem um conjunto
finito de estados pré-definidos e um conjunto de regras necessarias para a mudanca
de estados denotados por algoritmos. Os estados sao alterados seguindo um conjunto
das regras de transicao. Tais regras de transicao sao baseadas no estado atual da
célula e de suas vizinhancas. E vélido ressaltar que os estados sao alterados ao

mesmo tempo para todas as células a partir das propriedades definidas.
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3.1 Modelos de Crescimento

Apéds a apresentacao, dentro da modelagem das equacoes diferenciais esto-
casticas de crescimento da Deposicao Aleatéria, das equacoes de EW e KPZ, apre-
sentaremos, nas préximas se¢oes modelos de crescimento via emprego de automatos
como o modelo de Deposi¢cao Aleatoria (DA) [1], Deposi¢ao Balistica (DB) [1, 30],
modelo de Etching (corrosao) [31] e o modelo Single Step (SS) [30, 35, 36, 37, 38, 39,
40], sendo os trés primeiros apresentados de maneira ilustrativa e, em seguida, de

forma mais detalhada, o modelo SS, o qual sera empregado em nossa investigacao.

3.1.1 Deposicao Aleatéria (DA)

O modelo de deposicao aleatéria é considerado um dos mais simples da
literatura, pois visto a olhos de automatos celulares é detentor de regras faceis de
serem observadas e implementadas. No Capitulo 2 compreendemos sua simplicidade
no momento em que € visto a partir de equacao diferencial estocastica possuindo
expoente a partir de regras estabelecidas pela prépria equagdo [1]. A deposicdo
aleatdria representa a forma mais simples de crescimento e sua rugosidade w (¢) ~ t!/?
obtida analiticamente.

Num instante r um sitio i € V, onde V é considerado o volume de um cubo
num espaco de dimensao d, e escolhido de forma aleatoria. Uma particula passa
a ser depositada, de tal maneira que, num instante posterior, sua altura h(i,t) é
aumentada em uma unidade sem que haja interferéncia de sitios vizinhos. O processo

simplificado para enumeracao do modelo de deposicao aleatéria é:

1) em um instante ¢, um sitio i € V é escolhido de forma aleatoria;
2) entao, h(i+ A =h(i, 1)+ 1.

A principal caracteristica associada a esse modelo ¢ a falta de mecanismos de

correlacao entre o sitio escolhido e seus vizinhos. Isso faz com que o sistema cresca
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indefinidamente, nao ocorrendo saturacao. Na figura 3.1, é representado esque-

maticamente o modelo de DA. Pode-se ver que as particulas obedecem as regras

ne

impostas.

O m

a) b)

Figura 3.1: Esquema representativo do modelo de DA. Em a) é vista a aplicacao da
regra 1), a escolha aleatoria dos sitios, e em b) a aplicacao da regra 2). As particulas
nao interagem com os sitios vizinhos. Figura adaptada da referéncia [1].

Uma observacao atribuida a esse modelo é a capacidade de ser modelado via
equacao diferencial estocastica e, dessa forma, ser resolvida analiticamente a partir
das propriedades de suas flutuagoes, e este modelo, por nao sofrer saturacao, é
possuidor apenas do expoente de rugosidade § = % Como apresentado no Capitulo

2, esse modelo por si s6 corresponde a uma classe de universalidade.

3.1.2 Deposicao Balistica (DB)

O modelo de Deposi¢ao Balistica (DB), proposto por M. Vold [159], foi utili-
zado para simular estruturas de sedimentos formadas na deposi¢ao de particulas em
dispersao coloidal e, posteriormente, estudos se concentraram nas propriedades de
agregados porosos gerados por esse modelo [1, 30, 160]. Nesse caso, as particulas sdo
depositadas de forma aleatéria e sao fixadas ao primeiro sitio vizinho que encontra
durante sua queda. Caso nao encontre nenhum, adere a superficie do substrato.

Em termos de algoritmos, suas regras funcionam da seguinte maneira: num ins-

tante 7, uma particula ¢é liberada em direcao a uma posicao aleatéria i € V, onde V
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tem caracteristica analoga ao da DA. A particula, entao, segue uma trajetoria reti-
linea e vertical e possui condigoes de iteracoes do sitio escolhido com seus vizinhos,
descrito sob uma e somente uma das condigdes: 1) se a particula ndo encontrar
vizinhos, ocorre a deposigdo sobre a superficie; 2) se na trajetdria de percurso de
queda, a particula encontra um sitio vizinho ocupado, entao ela adere lateralmente
a esse sitio. Ver figura 3.2.

A forma simplificada do algoritmo da DB é entao descrita pelas regras:

1) num instante #, uma particula é depositada em dire¢do a um sitio i € V,

escolhido de forma aleatoria em um substrato;

2) ap6s a deposigao, a altura do sitio i passa a ser descrita pelo algoritmo,

h(i,t+ At) =max[h(i,1),h(i+1,1)].

A representagao dada pela figura 3.2 garante-nos uma visualizacao da DB e a

aplicagao de suas regras.

B |

a) b)

Figura 3.2: Esquema representativo do modelo DB com algumas deposicoes ja rea-
lizadas. a) apresentagao com aplicagao da regra 1) escolha aleatdria dos sitios onde
as particulas deverao ser depositadas, A e B, aplicagdo da regra 1). Em b) sdo
apresentadas as novas alturas descritas a partir da regra 2). Figura adaptada da
referéncia [1].

Para o modelo de DB ¢ observada a presenca de espacos vazios devido ao algo-

ritmo, regra 2). Essa caracteristica faz com que haja correlacao entre as particulas
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depositadas e os sitios escolhidos e vizinhos. Em virtude dessa correlagao, a ru-
gosidade cresce linearmente com o tempo até atingir a rugosidade de saturacao -
W Uma outra caracteristica é que no modelo DB ha um crescimento lateral o
que altera as propriedades de escala e, portanto, os expoentes. Para o modelo DB,
estudos envolvendo simulagao fornecem como expoentes: @ = 0.499(4) e 8 = 0.336(4)
[161], que sao valores muitos préximos aos de KPZ. Com isso, podemos afirmar que

o modelo DB pertence a classe de universalidade de KPZ.

3.1.3 Modelo de Etching

Apresentaremos agora o modelo de Etching, proposto em 2001 por Mello

e colaboradores [31]. Esse modelo tem como objetivo a descrigdo do processo de
dissolucao de um solido cristalino quando posto sob acao de um fluido corrosivo. Por
tradugao literal da palavra “Etching”(gravura, corrosao), o modelo se faz presente em
vérias situagoes e por isso tem recebido bastante atengao [7, 26, 42, 70, 162, 163, 164].
O modelo de FEtching apresenta, pelas regras de automato celular, a simulagao

do processo corrosivo de uma superficie quando em contato com um fluido. Por sim-
plificacao, consideraremos os mesmos conceitos definidos para os modelos anteriores,
acrescentando uma nova regra. Textualmente é escolhido um sitio i em V, com V
o volume de um cubo d-dimensional e com certa altura % (i,7). Deixa-se cair uma
particula no sitio i e, se as alturas dos sitios vizinhos forem maior que a altura do
sitio escolhido, a altura desses vizinhos se igualam ao do sitio escolhido, enquanto
que a altura do sitio escolhido diminui em uma unidade. A forma resumida para o

modelo pode ser escritado como:

1) no instante ¢ um sitio i € V é escolhido aleatoriamente;
2) se h(i+1,6)> h(i,1), entdao h(i + 1,1+ At) = h(i,1);
3) e por fim, h(i,t + Ar) = h(i,)— 1.

Apresentamos, na figura 3.3, a representagao esquematizada do modelo em (1 + 1)

dimensao ¢ a implementacao das regras em alguns sitios.
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corroida
a corroer

234 234

Figura 3.3: Representagao ilustrativa do modelo de Etching em (1 + 1) dimensao.
Figura a) representacdo do modelo com algumas configuragoes estabelecidas. Fi-
guras b) e c) representando o modelo com implementagao das regras 1) regra de
escolha e 2) e 3) regras de selegao. Fonte prépria.

Silva, em 2021, investigou a precisao dos expoentes obtidos por diferentes
métodos para modelos de crescimentos distintos em (1 + 1). No caso particular do
modelo de Etching, os valores obtidos foram a = 0,50464 (3), obtido por funcao de
correlagao e os expoentes 8 = 0,33955 (9) e z = 1.500, obtidos pela equacao universal
de rugosidade [9].

Acrescenta-se ainda que o referido modelo nao sé serviu como ainda serve de base
explorativa para uma gama variada de trabalhos, nos quais podem ser encontrados
outros expoentes, com os valores muito préximos aos aqui apresentados, o que faz
com que o modelo pertenca a classe de universalidade de KPZ, ¢ passa por outras
exploragdes intrigantes de modelos de crescimentol[8, 25, 42, 46, 70, 162, 163, 165,
166, 167, 168, 169], aqui, sao apenas alguns artigos que revelam a importancia do
modelo de Etching.

Acrescenta-se, ainda, que o modelo, nao s6 serviu como ainda serve de base
explorativa para uma gama variada de trabalhos, permitindo encontrar expoentes
mais precisos, mas também servindo de alicerce a outros sistemas de crescimentos.
Tendo em vista sua importancia e aplicabilidade, destacamos alguns textos que o

caracterizam [8, 25, 42, 46, 70, 162, 163, 165, 166, 167, 168, 169].
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3.1.4 Modelo Single-Step (SS)

Descreveremos nesta segdo o modelo Single-Step (SS) [1, 7, 30, 35, 36, 37,
38, 39, 40, 41, 170], que tem grande destaque na literatura, por apresentar conexoes
com outros modelos, tais como, o modelo de Ising [30, 170, 171], o Totally assi-
metric simple exclusion process (TASEP) (Processo de exclusao simples totalmente
assimétrico) [45, 172] e o modelo de Siz-Vertex (seis vértices) [30, 44, 173]. Outro
destaque associado a esse modelo ¢é a capacidade de seus expoentes transitarem entre
as classes de universalidade de EW e KPZ, como veremos mais adiante.

Definimos o modelo SS considerando o substrato inicial diferentes de outros mo-
delos de crescimento como DA, DB, DARS e Etching, de forma que a condicao inicial
para SS em (1 + 1) dimensao tenha o formato de serra dentada. Em termos mate-
maticos, sua estrutura inicial é apresentada de maneira que, para os sitios de indices
impar, a altura vale h(2i — 1,0) = 0 e sitios de indices pares h(2i,0) = 1. A partir
dessa estruturacao a configuracao inicial para o modelo SS em (1 + 1) dimensao é

dada por

1+ (=1

h(i,0) = >

(3.1)

Para o modelo SS em (2 + 1) dimensoes, as regras iniciais do autémato celular sao
similares ao modelo SS em (1 + 1) dimensao, com a configuragao descrita a seguir:
se i + j for par, entdao h(i, j;0) = 0, e se i + j for impar entao, h(i, j;0) = 1, o que

define, como regra geral para o modelo SS em (2 + 1) dimensao, a expressao

L+ (=1)*

h(i, j;0) = 7

(3.2)

A representacdo esquematizada do modelo SS é apresentada na figura 3.4 a) para
(1 + 1) dimensao e na figura 3.4 b) para (2 + 1) dimensao.

Seguindo as condigoes iniciais do modelo SS, o processo de crescimento é definido
por regras em que, inicialmente, escolhido de forma aletatoria um sitio i, a altura

do depdsito nesse sitio h (i, ) deve sempre divergir dos sitios vizinhos, h (i + 1,¢), de
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a) b)

Figura 3.4: Representagao ilustrativa do modelo Single Step (SS) com as condigoes
iniciais, em a) representacao do modelo SS em (1 + 1) dimensao, e em b) modelo SS
(2 + 1) dimensao.

maneira que

Il = hG.0)—h(i= 1,0 =1, (3.3)

onde n é chamado de diferenga de altura entre dois primeiros sitios vizinhos e, por
construcao, seguc que n = +1. Essa propriedade caracteriza facilmente sua associa-
¢ao com o modelo de Ising [170], tendendo facilitar os processos de manipulagoes via
simulacao. Ao observarmos as condigoes iniciais, é visto que o tamanho do substrato
seja par, isto é, deve-se ter 1 < (i, j) < L, com L par, tem-se facilmente averiguadas
as condigoes de contorno periédicas.

Partindo das condi¢Ges impostas, o processo de crescimento da interface deve
seguir as seguintes regras: inicialmente, uma particula de altura igual a dois deverda
ser adicionada a um sitio i, selecionado aleatoriamente, ver figura 3.5 a), a qual
devera cumprir a condigao (3.3), sendo rejeitada em caso contrario, figura 3.5 b).
Caso o sitio escolhido seja um minimo local, entao a altura & (i,7r) aumenta em 2
com probabilidade p. Se o sitio for um méaximo local, entao a altura & (i, ) diminui
em 2 com probabilidade ¢ e, considerando a teoria de probabilidade, admitimos que
p+qg=1.

Com as condicoes descritas, o modelo SS com as regras (3.1) e (3.3) tem seu
algoritmo melhor definido como segue. Considere um hipercubo de aresta L ¢ volume

V = L4, imerso em um espaco d—dimensional, segue:
1) em um instante z, é escolhido de forma aleatdria um sitio i € V;
2) se h(i,t) ¢ um minimo local, entdo h(i,t + Af) = h(i,t) + 2, com probabilidade
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p;

3) se h(i,t) é um maximo local, entdo h(i,t + At) = h(i,t) — 2, com probabilidade

<<=

123456789101112 4 2345678 9101112 1234 56 7 8 9101112
a) b) ©)

Figura 3.5: Representacao ilustrativa do modelo SS em dimensao (1 + 1). Figura a)
representacao com algumas configuragoes efetivadas e outras ainda a serem efetivas
e com sitios escolhidos (laranja, vermelho e verde), presenca da regra 1) regra da
escolha. Figura b) efetivagao das possiveis configuragoes, obedecendo as regras: 2)
(vermelho) e 3) (verde) respectivamente, a particula (laranja) é recusada por nao
assumir nenhuma das regras. Figura c) representagdo das novas posi¢oes a partir
das configuracoes.

Considerando as regras e especificidades do modelo SS, e partindo da expressao
(3.3), vale pontuar que alterar o valor da probabilidade p, corresponde alterar o valor
do coeficiente de inclinacao A na equacgao de KPZ, em particular, o resultado exato
para o coeficiente de inclinagao A, na equacao de KPZ para o modelo SS [1, 35, 170],

¢é dado pela expressao:

A=p—gq, (3.4)

logo, ao fazer p = g, entao A = 0, e 0o modelo SS pertence a classe de universalidade

de EW, o que ¢ valido quando, p = g = 5, e é¢ KPZ para os casos em que p # g.

3

Apresentamos, na figura 3.6 a), as curvas de crescimento em fungao do tempo
para o modelo SS em (1 + 1) dimensao. Os dados das simulacoes sao substratos de
tamanhos L =2"en=6,7,8,9,10 e 11, quando foram realizados uma média de 10*

experimentos e probabilidade p = 1. Em (3.6 b)) empregamos os dados obtidos e

fizemos os ajustes de forma que nos permitiu para valor @ = 0.49 (3). O expoente
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de crescimento é conseguido a partir do ajuste de L = 2'°, que forneceu g = 0.31 (9)

e, para o expoente dinamico, fez-se uso da relagao universal z = 1,5806, que condiz

com os resultados de KPZ.

10 -

w(t)
Wsat

Wsat b
Ajustes de o

1000

L i L L i i L
0.1 1 10 100 1000 10000 100000 100
Tempo L

Figura 3.6: Figura a) Curvas de crescimento w(f) X t, na escala logxlog para o
modelo SS em (1 + 1) dimensao. Figura b) Ajuste das rugosidades de saturacao em

funcao de L.

No Capitulo a seguir apresentaremos nossos resultados, tomando como elemento

principal o modelo SS em (2 + 1) dimensdes em conjunto com suas propriedades e

caracteristicas aqui apresentadas.
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Capitulo 4

Resultados

Apresentaremos, neste Capitulo, os nossos resultados, onde investigamos as
implicacoes da dimensao fractal d, da superficie no teorema de flutuacao-dissipacao
associado a classe de universalidade de KPZ [21], a investigacdo a ser realizada
tem como elemento de entrada simulacoes computacionais do modelo SS em (2 + 1)
dimensdes. F conveniente ressaltar que os resultados deste trabalho culminaram na
publicacao The Fractal Geometry of Growth: Fluctuation—Dissipation Theorem and
Hidden Symmetry, Frontiers in Physics [doi: doi: 10.3389/fphy.2021.741590].

Cabe relebrar que a equagao de KPZ, Eq. (2.58), e o ruido possui as propriedades

(2.10) e (2.11) as quais repetiremos por questoes de simplicidade:

oh  _, 4 5
E—VV h+2(Vh) +£(x,1), (4.1)
onde (¢(x,1)) =0, e
EEXDEX,)) =2D8 (x-x)6(t—1), (4.2)

lembrando que o coeficiente D representa a intensidade do ruido aplicado e d a
dimensao espacial em que o sistema se encontra.
Em artigo recente, foi mostrado que nos processos estocasticos com a partici-

pacao do ruido, o TFD torna-se uma ferramenta primordial no sentido de fornecer
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respostas simples aos estudos dos processos ai estabelecidos. Porém vale afirmar que
em muitas situagoes nao estejamos fazendo referéncia direta ao proprio TFD, mas
uma variante do teorema que possui propriedades semelhante ao TFD presentes em
fenomenos difusivos. Acrescentamos que associado a essa nova variante do TFD,
nao se trata especificamente de um novo TFD, mas sim da intensidade do ruido
aplicado aos sistemas. Essa intensidade do ruido aplicado é apresentada em siste-
mas de crescimento quando observado o crescimento com o ruido correlacionado, o
que significa dizer que deve existir uma nova forma semelhante ao TFD para esses
casos, como apresentado em [39]. Aqui faremos uma abordagem semelhante usando
o modelo Single-Step (SS) em (2 + 1) dimensoes.

Nesse contexto pertinente a investigacao da relacao entre a dimensao fractal e
o ruido, o modelo SS mostra-se mais adequado, pois podemos alterar a classe de
universalidade alterando o parametro da probabilidade p, uma vez que o termo nao
linear da Eq. (4.1) é dado por: A = p—gq. Desse modo, quando p = ¢, entdo 1 =0, e
o modelo SS pertence a classe de universalidade de EW, o que é véalido para o caso
em que p = g = 3. Por outro lado quando p # ¢ temos KPZ [41].

Além disso, como apresentado no Capitulo anterior, os modelos de crescimento,
sao autdomatos celulares, definidos por regras. A regra 1), comum a todos mode-
los de crescimento, indica a escolha aleatéria de um sitio (por exemplo, local de
deposicao/dessorgao). Essa regra é essencialmente referida ao ruido branco (ruido
aplicado) associado as equacgoes de crescimento, denotaremos essa regra, por regra
da escolha. As demais regras determinam, de maneira particular, a dinamica evo-
lutiva nos modelos de crescimento sendo responséveis pelos critérios de sele¢ao (por
exemplo, se haverd ou nao deposicao).

Nesse sentido, tomando como referéncia o efeito da regra 1), regra da escolha,
para modelos de crescimento, é observado que, para tempos curtos, nao aparece co-
nexao entre o sitio escolhido e seus vizinhos, de forma que a rugosidade é dada por
w(r) ~ 12 [26]. Esse mesmo argumento também pode ser presenciado em outros mo-

delos de crescimento que obedecem a mesma regra. Destacamos que nosso interesse
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¢ o processo investigativo do ruido e, para esse acontecimento, devemos considerar
as correlacoes entre os sitios, descritas a partir das regras de sele¢ao, que no caso do

modeclo SS sao apresentadas pelas regras 2) ¢ 3). 3.

4.1 Relacao geometria fractal e TFD

Entao, para observar se ha relacao entre a intensidade do ruido aplicado D
e a geometria fractal da superficie, deve ser implementada uma funcao que a partir
das regras de selegao, regras 2) e 3) do modelo SS, retorne o ruido efetivamente
utilizado, aqui denotado por intensidade do ruido efetivo D,s;. Para esse feito,
tomemos o modelo SS em (2 + 1) dimensao, com as seguintes configuragoes: tamanho
do substrato L = 2'9x2!° com condicdes de contorno periédica, probabilidade p = 1,
que implica em A = 1, o que pela expressao (3.4) faz com que o modelo seja KPZ, e
um total de 10* experimentos.

Apresentamos na figura 4.1, o grafico, D X t, representado a evolucao da inten-
sidade do ruido aplicado em fungao do tempo, na curva superior (vermelho) temos
a representacao da intensidade do ruido aplicado com valor médio quadratico igual
a 1. Essa linha representa a intensidade do ruido sem a presenga das regras 2) e
3), somente a presenga da regra 1), é utilizada D (r) = 1. A curva inferior (verde),
representa a intensidade do ruido que realmente é aproveitada pelo modelo SS,; a
intensidade do ruido efetivo D,sr. Esse ruido aparece apés a passagem imposta pelas
regras 2) e 3) do modelo SS. Na figura menor, figura 4.1, é apresentada que a inten-
sidade efetiva do ruido diminui muito rapidamente tendendo a um valor constante.

E observado ainda que essas intensidades possuem relagao com a fractalidade da
superficie, e a diminuicao de sua intensidade obedece a dinamica do modelo, de tal
maneira que a intensidade do ruido tende a se estabilizar a medida em que o sistema
tende a saturacao, w(f) = wy,.

Na figura 4.2 maior, é apresentado o comportamento das intensidades do ruido
efetivo D,ss em funcao das probabilidades, sendo D,s; obtido como uma média no

tempo (no regime estaciondrio), para os valores de D entre 2 < t < 3. A curva
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Figura 4.1: Intensidade do ruido em func¢ao do tempo, para o modelo SS em (2 + 1)
dimensao. A curva superior (vermelho) representa o ruido aplicado, sem a presenca
das regras 2) e 3), enquanto que a curva inferior (verde) representa o ruido efetivo,
isto é, o ruido resultante apés a passagem pelas regras 2) e 3).

continua corresponde a funcao, f(p) que, embora nao tenha uma prova analitica,

cla consegue um bom ajuste dos dados

f(p=ci—clp-97, (4.3)

sendo as constantes c; e ¢, elementos ajustaveis, e ¢ é a razao durea (ga = 1+2‘/§), que

é o valor exato do expoente z em (2 + 1) dimensao, como apresentado no trabalho de
Gomes-filho e colaboradores [21], e que abordaremos adiante. Sao apresentados na
figura 4.2 (figura menor) os casos da D,y em fungao de 4%, tomando A = <, a curva

crescente (pontos em verde) é correspondente ao modelo SS em (1 + 1) dimensao,

com

Dy (1) = DYy, (1+ %), (4.4)

onde 1 = p —¢q. J& a curva decrescente (pontos em vermelho) correspondente ao
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modelo SS em (2 + 1) dimensao, com
D.sr () = DS, + c342 (4.5)

onde A = (p—q)§7 c¢; com i = 1,2,3 sao constantes ajustaveis e Dg&, constantes

ajustaveis, sendo d = 1,2 as dimensoes.

0.21 ,
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Figura 4.2: Intensidade efetiva do ruido, D,ss, em funcao da probabilidade p para
o modelo SS em (2 + 1) dimensdao. A curva continua corresponde a funcao f(p) =
c1 —c(p—q)¥, ¢ e c; constantes ajustaveis e ¢ razao durea. Na insercao tem-se
D,sr em fungao de A%>. Os pontos em verde sdo para SS em (1 + 1) dimensao e os
pontos em vermelho referem-se aos resultados em (2 + 1) dimensao.

Tomando f (p), como a funcao de ajuste dos dados para o modelo SS em (2 + 1)
dimensoes, é previsto que essa funcao fornece elemento de ligacao da geometria
fractal da superficie através da dimensao fractal, dy = ¢. Sendo portanto a funcao
do nosso interesse.

Considerando agora o trabalho de Krug e colaboradores[40], de onde se destaca a

apresentacao exata da rugosidade de saturacao para o modelo SS em (1 + 1) dimensao
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e fazendo uso da expressao obtemos uma forma generalizada

Dep \*
sat = L 5 4.6
Wsar (bv(I) ) (4.6)
entao,
bd 1
Desr = - VWiar (4.7)

substituindo D,s; na expressao (4.2) e considerando a dependéncia da superficie

fractal, apresentamos como o ruido ¢ alterado no decurso de sua dinamica de cres-

cimento:
DX, 1)) = 26y (We)7 6 (X = X) 6 (1 1)
(4.8)
= 2D, ;6 (x =X) 6 (t=1),
onde ¢ = b%’. Ressaltamos que a definicao da funcao delta fracionaria pode ser

encontrada em [174, 175].

Uma anélise para (1 + 1) dimensao, tem-se @ = 5, e a Eq. (4.8) volta a ser a Eq.

1

2

4.2). Para os casosem d > 1, @ e d; ¢ dado por (4.13) para d = 2 |21]. O parametro
!

® é uma grandeza adimensional, definida por

(%) 6 as

4 4

de onde se vé que, tomando € = 0 para d = 1, tem-se ® = le um nimero préximo de
zero para altas dimensdes (& ~ 0). Para modelos em (d + 1) dimensdes, com d = 2,
como o modelo de Etching, tem-se ® = 1.00(2)[21], enquanto para outros modelos,
o valor de @ é da ordem da unidade.

A Eq. (4.8) determina, de forma exata, o resultado para d = 1, fazendo com que
esse novo TEFD volte a ser a expressao (4.2). Acrescenta-se que esse novo TFD é
fornecido para cada equacgao de crescimento e o expoente @ muda com a dimensao,
enquanto que, na sua forma geral, o TFD na equacgao de langevin [25, 147] independe
da dimensao.

Por fim, apresentamos na figura 4.3, uma analogia que estabelece a participacao
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do ruido aplicado e do ruido efetivo, quando ocorre a passagem do ruido aplicado
pelas regras de selecao, regras 1) e 2). Observe que a superficie fractal do filme
fino [2], assimo como o retificador [176], agem como um filtro seletivo. No caso, de
crescimento o ruido aplicado &(x, 1), equacao (4.2), se transforma no ruido efetivo

n(x, ), equagao (4.8).

Figura 4.3: Figura superior: representacao de um retificador de meia onda, mos-
trando o sinal de entrada e o sinal de saida apds a passagem pelo retificador [176].
Na figura inferior, temos a representagao comparativa do modelo de crescimento, com
o ruido aplicado e que, apds a passagem impostas pelas regras de selecao, retorna
o ruido efetivo. Nessa representacao esquematica usamos a figura da morfologia do
filme fino de telureto de cddmio [2].

Na proxima Secao, abordaremos os expoentes KPZ para d > 1, descrito por
Gomes-filho e colaboradores [21], essa abordagem tem como objetivo apresentar os
expoentes e mostrar a participacao da dimensao fractal como novo expoente do
conjunto dos expoentes da classe de universalidade de KPZ. E visto ainda que a
presenca de um expoente determinam os demais, o que faz com que restrigimos a

busca pelo expoente de rugosidade.

4.2 Expoentes de KPZ para d > 1

Apresentaremos, de maneira resumida, a caracterizacao que expoe 0s expo-
entes de KPZ descrito por Gomes-filho e colaboradores, que diz respeito aos expoen-
tes da equagao KPZ em (d + 1) dimensoes. Considerando o elo devido a invariancia

galilcana (2.60) ¢ a relacdo universal (1.8), sabe-se que a partir da presenga de um
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expoente os demais sao facilmente obtidos. Considerando que a busca de um ex-
poente, o emprego de métodos analiticos tais como método de escala e grupo de
renormalizacao foram utilizados, obtendo ¢xito apenas nos casos d = 1, ¢ para casos
em que d > 1 muitos esforcos tém sido empregados.

E visto que na busca por expoentes da equacao KPZ, a aplicacao de métodos
analiticos como, método de escala e grupo de renormalizacao foram empregados,
de onde podemos observar que o uso do método de escala fornece a IG, mas na
abordagem das dimensoes este nao produziu resultados satisfatérios. Fazendo uso
do grupo de renormalizacao, notavelmente este fornece a IG, bem como os expoentes
exatos para (1 + 1) dimensdo, nao sendo verdadeiro para casos em que d > 1 [13].
Devemos mencionar que a busca pela determinagao dos expoentes da equacao KPZ,
para d > 1, tem sido alvo de muito esfor¢co e emprego de métodos e teorias. Assim,
devemos considerar que muitos resultados foram obtidos e outros melhorados, como
podem ser vistos a partir dos trabalhos de [2, 6, 21, 25, 26, 37, 39, 41, 70, 162, 171,
177] , definindo novas perspectivas para um nimero maior de avancos na area de
fenomenos de crescimentos.

Considerando ferramentas ja existentes, Gomes-filho e colaboradores [21], par-
tindo de resultados obtidos a partir da aplicacao dos métodos descritos e apresen-
tando novas possibilidades, conseguiram a obtencao dos expoentes para KPZ em
(2 + 1) dimensoes e ainda propuseram uma nova maneira de obtencao dos expoentes
de KPZ em (d + 1) dimensoes, com d > 2.

Nesse contexto, os elementos essenciais que permitiram os autores encontrar os

expoentes de KPZ de forma analitica sao:

1. anédlise dimensional: a aplicacao da andlise dimensional consiste numa ferra-
menta com objetivo de possibilitar a previsao, inspecao e adaptacao das uni-
dades fisicas utilizadas para a resolugao de equacoes. Essa ferramenta pode

ser combinada de forma aceitavel com o método de escala;

2. dimensao fractal: a insercao da dimensao fractal da superficie - dy como um

novo clemento;
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3. correcao do TFD: uma correcao no TFD faz-se necessaria, tendo em vista que
para dimensoes maiores que 1, a rugosidade estara de alguma maneira associ-

ada com a dimensao fractal, sendo esse entendimento a nossa contribuicao [25].

Dessa forma, considerando a relagao existente entre o expoente de rugosi-
dade @ e a dimensao fractal dy [1, 178, e definindo como dimensao inteira do espaco
D=d+1, enquanto que a fractalidade da superficie é dada por D; = dy + 1, segue

que [21]

a=D-D;=d-dj, (4.10)

como 0 < @ < 1, entao d — 1 < dy < d, que é o esperado para a dimensao fractal
inserida em espacgo inteiro. Por exemplo, para d = 2, recuperamos o resultado
classico @ = 2—d; [1, 178]. Além disso, a dimenséo fractal fica limitada a 1 < d, < 2.

A ideia que uma superficie rugosa é fractal fica clara na figura 4.4.

b)

Figura 4.4: a) Superficie irregular ou rugosa, apresentando escalonamento fractal
com dimensao dy entre 1 < d; < 2. Figura adaptada de [179]. b) Geometria fractal
da superficie (2 + 1) dimensoes. Em destaque uma célula unitaria usada para o
cdlculo da df, onde o tamanho total da superf icie Sy é dado por S7 o« Al e
Ax = Ay = Al. Fonte:[21].

Dessa maneira, impondo a dimensao fractal da superficie e fazendo a anélise

dimensional na equagao de KPZ (2.58), os autores chegaram em [21]:

(4.11)



que, em conjunto com a equagao (4.10), fornece os expoentes de forma exata:

a =
g 2 (4.12)
_ 3—d+VA _ d=vA
z==5"2, B=55;

com A = (d + 1)* — 4. Desse modo, os expoentes de KPZ em (2 + 1) dimensao, sao:

3- 5
a= 2\F = 0, 381966, (4.13)
B=V5-2=0,236067 (4.14)
€
1+ V5

z=d; = = 1,61803, (4.15)

2

As relagoes (4.12) fornecem a partir de agora um novo conjunto de expoentes,
(a/, B,z d,v) para d > 1, mostrando que nao existe um limite critico superior para a
equacao KPZ, uma vez que o expoente de rugosidade a e de crescimento 8 decaem
com a dimensao d, enquanto que o expoente dinamico z, devido a IG, tende a se
aproximar de 2, e a dy tende a se aproximar da dimensao inteira, sem mostrar

qualquer dimensao critica superior especifica.
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Capitulo 5

Conclusoes

Considerando os fenomenos de crescimento e evidenciando a importancia do es-
tudo de tais fenomenos tanto do ponto de vista tedrico como experimental, a rea-
lizacao deste trabalho constou, inicialmente, de uma exposicao dos conceitos bési-
cos préprios aos fenomenos de crescimento, seguida da apresentagao das equacoes
de crescimento, destacando as equagoes de Edwards-Wilkinson e de Kardar-Parisi-
Zhang, bem como seus expoentes o que descreve suas classes de universalidade.
Fizemos ainda uma exploracao de automatos celulares com exemplificagoes dos mo-
delos de Deposicao Aleatoria, Deposicao Balistica, modelo de Etching e modelo de
Single-Step, sendo o ultimo utilizado na investigacao de nosso trabalho.

Investigamos, a partir do modelo SS em (2 + 1) dimensao, as implica¢oes da
dimensao fractal dy, da superficie no TFD associado a classe de universalidade de
KPZ; e mostramos que, a medida que o sistema evolui no tempo, nem todos os
sitios s@o selecionados, devido as regras do modelo (regras de sele¢ao), resultando
na presenca de um ruido efetivo. Mostramos que a intensidade do ruido aplicado D,
é alterada na medida em que a rugosidade da interface evolui no tempo, gerando,
por sua vez, um valor constante no regime estaciondrio (intensidade do ruido efetivo
D,sr), e 0 mesmo associado a dimensao fractal da interface. Essa andlise mostrou por
que a associacao entre a dimensao fractal e o expoente de rugosidade esté correta,
como investigada por Gomes-Filho e colaboradores [21, 39].

Ressaltamos que os resultados aqui obtidos resultaram no trabalho, The Frac-
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tal Geometry of Growth: Fluctuation-Dissipation Theorem and Hidden Symmetry,
Frontiers in Physics [25].
Destaco como perspectiva de futuros trabalhos a busca por novos métodos a que

se destina o cdlculo da dimensao fractal nas interfaces de crescimento.
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