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Resumo

Neste trabalho, utilizamos operadores-estrelas definidos a partir do produto de Weyl
em geometria nao comutativa, para estudar representacoes unitarias para os grupos de
Galilei e de Poincaré. Mediante o estudo da algebra de Galilei-Lie, fica construido um
formalismo autocontido para a mecanica quantica no espago de fase. E buscando a aplica-
bilidade, problemas de autovalores da equacao de Schroedinger no espago de fase sao dis-
cutidos, como o oscilador anarmonico, o potencial de Liouville e o problema de Landau.
No contexto do estudo do grupo de Poincaré, escreve-se as equagoes de Klein-Gordon e
de Dirac no espago de fase, escrevendo também as lagrangianas e correntes conservadas
para estes dois campos. Para os campos estudados aqui, as quantidades conservadas sao
deduzidas via o teorema de Noether no espaco de fase. Ainda no aspecto relativistico,
discutiu-se o problema da quantizagao no espaco de fase mediante o formalismo de in-
tegrais de trajetorias. A associagao com a fungao de Wigner foi estabelecida em cada
contexto. Como uma aplicacdo, calculamos a funcao de Wigner para a teoria A¢* no
espaco de fase. Esse resultado descreve a solugao de uma equacao do tipo Boltzmann,

com o termo de colisao local e nao-linear.



Abstract

In this work, we use star operators defined from the Weyl’s product of the non-
commutative geometry, to study unitary representations for the Galilei and Poincaré
groups. By the study of the Galilei Lie algebra, a self-contained formalism is built for
quantum mechanics in phase space. As applications, problems of eigenvalues of the
Schroedinger equation is discussed in phase space, as the anarmonic oscillator, the Li-
ouville potential and the Landau problem. In this context of phase space, we study the
Poincaré group, deriving the Klein-Gordon and Dirac equations, as well as their respec-
tive lagrangian densities. For the fields studied here, the conservation law are derived by
using the Noether theorem in phase space. Still in the relativistic aspect, the quantiza-
tion problem on phase space it was discussed by the trajectory integrals formalism. The
association with Wigner function it was established in each context. As an application
we derive, at the one loop level, the Wigner function for the A\¢* theory in phase space.
This results describes the solution of a Boltzmann-like equation, with a local, non-linear,

collision term.
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1 Introducao

A geometria nao-comutativa teve origem nos trabalhos de Weyl e Moyal, os quais es-
tudaram procedimentos de quantizagao no espago de fase [1,2]|. Snyder [3] foi o primeiro a
desenvolver uma teoria consistente para coordenadas de espacos nao-comutativos, baseada
na representacao de algebras de Lie. Nas tdltimas décadas, a geometria nao-comutativa
tem estado em destaque, devido a alguns resultados da gravitacao, da matéria condensada
e da teoria de cordas [4,5]. Um interesse particular nesse contexto ¢ o desenvolvimento de
teorias de representagdo para campos nao-comutativos [6]. Contudo, esse tipo de abor-
dagem nao tem sido muito explorada no contexto do programa de Weyl-Moyal (espago
de fase). Nesta pesquisa, abordamos esse problema, com base no recente trabalho de
Oliveira et al [7], em que foi considerada uma representagao para o grupo de Galilei numa
variedade simplética. Como resultado, a equagao de Schroedinger foi deduzida no espaco
de fase e ficou estabelecida a associagao desse formalismo com a fung¢ao de Wigner. O
formalismo foi usado para tratar o oscilador harmonico e também para analisar o conceito

de estados coerentes sob o ponto de vista do espago de fase.

A nocao de espago de fase na mecénica quantica foi introduzida em 1932, em um
trabalho de Wigner [8], que buscou efetuar corregdes quanticas para a mecanica estatis-
tica, sem abandonar o conceito de espaco de fase, tendo em vista que problemas como
a superfluidez do hélio ndo poderiam ser resolvidos a partir de uma teoria classica [9].
O formalismo de Wigner tem se desenvolvido desde entao e sido aplicado em diferentes
areas, tais como a fisica nuclear, a fisica da matéria condensada [10-13] e a 6ptica quan-
tica [14-21]. Recentes trabalhos também destacam a relevancia do formalismo de Wigner
em problemas relacionados & tomografia quéantica, nos estudos de reconstrucao de estados
quanticos e do operador densidade [22-26]. No formalismo de Wigner, cada operador,
representado por A, definido em um espago de Hilbert, H, é associado com uma funcao,
denotada por aw(q,p), no espago de fase, I'. Essa associagao pode ser vista como uma
aplicacao Qu : A — aw(q,p), tal que, a algebra associativa de operadores definida em

H corresponde a uma &lgebra também associativa (mas nao-comutativa) em I'; dada por
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Qw : AB — aw(q,p) *» bw(q,p), em que o produto-estrela (ou produto de Moyal) x é
definido por [9]

aw (0.0) * b (0.0) = ol p) expl (o 50— - bwap). (L)

Note que a equagao (1.1) pode ser vista como um operador A= aw*, atuando nas fungoes

by, tais que A(bw) = aw * byy.

Do ponto de vista da matematica e da fisica, o espago de fase quantico e o produto
de Moyal podem ser explorados sob diferentes aspectos [6,10,12,13]. Contudo, mostra-se
interessante para estudar representacoes irredutiveis e unitarias de grupos cineméticos,
considerando operadores do tipo A, que levam a uma mecéanica quantica simplética. Neste
trabalho, mostramos que é possivel extender a representacao de [7] para o caso relativistico
com o grupo de Poincaré-Lie [27]. Em outras palavras, usando a nogao de estrutura
simplética e do produto de Moyal, construimos representacoes unitéarias para a algebra de
Lie do grupo de Poincaré, a partir das quais deduzimos as equacgoes de Klein-Gordon e de
Dirac no espaco de fase. Apresentamos a conexao entre o nosso formalismo e as fungoes
de Wigner relativisticas, discutimos alguns aspectos de campos com interacao, incluindo
campos de calibre, e demonstramos o teorema de Noether no espaco de fase. E importante
mencionar ainda que essa representacao da teoria de campos nos fornece um caminho para
considerar a formulagao de Wigner da mecéanica quantica com base nas teorias de grupos de
simetria. Na continuidade da pesquisa, tratamos da teoria quantica de campos no espaco
de fase, e introduzimos os funcionais geradores para os campos bosonicos e fermidnicos,
incluindo o problema de interacao. A partir dos funcionais geradores, escrevemos a fungao
de Green no espaco de fase e estabelecemos a interpretagao fisica do formalismo mediante
a relacao dessas fungoes com a funcao de Wigner. No aspecto de quantizagao no espaco de
fase, tratamos também da quantizacao candnica do campo de Klein-Gordon e da teoria
A¢*. No escopo nao relativistico, estudamos problemas de autovalores para a equacao
de Schroedinger no espaco de fase, submetida a potenciais nao-lineares, tais como o de
Liouville, o quartico e o problema de Landau no espaco de fase, escrevendo as amplitudes

e as fungoes de Wigner para cada caso.

A apresentagao deste trabalho estéd disposta da seguinte forma: no capitulo 2, re-
visamos o método da funcao de Wigner, demonstrando suas principais propriedades.
Ainda nesse capitulo, definimos o produto estrela e tratamos de suas caracteristicas, que
serao utéis no desenvolvimento dos capitulos posteriores. No capitulo 3, revisamos alguns

aspectos da mecanica quantica simplética. Vimos em particular que é possivel escrever a
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equagao de Schoedinger no espaco de fase a partir da representacao unitéria e irredutivel
do grupo de Galilei, utilizando operadores-estrela para essa finalidade. Nos capitulos 2 e
3, seguimos as referéncias |7,8,13,28-30]. No capitulo 4, tratamos o problema de Landau
no espaco de fase e analisamos os potenciais de Liouville e quartico. No capitulo 5, con-
struimos representagoes unitarias do grupo de Poincaré via o produto de Weyl e chegamos
as equagoes de Dirac e Klein-Gordon, escritas no espaco de fase. Ainda nesse capitulo,
demonstramos o teorema de Noether, analisamos problemas com interacao e discutimos
o calibre abeliano no espacgo de fase. No capitulo 6, desenvolvemos o formalismo fun-
cional no espaco de fase e também estudamos a quantizagao candnica do campo escalar
carregado no espaco de fase. Por fim, no capitulo 7, apresentamos nossas consideracoes

finais e perspectivas.
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2 Funcao de Wigner e Produto
Estrela

Wigner propds em 1932 [9,11] o primeiro formalismo da mecanica quantica no
espaco de fase, objetivando fazer corregoes quénticas & mecanica estatistica, sem aban-
donar o conceito de espago de fase [12], que é a variedade natural em que teorias cinéticas
classicas ou quanticas sdo escritas (tendo em vista que problemas como a superfluidez do
hélio nao poderiam ser resolvidos a partir de uma teoria classica). O formalismo proposto
por Wigner tem se desenvolvido desde entao e se mostra 1til em diversas areas, tais como
a Optica quantica e a fisica da matéria condensada [9,11,13-19,21-26]. Embora o forma-
lismo de Wigner tenha surgido no contexto da mecéanica estatistica, o mesmo é também
util a sistemas compostos por uma unica particula submetida a potenciais especificos,
como os harmonicos e de Liouville. Neste capitulo, nosso proposito é fazer uma revisao
desse método, com énfase particular em alguns aspectos algébricos. Também faremos
um estudo das propriedades do produto-estrela nao-comutativo, pois exploraremos estes
aspectos para estabelecer representacoes dos grupos de Galilei e de Poincaré no espacgo de

Hilbert associado ao espago de fase. Baseamos esta revisao nas referéncias [9,11,13,30,31].

2.1 A equacao de Liouville - von Neumann

O problema de muitos corpos na mecanica quantica usual pode ser estudado
via um tratamento estatistico, sendo que o estado macroscopico de um sistema pode ser

representado mediante a matriz densidade,

p= ZMW(W(%(@L

onde {[¢;)} sdo os estados microscopicos do ensemble estatistico e w; = 4 é o peso

estatistico para o estado quéntico |1;). A matriz densidade p contém todas as informagoes

sobre o sistema. O valor esperado de um operador A na formulacao da mecéanica estatistica
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quantica é dado por

(A) =Tr(pA).
A matriz densidade, p, apresenta as seguintes propriedades,
(i) hermiticidade:p’ = p;
(ii)trago:trp = 1.

Uma equagao de evolugao temporal para p pode ser deduzida a partir da equagao de

Schroedinger,

0
in & (t)) = HOW(),
onde H(t) = K + V. Dado que p(t) = |¢(¢))(x(t)| (por simplicidade consideramos o

estado puro), temos

0 () O] + W) )

ot
— ;H(t)W(t))W(t)\ + _1Z.h|w(t>><w<t)!H(t)-

O que nos fornece

im0 15r(e) (1), 1)

que ¢é a equacao de Liouville-von Neumann.

Mostramos a seguir que a partir de p é possivel introduzir uma formulagao da

mecanica quantica no espago de fase, conhecida como método da funcao de Wigner.

2.2 Definicao da Funcao de Wigner

O conhecido principio da incerteza torna o conceito de espago de fase na mecénica
quantica bastante problemético. Devido ao principio da incerteza de Heisenberg, que
atesta que uma particula nao pode ter simultaneamente posi¢cao e momentum bem definidos,
também nao é possivel definir uma verdadeira distribuicao de probabilidades no espago
de fase. No entanto, funcoes que possuem um contetido de espaco de fase, "funcoes dis-
tribuicao de quaseprobabilidades", tem demonstrado grande utilidade no estudo de sis-
temas quanticos. Essas funcoes nao sao tteis somente como ferramentas de calculos, mas

também nos fornecem informacgoes nas conexoes entre a mecénica classica e a mecanica
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quantica.

A funcao de Wigner fy(q,p) é definida como uma transformada de Fourier dos

elementos da matriz densidade, ou seja,

Furtap) = (27h)* [ dzexp(P2) g~ Zlola+2), 2.2
Fua,p) = @rh) [ dkesp(" )~ Slplp+ &), 2.3)

Até aqui a exposicao envolve o operador densidade, que pode descrever estados puros
e impuros. Contudo, o principal foco deste trabalho nao estd na mecéanica estatistica.
Assim, podemos considerar o sistema quantico descrito por um estado puro |¢) e o cor-
respondente operador densidade fica dado por p = [1)(¥)|. Desse modo, a defini¢ao da

fungao de Wigner se reduz a

ipz 4

fwla.p) = @en)™ [ Rl (q+ Dpula = 5)dz. (2.4)

A funcao de Wigner nao representa uma distribuicao de probabilidade, pois a mesma
pode assumir valores positivos e negativos. De fato, se fiy, € fis sao duas fungoes de

Wigner associadas, respectivamente, aos estados |a) e |3) , entao

(B = (zﬁh)fg/fWa(q,P; t) fws(q, p; t)dqdp. (2.5)

O lado esquerdo dessa equagao é positivo ou nulo (neste caso, se os kets forem ortogonais).
No ultimo caso, temos, como consequéncia, a integral de fy, fwg nula. Como fi, e fws
nao sao necessariamente nulas, em geral, resulta que fi, e fiyg devem assumir valores
negativos e positivos, de tal modo a anular a referida integral. Considerando que qualquer
probabilidade deve ser positiva, fica justificada a afirmagao de que a fungao de Wigner

nao representa uma distribuicao de probabilidade no espaco de fase.

2.3 Propriedades da Funcao de Wigner

Vejamos algumas propriedades importantes que podem ser deduzidas a partir da
fungao de Wigner. Apesar de a fungao de Wigner nao representar uma distribuigao de
probabilidade no espaco de fase, densidades sao conseguidas a partir da funcao de Wigner
por meio da integragao. Por exemplo, a densidade de probabilidade para se encontrar

uma particula entre q e ¢ + dq ¢é obtida na propriedade 2.3.1.
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e Propriedade 2.3.1

(@) = [ fiw(ap)dp = (alola). (2:6)

Demonstragao

Para demonstrar esta propriedade, o ponto de partida serd a definicao da funcgao de

Wigner, substituindo (2.2) em (2.6); o que leva a

|p|q+ Zye'®

/dpqup 5

Se for realizada a integracao em p, temos,

/dpfw(q,p)zfdz !p!qu 2 h / pe’® ),

onde o termo entre parénteses é a fungao delta de Dirac, d(z). Assim,

[ dswia.p) = [ dzta=Slpla+3)o(=).

Utilizando a propriedade da fungao delta, [ f(z)d(x)dz = f(0), temos

[ dvfwia.p) = (oo

como queriamos demonstrar.
e Propriedade 2.3.2

Outra propriedade, que é simétrica a anterior, é dada por

G = [ fw(a.p)da = (lolp), (2.7)

que expressa a densidade de probabilidade para se encontrar uma particula entre p e

p + dp.
Demonstracao

Substituindo a equagao (2.3) em (2.7), temos

zqk

/dqfw(q,p) /dpdk *Iplp+ k>

Se for feita a integragao primeiro em ¢, segue que

[ dafwta.p) = [ @kl = Slolo+ ) (s [ o)




em que o termo entre parénteses ¢ a fungao delta de Dirac, §(k), e, assim,

/dqfw(q,p) = /dk‘<p— §|p|p+ §>5(k’)-

Isto se reduz a

[ dafw(a.p) = wlolp).

como queriamos demonstrar.
e Propriedade 2.3.3

Mostramos agora a normalizacao da fungao de Wigner, isto &,
/fw(q,p)dqdp =Trp=1.

Demonstragao

Substituindo a equagao (2.2) na equagao (2.8), obtemos

z

2

1Pz
[ fwta.p)dadp = (2xh) ™ [ dzdgdpesp(t*

z
Wa—5lplg+
Se for calculada a integral na variavel p, temos
z z 3 ipz

[ fwla.p)dadp = [ dzdala—lpla+ 5)((2nm)~* [ dpe'®).

O termo entre parénteses ¢ a funcao delta de Dirac. Com isso, temos
z z
[ fwap)dadp = [ dzdala ~Z|pla+ 5)o(2)

= /dq<q\p\Q> =Trp=1,

como queriamos demonstrar.
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(2.8)

A questao agora é a seguinte: sera que é possivel encontrar para qualquer operador

quantico A(Q, P) uma funcdo correspondente, Ay (g, p), na representagao de Wigner? A

resposta é positiva. De forma analoga ao que foi feito na definicao da funcao de Wigner,

definimos as fungoes A, (g, p) associadas ao operador A(Q, P) por,!,

1pz

Aw(q,p) = /dzexp( h

Ja—SIA@Q P)la+3)

(2.9)

10s operadores quanticos referentes a posicdo e ao momentum serdo representados pelas letras maitis-

culas Q e P, respectivamente, com Q|q) = q|q) e P|p) = p|p).
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ou

Awlg.p) = [ dkerp(T)p— LIA@ P)lp+ ) (2.10)

Chamaremos estas fungoes de equivalentes de Wigner dos operadores A(Q, P). Assim

também podemos escrever que a funcao de Wigner é o equivalente de Wigner do operador
p:
fw = 2nh) " pw.

Com a definicao dos equivalentes a quaisquer operadores quanticos na rep-
resentacao de Wigner, escrevemos o valor esperado de um observéavel, num estado |v),

como

(4) = (Y[Alp) = /dqdpAw(q,p)fw(q,p) = TrpA. (2.11)

Demonstracgao

Vamos primeiro calcular

(A) = (Y|AlY) = /dqdpAw(q,p)fw(q,p)-

Substituindo as equagoes (2.2) e (2.9) na equagao (2.11), temos

/!

_ LZ’) SN/ ipz
(A) = ()" [ dadpdz'a=" exp(E)
/ Y/ " "

Z z ipz z z
(g = 5 1A@Q Pla+ ) exp(=—){a = lpla+ 7).

Integrando na variavel p, obtemos

W) = (o) [ dpep( P

P 2! 2 z z
X /dqdz dz"{q — §|A(Q,P)|q + §><q - 5|plq + 5>,

onde o termo entre parénteses ¢ a fungao delta de Dirac, §(2' + z). Com isso,

/ / " "

() = [ dadz'a"(g = SIA@, P)la+ ) = Slpla+ 5)0( + =)
z' z' Z z'
= dgdz'{q — =|A(Q, P — — - =)
[ dad'tq = ZIAQ. Pllg+ S)a+ Slela - )
Introduzindo a mudanga de variaveis,
1 z
q= 5(61 - 5)
1 z
zZ= 7(q + *)7

2 2
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temos

() = [ dadz(@A@Q P2} zpla)
= TrpA = (A).

Como queriamos demonstrar.

O problema agora consiste em mostrar a correspondéncia univoca entre um
operador quantico A(Q, P) e o equivalente na representagado de Wigner Ay, (q,p). Para
isso utilizamos a regra de quantizacao de Weyl, que é definida da forma a seguir. Dada
uma funcdo no espago de fase, a(7,0), entdo temos um operador quantico no espago de

Hilbert, A(Q, P), associado a «a(t,0), tal que

W(cQ+TP)

A(Q,P):Qﬂlh/dadre 2 o), (2.12)

em que 7 esta associada & coordenada de posicao e o a coordenada de momentum no

espago de fase. Se escrevemos A(Q, P) em termos de A, (g, p), temos o seguinte resultado

i(og+7p)

a(T,0) :/dqdpe i Aw(q,p). (2.13)

Para verificar essa equivaléncia, deve ser mostrado que o operador definido por

i(0Q+7P) . . .
W(Q,P)=ce G satisfaz uma espécie de ortogonalidade e completeza no espago dos

A+B _

operadores do tipo A(Q, P). Primeiro, utilizando a formula de Glauber, dada por e

A B, —1[

eAeBe 348l reescrevemos entdo W (Q, P), encontrando

10Q irtP 10T

W(Q,P)=en eh e 2n,

em que usamos o fato de que [@), P] = ih. Podemos entao calcular o valor da expressao

+icQ LitP ZtioT

)yq>:<q/\e Fe hoe oh

%(UQ—&-TP

(q|e q),

utilizando a propriedade do operador translagio ¢'# |¢q) = |¢ — 7). Dessa forma, obtemos

+i o T tio
(¢|lem 7@t P g) = e

WED (g — g+ 7).

O que implica

Trew @Q=7F) — (2mh)?6(0)d(T),
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pois, por definicao TrA = [ dqdp{q'|Alq) = (27h)~3 [ dqdpA.(q, p). Portanto,

Trew @Q—F) = (27r)_3/dqdp/dz exp(ipz)(q — §|ei(anw_Tp) lg + %)
= (2m)7® / dqdp/dz exp(ipz) exp(io(q — z — 7))d(z + 7).

Utilizando a delta de Dirac e integrando em 2z, temos

ipT 190

Tre® (@Q-7P) — (27r)’3/dqdpeTeT.

Identificamos, assim, duas deltas na forma integral, ou seja,

Tre7 (@Q=TP) — (2mh)*6(e)d (7).

Isso nos leva as relagoes de ortogonalidade

Trew @ QTPHOQTE) = (271)35(0" — 0)3(7' — 7). (2.14)

Para provar a equivaléncia entre as equagoes (2.9)-(2-10) e as equagoes (2.12)-(2-13),

assumimos que a expansao
A(Q,P) = /dadTa(a, T)e%("QJ“TP) (2.15)

existe. Sendo assim, usando a relacao de ortogonalidade mostrada anteriormente, facil-

mente notamos que

]. ;ia./ P’
alo,7) = %TT{A(Q,P)(S?’!( QTP

Para provar a existéncia da equagao (2.15) , substituimos a equagao

a(o,7) = / dqdpe™ @) A, (g, p), (2.16)

na propria equagao (2.15). Calculando os elementos de matriz na representagao de posigao,

chegamos a

@AQ. P)ld) = (2nh)* [ dodrdg"dg"(q"|A(Q, P)ld")
% <q//l|e%(gQ/+7—P’) |q//> <q e%(UQ-i-TP) |q/>
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E ainda, com o uso da equagao (2.14), obtemos a seguinte identidade

(¢|AQ, P)|d') = (¢l A(Q, P)|q'). (2.17)

O que prova a existéncia da expansao (2.15). Isso prova também que é possivel usar
as equagoes (2.15) e (2.16) para trabalhar em ambas dire¢oes: dado A(Q, P), podemos

determinar A, (¢, p) univocamente e vice-versa.

2.4 Equivaléncia dos Operadores na Representacao de
Wigner

Como percebemos, uma das principais caracteristicas desse formalismo é que
as variaveis dindmicas sao representadas por funcoes sobre o espago de fase e nao por
operadores. O proximo passo serd demonstrar algumas propriedades, que podem ser de-
duzidas a partir dos resultados ja obtidos. Tais propriedades sao referentes a equivaléncia
entre os operadores escritos na representacao usual e seus respectivos equivalentes na

representacao de Wigner.
e Propriedade 2.4.1

Se A= A(P) (isto ¢, A ¢ independente de @), entao Ay (q,p) = A(p). Ou seja, A(P)
e Aw(q,p) = A(p) possuem a mesma forma funcional, com a ressalva que os operadores

P serao substituidos pelas variaveis p.
Demonstracao

Um operador A(P) pode ser expandido em uma série de P, como

A(P) = A(0) + PA'(0) + ZA”(O) +.

Utilizando a equagao (2.9), ja substituindo A(Q, P) pela sua expansao, temos

—iqk
h

)P — ];IA(O) +PA'(0) + ];2,4"((» bolpt D,

Aw(q,p) = / dkexp( 5

Utilizando P|p) = p|p), obtemos

iqk k k
. )(p 2|p+2>

Awla.p) = A®©) [ dreap(
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+41(0) [ dkerp(TE) o+ D)o~ Lo+ )
+A"(0) /dkexp(_;qk) v ;!2) (- glp + ];> +....

Observando também que (p — %\p + g) = 0(k) e utilizando a propriedade da delta para

calcular a integral em £, chegamos a

Aw(p) = A(0) +pA'(0) + ’;A"(O) . = Ap).

Como queriamos demonstrar.
e Propriedade 2.4.2

Se A = A(Q) (isto é, A(Q) ¢é independente de P), entdao Aw(p,q) = A(q). Ou seja,
A(Q) e Aw(q,p) = A(q) terado a mesma forma funcional, com a ressalva que os operadores

(Q serao substituidos pelas variaveis q.
Demonstracao

Um operador A(Q) pode ser expandido em uma série de @), como

2
A(Q) =1A(0) + QA'(0) + ?A”(O) + ..
Utilizando a equagado (2.10), ja substituindo A(Q, P) pela sua expansao, temos
2

Aw(a,p) = /d%w(if)(q — SILA(0) + QA/(0) + Z-A"(0) + Ja + 3).

Utilizando Q|q) = ¢|q), obtemos

1pz Z z
Awla,p) = 1A(0) [ dzeap(B) (= g+ 3)
w(0) [ azesn( Ty + g - Zla+
+A(0) | dzexp(==)(a +5)(q — Sla+3)
! iz @+ 3, 2 2
+A (O)/dzexp( h ) 51 (q 2|q+ 2) + ...
Observando também que (¢ — 5[ + 5) = 6(2) e utilizando a delta de Dirac para calcular

a integral em z, chegamos a
2
Aw(q) = LA(0) + gA'(0) + T A(0) + .. = Alq).
Como queriamos demonstrar.

e Propriedade 2.4.3



23

Se A(Q, P) = 1¢, onde ¢ é uma constante, isto é, A(Q, P) é um multiplo do operador
1 entdo Aw(q,p) = A(Q, P) =c.

Demonstragao

Esta propriedade é demonstrada de forma imediata. Basta tomar a equagao (2.9), e
no lugar de A(Q, P) colocar a constante ¢. Como uma constante, obviamente, ndo age

nos kets, temos

1Pz z Z
Aw(q,p) = /dzexp(?)@ - ifch + §>-

E entao se for utilizado (¢ — 5|¢ + 5) = d(2) e for integrado em z, obtemos

1Pz z

Aw(q,p) = C/dzexp( 2 ){q — §|q+ 2>-

O que leva a
Aw(g,p) = c = A(Q, P).

Como queriamos demonstrar.
e Propriedade 2.4.4
TrA = (2rh)~* [ dqdqAw (g, p).
Demonstracgao
Utilizando (27%)~3 [ dqdqAw (q,p) e substituindo nela a equacio (2.9), temos

e

(2mh) ™ / dqdpAw (¢, p) = (2mh)~* / daqdp / dzeap( %

z

(4 - 514(@Q, Pla +2).

Integrando em p, é identificada a funcao delta de Dirac na forma integral,

1pz

@) [ dadpAw(a,p) = [ dadz(a = SJAQ. P)la+ 5)((2xh) [ dpexp(22)).

Utilizando a delta para integrar em z,temos

@)~ [ dadpAw(a,p) = [ dad=(g = S|AQ Pla + 2)a(2)

Ficamos com
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() [ dadpAw(g.p) = [ dalglA(Q. P)lq) = TrA

Como queriamos demonstrar.

e Propriedade 2.4.5

J dpAw(q,p) = (2mh)~*(q| Alq).
Demonstragao

Para mostrar essa propriedade, basta substituir a equagao (2.9) em [ dpAw (q,p),

z

/dpAw(q,p) = /dp/dzexp(i];z)(q - %!A(Q,P)!H 2>-

Se a integragao for feita em p, temos

z

/dpAw(q,p) = /d2<q— glA(@P)Iqu %)(/dpewp(%))‘

Assim, fica identificada a forma integral da delta de Dirac:

[ dpAw(a.p) = (2am)™" [ dzlg = JJAQ, P)la+3)d(2)

Obtemos entao

[ dAwla.p) = (2mh) gl A(Q, P)lo)

como queriamos demonstrar.

e Propriedade 2.4.6

[ dqAw (g, p) = (2mh)=>(p| Alp).
Demonstracao

Para mostrar essa propriedade, basta substituir a equagao (2.10) em [ dgAw (g, p),

[ dawta.p) = [ dg [arerp(")p - Sa@ P+ )

Se a integracao for calculada em ¢,
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[ dawta,p) = [ dkip— SIA@Q. Plp+ 5)( [ daerp(H0),

identificamos a forma integral da delta de Dirac

[ dawia.p) = 270) > [ dkip— S1AQ. P)lp+ 5y5(—).

Obtemos entao,

| dadw(a.p) = () plAQ, P)lp).

Como queriamos demonstrar.
e Propriedade 2.4.7
(@l A(Q, P)|¢) = (2rh)~C [ doei™ 5 a(0,q — ¢), onde a(o,7) é a transformada de
Fourier de Aw (q, p).
Demonstracao

i(cQ+T1P)

Utilizando a expressao A(Q, P) = ﬁ [dodre™ " a(r,0), temos,

i(cQ+T1P)

).

(q|A(Q, P)|q) /dadTa o, 7){

E usando a equagao (2.14), segue que

(a+d)

(G A(@Q. P)lg) = @xh) ™ [ doe” 5 a(0,q = ¢).

Como queriamos demonstrar.

Agora que ja sabemos como se déa a equivaléncia de operadores na representacao
de Wigner, nossa meta é descobrir como € que se representa a equivaléncia de produtos de

operadores na representacao de Wigner, pois isto é fundamental na descri¢ao da dinamica.

2.5 Produtos de Operadores na Representacao de Wigner

Trataremos agora da equivaléncia em Wigner de um produto de operadores AB.

Encontraremos a expressao que mostra (AB)y em termos de Ay e By,. Temos que
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2

Utilizando a relagao de completeza [ dq|q)(q| = 1, podemos escrever

(AB)w = /dzei%z(q — %|AB|q +

ipz z z
(AB)w = [ dzdg'e’ (- Z|Ald)(d|Bla+ ).

Usando a propriedade (2.4.7), temos

(AB)y = (27rh)_12/dqu’ei%z /dada’eé%(“q/_%)a(a, ¢ —q+ %)

Em seguida, fazendo as mudancas de variaveis, 7 = ¢' — ¢+ 3 e 7' = ¢ — ¢’ + 3, chegamos

a

i(og+7p) i(o'T4+o7’)

(AB)w = (27Th)_12/dO’dO‘ldeTIG?a(g’ e = Blo’, e

i(o’q+7'p)
T

i(o',7'+o"r,) . .
Percebemos que o fator e 2r — no integrando pode ser trocado de modo equivalente por
thA , A .
ez , onde A é o operador paréntese de Poisson,

A= 0,0, ~ 0,0,

i(cq+7p) i(o’q+7'p)

Escrevendo Ay (q,p) = [dgdpe™ = «(7,0) e Bw(q,p) = [dqdpe™=» [(7,0), temos

entao
(AB)w = Aw(q,p)e’* Bw/(g,p)
ou
(AB)w = Bw(g.p)e 2" Aw(q,p).
E ainda
(AB)w = Awla "2 p+ ") By (4.,

h
em que foi utilizado nessa tltima relacao o fato de que f (q)e“aq = f(q+ a). Mas aqui

H
temos a = c0,.
Definimos a operagao denominada produto-estrela como

ihA

(AB)w = Aw(q,p)e 2 Bwl(q,p) = Aw(q,p) * Bw(q,p). (2.18)

Notamos, assim, que o produto-estrela nao é comutativo. Ainda nesse capitulo, faremos
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um estudo de algumas propriedades do produto-estrela.

Agora que ja se conhece como é implementada a representagao do produto de
operadores na representacao de Wigner, a procura serda por equagoes que nos déem a
evolugao temporal de tais operadores. Para isso, serao utilizadas as propriedades que ja

conhecemos acerca da fungao de Wigner, bem como o produto-estrela.

2.6 Evolucao Temporal

Suponhamos que seja conhecida a funcao de Wigner ou qualquer operador na rep-
resentacao de Wigner num dado instante e que desejamos determinar os correspondentes
operadores num instante posterior. Para isso, é preciso conhecer uma equacao que dé a
evolugao temporal da funcao de Wigner. Essa equagao existe e é uma equagao diferencial
de primeira ordem no tempo, que pode ser obtida a partir da equacao de Liouville - von

Neumman, representada no espago de fase.

Tomando a equagao (2.1), aplicando o operador

1Dz

() [ dzep(Fo) g = S|la +

z

),

em ambos os lados, temos o seguinte:

i g(2m)= [ dzean(T2) g~ Zlola+ 20} = 2nm)? | deern(FE)a = S1Hpla+ )
—(2nh ‘3/d D2yig = Z1pHg + 2.
(27h) zexp(==)g = SloHlg + )
O que leva a
_ Ofw(g,p,t
Zhvvgt) = HW(qapv t) *fW(Q7p7 t) - fW(Q7pa t) *HW(Qapa t)
Definindo o paréntese de Moyal,
{CL»b}M:a*b—b*a, (2‘19)
temos 5
. .yt
ZHM = {Hw, fw}m, (2.20)

ot

em que observamos que essa equagao dinamica é analoga a equagao de Liouville-von Neum-
man, notando que o estado do sistema é descrito pela funcao de Wigner e o comutador

foi substituido pelo paréntese de Moyal.
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O paréntese de Moyal pode ser escrito da seguinte forma

{a(g,p), b(q, p)} = 2a(q, p) sin [Z@@ — 9,0,)1b(q, p), (2.21)

. .- ihA —ihA ..
onde foi utilizado ez —e™2 = 2isin(

%)

Obtemos um resultado interessante, se expandirmos em série de poténcias o seno

da tdltima expressao, que define o paréntese de Moyal,

CBALRA 1 BA i
8111(7) =5 - 5(7) + 5!(7) + ...

No limite em que 7 — 0, obtemos como resultado que a funcao de Wigner obedece a

1 hA

equagao de Liouville classica, com Hy, no lugar da func¢ao hamiltoniana, isto é

Ofw OHwOfw OHw Ofw

e ainda
OHw . OHy
78(] =p e o = q. (2.23)

Vale a pena tratar os casos em que Hy coincide com a funcao hamiltoniana
classica. Entre esses casos, podemos tomar como exemplo a situagdo em que o sistema é

conservativo e esta sujeito a um potencial que depende somente da posigao:

H(q,p) = 7 +V(q).

2m

Para provar esse fato, consideraremos que a hamiltoniana classica possa ser escrita como

uma soma de uma funcao de ¢ com uma funcao de p, isto é,

H(q,p) = g(q) + h(p).

E, além disso, que a fungao g(q) possa ser escrita como uma série de poténcias

9(q) =Y ang".

E o correspondente operador quantico seja escrito como

9(Q) = Z an@",
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e que seja dado na representagao de Wigner como

zpz Z
@) = [z (g Z1g@la+ ).

E também que

ipz. z z
=Y an [dzeF g~ Z[Qla+ ).

Levando em conta o fato de que Q"|q) = ¢"|q), chegamos a

Zan/dzelpz ”(5( ),

Procedendo de forma analoga para h(p), chegamos a hy (¢, p) = h(p), concluindo

que

Hy (q,p) = H(q,p).

Portanto, chegamos a seguinte equagao

W = (B ,p), fuhar
E, no limite classico (A — 0),
0
O (0.0, (2.21)

Isto explica, em particular, a importancia da descricao de Wigner na mecénica quantica

na analise do limite classico e no desenvolvimento de métodos semi-classicos [13].

O estudo apresentado sobre o método de Wigner, até o momento, foi baseado
na descri¢ao de Schroedinger da mecénica quéntica, ou seja, considerando que apenas os
estados (e nao os operadores) evoluem com o tempo. No entanto, é possivel desenvolver
um tratamento em termos de operadores expressos na descricao de Heisenberg, onde os

operadores evoluem com o tempo e os estados ficam estaticos. A equacao de Heisenberg

2Aqui H(q,p) é a hamiltoniana classica.
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para um operador A(t) é escrita como

0A(t

ihﬁ = [A(t), H(t)]. (2.25)
ot

Se for aplicado um procedimento analogo ao que levou a equagao de Liouville na repre-

sentagio de Wigner, ou seja, aplicando o operador [ dzexp(22){(q — |.]¢ + Z) em ambos

os lado da equacao, chegamos a

A
e, entao, A
t
in? (;ff ) _ {Aw, Hy }ur, (2.26)
ou, ainda,
A A
in 04w _ 2Hy sin(h—)AW. (2.27)
ot 2
A integracao dessa tultima equagao fornece
2t . hA
Aw(q,p,t) = exp[(%)HW sm(7)]AW(O),

que ¢ a solugdo para a equagao (2.26).

2.7 Equacao de x-valores envolvendo a Funcao de Wigner

Para o caso de estados correspondentes as autofungoes do hamiltoniano, no formal-
ismo de Wigner, existe uma fungao de Wigner associada a alguma equacao de autovalores,
em que esta envolvido o produto estrela. Ou seja, dada a equacao de autovalores, para o

formalismo usual,

H(Q, P)(q) = Ey(q), (2.28)

procuramos a equagao estrela,

Hw (q,p) * fw(q,p) = Efw(q,p), (2.29)

onde E é um autovalor do hamiltoniano. De fato, essa equivaléncia é verdadeira [32].

Tomemos o hamiltoniano como

P2
H(Q.P) = 5+ V(Q).
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e suponha que fiy(g,p) seja a fungao de Wigner correspondente a autofungao ¢ (q) do

hamiltoniano, conforme a equagao (2.28). A fungao de Wigner, como vimos, é dada por

fwlq,p) = (%Tlfb)g,/dzeTT#T(q + §>w<q - %)-

Tomando o produto-estrela entre a funcao de Wigner e o hamiltoniano na representacao

de Wigner, temos

1 1 1ho Z .. ips z z
H - 7/ i — M2 v AN ot o+ V(g — 2.
w(q,p) * fw(q,p) 5T dz2m[(p 5 )*+Vig 2)]6 mal(q + 2)w(q 2)
Ap6s duas integracoes por partes, chegamos a
1 —h? Og\9 Zyp ipz oy z z
Hy (q,p) * fw(q,p) = o /dz[%(az - 5) + Vg — 5)]6 (g + §W(q - 5)-

Notamos que os operadores diferenciais nessa equacio se anulam, quando aplicados a v,
pois
z

0y 1 z. 1 N
(9. — EWT(C] + 5) = §¢T(q + 5) - 5@“(?[ + 5) =0,

onde o ponto sobre 1 indica a derivada com relacao ao argumento. Isso nos diz que '
pode passar para o lado esquerdo dos operadores diferenciais. E, assim, ainda é possivel

escrever a equagao de Schroedinger independente do tempo na forma

(0. = 2P Vg~ D~ 2) = Bula— )

Na equagao H(Q, P)1(q) = Ev(q) fizemos a mudanga de coordenadas:g — ¢ — 5. Com

isso, finalmente, temos

Hy (q,p) * fw(q.p) = E{Zih /dze%zzﬂ(q + §>w<q - g)} = Efw(q,p). (2.30)

Logo,
Hy (q,p) * fw(q,p) = Efw(q,p).

Se a fungao de Wigner, fy (q,p), corresponde a uma autofungao do hamiltoniano, entao

satisfara a equagao-estrela de autovalor: equagao (2.29).

O proximo passo sera estudar o produto-estrela e suas propriedades. Pois é a
partir dele que definiremos operadores que nos ajudarao a estabelecer uma representacao

simplética da &lgebra de Galilei e obter um formalismo para a mecanica quantica no
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espago de fase.

2.8 Propriedades do Produto de Weyl (Produto Es-
trela)

O enfoque nesta secao sera no estudo do produto estrela, explorando e de-
monstrando suas propriedades. Ja foi visto anteriormente que o produto envolvendo
dois operadores quanticos na representacao de Wigner ¢é igual ao produto estrela dos
respectivos equivalentes em Wigner. Também foi estudado que em toda equacao dinamica
envolvendo a funcao de Wigner o produto estrela sempre esta presente. Além disso, sera
importante o estudo do produto-estrela para se realizar a definicao do operador-estrela,
que serd utilizado para a construcao de representacoes unitarias dos grupos de Galilei e

de Poincaré no espaco de fase.

Primeiro apresentamos duas maneiras para definir o produto estrela, que sao
equivalentes e se reduzem uma na outra e cada uma apresenta suas vantagens em diferentes
situagdes. Como ja foi mencionado no capitulo anterior, o produto estrela (também

denominado produto de Weyl), entre duas fungoes f(q,p) e g(q,p), é definido por

e

f(a,p) *9(a,p) = fla,p) exp[i;(@ap — 9,94)19(q; p), (2.31)

onde as setas sobre os operadores diferenciais indicam o sentido em que eles se aplicam.

A equagao (2.31) pode ser reescrita como

f(a,p) * 9(q,p) = limg pﬁqpexp[ (a Oy — 0,09)] f (4, )9(d, D).

Expandindo a exponencial numa série de poténcias, temos

e:vp[ (88 ill — 0,0y )".

E, ainda, escrevendo a expressao (09,0, — 0,0,)" usando o binémio de Newton,

(aqap’ - apaq/)n = zn: (_1)m ( ! ) [aqap’}nim[apaq/]m

m=0

podemos finalmente escrever o produto estrela numa forma operacional muito tutil, qual
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seja,

f(a,p) > 9(q,p) = Z n, )" Xn: ( Z ) 105" 05" (a4, p)][04°0 " 9(q, p)]. (2.32)

n=0 m=0

Iremos discutir algumas propriedades envolvendo o produto estrela explorando a

equagao (2.32)
e Propriedade 2.8.1

Produto estrela em que um dos fatores é uma funcao constante: Seja ¢ € C'. Entao

c* f(q,p) = f(q,p) *c = cf(q.p). (2.33)

Demonstragao

Considerando a expressao em série para o produto estrela, equagao (2.32), temos

th «—— = 1ih = <=
cx flg,p) =c{l+ (3 Op — 0p0y) + ol E(aqap_apaq>2+'--}f(q’p)~
Observamos que todos os operadores diferenciais que atuam a esquerda se anularao, re-
stando apenas a primeira parcela: c¢f(q,p). A discussdo para o produto estrela por ¢

aplicado do lado direito é a mesma.
e Propriedade 2.8.2

O Operador-estrela: O produto estrela entre duas funcoes no espago de fase eleva uma

delas a categoria de operador.

h—s ih—s
fla,p) xg(q,p) = f(q+%3pap—%3p)g(q,p)

h— h
Z*(()17719'*‘Z*<(()—q)-

= fla,p)*9(a,p) = fla.p)gla — 5 2

Demonstracgao

Definindo a = 5; eb= 5;, temos

aqbg q

f(a.p) *g(q,p) = flg,p)e> p)-

Usando o fato que €% f(z) = f(z + a), chegamos a

ih ih

f(q,p)*g(q,p)Zf((JvL? gb) 9(q,p)-
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Substituindo a e b, temos

h— h—
Fa.p) < 9(a.p) = fla+ 5 Tp.0 5 0)9(a.p).

Definimos

~

fla,p) = f(q,p)*,

que serd chamado operador-estrela.
e Propriedade 2.8.3

O produto estrela é associativo. Ou seja, considere f, g e h fungdes no espaco de fase.
Entao,
(f(g,p) *x g(q,p)) > h(q,p) = f(q,p) * (9(g, p) * (g, p)). (2.34)

Demonstracao

Utilizando a propriedade 2.8.2, temos

ih U ih ih
(Fa-9) % 9(a.p)) * hla.p) = {f (0 + 5 Bpop = 5 F)ala.p)Yhla — 5 o+ 5 0y).
e por outro lado,
the =~ ihe ih ihe
f(a:p) *(9(g,p) * Wg, ) = Fla+ 5 Op,p = 5 0){9(a,p) Rl — ja—p,p + 500}

Como os operadores diferenciais envolvidos aqui sao associativos, segue que o produto

estrela é associativo.
e Propriedade 2.8.4

O produto estrela nao é comutativo. Isto é

f(a,p) xg(q,p) # 9(q,p) x f(q,p).

Temos na verdade,
ih A —thA

f(a,p)e 2 g(q,p) = g(q,p)e 2 f(q,p). (2.35)

Por exemplo, tomemos dois casos de interesse:

ih ih
q*xp=(q+ 5317)19 =ap+ 5
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esse ¢ um resultado bésico em geometrias nao-comutativas [28].
e Propriedade 2.8.5

O produto estrela e a conjugacao complexa: A conjugacao complexa inverte a ordem do

produto estrela. Um fato analogo ao conjugado complexo de dois operadores usuais.
(fxg) =gt s f. (2.36)

Demonstracao

Para mostrar essa propriedade, sera utilizada a equagao (2.32), tomando seu complexo

conjugado, isto é,

zh n"
v

m=0

(f(g.p)*g(q,p))" = Z

on'

( 7: ) or=mar £ (g, p)l[orar gt (0, p)]},
(2.37)

em que o fator (—1)" é proveniente da conjugagao complexa do fator (2)". Observe agora

0 seguinte:

(—1)"(8q3p/ - 6p8q/)” = (8paq’ - azap’)n

= 9,0y — 0,0,)"
= zn_:o(_l)m ( TZ ) [apaq’]n_m[ﬁqap’]m- (2-38)

Utilizando as duas dltimas equagoes, encontramos

(040p — 0p0y)" f(q,p) = D_(=1)™ ( ; ) 10,70, f(q,p)][0;"0, " g(q, p)]

(=1)"(040p — 0p0y)" f(a,p) = Xn:(—l)m ( ! ) (070, 9(q, p)][0;"0, "™ [ (g, p)].

Comparando essas duas tultimas equagoes, chegamos a

(D)™ > (=1)"or o fa.p) 0y 0 g(q, p)]
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= i (=™ ( 7;1 ) [0, "0, 9(q,p)][0]" 0, f(a,p)]- (2.39)

m=0

Se substituirmos a equagao (2.38) na equagao (2.37), temos

(f(g,p) *g9(a,p)t = > =(5)"

x{(=1)" Zn: (=)™ ( ! ) 078, 9" (¢, p)[0F 0y~ f1(q, p)]}
= g'(q,p)* 1(q,p). (2.40)

e Propriedade 2.8.6

A forma integral do produto estrela.
frg= (1;1)2 / dq'dq"dp'dp" f(d,p)g(q", p")e T W=/ (@ =0t @),
T

Demonstracgao

Mostramos, agora, como representar o produto estrela utilizando a forma integral.

Primeiro escrevemos a expressao

fla.p) = /dQ’dp’f(Q’,p’)5(Q’ —q)d(p" — p). (2.41)

Considerando as representacoes das deltas de Dirac na forma integral, temos

—W(q q)
o —a) = 5= / (2.42)

ﬂv(p p)
oW )= - / (2.43)

Substituindo as equagoes (2.42) e (2.43) na equagao (2.41), segue
L) ! (o e 7 P Hu(d ~a)]
f(QJp):(%) /dudvdqdpf(q,p)en p'=p)+uld —q)]

Utilizando a propriedade (2.8.2) e a ultima equagao, chegamos a

fla,p) xg(q,p) = f(q+ ZL? p— Zbg))g(q p)

- 27rh / dudvdq'dp' f(q', p')e ™ L@ DTl g3 OOl g ).
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Se for feita uma pequena manipulagao algébrica e também a transformacao de variaveis,

"o E "n_ _E
q —Q+2 e p p 9’

obtemos o resultado

1 —2i /I i 1"__ /_
f(a,p) * g(q,p) = (%)Q/dudvdq’dp’f(q’,p’)e w PP ) =0 =l g (g,

O que resulta em
frg= (1h)2 / A dq"dp'dp” (¢, p)g(q", p")e 7 P a1+ @+ =)l (9 44)
T

que é a forma integral do produto estrela.
e Propriedade 2.8.7

A integral do produto estrela no espaco de fase possui a seguinte propriedade

/f(q7p)*g(q,p)dqdp = /f(q,p)g(q,p)dqdq (2.45)

Ou seja, ao se efetuar uma integragao de um produto estrela entre duas fungoes,
f(q,p) x g(q,p), no espago de fase, esse produto se triaviliza dentro da integral. Como
vimos na equacio (2.45). E evidente que para essa propriedade fazer sentido ¢ necessario
a convergéncia da integral. A condicao necessaria para a convergéncia ocorra é que as

fungoes f(q,p) e g(q,p) seja nulas no infinito.
Demonstracgao

Para demonstrar essa propriedade, o ponto de partida serd a equagao (2.45) e a

forma integral do produto estrela, dada pela equagao (2.44), o que leva a

/ f % gdqdp — (1h)2 / dqdq’dq"dpdp’dp"f(q',p')g(q”,p”)e%[p(q/*q")“’/(q”*q)er”(q*Q’)}_

T
Notemos agora que a exponencial do primeiro fator dentro dos colchetes, juntamente com
a integracao em p, ¢é identificada como a delta de Dirac, isto é,

—2ip(¢'—q'")

1 =g ) I
%/dpe o =0(d —q").

Nesse caso,

—2% [,/

1 1 // /
/ f* gdgdp = (?)2 / dqdq'dq"dp'dp” f (¢, p)g(q", p")emar V(" =0+ (=Dl (0" — o),
T
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o que conduz a

—2i[p’ (¢~ +p" (¢—d")]
R

1
/ [ *gdqdp = (%)2 / dgdq"dp’dp” f(¢',p")g(q",p" e

Rearranjando os termos e raciocinando novamente em termos da delta de Dirac, chegamos

ao resultado:

/ f % gdqdp = / dg"dp’ f(q",p")g(q",p").

Com a mudanca de variaveis ¢ — q e p’ — p, segue

/f*gdqdp = /dqdpf(q,p)g(q,p)-

No proximo capitulo, serao definidos alguns operadores-estrela para construirmos
uma representacao unitaria do grupo de Galilei. Isso permite a constru¢ao da mecanica
quantica compativel com o formalismo de Wigner, empregando a nogao de amplitudes no

espaco de fase.
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3 Mecanica Qudntica Simplética e o
Grupo de Galilet

Neste capitulo, utilizamos a nocao de estrutura simplética e do produto de Weyl de
uma geometria nao-comutativa, a fim de construir representacoes unitarias ! para o grupo
de Galilei e mostrar como escrever a equagao de Schroedinger no espago de fase |7, 32].
Incorporamos assim & descri¢ao da mecanica quantica no espaco de fase a nocao de espago
de Hilbert H(I'). Sabemos também que, com a representacao da mecanica quantica
no espaco de fase a partir de uma teoria de representacao, o formalismo passa a ser
autocontido, podendo ser generalizado para outros contextos, como o da teoria quantica
de campos, por exemplo. A revisao apresentada neste capitulo baseia-se principalmente

nas referéncias [7,32,33].

3.1 Espaco de Hilbert e Estrutura Simplética

Considerando uma variedade diferencial, M, n-dimensional, na qual cada ponto é
especificado pelas coordenadas ¢ = (¢!, ..., ¢"), temos que as coordenadas de cada ponto
em no espago cotangente,7* M, podem ser denotadas por (q,p) = (¢, ...,¢", p',...,p"). O

espaco T*M é equipado com uma estrutura simplética pela introducao da 2-forma
w = dq A dp, (3.1)

chamada de forma simplética. Essa forma simplética, em conjunto com o operador

= = — =
_09 99 (3.2)
dq0p  Op0dq
induz o parentéses de Poisson (f = f(q,p) e g = g(q,p)),
{f,9} =w(fA, gA) = fAg, (3.3)

lrepresentacoes unitarias sao representacoes em termos de operadores unitarios, os quais atuam em
espacos de Hilbert
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onde

_0fog 0fdg
{fag}_%%_%%- (3.4)

O espago das fungoes f(q,p) C*° é chamado de espago de fase e sera denotado por I'. Na

equagao (3.3), usamos o fato de que os operadores,

af 0 of o
Xp= TN = o= 5 ae (3.5)
€
g 8 0g 0
&:m:%%—%%, (3.6)

determinam campos vetoriais sobre I'.

A introducao da nocao de espaco de Hilbert associado ao espaco de fase I', pode
ser feita considerando o conjunto das fungdes complexas de quadrado integravel, ¢(q, p)

em I, tal que
/dpdq¢*(q7p)¢(q,p) < 00 (3.7)

¢ uma forma bilinear real. Nesse caso, podemos escrever ¢(q,p) = (q, p|¢), com

/dde|q,p><q,p| =1, (3.8)

sendo (¢| o vetor dual de |¢). Vamos denominar este espago de Hilbert por H(I').

3.2 O Grupo de Galilei em H(T')

Nessa secao, vamos estudar as representagoes do grupo de Galilei no espaco de
Hilbert H(T"). Para isso, consideramos transformagoes unitarias U : H(I') — H(T'), tal
que (¢ |1)9) seja invariante. Assim, iniciamos com o operador A definindo um mapeamento

e =% :I'xI =T , chegamos ao chamado produto-estrela ou produto de Weyl,

representado por meio da expressao

~

fla,p) *g(q,p) = f(q,p)exp[gb((@_q@_p) — 3,0)9(a.p), (3.9)

onde f e g estao em H(I'). A constante de Planck é utilizada aqui para fixar as unidades.

Ja enfatizamos que no formalismo de Wigner as variaveis dinamicas sao represen-
tadas por funcoes, ao invés de operadores, e os produtos envolvendo as varidveis dinamicas

sao deformados segundo as regras do produto estrela, ja estudadas no capitulo anterior.

Para se utilizar esta construcao da algebra de Galilei-Lie no espago de fase, definimos



os seguintes operadores:

~ ih

Q=g¢=q+ 50
(§]

~ ih

P=pk=p Eﬁq

Vamosainda definir k; como,

ki = mq; — tp;,

41

(3.10)

(3.11)

(3.12)

onde m e t representam parametros, temos que o operador estrela correspondente a esta

funcao é

Da mesma forma, correspondendo as fungoes
l; = €ijkq;Pk,

introduzimos o correspondente operador estrela

_ - ih o ik g R 92
L; = €;1Q; Py = €jxqiPr —

Ja para a funcao
p’ Lo, 2 2
H p— pr—
5 = 5, (1 P2+ D3),

temos o operador estrela a seguir descrito:

- p2? 1 —~2 —~2 2 1 th O
H= —=_—(P+P +P)=—|lpp——==)
om 2m(  + P +Ps) Qm[(pl 5 5(]1)
ih 0 ih 9
+(p2 587(12) + (p3 587]3) ].

€l + 5 EijkPhn— + —
2 "Vope 2 7" 0q; 4 0q,;0pk

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Proposicao 1 Os operadores L, K ,Pe H satisfazem a algebra de Galilei-Lie, dada

pelas seguintes relagoes de comutacao:

[[A/z‘, f/;] = iﬁﬁijkz\lm

[L;, K] = iheij Ky,

[/L\i, ﬁg] = ihﬁijkﬁc,
K, Kj) =0,
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[K;, H] = ih P, (3.23)
[P, P =0, (3.24)
[P, H] =0, (3.25)
[L;, H] = 0. (3.26)

As relagoes de comutagao acima encontram-se demonstradas na referéncias [32,33]. Como

m # 0 temos naturalmente uma representacao projetiva do grupo de Galilei [70,83].

Em termos de simetria, P é o gerador de translagoes, sendo identificado como
operador momentum. De fato, ﬁ] se transforma pelo boost (transformagao pura de Galilei)

de acordo com

o~ o~

K. ~ K ~
exp(—iv.ﬁ)Pjexp(iv.%) = P; + mu;1. (3.27)

Assim, @ é interpretado como o operador de posicao, se transformando de acordo com o

boost como esperado:

— —~

K A K ~
exp(—iv.%)Qjemp(iv.%) =@, +v,tl. (3.28)

As relagoes (3.27) e (3.28) mostram que Q e P se transformam como posicio e

momentum, respectivamente. E, por consisténcia, eles satisfazem a relacao de Heisenberg,

Qj, P, = iho;,1, (3.29)
reafirmando a consisténcia de se interpretar Q e P como observaveis posicao e momentum.

Os invariantes da algebra de Galilei nessa representagao sao dados por

. p? SO N
Ile—i e IQIL—*KXP (330)
m

2m

O invariante de Casimir, por sua, vez dado por I, descreve o hamiltoniano para uma
particula livre, enquanto o invariante I esta associado ao spin. Os parametros m e t sao
interpretados como massa e tempo. Aqui serd dado atencao as representagoes escalares,
isto é, com [, = 0. Utilizando as relagoes de comutacao demonstradas aqui, podemos

mostrar que os invariantes comutam com os geradores dessa algebra.

O gerador de translagoes temporal é H. Com isso, a evolucao no tempo de um
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observavel A é especificada por

—

exp(—i )A(O)exp@t];) — A, (3.31)

m\m)

onde A(t) representa o observével A no instante ¢, e A(0), no instante inicial. Podemos

obter uma equacao dindmica para A ao derivar a equagao (3.31) com relagao ao tempo:

oAW) i | H. - i A if
T ?exp(—zt%)A(O)exp(zt%) — exp(—zt%)A(O)exp(zt%) —
DA(t) B iH - . iH
o - R0 AT
m&giﬂ = A()H — HA(t) = [A(t), H].
Ao particularizar para os operadores posi¢do e momentum, temos, por exemplo
3@) 3
.32
2=, m), (332
e
P(t ~ —~
in? ai ) _ 1w, ). (3.33)

Vamos agora mostrar como construir uma base em H(I') com contetido de espago

de fase. Quando foram definidos, os operadores posicao e momentum tinham a seguinte

estrutura:

~ ih 1~

P=px=pl— 0, =pl+ P, (3.34)
e

~ ih 1~

Q =qx=pl+ 581, =ql+ iQ' (3.35)

Definindo entao operadores proporcionais a identidade (operadores c-nimeros) como
P=2p1 e Q=2q1, (3.36)

os operadores de posi¢ao e momentum ficam escritos como

:Hﬁ+® e@:;@+@y (3.37)

)
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Sob o boost @ e P se transformam como

o~ o~

K. _— K _
exp(—iv%)QQexp(iv%) = 20Q) + vtl, (3.38)
e _ -
K, _— K _
ea:p(—iv%)QPexp(iv%) = 2P + mvl. (3.39)

Para obter esse resultado, utilizamos

oo

e*Be " = Y [A, Bl,,

n=0
onde [A, Bly = B,[A,B]; = [A,B],....,[A,B],, = [A,[A, B],-1], n >2. Ouseja, Qe P
se transformam como posicao e momentum. Contudo, Q e P nao podem ser classificados
como observaveis posicao e momentum, pois nao satisfazem a relacao de comutacao de
Heisenberg, pelo fato de que [Q, P] = 0. No entanto, é possivel usa-los para construir
um referencial no espago de Hilbert com contetido de espaco de fase. Assim sendo, vamos

definir um conjunto de autovetores ortonormalizados, denotados por |g, p), sendo {q} e

{p}, respectivamente, um conjunto de autovalores, satisfazendo

Qla.p) = dla. p). (3.40)
e
Plg,p) = pla, p)- (3.41)
Temos ainda
(@ plg,p") = (g —q)o(p —p'), (3.42)
onde vale a relacao de completeza,
/dqdp!q,p><q,p! =1 (3.43)

Considerando um vetor de estado |¢), os operadores Q e P na base lg, p) sdo tais
que

Quv(q,p) = (q.p|QIY) = ihdy(q,p), (3.44)

P(q,p) = (q,p|P|Y) = —ihdb(q, p), (3.45)

onde (¢, p'|v) = (¢, p'). Assim, é possivel reconhecer

(a.p1Qld . p') = ihd(q — ¢)d(p — p')0,. (3.46)
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E, analogamente,

(q,p|P|d,p') = ihé(q — ¢')d(p — p')0,. (3.47)

Os operadores Q e P, cujos autovalores sdo {q, p}, sdo coordenadas de um espaco
de fase I', em que a estrutura simplética é utilizada na definicao do produto estrela. De

fato, a partir do operador A podemos construir a aplicacao
e2h I xT —T, (3.48)

estabelecendo o produto estrela. Desse modo, a representacao do grupo de Galilei que foi

construida esta estruturada sobre a nogao de variedade simplética.

3.3 A Equacgao de Schroedinger no Espaco de Fase

Na secao anterior, mostramos que os operadores-estrelas sao os objetos repre-
sentativos dos observaveis no espago de Hilbert, H(I"). Logo, é possivel a construgao da
mecanica quantica, explicitando os postulados escritos em termos dos operadores-estrelas
e sua algebra. O primeiro passo ¢ a definigao de alguns postulados analogos aos que

definem a mecéanica quantica no espago de Hilbert habitual.

Vamos considerar a projecao dos kets sobre o espago de Hilbert gerado pelos
autovetores simultaneos dos operadores Q e P, |g,p). Tomamos [¢(t)) em H(I') como
uma representacao de um estado especifico de um sistema quéantico. Quando projetamos
o vetor de estado, [1(t)), sobre o espaco de Hilbert, H(I'), gerado pelos kets {|¢,p)},

encontramos uma funcao das variaveis ¢, p e t,

V(g p,t) = (¢, ple(2)). (3.49)

Vale destacar que (g, p,t) é uma fun¢ao de onda, mas nao com o contetido entendido
na mecanica quantica usual, pois p e ¢ sdo autovalores dos operadores P e Q que sao

representacoes das coordenadas da variedade simplética.

Com o uso da relagao de completeza, temos

(Wlo) = wI( [ dadplg. p){a.pDI6) = [ dadpis' (g, p)(g. ). (3.50)

onde ¢'(q,p) = (Ylq,p) e ¢(q,p) = (q,p|o)-

A respeito da equag@o (2.45), vimos que o produto estrela se trivializa quando
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integrado no espaco de fase, assim a equagao (3.50) pode ser escrita da seguinte forma

(¥]¢) = /dqdmb*(q,p)*wq,p)- (3.51)
Os observaveis sao representados por operadores estrela auto-adjuntos, tal que
(g, pAl) = /dq’dp’<q,plAIQ’,p’><Q’,p’I¢>- (3.52)
Considerando
(0, p|Alg, p) = Alg, p)S(p — 1)é(q — &), (3.53)
obtém-se
(0, p|Al) = Alg, p)i (g, p). (3.54)

E, por construcao, fl(q, p) é associado a uma fun¢ao a(q, p) por meio do produto estrela,

o~

Alq,p) = alg, p) *. (3.55)

O valor esperado de um observavel A em um dado estado |¢) é dado por

() = WIAl) = [ dadp [ dddp'(Wla,p)la,plAld p) P 10),  (356)
em que foi utilizada a relagao de completeza antes e depois do operador.

Em geral, se for escrito ﬁ(q, p) = a(q, p)*, e utilizadas as propriedades do produto

estrela, encontramos
(A) = / dgdpa(q, p)[' (g, p) * (g, p)). (3.57)

Assim, notamos que (ﬁ) poderé ser real, se o espectro de A for real. Em particular, para
A= Q, temos

Q) = / dqdpq[¥'(q,p) * ¥ (q,p)], (3.58)

que é escrito como
(@) = / dgqo(q), (3.59)

onde o(q) representa a densidade de probabilidade associada & medida do observével @,

na posi¢ao ¢. Comparando as equagoes (3.58) e (3.59), a conclusédo é que

ola) = [ dplla.p) = ¢'(a.p)]. (3.60)
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Analogamente, a densidade de probabilidade associada ao momentum nos fornece

o(p) = [ dala.p) = ¢'(q.p)]. (3.61)

A evolugao temporal de um operador arbitrario, conforme ja foi visto, depende
somente das propriedades algébricas do grupo de Galilei. Utilizamos entao a equagao
(3.31) para descrever a evolu¢ao temporal dos observaveis fisicos de tal maneira que o
estado permanega inalterado (descrigdo de Heisenberg). E, a partir daqui, vamos fazer a

interpretacao fisica. Assim, temos as equagoes de Heisenberg para os observéveis () e P,

7 = [Q(t), H 62
in=e = (@), ), (3.62)
e .
2P _ [P(t), H]. (3.63)
ot
Em regra, para um observéavel ﬁ,
A S
zhm = [A(t), H], (3.64)
ot
temos como solucao geral
- H. - H
A= exp(—it%)A(O)exp(it%). (3.65)

O valor esperado do observéavel A(t) é dado por

(AW) = [ dadpg' + A1) x . (3.66)
onde ¢ nao depende explicitamente do tempo.
Definindo a exponencial estrela, e, como

1 1
ef:1+u+§u*u+§u*u*u+..., (3.67)

e usando ainda H = h*, chegamos a
~ iht iht
(A(t)) = /dqdpng *x el x A(0) * el * . (3.68)

Definindo ¢ (t) como

P(t) = eﬁ * @ =el *1(0), (3.69)
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temOS7 por ConseqUénCia,
—iht

Vi) = 91(0) x e (3.70)

Com isso, o valor esperado do operador fl(t), quando forem inseridas as equagoes (3.69)

e (3.70) na equagao (3.68), fica dado por

) = [ dadpu(t) < A©) < v'(2) = [ dadpv(H)A0)0 1), (3.71)

Nesse caso, os observaveis estao definidos num certo instante de tempo. E os estados, por

sua vez, evoluem no tempo. Isso define a descricao de Schroedinger.

Ja temos uma equacao dindmica para os observaveis. Mas ao considerarmos
1 dependente do tempo, devemos procurar uma outra equacao dinamica que descreva a

evolugao de 1. Para isso, basta derivar a equagao (3.69) com rela¢do ao tempo,

iht

0 (1) = 3 hx e % 1(0) = Thxh(t) = 3 HU (1),
0 que resulta em
ihdup(t) = Hu(t), (3.72)
ou ainda
ihopp(t) = hx(t), (3.73)

que ¢ a equacao dinamica procurada.

Se for considerada uma particula sujeita a um potencial V(@), podemos escrever
H=hx = (% + V(Q)), de modo que a equacio (3.72) se reduz a

2 2 2 -
P h® 0 thp 0 ith 0
ihow)(q,p,t) = (% T Smop %%)w(q,p, t)+V(g+ 58*)1#(61,19, t);  (3.74)

que é a equagao de Schroedinger representada no espago de fase [7].

Outros aspectos, tais como a equacao dindmica para a matriz densidade e o

teorema de Ehrenfest no espaco de fase, o que foi demonstrado nas referéncias [32,33].

3.4 Conexao com o Formalismo de Wigner

Vamos considerar a funcao

fla.p) = ¥(q,p, t) x 1 (g, p, t). (3.75)
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Mostraremos que f = f(q, p,t) satisfaz todas as propriedades da fun¢ao de Wigner, apre-

sentadas no capitulo 2.

Para comegar, tomamos a equagao (3.73) e seu conjugado hermiteano,

hob(t) = hx1(t), (3.76)

—ihdp ()T = ()T * h, (3.77)

e multiplicamos a equagao (3.76) a esquerda por 1% e a equagao (3.77) a direita por x*.

Depois subtraimos uma da outra, o que leva a
ih0y (1 % 1) = hox (1h % pT) — (3 % bT) % h. (3.78)
Mas 0, (v % pt) = o (01 + (0) x ¥t e f =1 x4 Com isso, temos
ihOuf = hx f— f*h, (3.79)

ou ainda

ihouf = {h, f}u, (3.80)
que, como foi visto no capitulo 2, é a equagao dinamica da funcao de Wigner.

Também podemos notar que

/dqdpf(q,p) - /dqdpwvr = (g, p)|* =1, (3.81)
propriedade essa que também é satisfeita pela funcao de Wigner.

Temos ainda que

(A) = / dqdpp(A(q, p) x ¥). (3.82)
E, aplicando as propriedades do produto estrela, obtemos

(A) = / dqdpA(q, p) (v » ¢7), (3.83)
o que resulta em

(A) = /dqdpﬁ(q,p)f(q,p), (3.84)

que também é uma propriedade satisfeita pela funcao de Wigner.

Podemos observar que f = 1 % 1! é uma funcao real. Para isso, consideramos

fr=(xyht. (3.85)
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Utilizando a propriedade da conjugagao complexa do produto estrela, temos,

=@ =@« (@) =vxypt =, (3.86)
logo ff = f. Assim, percebemos que f é uma funcéo real.

As equagoes (3.60) e (3.61) nos mostram que

/dp W(g,p) * ¥ (q,p)] /dpf (¢.p) (3.87)

/dq (¢,p) * ' (g, p)] /dqf q.p), (3.88)

que é mais uma propriedade da funcao de Wigner.

Podemos entao escrever

fla.p) = fwla,p) =¥(g,p.t) x ¥ (q,p,1). (3.89)

Observamos ainda a equacao de autovalores para o hamiltoniano,
hx = E. (3.90)
Aplicando o produto estrela & direita por ¥, obtemos

mostrando que ¥(q,p) e fir(q,p) satisfazem a mesma equagao de autovalor. Portanto, a
procura por solugoes reais para 1 leva a fungoes de Wigner. Além disso, outras fungoes

de Wigner sao obtidas mediante o produto v(q, p,t) x ¥ (q, p,t).

Com a finalidade de exemplificar a aplicagao desse método, vamos resolver agora a
equacao de Schroedinger para o oscilador harmoénico no espaco de fase. Esse problema ja
foi resolvido no espago de fase, utilizando um método algébrico |7]. Vamos seguir aqui um
procedimento diferente, baseados na equacao diferencial. Para isso, tomamos a equagao

de autovalores escrita no espaco de fase

h(q, p) x¥(q, p) = Ed(q,p), (3.92)

aqui h(q,p) = 54— +q . Nesse caso, ficamos com, 2

2tomamos h=1em =1



EEL) ba.n) = Bv(ann)

Utilizando as propriedades do produto estrela, temos

(0= 500+ (a+ 50, Jula p) = 2B9(4,p),

que leva a

i 1 i 1
[p* = 5p0y = 10, + & + 540, — 10,¥(q, p) = 2E4(g, p).

Podemos escrever ainda

1 1 i i
P = 30 + & = 70, = 2E1(q,p) + [=5p0, + 549,]¢ (4, p) = 0.

Igualando a parte real e a imaginaria da equagao (3.96) a zero, temos

1 1
P =30 + 4" — 79, — 2E1(q,p) = 0,

[—p0y + q0,]¥(q,p) = 0.
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(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

Tomando (g, p) = 1(4h), notamos que tanto a parte real quanto a parte imaginaria da

equacao sao satisfeitas. Dessa forma, definindo z = 4h, temos

0z

0y = a—qaz — 0, = 4q0,,
0z

ap - %az — ap = 4]782

e ainda

2 292
02 = 4¢°0 + 20.,

2 292
2 = 4p*0? + 20..

Substituindo nas equagoes (3.97) e (3.98), ficamos com

- E- é((16q2 +16p%)0; +8.)J(2) = 0,

(3.99)
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[Z —E— 282 —.Jy(z) = 0. (3.100)

Tomando 1(z) = e2 L(z) e substituindo na equacio (3.100), temos

(20 + (1 —2)0. + E — ;]L(z) =0, (3.101)

que é uma das equacoes diferenciais de Laguerre. De fato, lembrando que a equacao

diferencial de Laguerre é dada por

d? d
xd—z—l—(m—l—l—x)d—y—i—ny:O, onde y=L"(z). (3.102)
x x
Temos nesse caso, m =0en=F — % =0,1,2,.... Assim as solucoes reais do problema
do oscilador harmonico sao dadas por
Ualg,p) = e 2L (g* + p?), (3.103)

onde L, representa o polinémio de Laguerre de ordem n. Vale a pena observar que no
espaco de fase encontramos a solugao da equacao de evolucao do sistema como funcoes
escritas em termos de polindmios de Laguerre, enquanto que na descri¢ao usual o estado

é dado em termos de polinémios de Hermite.

A associagao com a funcao de Wigner pode ser feita se tomarmos o produto estrela
da solucao dada acima com ela mesma. Para obter uma expressao geral dessas funcoes,

escrevemos a solugao para o problema dado da seguinte forma:

n = Coexp(Go Ln(Ah/he), (3.104)

onde C,, sao constantes de normalizagao. As correspondentes fungoes de Wigner sao dadas

por

™) (g, p) ~ exp(_hih) 5 [Ln (4 Tiw) * exp(_hih)] w L (4h/hw). (3.105)

Contudo, dada uma fungao f(h), expressa em série de poténcias,

g(h) =3 f.n", (3.106)

temos, utilizando as propriedades do produto estrela,



—2h —_

f(h)xeF s = constante X T

Considerando esse resultado, podemos escrever a equagao (3.105) como

—2h —2h

(n) N e
fw (@, p) ~ exp(5—)  [exp(——) Ln(4h/hw)],
o que nos fornece
(n) N —2h B —2h
fw (@,p) ~ exp(5—) x . = exp(——)tn.

Como v, é autofuncao de h, podemos escrever

—2h —2FE,
exp(ﬂ)@bn = eXp( hw )7»071 ~ ¢n

Assim, as fungoes de Wigner para o oscilador harménico sao [13]

7 0:9) ~ exp( o ) Lo (41 /),
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(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

que sao coincidentes com as solucoes encontradas para as amplitudes. Esse fato é con-

sistente, ja que elas obedecem a mesma equacao de autovalores. O comportamento de

alguns casos para as amplitudes e das respectivas fungoes de Wigner podem ser vistos por

meio dos graficos dados nas figuras (1-6).
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Figura 1: Amplitude para o oscilador Figura 2: Funcao de Wigner para o os-
harmonico, n=0 cilador harménico, n=0

Figura 3: Amplitude para o oscilador Figura 4: Funcao de Wigner para o os-
harmonico, n=2 cilador harmoénico, n=2

it
’Ill)!i't\!&!é?‘

Q{\\Q:‘:;f{b:“"lll

Figura 5: Amplitude para o oscilador Figura 6: Funcao de Wigner para o os-
harmonico, n=4 cilador harmonico, n=4
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Consideraremos agora, como um segundo exemplo, a resolugao da equacao de
Schroedinger no espago de fase para o caso com interacao magnética. Nesse caso, con-
sideraremos que as coordenadas sejam comutativas. A anélise desse exemplo seré 1util a
fim de compararmos com o caso das coordenadas nao-comutativas que desenvoveremos

no proximo capitulo.

Sendo assim, consideremos que o hamiltoniano que correspondente ao problema de
um elétron se movendo num plano que é perturbado por um campo magnético, B, per-

pendicular ao plano, possa ser escrito da seguinte forma,

1

h = fA 3.112
S (p+ SAY, (3112)
onde escolhemos o calibre que nos leva a A = (—%y, gx) eq = (z,9), p = (Pa,Dy)-
Consideraremos ainda que h =m =e =c = 1.
Nesse caso, o hamiltoniano fica dado por
1 B 1 B
h=—=(p, — =y)°+ = —z)% 3.113
5 0o = Sy)"+ 50y + S 2) (3.113)
E, portanto, a equacao de Schroedinger no espago de fase é dada por,
H* (g, p) = EY(q,p). (3.114)
De forma que, usando a as relagoes, pjx = p; — %a% e gix=q; + ;8?3 temos
1 [ .0 1 82 _ Bpoy+ B o B 0
= Per=— 53 Y HigYg — Py -
B 0? +B22+ B? 0 Bzﬁzw( )
PR 27 ——
8 zdp, 47 4 Vop, T B op P
1[ 9 o 10 Bp.a + 0 n B 0
— — — = T+i—x—+1 —
oy =gy, T qgp T TP Ty, T o gy,
B 09?2 32 B2 0 B? 9?
— - =F . 3.115
S 0y, i o T8 ap%w(q,p) ¥(gp).  (3.115)
Agora, a fim de solucionar a equagao diferencial dada, admitamos que ¥(q,p) = ¥(2),

onde z = 1 (p2 — Bp,y + %Zy2) +3(p2+ Bpyxr+ %2332). Nesse sentido, podemos simplificar

a equacao (3.115). Para esse fim, precisamos das seguintes derivadas:

a1 B2 Oy
ox (Qpr * Ix) 0z’
oy 1 B2 0
oy (_inx + Zy)§>
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oy Y
apx——(px By) 5
o0 o
dpy 9z’
9% B2Ow B2 0%
s AL S
Py B2oy B 0%
axg - 4 Oz +( pr—i_ix) Wa
% Boy 1 8%
aiyg_zg—'—( QBPa:Jr*y)azv
Py w0
op: 0z 27
1
2

2
1
= (py + 5 —Bx)—

+ (pz —

% o 2 0%
87}95 &‘l‘(py-f— —Bzx ) 9.2

9% B 1, 1 B2 a?w

9%y By 1 1 21/;
opyor ~ 2 0. T PTG B = )a )

2

E agora, substituindo essas derivadas na equacao (3.115), obtemos:

2h(z) — ——— — — z—— = E(z). (3.116)

Ou ainda,
%y oy 4
‘o + 9 §<Z — E)y(z) =0. (3.117)
Se tomarmos r = EZ teremos g—f %a—f g%’ = ;2 3212/’ E ainda, se definirmos também
que ¥(r) = e"2L(r), a equacdo (3.117) pode ser escrita da seguinte forma,
O*L(r) oL(r) 1 1
1— —(=+=FE)L(r)=20 3.118
A 2D (s LB =0, (3118

que é a equacao diferencial de Laguerre, cuja solugao é dada em termos dos polinomios

de Laguerre L, (r). Portanto, a solugdo do nosso problema ¢ dada por,

W(q,p) = e & Ly(4z/B), (3.119)

2
ondez—%( — Bp,y + B > y )+%(p§+pr:c+BTx2).

E as fungoes de Wigner podem ser encontradas mediante mediante o produto (g, p)*

Vi(q,p).

Nesse caminho, calcularemos agora as func¢oes de Wigner. Antes nos lembremos das
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relagoes , H (g, p) = Enib(q,p) e H = 2.

Iniciaremos nossos calculos com a fun¢ao de Wigner de ordem zero e depois gene-
ralizaremos o resultado.

e . —2H ~ .
Para iniciar, lembremos que 1y(gq,p) = e 5 . Dessa forma a fun¢ao de Wigner nesse

caso sera dada por,

—2H

W(gp)=eF xe5 . (3.120)

Se fizermos a expansao em Taylor na primeira exponencial e aplicarmos na segunda,

obtemos,

—2 1 -2 1,2
f)H*%Jr5(5)21{2“@0+...+m(—)%l"*¢0]. (3.121)

i (¢:p) = [0 + ( 5

Observe que podemos escrever a expressao acima da seguinte forma,

W 0.p) = 3 (B ola.p). (3122)

Com isso, chegamos, finalmente, na expressao para a funcao de Wigner de ordem zero,

que é dada por
—2En, —2z

W q,p)=e 5 e (3.123)

O mesmo raciocinio vale para o célculo de f{" (g, p). Sendo assim, obtemos

W (a,p) = Cue™™ L, (42/B), (3.124)

—2Ep

onde C,, = e~ 5 L,(4FE,/B).

No préximo capitulo, resolveremos a equacao de Schroedinger no espaco de fase em
outros contextos, tais como a particula carregada submetida a interagao magnética, o
potencial de Liouville e o potencial quéartico. Com isso, esperamos evidenciar a aplicabi-
lidade do método, determinando as amplitudes no espago de fase e as fungoes de Wigner

correspondentes a cada caso.
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4 O Problema de Landau no Espaco
de Fase e Potenciais
Nao-Lineares

Neste capitulo, focamos nossa atengao em algumas aplicagoes da equagao de
Schroedinger no espaco de fase. Em primeiro lugar, fizemos uma anéalise do problema de
Landau no espaco de fase, introduzindo a nao-comutatividade também nas coordenadas
de posicao. Com isso, encontramos as amplitudes e as correspondentes fun¢oes de Wigner
para o problema de Landau. Em seguida resolvemos a equagao de Schroedinger no espaco
de fase para dois potenciais nao-lineares. Nesse sentido, tratamos o potencial de Liouville
e por ultimo, por meio de um tratamento perturbativo, resolvemos o problema do po-
tencial quartico. Encontramos as fun¢oes de Wigner em cada problema apresentado. No
fim do capitulo, fizemos uma analise voltada & mecéncia estatistica, onde calculamos a
suscetibilidade magnética para uma particula que se move sob a a¢ao de um campo mag-
nético, utilizando para isso operadores-estrela, definidos no capitulo 3. Ao final, chegamos

ao resultado exato para o diamagnetismo de Landau.

4.1 O Problema de Landau no Espaco de Fase

A analise do comportamento de uma particula carregada restrita ao plano e na
presenca de um campo magnético externo ortogonal ao plano é conhecido como o pro-
blema de Landau [34]. No regime em que o campo magnético ¢ extremamente elevado, as
coordenadas da particula passam a ser nao-comutativas. Diferentes aspectos do problema
de Landau em coordenadas nao-comutativas tém sido estudados exaustivamente, como
aparece, por exemplo, na referéncia [35]. Nosso objetivo aqui é determinar as amplitudes
no espaco de fase e as respectivas funcoes de Wigner quando as coordenadas de posicao

sao nao-comutativas.
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4.1.1 O hamiltoniano nao-comutativo

Com a finalidade de escrever o hamiltoniano com as coordenadas de posi¢ao nao

comutativas, introduziremos o produto-estrela-6,
g = exXp f@aﬁ — 0,0,). (4.1)
Nesse sentido, as coordenadas obedecem ao parentése de Moyal, dado por
[T, Yyl =T %9y — y xg x = i0),

onde # é um parametro constante.

A quantizacao do sistema é obtida pelo estabelecimento da relagdo de quantizagao
canodnica usual,
Temos aqui ¢ = (z,y) e p = (ps, py)- Interpretaremos as derivadas em ¢ como operador

momentum, d;, = £p.

A equagao de Schroedinger em coordenadas nao-comutativas pode ser escrita em um

primeiro momento da seguinte forma (h % ¢ = Ev),

(pe — gyf + 1(py + 12333)2 0 Y(q) = E¥(q). (4.3)

1
2 2 2

Para expandir esse hamiltoniano, utilizaremos as relacoes

§ n 00
Tkg =T + 1= —
o 20y
e
§ n 00
= i=—.
Y*o =Y 2 O
E precisaremos também das relacoes
6? 92
2, .2
T"kg =T +7/0x87y—zaiy2,
e
g 0* 5

2 2
=y —iy— — ———.
Yo=Y ly@a: 4 0x2

Dessa forma, a equagao diferencial (4.3) fica escrita como

L )+ 8+ ) =m0 + 1+ 20202 4 Dvte) = B, ()
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. 2 .
Assim, podemos escrever B + % =(1+ %)B . Definindo k = %, podemos reescrever a

equagao (4.4) como

I+ R)pe — S0+ (L Ry — D lota) = B (o). (4.5

Dessa forma, podemos reconhecer o hamiltoniano nao-comutativo como

h= (L4 Kpe — 29)? + (L + )p, — 207 (4.

4.1.2 A equacgao de Schroedinger no espago de fase submetida a
interacao magnética

A equacao de Schroedinger no espaco de fase, de acordo com os capitulos anteriores,

é ser escrita da seguinte forma:

hx(q,p) = EY(q,p). (4.7)

Se utilizarmos a equagao (4.6), escrevemos a equagao de Schroedinger, que descreve o

problema de Landau no espaco de fase, como
1 B ., B
SUA+R)pe = Sy)" + (L + k), — S 2)7 *¥(q,p) = E¥(q, p). (4.8)

Resolveremos esta equagao por dois métodos diferentes. Primeiro, consideraremos
a resolucao mediante um tratamento algébrico e, no segundo método, abordaremos o

problema analiticamente, por meio da resolucao da equacao diferencial.

Com o intuito de solucionar a equagao (4.8), mediante um método algébrico direta-

mente da élgebra dos operadores-estrela, definiremos os seguintes operadores

1 B B
a=ax = ————[(ps * ——=y*) — i(p, * +—=1%)], (4.9)
2B(1 + k) 2 2
(§]
— 1 B B
at = a'x = ———=[(po x —=y*) +i(p, * +—=x%)], (4.10)
2B(1 + k) 2 2

de forma que a equagao (4.8) possa ser escrita como

(1+k)B(aT*a*+;)w(q,p) = EY(q,p). (4.11)

Os operadores ax e a'* sdo, respectivamente, os operadores de criacio e aniquilacdo. Esses



61

operadores satisfazem as seguintes propriedades

[ax,a’x] = 1, (4.12)

[hx, a % a'x] = [hx,a’ x ax] = 0. (4.13)

A equagao (4.13) nos mostra que o hamiltoniano, h*, comuta com o operador atxax. Dessa

forma, é possivel estabelecer para esses objetos um conjunto comum de autovalores. Além

disso, seus autovalores diferem apenas por uma quantidade %. Considerando esses
argumentos, o problema de autovalores resume-se a equacao
a' % ax (a0, ) = Xtou(q: p)- (4.14)

Se combinarmos a equagao (4.12) com a equagao (4.14), encontramos

a'xax (a" x4 (q,p)) = (A + 1) (@’ % ¥u(g, p)), (4.15)

alxax (axa(q,p)) = An — 1)(ax (g, p)). (4.16)

Essas duas ultimas relacoes comprovam que ax e a'x, de fato, sdo os operadores de
aniquilacao e criagao, respectivamente. Além disso, todos os autovalores ), sao inteiros e
positivos,

E, = (1+k:)B(n+;), (4.17)

onde A\, = n. Isso implica que o operador de destrui¢ao aplicado & funcao de estado

correspondente ao estado de mais baixa energia deve ser nulo:

ax o(q,p) = 0. (4.18)

A solucao dessa equagao conduz & determinagao do estado de mais baixa energia. Mais

explicitamente, esta equacao diferencial pode ser escrita como

(14 R — Dy = L (14 R, + 20, )n(a.p)

B 1 B
(= py = oo = S (1R — 20, 00(a.p) = 0. (419)

Resolvendo simultaneamente as equagoes diferenciais para a parte real e para a parte

imaginaria, encontramos a seguinte solucao geral

Vo(g, p) = Noe e (LHRpe=Z Atk 527 N o mtivn (4.20)
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onde Ny ¢é a constante de normalizagao.

E preciso utilizar o operador de criacio repetidas vezes sobre a funcao de mais baixa
energia, ¥y(q, p), para determinar as outras autofungoes. Nesse processo, é preciso pre-
caucao com relacao as constantes de normalizacao, admitindo que Ny esta ajustada de
modo que ¥ tenha norma igual a unidade. Isto é, para qualquer valor de n > 1, a

autofuncao
¢n(Qap) = jvna]L * ¢n—1>

deve ser normalizada. Aplicando as propriedades do produto-estrela, encontramos para a

/1
N, =1/ —.
n

Entao, partindo da autofungao de menor energia e aplicando o operador de criagao suces-

constante de normalizacao,

sivamente, todas as autofung¢oes normalizadas podem ser obtidas pela relagao

(e p) = jn_!mwwo. (4.21)

Antes de determinarmos as autofuncoes, precisamos encontrar o valor da constante de

normalizacao Ny. A norma da autofuncao vy é dada por

—2h

/ dgdpil x 6o = Ny | dgdpe T8 % cTHIB = 1. (4.22)

Antes de calcularmos a integral, é conveniente observar que

—2h —2h —2hx —2h
e(1+k)B % ¢(1+k)B — e(l«l»k:)Be(l#»k)B7
e, ainda,
—2hx —2h > 1 -2 —2h
e (+k)B o (I+k)B — e (—— V" (h%x)"e TR B
;::On!((l —|—k)B> ()

—2h
Usando o fato de que eTF9F & autofuncdo (estado fundamental) do operador h*, temos

que,

—2h 1+k)B —2h
(hx)"eTFRE = (7( ) )"etinr
2 )
e portanto,
_—2hx  _—2h 1 _—on_
e(1+k)B o (1+k)B —= —p(1+k)B |
e

Utilizando esses resultados, finalmente encontramos o resultado da integral e concluimos

que a funcao de onda para o estado fundamental normalizada é dada por

e _—2h
Yo(q,p) = [6““”3' (4.23)
T
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As primeiras autofungoes, obtidas a partir da autofuncao fundamental explicitada na

equacao antes descrita, sao

—2h

D1(a.p) ~ [((L+ Klpe = o) —i((1+ Bpy + Dafler, (124)

B ] B —2h
¥a(g,p) ~ (L4 K)pe = S 9)* = i((L+ K)py + o) em0E, (4.25)
e, de forma geral,
—2h

Unarp) ~ (1 Kpe = S o) = i((1+ Rpy + S remm. (426)

Podemos escrever também
Un(g,p) ~ (al)"eT D7, (4.27)

A partir desse resultado, podemos encontrar as fungdes de Wigner. Para tal objetivo,

tomemos que
—2h —2h

Fir(a,p) ~ (al)" 5 (T8 s cTHm) w0, (4.28)

ou seja,
—2h

fiv(a,p) ~ (al)" x W5 % a”. (4.29)

Em particular, para n = 1, temos

D) ~ (R~ 202 = (4 50p,) + i1+ R)py — 20,) + i (x + 20,,)]

(4 R e — 02)

—2h

X eTTRB. (4.30)

| |

(y+ 20p,) — i1+ Ky — 20,) — i (w + 20,,)]

Apo6s uma manipulacao algébrica, chegamos ao resultado

4h —2n

W (g.p) ~ [1- m]em- (4.31)

Calculos semelhantes resultam em

4h 4h g =2
a=ne arme T (4:32)

qp) ~[1—4

Os termos dentro dos colchetes podem ser identificados como polinémios de Laguerre, de

sorte que, em geral, podemos afirmar que
), p) ~ La(4h/(1 + k) B)eT#05 (4.33)

Essas sao as fungoes de Wigner referentes ao problema de Landau no espago de fase.
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Como enfatatizamos no inicio dessa secao, esse problema pode ser abordado do ponto
de vista de equagoes diferenciais. Para esse fim, consideraremos a equagao (4.8), desen-
volveremos o produto-estrela e definiremos também v = (1 + k)B. Com isso, obtemos
o 1 0? B? 0 1 0?

1 .,
2[(1+k’)( sza 4@)+Z(x +m8px_13p§)

7 z' 0 1 0? 0 1 0?
Z 1 22 gy, — 2
(P + 5Pery - oy~ 2Vor +7 apya;) + (L4 k)*(p, — ipy o 1 8y2)
B2, , 0 1 i 0 i 1 9?
Py 5 )]
2770p, 2 4 Op.y
x(q,p) = EY(q,p). (4.34)

xg—i-
0y

Se admitirmos que ¥ (q,p) = ¥ (w), onde w = %[((1 + k)p, — %y)2 + (L + k)py, — gx)Q],

podemos simplificar a equagao (4.34).

Para efetuar a simplificacao desejada, precisamos do céalculo de algumas derivadas,

que estao explicitadas nas relacoes abaixo:

o 1 B2 oy
i (;ypy + Tx)%’
oY B 1 o
i ( 3P+ y)aw,
o 1 oY
s = ((1+k)’p, — 37y )8w

oY 9 1 oY
I — 1 _ _

02 B2 B 0%
5$2_48 +( /ypy—i_i)aga

0% B2y 1 B? 0%
92 = 40w TGPt 50

1 B? ,0%)
oy2 4 ow + (_571% + Iy) ow?’
o 1 ,0%

_ 2 2t oY
=+ k) s -+ (LR e = 57) 55,

2 0"

ow?’

9% ~ O ) 1 1 B? 0%
=17 1+k — ) (== 2N

o0y 55y T (LK) P =599 (=57pe + 1Y) 55

0% _ 7o ) 1 1 B 0%y
2224 (1 “yz) (= —z)—.

1
5 T (L+ ) py + Sy2)
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Substituindo as derivadas na equagao (4.34) e realizando algumas simplificagoes, cheg-

amos a 52 5
oY o4 _
wo 3 + w2 (w— E)Y(w) = 0. (4.35)
4w

2 2 . _r
Se tomarmos r = <, teremos g—:ﬁ = %g—f e % = }/—2%. Definindo ¢(r) = e~2L,(r), a

equagao (4.35) pode ser reescrita da seguinte forma:
oL,(r) 1 1

2L, (r) _
TW + (1 — 7’) or - (5 + ;E>Ln(7n) =0. (4'36)

Novamente chegamos & equacao diferencial de Laguerre, cuja solugao é dada em termos
dos polinémios de Laguerre L, (r). Portanto, as solu¢oes do nosso problema sao dadas
por

Ualg,p) = €7 Lo(4w/7), (4.37)

onde w = 3[((1+ k)p, — Zy)? + (1 + k)p, — Z2)?]. E as fun¢des de Wigner podem ser
encontradas mediante mediante o produto ¥(q,p) * (g, p).

O procedimento para o célculo da funcao de Wigner para o caso nao-comutativo é
analogo ao caso do oscilador harménico, estudado no capitulo precedente. Ou seja, a

funcao de Wigner pode ser escrita da seguinte forma:

fr(q,p) = Dpe " Ln(dw/7), (4.38)

2B,

onde D, = e 7 Ly(4E, /7).

Se nos lembrarmos que w = h e v = (1 + k) B, percebemos que as solugoes dadas em
(4.33) possuem a mesma forma das solugoes dadas em (4.38). Isso evidencia a possibilidade

da solugao do problema pelos dois metodos discutidos nesse trabalho.

Nas equagoes (4.33) e (4.38), percebemos que as fungdes de Wigner correspondentes
ao problema de Landau sao dependentes do parametro 6. No entanto, um dos principais
problemas do ponto de vista tedrico nos modelos nao comutativos é a determinacao do
parametro 6. Na maioria dos modelos tal parametro é arbitrario. Uma questao de grande
relevancia para a aceitacao de modelos nao-comutativos como candidatos a descricao
de fenémenos fisicos é, portanto, a de como o paramtero 6 possa estar relacionado as

quantidades fisicas observéveis [36-38|.
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4.2 Potencial de Liouville

Nosso objetivo aqui é resolver o problema do potencial de Liouville no espaco
de fase, ou melhor, solucionar a equacgao de autovalores para esse potencial, buscando
solugoes reais. O referido potencial apresenta aplicacoes em diversas areas, tais como
a gravidade quéntica e a teoria de cordas [39,40]. Esse problema ja foi solucionado no
espago de fase [13], no qual foi utlizado o formalismo usual da fun¢ao de Wigner, ou seja,
determinar tal funcao a partir do estado dado como solucao da equacao de Schroedinger.
Nosso intuito é solucionar tal potencial utlizando o formalismo autocontido e baseado em
uma teoria de representacao, conforme ja foi destacado nesse trabalho. O potencial de
Liouville possui a seguinte forma V' (q) = Ae®?. Nesse caso teremos h(q,p) = p* + €%,

onde tomamos m = %, A=1eh=1. A equacao de autovalores a ser resolvida é

ha.p) > (g, p) = (p° + ) x (g, p) = Ev(q,p). (4.39)

Utilizando as propriedades do produto estrela, ficamos com

1

. X |
5P° - %paq = 201+ e (g, p) = EY(q,p). (4.40)

Usando a identidade e = cosf + isin 6, temos

1 1 1 . .
[§p2 — Zpaq — gﬁg + €*? cos 9, + ie*¥ sin 9,1 (q, p) = Ev(q, p). (4.41)

Separando agora a parte real da parte imaginaria, temos para a parte real,

1 1
5P 0(4:p) = 3970 (q,p) + € cos 0yb(q, p) — E(g,p) = 0 (4.42)

e, para a parte imaginaria,

1 .
— 70 (a,p) + e*¥sin 9,1 (q, p) = 0. (4.43)

0 ,—i0 i0_,—if 3
e te = &5 e também o fato de

5 esinf =

Utilizando agora as identidades cosf =

que e f (x) = f(x + a), ficamos com a seguinte expressao, para a parte imaginaria,

190000 p) = e la,p+ 1) — bla,p— i) (4.44)

e, para a parte real,
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e (p* —F — iag)w(q,p) = 5 [l p+i) +dle.p =), (4.45)

Derivando a equagao (4.44) com relac¢do a ¢, obtemos

%w@m—fugfﬂwmm+w—w@m—nn, (4.46)

021(q,p) = ;62‘][1/}(61,19 +1) — (g, p — )] + 5[0 (q,p + 7)) — Ogb(q,p — 0)]. (4.47)

1
2ip
Recorrendo novamente & equagao (4.44) para substituir no ultimo colchete da equagao

(4.47), temos

Rv(q,p) = ;62"[@0(61,19 +14) — (g, p — )]

_fp2€4q[¢(q»17 +2i) — 20(q, p) + ¥(q, p — 20)].

E, utilizando a equagao (4.45), finalmente chegamos a

(E-p*) = ¥(a.p)+ (ff;ﬂww,p +2i) = 2(q,p) + (g, p — 20)] + 4;62‘1[1/]((1,29 +1)
bap— i+ S lap+ )+ vla.p ) (449

Essa é uma equagao de diferengas, cuja solugdo aparece na literatura [13] sob a seguinte

forma:

smh(7r\/_) et z\/_ ip —ivVE —ip iVE +ip —ivVE +ip

G | LR TVE T (4.49)

onde a fungao G" ¢ conhecida como fungao de Meijer, definida por [56,57]

ai, ... —3) ”1F(1—aj+s)
am = (o / J . (450
pq ( | by, ., p) 2ri HJ m+1F —bj+s) n+1F( —3) ( )

Nosso objetivo agora é mostrar que a solugao dada em termos da fungao de Meijer,

equagao (4.49), realmente satisfaz a equagao (4.40). Para isso, antes escreveremos a
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equagao (4.48) da seguinte forma

(B=r)an) = (SoIan+2) ~2000) + vl — 20 + L (G Hotap+
~0la,p = )]+ A e p+ )+ Yap — ) (4.51)

Para simplificar a notagao e facilitar os calculos, definiremos as seguintes varidveis:

sinh(mVE)
HRAIVE) K
83

iVE —ip
5 =
—ivVE —ip _p
2 -

iVE +ip B
=
—ivVE +ip B

)

Y

Y

d,

Assim, temos a seguinte solugao

(g, p) = KGyi(a | a,b, ¢, d). (4.52)
Agora, explicitaremos as correspondentes func¢oes da equacao de diferencas, tomadas em

pontos adjacentes,

V(g p+2i) = KGy(z |a+1,b+1,c—1,d—1),

1 1 1 1
w(cbp_'_i):KGég(x|a+7ab+7ac_7ad_§)>

2 2
. 1 1 1 1
w(q’p_z) :KGgg(x | a_iﬂb_§7c+§7d+ 5)

Desse modo, a equagao (4.48) fica escrita da seguinte forma

(E —pQ)Gég(x | a,b,c,d) = (w)Q[Ggg(x la+1,b+1,c—1,d—1)
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—2GN(x | a,b,e,d) +Go)(x | a—1,b—1,c+1,d+1)]

+;()[ (a;|a+2b+;, ;,d—;)
—Gég(x|a—;,b ;,C-i-;,d‘i‘;)]
+%@§W$@|a+;& ;, ;d—;)

FCS a5 b et 5 dt )] (4.53)

Utilizando a propriedade da funcao de Meijer, dada por

a, a, +o
ﬂG%lx'b :Gg/$|b+a ’

a equagao (4.48) fica da seguinte forma:

(B —-p")Goi(x |a,be,d) = [Goi(w |a+2,0+2,¢,d) = 2G(x [a+ 1,0+ 1 c+1.d+1)
G2 | a,bc+2,d +2)] +;[G32<x la+1,b+1,cd)
—Goi(z | a,b,e+1,d+1)] +2[Gyl(z | a+ 1,b+ 1,¢,d)

+Goi(z | a,b,c+1,d + 1)) (4.54)

Usando agora uma outra propriedade da fun¢ao de Meijer, dada por [56,57|

a1y ..., @ a1 —1,...,a i a1y ...y @
(1=a1+b1)Go" | x| ! Pl = G | x| ' P +Gogt | 7| ' P
» bi, ..., by by +1,...,b,
temos que

Gol(x | a+2,b+2,¢d) =a*b*Gyy(z | a,b,c,d),
Gol(z | a,b,c+2,d+2) = d*Gyi(z | a,b, ¢, d),
Gol(r |a+1,b+1,c+1,d+ 1) = abedGog(z | a,b,c,d),
Gz |a+1,b+1,cd) =abGyd(x | a,b,c,d),
Goi(z | a,b,c+1,d+1) = cdGyi(x | a,b,c,d).

Como a?b? = *d* = abed e ab = cd = _—1( E + p*), fica claro que o segundo e o terceiro

colchetes da equacao de diferencas sao identicamente nulos. Assim
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—1
(E _p2) - Gég(fﬁ | a, b7 ¢, d) + 2[T<_E +p2)Gég(Jf | a7ba c, d)

-1
+T(_E +p2)G32(Q? ‘ a, b7 Cy d)], (455>

mostrando que a solucao da equagao de diferengas é realmente da forma dada na equagao
(4.49).

Nesse caso a solugao para o potencial de Liouville, em termos da amplitude no

espago de fase, é dada na equagao (4.49) e a respectiva fungao de Wigner é dada por

fo(a,p) = ¥(q,p) x ¥ (g, p). (4.56)

Os comportamentos da amplitude e da respectiva fungao de Wigner podem ser comparados

por meio dos graficos dados na figuras (7-12).
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Figura 7: Amplitude para o potencial de Figura 8: Funcao de Wigner para o po-
Liouville, E=49 tencial de Liouville, E=49

Figura 9: Amplitude para o potencial de Figura 10: Funcao de Wigner para o po-
Liouville, E=64 tencial de Liouville, E=64

Figura 11: Amplitude para o potencial Figura 12: Funcao de Wigner para o po-
de Liouville, E=144 tencial de Liouville, E=144
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4.3 Oscilador Quartico

Nessa secao, estudaremos a equagao de Schroedinger no espago de fase para o oscilador
harmonico submetido & perturbacao, que, neste caso, sera dada pelo potencial quértico.
Nosso objetivo aqui é solucionar a equagao de Schroedinger, encontrando as amplitudes no
espaco de fase e, posteriormente, as respectivas funcoes de Wigner para esse problema. O
problema do oscilador harmonico submetido a um potencial quartico é também conhecido
na literatura como oscilador anarmoénico. Esse problema apresenta diversas aplicacoes,
dentre as quais, destacamos as seguintes: na teoria de campo cristalino para o calculo
de susceptibilidades magnéticas de sais de niquel, cromo, ferro e cobalto [41,42]; no
formalismo de cosmologia quantica, modelos de Friedmann-Robertson-Walker na presenca
de constante cosmolbgica negativa e radiagao, a quantizacao do modelo leva a equacoes
WD, que possuem a forma da equagao de Schroedinger para o oscilador anarménico
[43]; no problema de o6rbitas periodicas em sistemas caodticos [44] e também em sistemas

quénticos caoticos [45].

4.3.1 O Hamiltoniano Quartico

O hamiltoniano para o potencial oscilador harmonico é escrito da seguinte forma,
7 1 5 272
Hy=—P" + mwQ",
2m
em que os operadores posi¢do e momentum que aparecem aqui sao dados segundo as

equagoes (3.10) e (3.11). O hamiltoniano para o oscilador anarménico é dado por

—~ 1 -~ ~ ~
H=—P?+muw?Q*+ Q" (4.57)
2m

Se escrevermos () e P em termos dos operadores de aniquilagao e criagao, dados por [7],

)

mw , ~ 7~
A Q P 4.
2h ( mw )’ ( 58)

N N B
Al =/ o (@ me), (4.59)

obtemos o correspondente hamiltoniano

(A4 AH (4.60)
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Os operadores A e Al satisfazem a seguinte relagao de comutagao,

e Hy = hw(AAT — 3).

A aplicacao desses operadores de aniquilacao e criacdo numa autofuncao do
oscilador harménico no espaco de fase nao submetido a perturbacao, que representaremos

por wg))(q, p), nos fornece as seguintes relagoes:

1

O (q,p) = ﬁ@)wé”(q,p), (4.61)

e, ainda,
A0 (q,p) = varv® (g, p), (4.62)
At (g, p) = vVn + 192 (g, p). (4.63)

Outra forma de se escrever os operadores de criagao e aniquilacao é a seguinte:

~ mw h— 7 h—

A= ﬁ[<Q+Qap)+7(p_ 94)]

mw 2
~ mw th — 7 th —
At = \/%[(QJF 5319) - M(P— 50(1)],

conforme estudado na referéncia [7].

4.3.2 Teoria de Perturbacao

Para solucionar a equagao de Schroedinger no espago de fase submetida ao
potencial quartico, tomaremos, como base, a teoria de perturbacao de primeira ordem. A
funcao de onda com o sobrescrito zero é correspondente ao autoestado do problema do

oscilador harmonico nao perturbado.

Assim, tomaremos a equacao de Schroedinger no espago de fase para o oscilador

harmoénico sem perturbacao,

HoO(q,p) = EQ9 (q,p), (4.64)

e sujeitaremos o oscilador a uma perturbagao do tipo V(@) = )\@4, onde A\ é um parametro

pequeno. Por outro lado, se ¥,(q, p) for a fun¢do de onda do sistema perturbado, temos

ﬁ%(q,p) = (ﬁo + AV)¥n(p, q) = Entbn(q, p). (4.65)
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No entanto, se conhecemos as funcées de onda ¥?), podemos calcular um valor aproximado
para v, e E,, por meio da teoria de perturbagao. Para esse fim, suponha que v, e E,

poSssam ser escritos como

U = + MpV (4.66)

E,=EY + \EV, (4.67)

onde wg” é a correcao de primeira ordem para a funcao de onda para o sistema nao per-

turbado e E(V) é a correcdo de primeira ordem para a energia do sistema nao perturbado.

Se substituirmos as equagoes (4.66) e (4.67) na equagao (4.65), utilizarmos a
equagao (4.64) e, ainda, desprezarmos os termos quadréticos em A, ja que este ultimo é

um parametro pequeno, obtemos

~~
)
(=]
B
|
e
3
(=]
B
S~—
=
=
-
=
I

(B = V). (4.68)

Podemos expandir () em termos das funcdes de onda do sistema ndo perturbado da

seguinte forma:

o =3 a?. (4.69)
k

Se substituirmos a equagao (4.69) na equacao (4.68), multiplicarmos ambos os membros

por 1Ot e integrarmos em todo o espaco de fase, obtemos
S a(BY = EY) [ x i dadp = [ (ED — Vo dgdy. (4.70)
k
Se assumirmos que as fungoes de onda do sistema nao perturbado sao ortogonais, isto é,
[0 O dadp =
entdo a equagao (4.70) pode ser escrita como
am(E©Q — EO) = g5, / OO dgdp. (4.71)

Agora, temos dois casos a considerar, quais sejam, isto é, quando m = n e quando
m # n. Para m = n, a equagdo (4.71) nos fornece a corregdo de primeira ordem para a

energia do sistema nao perturbado, que é igual a

EW = / PO YO dgdp = (V). (4.72)
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Para m # n, a equagao (4.71) nos fornece

SRV dgdp
(B — BY)

(4.73)

m:

Se fizermos uso da equagao (4.69) e trocarmos o indice k por m, podemos escrever

> J YV dgdp

P = . (4.74)

Finalmente, chegamos a conclusao que, em primeira aproximagao, a funcao de onda 1,

do sistema perturbado pode ser escrita como

py L 1?))‘@ ((‘)J» P)dadp ), ). (4.75)

m#n n m

Un(q,p) =

4.3.3 Amplitudes e Fungoes de Wigner

Agora, podemos voltar ao problema do oscilador anarmonico e utilizar o resultado
da ultima secao para calcular as fungoes de onda para o potencial quartico no espaco de

fase. Precisamos calcular a seguinte expressao:

O + 3 Jv©1(q, )Q%(O (¢, p)dqdp

20~ 0 V(g p). (4.76)
m#n m

Un(q,p) =

Para efetuar tal calculo, utilizaremos os operadores de aniquilacao e criacao dados nas
equagoes (4.58) e (4.59), juntamente com as rela¢oes dadas nas equagoes (4.62) e (4.63).
Com isso, obtemos a seguinte expressao para a corregao em primeira ordem da funcao de
onda para o oscilador anarmoénico no espago de fase (fizemos aqui h = w =m = 1):

é[\/n(n— 1)(2_ 2)n = 3)1/17(10_)4+ \/n n—1)3+ \/n (n—1)(n—2)?

+\/n3(n—1))¢ \/n2n+1)(n+2 +\/n+2 )(n+1)3
+/(n+1)( n+2(n—|—3 +/n(n +2)3el,

Vo +D)n+2)n+3)(n+4)

- 5 Vntal- (4.77)

vWM(g,p) =

E a funcao de onda para o potencial anarmoénico no espacgo de fase fica escrita da seguinte

forma:

Unlq,p) = wf?”r;[\/n(n_l)(z_Q)(n_?))w(%Jr (\/n(n =12 + \fn(n — 1)(n — 2)2

+\/n3(n—1))1/) \/n2 (n+1)(n+2) +\/n+2 )(n+1)3
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+\/(n +1)(n+2)(n+3)2+ \/n(n + 2)3)1#,(22

_\/(n—i—1)(n+22)(n+3)(n+4)¢s24]' (4.78)

Obtemos as correspondentes fungoes de Wigner por meio da seguinte expressao:

fw (@ p) = ¥u(q,p) * ¥l (q. p). (4.79)

O comportamento, tanto das amplitudes quanto das fungoes de Wigner, pode ser obser-

vado por meio dos graficos apresentados nas figuras (13-18).

4.4 O Diamagnetismo de Landau

Nesta se¢ao, calculamos a funcao particao de um sistema constituido de elétrons que se
movimentam na presenc¢a de um campo magnético perpendicular ao plano do movimento.
Para efetuar os calculos, usamos os estados x-coerentes e suas propriedades. Estruturamos
o problema no espaco de fase quantico. Como resultado, determinamos o diamagnetismo

de Landau.

A equagao de Schroedinger no espaco de fase [7], para um elétron se movendo em um
campo magnético uniforme B = V x A, quando negligenciamos o spin, pode ser escrita

da seguinte forma:

21}1(13*JriA)Qt/Jn(q,p) = En(q,p). (4.80)

Utilizaremos o campo magnético na dire¢ao z, isto é, B = (0,0, B) e também os ope-

radores

— ih

Py =pjx=p;— Ean (4.81)
e

—~ ih

Usaremos ainda a convengao: p; = Py, P2 = Py, P3 =Dz € 1 = T,q2 = Y, (3 = 2.

Efetuando o célculo do rotacional e escolhendo um calibre para o campo externo,
encontramos os seguintes resultados: A, = }—By e A, = %x. Com isso, o hamiltoniano

fica dado por,

— 1 eB
H = %[(px * —%y*)z + (py * +

eB

5 rx)?]. (4.83)
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Se definirmos w = fn—Bc, temos
— 1 mw mw
H = Sy [(pz * —Ty*)Q + (py * —}-Tx*)z]. (4.84)

Podemos definir agora os seguintes operadores:

1 B B
a=ax= W[(px * —627?/*) —i(py * +62795*)]> (4.85)
€
— 1 eB eB
t— Ty — ok —— ‘ — ) 4.86
at = a'x m[(p * =S yx) Filpy )] (4.86)

Esses operadores satisfazem a seguinte relacao de comutacao: [a, Zﬁ] = 1. Utilizando tais

operadores, o hamiltoniano pode ser reescrito da seguinte forma:

o~

~ 1
H = hw(ala + 3). (4.87)

4.4.1 Estados x-Coerentes

Os estados x-coerentes sao definidos por meio da equagao de autovalores para o oper-

ador de destruigao, isto ¢,

N|=

n . (4.88)

Qmw) 1l

a* o = (

Dessa forma, fica evidente que ¢y = 1o(q, p). A construgao dos estados x-coerentes segue

a referéncia |7].

Para nossa proposta, é suficiente considerar o estado coerente normalizado

—lal? . mw
¢a = exp*(Tp —1 ﬁ&) * ¢0, (489)

1
onde [ = ()2,
mw
Também podemos escrever o operador-estrela de deslocamento,

D, = ¢t ~ala (4.90)

* Y

que é definido de modo a satisfazer

Do % 6y = Gon. (4.91)

Na sequéncia, temos que os estados x-coerentes satisfazem as seguintes relacgoes

(G, @5)| = 71077, (4.92)
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1/% oL dPa = 1. (4.93)
T

4.4.2 Funcgao Particao

Agora procederemos ao célculo da fungao particao, pois é por meio desta ferramenta
que determinaremos a susceptibilidade magnética para o esse problema. O procedimento
utilizado aqui é analogo ao da referéncia [46]. A func@o parti¢ao é definida da maneira

usual, isto é,
Z =Tre PH, (4.94)

Se escrevermos a funcao particao em termos do hamiltoniano do nosso problema e repre-

sentarmos a integral por meio de estados x-coerentes [47], temos
da i na@ard)
Z:/—%*e Ta3) 4 . (4.95)
2ml

Podemos notar que somente a parte do hamiltoniano que é transversa ao campo mag-
nético contribui para o célculo da energia livre, pois a parte paralela independe do campo

magnético B. Para calcular essa integral, utilizaremos a seguinte identidade:
O (e — 1)
gralrex — > !am * a’, (4.96)

onde a e af devem satisfazer [a, a’] = 1. Dessa forma, a funcdo particao pode ser reescrita

como , (o 5 )
—grw [ d°c X (e —1)"
_ T itn n
Z =e"2 5] o) nE:o o a'™ * a" x g (4.97)

Utilizando a relagao explicitada na equagao (4.88), a equagao (4.92) e as propriedades do

produto estrela, podemos escrever

—he d’a & (e7MPv — 1)

7 — n 4.98
=P P (499)
e, ainda,
7 =3 / orlald]al exp [~|al(1 — )], (4.99)
0
Se utilizarmos a identidade [;° ze~ " dy = ﬁ, chegamos a
Bhe 1
A . — (4.100)

(1= e hiey’
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Um pouco de algebra nos fornece, finalmente,

1
[ = —F". 4.101
S (22) (10
A energia livre pode ser calculada usando F' = —% In(Z). Utilizando essa relagao, obtemos
h
F = " in(sinh (724, (4.102)
1G] 2
A magnetizagao é calculada por M = —g—g. Isso resulta em
neh hBw
M = ——— coth(——). 4.1
5, COth(—=) (4.103)
E a susceptibilidade magnética é obtida usando y = —%%—Ajg, do qual temos
eh 1
=— . 4.104

Sabendo que a série de poténcias da fungao seno hiperbdlico até a segunda ordem é dada
por sinhz = x + 1/3!23, podemos escrever

eh
2me

1
x2(1+ %?)2’

)2 (4.105)

x=—(

onde z = % Utilizando agora a aproximacao (1 +y)™" = 1 —n;, podemos escrever,

ainda,
1 1
=). (4.106)

Py~ 3

X:_(ch

Se tomarmos o limite 7 — 0o, chegamos finalmente a

1 eh
X =36

3 )28. (4.107)

2mece

Esse é o valor correto para o diamagnetismo de Landau, conforme aparece na literatura
[48,49].

No proximo capitulo, extrapolaremos o nosso formalismo para o escopo relativistico.
Mediante representacoes do grupo de Poincaré, utilizando operadores-estrela, escrevere-
mos as equagoes de Dirac e de Klein-Gordon no espago de fase. Também iniciaremos

nosso estudo da teoria de campos a partir dessas representagoes.
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Figura 13: Amplitude para o potencial
Quértico, n=4
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Figura 14: Funcao de Wigner para o po-
tencial Quartico, n=4

Figura 15: Amplitude para o potencial
Quartico, n=>5
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Figura 17: Amplitude para o potencial
Quartico, n=6

Figura 16: Funcao de Wigner para o po-
tencial Quartico, n=>5

Figura 18: Funcao de Wigner para o po-
tencial Quartico, n=>6
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5 Variedade Simplética e o Grupo
de Poincaré

Neste capitulo, definiremos um conjunto de operadores-estrelas para construir
representacoes unitarias do grupo de Poincaré num espago de Hilbert, associado a uma
variedade simplética, e, como consequéncia, derivaremos as equagoes de Klein-Gordon e de
Dirac, escritas no espaco de fase. Também trataremos do teorema de Noether, campos em
interacao e simetrias de calibre no escopo do espacgo de fase. Os resultados apresentados

neste capitulo constituem nosso recente trabalho, mencionado na referéncia [27]

5.1 Estrutura simplética e espaco de Hilbert

Considere um espaco de fase 2N-dimensional como uma variedade I', definida por

meio da 2-forma,
w = dqg" N\dp,, (5.1)

chamada forma simplética. Essa forma simplética, em conjunto com o operador

= = = =

0 0 o 0J
~ 0q"Op,  Op"9q, (52)
induz o parentéses de Poisson,
{f, 9} = w(fA, gA) = fAg, (5.3)
onde
af o af o
{f,9} = 09 0] 99 (5.4)

dg* dp,  Op* Oq,
e (f = f(g",p") e g = g(g",p")). Estamos usando u = 0,1,2,3 e a métrica dada por

—gW =gt =¢g2=¢¥=—-1e g™ =0 (u+#v). Os campos vetoriais sobre " sio dados
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por

. 9f 9 af D
Xp=fh=5 5.~ o O (5.5)

Ja o espago das fungoes f(g", p*) C* é chamado de espaco de fase relativistico e denotado

por I'.

Iremos introduzir um espaco de Hilbert associado ao espaco de fase I' relativistico,
considerando o conjunto de fungoes complexas de quadrado integréavel, ¥)(q,p) em T, tal

que

/ d'pd*qv’(q,p)(q, p) < oo, (5.6)

¢ uma forma bilinear real. Nesse caso, podemos escrever ¥ (q, p) = (¢, p|¢), com

/d4pd4q\q,p><q,p\ =1, (5.7)

tal que

(1h|p) = / d'pd* ' (¢, p)0(q, p), (5.8)

sendo (| um vetor dual de [¢). Vamos denominar este espaco de Hilbert por H(I'). Na

sequéncia vamos deduzir uma representagao do grupo de Poincaré a partir de H(T").

5.2 A Aalgebra de Lie do grupo de Poincaré

A algebra de Lie do grupo de Poincaré é dada por

[M/un PO'] = i(guopu - gauPV)7 (59)
[A;u AV] = 07 (510)
[M,um MO’p] = _i<gupMua - ngM;w' + g;m'Mpl/ - guaMpu)a (511)

onde J\/JW sao geradores de rotacoes e ﬁu de translagoes.
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Os invariantes de Cassimir da algebra de Poincaré sao dados por C} = P? =
P,P*=m? e Cy = W,WH = —m?s(s + 1), onde W, é o pseudovetor de Pauli-Lubanski,
W, = —%E/WPUM YPP?. A massa corresponde ao primeiro invariante. Ja o segundo invari-

ante é referente ao spin da particula.

As representagoes escalares para esta algebra sao construidas aqui pela definicao,

~

Myo = @uﬁa - @O‘PZM (512)

sendo ainda véalida a relagao de comutacao

[@ua ﬁu] - ig;w' (513)

A representacao simplética para a algebra de Poincaré é obtida a partir dos operadores

dados por
~ i 0
Pt =phx=pl — —— 5.14
W — gl — 3 0 5.15
Q' =¢"x=¢q T Sap (5.15)

definidos no espago de Hilbert H(I).

Nossa tarefa agora é mostrar que os operadores-estrela definidos pelas equagoes
(5.12), (5.14) e (5.15) satisfazem a algebra de Lie do grupo de Poincaré. Procedendo assim,
teremos os fundamentos da construgao da teoria dos campos relativisticos no espaco de

fase.
e Equagao (5.13)

Iniciaremos as demonstracoes pela relacao de comutacgao

[Qua Pu] - iguua
que sera muito util nas demonstragoes da demais relagoes de comutacao.

Demonstragao

[@ua ﬁu] = @uﬁu - PVQ,U,'
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Aplicando o comutador em uma fungao f(q,p) = f e utilizando as equagoes (5.14)-(5.15),

temos

5 B1f — (g Ejl vy 10 y 10 10

y ZQ“ of +33(p .1 >’f _pyqu_ip”af
2 0q, 2 Op, 4 0p,,0q, 2 Op,

Lio@f) 1 0 f

2 Jq, 4 0q,0p,

q'p” —

Usando o fato de a fungao f ser continua e diferencidvel e, ainda, utilizando a métrica

para subir e descer indices, chegamos a

A D1 — [ ¥ 1 pltaqr" P”ap

Como [¢",p”] = 0, resta-nos o seguinte:

A~ i { e
Qu PAf = 519785 + 5190, = ifg".

Ou seja,

[@ua ﬁy] - ig/un

como querfamos demonstrar.
e Equagao (5.10)

[ s V]:O'

Demonstragao

Substituindo na equagao (5.10) o operador dado na equagao (5.14) e aplicando o

comutador numa fungao f = f(q,p) suposta continua e diferenciavel, temos

p_ 19w 10
B PAT =0 = 5500~ 55

Desenvolvendo essa expressao, chegamos a

0, i D
0 = 55,)F

)= -

5 oprf) iop"f) do(’f) 1o f) 1 &*f 1 &f
P BT = (P V>f_§ dq, +§ o, 2 dq, +§ dq,, _ZaqyﬁqujLZ@quaq,,'
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Como sabemos que [p,, p,] = 0, entao,

como queriamos demonstrar.

e Equagao (5.9)

Demonstracgao

Para demonstrar essa relagdo de comutagao, utilizaremos a equagao (5.12) e a pro-

priedade distributiva da comutacao. Temos entao

Utilizando as equagoes (5.10) e (5.14), ficamos com

—

[Muua ﬁo] = i(gyapu - go'/j,Pl/>7

como queriamos demonstrar.

e Equagao (5.11)

e~~~ o~ o~ o~ o~

(M, Moy) = =i(9upMue — GupMyuo + GuoMpw = Guo M)
Demonstragao

Para demonstrar essa relagdo de comutagao, utilizaremos a equagao (5.12) e a pro-

priedade distributiva da comutacao. Usando ]\7,,0. = @,,]30 — @015,,, temos entao

[]/\Z/Wa Map] = [@u Al/ - QI/ A;m QU Ap - @ppa]
= [Quﬁw @a Ap - Qp Aa] - [Auﬁm @aﬁp - Qpﬁa]
= [@“Py, @a Ap} - [@uﬁm @pﬁa] - [@Vﬁw @o Ap] + [@u A/u @pﬁa]
E, ainda,

[M,uua Mcfp] = [Qm @aﬁp]ﬁy + @,u[ﬁw @o@p] - [@,ua Qppa]ﬁu - Qp[ﬁw @pﬁa]
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~ o~ ~ ~ o~

_[@Va Qaﬁp]ﬁu - @u[ﬁ;u @aﬁp] + [Qlla Qppa]ﬁu + @V[Pua QpPa]-

Utilizando novamente a propriedade distributiva da comutagao, obtemos

—_

[M;unMap] = @a[@uv p] V+[©u7@0]Pp u+©a©u[ vy p]@u[ﬁm@a]ﬁp

_QP[AW AU] AV - [Aw @p]ﬁv AU - @p@u[ﬁw ﬁo] - @u[ﬁw @p]lﬁo
_QU[@IM Ap] P, — [Am @a Ap] Apﬁ,u - @u@o[ﬁm ﬁp] - le[ﬁua @o’]ﬁp
[

+ QuQol Py Po) + Qu[By. Q).

N
L))
2,
q“m
=

[Mum Mcfp] = igup(@uﬁa_éaﬁl/)_igup(QuPa_@aﬁu)“—igua(@pﬁu_éuﬁp)_igua(Qpﬁu_Qu

O que finalmente nos fornece

—_ —~ —~ —~ —~

[M Map] = _i(gupMua - gupM/w' + guaMpl/ - gVaMpu)a

ns

como queriamos demonstrar.

Tendo demonstrado as relagoes de comutacao que definem a algebra de Lie do
grupo de Poincaré, podemos mostrar que P? = [5#]3“ é um invariante dessa algebra. Se
P? ¢ um invariante, logo ele deve comutar com os geradores da algebra. Obviamente,
P? comuta com ﬁu: resta-nos mostrar que ele também comuta com MW. Nesse caso,

utilizando a propriedade distributiva da comutacao, temos

— ~

[M,,,, P?] = P,|M,,, P’] + [M,,, P,] P°.

o2 Iz

Se fizermos uso da métrica para descer alguns indices, obtemos

o~ o~

[Muw PQ] = gpgﬁp[M;wa ]30] + ng[M;W? ﬁp]

3]

Utilizando a equagao (5.10), temos

~ 0~

[]/W\um PQ] = gpaﬁpi(guaﬁu - gauﬁu) + gpai(gupﬁu - ga,uPV)Pa-

Distribuindo os produtos e observando que ¢g*7g,, = ¢*, chegamos a

(M, P*| = i8.P,P, — i6/P,P, + i0] P, P, — 65 P, P,.
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Apo6s manipularmos as deltas (efetuarmos as somas), obtemos

[M,,, P¥ =iP,P, —iP,P, +iP,P, —iP,P,.
E finalmente encontramos

(M, P?] = 0.

Assim, fica claro que os operadores-estrela definidos aqui determinam uma rep-
resentacao do grupo de Poincaré. Nas proximas secoes, faremos uso desta dlgebra para

escrever as equacoes de movimento para campos relativisticos.

5.3 A Equacgao de Klein-Gordon no Espaco de Fase

Estamos em condigoes de escrever uma equacao de onda para uma particula
escalar, que possui apenas uma componente que denotaremos por . A equacao de onda
¢é obtida a partir do primeiro invariante desta algebra, que é relacionado com a camada

de massa!. Assim, podemos escrever
P*p = P*P,p = m*y. (5.16)

Substituindo na equagao (5.16) o operador dado na equagao (5.15), obtemos

w1t 0 _ 19 = m? 1
0~ 5 P~ g = (517
O que nos fornece
-1 0% e i 9
_ ekl — = 5.18
1 9g70q, ip o + (p"'py — m*)Y =0, (5.18)

que é a equagao de Klein-Gordon no espaco de fase. Essa equacao possui uma solucao de

particula livre dada por
V(G pp) = f(]%)eiﬂpuqua (5.19)

onde &(p,,) € uma fungao que depende das condigdes de contorno.

A equacao de Klein-Gordon, equacao (5.18), pode ser deduzida a partir da
densidade lagrangiana

_—10g v 1

o
T H *
4 0q, Og* 2P ¥

g

o*
gt

— o) = (PP — mP )y, (5.20)

'E importante lembrar que ¥ = 1(q, p)
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onde se utilizarmos as equacoes de Euler-Lagrange para campos, obtemos a equagao
esperada.

Podemos fazer a associagdo do estado ¥(q,p) com a fungao de Wigner fi (g, p).

Mostraremos que a funcao definida por

é a fungao de Wigner. Assim, comegaremos nossa demonstracao escrevendo a equagao de

Klein-Gordon no espago de fase como

P’ (g, p) = m*Y(q,p). (5.22)

Multiplicando a equacao (5.22) a direita por ', obtemos

(p* * (g, p)) * V' (g, p) = m*¥(q,p) * V' (¢, p). (5.23)

Tomando o complexo conjugado da equagao (5.22) e multiplicando a esquerda por v,

chegamos a
U(q,p) * (W(q,p) xp*) = m*¢(q,p) ' (q,p). (5.24)

Subtraindo as equagoes (5.23) e (5.24) e utilizando a propriedade associativa do produto

estrela, temos

P’ * fw — fw *p* =0,
em que a notagao fuw(q,p) = ¥(q,p) %' (g, p) foi usada.

Se utilizarmos os parénteses de Moyal e o fato que {g, f}n = g(2$en%)f, podemos

escrever a equagao (5.24) como

ofw
=0, 5.25
94, (5.25)

{r*, fwln = pu

onde usamos p*’A = —2pd,, p*A? = 283 e p?A3 = 0. A solucao para a equacgao (5.25) ¢ a

funcao de Wigner relativistica.
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5.4 Equacgao de Dirac no Espaco de Fase

Iremos considerar uma representagao para particulas de spin % Para isso,

introduzimos o operador 7“15“, onde 15“ ¢ definido na equagao (5.14). Escrevemos entao

Y Butp = Apy x ) = map. (5.26)

Utilizando a equagdo (5.14) chegamos a
i i 0 B
Y (p, — §a—q#)w = ma, (5.27)
que é a equacao de Dirac no espaco de fase.
Sabemos que as solucoes da equagao de Dirac devem ser também solucoes da
equacao de Klein-Gordon. Iremos entao aplicar um operador na equacao de Dirac, de

modo a torna-la uma equacao de segunda ordem. Nesse caso, temos

(VB B = m*y. (5.28)
Se utilizarmos a equagao (5.14), chegamos a

v 0 v

V' (pu — 5(97#)7“% - iaqnu) = m?y. (5.29)

E, ainda, temos que
(+P,)(v'P,) = PP, = P, (5.30)
(v“B,)(v'P,) = 47" PP, (5.31)

Observe que v*4” pode ser escrito como a soma de uma parte simétrica e uma parte

antissimétrica. Assim,
vD D 1 v v D D
VBB = 50" ) By (5.32)
E para que a equacao de Klein-Gordon seja satisfeita, devemos ter
(VY + ") = 29, (5.33)
que é a relagao satisfeita pelos geradores da algebra de Clifford.

A equagao de Dirac, equagao (5.27), pode ser deduzida a partir da densidade

lagrangiana para este campo, que é escrita como

£= 10N ~ P 0,:8)] ~ (m — +'p,). (534)
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5.5 Teorema de Noether e grandezas conservadas

O objetivo agora & demonstrar o teorema de Noether em uma versao para
o espaco de fase relativistico. O enunciado do teorema de Noether aqui é o seguinte:
"A todo grupo de transformagoes continuas de ¢, que mudam £ no maximo por uma
divergéncia, existe associada uma corrente conservada". O divergente no espago de fase

relativistico é definido por

0 0

D= (g o

)SH.
A demonstracao esbocada aqui esta baseada na referéncia [51]

Demonstracao

Considere uma transformgao infinitesimal 1(q, p) — (¢, p) = ¥(q,p) + 0¥ (q, p), tal
que £ = £+ 6L em que £ = (% + a],%)S“.

Agora, 9 oL 96 9L 86
£ £ 900 £ 900
5£ =225 .
00"t o(75) dgr (2% opr

Utilizando a equacao de movimento para 1 (equagoes de Euler-Lagrange) dada por

oLt 0 0f 0 0f

il _ =0,
0v  0g"d(5%) I O(E%)
temos
0 0f 0 0f oL 06 oL 0o
0L = (—=—~W+——5—-0
a2y " o a2y T ey agr T a(25) o)
0, 0f o , 0f
= — (=50 —(—5=01).
Assim, chegamos a
0 0
T V)V
(6qﬂ + apu)] 0.
E a corrente conservada é entao
oL oL
JH = —55=00 + ——5-0Y — S*. (5.35)
o2 T a2

Como queriamos demonstrar.

Agora utilizaremos o teorema de Noether para estudar alguns casos de transfor-
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magoes do espago-tempo.

(a) TranslagGes no espago-tempo

¢ — " ="+,
P _)p/u = "+ M
Para simplificar a notacao, definiremos a coordenada simplética n* = (¢*, p*), como
também e = (e, \").

Temos

V(g p) ='(d,p")

ou

Fazendo uma expansao em Taylor até primeira ordem, temos

V(g —e,p—A)=v(qDp) - @W(q’p) — Ay%(q’p),

oq” op”
ou
0
6r=0) = (1) — o, 2
Assim, obtemos
o 9(n)
5¢(U) = & aqu
e
B oy 0 o
6L = LU+, 50+ 50— L0 g0
o o
= £(77Z} ) anu) - £(¢7 anz/)
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oL

= £L(n—¢€) —£L(qg,p) = _E"W'

Substituindo 0¥ (n) = —e¢, 8;;;’) na equagao (5.34), temos

oL W)
g = J(—€vo) +e L.
8(%) 0
Ou, mais explicitamente
. oLt oLt oY o
J* = + N—evny — N o)+ €L
o25) "oz o T opr

Lembrando que € é arbitrario, obtemos a conservacao do tensor energia-momentum canonico,

qual seja

0 0
HV =
(8q“ - 8p“)9 0

Em que o tensor energia-momentum canénico é dado por

oL oy
W= _—-———-_—g¢g"£ 5.36
oo ! (5:30)

Para exemplificar, tomaremos o caso das transla¢oes somente na coordenada associada

a posigao, ou seja, A = 0.
Exemplo 5.1 Campo de Klein-Gordon

Utilizando a densidade de lagrangiana dada na equagao (5.20) e substituindo na

equagao (5.36), temos

B+

10t 0y 0y 0v
dq,

= o o
4 “0q, 0q, 0Oq, Ogq,

QHv — —
g,

P

)+ ;ip”(l/fk ) — g™ L. (5.37)

Exemplo 5.2 Campo de Dirac

Partindo da densidade de lagrangiana para o campo de Dirac, dada na equagao

(5.34) e substituindo na equagao (5.36), obtemos

W:j_*u% ui
0 4( Uy qu+7 waqy

5 ) — g L. (5.38)

Nesses dois exemplos, um 4-vetor constante no tempo é definido por
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P’ = / 6% @ qd®p, (5.39)
em que a integracao nao ¢é realizada em ¢° e p°.
(c) Rotagoes no espago-tempo (Grupo das Rotagoes)

Considere

0g" = "qy,
opt = Mp,,
et = —e",
M =\,

¢ — ¢’ +"q,,

p” —p" + M,

Para simplificar, utilizando a notacao n* = (¢*, p*), temos

ont =en,.
Assim, o campo () se transforma de acordo com alguma representacio do

grupo, isto é,

b(n) = ' (n) = D(A)Y(A'n) = D(A)p(n* — e"n,).

Como a transformagao ¢ infinitesimal, D(A) é proximo a identidade e tem a forma D(A) =

I+ %q,a]p"’. Assim,

Y'(n) =) — 7[77@ — 00y — il Y ().
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Ou seja,

iz

5o — —%[nyaﬂ — 0,0 — i1, )0(n).

Por outro lado, sendo a densidade lagrangiana um escalar, temos

-1
0L = —eMn,0,£ = 75’\”8“[(ng“>\ — TG ) L].
A corrente conservada é entao

" . Exv o0f

Como ¢y, é um tensor infinitesimal arbitréario, temos que

(W0 =" + i) + (0 g" — ' g™) £].

9, M"* =0,

em que M*? é o tensor densidade de momentum angular, dado por

N Y R VI
MM = 0" — pro" + ¢ 0" + p o' + Za(gl)j M+ Za(a‘l")[ M. (5.40)
q p*

Exemplo 5.3 Campo de Klein-Gordon

Utilizando a lagrangiana para o campo de Klein-Gordon, equagao (5.20), podemos

escrever o tensor densidade de momentum angular para este campo como

OY* 0P

M;LZ/A — )\e,uzz o )\euy 119;1,)\ Ve,u)\ . [1/)\ 7[1/)\ 7[1/)\ *
q 0" +q +p +za(%) ¢+Z8qﬂ w+zaqu (0
1 * TV 1 v *
= SPUTN  SpRTy (5.41)
em que 0" é dado na equacao (5.37).
Exemplo 5.4 Campo de Dirac
1— 1 _

MPA = =0 — MO g 4 p O — ST TN+ T, (5.42)

onde #** ¢ dado na equagao (5.38).
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Em ambos os casos considerados, podemos determinar o momentum angular por meio
de
M = / MPOBgdPp. (5.43)

(c) Simetrias Internas

Além das simetrias geométricas induzidas por transformagoes no espago-tempo,
podemos considerar as simetrias internas, que sao as simetrias associadas com transfor-
magcoes intrinsecas do campo. O caso que analisaremos aqui é o da simetria de calibre
de primeira espécie, que, embora nao seja tao relevante fisicamente, nos fornece correntes

conservadas. Para esse fim, consideraremos as transformagoes

wl — e*iAw e W — eiA@’

em que A é uma constante. Fazendo uma expansao até primeira ordem, temos

P =(1—iNyY — 0 =—ily

V= (14+iMT  — 6% = iAD.
Para esse tipo de transformagao 6 £ = 0.
Exemplo 5.5 Campo de Klein-Gordon

Utilizando a transformagao dada e substituindo na equagao (5.35), obtemos a

corrente conservada para o campo de Klein-Gordon,

i oy

0 o
= Z(wﬁiqu

+Yt—

) + P (5.44)

Exemplo 5.6 Campo de Dirac

Utilizando a transformagao dada e substituindo na equacao (5.35), obtemos a

corrente conservada para o campo de Dirac,
" =Py, (5.45)

Nesses dois casos, podemos encontrar uma quantidade identificada como a carga

do campo,
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Q= /jodsqd?’p. (5.46)

5.6 Interacao

Podemos, nesse contexto de espacgo de fase, explorar problemas com interacao.

Para isso, tomemos a densidade de lagrangiana

_;1371#% i
4 8qu8“ s

oy ot

oqr " dq =) = (' — m* )Yyt + Uyyl), (5.47)

que leva & equagao de Klein-gordon sujeita ao potencial dado,

1 8% LU

Togoq,  Pog t WP V) =0, (5.48)

em que V() = %ﬁ;;ﬁ). Notamos que p é apenas um parametro nesta equagao diferencial

parcial.

A fim de buscar solugoes para a equagao de Klein-Gordon, equagao (5.48),
utilizaremos o método da funcao de Green. Para isso, suponhamos uma distribuicao

pontual, a qual uma fungao G = G(¢*, ¢'*, p*, p'*) satisfaz

-1 0*G 0G
— — ipH o — m2G = §(g" — M) (pt — p't 4
1 g0, " Og- + Py =) (" = ¢")o" = "), (5.49)

onde G é a funcao de Green. Pelo principio da superposicao, temos que a solucao para

nossa equagao é dada por

V(g" p") = Yo(d", p") +/d“q’“d‘*p“‘G(q”,q’”,p“,p’“)V&/})y (5.50)
em que Yo(g", p*) € solugao do problema livre.

Agora nosso trabalho consiste em encontrar a func¢ao de Green. Para isso,
aplicaremos uma transformada de Fourier na equagao (5.48), em que as coordenadas

correspondentes no espago de Fourier serdo ¢* — k* (note que a transformada de Fourier

foi calculada apenas na coordenada posi¢ao). Apods a transformacao, tal que F [
—k2G (k" p), F[a—G] —ik'G (K", p) e F[G] = G(k",p"), segue que

8q“8qu ]



1 5~ ~ -
TKG( p) = PR G (R )+ ("p — m?) G, ") = (" = "),

onde F[g] representa a transformada de Fourier da func¢ao g. E, entdo, obtemos

~ S(pt — p™)
G(k" " p'*) = .
(.25.2%) ik = prky + (pip, —m?)
Desse modo
1 L
Gl d"r" ") = g )4/d4k“6‘”“ “G (k" p)
T
S R PV i
(2m)* k2 = prky + (prp, — m?)

E a solugao da equacao fica dada com a substituigao da tltima expressao em

¥(g",p") = vo(q", p") +/d4q’“d4p’“G(q“,q’“,p“,p'“)V(l/JL

que é uma solugao para o problema proposto.

5.7 Simetrias de Calibre no Espaco de Fase

5.7.1 Calibre Abeliano

97

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

Outro aspecto relativo a campos em interacao que vale a pena ser analisado no

contexto do espago de fase é a simetria de calibre. Iniciaremos nossa discussao com o

caso abeliano, tratando do campo escalar, considerando uma transformagao de fase local,

dada por ¢'(q,p) = €*@P)¢(q, p). Tomando o pequeno, temos ¢ — ¢ — iag, 6¢ = —iag,

36T = iagl, tal que
0 0 ; 0 0 ., 0 0

5[(37(]# + aTw)fb] =— K(‘?T]“ 877“) J¢ — O‘(aTIM + aTgu)qb’
e
0 0 0 0 0 0
5[(@ + aTgu)ng] = i[(aT]u + OTOM)CYWT + ia(a—qu + Tpu)ﬁg-

(5.55)

(5.56)

Usando a densidade de lagrangiana dada na equagao (5.20) para o campo escalar livre,
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obtemos ;
_ it 0¢ 1 09 Al — ik

Contudo, se utilizarmos a invariancia da lagrangiana sob tranformacoes de gauge,

introduzimos o campo de calibre U(1), tal que a lagrangiana total é dada por

-1 0¢ 0ot I T@gb 0! u 9 oot
Liotal = T@@"‘?ﬁ (¢ 87q“ ¢87q“) (p'py — m*) P

1
— ejtA, + A A GG — 1

Podemos escrevé-la ainda da seguinte forma:

Eutn = (00— 5 i + 1A, )40 + S50 — eA6h) 4 w00 P E (559
onde F, = 0y, Ay — 0g, Ay
Uma derivada covariante pode ser definida por
Dy = (- -0 Liea,), (5.59)
2 Og+
levando a
£ = D,¢D"¢! + m?pp! — iF“”FW. (5.60)

. L. L = i 0 .
E importante notar que o acoplamento minimo ¢ dado por P, — p, — 39 T ieA,, como

era esperado.

5.7.2 Calibre Nao-Abeliano

Discutiremos agora a construgao de uma teoria de calibre nao-abeliano no espago de
fase. Iniciaremos nossa discussao, considerando que a densidade de lagrangiana para o

campo de Klein-Gordon no espaco de fase pode ser escrita por meio da expressao

£= (0% ) (px 8') + 6. (5.61)

Nesse sentido, percebemos que se utilizarmos a propriedade da integragao do produto

estrela, podemos escrever o Lagrangeano escalar da seguinte forma,

S = /d4qd4p ((p“ *x ) * (py* o) +m2p« ¢T) . (5.62)
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Consideraremos, também, que a lei de transformagao local para os campos ¢(q,p) e

¢'(¢,p), seja dado por,

¢(q,p) = ¢(¢,p) * 9(q, ), (5.63)
e
¢'(¢,p) = 9'(¢,p) * (¢, p), (5.64)
tal que,
9(g,p) = X7,

onde, se considerarmos |A| < 1, as variagoes nos campos ficam dadas por

6é(q,p) = 19(q, p) * \(q, p), (5.65)

Estudaremos agora, como sao dadas as variacoes do primeiro termo da lagrangiana,
(p"*d(q,p))* (pu* ' (q, p)) sob a mesma tranformagio dada nas equagdes. Nesse sentido,

percebemos que,
g p)

S(p! @) =ipt * px A(q,p) + ;cb* 0 T (5.67)
¢ O\
1
(5(])#*(&) — z'>\(q,p)>‘<pua(<;§T + 2a(qq;p)*¢T, (5.68)

nao se tranformam covariantemente como ¢(q,p) e ¢'(q,p) fazem. Dessa forma, pre-
cisamos construir uma derivada covariante, de forma analoga a do caso abeliano. Para

esse fim, definamos a derivada covariante dada por,

D,ud(q.p) = pu* &(q, p) — id(q,p) x W, (5.69)

(Do (q,p))" = pu* ¢'(q,p) + W, % ¢'(q,p). (5.70)

E, ainda, devemos considerar que o potencial calibrante, W,, se transforma de acordo

com, .
1 0Xg,p)
2 Ogt

onde, {A, B}y = Ax B — B % A, representa o paréntese de Moyal.

5<Wu) =

+ i{W,, Mq,p) } s (5.71)

Agora, avaliaremos se, sob essas condicoes, teremos as transformagoes dadas correta-
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mente. Vejamos como fica dado d(D,¢(q,p)).

0(Duo(q,p)) = (pu*xd(q,p)) —idd(q,p) x W, —id(q,p) x 6W,

O\
= ipu* &g, p) x Mg, p) + ;qb(q,p) * a(g;p)
1 ON
+0(q,p) x Mg, p) * Wy = 56(a,p) 8<Z’p>
o

+6(q,p) * {Wp, A(a,p)
= i(pu* d(q,p) — i6(q,p) x W,.) x (g, )
= i(Duplq,p)) * Ma,p),

que é o resultado desejado, ou seja, a regra para a transformagao covariante. O mesmo

vale para a derivada covariante de ¢'(q, p), (D,9(q,p))', ou seja,

5((Duop(q,p)) = 6(pu*o(q,p)) — i6W, * ¢ (q,p) — iW, % 59" (¢, p)
= ipu* Ma,p) * ' (g, p)+1m( ) * ' (q,p)

2 Ogr
10X
5 1 1 (4up) ~ Wik N ) 61 0.1)

—A(g,p) * Wy x 1 (¢,p) + Wy x A(g, p) * ' (¢, p)
= —iMq,p) * (pp % &' (0, p) + W, % 61 (¢, )
= —iXq,p)* (Dué(q,p))T,

que é o resultado esperado. Além disso, podemos adicionar na lagrangiana o termo que

resulta na dinamica do campo de calibre no espago de fase, W, x W#", onde

ow, 6W
Wy = Gq“ — {W,, W, bt (5.72)
Dessa forma, ficamos com a acao dada por,
S = / d*qd*p ((Dugb(q, p)) * (Dup(q,p))" +m?px @' + W, W’“’) . (5.73)

As equagoes de movimento, obtidas a partir da equacao de Euler-Lagrange, ficam escritas
da seguinte forma,

OW,.,
g,

— W x W, = (Dud(q.p) * ¢'(q,p) + &(q, ) * (Dud(q,p))', (5.74)

onde podemos identificar a fonte J,, como,

J = D,d(q,p)) * ¢ (q,p) + ¢(q, p) * (Dud(q,p))". (5.75)
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No proximo capitulo, continuaremos nossa discussao no contexto da teoria de campos
no espaco de fase. Buscaremos, por meio da escrita dos funcionais geradores, escrever a

funcao de Green e relaciona-la com a funcao de Wigner. Estudaremos também aspectos

da quantizacao candnica no espago de fase.
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6 Integral de Trajetoria no Espaco
de Fase

Neste capitulo, continuaremos nossa analise da teoria de campos no espaco de fase.
Nosso objetivo numa primeira etapa é estudar a quantizacao dos campos de Klein-Gordon
e de Dirac no espago de fase, utilizando métodos funcionais. Por meio de um formalismo
em termos do funcional gerador, escreveremos o propagador e estabeleceremos a relagao
entre a funcao de Green no espaco de fase e a funcao de Wigner. Em seguida, analisare-
mos o campo escalar complexo com interacao quartica. Em segundo plano, discutiremos
também o processo de quantizagao candnica do campo de Klein-Gordon no espaco de fase.
Os resultados apresentados nesse capitulo constituem nosso recente trabalho, mencionado

na referéncia [50]

Como é conhecido na literatura [51, 52|, héa trés métodos de quantiza¢do de campos
classicos, quais sejam: o método da quantizagao canoénica, o método das integrais de
trajetorias e o método da quantizagao estocastica. A quantizagao canénica é um método
intuitivo, pois guarda analogias com a quantizacao de pontos materiais. J& o método
das integrais de trajetorias, introduzido por Feynman, é bastante 1til, especialmente na
quantizagao de sistemas com vinculos. O terceiro método, que consiste na quantizacao
estocastica, é o mais recente dos trés e constitui uma alternativa bastante interessante
para a quantizacao por meio de integrais de trajetorias. Esse terceiro método nao sera
discutido aqui. Como ja destacamos, nosso objetivo neste capitulo é estudar os dois
primeiros métodos de quantizacao no aspecto do espaco de fase. Iniciaremos nossa analise

pelo funcional gerador do campo escalar complexo.
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6.1 Funcional Gerador para o Campo Escalar Com-
plexo

Podemos definir, para o campo escalar complexo livre na presenga das fontes J(q, p)

e J*(q,p), o seguinte funcional

ZolJ, ] = /D¢(q,p)/D¢*(q,p)
xexpi [ d'ad'pl£6(6,0") — J(a.p)0" = J'(a.p)0la.p)],  (6.1)

em que [ D¢ ef D¢* representam as integrais funcionais de ¢(q,p) e ¢*(q,p), enquanto
[ d*qd*p representa a integracdo em todo o espaco de fase. Apesar de estarmos traba-
lhando no espaco de fase, toda maquinaria para tratar integrais funcionais continua valida.

Percebemos, entao, que a equagao (6.1) pode ser escrita como

21107 = [ Détap) [ D" (a.p)

Lo =000 1, 06  9¢"
xexpi [ d'qd'p] T 95 T 37 5~ Vo)

—(p"pu — m*)d(q,p) 9" (q7p) J(q,p)¢"(q,p) — J*(q,p)d(q,p)]-

(6.3)
Admitindo que as fungoes ¢(q, p) e ¢*(q,p) sdo bem comportadas, temos
—19¢ 99" :
/ dqd'p—- 50 50" = / d'qd'pe" 026 (6.4)
e
1. <b
/ d4qd4p§w“(¢ i 8(]“ / d'qd'pip/¢" = (6.5)

Com o uso das equagoes (6.4) e (6.5), a equacao (6.1) pode ser escrita como
Zo[J, )] = /D¢(q,p)/D¢*(q,p)

R Ry N ¢ )

xexpz/d qd p[4/d qd’pg*0;¢ + iphe 9

—¢"(q.p) (0" —m*)é(q.p) — J(¢,p)¢"(¢.p) — J*(¢,P)d(q.p)].

(6.7)
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E agora, se utlizarmos

/ DéD¢" exp |~ / ¢* Agda] = (det A)~1, (6.8)
obtemos
. 1 07 .0 N
Zo[J, J] = [det(ia—(f + Zp“@ — (P =m?+ie))]
1 0% 0
: * TR T
Xexp[Z/J (q,p)[mq2 G

—(p* —m?® +ie)J (¢, p')dgdpdq dp'].

E ainda, na auséncia de fontes, temos

2ol0] = [det (-2 i O~ ey 6.9
0 - e(4aq2+2p aq’u (p m+2€))] . ()

Nesse sentido, o propagador satisfaz a equacao

102 0 9 9 .
(Z@ + Zp“afqu — (0" —m’+ie))Aplg—q',p—p)=6dla—q)p—p),  (6.10)
tal que
Brla—d.p =) = b +ip 22— (= m) (6.11)
F ’ 4 0q? Og+ ' '
Dessa forma, o funcional gerador para o campo escalar complexo livre pode ser escrito
como
102 )
7 = Tdet(= 2 4t (2 — )L
o[/, J7] [e(wqﬂp o~ @ =)
exp [i / J (¢, p)Ar(q—d,p—p)J(d,p")dgdpdq dp']. (6.12)

Usando esse funcional gerador, a fungao de dois pontos pode ser escrita como

%[0, ]
0J*(q,p)6J (¢, p")

em que T é o operador de ordenagao do tempo. A relagao entre Ap(q — ¢',p —p) e

Golg—dq',p—1) = l7=r+=0 = (0|T[6(q, p)o" (¢, p)]|0),  (6.13)

Go(q —¢',p—p') ¢ dada por

Golg—d,p—1)=ilp(g—¢,p—1). (6.14)

Obtemos a interpretagao fisica para o nosso formalismo, notando que Go(¢—¢',p—p')
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é relacionada com a funcao de Wigner por meio de

0 0 0 0

0 1 -2 27 —d.p—7). 1
fw(a,p) = qplglqpexp(@aqap 5q’8p>G0(q ¢, p—1) (6.15)

Com esse resultado, podemos escrever que o valor médio de um observavel A(g,p) no

espaco de fase é dado por

0 0 0 0

A( 1 _—— —qd.,p—9p ) 1
qp{q plTppeXp(zaqap 8q’8p)G0(q ¢,p—p')}dgdp (6.16)

6.2 Funcional Gerador para o Campo de Dirac

Vamos analisar agora a quantizagao do campo de Dirac livre. Os métodos funcionais
no espacgo de fase para férmions sao introduzidos mediante a definicao da algebra de
Grassmann em I', que é similar ao caso usual. Dessa forma, escrevemos o funcional

gerador para o campo de Dirac como

2l = [ oD e (i [0 — 2L

—p(m — A'pu) + nlq, p)v(q, p) +7(q, ) (q, p)]dadp}.

Definindo -2~ 9V = (%)7“1/} — Ev“%, temos

Zina) = [ DeDTesn (i [155000 5~ (= p)

+n(q, p)¥(q,p) + (g, p)¥(q, p)]dgdp},

em que 7 e 7 sdo as fontes de v e 1), respectivamente. Escrevendo o inverso do propagador

como S~ = fy“ o — (m? — 4*p,,),obtemos a expressdo para o funcional gerador:

Zln7) = [ DeDTesp{i [0+ n(a.p)b(a,p)
+7(q, p)¥(q, p)ldgdp}.

Essa expressao nos leva a

1

Zoln.7) = exp (=i [ 0la.p)Sn(d',p)dadpda' dp')det(i5 ™) (6.17)

Sabendo que N = det(:S™!), temos

Zoln, M) = exp [—i / 7(q,p)S(q — ¢, p— p")n(d . p")dqdpdq dp']. (6.18)
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E a fungao de dois pontos é dada por

6*Z[n, 7 |

n(q', p)on(q, p) =" (6.19)

_/ — / — —
Slg—q¢.p—1) 5

E a relacao dessa funcao com a funcao de Wigner fica dada por

o 0 0 0
,p)= lim exp(i—a—=—=—)S(q—¢,p—9p), 6.20
fw(a,p) o m D ( 9.0y _ 0¢ 8p) (¢—d,p—1) (6.20)
o que nos leva a interpretagao fisica do formalismo. Na proxima secao, discutiremos o
formalismo funcional para campos em interacao. Trataremos, em particular, da interacao

AL,

6.3 Funcional Gerador para Campos em Interacao

Consideraremos agora o funcional gerador do campo de Kelin-Gordon complexo com
interagdo no espago de fase I'. A Lagrangiana é £ = £y + £i,(¢, ¢%), em que £y é
a Lagrangiana do problema livre e £;,; é a Lagrangiana referente a interacao. Nesses

termos, o funcional gerador normalizado é dado por,

Z[J,J] = Zl()/D¢D¢* exp [iS — i/dqdp(J(q,p)¢*(q,p) +J*(q,p)o(q,p))], (6.21)

onde S = [d*qd*p£. Nosso objetivo agora ¢ encontrar uma expressao para o caso dos
campos em intera¢ao analoga a equagao (6.12), obtida no caso dos campos livres. Vamos
iniciar nossa discussao notando que a derivada funcional de Zy[J, J*] com relagao a J*(q, p)
é
1% = —/dq’dp’AF(q —d¢,p—p)J(d.P)
x exp (—i / J*(q,p) A J (¢, p)dgdpdq'dp’).

Usando [10? + ipdy — (p* —m?)], encontramos a equagio diferencial para Zo[J, J*], isto ¢,
10Z[J, J*]

i 6J*(q,p)

A partir da equagao (6.21), podemos escrever

[0+ v, — (7 — )] = J(a.0) 2l ), (6.22)

16Z[J, J*| _ 1 *
Zm = ZO/D¢D¢ ¢(q,p)

xexpliS —i [ dadp(J(q.p)0"(a.p) + T (a.P)o(a.P)].  (6:23)
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Introduzindo o funcional
exp S

.24
26,6 = =5 (6.24)
é possivel escrever
20,7 = [ DoD" Zlo,6"|expl=i [ dgdp(J(a.p)s"(a. )], (6:29)
que é uma espécie de transformada de Fourier do funcional gerador.
A derivada funcional de Z [¢, ¢*] com relagao a ¢* implica em
SA0I]_(Lop s ipd, - (- m¥elan) + L2206 (620
S o
Multiplicando a equagao (6.26) por exp [—i [ dgdp(J¢* + J*¢)] e integrando sobre ¢ e ¢,
encontramos
1 , 16Z[J, J*
IlJ] = (=07 0, — (p* = m?)) s "=
0Ly 1 6 190
— - -—1Z[J, J*
6¢*(q,p)[i 0J*’ z'&]] 2 T7);
em que
5219, ¢"] : -
|=1i | DpDo* 56" exp [—i [ dqdp(Jo* + J*¢)]. (6.27)
Integrando por partes o lado esquerdo da equagdo (6.27) , encontramos a equagao
diferencial
1 , 16Z[J, J*|
—J Z[J,J = [50? 0y — (p* —m?)] 5 — =
0L 1 6 190
L 1Z[J, J*].

5o (g p) i8I 187
Podemos mostrar que a solucao da equagao precedente é dada por

16 196

Z[J,J*] = Nexp|[— /dqdpfmt[ 57357

1 Zo[J, "), (6.28)

em que N é um fator normalizante. Para demonstrar esse resultado, usaremos a férmula

de Baker-Hausdorff,
1
exp (A)Bexp(—A) = B+ [A, B] + 5[14, [A, B]] +

em conjunto com as relacoes

1 )

gm] =i0(q —q)o(p— 1), (6.29)

[J(q,p),
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1 )

gm] =i0(q —q)o(p— 7). (6.30)

[T (g, ),

Nesse caso, segue que

0L 1 ) 1 )

FJ(q,p)F" = J(q,p) + - = : 6.31
(@) (2.7) 5¢*(q,p)(l 6J(q\p) 1 5J*(Q’,p’)) (6.81)
onde F = exp (i [ diqd*pLin) e F* = exp (—i [ d*qd* DL int).
Dessa forma, podemos escrever
J(a.p)Z[J,J] = NJ(q,p)
X ['/dd£(1 1 0% vz (632
exp ? q p wnt i&J*(q”p’)’ Z(Sj(ql7pl) 0- .

Usando a equagao (6.26) essa expressao nos fornece

1 o )

i6J*(q,p) i 6J(q,p)
1 1) 1 1)

)]

L[J] = Nexp [i/dqdpfmt(

0
<@p)+ M’a’“(? 0J* (¢, p) i 0J(q.p) )
xZo[J(q,p), J* (¢, p)], (6.33)
onde
LJ} = J(a,p)Z]J(q,p), J" (¢, p))- (6.34)

Tomando a equagao diferencial para Zy[J, J*] e trocando £/, e expi [ £, a equagao
anterior se reduz a equagao diferencial para Z[J, J*], como queriamos demonstrar. De

posse desses resultados, trataremos na préxima secao da interacao A¢?.

6.3.1 Teoria ¢*

Como um exemplo, consideraremos aqui o campo escalar complexo em I' com
a auto-interacio \¢*. Esse potencial descreve bésons em interacao de contato. Nosso
objetivo é determinar a funcao de Wigner para esse processo. O primeiro passo é deter-

minar a funcao de dois pontos para esse exemplo. Para isso, considere a densidade de

Lagrangiana:
1909 1. .09 _ 0o*
T@@q“ + PR (¢ g ¢8q“)
A
(PP — m?) o™ + 5(07)?. (6.35)

4
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Vamos entao utilizar o método desenvolvido na se¢ao anterior para determinar a funcao de
Green desse caso, tratando o termo de interagao como uma série de poténcias até segunda
ordem na constante A. Dessa forma, o funcional gerador Z[.J, J*] torna-se

4] 5,1 0
(q,p)> (55J(q,p)

2 1 1) 1 1) 1 1)
~Z | dadp(= 2/ 2/+ 2
16/ 1 p(iw*(q,p)) (MJ(q,p)) <Z'5J*(q’,p’))

1 0 2 3 *
gm) +O(N°)} Zo[J, J7).

)2

A 1
21T = N{1+i7 [ dadp(5o

xdq'dp'(

E importante observar que para a ordem M, temos Zy[J, J*], que é o funcional ger-

ador do campo livre. Para analisar a ordem A, precisamos calcular a derivada funcional

(%M*((Sq p))2(%5J(fz p))2ZO[J, J*]. A primeira derivada ¢ dada por

1 )

- . * A A o / /ddd/d/ .
1 0J(¢" p") exp[z/J (¢, p)Ar(q—¢,p—p)J(d,p")dqdpdq dp'], (6.36)

o que leva a

16Z0[J, J*]

<; 5J(q”,p”)

) = /J*(qm)AF(q” —q,p" — p)dgdp
X exp [i / J(q,p)Np(q—d,p—p")J(d, p")dgdpdq'dp’].

Temos também que

1 ) ) .
- * A ! ! / /d d d /d ’
(iéJ(q”,p”)) exp [Z/J (Q7p) F((] q,p p)J(q,p) qdpdq p]

= [/ J(q,p) Ar(q" — q,p" — p)dgdp]?
X exp [i / J*(q,p)ArJ(q,p')dgdpdq dp').

E ainda, temos também que

e e
7: 5J*(q//’p//) /L 5J<qll,p//)

2o = Lp(d"—q"p" - p”)2[/ T (q,p) (g —q",p— "]
x exp [i / T (4, p) Ar I ()]
+[/ T (¢, p)Dr(q" — q,p" — p)dgdp]?
x| / Ap(q" =g, p" =) J(d,p)dgdp)

x expli / T (@.p)0r(¢ — d,p— 1) I (@, P)].

Definindo yo[J*, J] = (%JJ*(;,,7P,,))2(%6‘]((;,5,71),,))220[(]*, J],finalmente obtemos



110

XolJ5J] = {28%(¢" —¢".p" — ") + 405 (" — " 0" = D")
X([/ J*(¢,p)Ar(q —q",p — p")dgdp]
ol / Ap(d" =4 p" = p)J(dp)dd'dpT])
+[/ T (q,p)Ar(q = ¢",p — p")dqdp]®

X [/ dq'dp' Ar(q" — ', p" — ') J(d )Y Zo[ T, ).

Dessa forma, a funcao de dois pontos é dada por

52 Z[J%, J]
J(q1,p1)6J*(q2, P2

Se considerarmos até a primeira ordem em A, temos

G(q1,q2;p1,p2) = B )]J:J*zg. (6.37)

G(q.¢5p.p") = Golg,d;sp,p)
A i /! /! 1/
~i5Go(0) [ dg"dp'Golq" — 4.0 — )
xGo(¢" — ¢, p" = 1) + O(N?),

em que trocamos ¢ € p; por g e p e qa € po por ¢ e p' . A partir dessa expressao,
concluimos que as regras de Feynman para os campos no espaco de fase sao similares as
regras para o caso usual da teoria de campos no espaco de configuracao. A diferenca estéa
no fato de que nesse caso o propagador é escrito no espaco de fase. A partir dessa fungao

de dois pontos, calculamos a funcao de Wigner por

. i ! /
fw(g,p) = lim exp 5(3@/—%%)G(q,q;p,p)- (6.38)

(¢'.p'—q,p)

Aplicando o limite e expandindo o produto estrela até segunda ordem (que é equiva-

lente a considerar termos quadratico na constante de Planck), obtemos

)\ /! /!
fw(e,p) = fule,p)— §Go(0)/dq dp
xGo(¢" —q.p" —p)Go(¢" — ¢, p" — )

2 VR 2 IV
L (FGla—dip—p)  PGola—dp p))
2 (¢'.p'—q.p) dq'0p dqop’
A
+—Go(0) lim (8q8p’_aq’ap)
4 (¢',p'—q,p)

X / dq"dp"Go(qd" — q¢,p" —p)Go(d" — ¢, p" —p) + ..., (6.39)
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em que

fv(q,p) = lim  expz@% %% Gy(q,q;p,p) (6.40)

(¢’ ,p'—q,p)

corresponde a ordem zero em A e descreve particulas livres se movendo no espaco de fase.

A primeira ordem em A, contudo, fw (q,p), descreve bosons em intera¢ao de contato no

ponto (q,p).

6.4 Quantizacao Canonica do Campo de Klein-Gordon

Nosso intuito agora é analisar a quantizacao candnica do Campo de Klein-Gordon no
espaco de fase. O método da quantizacao candnica de campos segue o procedimento de
quantizagao de Dirac. Os célculos realizados nessa se¢ao sao semelhantes aos desenvolvi-

dos na referéncia [53], que trata da quantizagao canoénica de teorias nao-comutativas.

A partir da densidade de lagrangiana para o campo de Klein-Gordon no espaco de

fase, que pode também ser escrita como

£ =p"*d(q,p)pu* ' (q,p) + M*$(q,p)o' (¢, p), (6.41)

definimos os momenta conjugados aos campos ¢(q, p) e ¢'(q,p), da seguinte forma:

0L Y

e

@0) © " T (@)

Realizando os calculos, escrevemos

—19¢" 1. o —l.g
TS T ap TP T e
(S
199 1 1
s = 1o 2zp0(b— 5P * .

Os campos ¢ e 7 s@o agora operadores definidos no espago de Hilbert H(I"). Seguindo
a prescri¢ao usual de processos de quantizacao candnica, impomos as seguintes regras de

comutacao:

[7(q, q05 p), $(a/, qo; )] = id(q — q/)d(p — p1), (6.42)
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7" (¢, 40 p), &' (a7, @03 1)) = i6(q — q1)S(p — p), (6.43)

sendo que os demais comutadores entre os campos e momenta sao nulos.

6.4.1 Decomposicao de Fourier do Campo. Operadores de Cri-
acao e Destruicao de Particulas

Os campos ¢(q,p) e ¢'(g,p) sdo operadores, cujas expansoes de Fourier podem ser

escritas como

3
00.0) = [ Trigoalath.pe ™+ b (k)] (6.44)
e
50.) = [ o bl e+ al )] (6.49)
[(27)3 2wy |1/2
em que wy, = [(1k — p)? + m?"/? e as variaveis canonicas relativas a posi¢ao sdo dadas
por ¢ — k.

E importante destacar que as funcoes

efik:q
frlg) = m,
formam um conjunto ortonormal
[ i @p s fila)de = 6 ~ ), (6.46)

em que ApxB = A(p° x B) — (p° x A)B

Sendo assim, os campos ¢(q,p) e ¢'(q, p) podem ser escritos como

&Pk ; ]
6@.0) = [ (gl D@ + 81k, p) i (a)] (6.47)

) t dk f +
6'(0:0) = [ gyl P ela) + ') fi (@) (6.48)
As equagoes (6.47) e (6.48) podem ser invertidas utilizando a equagdo (6.46), o que resulta
alk,p) = [ dql(2r) 2]} fip*o(q. p); (6.49)
bk p) = [ d'ql(2m)* 2 fipPxo' (g, ) (6.50)

al(kp) = [ dql(2m) 2] 6 g, pIpPxfi (6:51)
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b (k,p) = / d*q[(27)*2wi)2 6(q, )P . (6.52)
A partir das equagoes (6.49) e (6.51), podemos calcular o comutador:

la(k,p),d (K ,p))] = / dqdPq (27)* (2w, 201) 2 [ fipO%(q, ), &' (¢ 1) PO fi],

= / & qd®q (2m)? (2w 2wp ) [fip° % & — p° % [, 6Tp° % fro — 0 % & fi],

= [ g (@m0 U 5 Felp % 6.6+ fior x il * 611},

= /d3qd3q'(27r)3(2wk2wk/)%f;ﬁfk/.
O que finalmente nos leva a

[a(k,p),a’ (K, p)] = (27)32w6(k — K). (6.53)

Similarmente, podemos demonstrar que
[b(k,p), b (K, p)] = (27m)3 2w, (k — k'), (6.54)

e que os demais comutadores sao nulos.

Os operadores a(k,p), a'(k,p), b(k, p) e bl (k, p) serdo fundamentais na interpretacio
de particula da teoria de campos quantizados no espaco de fase. Nesse caminho, podemos

definir os operadores

N(k,p) = a'(k, p)a(k,p) (6.55)

M(k,p) = b (k, p)b(k,p). (6.56)

E uma tarefa simples mostrar que N(k,p) e N(k',p') comutam, como veremos a seguir,

[N(k,p), N(K'.p")] = [a'(k,p)a(k,p),a' (K, p)a(K p)]
p
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~ 0 (6.57)
De forma analoga, podemos mostrar também que [M (k,p), M(k',p")] = 0.

[M(k,p), M(K',p")] = [b'(k,p)b(k,p),b' (K, p")b(K,p')]

= b(k, p)b(k,p), 0" (K, p)]b(K, p')

+b (K, )b (k,p), b(K', p")]b(k, p)
(

= (bT(k,‘,p)b k/ap/) - bT(ki/,p/)b(k?,p))5(k - k/)

= 0. (6.58)
Assim, podemos escrever,
N(k,p)ln(k, p)) = n(k,p)|n(k, p)), (6.59)
e
M (k,p)lm(k,p)) = m(k, p)lm(k, p)). (6.60)
E ainda, se considerarmos as seguintes relacoes de comutacao, [N (k,p), a'(k,p)] = a'(k, p)
e [N(k,p),a(k,p)] = —a(k,p), notamos que sao validas as seguintes expressoes,
N(k,p)a' (k. p)ln(k,p)) = (n(k,p) + 1)a' (k, p)|n(k,p)), (6.61)
e
N(k,p)a(k,p)|n(k,p)) = (n(k,p) — 1)a(k, p)|n(k,p)). (6.62)

Do mesmo modo, encontramos

M (k, p)b' (k, p)|m(k,p)) = (m(k,p) + )b’ (k, p)|m(k, p)) (6.63)

M(k, p)b(k, p)lm(k,p)) = (m(k,p) — 1)b(k, p)|m(k,p)). (6.64)

As equagoes (6.59), (6.61) e (6.62) nos informam que, se o estado |k,p) tem autovalor
n(k,p), e os estados a'(k,p)n(k,p)) e a(k,p)|n(k,p)) sdo autoestados de N(k,p) com
autovalores n(k,p) + 1 e n(k,p) — 1, respectivamente. E, analogamente, por meio das
equagoes (6.60), (6.63) e (6.64) pecebemos que o estado |k,p) tem autovalor m(k,p) e
os estados b'(k, p)|m(k, p)) e b(k,p)|m(k, p)) sao autoestados de M (k, p) com autovalores
m(k,p)+1em(k,p)—1, respectivamente. Dessa forma, os operadores a'(k, p) e a(k, p) sdo
interpretados como operadores de criagao e aniquilagao de particulas, respectivamente. E,

de forma andloga, b'(k, p) e b(k, p) podem ser interpretados como operadores de criacdo e
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aniquilacao de antiparticulas, respectivamente.

Nesse sentido, se utilizarmos o ordenamento normal, podemos escrever o hamiltoniano
do campo de Klein-Gordon no espago de fase utilizando os operadores de aniquilacao e

criacao. Podemos escrever, entao,

e[ @ggwwk,mak,m 0l (k. p)blk. ). (6.65)

E a carga do campo de Klein-Gordon no espaco de fase, escrita em termos desses mesmos

operadores, é dada por

Q= | Gy ok p)alk.p) (k. o) (6.60)

Podemos mostrar também que as particulas que sao os quanta do campo de Klein-Gordon

obedecem a estatistica de Bose-Einstein. Para isso, basta notarmos que

1
(n(k, p)!'m(k, p)!)

Pela relagao acima, percebemos que nao ha restrigao para n(k, p) e m(k, p), ou seja, qual-

n(k, p), m(k,p)) = g lat (%, p)]"[b* (%, p)]™10). (6.67)

quer namero de particulas e antiparticulas pode existir em um mesmo estado. Portanto,
as particulas sao classificadas como bosons. Esse resultado se deve as relagoes de comu-
tagao dadas nas equagoes (6.53) e (6.54). Essas conclusoes sdo conhecidas como a conexao

entre spin e estatistica, que foi primeiro tratado por Pauli [54].

Uma importante relacao que pode ser mostrada facilmente, trata da correspondéncia

entre a solucdo da equagdao de Klein-Gordon livre o(q,p) = £(p*)e *#4" e a expressio

(0l¢(q, p)|k, p), que é dada por,

©(q,p) = (0le(q, p)|k, p). (6.68)

Para demonstrar essa relagao, introduziremos a equagao (6.44) na equagao (6.68), obtendo,

3k

(0le(q, p)lk,p) = <0|/[(27T)§W[a(k,p)eikq+bT(/f7p)e"kq]|k,p>

= S(p—pe ™.
Resultado que corresponde a solucao da equacao de Klein-Gordon livre no espaco de fase.

Estabeleceremos agora a relacao entre a funcao de Green calculada no capitulo 5,
equacao (5.53), e a expressao (0|T[¢(q,p)o' (¢, p')]|0), que é importante por estabelecer a
relacao entre o processo de quantizacao candnico e o processo de quantizacao via formal-

ismo funcional. Nesse sentido, iniciaremos os calculos a partir da fungao de Green, dada
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por '
1 /d4/€“ . o(p* —p/’i)eﬂk s .
(2m)* (3k0 — po)? — [(5k — p)? + m?]

Podemos escrevé-la ainda da seguinte forma,

G(g", p*,p™") =

(6.69)

d*kdkqy e~ 1 1
(27’()4 QLUk %ko—po—Wk+iE %]ﬂo—p0+w;g—i€ ’
(6.70)

onde w? = (%k — p)?. A integracdo, apés uma mudanga de variaveis e a utilizagao do

G(g", p",p") =d(p— 1) /

teorema de Cauchy, nos fornece

o(p" —p") [ d’k

_ —ik(q—q") _ ik(g—q')
(2m)3 20%[9(% qé)e q—q +9((J6 q)e* =] (6.71)

G(g¢", ¢", p" p*) =21

Por outro lado, temos a partir da susbstituigao dos operadores dados nas equagoes (6.44)
e (6.45) na relacao (0|T[¢(q, p)o' (¢, p')]|0) o seguite resultado,

OT1000.0)6 N0 = [ i sl = e 0l ) (.10

+0(q) — go)e "D (0la(k, p)a’ (K, p)|0)],

onde a fungao degrau #(x) ¢ definida por f(x) = 1, para x > 1, §(z) = 0, para = < 1.
Usando a rela¢ao de comutagao dada na equagao (6.53),chegamos a,

o(p* —p") [ d’k

0 N, —ik(g—q") 0(q. — ik(q—q’).
(2m)3 QWk[ (90 = do)e +0la — ao)e |

(6.72)

(O|T[é(q,p)' (¢',1')]|0) =

E, assim, podemos escrever,

(OIT(6(a. )6 (', #)]10) = S Gla", g, ). (6.73)

Com isso, encontramos uma interpretagao para a funcao de dois pontos em termos da

criacao, propagacao e destruicao da particula entre dois pontos no espaco de fase.



117

7 Conclusao e Perspectivas

O conceito de espago de fase na mecéanica quantica foi introduzido em 1932 por
Wigner, buscando efetuar corre¢oes quanticas na mecéanica estatistica. Desde entao, o
método da fungao de Wigner tem demonstrado ser bastante ttil numa diversidade de prob-
lemas praticos da mecéanica estatistica, fisica nuclear, 6ptica quantica, fisica da matéria
condensada e também em trabalhos na area de tomografia quantica. No formalismo de
Wigner, cada operador quéntico usual é associado a uma funcao c-nimero e o produto
entre dois operadores quantico é obtido na representacao de Wigner, mediante o produto
estrela entre as respectivas fungoes c-nimeros. Isso nos remete a uma relagao entre o
formalismo de Wigner e a geometria nao-comutativa. A inser¢ao da nao-comutatividade
como parte da estrutura fisica dos fenomenos foi estabelecida por Heisenberg em 1930, que
além da sua famosa relagao de incerteza, sugeriu a introducao de relagoes de comutagao
para as coordenadas espaco-tempo. A partir da proposta de Heisenberg, a geometria nao-
comutativa passou a ser utilizada em diversos contextos, tais como na fisica da matéria
condensada, como a supercondutividade e o efeito Hall quantico, nas propostas de vio-

lagoes da simetria de Lorentz e no desenvolvimento da teoria de cordas.

Nesta tese, estudamos alguns aspectos da mecéanica quantica no espago de fase,
baseados em representagoes do grupo de Galilei e também do grupo de Poincaré em
um espaco de Hilbert definido a partir de uma variedade simplética. Neste contexto,
no capitulo 1, abordamos alguns pontos do método da funcao de Wigner, estudando
suas principais propriedades. Entendemos que, embora a funcao de Wigner, f,(q,p), seja
identificada como uma quase-distribui¢ao de probabilidades no espaco de fase, as integrais
[dqfu(q,p) e [dpfu(q,p) sdo distribuigoes de probabilidades. Vimos que, na tentativa
de representar um produto de operadores no formalismo de Wigner, surge a definicao de
produto estrela, assim como as equacoes que descrevem a evolucao temporal da funcao de
Wigner aparecem constituidas do produto estrela. Nesse sentido, devido & importancia do
produto estrela no formalismo de Wigner, ainda no capitulo 1, estudamos as propriedades

do produto de Weyl.
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No capitulo 3, vimos que, na representagao simplética do grupo de Galilei, as
variaveis canonicas sio dadas por Q = gx = ¢ + %8,, eP=px=p— %aq e os estados do
sistema sao especificados por vetores no espaco de Hilbert no espaco de fase, dados por
(g, p,t). O formalismo quéantico usual é obtido usando o método da fungao de Wigner.
Isto ¢, mostramos que a funcdao dada por f(q,p,t) = ¥(q,p,t) x ¥'(q,p,t), definida no
espaco de fase, é uma funcao de Wigner. E, em seguida, no capitulo 4, aplicamos a
equagao de Schroedinger no espago de fase para encontrar as amplitudes de probabilidade
para os seguintes casos: o potencial quartico, o potencial de Liouville e o problema de
Landau. Todos esses problemas de autovalores foram resolvidos com base num formalismo
autocontido, mostrando como o método aqui introduzido pode ser utilizado para o calculo
da fungao de Wigner utilizando as técnicas vantajosas de espagos lineares (Hermiteanos)
Nesse método, a informagao sobre os sistemas quénticos no espaco de fase é obtida de
forma direta, abandonando as dificuldades do formalismo de Wigner, tais como a nao-

positividade da funcao de Wigner.

A procura de resultados relativisticos, no capitulo 5, utilizamos novamente
operadores-estrela e construimos representacoes para o grupo de Poincaré num espaco de
Hilbert, associado a uma variedade simplética, obtendo como resultado as equagoes de
Klein-Gordon e de Dirac, escritas no espaco de fase. Também construimos lagrangianas
para as equacoes de Klein-Gordon e de Dirac e obtivemos, a partir destas lagrangianas,
as correntes conservadas parta estes dois campos. Analisamos a equagao de Klein-Gordon
sujeita a uma autointeracao, aplicando para isso o método da fungao de Green. E o
ponto principal esta no fato de que, assim como no caso nao relativistico, estabelecemos a
relacao entre as amplitudes no espago de fase e a fungao de Wigner. Estudamos, ao final,
as simetrias de calibre nao-abelianos. Com o objetivo de prolongar essas discussoes, no
capitulo 6, estudamos a quantizacao no espaco de fase, usando, para isso, o método de

integrais de trajetoria e também o formalismo canoénico.

Aspectos interessantes que ainda podem ser estudados sao outros pontos da teoria
perturbativa, tais como a construcao do potencial efetivo e os processos de quebra de
simetria no espaco de fase. Além disso, merecem ser estudados, por exemplo, o problema
de muitos corpos, a teoria do espalhamento no espaco de fase e a discussao de aspectos de

quantizacao geométrica nesse contexto.
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