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Resumo

Neste trabalho, utilizamos operadores-estrelas definidos a partir do produto de Weyl

em geometria não comutativa, para estudar representações unitárias para os grupos de

Galilei e de Poincaré. Mediante o estudo da álgebra de Galilei-Lie, fica construído um

formalismo autocontido para a mecânica quântica no espaço de fase. E buscando a aplica-

bilidade, problemas de autovalores da equação de Schroedinger no espaço de fase são dis-

cutidos, como o oscilador anarmônico, o potencial de Liouville e o problema de Landau.

No contexto do estudo do grupo de Poincaré, escreve-se as equações de Klein-Gordon e

de Dirac no espaço de fase, escrevendo também as lagrangianas e correntes conservadas

para estes dois campos. Para os campos estudados aqui, as quantidades conservadas são

deduzidas via o teorema de Noether no espaço de fase. Ainda no aspecto relativístico,

discutiu-se o problema da quantização no espaço de fase mediante o formalismo de in-

tegrais de trajetórias. A associação com a função de Wigner foi estabelecida em cada

contexto. Como uma aplicação, calculamos a função de Wigner para a teoria λφ4 no

espaço de fase. Esse resultado descreve a solução de uma equação do tipo Boltzmann,

com o termo de colisão local e não-linear.



Abstract

In this work, we use star operators defined from the Weyl’s product of the non-

commutative geometry, to study unitary representations for the Galilei and Poincaré

groups. By the study of the Galilei Lie algebra, a self-contained formalism is built for

quantum mechanics in phase space. As applications, problems of eigenvalues of the

Schroedinger equation is discussed in phase space, as the anarmonic oscillator, the Li-

ouville potential and the Landau problem. In this context of phase space, we study the

Poincaré group, deriving the Klein-Gordon and Dirac equations, as well as their respec-

tive lagrangian densities. For the fields studied here, the conservation law are derived by

using the Noether theorem in phase space. Still in the relativistic aspect, the quantiza-

tion problem on phase space it was discussed by the trajectory integrals formalism. The

association with Wigner function it was established in each context. As an application

we derive, at the one loop level, the Wigner function for the λφ4 theory in phase space.

This results describes the solution of a Boltzmann-like equation, with a local, non-linear,

collision term.
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1 Introdução

A geometria não-comutativa teve origem nos trabalhos de Weyl e Moyal, os quais es-

tudaram procedimentos de quantização no espaço de fase [1,2]. Snyder [3] foi o primeiro a

desenvolver uma teoria consistente para coordenadas de espaços não-comutativos, baseada

na representação de álgebras de Lie. Nas últimas décadas, a geometria não-comutativa

tem estado em destaque, devido a alguns resultados da gravitação, da matéria condensada

e da teoria de cordas [4,5]. Um interesse particular nesse contexto é o desenvolvimento de

teorias de representação para campos não-comutativos [6]. Contudo, esse tipo de abor-

dagem não tem sido muito explorada no contexto do programa de Weyl-Moyal (espaço

de fase). Nesta pesquisa, abordamos esse problema, com base no recente trabalho de

Oliveira et al [7], em que foi considerada uma representação para o grupo de Galilei numa

variedade simplética. Como resultado, a equação de Schroedinger foi deduzida no espaço

de fase e ficou estabelecida a associação desse formalismo com a função de Wigner. O

formalismo foi usado para tratar o oscilador harmônico e também para analisar o conceito

de estados coerentes sob o ponto de vista do espaço de fase.

A noção de espaço de fase na mecânica quântica foi introduzida em 1932, em um

trabalho de Wigner [8], que buscou efetuar correções quânticas para a mecânica estatís-

tica, sem abandonar o conceito de espaço de fase, tendo em vista que problemas como

a superfluidez do hélio não poderiam ser resolvidos a partir de uma teoria clássica [9].

O formalismo de Wigner tem se desenvolvido desde então e sido aplicado em diferentes

áreas, tais como a física nuclear, a física da matéria condensada [10–13] e a óptica quân-

tica [14–21]. Recentes trabalhos também destacam a relevância do formalismo de Wigner

em problemas relacionados à tomografia quântica, nos estudos de reconstrução de estados

quânticos e do operador densidade [22–26]. No formalismo de Wigner, cada operador,

representado por A, definido em um espaço de Hilbert, H, é associado com uma função,

denotada por aW (q, p), no espaço de fase, Γ. Essa associação pode ser vista como uma

aplicação ΩW : A → aW (q, p), tal que, a álgebra associativa de operadores definida em

H corresponde a uma álgebra também associativa (mas não-comutativa) em Γ, dada por
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ΩW : AB → aW (q, p) ? bW (q, p), em que o produto-estrela (ou produto de Moyal) ? é

definido por [9]

aW (q, p) ? bW (q, p) = aW (q, p) exp[
i

2
(

←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q
)]bW (q, p). (1.1)

Note que a equação (1.1) pode ser vista como um operador Â = aW?, atuando nas funções

bW , tais que Â(bW ) = aW ? bW .

Do ponto de vista da matemática e da física, o espaço de fase quântico e o produto

de Moyal podem ser explorados sob diferentes aspectos [6,10,12,13]. Contudo, mostra-se

interessante para estudar representações irredutíveis e unitárias de grupos cinemáticos,

considerando operadores do tipo Â, que levam a uma mecânica quântica simplética. Neste

trabalho, mostramos que é possível extender a representação de [7] para o caso relativístico

com o grupo de Poincaré-Lie [27]. Em outras palavras, usando a noção de estrutura

simplética e do produto de Moyal, construímos representações unitárias para a álgebra de

Lie do grupo de Poincaré, a partir das quais deduzimos as equações de Klein-Gordon e de

Dirac no espaço de fase. Apresentamos a conexão entre o nosso formalismo e as funções

de Wigner relativísticas, discutimos alguns aspectos de campos com interação, incluindo

campos de calibre, e demonstramos o teorema de Noether no espaço de fase. É importante

mencionar ainda que essa representação da teoria de campos nos fornece um caminho para

considerar a formulação de Wigner da mecânica quântica com base nas teorias de grupos de

simetria. Na continuidade da pesquisa, tratamos da teoria quântica de campos no espaço

de fase, e introduzimos os funcionais geradores para os campos bosônicos e fermiônicos,

incluindo o problema de interação. A partir dos funcionais geradores, escrevemos a função

de Green no espaço de fase e estabelecemos a interpretação física do formalismo mediante

a relação dessas funções com a função de Wigner. No aspecto de quantização no espaço de

fase, tratamos também da quantização canônica do campo de Klein-Gordon e da teoria

λφ4. No escopo não relativístico, estudamos problemas de autovalores para a equação

de Schroedinger no espaço de fase, submetida a potenciais não-lineares, tais como o de

Liouville, o quártico e o problema de Landau no espaço de fase, escrevendo as amplitudes

e as funções de Wigner para cada caso.

A apresentação deste trabalho está disposta da seguinte forma: no capítulo 2, re-

visamos o método da função de Wigner, demonstrando suas principais propriedades.

Ainda nesse capítulo, definimos o produto estrela e tratamos de suas características, que

serão utéis no desenvolvimento dos capítulos posteriores. No capítulo 3, revisamos alguns

aspectos da mecânica quântica simplética. Vimos em particular que é possível escrever a
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equação de Schoedinger no espaço de fase a partir da representação unitária e irredutível

do grupo de Galilei, utilizando operadores-estrela para essa finalidade. Nos capítulos 2 e

3, seguimos as referências [7,8,13,28–30]. No capítulo 4, tratamos o problema de Landau

no espaço de fase e analisamos os potenciais de Liouville e quártico. No capítulo 5, con-

struímos representações unitárias do grupo de Poincaré via o produto de Weyl e chegamos

às equações de Dirac e Klein-Gordon, escritas no espaço de fase. Ainda nesse capítulo,

demonstramos o teorema de Noether, analisamos problemas com interação e discutimos

o calibre abeliano no espaço de fase. No capítulo 6, desenvolvemos o formalismo fun-

cional no espaço de fase e também estudamos a quantização canônica do campo escalar

carregado no espaço de fase. Por fim, no capítulo 7, apresentamos nossas considerações

finais e perspectivas.
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2 Função de Wigner e Produto
Estrela

Wigner propôs em 1932 [9, 11] o primeiro formalismo da mecânica quântica no

espaço de fase, objetivando fazer correções quânticas à mecânica estatística, sem aban-

donar o conceito de espaço de fase [12], que é a variedade natural em que teorias cinéticas

clássicas ou quânticas são escritas (tendo em vista que problemas como a superfluidez do

hélio não poderiam ser resolvidos a partir de uma teoria clássica). O formalismo proposto

por Wigner tem se desenvolvido desde então e se mostra útil em diversas áreas, tais como

a óptica quântica e a física da matéria condensada [9,11,13–19,21–26]. Embora o forma-

lismo de Wigner tenha surgido no contexto da mecânica estatística, o mesmo é também

útil a sistemas compostos por uma única partícula submetida a potenciais específicos,

como os harmônicos e de Liouville. Neste capítulo, nosso propósito é fazer uma revisão

desse método, com ênfase particular em alguns aspectos algébricos. Também faremos

um estudo das propriedades do produto-estrela não-comutativo, pois exploraremos estes

aspectos para estabelecer representações dos grupos de Galilei e de Poincaré no espaço de

Hilbert associado ao espaço de fase. Baseamos esta revisão nas referências [9,11,13,30,31].

2.1 A equação de Liouville - von Neumann

O problema de muitos corpos na mecânica quântica usual pode ser estudado

via um tratamento estatístico, sendo que o estado macroscópico de um sistema pode ser

representado mediante a matriz densidade,

ρ =
∑
i

ωi|ψi(t)〉〈ψi(t)|,

onde {|ψi〉} são os estados microscópicos do ensemble estatístico e ωi = Ni

N
é o peso

estatístico para o estado quântico |ψi〉. A matriz densidade ρ contém todas as informações

sobre o sistema. O valor esperado de um operador A na formulação da mecânica estatística
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quântica é dado por

〈A〉 = Tr(ρA).

A matriz densidade, ρ, apresenta as seguintes propriedades,

(i) hermiticidade:ρ† = ρ;

(ii)traço:trρ = 1.

Uma equação de evolução temporal para ρ pode ser deduzida a partir da equação de

Schroedinger,

ih̄
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H(t)|ψ(t)〉,

onde H(t) = K + V . Dado que ρ(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)| (por simplicidade consideramos o

estado puro), temos

∂ρ(t)

∂t
= (

∂

∂t
|ψ(t)〉)〈ψ(t)|+ |ψ(t)〉( ∂

∂t
〈ψ(t)|)

=
1

ih̄
H(t)|ψ(t)〉〈ψ(t)|+ 1

−ih̄
|ψ(t)〉〈ψ(t)|H(t).

O que nos fornece

ih̄
∂ρ(t)

∂t
= [H(t), ρ(t)], (2.1)

que é a equação de Liouville-von Neumann.

Mostramos a seguir que a partir de ρ é possível introduzir uma formulação da

mecânica quântica no espaço de fase, conhecida como método da função de Wigner.

2.2 Definição da Função de Wigner

O conhecido princípio da incerteza torna o conceito de espaço de fase na mecânica

quântica bastante problemático. Devido ao princípio da incerteza de Heisenberg, que

atesta que uma partícula não pode ter simultaneamente posição e momentum bem definidos,

também não é possível definir uma verdadeira distribuição de probabilidades no espaço

de fase. No entanto, funções que possuem um conteúdo de espaço de fase, "funções dis-

tribuição de quaseprobabilidades", tem demonstrado grande utilidade no estudo de sis-

temas quânticos. Essas funções não são úteis somente como ferramentas de cálculos, mas

também nos fornecem informações nas conexões entre a mecânica clássica e a mecânica



15

quântica.

A função de Wigner fW (q, p) é definida como uma transformada de Fourier dos

elementos da matriz densidade, ou seja,

fW (q, p) = (2πh̄)−3
∫
dz exp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|ρ|q +

z

2
〉, (2.2)

ou

fW (q, p) = (2πh̄)−3
∫
dk exp(

−iqk
h̄

)〈p− k

2
|ρ|p+

k

2
〉. (2.3)

Até aqui a exposição envolve o operador densidade, que pode descrever estados puros

e impuros. Contudo, o principal foco deste trabalho não está na mecânica estatística.

Assim, podemos considerar o sistema quântico descrito por um estado puro |ψ〉 e o cor-

respondente operador densidade fica dado por ρ = |ψ〉〈ψ|. Desse modo, a definição da

função de Wigner se reduz a

fW (q, p) = (2πh̄)−3
∫
e

ipz
h̄ ψ†(q +

z

2
)ψ(q − z

2
)dz. (2.4)

A função de Wigner não representa uma distribuição de probabilidade, pois a mesma

pode assumir valores positivos e negativos. De fato, se fWα e fWβ são duas funções de

Wigner associadas, respectivamente, aos estados |α〉 e |β〉 , então

|〈α|β〉|2 = (2πh̄)−3
∫
fWα(q, p; t)fWβ(q, p; t)dqdp. (2.5)

O lado esquerdo dessa equação é positivo ou nulo (neste caso, se os kets forem ortogonais).

No último caso, temos, como consequência, a integral de fWαfWβ nula. Como fWα e fWβ

não são necessariamente nulas, em geral, resulta que fWα e fWβ devem assumir valores

negativos e positivos, de tal modo a anular a referida integral. Considerando que qualquer

probabilidade deve ser positiva, fica justificada a afirmação de que a função de Wigner

não representa uma distribuição de probabilidade no espaço de fase.

2.3 Propriedades da Função de Wigner

Vejamos algumas propriedades importantes que podem ser deduzidas a partir da

função de Wigner. Apesar de a função de Wigner não representar uma distribuição de

probabilidade no espaço de fase, densidades são conseguidas a partir da função de Wigner

por meio da integração. Por exemplo, a densidade de probabilidade para se encontrar

uma partícula entre q e q + dq é obtida na propriedade 2.3.1.
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• Propriedade 2.3.1

|ψ(q)|2 =
∫
fW (q, p)dp = 〈q|ρ|q〉. (2.6)

Demonstração

Para demonstrar esta propriedade, o ponto de partida será a definição da função de

Wigner, substituindo (2.2) em (2.6); o que leva a

∫
dpfW (q, p) =

1

(2πh̄)3

∫
dpdz〈q − z

2
|ρ|q +

z

2
〉e

ipz
h̄ .

Se for realizada a integração em p, temos,

∫
dpfW (q, p) =

∫
dz〈q − z

2
|ρ|q +

z

2
〉( 1

(2πh̄)3

∫
dpe

ipz
h̄ ),

onde o termo entre parênteses é a função delta de Dirac, δ(z). Assim,∫
dpfW (q, p) =

∫
dz〈q − z

2
|ρ|q +

z

2
〉δ(z).

Utilizando a propriedade da função delta,
∫
f(x)δ(x)dx = f(0), temos∫

dpfW (q, p) = 〈q|ρ|q〉,

como queríamos demonstrar.

• Propriedade 2.3.2

Outra propriedade, que é simétrica a anterior, é dada por

|ψ̃(p)|2 =
∫
fW (q, p)dq = 〈p|ρ|p〉, (2.7)

que expressa a densidade de probabilidade para se encontrar uma partícula entre p e

p+ dp.

Demonstração

Substituindo a equação (2.3) em (2.7), temos∫
dqfW (q, p) =

1

(2πh̄)3

∫
dpdk〈p− k

2
|ρ|p+

k

2
〉e

−iqk
h̄ .

Se for feita a integração primeiro em q, segue que∫
dqfW (q, p) =

∫
dk〈p− k

2
|ρ|p+

k

2
〉( 1

(2πh̄)3

∫
dqe

−iqk
h̄ ),
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em que o termo entre parênteses é a função delta de Dirac, δ(k), e, assim,∫
dqfW (q, p) =

∫
dk〈p− k

2
|ρ|p+

k

2
〉δ(k).

Isto se reduz a ∫
dqfW (q, p) = 〈p|ρ|p〉,

como queríamos demonstrar.

• Propriedade 2.3.3

Mostramos agora a normalização da função de Wigner, isto é,∫
fW (q, p)dqdp = Trρ = 1. (2.8)

Demonstração

Substituindo a equação (2.2) na equação (2.8), obtemos∫
fW (q, p)dqdp = (2πh̄)−3

∫
dzdqdpexp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|ρ|q +

z

2
〉.

Se for calculada a integral na variável p, temos∫
fW (q, p)dqdp =

∫
dzdq〈q − z

2
|ρ|q +

z

2
〉((2πh̄)−3

∫
dpe

ipz
h̄ ).

O termo entre parênteses é a função delta de Dirac. Com isso, temos∫
fW (q, p)dqdp =

∫
dzdq〈q − z

2
|ρ|q +

z

2
〉δ(z)

=
∫
dq〈q|ρ|q〉 = Trρ = 1,

como queríamos demonstrar.

A questão agora é a seguinte: será que é possível encontrar para qualquer operador

quântico A(Q,P ) uma função correspondente, AW (q, p), na representação de Wigner? A

resposta é positiva. De forma análoga ao que foi feito na definição da função de Wigner,

definimos as funções Aw(q, p) associadas ao operador A(Q,P ) por,1,

AW (q, p) =
∫
dzexp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|A(Q,P )|q +

z

2
〉 (2.9)

1Os operadores quânticos referentes a posição e ao momentum serão representados pelas letras maiús-
culas Q e P, respectivamente, com Q|q〉 = q|q〉 e P |p〉 = p|p〉.
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ou

AW (q, p) =
∫
dkexp(

−iqk
h̄

)〈p− k

2
|A(Q,P )|p+

k

2
〉. (2.10)

Chamaremos estas funções de equivalentes de Wigner dos operadores A(Q,P ). Assim

também podemos escrever que a função de Wigner é o equivalente de Wigner do operador

ρ:

fW = (2πh̄)−3ρW .

Com a definição dos equivalentes a quaisquer operadores quânticos na rep-

resentação de Wigner, escrevemos o valor esperado de um observável, num estado |ψ〉,
como

〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉 =
∫
dqdpAW (q, p)fW (q, p) = TrρA. (2.11)

Demonstração

Vamos primeiro calcular

〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉 =
∫
dqdpAW (q, p)fW (q, p).

Substituindo as equações (2.2) e (2.9) na equação (2.11), temos

〈A〉 = (
1

2πh̄
)3
∫
dqdpdz′dz′′ exp(

ipz′

h̄
)

×〈q − z′

2
|A(Q,P )|q +

z′

2
〉 exp(

ipz′′

h̄
)〈q − z′′

2
|ρ|q +

z′′

2
〉.

Integrando na variável p, obtemos

〈A〉 = (
1

2πh̄
)3
∫
dp exp(

ip(z′ + z′′)

h̄
)

×
∫
dqdz′dz′′〈q − z′

2
|A(Q,P )|q +

z′

2
〉〈q − z′′

2
|ρ|q +

z′′

2
〉,

onde o termo entre parênteses é a função delta de Dirac, δ(z′ + z). Com isso,

〈A〉 =
∫
dqdz′dz′′〈q − z′

2
|A(Q,P )|q +

z′

2
〉〈q − z′′

2
|ρ|q +

z′′

2
〉δ(z′ + z′′)

=
∫
dqdz′〈q − z′

2
|A(Q,P )|q +

z′

2
〉〈q +

z′

2
|ρ|q − z′

2
〉.

Introduzindo a mudança de variáveis,

q =
1

2
(q − z

2
)

z =
1

2
(q +

z

2
),
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temos

〈A〉 =
∫
dqdz〈q|A(Q,P )|z〉〈z|ρ|q〉

= TrρA = 〈A〉.

Como queríamos demonstrar.

O problema agora consiste em mostrar a correspondência unívoca entre um

operador quântico A(Q,P ) e o equivalente na representação de Wigner AW (q, p). Para

isso utilizamos a regra de quantização de Weyl, que é definida da forma a seguir. Dada

uma função no espaço de fase, α(τ, σ), então temos um operador quântico no espaço de

Hilbert, A(Q,P ), associado a α(τ, σ), tal que

A(Q,P ) =
1

2πh̄

∫
dσdτe

i(σQ+τP )
h̄ α(τ, σ), (2.12)

em que τ está associada à coordenada de posição e σ à coordenada de momentum no

espaço de fase. Se escrevemos A(Q,P ) em termos de Aw(q, p), temos o seguinte resultado

α(τ, σ) =
∫
dqdpe

i(σq+τp)
h̄ Aw(q, p). (2.13)

Para verificar essa equivalência, deve ser mostrado que o operador definido por

W (Q,P ) = e
i(σQ+τP )

h̄ satisfaz uma espécie de ortogonalidade e completeza no espaço dos

operadores do tipo A(Q,P ). Primeiro, utilizando a fórmula de Glauber, dada por eA+B =

eAeBe−
1
2
[A,B], reescrevemos então W (Q,P ), encontrando

W (Q,P ) = e
iσQ

h̄ e
iτP
h̄ e−

iστ
2h̄ ,

em que usamos o fato de que [Q,P ] = ih̄. Podemos então calcular o valor da expressão

〈q′|e
±i
h̄

(σQ+τP )|q〉 = 〈q′|e
±iσQ

h̄ e
±iτP

h̄ e
±iστ
2h̄ |q〉,

utilizando a propriedade do operador translação e
iτP

h̄ |q〉 = |q− τ〉. Dessa forma, obtemos

〈q′|e
±i
h̄

(σQ+τP )|q〉 = e
±iσ

h̄
(q′± τ

2
)δ(q′ − q ± τ).

O que implica

Tre
−i
h̄

(σQ−τP ) = (2πh̄)3δ(σ)δ(τ),
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pois, por definição TrA =
∫
dqdp〈q′|A|q〉 = (2πh̄)−3

∫
dqdpAw(q, p). Portanto,

Tre
−i
h̄

(σQ−τP ) = (2π)−3
∫
dqdp

∫
dz exp(ipz)〈q − z

2
|e

i(σQ−τP )
h̄ |q +

z

2
〉

= (2π)−3
∫
dqdp

∫
dz exp(ipz) exp(iσ(q − z − τ))δ(z + τ).

Utilizando a delta de Dirac e integrando em z, temos

Tre
−i
h̄

(σQ−τP ) = (2π)−3
∫
dqdpe

ipτ
h̄ e

iqσ
h̄ .

Identificamos, assim, duas deltas na forma integral, ou seja,

Tre
−i
h̄

(σQ−τP ) = (2πh̄)3δ(σ)δ(τ).

Isso nos leva às relações de ortogonalidade

Tre
−i
h̄

(σ′Q+τ ′P )e
i
h̄
(σQ+τP ) = (2πh̄)3δ(σ′ − σ)δ(τ ′ − τ). (2.14)

Para provar a equivalência entre as equações (2.9)-(2-10) e as equações (2.12)-(2-13),

assumimos que a expansão

A(Q,P ) =
∫
dσdτα(σ, τ)e

i
h̄
(σQ+τP ) (2.15)

existe. Sendo assim, usando a relação de ortogonalidade mostrada anteriormente, facil-

mente notamos que

α(σ, τ) =
1

2πh̄
Tr{A(Q,P )e

−i
h̄

(σQ′+τP ′)}.

Para provar a existência da equação (2.15) , substituímos a equação

α(σ, τ) =
∫
dqdpe

−i
h̄

(σq+τp)Aw(q, p), (2.16)

na própria equação (2.15). Calculando os elementos de matriz na representação de posição,

chegamos a

〈q|A(Q,P )|q′〉 = (2πh̄)−3
∫
dσdτdq′′dq′′′〈q′′|A(Q,P )|q′′′〉

×〈q′′′|e
−i
h̄

(σQ′+τP ′)|q′′〉〈q|e
i
h̄
(σQ+τP )|q′〉.
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E ainda, com o uso da equação (2.14), obtemos a seguinte identidade

〈q|A(Q,P )|q′〉 ≡ 〈q|A(Q,P )|q′〉. (2.17)

O que prova a existência da expansão (2.15). Isso prova também que é possível usar

as equações (2.15) e (2.16) para trabalhar em ambas direções: dado A(Q,P ), podemos

determinar Aw(q, p) univocamente e vice-versa.

2.4 Equivalência dos Operadores na Representação de
Wigner

Como percebemos, uma das principais características desse formalismo é que

as variáveis dinâmicas são representadas por funções sobre o espaço de fase e não por

operadores. O próximo passo será demonstrar algumas propriedades, que podem ser de-

duzidas a partir dos resultados já obtidos. Tais propriedades são referentes a equivalência

entre os operadores escritos na representação usual e seus respectivos equivalentes na

representação de Wigner.

• Propriedade 2.4.1

Se A = A(P ) (isto é, A é independente de Q), então AW (q, p) = A(p). Ou seja, A(P )

e AW (q, p) = A(p) possuem a mesma forma funcional, com a ressalva que os operadores

P serão substituídos pelas variáveis p.

Demonstração

Um operador A(P ) pode ser expandido em uma série de P , como

A(P ) = A(0) + PA′(0) +
P 2

2!
A′′(0) + ....

Utilizando a equação (2.9), já substituindo A(Q,P ) pela sua expansão, temos

AW (q, p) =
∫
dkexp(

−iqk
h̄

)〈p− k

2
|A(0) + PA′(0) +

P 2

2!
A′′(0) + ...|p+

k

2
〉.

Utilizando P |p〉 = p|p〉, obtemos

AW (q, p) = A(0)
∫
dkexp(

−iqk
h̄

)〈p− k

2
|p+

k

2
〉
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+A′(0)
∫
dkexp(

−iqk
h̄

)(p+
k

2
)〈p− k

2
|p+

k

2
〉

+A′′(0)
∫
dkexp(

−iqk
h̄

)
(p+ k

2
)2

2!
〈p− k

2
|p+

k

2
〉+ ....

Observando também que 〈p − k
2
|p + k

2
〉 = δ(k) e utilizando a propriedade da delta para

calcular a integral em k, chegamos a

AW (p) = A(0) + pA′(0) +
p2

2!
A′′(0) + ... = A(p).

Como queríamos demonstrar.

• Propriedade 2.4.2

Se A = A(Q) (isto é, A(Q) é independente de P ), então AW (p, q) = A(q). Ou seja,

A(Q) e AW (q, p) = A(q) terão a mesma forma funcional, com a ressalva que os operadores

Q serão substituídos pelas variáveis q.

Demonstração

Um operador A(Q) pode ser expandido em uma série de Q, como

A(Q) = 1A(0) +QA′(0) +
Q2

2!
A′′(0) + ....

Utilizando a equação (2.10), já substituindo A(Q,P ) pela sua expansão, temos

AW (q, p) =
∫
dzexp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|1A(0) +QA′(0) +

Q2

2!
A′′(0) + ...|q +

z

2
〉.

Utilizando Q|q〉 = q|q〉, obtemos

AW (q, p) = 1A(0)
∫
dzexp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|q +

z

2
〉

+A′(0)
∫
dzexp(

ipz

h̄
)(q +

z

2
)〈q − z

2
|q +

z

2
〉

+A′′(0)
∫
dzexp(

ipz

h̄
)
(q + z

2
)2

2!
〈q − z

2
|q +

z

2
〉+ ....

Observando também que 〈q − z
2
|q + z

2
〉 = δ(z) e utilizando a delta de Dirac para calcular

a integral em z, chegamos a

AW (q) = 1A(0) + qA′(0) +
q2

2!
A′′(0) + ... = A(q).

Como queríamos demonstrar.

• Propriedade 2.4.3



23

Se A(Q,P ) = 1c, onde c é uma constante, isto é, A(Q,P ) é um múltiplo do operador

1 então AW (q, p) = A(Q,P ) = c.

Demonstração

Esta propriedade é demonstrada de forma imediata. Basta tomar a equação (2.9), e

no lugar de A(Q,P ) colocar a constante c. Como uma constante, obviamente, não age

nos kets, temos

AW (q, p) =
∫
dzexp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|c|q +

z

2
〉.

E então se for utilizado 〈q − z
2
|q + z

2
〉 = δ(z) e for integrado em z, obtemos

AW (q, p) = c
∫
dzexp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|q +

z

2
〉.

O que leva a

AW (q, p) = c = A(Q,P ).

Como queríamos demonstrar.

• Propriedade 2.4.4

TrA = (2πh̄)−3
∫
dqdqAW (q, p).

Demonstração

Utilizando (2πh̄)−3
∫
dqdqAW (q, p) e substituindo nela a equação (2.9), temos

(2πh̄)−3
∫
dqdpAW (q, p) = (2πh̄)−3

∫
dqdp

∫
dzexp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|A(Q,P )|q +

z

2
〉.

Integrando em p, é identificada a função delta de Dirac na forma integral,

(2πh̄)−3
∫
dqdpAW (q, p) =

∫
dqdz〈q − z

2
|A(Q,P )|q +

z

2
〉((2πh̄)−3

∫
dp exp(

ipz

h̄
)).

Utilizando a delta para integrar em z,temos

(2πh̄)−3
∫
dqdpAW (q, p) =

∫
dqdz〈q − z

2
|A(Q,P )|q +

z

2
〉δ(z).

Ficamos com
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(2πh̄)−3
∫
dqdpAW (q, p) =

∫
dq〈q|A(Q,P )|q〉 = TrA.

Como queríamos demonstrar.

• Propriedade 2.4.5

∫
dpAW (q, p) = (2πh̄)−3〈q|A|q〉.

Demonstração

Para mostrar essa propriedade, basta substituir a equação (2.9) em
∫
dpAW (q, p),

∫
dpAW (q, p) =

∫
dp
∫
dz exp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|A(Q,P )|q +

z

2
〉.

Se a integração for feita em p, temos

∫
dpAW (q, p) =

∫
dz〈q − z

2
|A(Q,P )|q +

z

2
〉(
∫
dpexp(

ipz

h̄
)).

Assim, fica identificada a forma integral da delta de Dirac:

∫
dpAW (q, p) = (2πh̄)−3

∫
dz〈q − z

2
|A(Q,P )|q +

z

2
〉δ(z).

Obtemos então

∫
dpAW (q, p) = (2πh̄)−3〈q|A(Q,P )|q〉,

como queríamos demonstrar.

• Propriedade 2.4.6

∫
dqAW (q, p) = (2πh̄)−3〈p|A|p〉.

Demonstração

Para mostrar essa propriedade, basta substituir a equação (2.10) em
∫
dqAW (q, p),

∫
dqAW (q, p) =

∫
dq
∫
dkexp(

−iqk
h̄

)〈p− k

2
|A(Q,P )|p+

k

2
〉.

Se a integração for calculada em q,
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∫
dqAW (q, p) =

∫
dk〈p− k

2
|A(Q,P )|p+

k

2
〉(
∫
dqexp(

−iqk
h̄

)),

identificamos a forma integral da delta de Dirac

∫
dqAW (q, p) = (2πh̄)−3

∫
dk〈p− k

2
|A(Q,P )|p+

k

2
〉δ(−k).

Obtemos então,

∫
dqAW (q, p) = (2πh̄)−3〈p|A(Q,P )|p〉.

Como queríamos demonstrar.

• Propriedade 2.4.7

〈q|A(Q,P )|q′〉 = (2πh̄)−6
∫
dσeiσ

(q+q′)
2h̄ α(σ, q − q′), onde α(σ, τ) é a transformada de

Fourier de AW (q, p).

Demonstração

Utilizando a expressão A(Q,P ) = 1
2πh̄

∫
dσdτe

i(σQ+τP )
h̄ α(τ, σ), temos,

〈q|A(Q,P )|q′〉 =
∫
dσdτα(σ, τ)〈q|e

i(σQ+τP )
h̄ |q′〉.

E usando a equação (2.14), segue que

〈q|A(Q,P )|q′〉 = (2πh̄)−6N
∫
dσeiσ

(q+q′)
2h̄ α(σ, q − q′).

Como queríamos demonstrar.

Agora que já sabemos como se dá a equivalência de operadores na representação

de Wigner, nossa meta é descobrir como é que se representa a equivalência de produtos de

operadores na representação de Wigner, pois isto é fundamental na descrição da dinâmica.

2.5 Produtos de Operadores na Representação de Wigner

Trataremos agora da equivalência em Wigner de um produto de operadores AB.

Encontraremos a expressão que mostra (AB)W em termos de AW e BW . Temos que
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(AB)W =
∫
dze

ipz
h̄ 〈q − z

2
|AB|q +

z

2
〉.

Utilizando a relação de completeza
∫
dq|q〉〈q| = 1, podemos escrever

(AB)W =
∫
dzdq′e

ipz
h̄ 〈q − z

2
|A|q′〉〈q′|B|q +

z

2
〉.

Usando a propriedade (2.4.7), temos

(AB)W = (2πh̄)−12
∫
dzdq′e

ipz
h̄

∫
dσdσ′e

iσ
2h̄

(q+q′− z
2
)α(σ, q′ − q +

z

2
)

×e
iσ′
2h̄

(q+q′+ z
2
)β(σ′, q − q′ + z

2
).

Em seguida, fazendo as mudanças de variáveis, τ = q′− q+ z
2

e τ ′ = q− q′ + z
2
, chegamos

a

(AB)W = (2πh̄)−12
∫
dσdσ′dτdτ ′e

i(σq+τp)
h̄ α(σ, τ)e

i(σ′τ+στ ′)
2h̄ β(σ′, τ ′)e

i(σ′q+τ ′p)
h̄ .

Percebemos que o fator e
i(σ′τ+στ ′)

2h̄ no integrando pode ser trocado de modo equivalente por

e
ih̄Λ
2 , onde Λ é o operador parêntese de Poisson,

Λ =
←−
∂p
−→
∂q −

←−
∂q
−→
∂p .

Escrevendo AW (q, p) =
∫
dqdpe

i(σq+τp)
h̄ α(τ, σ) e BW (q, p) =

∫
dqdpe

i(σ′q+τ ′p)
h̄ β(τ ′, σ′), temos

então

(AB)W = AW (q, p)e
ih̄Λ
2 BW (q, p)

ou

(AB)W = BW (q, p)e
−ih̄Λ

2 AW (q, p).

E ainda

(AB)W = AW (q − h̄∂p
2i
, p+

h̄∂q
2i

)BW (q, p),

em que foi utilizado nessa última relação o fato de que f(q)ea
←−
∂q = f(q + a). Mas aqui

temos a = c
−→
∂p .

Definimos a operação denominada produto-estrela como

(AB)W = AW (q, p)e
ih̄Λ
2 BW (q, p) = AW (q, p) ? BW (q, p). (2.18)

Notamos, assim, que o produto-estrela não é comutativo. Ainda nesse capítulo, faremos
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um estudo de algumas propriedades do produto-estrela.

Agora que já se conhece como é implementada a representação do produto de

operadores na representação de Wigner, a procura será por equações que nos dêem a

evolução temporal de tais operadores. Para isso, serão utilizadas as propriedades que já

conhecemos acerca da função de Wigner, bem como o produto-estrela.

2.6 Evolução Temporal

Suponhamos que seja conhecida a função de Wigner ou qualquer operador na rep-

resentação de Wigner num dado instante e que desejamos determinar os correspondentes

operadores num instante posterior. Para isso, é preciso conhecer uma equação que dê a

evolução temporal da função de Wigner. Essa equação existe e é uma equação diferencial

de primeira ordem no tempo, que pode ser obtida a partir da equação de Liouville - von

Neumman, representada no espaço de fase.

Tomando a equação (2.1), aplicando o operador

(2πh̄)−3
∫
dzexp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|.|q +

z

2
〉,

em ambos os lados, temos o seguinte:

ih̄
∂

∂t
{(2πh̄)−3

∫
dzexp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|ρ|q +

z

2
〉} = (2πh̄)−3

∫
dzexp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|Hρ|q +

z

2
〉

−(2πh̄)−3
∫
dzexp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|ρH|q +

z

2
〉.

O que leva a

ih̄
∂fW (q, p, t)

∂t
= HW (q, p, t) ? fW (q, p, t)− fW (q, p, t) ? HW (q, p, t).

Definindo o parêntese de Moyal,

{a, b}M = a ? b− b ? a, (2.19)

temos

ih̄
∂fW (q, p, t)

∂t
= {HW , fW}M , (2.20)

em que observamos que essa equação dinâmica é análoga à equação de Liouville-von Neum-

man, notando que o estado do sistema é descrito pela função de Wigner e o comutador

foi substituído pelo parêntese de Moyal.
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O parêntese de Moyal pode ser escrito da seguinte forma

{a(q, p), b(q, p)} = 2a(q, p) sin [
h̄

2
(
←−
∂p
−→
∂q −

←−
∂q
−→
∂p)]b(q, p), (2.21)

onde foi utilizado e
ih̄Λ
2 − e−ih̄Λ

2 = 2i sin( h̄Λ
2

).

Obtemos um resultado interessante, se expandirmos em série de potências o seno

da última expressão, que define o parêntese de Moyal,

sin(
h̄Λ

2
) =

h̄Λ

2
− 1

3!
(
h̄Λ

2
)3 +

1

5!
(
h̄Λ

2
)5 + ....

No limite em que h̄ → 0, obtemos como resultado que a função de Wigner obedece a

equação de Liouville clássica, com HW no lugar da função hamiltoniana, isto é

∂fW
∂t

=
∂HW

∂q

∂fW
∂p
− ∂HW

∂p

∂fW
∂q

= {HW , fW}, (2.22)

e ainda
∂HW

∂q
= ṗ e

∂HW

∂p
= q̇. (2.23)

Vale a pena tratar os casos em que HW coincide com a função hamiltoniana

clássica. Entre esses casos, podemos tomar como exemplo a situação em que o sistema é

conservativo e está sujeito a um potencial que depende somente da posição:

H(q, p) =
p2

2m
+ V (q).

Para provar esse fato, consideraremos que a hamiltoniana clássica possa ser escrita como

uma soma de uma função de q com uma função de p, isto é,

H(q, p) = g(q) + h(p).

E, além disso, que a função g(q) possa ser escrita como uma série de potências

g(q) =
∑

anq
n.

E o correspondente operador quântico seja escrito como

g(Q) =
∑

anQ
n,



29

e que seja dado na representação de Wigner como

gW (q) =
∫
dze

ipz
h̄ 〈q − z

2
|g(Q)|q +

z

2
〉.

E também que

gW (q) =
∑

an

∫
dze

ipz
h̄ 〈q − z

2
|Q|q +

z

2
〉.

Levando em conta o fato de que Qn|q〉 = qn|q〉, chegamos a

gW (q) =
∑

an

∫
dze

ipz
h̄ (q +

z

2
)nδ(z),

gW (q) = g(q).

Procedendo de forma análoga para h(p), chegamos a hW (q, p) = h(p), concluindo

que2

HW (q, p) = H(q, p).

Portanto, chegamos à seguinte equação

ih̄
∂fW
∂t

= {H(q, p), fW}M .

E, no limite clássico (h̄→ 0),

∂fW
∂t

= {H(q, p), fW}. (2.24)

Isto explica, em particular, a importância da descrição de Wigner na mecânica quântica

na análise do limite clássico e no desenvolvimento de métodos semi-clássicos [13].

O estudo apresentado sobre o método de Wigner, até o momento, foi baseado

na descrição de Schroedinger da mecânica quântica, ou seja, considerando que apenas os

estados (e não os operadores) evoluem com o tempo. No entanto, é possível desenvolver

um tratamento em termos de operadores expressos na descrição de Heisenberg, onde os

operadores evoluem com o tempo e os estados ficam estáticos. A equação de Heisenberg
2Aqui H(q, p) é a hamiltoniana clássica.
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para um operador A(t) é escrita como

ih̄
∂A(t)

∂t
= [A(t), H(t)]. (2.25)

Se for aplicado um procedimento análogo ao que levou à equação de Liouville na repre-

sentação de Wigner, ou seja, aplicando o operador
∫
dzexp( ipz

h̄
)〈q − z

2
|.|q + z

2
〉 em ambos

os lado da equação, chegamos a

ih̄
∂AW (t)

∂t
= AW (t) ? HW −HW ? AW (t),

e, então,

ih̄
∂AW (t)

∂t
= {AW , HW}M , (2.26)

ou, ainda,

ih̄
∂AW (t)

∂t
= 2HW sin(

h̄Λ

2
)AW . (2.27)

A integração dessa última equação fornece

AW (q, p, t) = exp[(
2t

h̄
)HW sin(

h̄Λ

2
)]AW (0),

que é a solução para a equação (2.26).

2.7 Equação de ?-valores envolvendo a Função de Wigner

Para o caso de estados correspondentes às autofunções do hamiltoniano, no formal-

ismo de Wigner, existe uma função de Wigner associada a alguma equação de autovalores,

em que está envolvido o produto estrela. Ou seja, dada a equação de autovalores, para o

formalismo usual,

H(Q,P )ψ(q) = Eψ(q), (2.28)

procuramos a equação estrela,

HW (q, p) ? fW (q, p) = EfW (q, p), (2.29)

onde E é um autovalor do hamiltoniano. De fato, essa equivalência é verdadeira [32].

Tomemos o hamiltoniano como

H(Q,P ) =
P 2

2m
+ V (Q),
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e suponha que fW (q, p) seja a função de Wigner correspondente à autofunção ψ(q) do

hamiltoniano, conforme a equação (2.28). A função de Wigner, como vimos, é dada por

fW (q, p) =
1

(2πh̄)3

∫
dze

ipz
h̄ ψ†(q +

z

2
)ψ(q − z

2
).

Tomando o produto-estrela entre a função de Wigner e o hamiltoniano na representação

de Wigner, temos

HW (q, p) ? fW (q, p) =
1

2πh̄

∫
dz

1

2m
[(p− ih̄∂q

2
)2 + V (q − z

2
)]e

ipz
h̄ ψ†(q +

z

2
)ψ(q − z

2
).

Após duas integrações por partes, chegamos a

HW (q, p) ? fW (q, p) =
1

2πh̄

∫
dz[
−h̄2

2m
(∂z −

∂q
2

)2 + V (q − z

2
)]e

ipz
h̄ ψ†(q +

z

2
)ψ(q − z

2
).

Notamos que os operadores diferenciais nessa equação se anulam, quando aplicados a ψ†,

pois

(∂z −
∂q
2

)ψ†(q +
z

2
) =

1

2
ψ̇†(q +

z

2
)− 1

2
ψ̇†(q +

z

2
) = 0,

onde o ponto sobre ψ† indica a derivada com relação ao argumento. Isso nos diz que ψ†

pode passar para o lado esquerdo dos operadores diferenciais. E, assim, ainda é possível

escrever a equação de Schroedinger independente do tempo na forma

[
−h̄2

2m
(∂z −

∂q
2

)2 + V (q − z

2
)]ψ(q − z

2
) = Eψ(q − z

2
).

Na equação H(Q,P )ψ(q) = Eψ(q) fizemos a mudança de coordenadas:q → q − z
2
. Com

isso, finalmente, temos

HW (q, p) ? fW (q, p) = E{ 1

2πh̄

∫
dze

ipz
h̄ ψ†(q +

z

2
)ψ(q − z

2
)} = EfW (q, p). (2.30)

Logo,

HW (q, p) ? fW (q, p) = EfW (q, p).

Se a função de Wigner, fW (q, p), corresponde a uma autofunção do hamiltoniano, então

satisfará a equação-estrela de autovalor: equação (2.29).

O próximo passo será estudar o produto-estrela e suas propriedades. Pois é a

partir dele que definiremos operadores que nos ajudarão a estabelecer uma representação

simplética da álgebra de Galilei e obter um formalismo para a mecânica quântica no
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espaço de fase.

2.8 Propriedades do Produto de Weyl (Produto Es-
trela)

O enfoque nesta seção será no estudo do produto estrela, explorando e de-

monstrando suas propriedades. Já foi visto anteriormente que o produto envolvendo

dois operadores quânticos na representação de Wigner é igual ao produto estrela dos

respectivos equivalentes em Wigner. Também foi estudado que em toda equação dinâmica

envolvendo a função de Wigner o produto estrela sempre está presente. Além disso, será

importante o estudo do produto-estrela para se realizar a definição do operador-estrela,

que será utilizado para a construção de representações unitárias dos grupos de Galilei e

de Poincaré no espaço de fase.

Primeiro apresentamos duas maneiras para definir o produto estrela, que são

equivalentes e se reduzem uma na outra e cada uma apresenta suas vantagens em diferentes

situações. Como já foi mencionado no capítulo anterior, o produto estrela (também

denominado produto de Weyl), entre duas funções f(q, p) e g(q, p), é definido por

f(q, p) ? g(q, p) = f(q, p) exp[
ih̄

2
(
←−
∂q
−→
∂p −

←−
∂p
−→
∂q )]g(q, p), (2.31)

onde as setas sobre os operadores diferenciais indicam o sentido em que eles se aplicam.

A equação (2.31) pode ser reescrita como

f(q, p) ? g(q, p) = limq′,p′→q,p exp[
ih̄

2
(∂q∂p′ − ∂p∂q′)]f(q, p)g(q′, p′).

Expandindo a exponencial numa série de potências, temos

exp[
ih̄

2
(∂q∂p′ − ∂p∂q′)] =

∞∑
n=0

1

n!
(
ih̄

2
)n(∂q∂p′ − ∂p∂q′)n.

E, ainda, escrevendo a expressão (∂q∂p′ − ∂p∂q′)n usando o binômio de Newton,

(∂q∂p′ − ∂p∂q′)n =
n∑

m=0

(−1)m

 n

m

 [∂q∂p′ ]
n−m[∂p∂q′ ]

m,

podemos finalmente escrever o produto estrela numa forma operacional muito útil, qual
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seja,

f(q, p) ? g(q, p) =
∞∑
n=0

1

n!
(
ih̄

2
)n

n∑
m=0

(−1)m

 n

m

 [∂n−mq ∂mp f(q, p)][∂mq ∂
n−m
p g(q, p)]. (2.32)

Iremos discutir algumas propriedades envolvendo o produto estrela explorando a

equação (2.32)

• Propriedade 2.8.1

Produto estrela em que um dos fatores é uma função constante: Seja c ∈ C. Então

c ? f(q, p) = f(q, p) ? c = cf(q, p). (2.33)

Demonstração

Considerando a expressão em série para o produto estrela, equação (2.32), temos

c ? f(q, p) = c{1 +
ih̄

2
(
←−
∂q
−→
∂p −

←−
∂p
−→
∂q ) +

1

2!

ih̄

2
(
←−
∂q
−→
∂p −

←−
∂p
−→
∂q )

2 + ...}f(q, p).

Observamos que todos os operadores diferenciais que atuam à esquerda se anularão, re-

stando apenas a primeira parcela: cf(q, p). A discussão para o produto estrela por c

aplicado do lado direito é a mesma.

• Propriedade 2.8.2

O Operador-estrela: O produto estrela entre duas funções no espaço de fase eleva uma

delas à categoria de operador.

f(q, p) ? g(q, p) = f(q +
ih̄

2

−→
∂p , p−

ih̄

2

−→
∂p)g(q, p)

= f(q, p) ? g(q, p) = f(q, p)g(q − ih̄

2

←−
∂p , p+

ih̄

2

←−
∂q ).

Demonstração

Definindo a =
−→
∂p e b =

−→
∂q , temos

f(q, p) ? g(q, p) = f(q, p)e
ih̄
2

(a
←−
∂q−b
←−
∂p )g(q, p).

Usando o fato que ea∂xf(x) = f(x+ a), chegamos a

f(q, p) ? g(q, p) = f(q +
ih̄

2
a, p− ih̄

2
b)g(q, p).
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Substituindo a e b, temos

f(q, p) ? g(q, p) = f(q +
ih̄

2

−→
∂p , p−

ih̄

2

−→
∂p)g(q, p).

Definimos

f̂(q, p) = f(q, p)?,

que será chamado operador-estrela.

• Propriedade 2.8.3

O produto estrela é associativo. Ou seja, considere f , g e h funções no espaço de fase.

Então,

(f(q, p) ? g(q, p)) ? h(q, p) = f(q, p) ? (g(q, p) ? h(q, p)). (2.34)

Demonstração

Utilizando a propriedade 2.8.2, temos

(f(q, p) ? g(q, p)) ? h(q, p) = {f(q +
ih̄

2

−→
∂p , p−

ih̄

2

−→
∂p)g(q, p)}h(q −

ih̄

2

←−
∂p , p+

ih̄

2

←−
∂q ),

e por outro lado,

f(q, p) ? (g(q, p) ? h(q, p)) = f(q +
ih̄

2

−→
∂p , p−

ih̄

2

−→
∂p){g(q, p)h(q −

ih̄

2

←−
∂p , p+

ih̄

2

←−
∂q )}.

Como os operadores diferenciais envolvidos aqui são associativos, segue que o produto

estrela é associativo.

• Propriedade 2.8.4

O produto estrela não é comutativo. Isto é

f(q, p) ? g(q, p) 6= g(q, p) ? f(q, p).

Temos na verdade,

f(q, p)e
ih̄Λ
2 g(q, p) = g(q, p)e

−ih̄Λ
2 f(q, p). (2.35)

Por exemplo, tomemos dois casos de interesse:

q ? p = (q +
ih̄

2
∂p)p = qp+

ih̄

2
,
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e

p ? q = (p− ih̄

2
∂q)q = pq − ih̄

2
,

esse é um resultado básico em geometrias não-comutativas [28].

• Propriedade 2.8.5

O produto estrela e a conjugação complexa: A conjugação complexa inverte a ordem do

produto estrela. Um fato análogo ao conjugado complexo de dois operadores usuais.

(f ? g)† = g† ? f †. (2.36)

Demonstração

Para mostrar essa propriedade, será utilizada a equação (2.32), tomando seu complexo

conjugado, isto é,

(f(q, p)?g(q, p))† =
∞∑
n=0

1

n!
(
ih̄

2
)n{(−1)n

n∑
m=0

(−1)m

 n

m

 [∂n−mq ∂mp f
†(q, p)][∂mq ∂

n−m
p g†(q, p)]},

(2.37)

em que o fator (−1)n é proveniente da conjugação complexa do fator ( ih̄
2
)n. Observe agora

o seguinte:

(−1)n(∂q∂p′ − ∂p∂q′)n = (∂p∂q′ − ∂q∂p′)n

= (∂q∂p′ − ∂p∂q′)n

=
n∑

m=0

(−1)m

 n

m

 [∂p∂q′ ]
n−m[∂q∂p′ ]

m. (2.38)

Utilizando as duas últimas equações, encontramos

(∂q∂p′ − ∂p∂q′)nf(q, p) =
n∑

m=0

(−1)m

 n

m

 [∂n−mq ∂mp f(q, p)][∂mq ∂
n−m
p g(q, p)]

e

(−1)n(∂q∂p′ − ∂p∂q′)nf(q, p) =
n∑

m=0

(−1)m

 n

m

 [∂n−mq ∂mp g(q, p)][∂
m
q ∂

n−m
p f(q, p)].

Comparando essas duas últimas equações, chegamos a

(−1)n
n∑

m=0

(−1)m[∂n−mq ∂mp f(q, p)][∂mq ∂
n−m
p g(q, p)]
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=
n∑

m=0

(−1)m

 n

m

 [∂n−mq ∂mp g(q, p)][∂
m
q ∂

n−m
p f(q, p)]. (2.39)

Se substituirmos a equação (2.38) na equação (2.37), temos

(f(q, p) ? g(q, p))† =
∞∑
n=0

1

n!
(
ih̄

2
)n

×{(−1)n
n∑

m=0

(−1)m

 n

m

 [∂n−mq ∂mp g
†(q, p)][∂mq ∂

n−m
p f †(q, p)]}

= g†(q, p) ? f †(q, p). (2.40)

• Propriedade 2.8.6

A forma integral do produto estrela.

f ? g = (
1

πh̄
)2
∫
dq′dq′′dp′dp′′f(q′, p′)g(q′′, p′′)e

−2i
h̄

[p(q′−q′′)+p′(q′′−q)+p′′(q−q′)].

Demonstração

Mostramos, agora, como representar o produto estrela utilizando a forma integral.

Primeiro escrevemos a expressão

f(q, p) =
∫
dq′dp′f(q′, p′)δ(q′ − q)δ(p′ − p). (2.41)

Considerando as representações das deltas de Dirac na forma integral, temos

δ(q′ − q) =
1

2πh̄

∫
e
−iu(q′−q)

h̄ du (2.42)

e

δ(p′ − p) =
1

2πh̄

∫
e
−iv(p′−p)

h̄ dv. (2.43)

Substituindo as equações (2.42) e (2.43) na equação (2.41), segue

f(q, p) = (
1

2πh̄
)2
∫
dudvdq′dp′f(q′, p′)e

−i
h̄

[v(p′−p)+u(q′−q)].

Utilizando a propriedade (2.8.2) e a última equação, chegamos a

f(q, p) ? g(q, p) = f(q +
ih̄

2

−→
∂p , p−

ih̄

2

−→
∂p)g(q, p)

= (
1

2πh̄
)2
∫
dudvdq′dp′f(q′, p′)e

−i
h̄

[v(p′−p)+u(q′−q)]e
−i

h̄2 [−iu∂p+iv∂q ]g(q, p).
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Se for feita uma pequena manipulação algébrica e também a transformação de variáveis,

q′′ = q +
v

2
e p′′ = p− u

2
,

obtemos o resultado

f(q, p) ? g(q, p) = (
1

2πh̄
)2
∫
dudvdq′dp′f(q′, p′)e

−2i
h̄

[(p′−p)(p−p′′)+(q′′−q′)(q′−q)]g(q′′, p′′).

O que resulta em

f ? g = (
1

πh̄
)2
∫
dq′dq′′dp′dp′′f(q′, p′)g(q′′, p′′)e

−2i
h̄

[p(q′−q′′)+p′(q′′−q)+p′′(q−q′)], (2.44)

que é a forma integral do produto estrela.

• Propriedade 2.8.7

A integral do produto estrela no espaço de fase possui a seguinte propriedade∫
f(q, p) ? g(q, p)dqdp =

∫
f(q, p)g(q, p)dqdq. (2.45)

Ou seja, ao se efetuar uma integração de um produto estrela entre duas funções,

f(q, p) ? g(q, p), no espaço de fase, esse produto se triaviliza dentro da integral. Como

vimos na equação (2.45). É evidente que para essa propriedade fazer sentido é necessário

a convergência da integral. A condição necessária para a convergência ocorra é que as

funções f(q, p) e g(q, p) seja nulas no infinito.

Demonstração

Para demonstrar essa propriedade, o ponto de partida será a equação (2.45) e a

forma integral do produto estrela, dada pela equação (2.44), o que leva a∫
f ? gdqdp = (

1

πh̄
)2
∫
dqdq′dq′′dpdp′dp′′f(q′, p′)g(q′′, p′′)e

−2i
h̄

[p(q′−q′′)+p′(q′′−q)+p′′(q−q′)].

Notemos agora que a exponencial do primeiro fator dentro dos colchetes, juntamente com

a integração em p, é identificada como a delta de Dirac, isto é,

1

2πh̄

∫
dpe

−2ip(q′−q′′)
h̄ = δ(q′ − q′′).

Nesse caso,∫
f ? gdqdp = (

1

πh̄
)2
∫
dqdq′dq′′dp′dp′′f(q′, p′)g(q′′, p′′)e

−2i
hbar

[p′(q′′−q)+p′′(q−q′)]δ(q′ − q′′),
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o que conduz a∫
f ? gdqdp = (

1

πh̄
)2
∫
dqdq′′dp′dp′′f(q′, p′)g(q′′, p′′)e

−2i[p′(q′′−q)+p′′(q−q′′)]
h̄ .

Rearranjando os termos e raciocinando novamente em termos da delta de Dirac, chegamos

ao resultado:

∫
f ? gdqdp =

∫
dq′′dp′f(q′′, p′)g(q′′, p′).

Com a mudança de variáveis q′′ → q e p′ → p, segue

∫
f ? gdqdp =

∫
dqdpf(q, p)g(q, p).

No próximo capítulo, serão definidos alguns operadores-estrela para construirmos

uma representação unitária do grupo de Galilei. Isso permite a construção da mecânica

quântica compatível com o formalismo de Wigner, empregando a noção de amplitudes no

espaço de fase.
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3 Mecânica Quântica Simplética e o
Grupo de Galilei

Neste capítulo, utilizamos a noção de estrutura simplética e do produto de Weyl de

uma geometria não-comutativa, a fim de construir representações unitárias 1 para o grupo

de Galilei e mostrar como escrever a equação de Schroedinger no espaço de fase [7, 32].

Incorporamos assim à descrição da mecânica quântica no espaço de fase a noção de espaço

de Hilbert H(Γ). Sabemos também que, com a representação da mecânica quântica

no espaço de fase a partir de uma teoria de representação, o formalismo passa a ser

autocontido, podendo ser generalizado para outros contextos, como o da teoria quântica

de campos, por exemplo. A revisão apresentada neste capítulo baseia-se principalmente

nas referências [7, 32,33].

3.1 Espaço de Hilbert e Estrutura Simplética

Considerando uma variedade diferencial, M , n-dimensional, na qual cada ponto é

especificado pelas coordenadas q = (q1, ..., qn), temos que as coordenadas de cada ponto

em no espaço cotangente,T ∗M , podem ser denotadas por (q, p) = (q1, ..., qn, p1, ..., pn). O

espaço T ∗M é equipado com uma estrutura simplética pela introdução da 2-forma

ω = dq ∧ dp, (3.1)

chamada de forma simplética. Essa forma simplética, em conjunto com o operador

Λ =

←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q
, (3.2)

induz o parentêses de Poisson (f = f(q, p) e g = g(q, p)),

{f, g} = ω(fΛ, gΛ) = fΛg, (3.3)
1representações unitárias são representações em termos de operadores unitários, os quais atuam em

espaços de Hilbert
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onde

{f, g} =
∂f

∂q

∂g

∂p
− ∂f

∂p

∂g

∂q
. (3.4)

O espaço das funções f(q, p) C∞ é chamado de espaço de fase e será denotado por Γ. Na

equação (3.3), usamos o fato de que os operadores,

Xf = fΛ =
∂f

∂q

∂

∂p
− ∂f

∂p

∂

∂q
, (3.5)

e

Xg = gΛ =
∂g

∂q

∂

∂p
− ∂g

∂p

∂

∂q
, (3.6)

determinam campos vetoriais sobre Γ.

A introdução da noção de espaço de Hilbert associado ao espaço de fase Γ, pode

ser feita considerando o conjunto das funções complexas de quadrado integrável, φ(q, p)

em Γ, tal que ∫
dpdqφ∗(q, p)φ(q, p) <∞ (3.7)

é uma forma bilinear real. Nesse caso, podemos escrever φ(q, p) = 〈q, p|φ〉, com∫
dpdq|q, p〉〈q, p| = 1, (3.8)

sendo 〈φ| o vetor dual de |φ〉. Vamos denominar este espaço de Hilbert por H(Γ).

3.2 O Grupo de Galilei em H(Γ)

Nessa seção, vamos estudar as representações do grupo de Galilei no espaço de

Hilbert H(Γ). Para isso, consideramos transformações unitárias U : H(Γ) → H(Γ), tal

que 〈ψ1|ψ2〉 seja invariante. Assim, iniciamos com o operador Λ definindo um mapeamento

e
ih̄Λ
2 = ? : Γ × Γ → Γ , chegamos ao chamado produto-estrela ou produto de Weyl,

representado por meio da expressão

f(q, p) ? g(q, p) = f(q, p)exp[
ih̄

2
(
←−
∂q
−→
∂p −

←−
∂p
−→
∂q )]g(q, p), (3.9)

onde f e g estão em H(Γ). A constante de Planck é utilizada aqui para fixar as unidades.

Já enfatizamos que no formalismo de Wigner as variáveis dinâmicas são represen-

tadas por funções, ao invés de operadores, e os produtos envolvendo as variáveis dinâmicas

são deformados segundo as regras do produto estrela, já estudadas no capítulo anterior.

Para se utilizar esta construção da álgebra de Galilei-Lie no espaço de fase, definimos
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os seguintes operadores:

Q̂ = q? = q +
ih̄

2
∂p (3.10)

e

P̂ = p? = p− ih̄

2
∂q. (3.11)

Vamosainda definir ki como,

ki = mqi − tpi, (3.12)

onde m e t representam parâmetros, temos que o operador estrela correspondente a esta

função é

K̂ = ki? = mqi ?−tpi? = mQ̂i − tP̂i. (3.13)

Da mesma forma, correspondendo às funções

li = εijkqjpk, (3.14)

introduzimos o correspondente operador estrela

L̂i = εijkQ̂jP̂k = εijkqjpk −
ih̄

2
εijkqj

∂

∂pk
+
ih̄

2
εijkpk

∂

∂qj
+
h̄2

4

∂2

∂qj∂pk
. (3.15)

Já para a função

H =
p2

2m
=

1

2m
(p2

1 + p2
2 + p2

3), (3.16)

temos o operador estrela a seguir descrito:

Ĥ =
P̂ 2

2m
=

1

2m
(P̂1

2
+ P̂2

2
+ P̂3

2
) =

1

2m
[(p1 −

ih̄

2

∂

∂q1
)2

+(p2 −
ih̄

2

∂

∂q2
)2 + (p3 −

ih̄

2

∂

∂q3
)2]. (3.17)

Proposição 1 Os operadores L̂, K̂, P̂ e Ĥ satisfazem a álgebra de Galilei-Lie, dada

pelas seguintes relações de comutação:

[L̂i, L̂j] = ih̄εijkL̂k, (3.18)

[L̂i, K̂j] = ih̄εijkK̂k, (3.19)

[L̂i, P̂j] = ih̄εijkP̂k, (3.20)

[K̂i, K̂j] = 0, (3.21)

[K̂i, P̂j] = ih̄mδij1, (3.22)
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[K̂i, Ĥ] = ih̄P̂i, (3.23)

[P̂i, P̂j] = 0, (3.24)

[P̂i, Ĥ] = 0, (3.25)

[L̂i, Ĥ] = 0. (3.26)

As relações de comutação acima encontram-se demonstradas na referências [32,33]. Como

m 6= 0 temos naturalmente uma representação projetiva do grupo de Galilei [70, 83].

Em termos de simetria, P̂ é o gerador de translações, sendo identificado como

operador momentum. De fato, P̂j se transforma pelo boost (transformação pura de Galilei)

de acordo com

exp(−iv.K̂
h̄

)P̂jexp(iv.
K̂

h̄
) = P̂j +mvj1. (3.27)

Assim, Q̂ é interpretado como o operador de posição, se transformando de acordo com o

boost como esperado:

exp(−iv.K̂
h̄

)Q̂jexp(iv.
K̂

h̄
) = Q̂j + vjt1. (3.28)

As relações (3.27) e (3.28) mostram que Q̂ e P̂ se transformam como posição e

momentum, respectivamente. E, por consistência, eles satisfazem a relação de Heisenberg,

[Q̂j, P̂n] = ih̄δjn1, (3.29)

reafirmando a consistência de se interpretar Q̂ e P̂ como observáveis posição e momentum.

Os invariantes da álgebra de Galilei nessa representação são dados por

I1 = Ĥ − P̂ 2

2m
e I2 = L̂− 1

m
K̂ × P̂ . (3.30)

O invariante de Casimir, por sua, vez dado por I1, descreve o hamiltoniano para uma

partícula livre, enquanto o invariante I2 está associado ao spin. Os parâmetros m e t são

interpretados como massa e tempo. Aqui será dado atenção às representações escalares,

isto é, com I2 = 0. Utilizando as relações de comutação demonstradas aqui, podemos

mostrar que os invariantes comutam com os geradores dessa álgebra.

O gerador de translações temporal é Ĥ. Com isso, a evolução no tempo de um
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observável Â é especificada por

exp(−itĤ
h̄

)Â(0)exp(it
Ĥ

h̄
) = Â(t), (3.31)

onde Â(t) representa o observável Â no instante t, e Â(0), no instante inicial. Podemos

obter uma equação dinâmica para Â ao derivar a equação (3.31) com relação ao tempo:

∂Â(t)

∂t
=
iĤ

h̄
exp(−itĤ

h̄
)Â(0)exp(it

Ĥ

h̄
)− exp(−itĤ

h̄
)Â(0)exp(it

Ĥ

h̄
)
−iĤ
h̄

,

∂Â(t)

∂t
=
iĤ

h̄
Â(t)− Â(t)

iĤ

h̄
,

ih̄
∂Â(t)

∂t
= Â(t)Ĥ − ĤÂ(t) = [Â(t), Ĥ].

Ao particularizar para os operadores posição e momentum, temos, por exemplo

ih̄
∂Q̂(t)

∂t
= [Q̂(t), Ĥ], (3.32)

e

ih̄
∂P̂ (t)

∂t
= [P̂ (t), Ĥ]. (3.33)

Vamos agora mostrar como construir uma base em H(Γ) com conteúdo de espaço

de fase. Quando foram definidos, os operadores posição e momentum tinham a seguinte

estrutura:

P̂ = p? = p1− ih̄

2
∂q = p1 +

1

2
P̃ , (3.34)

e

Q̂ = q? = p1 +
ih̄

2
∂p = q1 +

1

2
Q̃. (3.35)

Definindo então operadores proporcionais à identidade (operadores c-números) como

P = 2p1 e Q = 2q1, (3.36)

os operadores de posição e momentum ficam escritos como

P̂ =
1

2
(P + P̃ ) e Q̂ =

1

2
(Q+ Q̃). (3.37)
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Sob o boost Q e P se transformam como

exp(−iv K̂
h̄

)2Qexp(iv
K̂

h̄
) = 2Q+ vt1, (3.38)

e

exp(−iv K̂
h̄

)2Pexp(iv
K̂

h̄
) = 2P +mv1. (3.39)

Para obter esse resultado, utilizamos

eABe−A =
∞∑
n=0

[A,B]n,

onde [A,B]0 = B, [A,B]1 = [A,B], ..., [A,B]n = [A, [A,B]n−1], n ≥ 2. Ou seja, Q e P

se transformam como posição e momentum. Contudo, Q e P não podem ser classificados

como observáveis posição e momentum, pois não satisfazem a relação de comutação de

Heisenberg, pelo fato de que [Q,P ] = 0. No entanto, é possível usá-los para construir

um referencial no espaço de Hilbert com conteúdo de espaço de fase. Assim sendo, vamos

definir um conjunto de autovetores ortonormalizados, denotados por |q, p〉, sendo {q} e

{p}, respectivamente, um conjunto de autovalores, satisfazendo

Q|q, p〉 = q|q, p〉, (3.40)

e

P |q, p〉 = p|q, p〉. (3.41)

Temos ainda

〈q, p|q′, p′〉 = δ(q − q′)δ(p− p′), (3.42)

onde vale a relação de completeza,∫
dqdp|q, p〉〈q, p| = 1. (3.43)

Considerando um vetor de estado |ψ〉, os operadores Q̃ e P̃ na base |q, p〉 são tais

que

Q̃ψ(q, p) = 〈q, p|Q̃|ψ〉 = ih̄∂pψ(q, p), (3.44)

e

P̃ψ(q, p) = 〈q, p|P̃ |ψ〉 = −ih̄∂qψ(q, p), (3.45)

onde 〈q′, p′|ψ〉 = ψ(q′, p′). Assim, é possível reconhecer

〈q, p|Q̃|q′, p′〉 = ih̄δ(q − q′)δ(p− p′)∂p. (3.46)
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E, analogamente,

〈q, p|P̃ |q′, p′〉 = ih̄δ(q − q′)δ(p− p′)∂q. (3.47)

Os operadores Q e P , cujos autovalores são {q, p}, são coordenadas de um espaço

de fase Γ, em que a estrutura simplética é utilizada na definição do produto estrela. De

fato, a partir do operador Λ podemos construir a aplicação

e
ih̄
2

Λ : Γ× Γ→ Γ, (3.48)

estabelecendo o produto estrela. Desse modo, a representação do grupo de Galilei que foi

construída está estruturada sobre a noção de variedade simplética.

3.3 A Equação de Schroedinger no Espaço de Fase

Na seção anterior, mostramos que os operadores-estrelas são os objetos repre-

sentativos dos observáveis no espaço de Hilbert, H(Γ). Logo, é possível a construção da

mecânica quântica, explicitando os postulados escritos em termos dos operadores-estrelas

e sua álgebra. O primeiro passo é a definição de alguns postulados análogos aos que

definem a mecânica quântica no espaço de Hilbert habitual.

Vamos considerar a projeção dos kets sobre o espaço de Hilbert gerado pelos

autovetores simultâneos dos operadores Q e P , |q, p〉. Tomamos |ψ(t)〉 em H(Γ) como

uma representação de um estado específico de um sistema quântico. Quando projetamos

o vetor de estado, |ψ(t)〉, sobre o espaço de Hilbert, H(Γ), gerado pelos kets {|q, p〉},
encontramos uma função das variáveis q, p e t,

ψ(q, p, t) = 〈q, p|ψ(t)〉. (3.49)

Vale destacar que ψ(q, p, t) é uma função de onda, mas não com o conteúdo entendido

na mecânica quântica usual, pois p e q são autovalores dos operadores P e Q que são

representações das coordenadas da variedade simplética.

Com o uso da relação de completeza, temos

〈ψ|φ〉 = 〈ψ|(
∫
dqdp|q, p〉〈q, p|)|φ〉 =

∫
dqdpψ†(q, p)φ(q, p), (3.50)

onde ψ†(q, p) = 〈ψ|q, p〉 e φ(q, p) = 〈q, p|φ〉.

A respeito da equação (2.45), vimos que o produto estrela se trivializa quando
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integrado no espaço de fase, assim a equação (3.50) pode ser escrita da seguinte forma

〈ψ|φ〉 =
∫
dqdpψ†(q, p) ? φ(q, p). (3.51)

Os observáveis são representados por operadores estrela auto-adjuntos, tal que

〈q, p|A|ψ〉 =
∫
dq′dp′〈q, p|A|q′, p′〉〈q′, p′|ψ〉. (3.52)

Considerando

〈q, p|A|q, p〉 = Â(q, p)δ(p− p′)δ(q − q′), (3.53)

obtém-se

〈q, p|A|ψ〉 = Â(q, p)ψ(q, p). (3.54)

E, por construção, Â(q, p) é associado a uma função a(q, p) por meio do produto estrela,

Â(q, p) = a(q, p) ? . (3.55)

O valor esperado de um observável Â em um dado estado |ψ〉 é dado por

〈Â〉 = 〈ψ|Â|ψ〉 =
∫
dqdp

∫
dq′dp′〈ψ|q, p〉〈q, p|Â|q′, p′〉〈q′, p′|ψ〉, (3.56)

em que foi utilizada a relação de completeza antes e depois do operador.

Em geral, se for escrito Â(q, p) = a(q, p)?, e utilizadas as propriedades do produto

estrela, encontramos

〈Â〉 =
∫
dqdpa(q, p)[ψ†(q, p) ? ψ(q, p)]. (3.57)

Assim, notamos que 〈Â〉 poderá ser real, se o espectro de Â for real. Em particular, para

Â = Q̂, temos

〈Q̂〉 =
∫
dqdpq[ψ†(q, p) ? ψ(q, p)], (3.58)

que é escrito como

〈Q̂〉 =
∫
dqqσ(q), (3.59)

onde σ(q) representa a densidade de probabilidade associada à medida do observável Q̂,

na posição q. Comparando as equações (3.58) e (3.59), a conclusão é que

σ(q) =
∫
dp[ψ(q, p) ? ψ†(q, p)]. (3.60)
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Analogamente, a densidade de probabilidade associada ao momentum nos fornece

σ(p) =
∫
dq[ψ(q, p) ? ψ†(q, p)]. (3.61)

A evolução temporal de um operador arbitrário, conforme já foi visto, depende

somente das propriedades algébricas do grupo de Galilei. Utilizamos então a equação

(3.31) para descrever a evolução temporal dos observáveis físicos de tal maneira que o

estado permaneça inalterado (descrição de Heisenberg). E, a partir daqui, vamos fazer a

interpretação física. Assim, temos as equações de Heisenberg para os observáveis Q̂ e P̂ ,

ih̄
∂Q̂(t)

∂t
= [Q̂(t), Ĥ], (3.62)

e

ih̄
∂P̂ (t)

∂t
= [P̂ (t), Ĥ]. (3.63)

Em regra, para um observável Â,

ih̄
∂Â(t)

∂t
= [Â(t), Ĥ], (3.64)

temos como solução geral

Â = exp(−itĤ
h̄

)Â(0)exp(it
Ĥ

h̄
). (3.65)

O valor esperado do observável Â(t) é dado por

〈Â(t)〉 =
∫
dqdpϕ† ? Â(t) ? ϕ, (3.66)

onde ϕ não depende explicitamente do tempo.

Definindo a exponencial estrela, eu? , como

eu? = 1 + u+
1

2!
u ? u+

1

3!
u ? u ? u+ ..., (3.67)

e usando ainda Ĥ = h?, chegamos a

〈Â(t)〉 =
∫
dqdpϕ† ? e

iht
h̄
? ? A(0) ? e

iht
h̄
? ? ϕ. (3.68)

Definindo ψ(t) como

ψ(t) = e
iht
h̄
? ? ϕ = e

iht
h̄
? ? ψ(0), (3.69)
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temos, por consequência,

ψ†(t) = ψ†(0) ? e
−iht

h̄
? . (3.70)

Com isso, o valor esperado do operador Â(t), quando forem inseridas as equações (3.69)

e (3.70) na equação (3.68), fica dado por

〈Â(t)〉 =
∫
dqdpψ(t) ? A(0) ? ψ†(t) =

∫
dqdpψ(t)Â(0)ψ†(t). (3.71)

Nesse caso, os observáveis estão definidos num certo instante de tempo. E os estados, por

sua vez, evoluem no tempo. Isso define a descrição de Schroedinger.

Já temos uma equação dinâmica para os observáveis. Mas ao considerarmos

ψ dependente do tempo, devemos procurar uma outra equação dinâmica que descreva a

evolução de ψ. Para isso, basta derivar a equação (3.69) com relação ao tempo,

∂tψ(t) =
i

h̄
h ? e

iht
h̄
? ? ψ(0) =

i

h̄
h ? ψ(t) =

i

h̄
Ĥψ(t),

o que resulta em

ih̄∂tψ(t) = Ĥψ(t), (3.72)

ou ainda

ih̄∂tψ(t) = h ? ψ(t), (3.73)

que é a equação dinâmica procurada.

Se for considerada uma partícula sujeita a um potencial V (Q̂), podemos escrever

Ĥ = h? = ( P̂
2

2m
+ V (Q̂)), de modo que a equação (3.72) se reduz a

ih̄∂tψ(q, p, t) = (
p2

2m
− h̄2

8m

∂2

∂q2
− ih̄p

2m

∂

∂q
)ψ(q, p, t) + V (q +

ih̄

2

∂

∂p
)ψ(q, p, t); (3.74)

que é a equação de Schroedinger representada no espaço de fase [7].

Outros aspectos, tais como a equação dinâmica para a matriz densidade e o

teorema de Ehrenfest no espaço de fase, o que foi demonstrado nas referências [32,33].

3.4 Conexão com o Formalismo de Wigner

Vamos considerar a função

f(q, p) = ψ(q, p, t) ? ψ†(q, p, t). (3.75)
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Mostraremos que f = f(q, p, t) satisfaz todas as propriedades da função de Wigner, apre-

sentadas no capítulo 2.

Para começar, tomamos a equação (3.73) e seu conjugado hermiteano,

ih̄∂tψ(t) = h ? ψ(t), (3.76)

e

−ih̄∂tψ(t)† = ψ(t)† ? h, (3.77)

e multiplicamos a equação (3.76) à esquerda por ψ? e a equação (3.77) à direita por ?ψ∗.

Depois subtraímos uma da outra, o que leva a

ih̄∂t(ψ ? ψ
†) = h ? (ψ ? ψ†)− (ψ ? ψ†) ? h. (3.78)

Mas ∂t(ψ ? ψ†) = ψ ? (∂tψ
†) + (∂tψ) ? ψ† e f = ψ ? ψ†. Com isso, temos

ih̄∂tf = h ? f − f ? h, (3.79)

ou ainda

ih̄∂tf = {h, f}M , (3.80)

que, como foi visto no capítulo 2, é a equação dinâmica da função de Wigner.

Também podemos notar que∫
dqdpf(q, p) =

∫
dqdpψ ? ψ† = |ψ(q, p)|2 = 1, (3.81)

propriedade essa que também é satisfeita pela função de Wigner.

Temos ainda que

〈Â〉 =
∫
dqdpψ(Â(q, p) ? ψ†). (3.82)

E, aplicando as propriedades do produto estrela, obtemos

〈Â〉 =
∫
dqdpÂ(q, p)(ψ ? ψ†), (3.83)

o que resulta em

〈Â〉 =
∫
dqdpÂ(q, p)f(q, p), (3.84)

que também é uma propriedade satisfeita pela função de Wigner.

Podemos observar que f = ψ ? ψ† é uma função real. Para isso, consideramos

f † = (ψ ? ψ†)†. (3.85)
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Utilizando a propriedade da conjugação complexa do produto estrela, temos,

f † = (ψ ? ψ†)† = (ψ†)† ? (ψ)† = ψ ? ψ† = f, (3.86)

logo f † = f . Assim, percebemos que f é uma função real.

As equações (3.60) e (3.61) nos mostram que

σ(q) =
∫
dp[ψ(q, p) ? ψ†(q, p)] =

∫
dpf(q, p) (3.87)

e

σ(p) =
∫
dq[ψ(q, p) ? ψ†(q, p)] =

∫
dqf(q, p), (3.88)

que é mais uma propriedade da função de Wigner.

Podemos então escrever

f(q, p) = fW (q, p) = ψ(q, p, t) ? ψ†(q, p, t). (3.89)

Observamos ainda a equação de autovalores para o hamiltoniano,

h ? ψ = Eψ. (3.90)

Aplicando o produto estrela à direita por ψ†, obtemos

h ? fW = EfW , (3.91)

mostrando que ψ(q, p) e fW (q, p) satisfazem a mesma equação de autovalor. Portanto, a

procura por soluções reais para ψ leva a funções de Wigner. Além disso, outras funções

de Wigner são obtidas mediante o produto ψ(q, p, t) ? ψ†(q, p, t).

Com a finalidade de exemplificar a aplicação desse método, vamos resolver agora a

equação de Schroedinger para o oscilador harmônico no espaço de fase. Esse problema já

foi resolvido no espaço de fase, utilizando um método algébrico [7]. Vamos seguir aqui um

procedimento diferente, baseados na equação diferencial. Para isso, tomamos a equação

de autovalores escrita no espaço de fase

h(q, p) ? ψ(q, p) = Eψ(q, p), (3.92)

aqui h(q, p) = p2+q2

2
. Nesse caso, ficamos com, 2

2tomamos h̄ = 1 e m = 1
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(
p2 + q2

2
) ? ψ(q, p) = Eψ(q, p). (3.93)

Utilizando as propriedades do produto estrela, temos

[(p− i

2
∂q)

2 + (q +
i

2
∂p)

2]ψ(q, p) = 2Eψ(q, p), (3.94)

que leva a

[p2 − i

2
p∂q −

1

4
∂2
q + q2 +

i

2
q∂p −

1

4
∂2
p ]ψ(q, p) = 2Eψ(q, p). (3.95)

Podemos escrever ainda

[p2 − 1

4
∂2
q + q2 − 1

4
∂2
p − 2E]ψ(q, p) + [− i

2
p∂q +

i

2
q∂p]ψ(q, p) = 0. (3.96)

Igualando a parte real e a imaginária da equação (3.96) a zero, temos

[p2 − 1

4
∂2
q + q2 − 1

4
∂2
p − 2E]ψ(q, p) = 0, (3.97)

e

[−p∂q + q∂p]ψ(q, p) = 0. (3.98)

Tomando ψ(q, p) = ψ(4h), notamos que tanto a parte real quanto a parte imaginária da

equação são satisfeitas. Dessa forma, definindo z = 4h, temos

∂q =
∂z

∂q
∂z → ∂q = 4q∂z,

∂p =
∂z

∂p
∂z → ∂p = 4p∂z

e ainda

∂2
q = 4q2∂2

z + 2∂z,

∂2
p = 4p2∂2

z + 2∂z.

Substituindo nas equações (3.97) e (3.98), ficamos com

[
z

4
− E − 1

8
((16q2 + 16p2)∂2

z + 8∂z)]ψ(z) = 0, (3.99)
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[
z

4
− E − z∂2

z − ∂z]ψ(z) = 0. (3.100)

Tomando ψ(z) = e
−z
2 L(z) e substituindo na equação (3.100), temos

[z∂2
z + (1− z)∂z + E − 1

2
]L(z) = 0, (3.101)

que é uma das equações diferenciais de Laguerre. De fato, lembrando que a equação

diferencial de Laguerre é dada por

x
d2y

dx2
+ (m+ 1− x)dy

dx
+ ny = 0, onde y = Lmn (x). (3.102)

Temos nesse caso, m = 0 e n = E − 1
2

= 0, 1, 2, .... Assim as soluções reais do problema

do oscilador harmônico são dadas por

ψn(q, p) = e−2(q2+p2)Ln(q
2 + p2), (3.103)

onde Ln representa o polinômio de Laguerre de ordem n. Vale a pena observar que no

espaço de fase encontramos a solução da equação de evolução do sistema como funções

escritas em termos de polinômios de Laguerre, enquanto que na descrição usual o estado

é dado em termos de polinômios de Hermite.

A associação com a função de Wigner pode ser feita se tomarmos o produto estrela

da solução dada acima com ela mesma. Para obter uma expressão geral dessas funções,

escrevemos a solução para o problema dado da seguinte forma:

ψn = Cn exp(
−2h

h̄ω
)Ln(4h/h̄ω), (3.104)

onde Cn são constantes de normalização. As correspondentes funções de Wigner são dadas

por

f
(n)
W (q, p) ∼ exp(

−2h

h̄ω
) ? [Ln(4h/h̄ω) ? exp(

−2h

h̄ω
)] ? Ln(4h/h̄ω). (3.105)

Contudo, dada uma função f(h), expressa em série de potências,

g(h) =
∑
n

fnh
n, (3.106)

temos, utilizando as propriedades do produto estrela,
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f(h) ? e
−2h
h̄ω = constante× e

−2h
h̄ω . (3.107)

Considerando esse resultado, podemos escrever a equação (3.105) como

f
(n)
W (q, p) ∼ exp(

−2h

h̄ω
) ? [exp(

−2h

h̄ω
)Ln(4h/h̄ω)], (3.108)

o que nos fornece

f
(n)
W (q, p) ∼ exp(

−2h

h̄ω
) ? ψn = exp(

−2ĥ

h̄ω
)ψn. (3.109)

Como ψn é autofunção de ĥ, podemos escrever

exp(
−2ĥ

h̄ω
)ψn = exp(

−2En
h̄ω

)ψn ∼ ψn. (3.110)

Assim, as funções de Wigner para o oscilador harmônico são [13]

f
(n)
W (q, p) ∼ exp(

−2h

h̄ω
)Ln(4h/h̄ω), (3.111)

que são coincidentes com as soluções encontradas para as amplitudes. Esse fato é con-

sistente, já que elas obedecem a mesma equação de autovalores. O comportamento de

alguns casos para as amplitudes e das respectivas funções de Wigner podem ser vistos por

meio dos gráficos dados nas figuras (1-6).
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Figura 1: Amplitude para o oscilador
harmônico, n=0

Figura 2: Função de Wigner para o os-
cilador harmônico, n=0

Figura 3: Amplitude para o oscilador
harmônico, n=2

Figura 4: Função de Wigner para o os-
cilador harmônico, n=2

Figura 5: Amplitude para o oscilador
harmônico, n=4

Figura 6: Função de Wigner para o os-
cilador harmônico, n=4
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Consideraremos agora, como um segundo exemplo, a resolução da equação de

Schroedinger no espaço de fase para o caso com interação magnética. Nesse caso, con-

sideraremos que as coordenadas sejam comutativas. A análise desse exemplo será útil a

fim de compararmos com o caso das coordenadas não-comutativas que desenvoveremos

no próximo capítulo.

Sendo assim, consideremos que o hamiltoniano que correspondente ao problema de

um elétron se movendo num plano que é perturbado por um campo magnético, B, per-

pendicular ao plano, possa ser escrito da seguinte forma,

h =
1

2m
(p+

e

c
A)2, (3.112)

onde escolhemos o calibre que nos leva a A = (−B
2
y, B

2
x) e q = (x, y), p = (px, py).

Consideraremos ainda que h̄ = m = e = c = 1.

Nesse caso, o hamiltoniano fica dado por

h =
1

2
(px −

B

2
y)2 +

1

2
(py +

B

2
x)2. (3.113)

E, portanto, a equação de Schroedinger no espaço de fase é dada por,

H ? ψ(q, p) = Eψ(q, p). (3.114)

De forma que, usando a as relações, pi? = pi − i
2
∂
∂qi

e qi? = qi +
i
2
∂
∂pi

, temos

1

2
[ p2

x − ipx
∂

∂x
− 1

4

∂2

∂x2
−Bpxy + i

B

2
y
∂

∂x
− iB

2
px

∂

∂py

− B

8

∂2

∂x∂py
+
B2

4
y2 + i

B2

4
y
∂

∂py
− B2

8

∂2

∂p2
y

]ψ(q, p)

+
1

2
[p2
y − ipy

∂

∂y
− 1

4

∂2

∂y2
−Bpyx+ i

B

2
x
∂

∂y
+ i

B

2
py

∂

∂px

+
B

8

∂2

∂y∂px
+
B2

4
x2 + i

B2

4
x
∂

∂px
− B2

8

∂2

∂p2
x

]ψ(q, p) = Eψ(q, p). (3.115)

Agora, a fim de solucionar a equaçao diferencial dada, admitamos que ψ(q, p) = ψ(z),

onde z = 1
2
(p2
x−Bpxy+ B2

4
y2)+ 1

2
(p2
y +Bpyx+ B2

4
x2). Nesse sentido, podemos simplificar

a equação (3.115). Para esse fim, precisamos das seguintes derivadas:

∂ψ

∂x
= (

1

2
Bpy +

B2

4
x)
∂ψ

∂z
,

∂ψ

∂y
= (−1

2
Bpx +

B2

4
y)
∂ψ

∂z
,
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∂ψ

∂px
= (px −

1

2
By)

∂ψ

∂z
,

∂ψ

∂py
= (py +

1

2
Bx)

∂ψ

∂z
,

∂2ψ

∂x2
=
B2

4

∂ψ

∂z
+ (

1

2
Bpy +

B2

4
x)2∂

2ψ

∂z2
,

∂2ψ

∂x2
=
B2

4

∂ψ

∂z
+ (

1

2
Bpy +

B2

4
x)2∂

2ψ

∂z2
,

∂2ψ

∂y2
=
B2

4

∂ψ

∂z
+ (−1

2
Bpx +

B2

4
y)2∂

2ψ

∂z2
,

∂2ψ

∂p2
x

=
∂ψ

∂z
+ (px −

1

2
By)2∂

2ψ

∂z2
,

∂2ψ

∂p2
y

=
∂ψ

∂z
+ (py +

1

2
Bx)2∂

2ψ

∂z2
,

∂2ψ

∂px∂y
= −B

2

∂ψ

∂z
+ (px −

1

2
By)(−1

2
Bpx +

B2

4
y)
∂2ψ

∂z2
,

∂2ψ

∂py∂x
=
B

2

∂ψ

∂z
+ (py +

1

2
Bx)(

1

2
Bpy +

B2

4
x)
∂2ψ

∂z2
.

E agora, substituindo essas derivadas na equação (3.115), obtemos:

zψ(z)− B2

4

∂ψ

∂z
− B2

4
z
∂2ψ

∂z2
= Eψ(z). (3.116)

Ou ainda,

z
∂2ψ

∂z2
+
∂ψ

∂z
− 4

B2
(z − E)ψ(z) = 0. (3.117)

Se tomarmos r = 4z
B

, teremos ∂ψ
∂z

= 4
B
∂ψ
∂r

e ∂2ψ
∂z2

= 16
B2

∂2ψ
∂r2

. E ainda, se definirmos também

que ψ(r) = e−
r
2L(r), a equação (3.117) pode ser escrita da seguinte forma,

r
∂2L(r)

∂r2
+ (1− r)∂L(r)

∂r
− (

1

2
+

1

B
E)L(r) = 0, (3.118)

que é a equação diferencial de Laguerre, cuja solução é dada em termos dos polinômios

de Laguerre Ln(r). Portanto, a solução do nosso problema é dada por,

ψ(q, p) = e
−2z
B Ln(4z/B), (3.119)

onde z = 1
2
(p2
x −Bpxy + B2

4
y2) + 1

2
(p2
y +Bpyx+ B2

4
x2).

E as funções de Wigner podem ser encontradas mediante mediante o produto ψ(q, p)?

ψ†(q, p).

Nesse caminho, calcularemos agora as funções de Wigner. Antes nos lembremos das
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relações , H ? ψn(q, p) = Enψ(q, p) e H = z.

Iniciaremos nossos cálculos com a função de Wigner de ordem zero e depois gene-

ralizaremos o resultado.

Para iniciar, lembremos que ψ0(q, p) = e
−2H

B . Dessa forma a função de Wigner nesse

caso será dada por,

f
(0)
W (q, p) = e

−2H
B ? e

−2H
B . (3.120)

Se fizermos a expansão em Taylor na primeira exponencial e aplicarmos na segunda,

obtemos,

f
(0)
W (q, p) = [ψ0 + (

−2

B
)H ? ψ0 +

1

2!
(
−2

B
)2H2 ? ψ0 + ...+

1

n!
(
−2

B
)nHn ? ψ0]. (3.121)

Observe que podemos escrever a expressão acima da seguinte forma,

f
(0)
W (q, p) = [

∞∑
n=0

1

n!
(
−2

B
)nEn]ψ0(q, p). (3.122)

Com isso, chegamos, finalmente, na expressão para a função de Wigner de ordem zero,

que é dada por

f
(0)
W (q, p) = e

−2En
B e

−2z
B . (3.123)

O mesmo raciocínio vale para o cálculo de f (n)
w (q, p). Sendo assim, obtemos

f
(n)
W (q, p) = Cne

−2z
B Ln(4z/B), (3.124)

onde Cn = e
−2En

B Ln(4En/B).

No próximo capítulo, resolveremos a equação de Schroedinger no espaço de fase em

outros contextos, tais como a partícula carregada submetida à interação magnética, o

potencial de Liouville e o potencial quártico. Com isso, esperamos evidenciar a aplicabi-

lidade do método, determinando as amplitudes no espaço de fase e as funções de Wigner

correspondentes a cada caso.
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4 O Problema de Landau no Espaço
de Fase e Potenciais
Não-Lineares

Neste capítulo, focamos nossa atenção em algumas aplicações da equação de

Schroedinger no espaço de fase. Em primeiro lugar, fizemos uma análise do problema de

Landau no espaço de fase, introduzindo a não-comutatividade também nas coordenadas

de posição. Com isso, encontramos as amplitudes e as correspondentes funções de Wigner

para o problema de Landau. Em seguida resolvemos a equação de Schroedinger no espaço

de fase para dois potenciais não-lineares. Nesse sentido, tratamos o potencial de Liouville

e por último, por meio de um tratamento perturbativo, resolvemos o problema do po-

tencial quártico. Encontramos as funções de Wigner em cada problema apresentado. No

fim do capítulo, fizemos uma análise voltada à mecância estatística, onde calculamos a

suscetibilidade magnética para uma partícula que se move sob a ação de um campo mag-

nético, utilizando para isso operadores-estrela, definidos no capítulo 3. Ao final, chegamos

ao resultado exato para o diamagnetismo de Landau.

4.1 O Problema de Landau no Espaço de Fase

A análise do comportamento de uma partícula carregada restrita ao plano e na

presença de um campo magnético externo ortogonal ao plano é conhecido como o pro-

blema de Landau [34]. No regime em que o campo magnético é extremamente elevado, as

coordenadas da partícula passam a ser não-comutativas. Diferentes aspectos do problema

de Landau em coordenadas não-comutativas têm sido estudados exaustivamente, como

aparece, por exemplo, na referência [35]. Nosso objetivo aqui é determinar as amplitudes

no espaço de fase e as respectivas funções de Wigner quando as coordenadas de posição

são não-comutativas.
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4.1.1 O hamiltoniano não-comutativo

Com a finalidade de escrever o hamiltoniano com as coordenadas de posição não

comutativas, introduziremos o produto-estrela-θ,

∗θ = exp
iθ

2
(
←−
∂x
−→
∂y −

←−
∂y
−→
∂x). (4.1)

Nesse sentido, as coordenadas obedecem ao parentêse de Moyal, dado por

[x, y]M = x ∗θ y − y ∗θ x = iθ,

onde θ é um parâmetro constante.

A quantização do sistema é obtida pelo estabelecimento da relação de quantização

canônica usual,

[qi, pj] = ih̄δij. (4.2)

Temos aqui q = (x, y) e p = (px, py). Interpretaremos as derivadas em q como operador

momentum, ∂q = i
h̄
p.

A equação de Schroedinger em coordenadas não-comutativas pode ser escrita em um

primeiro momento da seguinte forma (h ∗θ ψ = Eψ),

1

2
(px −

B

2
y)2 +

1

2
(py +

B

2
x)2 ∗θ ψ(q) = Eψ(q). (4.3)

Para expandir esse hamiltoniano, utilizaremos as relações

x∗θ = x+ i
θ

2

∂

∂y

e

y∗θ = y + i
θ

2

∂

∂x
.

E precisaremos também das relações

x2∗θ = x2 + iθx
∂

∂y
− θ2

4

∂2

∂y2
,

e

y2∗θ = y2 − iθy ∂
∂x
− θ2

4

∂2

∂x2
.

Dessa forma, a equação diferencial (4.3) fica escrita como

1

2
[
B2

4
(x2 + y2) + (B +

θB2

4
)(xpy − ypx) + (1 +

Bθ

4
)2(p2

x + p2
y)]ψ(q) = Eψ(q). (4.4)
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Assim, podemos escrever B + θB2

4
= (1 + θB

4
)B. Definindo k = θB

4
, podemos reescrever a

equação (4.4) como

1

2
[((1 + k)px −

B

2
y)2 + ((1 + k)py −

B

2
x)2]ψ(q) = Eψ(q). (4.5)

Dessa forma, podemos reconhecer o hamiltoniano não-comutativo como

h =
1

2
[((1 + k)px −

B

2
y)2 + ((1 + k)py −

B

2
x)2]. (4.6)

4.1.2 A equação de Schroedinger no espaço de fase submetida a
interação magnética

A equação de Schroedinger no espaço de fase, de acordo com os capítulos anteriores,

é ser escrita da seguinte forma:

h ? ψ(q, p) = Eψ(q, p). (4.7)

Se utilizarmos a equação (4.6), escrevemos a equação de Schroedinger, que descreve o

problema de Landau no espaço de fase, como

1

2
[((1 + k)px −

B

2
y)2 + ((1 + k)py −

B

2
x)2] ? ψ(q, p) = Eψ(q, p). (4.8)

Resolveremos esta equação por dois métodos diferentes. Primeiro, consideraremos

a resolução mediante um tratamento algébrico e, no segundo método, abordaremos o

problema analiticamente, por meio da resolução da equação diferencial.

Com o intuito de solucionar a equação (4.8), mediante um método algébrico direta-

mente da álgebra dos operadores-estrela, definiremos os seguintes operadores

â = a? =
1√

2B(1 + k)
[(px ?−

B

2
y?)− i(py ?+

B

2
x?)], (4.9)

e

â† = a†? =
1√

2B(1 + k)
[(px ?−

B

2
y?) + i(py ?+

B

2
x?)], (4.10)

de forma que a equação (4.8) possa ser escrita como

(1 + k)B(a† ? a ?+
1

2
)ψ(q, p) = Eψ(q, p). (4.11)

Os operadores a? e a†? são, respectivamente, os operadores de criação e aniquilação. Esses
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operadores satisfazem as seguintes propriedades

[a?, a†?] = 1, (4.12)

e

[h?, a ? a†?] = [h?, a† ? a?] = 0. (4.13)

A equação (4.13) nos mostra que o hamiltoniano, h?, comuta com o operador a†?a?. Dessa

forma, é possível estabelecer para esses objetos um conjunto comum de autovalores. Além

disso, seus autovalores diferem apenas por uma quantidade (1+k)B
2

. Considerando esses

argumentos, o problema de autovalores resume-se à equação

a† ? a ? ψn(q, p) = λnψn(q, p). (4.14)

Se combinarmos a equação (4.12) com a equação (4.14), encontramos

a† ? a ? (a† ? ψn(q, p)) = (λn + 1)(a† ? ψn(q, p)), (4.15)

e

a† ? a ? (a ? ψn(q, p)) = (λn − 1)(a ? ψn(q, p)). (4.16)

Essas duas últimas relações comprovam que a? e a†?, de fato, são os operadores de

aniquilação e criação, respectivamente. Além disso, todos os autovalores λn são inteiros e

positivos,

En = (1 + k)B(n+
1

2
), (4.17)

onde λn = n. Isso implica que o operador de destruição aplicado à função de estado

correspondente ao estado de mais baixa energia deve ser nulo:

a ? ψ0(q, p) = 0. (4.18)

A solução dessa equação conduz à determinação do estado de mais baixa energia. Mais

explicitamente, esta equação diferencial pode ser escrita como

((1 + k)px −
B

2
y − 1

2
(1 + k)∂y +

B

4
∂px)ψ0(q, p)

+i(−(1 + k)py −
B

2
x− 1

2
(1 + k)∂x −

B

4
∂py)ψ0(q, p) = 0. (4.19)

Resolvendo simultaneamente as equações diferenciais para a parte real e para a parte

imaginária, encontramos a seguinte solução geral

ψ0(q, p) = N0e
−1

B(1+k)
[((1+k)px−B

2
y)2+((1+k)py+B

2
x)2] = N0e

−2h
B(1+k) , (4.20)
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onde N0 é a constante de normalização.

É preciso utilizar o operador de criação repetidas vezes sobre a função de mais baixa

energia, ψ0(q, p), para determinar as outras autofunções. Nesse processo, é preciso pre-

caução com relação às constantes de normalização, admitindo que N0 está ajustada de

modo que ψ tenha norma igual à unidade. Isto é, para qualquer valor de n ≥ 1, a

autofunção

ψn(q, p) = Nna
† ? ψn−1,

deve ser normalizada. Aplicando as propriedades do produto-estrela, encontramos para a

constante de normalização,

Nn =

√
1

n
.

Então, partindo da autofunção de menor energia e aplicando o operador de criação suces-

sivamente, todas as autofunções normalizadas podem ser obtidas pela relação

ψn(q, p) =
1√
n!

(a†?)nψ0. (4.21)

Antes de determinarmos as autofunções, precisamos encontrar o valor da constante de

normalização N0. A norma da autofunção ψ0 é dada por∫
dqdpψ†0 ? ψ0 = N0

∫
dqdpe

−2h
(1+k)B ? e

−2h
(1+k)B = 1. (4.22)

Antes de calcularmos a integral, é conveniente observar que

e
−2h

(1+k)B ? e
−2h

(1+k)B = e
−2h?

(1+k)B e
−2h

(1+k)B ,

e, ainda,

e
−2h?

(1+k)B e
−2h

(1+k)B =
∞∑
n=0

1

n!
(
−2

(1 + k)B
)n(h?)ne

−2h
(1+k)B .

Usando o fato de que e
−2h

(1+k)B é autofunção (estado fundamental) do operador h?, temos

que,

(h?)ne
−2h

(1+k)B = (
(1 + k)B

2
)ne

−2h
(1+k)B ,

e portanto,

e
−2h?

(1+k)B e
−2h

(1+k)B =
1

e
e

−2h
(1+k)B .

Utilizando esses resultados, finalmente encontramos o resultado da integral e concluimos

que a função de onda para o estado fundamental normalizada é dada por

ψ0(q, p) =

√
e

π
e

−2h
(1+k)B . (4.23)
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As primeiras autofunções, obtidas a partir da autofunção fundamental explicitada na

equação antes descrita, são

ψ1(q, p) ∼ [((1 + k)px −
B

2
y)2 − i((1 + k)py +

B

2
x)2]e

−2h
(1+k)B , (4.24)

ψ2(q, p) ∼ [((1 + k)px −
B

2
y)2 − i((1 + k)py +

B

2
x)2]2e

−2h
(1+k)B , (4.25)

e, de forma geral,

ψn(q, p) ∼ [((1 + k)px −
B

2
y)2 − i((1 + k)py +

B

2
x)2]ne

−2h
(1+k)B . (4.26)

Podemos escrever também

ψn(q, p) ∼ (a†)ne
−2h

(1+k)B . (4.27)

A partir desse resultado, podemos encontrar as funções de Wigner. Para tal objetivo,

tomemos que

fnW (q, p) ∼ (a†)n ? (e
−2h

(1+k)B ? e
−2h

(1+k)B ) ? an, (4.28)

ou seja,

fnW (q, p) ∼ (a†)n ? e
−2h

(1+k)B ? an. (4.29)

Em particular, para n = 1, temos

f
(1)
W (q, p) ∼ [(1 + k)(px −

i

2
∂x)−

B

2
(y +

i

2
∂py) + i(1 + k)(py −

i

2
∂y) + i

B

2
(x+

i

2
∂px)]

[(1 + k)(px −
i

2
∂x)−

B

2
(y +

i

2
∂py)− i(1 + k)(py −

i

2
∂y)− i

B

2
(x+

i

2
∂px)]

×e
−2h

(1+k)B . (4.30)

Após uma manipulação algébrica, chegamos ao resultado

f
(1)
W (q, p) ∼ [1− 4h

(1 + k)B
]e

−2h
(1+k)B . (4.31)

Cálculos semelhantes resultam em

f
(2)
W (q, p) ∼ [1− 4

4h

(1 + k)B
+ (

4h

(1 + k)B
)2]e

−2h
(1+k)B . (4.32)

Os termos dentro dos colchetes podem ser identificados como polinômios de Laguerre, de

sorte que, em geral, podemos afirmar que

f
(n)
W (q, p) ∼ Ln(4h/(1 + k)B)e

−2h
(1+k)B . (4.33)

Essas são as funções de Wigner referentes ao problema de Landau no espaço de fase.
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Como enfatatizamos no início dessa seção, esse problema pode ser abordado do ponto

de vista de equações diferenciais. Para esse fim, consideraremos a equação (4.8), desen-

volveremos o produto-estrela e definiremos também γ = (1 + k)B. Com isso, obtemos

1

2
[(1 + k)2(p2

x − ipx
∂

∂x
− 1

4

∂2

∂x2
) +

B2

4
(x2 + ix

∂

∂px
− 1

4

∂2

∂p2
x

)

+γ(pxy +
i

2
px

∂

∂py
− i

2
y
∂

∂x
+

1

4

∂2

∂pyx
) + (1 + k)2(p2

y − ipy
∂

∂y
− 1

4

∂2

∂y2
)

+
B2

4
(y2 + iy

∂

∂py
− 1

4

∂2

∂p2
y

) + γ(pyx+
i

2
py

∂

∂px
− i

2
x
∂

∂y
+

1

4

∂2

∂pxy
)]

×ψ(q, p) = Eψ(q, p). (4.34)

Se admitirmos que ψ(q, p) = ψ(w), onde w = 1
2
[((1 + k)px − B

2
y)2 + ((1 + k)py − B

2
x)2],

podemos simplificar a equação (4.34).

Para efetuar a simplificação desejada, precisamos do cálculo de algumas derivadas,

que estão explicitadas nas relações abaixo:

∂ψ

∂x
= (

1

2
γpy +

B2

4
x)
∂ψ

∂w
,

∂ψ

∂y
= (−1

2
γpx +

B2

4
y)
∂ψ

∂w
,

∂ψ

∂px
= ((1 + k)2px −

1

2
γy)

∂ψ

∂w
,

∂ψ

∂py
= ((1 + k)2py +

1

2
γx)

∂ψ

∂w
,

∂2ψ

∂x2
=
B2

4

∂ψ

∂w
+ (

1

2
γpy +

B2

4
x)2 ∂

2ψ

∂w2
,

∂2ψ

∂x2
=
B2

4

∂ψ

∂w
+ (

1

2
γpy +

B2

4
x)2 ∂

2ψ

∂w2
,

∂2ψ

∂y2
=
B2

4

∂ψ

∂w
+ (−1

2
γpx +

B2

4
y)2 ∂

2ψ

∂w2
,

∂2ψ

∂p2
x

= (1 + k)2 ∂ψ

∂w
+ ((1 + k)2px −

1

2
γy)2 ∂

2ψ

∂w2
,

∂2ψ

∂p2
y

= (1 + k)2 ∂ψ

∂w
+ ((1 + k)2py +

1

2
γx)2 ∂

2ψ

∂w2
,

∂2ψ

∂px∂y
= −γ

2

∂ψ

∂w
+ ((1 + k)2px −

1

2
γy)(−1

2
γpx +

B2

4
y)
∂2ψ

∂w2
,

∂2ψ

∂py∂x
=
γ

2

∂ψ

∂w
+ ((1 + k)2py +

1

2
γx)(

1

2
γpy +

B2

4
x)
∂2ψ

∂w2
.
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Substituindo as derivadas na equação (4.34) e realizando algumas simplificações, cheg-

amos a

w
∂2ψ

∂w2
+
∂ψ

∂w
− 4

γ2
(w − E)ψ(w) = 0. (4.35)

Se tomarmos r = 4w
γ

, teremos ∂ψ
∂w

= 4
γ
∂ψ
∂r

e ∂2ψ
∂w2 = 16

γ2
∂2ψ
∂r2

. Definindo ψ(r) = e−
r
2Ln(r), a

equação (4.35) pode ser reescrita da seguinte forma:

r
∂2Ln(r)

∂r2
+ (1− r)∂Ln(r)

∂r
− (

1

2
+

1

γ
E)Ln(r) = 0. (4.36)

Novamente chegamos à equação diferencial de Laguerre, cuja solução é dada em termos

dos polinômios de Laguerre Ln(r). Portanto, as soluções do nosso problema são dadas

por

ψn(q, p) = e
−2w

γ Ln(4w/γ), (4.37)

onde w = 1
2
[((1 + k)px − B

2
y)2 + ((1 + k)py − B

2
x)2]. E as funções de Wigner podem ser

encontradas mediante mediante o produto ψ(q, p) ? ψ†(q, p).

O procedimento para o cálculo da função de Wigner para o caso não-comutativo é

análogo ao caso do oscilador harmônico, estudado no capítulo precedente. Ou seja, a

função de Wigner pode ser escrita da seguinte forma:

fnW (q, p) = Dne
−2w

γ Ln(4w/γ), (4.38)

onde Dn = e
−2En

γ Ln(4En/γ).

Se nos lembrarmos que w = h e γ = (1 + k)B, percebemos que as soluções dadas em

(4.33) possuem a mesma forma das soluções dadas em (4.38). Isso evidencia a possibilidade

da solução do problema pelos dois metodos discutidos nesse trabalho.

Nas equações (4.33) e (4.38), percebemos que as funções de Wigner correspondentes

ao problema de Landau são dependentes do parâmetro θ. No entanto, um dos principais

problemas do ponto de vista teórico nos modelos não comutativos é a determinação do

parâmetro θ. Na maioria dos modelos tal parâmetro é arbitrário. Uma questão de grande

relevância para a aceitação de modelos não-comutativos como candidatos à descrição

de fenômenos físicos é, portanto, a de como o parâmtero θ possa estar relacionado as

quantidades físicas observáveis [36–38].
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4.2 Potencial de Liouville

Nosso objetivo aqui é resolver o problema do potencial de Liouville no espaço

de fase, ou melhor, solucionar a equação de autovalores para esse potencial, buscando

soluções reais. O referido potencial apresenta aplicações em diversas áreas, tais como

a gravidade quântica e a teoria de cordas [39, 40]. Esse problema já foi solucionado no

espaço de fase [13], no qual foi utlizado o formalismo usual da função de Wigner, ou seja,

determinar tal função a partir do estado dado como solução da equação de Schroedinger.

Nosso intuito é solucionar tal potencial utlizando o formalismo autocontido e baseado em

uma teoria de representação, conforme já foi destacado nesse trabalho. O potencial de

Liouville possui a seguinte forma V (q) = Ae2q. Nesse caso teremos h(q, p) = p2 + e2q,

onde tomamos m = 1
2
, A = 1 e h̄ = 1. A equação de autovalores a ser resolvida é

h(q, p) ? ψ(q, p) = (p2 + e2q) ? ψ(q, p) = Eψ(q, p). (4.39)

Utilizando as propriedades do produto estrela, ficamos com

[
1

2
p2 − i

4
p∂q −

1

8
∂2
q + e2qei∂p ]ψ(q, p) = Eψ(q, p). (4.40)

Usando a identidade eiθ = cos θ + i sin θ, temos

[
1

2
p2 − i

4
p∂q −

1

8
∂2
q + e2q cos ∂p + ie2q sin ∂p]ψ(q, p) = Eψ(q, p). (4.41)

Separando agora a parte real da parte imaginária, temos para a parte real,

1

2
p2ψ(q, p)− 1

8
∂2
qψ(q, p) + e2q cos ∂pψ(q, p)− Eψ(q, p) = 0 (4.42)

e, para a parte imaginária,

−1

4
p∂qψ(q, p) + e2q sin ∂pψ(q, p) = 0. (4.43)

Utilizando agora as identidades cos θ = eiθ+e−iθ

2
e sin θ = eiθ−e−iθ

2i
e também o fato de

que ea∂xf(x) = f(x+ a), ficamos com a seguinte expressão, para a parte imaginária,

1

4
p∂qψ(q, p) =

1

2i
e2q[ψ(q, p+ i)− ψ(q, p− i)] (4.44)

e, para a parte real,
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e−2q(p2 − E − 1

4
∂2
q )ψ(q, p) =

−1

2
[ψ(q, p+ i) + ψ(q, p− i)]. (4.45)

Derivando a equação (4.44) com relação a q, obtemos

∂2
qψ(q, p) = ∂q{

1

2ip
e2q[ψ(q, p+ i)− ψ(q, p− i)]}, (4.46)

e

∂2
qψ(q, p) =

1

ip
e2q[ψ(q, p+ i)− ψ(q, p− i)] +

1

2ip
e2q[∂qψ(q, p+ i)− ∂qψ(q, p− i)]. (4.47)

Recorrendo novamente à equação (4.44) para substituir no último colchete da equação

(4.47), temos

∂2
qψ(q, p) =

1

ip
e2q[ψ(q, p+ i)− ψ(q, p− i)]

− 1

4p2
e4q[ψ(q, p+ 2i)− 2ψ(q, p) + ψ(q, p− 2i)].

E, utilizando a equação (4.45), finalmente chegamos a

(E − p2) = ψ(q, p) + (
e2q

4p
)2[ψ(q, p+ 2i)− 2ψ(q, p) + ψ(q, p− 2i)] +

i

4p
e2q[ψ(q, p+ i)

−ψ(q, p− i)] +
e2q

2
[ψ(q, p+ i) + ψ(q, p− i)]. (4.48)

Essa é uma equação de diferenças, cuja solução aparece na literatura [13] sob a seguinte

forma:

ψ(q, p) =
sinh(π

√
E)

8π3
G40

04(
e4q

16
| i
√
E − ip
2

,
−i
√
E − ip
2

,
i
√
E + ip

2
,
−i
√
E + ip

2
), (4.49)

onde a função Gmn
pq é conhecida como função de Meijer, definida por [56,57]

Gmn
pq =

x | a1, ..., aq

b1, ..., bp

 =
1

2πi

∫
L

∏m
j=1 Γ(bj − s)

∏n
j=1 Γ(1− aj + s)∏q

j=m+1 Γ(1− bj + s)
∏p
j=n+1 Γ(aj − s)

. (4.50)

Nosso objetivo agora é mostrar que a solução dada em termos da função de Meijer,

equação (4.49), realmente satisfaz a equação (4.40). Para isso, antes escreveremos a
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equação (4.48) da seguinte forma

(E − p2)ψ(q, p) =
1

p2
(
e4q

16
)[ψ(q, p+ 2i)− 2ψ(q, p) + ψ(q, p− 2i)] +

i

p
(
e4q

16
)

1
2 [ψ(q, p+ i)

−ψ(q, p− i)] + 2(
e4q

16
)

1
2 [ψ(q, p+ i) + ψ(q, p− i)]. (4.51)

Para simplificar a notação e facilitar os cálculos, definiremos as seguintes variáveis:

sinh(π
√
E)

8π3
= K,

i
√
E − ip
2

= a,

−i
√
E − ip
2

= b,

i
√
E + ip

2
= c,

−i
√
E + ip

2
= d,

e4q

16
= x.

Assim, temos a seguinte solução

ψ(q, p) = KG40
04(x | a, b, c, d). (4.52)

Agora, explicitaremos as correspondentes funções da equação de diferenças, tomadas em

pontos adjacentes,

ψ(q, p+ 2i) = KG40
04(x | a+ 1, b+ 1, c− 1, d− 1),

ψ(q, p− 2i) = KG40
04(x | a− 1, b− 1, c+ 1, d+ 1),

ψ(q, p+ i) = KG40
04(x | a+

1

2
, b+

1

2
, c− 1

2
, d− 1

2
),

ψ(q, p− i) = KG40
04(x | a−

1

2
, b− 1

2
, c+

1

2
, d+

1

2
).

Desse modo, a equação (4.48) fica escrita da seguinte forma

(E − p2)G40
04(x | a, b, c, d) = (x)2[G40

04(x | a+ 1, b+ 1, c− 1, d− 1)
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−2G40
04(x | a, b, c, d) +G40

04(x | a− 1, b− 1, c+ 1, d+ 1)]

+
i

p
(x)

1
2 [G40

04(x | a+
1

2
, b+

1

2
, c− 1

2
, d− 1

2
)

−G40
04(x | a−

1

2
, b− 1

2
, c+

1

2
, d+

1

2
)]

+2(x)
1
2 [G40

04(x | a+
1

2
, b+

1

2
, c− 1

2
, d− 1

2
)

+G40
04(x | a−

1

2
, b− 1

2
, c+

1

2
, d+

1

2
)]. (4.53)

Utilizando a propriedade da função de Meijer, dada por

xσGmn
pq

x | ar
bs

 = Gmn
pq

x | ar + σ

bs + σ

 ,
a equação (4.48) fica da seguinte forma:

(E − p2)G40
04(x | a, b, c, d) = [G40

04(x | a+ 2, b+ 2, c, d)− 2G40
04(x | a+ 1, b+ 1, c+ 1, d+ 1)

+G40
04(x | a, b, c+ 2, d+ 2)] +

i

p
[G40

04(x | a+ 1, b+ 1, c, d)

−G40
04(x | a, b, c+ 1, d+ 1)] + 2[G40

04(x | a+ 1, b+ 1, c, d)

+G40
04(x | a, b, c+ 1, d+ 1)]. (4.54)

Usando agora uma outra propriedade da função de Meijer, dada por [56,57]

(1−a1+b1)G
mn
pq

x | a1, ..., ap

b1, ..., bq

 = Gmn
pq

x | a1 − 1, ..., ap

b1, ..., bq

+Gmn
pq

x | a1, ..., ap

b1 + 1, ..., bq

 ,
temos que

G40
04(x | a+ 2, b+ 2, c, d) = a2b2G40

04(x | a, b, c, d),

G40
04(x | a, b, c+ 2, d+ 2) = c2d2G40

04(x | a, b, c, d),

G40
04(x | a+ 1, b+ 1, c+ 1, d+ 1) = abcdG40

04(x | a, b, c, d),

G40
04(x | a+ 1, b+ 1, c, d) = abG40

04(x | a, b, c, d),

G40
04(x | a, b, c+ 1, d+ 1) = cdG40

04(x | a, b, c, d).

Como a2b2 = c2d2 = abcd e ab = cd = −1
4

(−E + p2), fica claro que o segundo e o terceiro

colchetes da equação de diferenças são identicamente nulos. Assim
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(E − p2) = G40
04(x | a, b, c, d) + 2[

−1

4
(−E + p2)G40

04(x | a, b, c, d)

+
−1

4
(−E + p2)G40

04(x | a, b, c, d)], (4.55)

mostrando que a solução da equação de diferenças é realmente da forma dada na equação

(4.49).

Nesse caso a solução para o potencial de Liouville, em termos da amplitude no

espaço de fase, é dada na equação (4.49) e a respectiva função de Wigner é dada por

fw(q, p) = ψ(q, p) ? ψ†(q, p). (4.56)

Os comportamentos da amplitude e da respectiva função de Wigner podem ser comparados

por meio dos gráficos dados na figuras (7-12).
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Figura 7: Amplitude para o potencial de
Liouville, E=49

Figura 8: Função de Wigner para o po-
tencial de Liouville, E=49

Figura 9: Amplitude para o potencial de
Liouville, E=64

Figura 10: Função de Wigner para o po-
tencial de Liouville, E=64

Figura 11: Amplitude para o potencial
de Liouville, E=144

Figura 12: Função de Wigner para o po-
tencial de Liouville, E=144
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4.3 Oscilador Quártico

Nessa seção, estudaremos a equação de Schroedinger no espaço de fase para o oscilador

harmônico submetido à perturbação, que, neste caso, será dada pelo potencial quártico.

Nosso objetivo aqui é solucionar a equação de Schroedinger, encontrando as amplitudes no

espaço de fase e, posteriormente, as respectivas funções de Wigner para esse problema. O

problema do oscilador harmônico submetido a um potencial quártico é também conhecido

na literatura como oscilador anarmônico. Esse problema apresenta diversas aplicações,

dentre as quais, destacamos as seguintes: na teoria de campo cristalino para o cálculo

de susceptibilidades magnéticas de sais de níquel, cromo, ferro e cobalto [41, 42]; no

formalismo de cosmologia quântica, modelos de Friedmann-Robertson-Walker na presença

de constante cosmológica negativa e radiação, a quantização do modelo leva a equações

WD, que possuem a forma da equação de Schroedinger para o oscilador anarmônico

[43]; no problema de órbitas periódicas em sistemas caóticos [44] e também em sistemas

quânticos caóticos [45].

4.3.1 O Hamiltoniano Quártico

O hamiltoniano para o potencial oscilador harmônico é escrito da seguinte forma,

Ĥ0 =
1

2m
P̂ 2 +mω2Q̂2,

em que os operadores posição e momentum que aparecem aqui são dados segundo as

equações (3.10) e (3.11). O hamiltoniano para o oscilador anarmônico é dado por

Ĥ =
1

2m
P̂ 2 +mω2Q̂2 + Q̂4. (4.57)

Se escrevermos Q̂ e P̂ em termos dos operadores de aniquilação e criação, dados por [7],

Â =

√
mω

2h̄
(Q̂+

i

mω
P̂ ), (4.58)

e

Â† =

√
mω

2h̄
(Q̂− i

mω
P̂ ), (4.59)

obtemos o correspondente hamiltoniano

Ĥ = h̄ω(ÂÂ† − 1

2
) +

h̄2

4m2ω2
(Â+ Â†)4. (4.60)
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Os operadores Â e Â† satisfazem a seguinte relação de comutação,

[Â, Â†] = 1,

e Ĥ0 = h̄ω(ÂÂ† − 1
2
).

A aplicação desses operadores de aniquilação e criação numa autofunção do

oscilador harmônico no espaço de fase não submetido à perturbação, que representaremos

por ψ(0)
n (q, p), nos fornece as seguintes relações:

ψ(0)
n (q, p) =

1√
n!

(Â†)nψ
(0)
0 (q, p), (4.61)

e, ainda,

Âψ(0)
n (q, p) =

√
nψ

(0)
n−1(q, p), (4.62)

Â†ψ(0)
n (q, p) =

√
n+ 1ψ

(0)
n+1(q, p). (4.63)

Outra forma de se escrever os operadores de criação e aniquilação é a seguinte:

Â =

√
mω

2h̄
[(q +

ih̄

2

−→
∂ p) +

i

mω
(p− ih̄

2

−→
∂ q)]

e

Â† =

√
mω

2h̄
[(q +

ih̄

2

−→
∂ p)−

i

mω
(p− ih̄

2

−→
∂ q)],

conforme estudado na referência [7].

4.3.2 Teoria de Perturbação

Para solucionar a equação de Schroedinger no espaço de fase submetida ao

potencial quártico, tomaremos, como base, a teoria de perturbação de primeira ordem. A

função de onda com o sobrescrito zero é correspondente ao autoestado do problema do

oscilador harmônico não perturbado.

Assim, tomaremos a equação de Schroedinger no espaço de fase para o oscilador

harmônico sem perturbação,

Ĥ0ψ
(0)
n (q, p) = E(0)

n ψ(0)
n (q, p), (4.64)

e sujeitaremos o oscilador a uma perturbação do tipo V (Q̂) = λQ̂4, onde λ é um parâmetro

pequeno. Por outro lado, se ψn(q, p) for a função de onda do sistema perturbado, temos

Ĥψn(q, p) = (Ĥ0 + λV )ψn(p, q) = Enψn(q, p). (4.65)
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No entanto, se conhecemos as funções de onda ψ(0)
n , podemos calcular um valor aproximado

para ψn e En, por meio da teoria de perturbação. Para esse fim, suponha que ψn e En
possam ser escritos como

ψn = ψ(0)
n + λψ(1)

n (4.66)

e

En = E(0)
n + λE(1)

n , (4.67)

onde ψ(1)
n é a correção de primeira ordem para a função de onda para o sistema não per-

turbado e E(1)
n é a correção de primeira ordem para a energia do sistema não perturbado.

Se substituirmos as equações (4.66) e (4.67) na equação (4.65), utilizarmos a

equação (4.64) e, ainda, desprezarmos os termos quadráticos em λ, já que este último é

um parâmetro pequeno, obtemos

(Ĥ(0)
n − E(0)

n )ψ(1)
n = (E(1)

n − V )ψ(0)
n . (4.68)

Podemos expandir ψ(1)
n em termos das funções de onda do sistema não perturbado da

seguinte forma:

ψ(1)
n =

∑
k

akψ
(0)
k . (4.69)

Se substituirmos a equação (4.69) na equação (4.68), multiplicarmos ambos os membros

por ψ(0)†
m e integrarmos em todo o espaço de fase, obtemos

∑
k

ak(E
(0)
k − E(0)

n )
∫
ψ(0)†
m ? ψ

(0)
k dqdp =

∫
ψ(0)†
m (E(1)

n − V )ψ(0)
n dqdp. (4.70)

Se assumirmos que as funções de onda do sistema não perturbado são ortogonais, isto é,∫
ψ(0)†
m ? ψ(0)

n dqdp = δmn,

então a equação (4.70) pode ser escrita como

am(E(0)
m − E(0)

n ) = E(1)
n δmn −

∫
ψ(0)†
m V ψ(0)

n dqdp. (4.71)

Agora, temos dois casos a considerar, quais sejam, isto é, quando m = n e quando

m 6= n. Para m = n, a equação (4.71) nos fornece a correção de primeira ordem para a

energia do sistema não perturbado, que é igual a

E(1)
n =

∫
ψ(0)†
n V ψ(0)

n dqdp = 〈V 〉. (4.72)
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Para m 6= n, a equação (4.71) nos fornece

am =

∫
ψ(0)†
m V ψ(0)

n dqdp

(E
(0)
n − E(0)

m )
. (4.73)

Se fizermos uso da equação (4.69) e trocarmos o índice k por m, podemos escrever

ψ(1)
n =

∑
m6=n

∫
ψ(0)†
m V ψ(0)

n dqdp

E
(0)
n − E(0)

m

ψ(0)
m . (4.74)

Finalmente, chegamos à conclusão que, em primeira aproximação, a função de onda ψn
do sistema perturbado pode ser escrita como

ψn(q, p) = ψ(0)
n (q, p) +

∑
m6=n

∫
ψ(0)†
m (q, p)V ψ(0)

n (q, p)dqdp

E
(0)
n − E(0)

m

ψ(0)
m (q, p). (4.75)

4.3.3 Amplitudes e Funções de Wigner

Agora, podemos voltar ao problema do oscilador anarmônico e utilizar o resultado

da última seção para calcular as funções de onda para o potencial quártico no espaço de

fase. Precisamos calcular a seguinte expressão:

ψn(q, p) = ψ(0)
n (q, p) +

∑
m6=n

∫
ψ(0)†
m (q, p)Q̂4ψ(0)

n (q, p)dqdp

E
(0)
n − E(0)

m

ψ(0)
m (q, p). (4.76)

Para efetuar tal cálculo, utilizaremos os operadores de aniquilação e criação dados nas

equações (4.58) e (4.59), juntamente com as relações dadas nas equações (4.62) e (4.63).

Com isso, obtemos a seguinte expressão para a correção em primeira ordem da função de

onda para o oscilador anarmônico no espaço de fase (fizemos aqui h̄ = ω = m = 1):

ψ(1)
n (q, p) =

1

8
[

√
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2
ψ

(0)
n−4 + (

√
n(n− 1)3 +

√
n(n− 1)(n− 2)2

+
√
n3(n− 1))ψ

(0)
n−2 − (

√
n2(n+ 1)(n+ 2) +

√
(n+ 2)(n+ 1)3

+
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)2 +
√
n(n+ 2)3)ψ

(0)
n+2

−

√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)

2
ψ

(0)
n+4]. (4.77)

E a função de onda para o potencial anarmônico no espaço de fase fica escrita da seguinte

forma:

ψn(q, p) = ψ(0)
n +

1

8
[

√
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2
ψ

(0)
n−4 + (

√
n(n− 1)3 +

√
n(n− 1)(n− 2)2

+
√
n3(n− 1))ψ

(0)
n−2 − (

√
n2(n+ 1)(n+ 2) +

√
(n+ 2)(n+ 1)3
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+
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)2 +
√
n(n+ 2)3)ψ

(0)
n+2

−

√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)

2
ψ

(0)
n+4]. (4.78)

Obtemos as correspondentes funções de Wigner por meio da seguinte expressão:

fW (q, p) = ψn(q, p) ? ψ
†
n(q, p). (4.79)

O comportamento, tanto das amplitudes quanto das funções de Wigner, pode ser obser-

vado por meio dos gráficos apresentados nas figuras (13-18).

4.4 O Diamagnetismo de Landau

Nesta seção, calculamos a função partição de um sistema constituído de elétrons que se

movimentam na presença de um campo magnético perpendicular ao plano do movimento.

Para efetuar os cálculos, usamos os estados ?-coerentes e suas propriedades. Estruturamos

o problema no espaço de fase quântico. Como resultado, determinamos o diamagnetismo

de Landau.

A equação de Schroedinger no espaço de fase [7], para um elétron se movendo em um

campo magnético uniforme B = ∇×A, quando negligenciamos o spin, pode ser escrita

da seguinte forma:

1

2m
(p ?+

e

c
A)2ψn(q, p) = Eψn(q, p). (4.80)

Utilizaremos o campo magnético na direção z, isto é, B = (0, 0, B) e também os ope-

radores

P̂j = pj? = pj −
ih̄

2
∂qj (4.81)

e

Q̂i = qj? = qj +
ih̄

2
∂pj
. (4.82)

Usaremos ainda a convenção: p1 = px, p2 = py, p3 = pz e q1 = x, q2 = y, q3 = z.

Efetuando o cálculo do rotacional e escolhendo um calibre para o campo externo,

encontramos os seguintes resultados: Ax = −B
2
y e Ay = B

2
x. Com isso, o hamiltoniano

fica dado por,

Ĥ =
1

2m
[(px ?−

eB

2c
y?)2 + (py ?+

eB

2c
x?)2]. (4.83)
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Se definirmos ω = eB
mc

, temos

Ĥ =
1

2mh̄ω
[(px ?−

mω

2
y?)2 + (py ?+

mω

2
x?)2]. (4.84)

Podemos definir agora os seguintes operadores:

â = a? =
1√

2mh̄ω
[(px ?−

eB

2c
y?)− i(py ?+

eB

2c
x?)], (4.85)

e

â† = a†? =
1√

2mh̄ω
[(px ?−

eB

2c
y?) + i(py ?+

eB

2c
x?)]. (4.86)

Esses operadores satisfazem a seguinte relação de comutação: [â, â†] = 1. Utilizando tais

operadores, o hamiltoniano pode ser reescrito da seguinte forma:

Ĥ = h̄ω(â†â+
1

2
). (4.87)

4.4.1 Estados ?-Coerentes

Os estados ?-coerentes são definidos por meio da equação de autovalores para o oper-

ador de destruição, isto é,

a ? φα = (
h̄

2mω
)

1
2
α

il2
φα. (4.88)

Dessa forma, fica evidente que φ0 = ψ0(q, p). A construção dos estados ?-coerentes segue

a referência [7].

Para nossa proposta, é suficiente considerar o estado coerente normalizado

φα = exp?(
−|α|2

4l2
− i

√
mω

2h̄
a) ? φ0, (4.89)

onde l = ( h̄
mω

)
1
2 .

Também podemos escrever o operador-estrela de deslocamento,

Dα = eαa
†−α†a

? , (4.90)

que é definido de modo a satisfazer

Dα ? φη = φα+η. (4.91)

Na sequência, temos que os estados ?-coerentes satisfazem as seguintes relações

|(φα, φβ)| = e−|α−β|
2

, (4.92)
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e
1

π

∫
φα ? φ

†
αd

2α = 1. (4.93)

4.4.2 Função Partição

Agora procederemos ao cálculo da função partição, pois é por meio desta ferramenta

que determinaremos a susceptibilidade magnética para o esse problema. O procedimento

utilizado aqui é análogo ao da referência [46]. A função partição é definida da maneira

usual, isto é,

Z = Tre−βĤ . (4.94)

Se escrevermos a função partição em termos do hamiltoniano do nosso problema e repre-

sentarmos a integral por meio de estados ?-coerentes [47], temos

Z =
∫ d2α

2πl
φ†α ? e

−h̄β(â†â+ 1
2
) ? φα. (4.95)

Podemos notar que somente a parte do hamiltoniano que é transversa ao campo mag-

nético contribui para o cálculo da energia livre, pois a parte paralela independe do campo

magnético B. Para calcular essa integral, utilizaremos a seguinte identidade:

exa
†?a? =

∞∑
n=0

(ex − 1)n

n!
a†n ? an?, (4.96)

onde a e a† devem satisfazer [a, a†] = 1. Dessa forma, a função partição pode ser reescrita

como

Z = e
−βh̄ω

2

∫ d2α

2πl
φ†α

∞∑
n=0

(eh̄ωβ − 1)n

n!
a†n ? an ? φα. (4.97)

Utilizando a relação explicitada na equação (4.88), a equação (4.92) e as propriedades do

produto estrela, podemos escrever

Z = e
−βh̄ω

2

∫ d2α

2πl

∞∑
n=0

(e−h̄βω − 1)

n!
|α|2n (4.98)

e, ainda,

Z = e
−βh̄ω

2

∫ ∞

0
2π|α|d|α| exp [−|α|2(1− e−h̄βω)]. (4.99)

Se utilizarmos a identidade
∫∞
0 xe−ax

2
dx = 1

2a
, chegamos a

Z = e
−βh̄ω

2
1

(1− e−h̄βω)
. (4.100)
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Um pouco de álgebra nos fornece, finalmente,

Z =
1

sinh( h̄βω
2

)
. (4.101)

A energia livre pode ser calculada usando F = −n
β

ln(Z). Utilizando essa relação, obtemos

F =
n

β
ln(sinh(

h̄βω

2
)). (4.102)

A magnetização é calculada por M = −∂F
∂B

. Isso resulta em

M = − neh̄
2mc

coth(
h̄βω

2
). (4.103)

E a susceptibilidade magnética é obtida usando χ = − 1
n
∂M
∂B

, do qual temos

χ = −(
eh̄

2mc
)2β

1

sinh2( h̄βω
2

)
. (4.104)

Sabendo que a série de potências da função seno hiperbólico até a segunda ordem é dada

por sinh x = x+ 1/3!x3, podemos escrever

χ = −(
eh̄

2mc
)2β

1

x2(1 + x2

3!
)2
, (4.105)

onde x = h̄ωβ
2

. Utilizando agora a aproximação (1 + y)−n = 1 − n y
1!
, podemos escrever,

ainda,

χ = −(
eh̄

2mc
)2β(

1

( h̄ωβ
2

)2
− 1

3
). (4.106)

Se tomarmos o limite β →∞, chegamos finalmente a

χ = −1

3
(
eh̄

2mc
)2β. (4.107)

Esse é o valor correto para o diamagnetismo de Landau, conforme aparece na literatura

[48,49].

No próximo capítulo, extrapolaremos o nosso formalismo para o escopo relativístico.

Mediante representações do grupo de Poincaré, utilizando operadores-estrela, escrevere-

mos as equações de Dirac e de Klein-Gordon no espaço de fase. Também iniciaremos

nosso estudo da teoria de campos a partir dessas representações.
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Figura 13: Amplitude para o potencial
Quártico, n=4

Figura 14: Função de Wigner para o po-
tencial Quártico, n=4

Figura 15: Amplitude para o potencial
Quártico, n=5

Figura 16: Função de Wigner para o po-
tencial Quártico, n=5

Figura 17: Amplitude para o potencial
Quártico, n=6

Figura 18: Função de Wigner para o po-
tencial Quártico, n=6
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5 Variedade Simplética e o Grupo
de Poincaré

Neste capítulo, definiremos um conjunto de operadores-estrelas para construir

representações unitárias do grupo de Poincaré num espaço de Hilbert, associado a uma

variedade simplética, e, como consequência, derivaremos as equações de Klein-Gordon e de

Dirac, escritas no espaço de fase. Também trataremos do teorema de Noether, campos em

interação e simetrias de calibre no escopo do espaço de fase. Os resultados apresentados

neste capítulo constituem nosso recente trabalho, mencionado na referência [27]

5.1 Estrutura simplética e espaço de Hilbert

Considere um espaço de fase 2N -dimensional como uma variedade Γ, definida por

meio da 2-forma,

ω = dqµ ∧ dpµ, (5.1)

chamada forma simplética. Essa forma simplética, em conjunto com o operador

Λ =

←−
∂

∂qµ

−→
∂

∂pµ
−
←−
∂

∂pµ

−→
∂

∂qµ
, (5.2)

induz o parentêses de Poisson,

{f, g} = ω(fΛ, gΛ) = fΛg, (5.3)

onde

{f, g} =
∂f

∂qµ
∂g

∂pµ
− ∂f

∂pµ
∂g

∂qµ
. (5.4)

e (f = f(qµ, pµ) e g = g(qµ, pµ)). Estamos usando µ = 0, 1, 2, 3 e a métrica dada por

−g00 = g11 = g22 = g33 = −1 e gµν = 0 (µ 6= ν). Os campos vetoriais sobre Γ são dados
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por

Xf = fΛ =
∂f

∂qµ
∂

∂pµ
− ∂f

∂pµ
∂

∂qµ
. (5.5)

Já o espaço das funções f(qµ, pµ) C∞ é chamado de espaço de fase relativístico e denotado

por Γ.

Iremos introduzir um espaço de Hilbert associado ao espaço de fase Γ relativístico,

considerando o conjunto de funções complexas de quadrado integrável, ψ(q, p) em Γ, tal

que

∫
d4pd4qψ†(q, p)ψ(q, p) <∞, (5.6)

é uma forma bilinear real. Nesse caso, podemos escrever ψ(q, p) = 〈q, p|ψ〉, com

∫
d4pd4q|q, p〉〈q, p| = 1, (5.7)

tal que

〈ψ|φ〉 =
∫
d4pd4qψ†(q, p)φ(q, p), (5.8)

sendo 〈ψ| um vetor dual de |ψ〉. Vamos denominar este espaço de Hilbert por H(Γ). Na

sequência vamos deduzir uma representação do grupo de Poincaré a partir de H(Γ).

5.2 A álgebra de Lie do grupo de Poincaré

A álgebra de Lie do grupo de Poincaré é dada por

[M̂µν , P̂σ] = i(gνσP̂µ − gσµP̂ν), (5.9)

[P̂µ, P̂ν ] = 0, (5.10)

[M̂µν , M̂σρ] = −i(gµρM̂νσ − gνρM̂µσ + gµσM̂ρν − gνσM̂ρµ), (5.11)

onde M̂µν são geradores de rotações e P̂µ de translações.
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Os invariantes de Cassimir da álgebra de Poincaré são dados por C1 = P 2 =

P̂µP̂
µ = m2 e C2 = ŴµŴ

µ = −m2s(s + 1), onde Ŵµ é o pseudovetor de Pauli-Lubanski,

Ŵµ = −1
2
εµνρσM̂

νρP̂ σ. A massa corresponde ao primeiro invariante. Já o segundo invari-

ante é referente ao spin da partícula.

As representações escalares para esta álgebra são construídas aqui pela definição,

M̂νσ = Q̂νP̂σ − Q̂σP̂ν , (5.12)

sendo ainda válida a relação de comutação

[Q̂µ, P̂ν ] = igµν . (5.13)

A representação simplética para a álgebra de Poincaré é obtida a partir dos operadores

dados por

P̂ µ = pµ? = pµ − i

2

∂

∂qµ
, (5.14)

Q̂µ = qµ? = qµ +
i

2

∂

∂pµ
, (5.15)

definidos no espaço de Hilbert H(Γ).

Nossa tarefa agora é mostrar que os operadores-estrela definidos pelas equações

(5.12), (5.14) e (5.15) satisfazem à álgebra de Lie do grupo de Poincaré. Procedendo assim,

teremos os fundamentos da construção da teoria dos campos relativísticos no espaço de

fase.

• Equação (5.13)

Iniciaremos as demonstrações pela relação de comutação

[Q̂µ, P̂ν ] = igµν ,

que será muito útil nas demonstrações da demais relações de comutação.

Demonstração

[Q̂µ, P̂ν ] = Q̂µP̂ν − P̂νQ̂µ.
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Aplicando o comutador em uma função f(q, p) ≡ f e utilizando as equações (5.14)-(5.15),

temos

[Q̂µ, P̂ν ]f = (qµ +
i

2

∂

∂pµ
)(pν − i

2

∂

∂qν
)f − ((pν − i

2

∂

∂qν
)(qµ +

i

2

∂

∂pµ
)f

= qµpν − iqµ

2

∂f

∂qν
+
i

2

∂(pνf)

∂pµ
+

1

4

∂2f

∂pµ∂qν
− pνqµ − i

2

pν∂f

∂pµ

+
i

2

∂(qµf)

∂qν
− 1

4

∂2f

∂qν∂pµ
.

Usando o fato de a função f ser contínua e diferenciável e, ainda, utilizando a métrica

para subir e descer índices, chegamos a

[Q̂µ, P̂ν ]f = [qµ, pν ]f +
i

2
fgρµ

∂qρ
∂qν

+
i

2
fgρν

∂pρ
∂pµ

.

Como [qµ, pν ] = 0, resta-nos o seguinte:

[Q̂µ, P̂ν ]f =
i

2
fgρνδµρ +

i

2
fgρµδνρ = ifgµν .

Ou seja,

[Q̂µ, P̂ν ] = igµν ,

como queríamos demonstrar.

• Equação (5.10)

[P̂µ, P̂ν ] = 0.

Demonstração

Substituindo na equação (5.10) o operador dado na equação (5.14) e aplicando o

comutador numa função f ≡ f(q, p) suposta contínua e diferenciável, temos

[P̂µ, P̂ν ]f = (pµ − i

2

∂

∂qµ
)(pν − i

2

∂

∂qν
)f − (pν − i

2

∂

∂qν
)(pµ − i

2

∂

∂qµ
)f.

Desenvolvendo essa expressão, chegamos a

[P̂µ, P̂ν ]f = (pµpν)f −
i

2

∂(pµf)

∂qν
+
i

2

∂(pµf)

∂qν
− i

2

∂(pνf)

∂qµ
+
i

2

∂(pνf)

∂qµ
− 1

4

∂2f

∂qν∂qµ
+

1

4

∂2f

∂qµ∂qν
.
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Como sabemos que [pµ, pν ] = 0, então,

[P̂µ, P̂ν ] = 0,

como queríamos demonstrar.

• Equação (5.9)

[M̂µν , P̂σ] = i(gνσP̂µ − gσµP̂ν).

Demonstração

Para demonstrar essa relação de comutação, utilizaremos a equação (5.12) e a pro-

priedade distributiva da comutação. Temos então

[M̂µν , P̂σ] = [Q̂µP̂ν − Q̂νP̂µ, P̂σ]

= [Q̂µP̂ν , P̂σ]− [Q̂νP̂µ, P̂σ]

= [Q̂µ, P̂σ]P̂ν + Q̂µ[P̂ν , P̂σ]− [Q̂ν , P̂σ]P̂µ − Q̂ν [P̂µ, P̂σ].

Utilizando as equações (5.10) e (5.14), ficamos com

[M̂µν , P̂σ] = i(gνσPµ − gσµPν),

como queríamos demonstrar.

• Equação (5.11)

[M̂µν , M̂σρ] = −i(gµρM̂νσ − gνρM̂µσ + gµσM̂ρν − gνσM̂ρµ).

Demonstração

Para demonstrar essa relação de comutação, utilizaremos a equação (5.12) e a pro-

priedade distributiva da comutação. Usando M̂νσ = Q̂νP̂σ − Q̂σP̂ν , temos então

[M̂µν , M̂σρ] = [Q̂µP̂ν − Q̂νP̂µ, Q̂σP̂ρ − Q̂ρP̂σ]

= [Q̂µP̂ν , Q̂σP̂ρ − Q̂ρP̂σ]− [Q̂νP̂µ, Q̂σP̂ρ − Q̂ρP̂σ]

= [Q̂µP̂ν , Q̂σP̂ρ]− [Q̂µP̂ν , Q̂ρP̂σ]− [Q̂νP̂µ, Q̂σP̂ρ] + [Q̂νP̂µ, Q̂ρP̂σ].

E, ainda,

[M̂µν , M̂σρ] = [Q̂µ, Q̂σP̂ρ]P̂ν + Q̂µ[P̂ν , Q̂σQ̂ρ]− [Q̂µ, Q̂ρP̂σ]P̂ν − Q̂µ[P̂ν , Q̂ρP̂σ]
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−[Q̂ν , Q̂σP̂ρ]P̂µ − Q̂ν [P̂µ, Q̂σP̂ρ] + [Q̂ν , Q̂ρP̂σ]P̂µ + Q̂ν [P̂µ, Q̂ρP̂σ].

Utilizando novamente a propriedade distributiva da comutação, obtemos

[M̂µν , M̂σρ] = Q̂σ[Q̂µ, P̂ρ]Q̂ν + [Q̂µ, Q̂σ]P̂ρP̂ν + Q̂σQ̂µ[P̂ν , P̂ρ]Q̂µ[P̂ν , Q̂σ]P̂ρ

−Q̂ρ[Q̂µ, P̂σ]P̂ν − [Q̂µ, Q̂ρ]P̂νP̂σ − Q̂ρQ̂µ[P̂ν , P̂σ]− Q̂µ[P̂ν , Q̂ρ]P̂σ

−Q̂σ[Q̂ν , P̂ρ]P̂µ − [Q̂ν , Q̂σP̂ρ]P̂ρP̂µ − Q̂νQ̂σ[P̂µ, P̂ρ]− Q̂ν [P̂µ, Q̂σ]P̂ρ

+Q̂ρ[Q̂ν , P̂σ]P̂µ + [Q̂ν , Q̂ρ]P̂σP̂µ + Q̂νQ̂ρ[P̂µ, P̂σ] + Q̂ν [P̂µ, Q̂ρ]P̂σ.

Utilizando as relações [P̂µ, P̂ν ] = 0,[Q̂µ, Q̂ν ] = 0 e [Q̂µ, P̂ν ] = igµν , temos

[M̂µν , M̂σρ] = igµρ(Q̂νP̂σ−Q̂σP̂ν)−igνρ(Q̂µP̂σ−Q̂σP̂µ)+igµσ(Q̂ρP̂ν−Q̂νP̂ρ)−igνσ(Q̂ρP̂µ−Q̂µP̂ρ).

O que finalmente nos fornece

[M̂µν , M̂σρ] = −i(gµρM̂νσ − gνρM̂µσ + gµσM̂ρν − gνσM̂ρµ),

como queríamos demonstrar.

Tendo demonstrado as relações de comutação que definem a álgebra de Lie do

grupo de Poincaré, podemos mostrar que P 2 = P̂µP̂
µ é um invariante dessa álgebra. Se

P 2 é um invariante, logo ele deve comutar com os geradores da álgebra. Obviamente,

P 2 comuta com P̂µ, resta-nos mostrar que ele também comuta com M̂µν . Nesse caso,

utilizando a propriedade distributiva da comutação, temos

[M̂µν , P
2] = P̂σ[M̂µν , P̂

σ] + [M̂µν , P̂σ]P̂
σ.

Se fizermos uso da métrica para descer alguns índices, obtemos

[M̂µν , P
2] = gρσP̂ρ[M̂µν , P̂σ] + gρσ[M̂µν , P̂ρ]P̂σ.

Utilizando a equação (5.10), temos

[M̂µν , P
2] = gρσP̂ρi(gνσP̂µ − gσµP̂ν) + gρσi(gνρP̂µ − gσµP̂ν)P̂σ.

Distribuindo os produtos e observando que gρσgσν = δρν , chegamos a

[M̂µν , P
2] = iδρνP̂ρP̂µ − iδρµP̂ρP̂ν + iδσν P̂µP̂σ − iδσµP̂νP̂σ.
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Após manipularmos as deltas (efetuarmos as somas), obtemos

[M̂µν , P
2] = iP̂νP̂µ − iP̂µP̂ν + iP̂µP̂ν − iP̂νP̂µ.

E finalmente encontramos

[M̂µν , P
2] = 0.

Assim, fica claro que os operadores-estrela definidos aqui determinam uma rep-

resentação do grupo de Poincaré. Nas próximas seções, faremos uso desta álgebra para

escrever as equações de movimento para campos relativísticos.

5.3 A Equação de Klein-Gordon no Espaço de Fase

Estamos em condições de escrever uma equação de onda para uma partícula

escalar, que possui apenas uma componente que denotaremos por ψ. A equação de onda

é obtida a partir do primeiro invariante desta álgebra, que é relacionado com a camada

de massa1. Assim, podemos escrever

P̂ 2ψ = P̂ µP̂µψ = m2ψ. (5.16)

Substituindo na equação (5.16) o operador dado na equação (5.15), obtemos

(pµ − i

2

∂

∂qµ
)(pµ −

i

2

∂

∂qµ
)ψ = m2ψ. (5.17)

O que nos fornece
−1

4

∂2ψ

∂qµ∂qµ
− ipµ ∂ψ

∂qµ
+ (pµpµ −m2)ψ = 0, (5.18)

que é a equação de Klein-Gordon no espaço de fase. Essa equação possui uma solução de

partícula livre dada por

ψ(qµ, pµ) = ξ(pµ)e
−i4pµqµ , (5.19)

onde ξ(pµ) é uma função que depende das condições de contorno.

A equação de Klein-Gordon, equação (5.18), pode ser deduzida a partir da

densidade lagrangiana

£ =
−1

4

∂ψ

∂qµ

∂ψ∗

∂qµ
+

1

2
ipµ(ψ∗

∂ψ

∂qµ
− ψ∂ψ

∗

∂qµ
)− (pµpµ −m2)ψψ∗, (5.20)

1É importante lembrar que ψ = ψ(q, p)
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onde se utilizarmos as equações de Euler-Lagrange para campos, obtemos a equação

esperada.

Podemos fazer a associação do estado ψ(q, p) com a função de Wigner fW (q, p).

Mostraremos que a função definida por

fW (q, p) = ψ(q, p) ? ψ†(q, p) (5.21)

é a função de Wigner. Assim, começaremos nossa demonstração escrevendo a equação de

Klein-Gordon no espaço de fase como

p2 ? ψ(q, p) = m2ψ(q, p). (5.22)

Multiplicando a equação (5.22) a direita por ψ†, obtemos

(p2 ? ψ(q, p)) ? ψ†(q, p) = m2ψ(q, p) ? ψ†(q, p). (5.23)

Tomando o complexo conjugado da equação (5.22) e multiplicando a esquerda por ψ,

chegamos a

ψ(q, p) ? (ψ†(q, p) ? p2) = m2ψ(q, p) ? ψ†(q, p). (5.24)

Subtraindo as equações (5.23) e (5.24) e utilizando a propriedade associativa do produto

estrela, temos

p2 ? fW − fW ? p2 = 0,

em que a notação fW (q, p) = ψ(q, p) ? ψ†(q, p) foi usada.

Se utilizarmos os parênteses de Moyal e o fato que {g, f}M = g(2sen iΛ
2
)f , podemos

escrever a equação (5.24) como

{p2, fW}M = pµ
∂fW
∂qµ

= 0, (5.25)

onde usamos p2Λ = −2p∂q, p2Λ2 = 2∂2
q e p2Λ3 = 0. A solução para a equação (5.25) é a

função de Wigner relativística.
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5.4 Equação de Dirac no Espaço de Fase

Iremos considerar uma representação para partículas de spin 1
2
. Para isso,

introduzimos o operador γµP̂µ, onde P̂µ é definido na equação (5.14). Escrevemos então

γµP̂µψ = γµpµ ? ψ = mψ. (5.26)

Utilizando a equação (5.14) chegamos a

γµ(pµ −
i

2

∂

∂qµ
)ψ = mψ, (5.27)

que é a equação de Dirac no espaço de fase.

Sabemos que as soluções da equação de Dirac devem ser também soluções da

equação de Klein-Gordon. Iremos então aplicar um operador na equação de Dirac, de

modo a torná-la uma equação de segunda ordem. Nesse caso, temos

(γµP̂µ)(γ
νP̂ν)ψ = m2ψ. (5.28)

Se utilizarmos a equação (5.14), chegamos a

γµ(pµ −
i

2

∂

∂qµ
)γν(pν −

i

2

∂

∂qnu
)ψ = m2ψ. (5.29)

E, ainda, temos que

(γµP̂µ)(γ
νP̂ν) = P̂µP̂µ = P 2, (5.30)

(γµP̂µ)(γ
νP̂ν) = γµγνP̂µP̂ν . (5.31)

Observe que γµγν pode ser escrito como a soma de uma parte simétrica e uma parte

antissimétrica. Assim,

γµγνP̂µP̂ν =
1

2
(γµγν + γνγµ)P̂µP̂ν . (5.32)

E para que a equação de Klein-Gordon seja satisfeita, devemos ter

(γµγν + γνγµ) = 2gµν , (5.33)

que é a relação satisfeita pelos geradores da álgebra de Clifford.

A equação de Dirac, equação (5.27), pode ser deduzida a partir da densidade

lagrangiana para este campo, que é escrita como

£ =
−i
4

[(∂µψ)γµψ − ψ(γµ∂µψ)]− (m− γµpµ). (5.34)
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5.5 Teorema de Noether e grandezas conservadas

O objetivo agora á demonstrar o teorema de Noether em uma versão para

o espaço de fase relativístico. O enunciado do teorema de Noether aqui é o seguinte:

"A todo grupo de transformações contínuas de ψ, que mudam £ no máximo por uma

divergência, existe associada uma corrente conservada". O divergente no espaço de fase

relativístico é definido por

DµS
µ = (

∂

∂qµ
+

∂

∂pµ
)Sµ.

A demonstração esboçada aqui está baseada na referência [51]

Demonstração

Considere uma transformção infinitesimal ψ(q, p) → ψ′(q, p) = ψ(q, p) + δψ(q, p), tal

que £→ £ + δ£ em que δ£ = ( ∂
∂qµ + ∂

∂pµ )Sµ.

Agora,

δ£ =
∂£

∂ψ
δψ +

∂£

∂( ∂ψ
∂qµ )

∂δψ

∂qµ
+

∂£

∂( ∂ψ
∂pµ )

∂δψ

∂pµ
.

Utilizando a equação de movimento para ψ(equações de Euler-Lagrange) dada por

∂£

∂ψ
− ∂

∂qµ
∂£

∂( ∂ψ
∂qµ )
− ∂

∂pµ
∂£

∂( ∂ψ
∂pµ )

= 0,

temos

δ£ = (
∂

∂qµ
∂£

∂( ∂ψ
∂qµ )

δψ +
∂

∂pµ
∂£

∂( ∂ψ
∂pµ )

δψ) + (
∂£

∂( ∂ψ
∂qµ )

∂δψ

∂qµ
+

∂£

∂( ∂ψ
∂pµ )

∂δψ

∂pµ
)

=
∂

∂qµ
(
∂£

∂( ∂ψ
∂qµ )

δψ) +
∂

∂pµ
(
∂£

∂( ∂ψ
∂pµ )

δψ).

Assim, chegamos a

(
∂

∂qµ
+

∂

∂pµ
)jµ = 0.

E a corrente conservada é então

jµ =
∂£

∂( ∂ψ
∂qµ )

δψ +
∂£

∂( ∂ψ
∂pµ )

δψ − Sµ. (5.35)

Como queríamos demonstrar.

Agora utilizaremos o teorema de Noether para estudar alguns casos de transfor-
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mações do espaço-tempo.

(a)Translações no espaço-tempo

qµ → q′µ = qµ + εµ,

pµ → p′µ = pµ + λµ.

Para simplificar a notação, definiremos a coordenada simplética ηµ = (qµ, pµ), como

também εµ = (εµ, λµ).

Temos

ψ(q, p) = ψ′(q′, p′)

ou

ψ(η) = ψ′(η′).

Ou seja, ψ′(η) = ψ(η − ε), tal que

δψ(η) = ψ′(η)− ψ(η).

Fazendo uma expansão em Taylor até primeira ordem, temos

ψ(q − ε, p− λ) = ψ(q, p)− εν
∂ψ(q, p)

∂qν
− λν

∂ψ(q, p)

∂pν
,

ou

ψ(η − ε) = ψ(η)− εν
∂ψ(η)

∂ην
.

Assim, obtemos

δψ(η) = −εν
∂ψ(η)

∂qν

e

δ£ = £(ψ + δψ,
∂ψ

∂ην
+
∂δψ

∂ην
)−£(ψ,

∂ψ

∂ην
)

= £(ψ′,
∂ψ′

∂ην
)−£(ψ,

∂ψ

∂ην
)
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= £(η − ε)−£(q, p) = −εµ
∂£

∂ηµ
.

Substituindo δψ(η) = −εν ∂ψ(η)
∂qν na equação (5.34), temos

jµ = (
∂£

∂( ∂ψ
∂ηµ )

)(−εν
∂ψ

∂ην
) + εµ£.

Ou, mais explicitamente

jµ = (
∂£

∂( ∂ψ
∂qµ )

+
∂£

∂( ∂ψ
∂pµ )

)(−εν
∂ψ

∂qν
− λν ∂ψ

∂pµ
) + εµ£.

Lembrando que ε é arbitrário, obtemos a conservação do tensor energia-momentum canônico,

qual seja

(
∂

∂qµ
+

∂

∂pµ
)θµν = 0.

Em que o tensor energia-momentum canônico é dado por

θµν =
∂£

∂( ∂ψ
∂ηµ )

∂ψ

∂ην
− gµν£. (5.36)

Para exemplificar, tomaremos o caso das translações somente na coordenada associada

à posição, ou seja, λ = 0.

Exemplo 5.1 Campo de Klein-Gordon

Utilizando a densidade de lagrangiana dada na equação (5.20) e substituindo na

equação (5.36), temos

θµν =
−1

4
(
∂ψ∗

∂qµ

∂ψ

∂qν
+
∂ψ

∂qµ

∂ψ∗

∂qν
) +

1

2
ipµ(ψ∗

∂ψ

∂qν
− ψ∂ψ

∗

∂qν
)− gµν£. (5.37)

Exemplo 5.2 Campo de Dirac

Partindo da densidade de lagrangiana para o campo de Dirac, dada na equação

(5.34) e substituindo na equação (5.36), obtemos

θµν =
−i
4

(−ψγµ ∂ψ
∂qν

+ γµψ
ψ

∂qν
)− gµν£. (5.38)

Nesses dois exemplos, um 4-vetor constante no tempo é definido por



93

P ν =
∫
θ0νd3qd3p, (5.39)

em que a integração não é realizada em q0 e p0.

(c) Rotações no espaço-tempo (Grupo das Rotações)

Considere

δqµ = εµνqν ,

δpµ = λµνpν ,

εµν = −ενµ,

λµν = −λνµ,

qν → qν + εµνqν ,

pν → pν + λµνpν .

Para simplificar, utilizando a notação ηµ = (qµ, pµ), temos

δηµ = εµνην .

Assim, o campo ψ(η) se transforma de acordo com alguma representação do

grupo, isto é,

ψ(η)→ ψ′(η) = D(Λ)ψ(Λ−1η) = D(Λ)ψ(ηµ − εµνην).

Como a transformação é infinitesimal, D(Λ) é próximo à identidade e tem a forma D(Λ) =

I + i
2
ερσI

ρ,σ. Assim,

ψ′(η) = ψ(η)− εµν

2
[ην∂µ − ηµ∂ν − iIµν ]ψ(η).
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Ou seja,

δψ = −ε
µν

2
[ην∂µ − ηµ∂ν − iIµν ]ψ(η).

Por outro lado, sendo a densidade lagrangiana um escalar, temos

δ£ = −εµνην∂µ£ =
−1

2
ελν∂µ[(xνgµλ − xλgµν)£].

A corrente conservada é então

jµ(η) =
ελν
2

[
∂£

∂(∂µψ)
(ηλ∂ν − ην∂λ + iIλν)ψ + (ηνgµλ − ηλgµν)£].

Como ελν é um tensor infinitesimal arbitrário, temos que

∂µM
µνλ = 0,

em que Mµνλ é o tensor densidade de momentum angular, dado por

Mµνλ = −qλθµν − pλθµν + qνθµλ + pνθµλ + i
∂£

∂( ∂ψ
∂qµ )

Iνλψ + i
∂£

∂( ∂ψ
∂pµ )

Iνλψ. (5.40)

Exemplo 5.3 Campo de Klein-Gordon

Utilizando a lagrangiana para o campo de Klein-Gordon, equação (5.20), podemos

escrever o tensor densidade de momentum angular para este campo como

Mµνλ = − qλθµν − pλθµν + qνθµλ + pνθµλ + i
∂£

∂( ∂ψ
∂qµ )

Iνλψ + i
∂ψ∗

∂qµ
Iνλψ + i

∂ψ

∂qµ
Iνλψ∗

− 1

2
pµψ∗Iνλψ +

1

2
pµψIνλψ∗, (5.41)

em que θµλ é dado na equação (5.37).

Exemplo 5.4 Campo de Dirac

Mµνλ = −qλθµν − pλθµν + qνθµλ + pνθµλ − 1

4
ψγµIνλψ +

1

4
γµψIνλψ, (5.42)

onde θµλ é dado na equação (5.38).
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Em ambos os casos considerados, podemos determinar o momentum angular por meio

de

Mµν =
∫
Mµν0d3qd3p. (5.43)

(c) Simetrias Internas

Além das simetrias geométricas induzidas por transformações no espaço-tempo,

podemos considerar as simetrias internas, que são as simetrias associadas com transfor-

mações intrínsecas do campo. O caso que analisaremos aqui é o da simetria de calibre

de primeira espécie, que, embora não seja tão relevante fisicamente, nos fornece correntes

conservadas. Para esse fim, consideraremos as transformações

ψ′ = e−iΛψ e ψ′ = eiΛψ,

em que Λ é uma constante. Fazendo uma expansão até primeira ordem, temos

ψ′ = (1− iΛ)ψ → δψ = −iΛψ

e

ψ′ = (1 + iΛ)ψ → δψ = iΛψ.

Para esse tipo de transformação δ£ = 0.

Exemplo 5.5 Campo de Klein-Gordon

Utilizando a transformação dada e substituindo na equação (5.35), obtemos a

corrente conservada para o campo de Klein-Gordon,

jµ =
i

4
(ψ
∂ψ∗

∂qµ
+ ψ∗

∂ψ

∂qµ
) + pµψ∗ψ. (5.44)

Exemplo 5.6 Campo de Dirac

Utilizando a transformação dada e substituindo na equação (5.35), obtemos a

corrente conservada para o campo de Dirac,

jµ = ψγµψ. (5.45)

Nesses dois casos, podemos encontrar uma quantidade identificada como a carga

do campo,
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Q =
∫
j0d3qd3p. (5.46)

5.6 Interação

Podemos, nesse contexto de espaço de fase, explorar problemas com interação.

Para isso, tomemos a densidade de lagrangiana

£ =
−1

4

∂ψ

∂qµ

∂ψ†

∂qµ
+

1

2
ipµ(ψ†

∂ψ

∂qµ
− ψ∂ψ

†

∂qµ
)− (pµpµ −m2)ψψ† + U(ψψ†), (5.47)

que leva à equação de Klein-gordon sujeita ao potencial dado,

−1

4

∂2ψ

∂qµ∂qµ
− ipµ ∂ψ

∂qµ
+ (pµpµ −m2)ψ − V (ψ) = 0, (5.48)

em que V (ψ) = ∂U(ψψ†)
∂ψ†

. Notamos que p é apenas um parâmetro nesta equação diferencial

parcial.

A fim de buscar soluções para a equação de Klein-Gordon, equação (5.48),

utilizaremos o método da função de Green. Para isso, suponhamos uma distribuição

pontual, a qual uma função G = G(qµ, q′µ, pµ, p′µ) satisfaz

−1

4

∂2G

∂qµ∂qµ
− ipµ ∂G

∂qµ
+ (pµpµ −m2)G = δ(qµ − q′µ)δ(pµ − p′µ), (5.49)

onde G é a função de Green. Pelo princípio da superposição, temos que a solução para

nossa equação é dada por

ψ(qµ, pµ) = ψ0(q
µ, pµ) +

∫
d4q′µd4p′µG(qµ, q′µ, pµ, p′µ)V (ψ), (5.50)

em que ψ0(q
µ, pµ) é solução do problema livre.

Agora nosso trabalho consiste em encontrar a função de Green. Para isso,

aplicaremos uma transformada de Fourier na equação (5.48), em que as coordenadas

correspondentes no espaço de Fourier serão qµ → kµ (note que a transformada de Fourier

foi calculada apenas na coordenada posição). Após a transformação, tal que F [ ∂2G
∂qµ∂qµ

] =

−k2G̃(kµ, pµ), F [ ∂G
∂qµ ] = −ikµG̃(kµ, pµ) e F [G] = G̃(kµ, pµ), segue que
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1

4
k2G̃(kµ, pµ)− pµkµG̃(kµ, pµ) + (pµpµ −m2)G̃(kµ, pµ) = δ(pµ − p′µ), (5.51)

onde F [g] representa a transformada de Fourier da função g. E, então, obtemos

G̃(kµ, pµ, p′µ) =
δ(pµ − p′µ)

1
4
k2 − pµkµ + (pµpµ −m2)

. (5.52)

Desse modo

G(qµ, q′µ, pµ, p′µ) =
1

(2π)4

∫
d4kµe−ik

µqµG̃(kµ, pµ)

=
1

(2π)4

∫
d4kµ

δ(pµ − p′µ)e−ikµqµ

1
4
k2 − pµkµ + (pµpµ −m2)

. (5.53)

E a solução da equação fica dada com a substituição da última expressão em

ψ(qµ, pµ) = ψ0(q
µ, pµ) +

∫
d4q′µd4p′µG(qµ, q′µ, pµ, p′µ)V (ψ), (5.54)

que é uma solução para o problema proposto.

5.7 Simetrias de Calibre no Espaço de Fase

5.7.1 Calibre Abeliano

Outro aspecto relativo a campos em interação que vale a pena ser analisado no

contexto do espaço de fase é a simetria de calibre. Iniciaremos nossa discussão com o

caso abeliano, tratando do campo escalar, considerando uma transformação de fase local,

dada por φ′(q, p) = eiα(q,p)φ(q, p). Tomando α pequeno, temos φ→ φ− iαφ, δφ = −iαφ,

δφ† = iαφ†, tal que

δ[(
∂

∂qµ
+

∂

∂pµ
)φ] = −i[( ∂

∂qµ
+

∂

∂pµ
)α]φ− iα(

∂

∂qµ
+

∂

∂pµ
)φ, (5.55)

e

δ[(
∂

∂qµ
+

∂

∂pµ
)φ†] = i[(

∂

∂qµ
+

∂

∂pµ
)α]φ† + iα(

∂

∂qµ
+

∂

∂pµ
)φ†. (5.56)

Usando a densidade de lagrangiana dada na equação (5.20) para o campo escalar livre,
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obtemos

δ£ = i[
i

4
(φ
∂φ†

∂qµ
+ φ†

∂φ

∂qµ
) + pµφ†φ]∂µα = jµ∂µα. (5.57)

Contudo, se utilizarmos a invariância da lagrangiana sob tranformações de gauge,

introduzimos o campo de calibre U(1), tal que a lagrangiana total é dada por

£total =
−1

4

∂φ

∂qµ

∂φ†

∂qµ
+

1

2
ipµ(φ†

∂φ

∂qµ
− φ∂φ

†

∂qµ
)− (pµpµ −m2)φφ†

− ejµAµ + e2AµA
µφ†φ− 1

4
F µνFµν .

Podemos escrevê-la ainda da seguinte forma:

£total = (pµφ−
i

2

∂φ

∂qµ
+ ieAµφ)(pµφ† +

i

2

∂φ†

∂qµ
− ieAµφ†) +m2φ†φ− 1

4
F µνFµν , (5.58)

onde Fµν = ∂qµAν − ∂qνAµ.

Uma derivada covariante pode ser definida por

Dµ = (pµ −
i

2

∂

∂qµ
+ ieAµ), (5.59)

levando a

£ = DµφD
µφ† +m2φφ† − 1

4
F µνFµν . (5.60)

É importante notar que o acoplamento mínimo é dado por P̂µ → pµ− i
2

∂
∂qµ + ieAµ, como

era esperado.

5.7.2 Calibre Não-Abeliano

Discutiremos agora a construção de uma teoria de calibre não-abeliano no espaço de

fase. Iniciaremos nossa discussão, considerando que a densidade de lagrangiana para o

campo de Klein-Gordon no espaço de fase pode ser escrita por meio da expressão

£ = (pµ ? φ)(pµ ? φ
†) +m2φφ†. (5.61)

Nesse sentido, percebemos que se utilizarmos a propriedade da integração do produto

estrela, podemos escrever o Lagrangeano escalar da seguinte forma,

S =
∫
d4qd4p

(
(pµ ? φ) ? (pµ ? φ

†) +m2φ ? φ†
)
. (5.62)
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Consideraremos, também, que a lei de transformação local para os campos φ(q, p) e

φ†(q, p), seja dado por,

φ(q, p) = φ(q, p) ? g(q, p), (5.63)

e

φ†(q, p) = g†(q, p) ? φ†(q, p), (5.64)

tal que,

g(q, p) = eiλ(q,p),

onde, se considerarmos |λ| � 1, as variações nos campos ficam dadas por

δφ(q, p) = iφ(q, p) ? λ(q, p), (5.65)

e

δφ†(q, p) = −iλ(q, p) ? φ†(q, p). (5.66)

Estudaremos agora, como são dadas as variações do primeiro termo da lagrangiana,

(pµ ?φ(q, p))? (pµ ?φ
†(q, p)) sob a mesma tranformação dada nas equações. Nesse sentido,

percebemos que,

δ(pµ ? φ) = ipµ ? φ ? λ(q, p) +
1

2
φ ?

∂λ(q, p)

∂qµ
, (5.67)

e

δ(pµ ? φ
†) = iλ(q, p) ? pµ ? φ

† +
1

2

∂λ(q, p)

∂qµ
? φ†, (5.68)

não se tranformam covariantemente como φ(q, p) e φ†(q, p) fazem. Dessa forma, pre-

cisamos construir uma derivada covariante, de forma análoga à do caso abeliano. Para

esse fim, definamos a derivada covariante dada por,

Dµφ(q, p) = pµ ? φ(q, p)− iφ(q, p) ? Wµ, (5.69)

e

(Dµφ(q, p))† = pµ ? φ
†(q, p) + iWµ ? φ

†(q, p). (5.70)

E, ainda, devemos considerar que o potencial calibrante, Wµ, se transforma de acordo

com,

δ(Wµ) = − i
2

∂λ(q, p)

∂qµ
+ i{Wµ, λ(q, p)}M , (5.71)

onde, {A,B}M = A ? B −B ? A, representa o parêntese de Moyal.

Agora, avaliaremos se, sob essas condições, teremos as transformações dadas correta-
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mente. Vejamos como fica dado δ(Dµφ(q, p)).

δ(Dµφ(q, p)) = δ(pµ ? φ(q, p))− iδφ(q, p) ? Wµ − iφ(q, p) ? δWµ

= ipµ ? φ(q, p) ? λ(q, p) +
1

2
φ(q, p) ?

∂λ(q, p)

∂qµ

+φ(q, p) ? λ(q, p) ? Wµ −
1

2
φ(q, p) ?

∂λ(q, p)

∂qµ
+φ(q, p) ? {Wµ, λ(q, p)}M

= i(pµ ? φ(q, p)− iφ(q, p) ? Wµ) ? λ(q, p)

= i(Dµφ(q, p)) ? λ(q, p),

que é o resultado desejado, ou seja, a regra para a transformação covariante. O mesmo

vale para a derivada covariante de φ†(q, p), (Dµφ(q, p))†, ou seja,

δ((Dµφ(q, p))†) = δ(pµ ? φ
†(q, p))− iδWµ ? φ

†(q, p)− iWµ ? δφ
†(q, p)

= ipµ ? λ(q, p) ? φ†(q, p) +
1

2

∂λ(q, p)

∂qµ
? φ†(q, p)

−1

2

∂λ(q, p)

∂qµ
? φ†(q, p)−Wµ ? λ(q, p) ? φ†(q, p)

−λ(q, p) ? Wµ ? φ
†(q, p) +Wµ ? λ(q, p) ? φ†(q, p)

= −iλ(q, p) ? (pµ ? φ
†(q, p) + iWµ ? φ

†(q, p))

= −iλ(q, p) ? (Dµφ(q, p))†,

que é o resultado esperado. Além disso, podemos adicionar na lagrangiana o termo que

resulta na dinâmica do campo de calibre no espaço de fase, Wµν ? W
µν , onde

Wµν =
∂Wν

∂qµ
+
∂Wµ

∂qν
− i{Wµ,Wν}M . (5.72)

Dessa forma, ficamos com a ação dada por,

S =
∫
d4qd4p

(
(Dµφ(q, p)) ? (Dµφ(q, p))† +m2φ ? φ† +Wµν ? W

µν
)
. (5.73)

As equações de movimento, obtidas a partir da equação de Euler-Lagrange, ficam escritas

da seguinte forma,

∂Wµν

∂qν
− iW ν ? Wµν = (Dµφ(q, p)) ? φ†(q, p) + φ(q, p) ? (Dµφ(q, p))†, (5.74)

onde podemos identificar a fonte Jµ como,

Jµ = Dµφ(q, p)) ? φ†(q, p) + φ(q, p) ? (Dµφ(q, p))†. (5.75)
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No próximo capítulo, continuaremos nossa discussão no contexto da teoria de campos

no espaço de fase. Buscaremos, por meio da escrita dos funcionais geradores, escrever a

função de Green e relacioná-la com a função de Wigner. Estudaremos também aspectos

da quantização canônica no espaço de fase.
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6 Integral de Trajetória no Espaço
de Fase

Neste capítulo, continuaremos nossa análise da teoria de campos no espaço de fase.

Nosso objetivo numa primeira etapa é estudar a quantização dos campos de Klein-Gordon

e de Dirac no espaço de fase, utilizando métodos funcionais. Por meio de um formalismo

em termos do funcional gerador, escreveremos o propagador e estabeleceremos a relação

entre a função de Green no espaço de fase e a função de Wigner. Em seguida, analisare-

mos o campo escalar complexo com interação quártica. Em segundo plano, discutiremos

também o processo de quantização canônica do campo de Klein-Gordon no espaço de fase.

Os resultados apresentados nesse capítulo constituem nosso recente trabalho, mencionado

na referência [50]

Como é conhecido na literatura [51, 52], há três métodos de quantização de campos

clássicos, quais sejam: o método da quantização canônica, o método das integrais de

trajetórias e o método da quantização estocástica. A quantização canônica é um método

intuitivo, pois guarda analogias com a quantização de pontos materiais. Já o método

das integrais de trajetórias, introduzido por Feynman, é bastante útil, especialmente na

quantização de sistemas com vínculos. O terceiro método, que consiste na quantização

estocástica, é o mais recente dos três e constitui uma alternativa bastante interessante

para a quantização por meio de integrais de trajetórias. Esse terceiro método não será

discutido aqui. Como já destacamos, nosso objetivo neste capítulo é estudar os dois

primeiros métodos de quantização no aspecto do espaço de fase. Iniciaremos nossa análise

pelo funcional gerador do campo escalar complexo.
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6.1 Funcional Gerador para o Campo Escalar Com-
plexo

Podemos definir, para o campo escalar complexo livre na presença das fontes J(q, p)

e J∗(q, p), o seguinte funcional

Z0[J, J
∗] =

∫
Dφ(q, p)

∫
Dφ∗(q, p)

× exp i
∫
d4qd4p[£0(φ, φ

∗)− J(q, p)φ∗ − J∗(q, p)φ(q, p)], (6.1)

em que
∫
Dφ e

∫
Dφ∗ representam as integrais funcionais de φ(q, p) e φ∗(q, p), enquanto∫

d4qd4p representa a integração em todo o espaço de fase. Apesar de estarmos traba-

lhando no espaço de fase, toda maquinaria para tratar integrais funcionais continua válida.

Percebemos, então, que a equação (6.1) pode ser escrita como

Z[J, J∗] =
∫
Dφ(q, p)

∫
Dφ∗(q, p)

× exp i
∫
d4qd4p[

−1

4

∂φ

∂qµ

∂φ∗

∂qµ
+

1

2
ipµ(φ∗

∂φ

∂qµ
− φ∂φ

∗

∂qµ
)

−(pµpµ −m2)φ(q, p)φ∗(q, p)− J(q, p)φ∗(q, p)− J∗(q, p)φ(q, p)].

(6.3)

Admitindo que as funções φ(q, p) e φ∗(q, p) são bem comportadas, temos∫
d4qd4p

−1

4

∂φ

∂qµ

∂φ∗

∂qµ
=

1

4

∫
d4qd4pφ∗∂2

qφ (6.4)

e ∫
d4qd4p

1

2
ipµ(φ∗

∂φ

∂qµ
− φ∂φ

∗

∂qµ
) =

∫
d4qd4pipµφ∗

∂φ

∂qµ
. (6.5)

Com o uso das equações (6.4) e (6.5), a equação (6.1) pode ser escrita como

Z0[J, J
∗] =

∫
Dφ(q, p)

∫
Dφ∗(q, p)

× exp i
∫
d4qd4p[

1

4

∫
d4qd4pφ∗∂2

qφ+ ipµφ∗
∂φ

∂qµ

−φ∗(q, p)(p2 −m2)φ(q, p)− J(q, p)φ∗(q, p)− J∗(q, p)φ(q, p)].

(6.7)
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E agora, se utlizarmos

∫
DφDφ∗ exp [−

∫
φ∗Aφdx] = (detA)−1, (6.8)

obtemos

Z0[J, J
∗] = [det(

1

4

∂2

∂q2
+ ipµ

∂

∂qµ
− (p2 −m2 + iε))]−1

× exp [i
∫
J∗(q, p)[

1

4

∂2

∂q2
+ ipµ

∂

∂qµ

−(p2 −m2 + iε)]J(q′, p′)dqdpdq′dp′].

E ainda, na ausência de fontes, temos

Z0[0] = [det(
1

4

∂2

∂q2
+ ipµ

∂

∂qµ
− (p2 −m2 + iε))]−1. (6.9)

Nesse sentido, o propagador satisfaz a equação

(
1

4

∂2

∂q2
+ ipµ

∂

∂qµ
− (p2 −m2 + iε))4F (q − q′, p− p′) = δ(q − q′)δ(p− p′), (6.10)

tal que

4F (q − q′, p− p′) = [
1

4

∂2

∂q2
+ ipµ

∂

∂qµ
− (p2 −m2)]−1. (6.11)

Dessa forma, o funcional gerador para o campo escalar complexo livre pode ser escrito

como

Z0[J, J
∗] = [det(

1

4

∂2

∂q
+ ipµ

∂

∂qµ
− (p2 −m2))]−1

exp [i
∫
J∗(q, p)4F (q − q′, p− p′)J(q′, p′)dqdpdq′dp′]. (6.12)

Usando esse funcional gerador, a função de dois pontos pode ser escrita como

G0(q − q′, p− p′) = − δ2Z0[J, J
∗]

δJ∗(q, p)δJ(q′, p′)
|J=J∗=0 = 〈0|T [φ(q, p)φ∗(q′, p′)]|0〉, (6.13)

em que T é o operador de ordenação do tempo. A relação entre 4F (q − q′, p − p′) e

G0(q − q′, p− p′) é dada por

G0(q − q′, p− p′) = i4F (q − q′, p− p′). (6.14)

Obtemos a interpretação física para o nosso formalismo, notando que G0(q−q′, p−p′)
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é relacionada com a função de Wigner por meio de

f 0
W (q, p) = lim

q′,p′→q,p
exp (i

∂

∂q

∂

∂p′
− ∂

∂q′
∂

∂p
)G0(q − q′, p− p′). (6.15)

Com esse resultado, podemos escrever que o valor médio de um observável A(q, p) no

espaço de fase é dado por

〈A〉 =
∫
A(q, p){ lim

q′,p′→p,p
exp (i

∂

∂q

∂

∂p′
− ∂

∂q′
∂

∂p
)G0(q − q′, p− p′)}dqdp. (6.16)

6.2 Funcional Gerador para o Campo de Dirac

Vamos analisar agora a quantização do campo de Dirac livre. Os métodos funcionais

no espaço de fase para férmions são introduzidos mediante a definição da álgebra de

Grassmann em Γ, que é similar ao caso usual. Dessa forma, escrevemos o funcional

gerador para o campo de Dirac como

Z0[η, η] =
1

N

∫
DψDψ exp {i

∫
[
−i
4

(
∂ψ

∂qµ
γµψ − ψγµ ∂ψ

∂qµ
)

−ψ(m− γµpµ)ψ + η(q, p)ψ(q, p) + η(q, p)ψ(q, p)]dqdp}.

Definindo ψγµ ∂
∂qµψ ≡ ( ∂ψ

∂qµ )γµψ − ψγµ ∂ψ
∂qµ , temos

Z0[η, η] =
1

N

∫
DψDψ exp {i

∫
[
−i
4
ψ(γµ

∂

∂qµ
− (m− γµpµ))ψ

+η(q, p)ψ(q, p) + η(q, p)ψ(q, p)]dqdp},

em que η e η são as fontes de ψ e ψ, respectivamente. Escrevendo o inverso do propagador

como S−1 = −i
4
γµ ∂

∂qµ − (m2 − γµpµ),obtemos a expressão para o funcional gerador:

Z0[η, η] =
1

N

∫
DψDψ exp {i

∫
[ψS−1ψ + η(q, p)ψ(q, p)

+η(q, p)ψ(q, p)]dqdp}.

Essa expressão nos leva a

Z0[η, η] =
1

N
exp [−i

∫
η(q, p)Sη(q′, p′)dqdpdq′dp′]det(iS−1). (6.17)

Sabendo que N = det(iS−1), temos

Z0[η, η] = exp [−i
∫
η(q, p)S(q − q′, p− p′)η(q′, p′)dqdpdq′dp′]. (6.18)
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E a função de dois pontos é dada por

S(q − q′, p− p′) = − δ2Z[η, η]

δη(q′, p′)δη(q, p)
|η=η=0. (6.19)

E a relação dessa função com a função de Wigner fica dada por

fW (q, p) = lim
(q′,p′→q,p)

exp (i
∂

∂q

∂

∂p′
− ∂

∂q′
∂

∂p
)S(q − q′, p− p′), (6.20)

o que nos leva à interpretação física do formalismo. Na próxima seção, discutiremos o

formalismo funcional para campos em interação. Trataremos, em particular, da interação

λφ4.

6.3 Funcional Gerador para Campos em Interação

Consideraremos agora o funcional gerador do campo de Kelin-Gordon complexo com

interação no espaço de fase Γ. A Lagrangiana é £ = £0 + £int(φ, φ
∗), em que £0 é

a Lagrangiana do problema livre e £int é a Lagrangiana referente à interação. Nesses

termos, o funcional gerador normalizado é dado por,

Z[J, J∗] =
1

Z0

∫
DφDφ∗ exp [iS − i

∫
dqdp(J(q, p)φ∗(q, p) + J∗(q, p)φ(q, p))], (6.21)

onde S =
∫
d4qd4p£. Nosso objetivo agora é encontrar uma expressão para o caso dos

campos em interação análoga à equação (6.12), obtida no caso dos campos livres. Vamos

iniciar nossa discussão notando que a derivada funcional de Z0[J, J
∗] com relação a J∗(q, p)

é

1

i

δZ0[J, J
∗]

δJ∗(q, p)
= −

∫
dq′dp′4F (q − q′, p− p′)J(q′, p′)

× exp (−i
∫
J∗(q, p)4FJ(q′, p′)dqdpdq′dp′).

Usando [1
4
∂2
q + ip∂q − (p2−m2)], encontramos a equação diferencial para Z0[J, J

∗], isto é,

[
1

4
∂2
q + ip∂q − (p2 −m2)]

1

i

δZ0[J, J
∗]

δJ∗(q, p)
= J(q, p)Z0[J, J

∗]. (6.22)

A partir da equação (6.21), podemos escrever

1

i

δZ[J, J∗]

δJ∗(q, p)
=

1

Z0

∫
DφDφ∗φ(q, p)

× exp [iS − i
∫
dqdp(J(q, p)φ∗(q, p) + J∗(q, p)φ(q, p))]. (6.23)
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Introduzindo o funcional

Ẑ[φ, φ∗] =
exp iS

Z0

, (6.24)

é possível escrever

Z[J, J∗] =
∫
DφDφ∗Ẑ[φ, φ∗] exp [−i

∫
dqdp(J(q, p)φ∗(q, p))], (6.25)

que é uma espécie de transformada de Fourier do funcional gerador.

A derivada funcional de Ẑ[φ, φ∗] com relação a φ∗ implica em

i
δẐ[φ, φ∗]

δφ∗
= [(

1

4
∂2
q + ip∂q − (p2 −m2))φ(q, p) +

∂£int

∂φ∗
]Ẑ[φ, φ∗]. (6.26)

Multiplicando a equação (6.26) por exp [−i
∫
dqdp(Jφ∗ + J∗φ)] e integrando sobre φ e φ∗,

encontramos

I[J ] = (
1

4
∂2
q + ip∂q − (p2 −m2))

1

i

δZ[J, J∗]

δJ∗(q, p)

− δ£int

δφ∗(q, p)
[
1

i

δ

δJ∗
,
1

i

δ

δJ
]Z[J, J∗],

em que

I[J ] = i
∫
DφDφ∗

δẐ[φ, φ∗]

δφ∗
exp [−i

∫
dqdp(Jφ∗ + J∗φ)]. (6.27)

Integrando por partes o lado esquerdo da equação (6.27) , encontramos a equação

diferencial

−J(q, p)Z[J, J∗] = [
1

4
∂2
q + ip∂q − (p2 −m2)]

1

i

δZ[J, J∗]

δJ∗(q, p)

− δ£int

δφ∗(q, p)
[
1

i

δ

δJ∗
,
1

i

δ

δJ
]Z[J, J∗].

Podemos mostrar que a solução da equação precedente é dada por

Z[J, J∗] = N exp [−i
∫
dqdp£int[

1

i

δ

δJ∗
,
1

i

δ

δJ
]]Z0[J, J

∗], (6.28)

em que N é um fator normalizante. Para demonstrar esse resultado, usaremos a fórmula

de Baker-Hausdorff,

exp (A)B exp (−A) = B + [A,B] +
1

2
[A, [A,B]] + ...,

em conjunto com as relações

[J(q, p),
1

i

δ

δJ(q′, p′)
] = iδ(q − q′)δ(p− p′), (6.29)
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e

[J∗(q, p),
1

i

δ

δJ∗(q′, p′)
] = iδ(q − q′)δ(p− p′). (6.30)

Nesse caso, segue que

FJ(q, p)F ∗ = J(q, p) +
δ£int

δφ∗(q, p)
(
1

i

δ

δJ(q′, p′)
,
1

i

δ

δJ∗(q′, p′)
), (6.31)

onde F = exp (i
∫
d4qd4p£int) e F ∗ = exp (−i

∫
d4qd4p£int).

Dessa forma, podemos escrever

J(q, p)Z[J, J∗] = NJ(q, p)

× exp [−i
∫
dqdp£int(

1

i

δ

δJ∗(q′, p′)
,
1

i

δ

δJ(q′, p′)
)]Z0. (6.32)

Usando a equação (6.26) essa expressão nos fornece

L[J ] = N exp [i
∫
dqdp£int(

1

i

δ

δJ∗(q, p)
,
1

i

δ

δJ(q, p)
)]

×[J(q, p) +
∂

∂φ∗(q, p)
£int(

1

i

δ

δJ∗(q′, p′)
,
1

i

δ

δJ(q′, p′)
)]

×Z0[J(q, p), J∗(q, p)], (6.33)

onde

L[J ] = J(q, p)Z[J(q, p), J∗(q, p)]. (6.34)

Tomando a equação diferencial para Z0[J, J
∗] e trocando £′

int e exp i
∫

£int, a equação

anterior se reduz a equação diferencial para Z[J, J∗], como queríamos demonstrar. De

posse desses resultados, trataremos na próxima seção da interação λφ4.

6.3.1 Teoria φ4

Como um exemplo, consideraremos aqui o campo escalar complexo em Γ com

a auto-interação λφ4. Esse potencial descreve bósons em interação de contato. Nosso

objetivo é determinar a função de Wigner para esse processo. O primeiro passo é deter-

minar a função de dois pontos para esse exemplo. Para isso, considere a densidade de

Lagrangiana:

£ =
−1

4

∂φ

∂qµ

∂φ∗

∂qµ
+

1

2
ipµ(φ∗

∂φ

∂qµ
− φ∂φ

∗

∂qµ
)

−(pµpµ −m2)φφ∗ +
λ

4!
(φφ∗)2. (6.35)
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Vamos então utilizar o método desenvolvido na seção anterior para determinar a função de

Green desse caso, tratando o termo de interação como uma série de potências até segunda

ordem na constante λ. Dessa forma, o funcional gerador Z[J, J∗] torna-se

Z[J, J∗] = N{1 + i
λ

4

∫
dqdp(

1

i

δ

δJ∗(q, p)
)2(

1

i

δ

δJ(q, p)
)2

−λ
2

16

∫
dqdp(

1

i

δ

δJ∗(q, p)
)2(

1

i

δ

δJ(q, p)
)2(

1

i

δ

δJ∗(q′, p′)
)2

×dq′dp′(1
i

δ

δJ(q′, p′)
)2 +O(λ3)}Z0[J, J

∗].

É importante observar que para a ordem λ0, temos Z0[J, J
∗], que é o funcional ger-

ador do campo livre. Para analisar a ordem λ, precisamos calcular a derivada funcional

(1
i

δ
δJ∗(q,p)

)2(1
i

δ
δJ(q,p)

)2Z0[J, J
∗]. A primeira derivada é dada por

1

i

δ

δJ(q′′, p′′)
exp [i

∫
J∗(q, p)4F (q − q′, p− p′)J(q′, p′)dqdpdq′dp′], (6.36)

o que leva a

(
1

i

δZ0[J, J
∗]

δJ(q′′, p′′)
) =

∫
J∗(q, p)4F (q′′ − q, p′′ − p)dqdp

× exp [i
∫
J∗(q, p)4F (q − q′, p− p′)J(q′, p′)dqdpdq′dp′].

Temos também que

(
1

i

δ

δJ(q′′, p′′)
)2 exp [i

∫
J∗(q, p)4F (q − q′, p− p′)J(q′, p′)dqdpdq′dp′]

= [
∫
J∗(q, p)4F (q′′ − q, p′′ − p)dqdp]2

× exp [i
∫
J∗(q, p)4FJ(q′, p′)dqdpdq′dp′].

E ainda, temos também que

(
1

i

δ

δJ∗(q′′, p′′)
)(

1

i

δ

δJ(q′′, p′′)
)2Z0 = 4F (q′′ − q′′, p′′ − p′′)2[

∫
J∗(q, p)4F (q − q′′, p− p′′]

× exp [i
∫
J∗(q, p)4FJ(q′, p′)]

+[
∫
J∗(q, p)4F (q′′ − q, p′′ − p)dqdp]2

×[
∫
4F (q′′ − q′, p′′ − p′)J(q′, p′)dqdp]

× exp[i
∫
J∗(q, p)4F (q − q′, p− p′)J(q′, p′)].

Definindo χ0[J
∗, J ] = (1

i
δ

δJ∗(q′′,p′′)
)2(1

i
δ

δJ(q′′,p′′)
)2Z0[J

∗, J ],finalmente obtemos
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χ0[J
∗, J ] = {242

F (q′′ − q′′, p′′ − p′′) + 44F (q′′ − q′′, p′′ − p′′)

×([
∫
J∗(q, p)4F (q − q′′, p− p′′)dqdp]

×[
∫
4F (q′′ − q′, p′′ − p′)J(q′, p′)dq′dp′])

+[
∫
J∗(q, p)4F (q − q′′, p− p′′)dqdp]2

×[
∫
dq′dp′4F (q′′ − q′, p′′ − p′)J(q′, p′)]2}Z0[J

∗, J ].

Dessa forma, a função de dois pontos é dada por

G(q1, q2; p1, p2) = − δ2Z[J∗, J ]

δJ(q1, p1)δJ∗(q2, p2)
|J=J∗=0. (6.37)

Se considerarmos até a primeira ordem em λ, temos

G(q, q′; p, p′) = G0(q, q
′; p, p′)

−iλ
2
G0(0)

∫
dq′′dp′′G0(q

′′ − q, p′′ − p)

×G0(q
′′ − q′, p′′ − p′) +O(λ2),

em que trocamos q1 e p1 por q e p e q2 e p2 por q′ e p′ . A partir dessa expressão,

concluímos que as regras de Feynman para os campos no espaço de fase são similares às

regras para o caso usual da teoria de campos no espaço de configuração. A diferença está

no fato de que nesse caso o propagador é escrito no espaço de fase. A partir dessa função

de dois pontos, calculamos a função de Wigner por

fW (q, p) = lim
(q′,p′→q,p)

exp
i

2
(∂q∂p′ − ∂q′∂p)G(q, q′; p, p′). (6.38)

Aplicando o limite e expandindo o produto estrela até segunda ordem (que é equiva-

lente a considerar termos quadrático na constante de Planck), obtemos

fW (q, p) = f 0
W (q, p)− λ

2
G0(0)

∫
dq′′dp′′

×G0(q
′′ − q, p′′ − p)G0(q

′′ − q′, p′′ − p′)

+
1

2
lim

(q′,p′→q,p)
(
∂2G0(q − q′, p− p′)

∂q′∂p
− ∂2G0(q − q′, p− p′)

∂q∂p′
)

+
λ

4
G0(0) lim

(q′,p′→q,p)
(∂q∂p′ − ∂q′∂p)

×
∫
dq′′dp′′G0(q

′′ − q, p′′ − p)G0(q
′′ − q′, p′′ − p′) + ...., (6.39)
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em que

f 0
W (q, p) = lim

(q′,p′→q,p)
exp

i
2
(∂q∂p′−∂q′∂p)G0(q, q

′; p, p′) (6.40)

corresponde a ordem zero em λ e descreve partículas livres se movendo no espaço de fase.

A primeira ordem em λ, contudo, fW (q, p), descreve bósons em interação de contato no

ponto (q, p).

6.4 Quantização Canônica do Campo de Klein-Gordon

Nosso intuito agora é analisar a quantização canônica do Campo de Klein-Gordon no

espaço de fase. O método da quantização canônica de campos segue o procedimento de

quantização de Dirac. Os cálculos realizados nessa seção são semelhantes aos desenvolvi-

dos na referência [53], que trata da quantização canônica de teorias não-comutativas.

A partir da densidade de lagrangiana para o campo de Klein-Gordon no espaço de

fase, que pode também ser escrita como

£ = pµ ? φ(q, p)pµ ? φ
†(q, p) +m2φ(q, p)φ†(q, p), (6.41)

definimos os momenta conjugados aos campos φ(q, p) e φ†(q, p), da seguinte forma:

π =
∂£

(∂0φ)
e π† =

∂£

(∂0φ†)
.

Realizando os cálculos, escrevemos

π =
−1

4

∂φ†

∂q0
+

1

2
ip0φ

† =
−1

2
ip0 ? φ†

e

π† =
1

4

∂φ

∂q0
− 1

2
ip0φ =

1

2
ip0 ? φ.

Os campos φ e π são agora operadores definidos no espaço de Hilbert H(Γ). Seguindo

a prescrição usual de processos de quantização canônica, impomos as seguintes regras de

comutação:

[π(q, q0; p), φ(q′, q0; p′)] = iδ(q − q′)δ(p− p′), (6.42)
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e

[π†(q, q0; p), φ
†(q′, q0; p′)] = iδ(q − q′)δ(p− p′), (6.43)

sendo que os demais comutadores entre os campos e momenta são nulos.

6.4.1 Decomposição de Fourier do Campo. Operadores de Cri-
ação e Destruição de Partículas

Os campos φ(q, p) e φ†(q, p) são operadores, cujas expansões de Fourier podem ser

escritas como

φ(q, p) =
∫ d3k

[(2π)32ωk]1/2
[a(k, p)e−ikq + b†(k, p)eikq], (6.44)

e

φ†(q, p) =
∫ d3k

[(2π)32ωk]1/2
[b(k, p)e−ikq + a†(k, p)eikq]. (6.45)

em que ωk = [(1
2
k − p)2 + m2]1/2 e as variáveis canônicas relativas a posição são dadas

por q → k.

É importante destacar que as funções

fk(q) =
e−ikq

[(2π)32ωk]
1
2

,

formam um conjunto ortonormal∫
f ∗k (q)p̃

0?fk′(q)d
3q = δ3(k− k′), (6.46)

em que Ap̃0?B = A(p0 ? B)− (p0 ? A)B.

Sendo assim, os campos φ(q, p) e φ†(q, p) podem ser escritos como

φ(q, p) =
∫ d3k

[(2π)32ωk]1/2
[a(k, p)fk(q) + b†(k, p)f ∗k (q)] (6.47)

e

φ†(q, p) =
∫ d3k

[(2π)32ωk]1/2
[b(k, p)fk(q) + a†(k, p)f ∗k (q)]. (6.48)

As equações (6.47) e (6.48) podem ser invertidas utilizando a equação (6.46), o que resulta

em:

a(k, p) =
∫
d3q[(2π)32ωk]

1
2f ∗k p̃

0?φ(q, p); (6.49)

b(k, p) =
∫
d3q[(2π)32ωk]

1
2f ∗k p̃

0?φ†(q, p); (6.50)

a†(k, p) =
∫
d3q[(2π)32ωk]

1
2φ†(q, p)p̃0?fk; (6.51)
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b†(k, p) =
∫
d3q[(2π)32ωk]

1
2φ(q, p)p̃0?fk. (6.52)

A partir das equações (6.49) e (6.51), podemos calcular o comutador:

[a(k, p), a†(k′, p′)] =
∫
d3qd3q′(2π)3(2ωk2ωk′)

1
2 [f ∗k p̃

0?φ(q, p), φ†(q′, p′)p̃0?fk′ ],

=
∫
d3qd3q′(2π)3(2ωk2ωk′)

1
2 [f ∗kp

0 ? φ− p0 ? f ∗kφ, φ
†p0 ? fk′ − p0 ? φ†fk′ ],

=
∫
d3qd3q′(2π)3(2ωk2ωk′)

1
2{f ∗kp0 ? fk′ [p

0 ? φ, φ†] + fk′p
0 ? f ∗k′ [φ, p

0 ? φ†]},

=
∫
d3qd3q′(2π)3(2ωk2ωk′)

1
2f ∗k p̃

0?fk′ .

O que finalmente nos leva a

[a(k, p), a†(k′, p′)] = (2π)32ωkδ(k− k′). (6.53)

Similarmente, podemos demonstrar que

[b(k, p), b†(k′, p′)] = (2π)32ωkδ(k− k′), (6.54)

e que os demais comutadores são nulos.

Os operadores a(k, p), a†(k, p), b(k, p) e b†(k, p) serão fundamentais na interpretação

de partícula da teoria de campos quantizados no espaço de fase. Nesse caminho, podemos

definir os operadores

N(k, p) = a†(k, p)a(k, p) (6.55)

e

M(k, p) = b†(k, p)b(k, p). (6.56)

É uma tarefa simples mostrar que N(k, p) e N(k′, p′) comutam, como veremos a seguir,

[N(k, p), N(k′, p′)] = [a†(k, p)a(k, p), a†(k′, p′)a(k′, p′)]

= a†(k, p)[a(k, p), a†(k′, p′)]a(k′, p′)

+a†(k′, p′)[a†(k, p), a(k′, p′)]a(k, p)

= (a†(k, p)a(k′, p′)− a†(k′, p′)a(k, p))δ(k− k′)
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= 0. (6.57)

De forma análoga, podemos mostrar também que [M(k, p),M(k′, p′)] = 0.

[M(k, p),M(k′, p′)] = [b†(k, p)b(k, p), b†(k′, p′)b(k′, p′)]

= b†(k, p)[b(k, p), b†(k′, p′)]b(k′, p′)

+b†(k′, p′)[b†(k, p), b(k′, p′)]b(k, p)

= (b†(k, p)b(k′, p′)− b†(k′, p′)b(k, p))δ(k− k′)

= 0. (6.58)

Assim, podemos escrever,

N(k, p)|n(k, p)〉 = n(k, p)|n(k, p)〉, (6.59)

e

M(k, p)|m(k, p)〉 = m(k, p)|m(k, p)〉. (6.60)

E ainda, se considerarmos as seguintes relações de comutação, [N(k, p), a†(k, p)] = a†(k, p)

e [N(k, p), a(k, p)] = −a(k, p), notamos que são válidas as seguintes expressões,

N(k, p)a†(k, p)|n(k, p)〉 = (n(k, p) + 1)a†(k, p)|n(k, p)〉, (6.61)

e

N(k, p)a(k, p)|n(k, p)〉 = (n(k, p)− 1)a(k, p)|n(k, p)〉. (6.62)

Do mesmo modo, encontramos

M(k, p)b†(k, p)|m(k, p)〉 = (m(k, p) + 1)b†(k, p)|m(k, p)〉 (6.63)

e

M(k, p)b(k, p)|m(k, p)〉 = (m(k, p)− 1)b(k, p)|m(k, p)〉. (6.64)

As equações (6.59), (6.61) e (6.62) nos informam que, se o estado |k, p〉 tem autovalor

n(k, p), e os estados a†(k, p)|n(k, p)〉 e a(k, p)|n(k, p)〉 são autoestados de N(k, p) com

autovalores n(k, p) + 1 e n(k, p) − 1, respectivamente. E, analogamente, por meio das

equações (6.60), (6.63) e (6.64) pecebemos que o estado |k, p〉 tem autovalor m(k, p) e

os estados b†(k, p)|m(k, p)〉 e b(k, p)|m(k, p)〉 são autoestados de M(k, p) com autovalores

m(k, p)+1 e m(k, p)−1, respectivamente. Dessa forma, os operadores a†(k, p) e a(k, p) são

interpretados como operadores de criação e aniquilação de partículas, respectivamente. E,

de forma análoga, b†(k, p) e b(k, p) podem ser interpretados como operadores de criação e



115

aniquilação de antipartículas, respectivamente.

Nesse sentido, se utilizarmos o ordenamento normal, podemos escrever o hamiltoniano

do campo de Klein-Gordon no espaço de fase utilizando os operadores de aniquilação e

criação. Podemos escrever, então,

H =
∫ d3k

(2π)32ωk
[a†(k, p)a(k, p) + b†(k, p)b(k, p)]. (6.65)

E a carga do campo de Klein-Gordon no espaço de fase, escrita em termos desses mesmos

operadores, é dada por

Q =
∫ d3k

(2π)32ωk
[a∗(k, p)a(k, p)− a∗(k, p)a(k, p)]. (6.66)

Podemos mostrar também que as partículas que são os quanta do campo de Klein-Gordon

obedecem à estatística de Bose-Einstein. Para isso, basta notarmos que

|n(k, p),m(k, p)〉 =
1

(n(k, p)!m(k, p)!)1/2
[a†(k, p)]n[b†(k, p)]m|0〉. (6.67)

Pela relação acima, percebemos que não há restrição para n(k, p) e m(k, p), ou seja, qual-

quer número de partículas e antipartículas pode existir em um mesmo estado. Portanto,

as partículas são classificadas como bósons. Esse resultado se deve às relações de comu-

tação dadas nas equações (6.53) e (6.54). Essas conclusões são conhecidas como a conexão

entre spin e estatística, que foi primeiro tratado por Pauli [54].

Uma importante relação que pode ser mostrada facilmente, trata da correspondência

entre a solução da equação de Klein-Gordon livre ϕ(q, p) = ξ(pµ)e−ikµqµ e a expressão

〈0|φ(q, p)|k, p〉, que é dada por,

ϕ(q, p) = 〈0|φ(q, p)|k, p〉. (6.68)

Para demonstrar essa relação, introduziremos a equação (6.44) na equação (6.68), obtendo,

〈0|φ(q, p)|k, p〉 = 〈0|
∫ d3k

[(2π)32ωk]1/2
[a(k, p)e−ikq + b†(k, p)eikq]|k, p〉

= δ(p− p′)e−ikq.

Resultado que corresponde a solução da equação de Klein-Gordon livre no espaço de fase.

Estabeleceremos agora a relação entre a função de Green calculada no capítulo 5,

equação (5.53), e a expressão 〈0|T [φ(q, p)φ†(q′, p′)]|0〉, que é importante por estabelecer a

relação entre o processo de quantização canônico e o processo de quantização via formal-

ismo funcional. Nesse sentido, iniciaremos os cálculos a partir da função de Green, dada
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por

G(qµ, pµ, p′µ) =
1

(2π)4

∫
d4kµ

δ(pµ − p′µ)e−ikµqµ

(1
2
k0 − p0)2 − [(1

2
k− p)2 +m2]

. (6.69)

Podemos escrevê-la ainda da seguinte forma,

G(qµ, pµ, p′µ) = δ(p− p′)
∫ d3kdk0

(2π)4

e−ikq

2ωk

(
1

1
2
k0 − p0 − ωk + iε

− 1
1
2
k0 − p0 + ωk − iε

)
,

(6.70)

onde ω2
k = (1

2
k − p)2. A integração, após uma mudança de variáveis e a utilização do

teorema de Cauchy, nos fornece

G(qµ, q′µ, pµ, p′µ) = 2i
δ(pµ − p′µ)

(2π)3

∫ d3k

2ωk
[θ(q0 − q′0)e−ik(q−q

′) + θ(q′0 − q0)eik(q−q
′)]. (6.71)

Por outro lado, temos a partir da susbstituição dos operadores dados nas equações (6.44)

e (6.45) na relação 〈0|T [φ(q, p)φ†(q′, p′)]|0〉 o seguite resultado,

〈0|T [φ(q, p)φ†(q′, p′)]|0〉 =
∫ d3kd3k′

(2π)6(2ωk′ωk)1/2
[θ(q0 − q′0)e−i(kq−k

′q′)〈0|a(k, p)a†(k′, p′)|0〉

+θ(q′0 − qo)e−i(kq
′−k′q)〈0|a(k, p)a†(k′, p′)|0〉],

onde a função degrau θ(x) é definida por θ(x) = 1, para x > 1, θ(x) = 0, para x < 1.

Usando a relação de comutação dada na equação (6.53),chegamos a,

〈0|T [φ(q, p)φ†(q′, p′)]|0〉 =
δ(pµ − p′µ)

(2π)3

∫ d3k

2ωk
[θ(q0 − q′0)e−ik(q−q

′) + θ(q′0 − q0)eik(q−q
′)].

(6.72)

E, assim, podemos escrever,

〈0|T [φ(q, p)φ†(q′, p′)]|0〉 =
i

2
G(qµ, q′µ, pµ, p′µ). (6.73)

Com isso, encontramos uma interpretação para a função de dois pontos em termos da

criação, propagação e destruição da partícula entre dois pontos no espaço de fase.
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7 Conclusão e Perspectivas

O conceito de espaço de fase na mecânica quântica foi introduzido em 1932 por

Wigner, buscando efetuar correções quânticas na mecânica estatística. Desde então, o

método da função de Wigner tem demonstrado ser bastante útil numa diversidade de prob-

lemas práticos da mecânica estatística, física nuclear, óptica quântica, física da matéria

condensada e também em trabalhos na área de tomografia quântica. No formalismo de

Wigner, cada operador quântico usual é associado a uma função c-número e o produto

entre dois operadores quântico é obtido na representação de Wigner, mediante o produto

estrela entre as respectivas funções c-números. Isso nos remete a uma relação entre o

formalismo de Wigner e a geometria não-comutativa. A inserção da não-comutatividade

como parte da estrutura física dos fenômenos foi estabelecida por Heisenberg em 1930, que

além da sua famosa relação de incerteza, sugeriu a introdução de relações de comutação

para as coordenadas espaço-tempo. A partir da proposta de Heisenberg, a geometria não-

comutativa passou a ser utilizada em diversos contextos, tais como na física da matéria

condensada, como a supercondutividade e o efeito Hall quântico, nas propostas de vio-

lações da simetria de Lorentz e no desenvolvimento da teoria de cordas.

Nesta tese, estudamos alguns aspectos da mecânica quântica no espaço de fase,

baseados em representações do grupo de Galilei e também do grupo de Poincaré em

um espaço de Hilbert definido a partir de uma variedade simplética. Neste contexto,

no capítulo 1, abordamos alguns pontos do método da função de Wigner, estudando

suas principais propriedades. Entendemos que, embora a função de Wigner, fw(q, p), seja

identificada como uma quase-distribuição de probabilidades no espaço de fase, as integrais∫
dqfw(q, p) e

∫
dpfw(q, p) são distribuições de probabilidades. Vimos que, na tentativa

de representar um produto de operadores no formalismo de Wigner, surge a definição de

produto estrela, assim como as equações que descrevem a evolução temporal da função de

Wigner aparecem constituídas do produto estrela. Nesse sentido, devido à importância do

produto estrela no formalismo de Wigner, ainda no capítulo 1, estudamos as propriedades

do produto de Weyl.
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No capítulo 3, vimos que, na representação simplética do grupo de Galilei, as

variáveis canônicas são dadas por Q̂ = q? = q + ih̄
2
∂p e P̂ = p? = p− ih̄

2
∂q e os estados do

sistema são especificados por vetores no espaço de Hilbert no espaço de fase, dados por

ψ(q, p, t). O formalismo quântico usual é obtido usando o método da função de Wigner.

Isto é, mostramos que a função dada por f(q, p, t) = ψ(q, p, t) ? ψ†(q, p, t), definida no

espaço de fase, é uma função de Wigner. E, em seguida, no capítulo 4, aplicamos a

equação de Schroedinger no espaço de fase para encontrar as amplitudes de probabilidade

para os seguintes casos: o potencial quártico, o potencial de Liouville e o problema de

Landau. Todos esses problemas de autovalores foram resolvidos com base num formalismo

autocontido, mostrando como o método aqui introduzido pode ser utilizado para o cálculo

da função de Wigner utilizando as técnicas vantajosas de espaços lineares (Hermiteanos)

Nesse método, a informação sobre os sistemas quânticos no espaço de fase é obtida de

forma direta, abandonando as dificuldades do formalismo de Wigner, tais como a não-

positividade da função de Wigner.

À procura de resultados relativísticos, no capítulo 5, utilizamos novamente

operadores-estrela e construímos representações para o grupo de Poincaré num espaço de

Hilbert, associado a uma variedade simplética, obtendo como resultado as equações de

Klein-Gordon e de Dirac, escritas no espaço de fase. Também construímos lagrangianas

para as equações de Klein-Gordon e de Dirac e obtivemos, a partir destas lagrangianas,

as correntes conservadas parta estes dois campos. Analisamos a equação de Klein-Gordon

sujeita a uma autointeração, aplicando para isso o método da função de Green. E o

ponto principal está no fato de que, assim como no caso não relativístico, estabelecemos a

relação entre as amplitudes no espaço de fase e a função de Wigner. Estudamos, ao final,

as simetrias de calibre não-abelianos. Com o objetivo de prolongar essas discussões, no

capítulo 6, estudamos a quantização no espaço de fase, usando, para isso, o método de

integrais de trajetória e também o formalismo canônico.

Aspectos interessantes que ainda podem ser estudados são outros pontos da teoria

perturbativa, tais como a construção do potencial efetivo e os processos de quebra de

simetria no espaço de fase. Além disso, merecem ser estudados, por exemplo, o problema

de muitos corpos, a teoria do espalhamento no espaço de fase e a discussão de aspectos de

quantização geométrica nesse contexto. .

.
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