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Resumo

Neste trabalho, obtemos uma solugao exata para a métrica exterior de
uma corda cosmica local, neutra e retilinea, numa teoria alternativa da
gravitacao, a teoria NDL. A propriedade fundamental dessa teoria, e que
a distingue da relatividade geral, é resumida na hipotese de que a interacao
gravidade— gravidade nao ocorre do mesmo modo que a interacao matéria— gra-

vidade. A teoria NDL viola, portanto, o principio da equivaléncia forte.

A solucao é dada por uma familia de parametros que pode ser interpretada
como se a métrica adquirisse termos do tipo corrente, surgidos por causa da

nao-linearidade da teoria.



Abstract

In this work, we derive an exact solution for the exterior metric of a local
cosmic string, neutral and rectilinear, in an alternative gravitation theory, the
NDL theory. The fundamental property of that theory, which differentiates
it from the general relativity theory, is summed up in the hypothesis that the
gravity-gravity interaction does not occur the same way the matter-gravity
interaction does. Therefore the NDL theory violates the strong equivalence

principle.

The solution is given by a family of parameters that may be interpreted
as if the metric were in current-like terms, which come from the theory’s

nonlinearity.



Preambulo

Entrou em vigor no inicio deste ano uma nova formulacao da ortografia da
Lingua Portuguesa. Esta tese, no entanto, encontra-se nos moldes antigos.
Primeiro, porque a tese comecgou a ser escrita antes da reforma. Segundo,
porque tanto o autor quanto seus orientadores ainda trazem duvidas quanto
a correta aplicacao das novas regras. Assim, pedimos — autor e orientadores

— a compreensao e a complacéncia dos leitores.



Introducao

Um dos programas na linha de frente em teoria quantica de campos é
0 que busca uma teoria que unifique as teorias da gravitacao e quantica.
Essa busca, até o momento, foi bem sucedida a “tree-level”, ou seja, em
aproximacgao de 1-loop, mas os esforcos para encontrar uma teoria exata

continuam.

Os mais comemorados candidatos na literatura — as teorias de supercor-
das, as teorias-M e a supergravidade — prevéem que a quantizacao exige di-
mensoes extras. Essas teorias, quando reduzidas a sua forma efetiva em qua-
tro dimensoes, devem englobar a relatividade geral como limite assintotico.
Por nao ser univoco o processo de compactificagao ou de reducao dimen-
sional, existem muitas teorias efetivas na literatura e, nesta tese, escolhemos
uma delas — a teoria NDL —, com o objetivo de testa-la. O estudo aqui de-
senvolvido, deve-se ser dito, nao é nem pretende ser conclusivo, pois deman-
dariam comparagoes com observacoes de satélites, dados a que nao temos,

por enquanto, acesso.

Embora a maioria dos fisicos acredite, por exemplo, que a observagao
de ondas gravitacionais confirmard as predigoes da relatividade geral a esse
respeito, nao se deve esquecer que essa é uma expectativa baseada apenas
em pré-julgamentos. O grande sucesso da relatividade geral, comprovado
em muitos experimentos, é o que faz crer que devera ser assim também no

caso das ondas gravitacionais. Entretanto, a relatividade geral nao estard



destruida caso as observacoes das ondas gravitacionais discordem do que ela
preve, e a grande crenca de que ondas gravitacionais nao tardarao a ser detec-
tadas torna a época em que vivemos adequada a uma revisao dos fenémenos

gravitacionais.

O principio da equivaléncia, a garantia de que qualquer tipo de matéria
interage do mesmo modo com o campo gravitacional, deu a Einstein a pos-
sibilidade de tratar o fenomeno gravitacional como uma modificacao da ge-
ometria do espaco-tempo. Mas esse comportamento “universal” ocorreria
também no caso da interacao da gravidade com ela mesma? Por meio de
uma hipétese implicita, a relatividade geral responde afirmativamente a essa
questao [9, 53, 57]. O fato de a gravidade conter energia como qualquer outro
campo é o que fortalece a crenca que valida uma extrapolacao para incluir
a auto-interagao, apesar de nao existir nenhuma evidéncia observacional que

sustente essa atitude.

Foi essa hipotese, ainda hoje distante de qualquer sustentacao observa-
cional, que levou ao mais notavel resultado da relatividade geral: os processos
gravitacionais nada mais sao do que uma modificagao universal da geometria
do espago-tempo. Nisso, resume-se toda a beleza da relatividade geral: a
componente da métrica ggg representa o potencial gravitacional. Portanto,
curvatura implica presenca de matéria e vice-versa, e o Lema de Gauss [54]

ganha uma dimensao nunca imaginada.
Entretanto, quando se pretende que a observacgao seja o guia inseparavel
no estudo da natureza, deve-se deixar claro que:

e No caso da interagao matéria—gravidade, o esquema de geometrizagao
da gravidade fornecido pela relatividade geral parece ser um bom pro-

cedimento.
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e Nao hé evidéncia observacional que garanta uma descricao da interagao

gravidade—gravidade nos moldes da interacao matéria—gravidade.

Portanto, quando se busca nao fugir do tradicional método cientifico de
submeter as teorias a observacoes, deve-se notar que a modificacao universal
da geometria proposta pela relatividade geral é na verdade uma extrapolacao,
ainda nao confirmada por experimentos. Conseqlientemente, com relacao a
interacao gravidade—gravidade é preciso levar em conta duas alternativas

mutuamente excludentes:

e A gravidade acopla-se a ela mesma como qualquer outra forma de ener-

gia.

e A gravidade acopla-se a ela mesma de um modo distinto do que ocorre

entre ela e as outras formas de energia.

No primeiro caso, a proposta da relatividade geral — a modificagao univer-
sal da geometria — torna-se um cendrio natural. Apesar disso, a auséncia de
evidéncia experimental exige que a questao seja resolvida ou por argumen-
tos tedricos ou por algum tipo de imposicao adicional sobre o mecanismo
de interagao. A hipdtese de Einstein que considerou a interacao gravida-
de—gravidade em pé de igualdade com a interacao matéria—gravidade pare-
ceu ser a mais natural, mas nos anos iniciais da teoria a inexisténcia de
observacoes adiou a decisao. Mais tarde, na década de 1950, a descoberta
de um modo de tratar a gravidade em termos de uma teoria de campo [3]

deixou a hipotese de Einstein menos questionavel.

Neste trabalho, mostra-se um modo alternativo de gerar uma teoria de
campo da gravidade, a teoria NDL — assim chamada por causa dos nomes
do autores: M. Novello, V. A. De Lorenci e Luciane R. de Freitas [1]. A
propriedade fundamental, base da teoria NDL e que a distingue da rela-

tividade geral, é resumida nesta hipotese: a universalidade da intera¢ao
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matéria— gravidade € admitida, mas a interagao gravidade— gravidade ocorre
de maneira distinta. A mais importante conseqiiéncia da teoria é sua predicao
acerca da velocidade de propagacao de ondas gravitacionais, distinta da ve-

locidade prevista pela relatividade geral.

Isso mostra que, com relacao as ondas gravitacionais, ¢ um prejuizo
teorico admitir que a relatividade geral ja resolveu a questao. Nao se chegard

a solucao antes que se consiga observar tais ondas.

Na teoria NDL, as ondas gravitacionais se propagam numa geometria
efetiva que nao é a geometria onde a matéria se propaga. Pode-se entao
perguntar: qual é a verdadeira geometria do espaco-tempo? A resposta: de-
pende da instrumentagao que se usa para observa-la. Com excecao da energia
gravitacional, todas as formas de energia medem a mesma modificacao do
espaco-tempo curvo. Ja as ondas gravitacionais se comportam como se elas

estivessem mergulhadas numa outra geometria.

Um exemplo simples de uma teoria que mostra essas idéias é tomado
como modelo. E uma teoria nao-linear para um campo de spin 1, proposta
por Born [10, 11, 12]. O desenvolvimento da teoria NDL segue um caminho
similar, obviamente no caso do campo de spin 2, e ficara claro que, enquanto
na teoria de Born a nao-linearidade é uma possibilidade, no caso do campo

de spin 2 da teria NDL a nao-linearidade é obrigatdria.

O objetivo principal aqui é o de resolver as equacoes de campo da teoria
NDL para uma configuracao que caracteriza a existéncia de cordas cosmicas
locais. As eventuais diferencas entre os resultados deste estudo e os corres-
pondentes da relatividade geral — elas devem, obviamente, existir — é que
possibilitarao, num futuro préximo, distinguir do ponto de vista observa-

cional uma teoria da outra.
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Esta tese apresenta-se da seguinte forma: nos capitulos 1 e 2, fazemos
uma revisao da teoria NDL e fornecemos um exemplo de solugao para uma
métrica estatica e de simetria esférica nessa teoria; o capitulo 3 traz uma
revisao das solugbes do tipo vértices (cordas césmicas) e de outros defeitos
topoldgicos em teoria de campos; no capitulo 4, finalmente, tratamos das
configuracoes do tipo vértices na teoria NDL; apresentamos no capitulo 5

nossas conclusoes.
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Capitulo 1

A teoria NDL

O principio da equivaléncia é um dos pilares da relatividade geral, e uma
medida de sua importancia para a teoria de Einstein é dada pelo fato de esse
principio ocupar o centro da idéia de espago-tempo curvo [54]. Com mais
cuidado, entretanto, deve-se fazer a distingao entre o principio da equivaléncia
fraco e o principio da equivaléncia forte. Resumidamente, o primeiro deles
garante que — com excecao do campo gravitacional — todos os campos de
matéria interagem com a gravidade do mesmo modo (mecanismo chamado
acoplamento universal); j4 o principio da equivaléncia forte nao exclui ne-
nhum campo, ou seja, ele enuncia que todos os campos — inclusive o gra-

vitacional — interagem com a gravidade do mesmo modo.

Mas nao ha evidéncia que sustente o principio da equivaléncia forte, ou

seja, nao se sabe de que maneira a gravidade se acopla a ela mesma, e é

[©N

precisamente essa questao que é explorada pela teoria NDL [1]. A NDL
uma teoria do campo gravitacional, no espirito das teorias de Feynman [3] e
Deser [4], na qual o principio da equivaléncia forte é violado: a gravidade néao

se acopla a ela mesma do modo como ocorre entre ela e os outros campos.
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1.1 Definicoes e notacoes

A fim de exibir a covariancia geral da teoria, a métrica auxiliar de Minkowski
Yuw € escrita num sistema de coordenadas arbitrario, com a derivada covari-

ante correspondente dada por

Vi = Vi — A Vi, (1.1)
em que
a 1 a
A,uz/ = 57 7 (’yﬁ#,u + Vov,u — ’hw,ﬂ) : (12)

O tensor de curvatura associado é identicamente nulo:

Ragwj (’)/5)\) = 0. (13)

Define-se o tensor F,,,, chamado campo gravitacional e descrito em ter-

mos da varidvel simétrica ¢, (tratada como o potencial), por

1
Fagu =5 (Putass + Flava1n) (1.4)
em que o simbolo de anti-simetrizagao [ | é usado como em
[A, Bl = AB — BA. (1.5)

Para a simetrizagao, serd usado o simbolo ( ):

(A,B) = AB + BA. (1.6)
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O traco F, é tal que

F, = F, .7y
1 4
= 5 (Prtas + Flavuw) 7"
1 v
=3 (oo — Poma + FaVur — FuYou) ¥*
1 4 4 v
= 5 (brap?™ — Pupa ¥ + Fayu"” — F,
2
1 v
= 2 (QOVOWVM — Qo+ 4F, — F,08)
1 v
= 5 ((pay;ufyu — P + 3Fa>
2
= Qa = Lo

Yar V) ¥

A quantidade F,g, ¢ anti-simétrica nos dois primeiros indices, ou seja,

Fauu+FuaV:07
pois isso segue imediatamente da definicao:

Fauu + F,uau

S NI~ N

Além disso, vale a identidade ciclica,

FQNV+FHVOC+FVQM:0-

16

(qua;p, - Spyu;oz + Foa/yul/ -

(@l/u;a - szza;,u + F,u’}/au -

(1.8)
F//VOW)
Faryw)

(1.9)



De fato,

1
Fauu + Fuua + meu = 5 (Soya;u - pru;a + Fon/uu - F,u’Yoa/)
1
+ 5 (Spau;u - Soau;,u + F,uf)/z/a - Fu’Y,ua)
1
+ 5 (Sp;w;oa — Puasy + FI/’YOL}J, - Fa’}/uu)
= 0.

A constante de Einstein £ é dada em termos da constante de Newton Gy

e da velocidade da luz c:
87TGN

1

k=

(1.10)

C

1.2 Do acoplamento universal a geometrizacao
de Einstein

Durante a década de 1960, Feynman buscou quantizar a gravidade, ou
seja, ele tentou forjar uma sintese da relatividade geral e dos principios da
mecanica quantica. Sua abordagem da relatividade geral, naquela época,
baseou-se no desejo que ele tinha de chegar do modo mais direto possivel a
teoria quantica da gravitacao. Com essa proposta, Feynman encarou as su-
tilezas geométricas como mera distragao. De fato, a abordagem geométrica

convencional obscureceria a relacao entre a gravitacao e a eletrodinamica.

Chega-se a eletrodinamica classica de Maxwell a partir da observacao de
que o féton é uma particula sem massa e de spin 1. A forma de uma teo-
ria quantica para uma particula sem massa e de spin 1 acoplada a matéria
carregada é fortemente restringida por principios fundamentais, como a in-
variancia de Lorentz e a conservacao da probabilidade. A versao autocon-

sistente da teoria quantica disso resultante, a eletrodinamica quantica, é
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governada no limite cléssico pelas equagoes de campo de Maxwell.

Encorajado por essa analogia, Feynman viu a teoria quantica da gravitagao
como “apenas outra teoria quantica de campo”. Entao, ele se pergunta se
seria possivel encontrar uma teoria quantica de campo que descrevesse um
particula sem massa e de spin 2, o graviton, acoplada a matéria, no espacgo-
tempo de Minkowski. O limite cldssico dessa teoria seria governado, obvia-
mente, pelas equagoes de campo de Einstein. Assim, Feynamn se preocupa
sobretudo com os aspectos da teoria quantica responsaveis pela forma que
essa teoria adquiriria no limite classico. O tensor de curvatura, por exem-
plo, é introduzido inicialmente apenas como dispositivo para a construcao de
termos, na acao gravitacional, com as desejadas propriedades de invariancia.
Sé um pouco mais adiante, é que a curvatura seria interpretada em termos

do transporte paralelo de um vetor tangente, numa variedade curva.

Um aspecto crucial da teoria quantica desejada é que o graviton possui
apenas dois estados de helicidade. Portanto, o campo gravitacional classico
também deve possuir apenas dois graus dinamicos de liberdade. Porém, o
campo classico que corresponde a particula de spin 2 é um tensor simétrico
hy, com dez componentes. Como quatro dessas componentes, hg,, nao sao
dinamicas, restam seis componentes dinamicas h;; para descrever os dois es-
tados de helicidade. E essa incompatibilidade entre o niimero de estados da
particula e o nimero de componentes do campo que causa sérias restricoes a

teoria quantica da gravitacao.

Para contornar a incompatibilidade, é necessario que a teoria incorpore
uma redundancia de modo que diferentes configuracoes do campo classico
descrevam um mesmo estado. Em outras palavras, a teoria deve ser uma
teoria de calibre. Para o campo sem massa e de spin 2, o principio de calibre

que se exige é o da covariancia geral, que leva a teoria de Einstein.
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Feynman constréi uma acao quadratica para o campo sem masssa de
spin 2, com acoplamento linear ao tensor de energia—momento. Depois de
analisar a invariancia de calibre da resultante equacao linear de campo, ele
nota que se pode inferir o auto-acoplamento nao-linear do campo quando se
exige a invariancia de calibre das amplitudes de espalhamento. Porém, Feyn-
man nao executa essa tarefa, apenas comenta que ela deve ser muito ardua.
E por outro método, baseado na condicao de consisténcia, que ele chega a
equacao de campo classica nao-linear, ou seja, a equacao de Einstein. Mas,
ja que a equagao linear de campo (campo livre sem massa e de spin 2) possui
necessariamente uma invariancia de calibre — para remover os estados de he-
licidade indesejados —, entao modificagoes genéricas nessa equagao (como as
que ocorrem quando o campo de spin 2 é acoplado & matéria) ndo garantem
solucao. Os novos termos na equagao modificada devem respeitar a condicao
de consisténcia, que é, essencialmente, a exigéncia de que esses termos nao
violem a simetria de calibre. Essa condicao de consisténcia é suficiente para

obter a equacao nao-linear de campo.

Com mais detalhes, o problema era este: encontrar uma acao F[h] para

o campo hy,, de spin 2, tal que a equagao do campo gravitacional

F
Sl

=T (1.11)

fosse consistente com a equagdo do movimento para a matéria (T é o ten-
sor de energia—momento da matéria). Feynmam encontrou uma expressao
quadratica para F', que produz uma equacao linear de campo, consistente
enquanto o tensor 7" ¢ conservado, ou seja, enquanto 7" , = 0. A difi-
culdade é que, uma vez que o campo h,, se acopla a matéria, a equagao do
movimento para a matéria ¢ modificada por forgas gravitacionais, e 7" , nao
mais se anula. Isso significa que a equagao de campo para h,, e a equagao

do movimento para a matéria nao sao compativeis entre si, ou seja, nao pos-
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suem solucoes simultaneas. E esse o problema de consisténcia da teoria linear.

Depois de exigir que nao se perdesse a compatibilidade entre a equagao de
campo para h,, e a equacao do movimento para a matéria, Feynman infere
que correcoes nao-lineares de ordem mais elevada deveriam ser acrescentadas
a acao F'[h]. A condicao de consiténcia pode ser expressa na forma de um
principio de invariancia, ao qual a agao obedece, e que é exatamente a in-
variancia sob transformacoes gerais de coordenadas. A partir dai, a andlise
de Feynman segue padroes convencionais e leva a esta conclusao: a mais geral
e consistente equagao de campo que envolve no maximo duas derivadas ¢é a

equacao de Einstein, com uma constante cosmoldgica.

As correcoes nao-lineares resultantes possuem uma interessante inter-
pretacao fisica. Sem elas, a gravidade nao se auto-acoplaria. Com as corregoes
incluidas, a fonte do campo gravitacional é o tensor de energia—momento to-
tal, ou seja, o tensor que leva em conta também a contribuicao do préprio
campo gravitacional. Isso revela, com outras palavras, que o principio da

equivaléncia (forte) estd embutido na teoria.

A equacao de campo para o campo livre, sem massa e de spin 2 foi obtida,
em 1939, por Fierz e Pauli [21]. Depois disso, a idéia de tratar a gravidade
de Einstein como uma teoria de um campo de spin 2 num espago plano
tem, ocasionalmente, aparecido na literatura. A primeira tentativa publi-
cada de obter o acoplamento nao-linear na teoria de Einstein foi a de Suraj
N. Gupta, em 1954 [27]. Gupta notou que a acao da teoria deveria obedecer
a uma condicao de consisténcia nao trivial, condicao a que a relatividade
geral obedece. Nao forneceu, entretanto, nenhum argumento que garantisse
a unicidade da equacao de campo de Einstein. Grosso modo, o argumento

de Gupta é como segue.
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Para o campo livre, sem massa e de spin 2, a equagao de Fierz (linear) é
(1.12)

em que a quantidade

GE) = kT = D= 0= F s+ s = (06% = 6™ 05) (1.13)
possui o divergente nulo. Entao, por compatibilidade, também deve ser nulo
o divergente do tensor de energia—momento da matéria 7,,. Mas, jd que o
campo gravitacional contribui com sua propria energia para o balanco da lei
da conservagao, o tensor 7T, nao pode ser separadamente conservado. E nesse
ponto, precisamente, que a hipotese que faz a interacao gravidade—gravidade
seguir o mesmo comportamento da interacao matéria—gravidade atua como
guia na escolha da contribuicao gravitacional como fonte de G,(ﬁ) . Isso
significa que se deve adicionar ao tensor 7}, o correspondente tensor de

energia—momento do campo gravitacional.

A idéia é proceder passo a passo. Inicialmente, adiciona-se ao membro di-
reito da equacgao (1.13) o tensor ’];(Vl), ou seja, o tensor de energia—momento
da equagao linear da gravidade. Como conseqiiéncia, deve-se adicionar a la-
grangiana original um termo de ordem mais alta que produzira, depois da
variacao, o tensor ’Z;(Vl) Mas isso gera uma nova condicao de compatibili-
dade, que é resolvida quando se adiciona, novamente ao membro direito de
(1.13), um termo de uma ordem mais alta, T,ff) Mais uma vez, porém, surge
a condicao que exige outro termo na lagrangiana. Portanto, esse processo
prossegue indefinidamente, pois em cada passo deve-se acrescentar um termo
a lagrangiana de modo a reaver a compatibilidade perdida no passo imedi-

atamente anterior.

Esse procedimento geraria uma série infinita cuja soma produziria as
equacoes de Einstein. Gupta esbocou essas idéias, mas nao as levou adi-

ante, ou seja, ele nao executou os calculos que as sustentassem. A primeira
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versao completa de seus argumentos foi publicada por S. Deser, em 1970 [4].

Antes de Gupta, Robert Kraichnan estudara o mesmo problema de obter
a relatividade geral como uma consistente teoria de um campo sem massa e
de spin 2, num espaco plano. Ele descreve os resultados em seu trabalho de
fim de curso no MIT, em 1946—1947 [32], e continua a desenvolver essa pro-
posta em 1949—1950. Kraichnan nao publicou nenhum resultado até 1955
[33, 34], quando entao conseguiu uma versao que o encorajaria. Diferente-
mente de Gupta, ele nao admitiu que a gravidade se acopla ao tensor de
energia—momento total. Em vez disso, como Feynman, obteve o resultado

como uma conseqiiéncia da consisténcia das equacoes de campo.

Uma analise mais geral da condicao de consisténcia da equagao de campo,
executada mais tarde por Robert M. Wald [52], leva a conclusbes andlogas

aquelas de Feynman e Kraichnan.

Uma abordagem do problema de deduzir a forma da interacao gravita-
cional, bastante diferente do que era proposto, foi desenvolvida por S. Wein-
berg [55, 56]. Por meio de consideragoes acerca das propriedades das ampli-
tudes do espalhamento graviton—graviton, Weinberg mostrou que a teoria
da interagao de uma particula sem massa e de spin 2 s6 pode ser Lorentz-
invariante se o acoplamento entre a particula e a matéria for o acoplamento
universal. Em outras palavras, apenas se o principio da equivaléncia estiver
presente. Num sentido, o argumento de Weinberg é o mais forte de todos,
pois a propriedade que garante o acoplamento entre o graviton e o tensor de
energia—momento decorre de outro principio: o estabelecimento do principio

da equivaléncia assegura a obtencao da teoria de Einstein.

A teoria NDL reanalisa essa descrigao tradicional, a gravidade como uma

teoria de campo, e mostra que o procedimento que leva a compatibilidade

22



nao ¢é unico.
1.2.1 A teoria linear de Fierz revisitada

Como motiva¢do para o desenvolvimento da teoria NDL (teoria nao-
linear), neste item mostra-se que a teoria linear de campo de spin 2 pode
ser descrita por meio dos invariantes do campo gravitacional F,,,. Os dois

unicos invariantes do campo sao

A= Fy,, Fo (1.14)

B = F,F*, (1.15)

e a covariancia geral exige que a lagrangiana seja um funcional de A e B, ou
seja,
L =L(A, B). (1.16)

A teoria linear de campo de spin 2 é dada pela acao

St = /d4m\/—_7(A — B), (1.17)

em que 7 é o determinante de 7,,. Isso é facilmente verificado, pois, a menos

de uma divergéncia total, pode-se escrever [5, 6]
Sk — / d*z /=y G, (1.18)

ou
St =- / d'a/=7 " P n = / d'/ =7 Fy ), (1.19)

e uma manipulacao dessa expressao mostra que

"M Fyw) = —2(A — B). (1.20)
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A argumentacao acima revela que qualquer teoria que fornega a equagao
linear de Fierz no limite de campo fraco deve se reduzir a combinacao dos
invariantes A e B apresentada. Essa conclusao motiva o exame de teorias

cujos funcionais dependam apenas de tal combinacao, e é esse o caso da teo-

ria NDL.

A seguir, apresenta-se um resumo de uma teoria nao-linear de campo de
spin 1. E um exemplo que possui muitas propriedades em profunda analogia
com o caso do campo de spin 2 e que servird de guia para a analise mais

complexa da teoria NDL.

1.2.2 Exemplo de uma teoria nao-linear de campo de
spin 1

Seja a acao dada por
S = /d%«/—fyL(F), (1.21)

em que a lagrangiana depende nao-linearmente do invariante F' do campo
F,,, obtido por
F=F,F". (1.22)

Entao, a equacao do movimento é dada por
5 1
{LpF*" };V = ZJ“, (1.23)

em que Lp é a derivada funcional da lagrangiana com relacao ao invariante.

A teoria de Maxwell decorre da equacgao acima quando Lp = —}L.
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A andlise é agora limitada a um tipo teoria proposta por Born e desen-
volvida por Infeld [10, 11, 12]. E uma teoria ndo-linear da eletrodinamica,
cuja lagrangiana é

1
L= —Z{\/b2+zb2F—b2}, (1.24)

em que a constante b representa o valor maximo do campo.

Duas importantes propriedades dessa teoria que interessam mais adiante

sao destacadas:
e A teoria é nao-linear.

e A propagacao das ondas eletromagnéticas pode ser descrita como se as
propriedades métricas do espaco-tempo fossem alteradas pela presenca

do campo eletromagnético nao-linear.

Da forma geral do tensor de energia—momento 7,

w, Obtém-se, para a

lagrangiana (1.24):
Ty = — LY — ALpFo F©,. (1.25)

Essa quantidade possui basicamente as mesmas propriedades e simetrias
do caso linear de Maxwell. A propriedade do caso nao-linear que interessa
aqui é esta: a interacao do campo com correntes externas permanece a

mesma. De fato, a equagao acima, contraida com F,,, fornece

1
{LrFuuF"},, = LpFou F" = 2 Fop]". (1.26)

Com a ajuda do tensor 7, essa expressao pode ser escrita como
Ta“w + LpF o +4LpF" Fy = —FoJ" (1.27)
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ou
T = —Fo,J". (1.28)

o p

Dessa expressao, segue o conhecido fato: o balanco de forcas pela troca de
energia do campo e das correntes é independente da forma como o invariante

F' entra na lagrangiana.

1.2.3 Uma classe de teoria nao-linear de campo de
spin 2

Conforme discutido, quando se passa da teoria linear da gravidade para o
caso geral o procedimento padrao é o de adicionar ao tensor de energia—mo-
mento da matéria o correspondente tensor de energia—momento do campo
gravitacional. Foi visto que o primeiro termo nao-linear contém o tensor de
energia—momento ’]L(l}), obtido da parte linear. Esse procedimento baseia-se
na hipdtese implicita que trata a energia gravitacional do mesmo modo que
as outras energias. Ou seja, o campo gravitacional gerado pela energia gravi-
tacional nao é distinto dos campos gerados por outras formas de energia.
Isso, entretanto, é uma extrapolacao do principio da equivaléncia, aplicada

a energia gravitacional.

Os autores da teoria NDL, para desenvolvé-la, tomaram um caminho
diferente daquele seguido por Feynman, Deser e outros. Em vez de adicionar
a fonte do campo os sucessivos tensores de energia—momento do campo gra-
vitacional para cada ordem de nao-linearidade, partiram desta hipdtese: os
termos que representam a interacao gravidade—gravidade sao construidos

como funcionais dos invariantes A e B. Entao, a acao é dada por

S = /d4x\/—_7L(A, B), (1.29)
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e a variacao do potencial ¢,, produz

0S = /d4x\/—7®’\w;)\5<p“”. (1.30)

Logo, a equacao do movimento ¢ dada por

®>\,uu;)\ = 07 (131)
com
@)\;w = LAF)\(;W) - (LA + LB)[2F)\7;W - F,u%/)\ - FV'V;M]? (132)
em que Ly =6L/0A, Lp =3dL/0B.
No caso especial em que L, = —% e Lp = %, a expressao acima reduz-se
ao caso linear de Fierz,
Onw = —Fxu); (1.33)
ou seja,
Fy = =G =0, (1.34)

em que G, é o operador linear de Fierz, equagao (1.13).

Para garantir que no limite de campo fraco a teoria fornecera a equagao

linear de Fierz, devem-se considerar apenas as lagrangianas tais que
Lp = —La, (1.35)
o que faz a equagao do movimento tomar a forma

{Qwﬂwﬁﬂzo. (1.36)
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Na equacao (1.36), quando se isola o operador linear de Fierz, pode-se ver
diretamente que a fonte da nao-linearidade, em contraste com a relatividade
geral, nao é expressa em termos do tensor de energia—momento do campo
gravitacional:

G = L {LanF )} - (1.37)

No caso de interacao com matéria, abordado mais adiante, essa com-
paragao ficard mais clara. Deve-se notar também que a equagao (1.37) é

exata, ou seja, nao sofreu nenhum tipo de aproximagao.

1.2.4 O tensor de energia—momento do campo
gravitacional

Da definigao geral do tensor de energia—momento,

2 0Ly—y
Ty = _2 vy (1.38)
V= oy

e da classe de lagrangiana considerada, equacao (1.35), obtém-se o tensor de

energia—momento do campo gravitacional

79 = —Ly + 2Ly {QFuaﬂFuaﬁ + FaﬁuFaBu — FFoqu) — F#FV} , (1.39)

n

em que (g) significa que se trata do caso gravitacional.

O tensor ’]L(Vg) acima difere por um divergente total do tensor obtido pelo

teorema de Noether:

1 «
Ny = =Ly, — 5gaoéngAF“( 2 (1.40)
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Sob a forma (1.40), o balango de energia entre o campo gravitacional e

suas fontes tem uma expressao simples, dada por

Nt = =T, (1.41)

Isso pode ser mostrado por um procedimento andlogo ao descrito no caso
do spin 1 ou por célculo direto. Deve-se notar que, como naquele caso, o
balanco de energia entre o campo gravitacional e suas fontes é independente

da forma que a lagrangiana assume para representar o campo gravitacional.

Na proxima secao, com a escolha de uma lagrangiana para o esquema

desenvolvido até aqui, considera-se um caso especifico da teoria.

1.3 Um modelo de gravitacgao

Nas segoes anteriores, desenvolveu-se um cenario geral propicio a cons-
trucao de uma teoria gravitacional. Agora, apresenta-se uma lagrangiana es-
pecifica e, por meio dessa escolha, obtém-se uma caracterizagao das equagoes
do movimento. Isso significa apresentar um exemplo de uma teoria de campo,

para o campo gravitacional, que cumpre as condigoes:
e Concorda com o que se desenvolveu nas segOes anteriores.
e Concorda com os testes observados do campo gravitacional.

Tomando como modelo a teoria nao-linear do campo eletromagnético de
Born e Infeld, acima discutida, admite-se para a interacao gravidade—gravidade

a lagrangiana

LQ:%{\/b‘*er?(—AqLB)—bQ}. (1.42)
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A quantidade b nao tem o mesmo significado que em Born-Infeld. A esse
respeito, neste ponto, o maximo que se pode fazer é especular. Observacoes

futuras trardo mais luz.

Nas equagoes do movimento da teoria NDL, a partir de agora, a tnica
lagrangiana de interesse é a lagrangiana (1.42). Solugoes dessas equagoes para
métricas esférica e cilindrica sao dadas nos capitulos 2 e 4, respectivamente.

1.3.1 Ondas gravitacionais

Esta secao examina o comportamento de ondas gravitacionais na teoria
NDL. Com base na andlise da evolugao das descontinuidades da equagao do
movimento através de uma superficie caracteristica X, chega-se a velocidade
das ondas gravitacionais, que é o aspecto central usado para distinguir a
teoria NDL da relatividade geral. Antes, porém, analisa-se o que ocorre no

caso da teoria nao-linear de spin 1.
Spin 1
Se X é uma superficie de descontinuidade, entao

[F}U/]E =0 (143)

[FMV,A]E - fuukz\a (144:)

em que [J]y representa a descontinuidade da fungao J através da superficie
> [7].
Aplicando isso & equagao (1.23), obtém-se
LFf'uykl, + 2LFF77ijku = O, (145)

em que

FPf.5=n. (1.46)
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A equagao (1.45) pode ser escrita como

L2
Yo | ==+ L) + Ty ¢ K"K =0, (1.47)
LFF

que, no caso da teoria de Born, torna-se

4
{'VMV + b_zlz;w} EtEY = 0. (148)

Portanto, as perturbagoes nao mais se propagam na geometria de fundo
Y, Mas numa geometria modificada que depende da distribuicao de energia

do campo. Comportamento semelhante ocorre no caso do spin 2, a seguir.
Spin 2
As condigoes de descontinuidade

[Fluvals =0 (1.49)

[F,uua,)\]z = f,u,l/ak)\ (150)

aplicadas a equacao do movimento do campo gravitacional produzem

La
Juep k" = —2L—A(77 — ) Fapk” =0, (1.51)
em que
n= Faguf" (1.52)
e
v =F,f" (1.53)

A identidade ciclica permite escrever
1 1 1
Fap"Bx + fion "Ka & fra "k = 505Skg + 505 fiaky + 503 figka)s  (1.54)
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e essa equacao, multiplicada por F*##k*, torna-se
(n — V)k? — 2F°P1 f,5, k k,, + f k'K + Fop FOKPk* = 0 (1.55)

ou

k'K [ + Ayw] =0, (1.56)
em que a quantidade A, é escrita em termos do campo gravitacional:

Laa 0
Ay = 27 [F " Fyap) — FuF,] . (1.57)

1.4 A interacao matéria—gravidade

Conforme discutido, a forte evidéncia de que a matéria se acopla uni-
versalmente a gravidade torna possivel a descri¢ao dessa interagao como se a
matéria estivesse “mergulhada” numa geometria riemanniana produzida pelo
campo gravitacional. Muitos autores [4, 26] mostraram que essa geometria
pode ser descrita em termos de uma geometria de fundo 7, nao observavel,

e do campo gravitacional (por meio do potencial ¢, ):

glw = ’Vul/ + SO,uu- (158)

Isso significa que para saber como a matéria se acopla a gravidade, deve-
se apenas substituir a geometria de fundo v, pela geometria efetiva g,, e as

derivadas por derivadas covariantes construidas com g,,,.

Portanto, na presenca de matéria é facil obter a modificagao da equacao
do movimento do campo gravitacional. Ja que a matéria sente a gravidade

apenas pela combinagao (1.58), entao

oL _ oL (1.59)
Vuw  OGuw
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Logo, com termos de fonte, a equacao geral do movimento do campo

gravitacional é
{LaF* )}, = T (1.60)

ou

GL = L {LapF ) + T} (1.61)

em que 7T, ¢ o tensor de energia—momento da matéria.
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Capitulo 2

Solucao das equacoes da teoria
NDL para uma métrica estatica
e com simetria esférica

Neste capitulo, apresenta-se uma solucao das equagoes da teoria NDL,
teoria da gravidade que, com excecao da energia gravitacional, admite o
principio da equivaléncia de Einstein para qualquer tipo de matéria. Como
discutido, essa teoria descarta a hipétese (implicita) da relatividade geral
acerca da universalidade da interagao gravitacional. Pois, embora seja forte
a base observacional para a universalidade da interacao matéria—gravidade,
nao existe nada que assegure que a gravidade interaja com ela prépria da

mesma forma que com outras formas de energia.

A teoria NDL, portanto, trata a interacao gravidade—gravidade de modo
distinto do que faz a relatividade geral, mas de acordo com o atual nivel
de observagao. Sera exibido o campo gravitacional produzido por uma con-
figuracdo estdtica e com simetria esférica [2], e os parametros PPN que se

obtém (o = =+ = 1) coincidem com os da relatividade geral.
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2.1 A solucao estatica e esfericamente simétrica

Conforme discutido, o campo gravitacional na teoria NDL propaga-se

numa geometria de Minkowski e obedece a equacao do movimento
A _
{LaF Gyt = —Tw (2.1)

ou

Gl = Ly {LanF ) + T} (2.2)

Ja na relatividade geral, a correspondente equacao do movimento do

campo gravitacional, na representacao geométrica, é
1
R, — §Rg/“, =T, (2.3)

em que a curvatura associada a métrica riemanniana aparece explicitamente.

Muitos autores [4] mostraram ser possivel escrever a equacao (2.3) na
forma

GY =T, —T., (2.4)

5%
em que 7,, ¢ uma complicada expressao nao-linear, construida com o ten-
sor métrico e suas derivadas. Uma simples inspegao das equagoes (2.2) e
(2.4) revela a particular caracterizagao da interagao gravidade—gravidade em
cada teoria, e deve-se enfatizar que nenhuma dessas equacoes possui qualquer

espécie de aproximacao. Sao exatas.

Além disso, essas teorias obedecem ao principio da equivaléncia fraco e,
portanto, o comportamento da matéria (ou qualquer forma nao gravitacional
de energia) é rigorosamente o mesmo em ambas. Sao distintos apenas os pro-

cessos que tratam da interacao gravidade—gravidade.
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Passa-se agora a resolugao da equagao (2.1) no vécuo, ou seja, com 7, =

0. Na busca de uma solugao estatica e esfericamente simétrica, faz-se na
métrica

ds* = dt* — dr® — r* (d6” + sen” §d?) (2.5)

a substituigao de v, Por g, = Yuw + @, mas de modo a preservar a forma

ds* = B(r)dt* — A(r)dr® — r* (d6” + sen” 0dy?) . (2.6)

Isso leva a

ds* = [1+ p(r)] dt® — [L + v(r)] dr® — r* (d6” + sen” 0dp?) . (2.7)

Portanto, as quantidades nao nulas sao

Yo=1, y1=-1, 72=—1" 733 =—r’sen’0,
1 . 1
00 11 22 33
7 7 ’ 2 r2sen? 0

oo = % = pu(r), ou=¢"=-v(r),

que, utilizadas na equacao (1.7), e com a ajuda de (1.1) e (1.2), produzem
Fo = 90— Papp?™
(9000’700 + 9011711),04 - (QOa,W — Azywm) ol
(9000 - 9011),a - %ca,oﬁw
+ (A5 + AR+ AR + A%Y) Yaa
(

Yoo — 8011),0( - SOaa,a’Yaa

1 (0% 1 (e
+ 5’7 P (27p2,2 - 722,,0) ’722 + 5’}’ P (2%3,3 - 733,p) 733 Paa
= (oo — 9011)@ — Paa,a?™
1
+ 57” (27022 = Y22.0) 7 + (27033 — V33.0) 7] Paa- (2.8)
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Obviamente, Fop = Fo, =F;=0¢e
1

Fro= (poo =), — 1107 + 27 (m22077 — 13317%) e

2
= W= (=) = (=)=

4 %(—1) {—(—QT) <—Tl2) — (2rsen?0) (—m)] (—v)

Com os valores de F,, e utilizando (1.4) e (1.5), passa-se ao célculo do

campo gravitacional Iy,

1
Fa,u,u - 5 (@V[a;u} + F[a'y;j]u)
1
= 5 (SDV&;/L — Popsa + Fa%w - F;f)/ay)
1 o o
- 5 (Cpl/a,u - Ay‘ugpaa - Aaugocn/ — Pup,a
+ Agawgﬂ + AZO{SOUV + Foz’YMV - F,u’yow)

1

1 of
= 5 Pra,u — 57 (7[3V,u + VBup — 7#1/75) Pao

1 1
5 {_Spuy,cx + 57”’8 ('VBv,a + Yooy — 'Vva,ﬁ) Pup

Fa’yuu - F/L’YO!V] .

Ou seja,
1 1

Focw/ = 5 |}pl/a,u - 57(1& (’Yow,u + 704;1,1/ - ’yw/,oa) Paa

1
= Yupa T 37 Vava + Voaw — Yoau) Pup
2

+ Fa’tu - Fu’}/ow] .
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Por causa da anti-simetria nos dois primeiros indices de F,,,, as possi-

bilidades independentes para aur sao
000 010 020 030 110 120 130 220 230 330

001 011 021 031 111 121 131 221 231 331
002 012 022 032 112 122 132 222 232 332

003 013 023 033 113 123 133 223 233 333

Porém, da definicao de F,,,, sao nulas suas componentes com os trés
indices iguais: Flaa = 0. Além disso, como ¢, = 7,, = 0 quando i # v,
segue que sao nulas também as componentes Fy,,,,, com os trés indices distintos
entre si. Portanto, as possibilidades restantes para auv sao aquelas em que

ocorre repeticao em apenas dois indices:
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010 020 030 110 220 330
001 011 121 131 221 331
002 022 112 122 232 332
003 033 113 133 223 233

Novamente por causa da anti-simetria, a repeticao ou ocorre nos dois

primeiros ou nos dois ultimos indices. Lembrando que Fy = Fy» = F3 = 0,

2v

que Iy = p' — =¥ e usando os valores de ¢, e 7., passa-se, portanto, a

inspecao direta da equagao (2.11):
Se a = pu =0, entao Fyg, = 0.
Se a = pu =1, entao Fi1, = 0.
Se a = p = 2, entao Fyy, = 0.
Se a = u = 3, entao Fiz3, = 0.
Se p=v =0, entao Fpoy = % (—¢00,0 + Fo). Dai,

1 2v
Fioo = 5 (—MI + 1 — _) ;
r

ou seja, F200 = Fgoo =0e

14
FIOO = _;-
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Se u=v =1, entado F,; = —%Fa, ou seja, Fu1; = 0.

Se i =v =2, entao Fpo = % [%7“‘722@900@ + Fa’}/QQ]. Logo,

111 2v
Fi = [s(-D(=20)(—0) + (4 = ) (=), (219)
212 r
isto é, F022 = Fggg =0e
Fis = 2 'r? 2.15
122—5(”7"—/““)- (2.15)

Se p=v =3, entao F,33 = % [%’Yaa7337a§0aa + Fa"}/gg]. Dai,

1(—1)(—27~sen2 0)(—v) + (u’ — i—”) (—r?sen 20)} . (2.16)

1
Figs = =
133 9 |9
isto é, Fogg = F233 =0e
1
Fi33 = sen®# {5 (vr — //7“2)} (2.17)

ou

F133 = Sen2 0F122. (218)

Portanto, estd determinado o campo gravitacional, cujas componentes

nao nulas, a menos da anti-simetria Fy,, = —F},,,, resumem-se abaixo:
v
Figo = —— (2.19)
T
1 /.2
Floo = 5 (VT —u'r ) (2.20)
F133 = sen2 9F122 (221)
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Com as quantidades Fy,, e F, obtidas acima, pode-se agora calcular os
invariantes A = F,,, F'***" e B = F, IF'*:

A = Fy,Fom

Fa,uu Fﬁpéfyﬂa’}/pufydy

00,11 00,00

00 + 11‘11001710071 YUY
20192 4 B ooyl 22,22

FoioFoioy 7y
F212F212’Y
Fy13F513733 1 % 1 Figg Figsy! 133433

291 [(Flow ) +(F1227 ) +(F133733)2}

_ _2{(_;>2+ Lor-w ()]

+ o+

(2.22)

= 5 - 2w)°. (2.23)

A lagrangiana L = L(A — B) = 1 [\/b4 + b2(—A + B) — b*| pode ser

reescrita como
b? A-B
L=— l———1 2.24
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e a derivada de L em relacao ao invariante A, Ly, é

1 A— B\ 2
LA:—%(l— - ) . (2.25)

Mas, de (2.22) e (2.23), segue que

2 ! 1
-A+B = 31/—2—1—/1’2—2%——2(//7“—21/)2
r rooor
v V2
= 2— — —. 2.26
L5 (2.20)

Entao, com este ultimo resultado, a derivada (2.25) ganha a forma

1

1 1 (v vE\] 2
Ly=——7|1+=|2— — — . 2.27
A 2k { + b2 ( r 7“2)] ( )

Como L4 nao depende das quantidades ¢, 6 e ¢, a equacao do movimento

{LaF )}, =0,

ou seja,

A A
LAE quya + LanF ) =0,

¢é escrita como

LaF 0+ LaaF',) = 0. (2.28)
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O desenvolvimento de F ’\(W); ) € tal que:

A A
Flpan = Faqu®
= (F/\W;A + F/\Vu;/\) VM
1 oo
= ’YAAF)\MV,/\ - 57)\)\7 (70)\,)\ + Yo\ — ’Y/\)\,U) Fauu
1 oo
- 57»\7 (VU/L,A + Yoru — W\u,o) Fyov
1 oo
- 57/\/\7 (70'1/,)\ + Yorrv — ’YV)\,O') F/\ua
1
+ Y P — 57’“700 (Yoar + Yorr — Yane) Fouu
A 0'0'( + o )F
27 Y ’}/01/,)\ 70'/\,1/ ’Y)\V,o' Ao
1 oo
- §7>\/\7 (’yau)\ + Yo pu — /y,u)\,a) F)\VU-

(2.29)

Agrupando termos, a equagao (2.29) torna-se

FA(MV);A = IYA/\ (FA;W,)\ + F/\um/\)

1

- 5’7)&\’700 (’YU)W\ + Yo — 7)\)\,0) (FU;UJ + Fal/u)
1 oo

- _’7)\)\’7 (’YU;L,)\ + Yoxu — 7)41,0) (F)\ou + F)\I/O’)

2
1
57)\/\700 (P)/O'l/,)\ + Yorw — ")/1/)\,0'> (F)\MJ + F)\gu) 5 (230)

Fma = Y (Faws + Favun)
— %7” (29020 = Yane) (Fouw + Foup)
+ (Yopur + Yoru — Vo) (Frow + Fruo)
+  (Yowr + Yorw — Yore) (Faue + Frop)l}- (2.31)
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Por inspecao direta de (2.31), sao identicamente nulas as quantidades
A A A A A
Flonn o osme Fanne Flag

Fooa Flasa Fleom Flenpn  Flaga

Também por inspegao de (2.31), as quantidades restantes, ou seja, F )‘(00); e

F/\(n);,\? F/\(12);>\> F’\(22);)\ e FA(?,:),);» sao escritas abaixo:

F/\(oo);,\ =AM [2F100,1 + Fioo (722722,1 + 733%3,1)] (2.32)
FAuna = =727 7221 Fora — 77331 Fars (2.33)
F/\(12);>\ = %733733,2 (V2 Faz — v* Fans) (2.34)
F/\(22);,\ =" (2F1221 + 7331 Fi22 — 2779221 F122) (2.35)
F/\(33);,\ =" (2F 1331 + 77221 Fiss — 27331 Fl3s) (2.36)

Do segundo termo de (2.28), segue que
Fl(w/) - Fa(wﬂal = Fl(uv)711=

ou seja,

Fly == Fuw+ Fiy) . (2.37)

w)

Dal, as quantidades nao nulas de (2.37) sao
F1(00) = — (Fioo + Fioo) = —2Fg0, (2.38)
Flog = —2F2 (2.39)
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(2.40)

Portanto, os resultados de (2.32) a (2.36) e de (2.38) a (2.40) permitem

resumir abaixo as cinco equagoes nao identicamente nulas extraidas de (2.28):

Lay™ [2F100,1 + Fioo (V7?7221 + 7% 733,1)] — 2L F100 =0

L (=7*7P7922,1 Fo12 — v*°7* 4331 F313) = 0

1
LA§’Y33’Y33,2 (V2 Fa12 — v F13) = 0
Lay' (2F 1201 + 7331 Fio2 — 277221 Fi22) — 2La1Fion = 0

Lay™ (2F1331 + 77221 Fiss — 299331 Fi33) — 2L a1 Fizs = 0

Relembrando que Fi33 = sen? 0 Fya,, equacao (2.21), e que

Yoo = _T27 V33 = _TQ Sen2 07
PO SR
r2’ r2sen2f’

a equagao (2.42) fornece
4

r
Como L4 > 0, segue que
Fia2 =0,
ou seja,
wr=v
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(2.42)
(2.43)
(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)



O resultado (2.47) torna as equagoes (2.43), (2.44) e (2.45) identicamente
nulas, e a equagao (2.41) serd abordada depois que o resultado (2.48) for

usado em L4, ou seja, na equagao (2.27). Isso significa substituir 4’ por v/r

1 1 [ vy VP 3
La=—— |14+ = (2222
4 2]{:[ +l)2< r 7’2)} ’

1 27173
Lg=—— {1 + ”—} . (2.49)

€1

o que produz

Daf,
(2.50)

Agora, a equacao (2.41), ja com os resultados (2.49) e (2.50) e com as

demais substituicoes, torna-se

_ L 1+V—2 : [2r %0 + 2017
= —5 123 r v 42U
n 1 - V2 17 202 — 203121 2 (2.51)
4k b2r2 b2 r '
cuja simplificacao leva a
20° + b7’y + b = 0. (2.52)

Resumindo, a busca pela solucao da equagao do movimento,
A _
{LaF )}, =0,
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reduziu-se, depois de varias etapas, ao seguinte: resolver as equagoes (2.52)
e (2.48), reproduzidas abaixo:

208 +02r2v + b2 =0
wr—v=>0

A equagao (2.52) é uma equacao de Bernoulli, cuja forma geral é

dy

i P(z)y = Q(x)y".

Uma equagao de Bernoulli pode ser transformada numa equacao diferen-

cial linear de primeira ordem, ou seja, em

e + R(x)y = S(x).

Como a solucao desta ultima é dada por
z=¢ J R [/ Sel Bdw g 4 cte} ,

entao a solucao da equacao de Bernoulli é

Portanto, escrevendo a equagao (2.52) como

dv 1 -2 4

— = — 2.53
dr * TV b2r3y ’ ( )

e transformando esta tltima na equacao diferencial linear de primeira ordem

2 4
d -z (2.54)

dr r b2r3’
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segue que

[t (1] e

4r? 1\
v= {6—2 (c— d )] : (2.56)

em que ¢ é uma constante.

C~%b?
4

<

o] entao a

Adaptando a constante ¢ para ¢ = , e fazendo rf =

equagao (2.56) torna-se

| [1 _ (@)4} o (2.57)

Da outra equagao (equacgao (2.48)), ou seja, pu'r — v = 0, seque que

= /; + ¢, (2.58)

em que ¢; € uma constante.

A substituigao de (2.57) em (2.58) e o fato de a fungao v(r) ser definida

apenas para r > g produzem

ou

w(r) =|C| + ¢. (2.59)

ro V(12 —75) (r? +75)

Em termos de integrais elipticas [24], serd utilizado o resultado geral

/” dx B 1
b /(22— a?) (22 — b?) Va2

F(g,h), (2.60)
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a

Va5

com u > b >0, g = arccos (b/u), h = e F' é uma integral eliptica de

primeira espécie.

Logo, usando (2.60), a equagao (2.59) é escrita como

|C| To
r) = ———=1F|arccos (ry/7) , —/—| + c1, 2.61
i) Ve +rd (ro/7) Vg +rd ' (2.61)
ou seja,
p(r) = 7"(|f/|§F [arccos (ro/7), 1/\/5] + . (2.62)

A constante ¢; em (2.62) é determinada quando se impde que o espago
torna-se de Minkowski para r grande, o que significa u(r) tender a zero nesse
limite. Dai,

]
7’0\/§

pu(r) = {F [arccos (ro/T), 1/\/5} —F [71’/2, 1/\/5] } . (2.63)

Ja a constante C' é determinada pelo limite de campo fraco da solucao,
pois esta deve coincidir com a solu¢ao de Schwarszchild. A analise é imediata:

enquanto a componente radial da métrica de Schwarszchild (com G=c=1) é

- 1=
911(7") r

no presente caso o que se tem é
gu(r) = =1 —wv(r),
que no limite de campo fraco torna-se
gu(r)=-1-"—.
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A comparacao desses casos faz concluir que C' = 2M.

Portanto, pode-se agora escrever a expressao geral para o espaco estatico,
esfericamente simétrico e assintoticamente plano na teoria NDL. Ela é dada

pela métrica (2.7), ou seja,

ds® = [L+ p(r)] dt® — [L+ v(r)] dr® — r* (d6* + sen® 0dp?) (2.64)
com "
2M To 41
e

B 2M
: 7"0\/§

{F [arccos (ro/r),l/\/g] —F [7‘[‘/2,1/\/5}}. (2.66)

2.2 A geometria efetiva

Esta secao ocupa-se com a representacao geométrica da teoria NDL. Con-
forme discutido, o procedimento seguido em [4, 3] define o tensor métrico,

em termos do potencial gravitacional, por

I = Y + P (2.67)

Deve-se chamar a atencao para o importante significado dessa definigao:
para as formas de energia nao gravitacionais, o campo gravitacional é sentido
exatamente como se a gravidade fosse responsavel por mudar as propriedades
métricas do espacgo-tempo, de uma estrutura plana para outra curva, rela-

cionada ao campo gravitacional precisamente pela expressao (2.67).
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Sabe-se que a geometria efetiva, encontrada na secao anterior, é da forma

ds® = goodt® — gudr® — r* (d6? + sen® 0dy?) (2.68)
com
Goo=1+pn (2.69)
e
gi1 = —(1 + l/), (270)

p e v dados, respectivamente, por (2.66) e (2.65).

Para ro << r, segue que

2M M (rgy4
%1————{—} 2.71
goo T 5r Ur ( )
e
2M M 4
911%_1____{@} NI (2.72)
r r Ur

Portanto, a modificacao do espaco-tempo plano, conforme “visto” pela
matéria, além da ordem O(M/r) ocorre apenas na ordem O(M?3/r?), e isso

¢ radicalmente diferente dos resultados da relatividade geral.

Ja os parametros post-Newtonian da teoria NDL coincidem com os da
relatividade geral. De fato, usando o sistema de coordenadas isotropico, a

geometria efetiva da teoria NDL pode ser escrita como
M M?
ds® = (1—2a—+2ﬁ—2+---)dt2
P P

- (1 + 27%) {dp* + p* (d6* + sen® 0dp?) } . (2.73)
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Entao, os valores dos parametros PPN seguem da inspecao direta dessa
expressao, e a Tabela 2.1 permite compara-los com os parametros correspon-

dentes obtidos da relatividade geral.

Parametro PPN | Relatividade geral | Teoria NDL
o 1 1
164 1 1
¥ 1 1

Tabela 2.1: Parametros PPN da teoria NDL confrontados com os da rela-
tividade geral.

O exame dessa Tabela confirma, portanto, que a andlise dos parametros
PPN ¢ incapaz de revelar qualquer distingao entre a teoria NDL e a relativi-
dade geral. Os efeitos do campo gravitacional sobre a matéria obtidos por

uma dessas teorias sao exatamente os mesmos obtidos pela outra.
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Capitulo 3

Cordas cosmicas

Neste capitulo, estuda-se um tipo de configuracao cilindricamente simétrica
e estatica. A solucao mais interessante que satisfaz estes atributos é a da

corda cOsmica retilinea.

Defeitos topoldgicos sao uma conseqiiéncia natural de varios modelos que
procuram entender o cendrio padrao (forcas eletrofracas e fortes) das in-
teracoes fundamentais. Admite-se que essas interacoes se unifiquem numa
escala de energia alta — escala de grande unificacdo (GUT) —, cujo valor,
que depende do modelo, é da ordem de 10'¢ GeV. A medida que o universo
esfriou, passando de temperaturas comparaveis as da GUT para temperatu-
ras menores, ocorreram transicoes de fase, e isso deu origem a regioes nas
quais as fases iniciais ficaram confinadas. Tais regioes, por serem topologica-

mente estaveis, sao chamadas defeitos topoldgicos.

Os defeitos topologicos sao basicamente de trés tipos: monopdlos (obje-
tos puntiformes), muros de dominio (superficies de descontinuidade) e cordas
césmicas (linhas extensas). Apenas cordas césmicas e muros de dominio po-
dem cruzar o universo inteiro. No instante de sua formacao, os defeitos
surgem como uma rede que se desenvolve, posteriormente, por causa de

sua propria dinamica e da expansao do universo. Monopodlos tendem a se
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aniquilar com os antimonopélos, e loops de cordas e bolhas de muros de
dominio contraem-se e eventualmente dissipam-se em radiacao gravitacional.
Portanto, a influéncia cosmoldgica dos defeitos topolégicos depende crucial-
mente de sua dinamica. Enquanto é consenso que monopdlos e muros de
dominio levam a catastrofes cosmoldgicas, as cordas cosmicas possuem a
propriedade de se ajustarem a expansao do universo. Esse fato faz com que
a contribuicao na densidade de uma rede de cordas seja constante, e essa

densidade é, na verdade, desprezivel diante da densidade do universo.

Embora a densidade de energia de uma rede de cordas seja baixa para
padroes cosmoldgicos, ela pode impor importantes efeitos sobre a evolucao
da matéria, em particular no mecanismo de formacao de estruturas em larga

escala, por causa da peculiar interacao das cordas com a matéria.

3.1 Solitons

Teorias de campo classicas nao-lineares admitem uma categoria de solucoes,
conhecidas como solitons, que representam configuragoes estéveis, com ener-
gia bem-definida e sem singularidades [43]. Vértices, monopdlos magnéticos
e “instantons” sao solugoes solitonicas das equagoes de campo de calibre
em, respectivamente, um espago bidimensional (uma “corda” num espago
tridimensional), um espaco tridimensional (localizada no espaco, mas nao no

tempo) e um espago quadridimensional (localizada no espago e no tempo).

A estabilidade dessas solugoes decorre do fato de que as condigoes de con-
torno pertencem a classes distintas. O vacuo pertence a apenas uma delas,
e essas condicoes de contorno sao caracterizadas por uma particular corres-
pondéncia (mapa) entre o “group space”e o “co-ordinate space”. Além disso,

os mapas sao topologicamente distintos, pois nao podem ser continuamente
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deformados uns nos outros.

Nas linhas seguintes, um exemplo mostra de que maneira cordas césmicas
(ou vértices) surgem como solugoes de equagdes de calibre. Antes, porém,
outro tipo de solucao solitonica — o kink — servird para mostrar o signifi-
cado da formagao de defeitos topoldgicos a partir da quebra espontanea de

simetria, apesar de esse tipo nao surgir de uma teoria de calibre.

3.1.1 Kinks

A equacgao de sine-Gordon,
5 7 + = sen(bqﬁ) = 0, (31)

descreve um campo escalar numa dimensao espacial e noutra temporal. Para

solugoes dinamicas, quando se escreve o campo ¢ como

o(x,t) = flx—vt) = f(E), (3-2)

pode-se mostrar que

f(§) = %arctan exp

+ <ﬁ> g] (3.3)

_1 N .
é solugao de (3.1), em que v = (1 — v?)" 2. Essa solugio origina uma “onda
solitaria”, ou soliton, que se desloca sem mudar tamanho e forma, ou seja,

sem dissipar energia.

Percebe-se também que a equagao (3.1) possui infinitas solugoes esta-

cionarias, dadas por

p="2, n=0+1,42, .., (3.4)
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ou seja, a equacgao de sine-Gordon possui estado de vacuo infinitamente de-

generado. A lagrangiana para a equacao (3.1) é
1[99\ 1 [06\?
c-3(%) -3(%) -ve (3.5)

V() = 1 [1 — cos(b0)] (3.

em que a constante foi escolhida de modo que V' = 0 nas solugoes (3.4). As

com

equagoes de Euler-Lagrange para (3.5) s@o exatamente a equagdo (3.1) com
o estado de vacuo degenerado. Ou seja, a lagrangiana (3.5) sofre quebra

espontanea de simetria em V(¢) = 0, o que d& origem ao séliton.

A densidade de energia é dada por

M-t (%) s (?) +V(8). (3.7)

e a expansao de (3.6) em Taylor fornece

vie) =t Ui (3.8)
2 41 ’ ‘
ou, com \ = b, ,
A
W@=%¢—5&+m, (3.9)

em que m ¢ a massa do soliton, e A é a constante de acoplamento. Seja agora
a configuragao na qual ¢ tende a um dos zeros de V' (n = 0, por exemplo)
quando x — —o0 e a outro zero (n = 1, por exemplo) quando x — co. Entre

esses dois valores, existe uma regiao em que

2mn O0¢

e, portanto, de (3.7), com energia positiva. J& que a configuragao é estatica,
entao %—‘f = 0. Assim, para uma solu¢ao estaciondria de (3.1), seque que

0% oV

5 = 95" (3.11)
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cuja integragao fornece

% (%)2 —V(6). (3.12)

27

/
- /0 " RV()} do. (3.13)

Utilizando (3.6), a integral (3.13) torna-se

2w
b

E = 1 — cos(bg)]? do

2m
(1 — cos a)% do

S— S—

= |3 <I%

b2
3
- 8%, (3.14)

ou seja, a energia do soliton é finita.

3.1.2 Vortices

Seja um campo escalar num espaco bidimensional cujo contorno seja o

circulo infinito S*. O campo é tal que no contorno seu valor é
¢ =ae™ (r— o0), (3.15)

em que r e # sao coordenadas polares, a é uma constante, e, para que ¢ seja

univoco, n é inteiro. De (3.15), segue que

Vo = % (inae™) 6. (3.16)
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A lagrangiana e o hamiltoniano sao, respectivamente,

L 1(06\ 1.
5—5(5) —§|V¢| - V(o)

1[0\ 1
=3 (%) +3IVoE+ Vo).

Seja uma configuragao estatica com, por exemplo,

V(p) = [a® - ¢*¢]

de modo que V' = 0 no contorno. Entao, quando r — oo,

n2a?

2r2 "’

]‘ 2
H = §|V¢| =

e a energia da configuragao é

(o] (o] 1
F = / Hrdrdd = 7m2a2/ —dr,
r

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

divergente, portanto, e o significado desse resultado é que o kink nao pode

ser generalizado para duas dimensoes — nem para mais de duas.

Para contornar essa dificuldade, deve-se considerar uma teoria de calibre,

situacao em que a derivada covariante do campo escalar assume a forma

D,¢ = 0,0 +ieA, 0.

Escolhendo A, tal que
1
A=-V(nl) (r— o),
e

ou seja,

A, — 0, Ag—>—ﬁ (r — 00),
er

28
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segue que, em r = 00,

1 (0¢ .
Dggb = ; (%) + zequb = 0, qub = 0, (325)
ou seja, D,¢ — 0 quando r — oco. Como a lagrangiana (3.17) é agora
1
L= —ZFjV + |Duo)* = V(9), (3.26)

e ja que (3.24) é um calibre puro,
A, — Oux (r— o00), (3.27)

entdo F,, — 0. Como resultado, a lagrangiana (3.26) se anula no contorno,
o que significa que nele o hamiltoniano também se anula. Portanto, a escolha
do calibre puro permitiu uma configuracao de energia finita para o séliton.
Mas o campo de calibre dd ao séliton também um fluxo magnético. De fato,
seja a integral ¢ A - dI ao redor do circulo S no infinito. Pelo teorema de

Stokes, o fluxo ® dentro do circulo ¢é tal que

2
o — fA-dI - /B-dS - %Agrdﬁ - (3.28)

e

ou seja, o fluxo é quantizado.

Resumindo, construiu-se uma configuracao bidimensional, de energia finita,
para um campo ¢ composto por uma campo escalar carregado e por uma
campo de calibre (o préprio campo eletromagnético). A visualizagdo do
séliton é simples, pois a equagao (3.15) mostra que ¢ pode assumir um sé
valor dentro de um circulo de raio a contido no plano. Porém, ¢ = 0 quando
a — 0, e ¢ =0 nao é o valor de vacuo esperado. Isso significa que o plano
possui um “buraco” de energia finita e estavel. Dai, o acréscimo de uma
terceira dimensao, da qual ¢ nao depende, transforma o ponto numa corda
(césmica), ou vértice. Além disso, a estabilidade desse defeito topolégico
deve-se a topologia da variedade do vacuo, o circulo. De fato, uma solucao
de (3.15) caracterizada por um valor de n nao pode ser continuamente de-

formada noutra solugao caracterizada por outro valor de n.
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3.2 Formacao de cordas césmicas no universo
primordial

A formacao de cordas césmicas no universo primordial é proposta no
contexto de teorias de grande unificacao. A idéia central dessas teorias é
a de que as simetrias na fisica de particulas resultam de sucessivas quebras

espontaneas de simetria de um grupo maior de simetria G:

G — H — SUB3) x SUQ2) x U(1) — SU3) x U(D)em.  (3.29)

Em cosmologia, essas quebras sucessivas de simetria se traduzem por
muitas transicoes de fase a medida que o universo primordial perde tempe-
ratura. A cada transicao de fase, defeitos topoldgicos — como cordas cdésmicas,
paredes de dominio e monopédlos — sao formados conforme a escala de energia
da simetria é quebrada [51]. E interessante notar que o estudo dos defeitos
topoldgicos é consideravelmente simplifcado pelo fato de suas propriedades
fundamentais nao dependerem dos detalhes do modelo de fisica de particulas.
Isso permite considerar modelos de calibre mais simples, mesmo que nao cor-

respondam ao modelo real de grande unificacao.

No mais simples modelo de quebra espontanea de simetria local, o modelo
de Higgs, um campo escalar complexo ¢ se acopla minimamente a um campo

de caibre A, conforme a lagrangiana
. I
E = (Du¢) DN¢ - ZFMVFM - V (|¢|) ) (330)

em que D, = 0, + ieA, ¢é a derivada covariante associada a simetria U(1)
local do modelo, F},, = 9,A, — 0,A, é o campo propriamente dito da teoria

de calibre, e e é o parametro de acoplamento. O potencial V (|¢|) é dado por

Vilol) = 5 (16 —1)°, (3.31)
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em que \ e 7 sao duas constantes positivas. O potencial é do tipo chapéu

mexicano.

Esse modelo ¢é invariante pelas transformagoes do grupo U(1) local

ba) — Do)
o Aﬂ+éaﬂa(as), (3.32)

em que « ¢ funcao dos pontos x do espaco.

Como o potencial é da forma (3.31), entao existe um conjunto de valores
degenerados de vacuo, todos equivalentes por uma transformagao de calibre,

caracterizado por um valor esperado nao nulo, ou seja,
(0[¢]0) = ne”. (3.33)

Os estados de vécuo diferem entre si pelo valor da fase 6 (0 < 6 < 27), e

cada um deles situa-se sobre o circulo de raio | (0|¢|0) | = n.

E evidente que a transformacao (3.32) muda a fase 6 do estado de vécuo
para 6 + «. Assim, esses estados de vacuo nao sdo invariantes por trans-

formagao do grupo U(1) local, e a simetria diz-se “espontaneamente que-

brada’.

Como os estados de vacuo sao equivalentes entre si, pode-se escolher
qualquer um deles para ser o estado fundamental da teoria. Por simplicidade,
elege-se o estado no qual a fase 0 é nula ({(¢) = 7). Redefinindo ¢ como

d=n+ % (¢ real), a lagrangiana torna-se

1 1 1
L=3 (Dut1)” — §m?¢>¢% - §m124AuA” + Lint, (3.34)

em que L;; contém os termos de ordem trés e quatro em A, e ¢;. Os coefi-

cientes my = \/Xn emy = \/5677 representam, respectivamente, as massas do
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campos ¢ e A,. Portanto, apds a quebra espontanea de simetria do grupo
U(1) local, o campo de calibre A, se torna massivo, fato que decorre da ab-

sorcao de um grau de liberdade do campo complexo original ¢.

Considerou-se acima um modelo abeliano de calibre, mas o modelo pode
ser generalizado para uma simetria de calibre qualquer [60]. Seja entao um
modelo de calibre no qual o campo de Higgs ¢ invariante por um grupo de
simetria (G arbitrario, o potencial permite uma quebra espontanea da simetria
G e o campo adquire o valor esperado nao nulo de vacuo (®). Se um dos
estados do vécuo for descrito por (®) = Py, entdo podem-se encontrar os
outros elementos de GG correspondentes a transformacao que deixa os estados

do vacuo invariantes e que formam o grupo H, subgrupo de G,

H={D(g)®y=Pq:9€ G}. (3.35)

Para todo g € G, segue que D(g)pg € M e, para todo h € H, obtém-se
D(h)pg = ¢o. Entao, D(g)po = ¢g'¢o se e somente se ¢ = gh, com h € H.
Em outras palavras, os pontos de M estao em correspondéncia biunivoca

com o espago quociente a esquerda em G. Portanto [28, 43],

M = G/H. (3.36)

No caso abeliano, G = U(1) e H é o grupo identidade. Entao, M é
topologicamente equivalente ao circulo. Na verdade, a topologia de M (mais
precisamente o grupo de homotopia m;(M)) desempenha um papel funda-

mental na determinacdo da natureza do defeito topoldgico [30].

E facil entender por que os defeitos topologicos (particularmente os vortices)

aparecem no modelo (3.30): a lagrangiana (3.30) é invariante pelo grupo de
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simetria U(1) local. O campo ¢(z) é uma representagao de U(1), e o espago
do grupo U(1) é topologicamente equivalente ao circulo S*. A configuragio
¢ = ne? é uma representacio de U(1), além de ser o valor assintético do
campo ¢(z) no espago fisico bidimensional. Mas esse contorno é também um
circulo (no espago bidimensional em que x = (r,0), o circulo desse contorno
é caracterizado por r — o0, e f varia de 0 a 27). Portanto, ¢(z) define uma

aplicacao do contorno S! do espaco fisico no espaco do grupo S* do vécuo:

¢:S'— St

Essa aplicagao é nao trivial e é caracterizada por um inteiro n (o nimero
de voltas). A estabilidade dessas configuragoes deve-se a razdes puramente
topoldgicas. Uma solucao caracterizada por um valor de n é estavel porque
nao se pode deformar uma solugao continuamente noutra solucao caracteri-
zada por outro valor de n. Por esses argumentos de continuidade, o campo
¢ tende a zero quando r — 0 e, ja que esse valor nao corresponde ao valor
esperado do vacuo (¢ = 0 ndo minimiza o potencial V' (¢)), nesse local havera
uma densidade de energia nao nula associada ao nicleo da corda. Destaca-se
que os defeitos pontuais num plano sao segoes de linhas (dai o nome “cor-

das”) em trés dimensoes.

De maneira geral, pode-se dizer que os vértices topologicamente estaveis
estao presentes nos modelos em que a variedade de vacuo M nao é simples-
mente conexa, propriedade revelada quando o grupo fundamental (o primeiro

grupo de homotopia) de M é nao trivial:

7T1(M) 7é I.
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Portanto, os elementos de M classificam os tipos de defeitos que um mo-
delo admite. No caso particular do modelo de Higgs (3.30), os elementos do
grupo fundamental 71 (M) se caracterizam pelo grupo dos nimeros inteiros:
m (M) = Z. Existe um ntimero infinito de vdrtices topologicamente estéveis,

cada um caracterizado por um particular valor de n, o nimero de voltas.

Seja agora o contexto cosmoldgico [30]. Todo o raciocinio precedente
ocorreu para o caso de temperatura nula (7" = 0). Quando um sistema
estatistico esta numa temperatura suficientemente alta, a simetria se restaura
[31]. Com efeito, introduzindo um potencial efetivo que contém corregdes

térmicas® do potencial V(¢) dado por (3.31), entao

A 2
Vso1) = v+ (2

A
= WA(T)IoP + 1ol (337)

em que m?(T'), que é a massa efetiva do campo de Higgs no estado simétrico

(9) =0,

m*(T) = %[()\ + 3e*)T? — 60?7, (3.38)

anula-se quando 7" tende a um valor critico

TC:< 6A )1/277. (3.39)

A+ 3e?

E facil ver que o termo m?(T) é positivo quando T' > T, . Logo, (¢) = 0
minimiza o potencial efetivo, e a simetria é restaurada. Se T' < T, entao a
massa efetiva é negativa. O estado simétrico se torna instével, e ¢ desenvolve

um valor esperado térmico nao nulo,

(6) = %(TZ STy, (3.40)

'Deve-se supor que a relacdo A >> e* ¢é valida de modo que se possam negligenciar as
correcoes radioativas do potencial de Higgs.
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em que T, dado por (3.39), é tipicamente da ordem de grandeza do parametro

1 da quebra de simetria.

No contexto da cosmologia [30], o universo nos estados iniciais era muito
denso e quente e, assim, o valor inicial de equilibrio do campo de Higgs era
(¢) = 0. Quando o universo esfriou, e sua temperatura se tornou inferior a
temperatura critica T,, o campo ¢ assumiu o valor esperado (3.40), que cor-
responde a um ponto qualquer da variedade M de potencial minimo efetivo.
Entretanto, a fase 6 do campo ¢ se torna arbitraria e nao é determinada pela
fisica local. A escolha de uma fase depende das flutuagoes estatisticas, e 0 as-
sume diferentes valores em diferentes regides do espago. Os valores de (¢) em
duas dessas regioes sao completamente independentes se elas estao separadas
por uma distancia maior que um certo fator de correlagao (. A magnitude de
( depende da dinamica da transicao de fase, mas deve satisfazer a condicao

de causalidade

C(t) < dg(t), (3.41)

em que dy(t) é o horizonte causal. Se o grupo de homotopia da variedade
M é nao trivial, o campo estocdstico (¢) contorna a fronteira de M nao
trivialmente, e as estruturas de dominio se formam com um comprimento

caracteristico, comparado a (.

De maneira geral, é a topologia da variedade de vacuo que determina se
uma estrutura aparece num modelo em que ha quebra espontanea de sime-
tria. As propriedades de M sdo convenientemente analisadas com a ajuda dos
grupos de homotopia: o k-ésimo grupo de homotopia (M) classifica quali-
tativamente as aplicacoes de uma esfera S* k-dimensional numa variedade de
vacuo. Portanto, a natureza dos defeitos de uma dimensao qualquer, forma-
dos num certo modelo, é determinada de acordo com os elementos do grupo

de homotopia da variedade do vécuo (Tabela 3.1).
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Com relagao as cordas césmicas, a analogia mais simples no espago-tempo
de Minkowski é a configuracao do tipo vértice presente no modelo abeliano de

Higgs (3.30). Tais configuragoes foram encontradas por Nielsen e Olesen [39].

No calibre de Lorentz J,A* = 0, o campo de Higgs assume a forma

assintotica
¢ ~ nem@j
em que n é o numero de voltas, e o campo de calibre A, toma a forma

assintotica
7
Ay~ —58# In ¢.

Apesar da aparéncia do campo A,,, de calibre puro, essa solucao nao pode
ser anulada em toda parte se n # 0. Isso se deve a existéncia de um fluxo

magnético g,

Oy = fA - (3.42)
e

Com as formas assintéticas acima, segue que D,¢ ~ 0 e F,, ~ 0, as-
sintoticamente. Assim, a densidade de energia tende rapidamente para zero

quando se afasta do ntcleo da corda, e a energia total por unidade de com-

Defeito topolégico | Dimensao | Classificagao
Paredes de dominio 2 mo(M)
Cordas 1 m (M)
Monopélos 0 o (M)
Texturas m3(M)

Tabela 3.1: Classificagao topoldgica dos defeitos conforme o grupo de homo-
topia m(M).
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primento é finita. O raio da corda é determinado pelo comprimento de onda
Compton dos campos de Higgs e de calibre: ¢, ~ md_)l e 0y ~ m;‘l, com
My = VA e ma = v/2en, respectivamente. As configuracoes do tipo vértices
sao caracterizadas por um parametro p — a densidade linear de massa — de
ordem de grandeza n?. A distancias maiores que o raio da corda, a estrutura
interna torna-se desprezivel, e a corda se compara a um objeto unidimen-
sional. As cordas consideradas sem estrutura interna sao chamadas cordas
de Nambu-Goto, e sua lagrangiana é obtida como a lagrangiana efetiva de
uma corda no contexto do modelo abeliano de Higgs. Como a corda descrita
por x# (¢, (') ndo possui estrutura interna, entao sua lagrangiana nao pode

depender das propriedades geométricas da superficie de universo [50],

S=n [ VR,

4

em que h é o determinante da métrica induzida sobre a superficie de “world-

2 _ 14
sheet” da corda hy, = N Th T,

Quando se despreza a estrutura interna da corda césmica, as quantidades
fisicas de interesse, como o tensor de energia—momento, podem ser calculadas
no valor esperado sobre a se¢ao transversal da corda. Assim, supondo a corda
estatica e retilinea, localizada sobre o eixo z num sistema de coordenadas
(t,2z,2%), (i = 1,2), o tensor de energia—momento da corda assume a forma
[49]

T = ud(x")6(x*)diag(1,1,0,0). (3.43)

I

Portanto, a corda possui uma grande tensao sobre o eixo z, que ¢ igual a
densidade linear de massa. Imaginando a formacgao das cordas césmicas no
universo primordial, diante de escalas de energia da grande unificacao, n seré
da ordem de 10'® GeV. Assim, tais objetos sdo estdveis topologicamente e

sobreviveriam ainda hoje com uma densidade linear de massa da ordem de

67



p~ 10?2 g/cm.

E de grande interesse o estudo do campo gravitacional das cordas, mas ele
nao pode ser descrito pela teoria newtoniana, pois o tensor de energia—momento
¢ de natureza relativistica. Na proxima secao, estuda-se a corda cosmica

retilinea em relatividade geral [23, 35].

3.3 Cordas césmicas em relatividade geral

3.3.1 O campo gravitacional de
uma corda césmica retilinea

A teoria do modelo abeliano de Higgs, acoplado minimamente a métrica
g do espago-tempo, é regida pela lagrangiana?

1 1 . . 1
L= 29"9" FapFys = 56°" (Da@)" Do + A (676 — 7?)? - R (349

em que F,3 = 0,A3 — 03A, € a intensidade do campo associado ao campo
de calibre A,, D,¢ é a derivada covariante de calibre, D,¢ + iecA,¢, e R é
o escalar de curvatura. A teoria é construida por uma invariancia de calibre

local U(1), com a transformagao de calibre
o(x) — ()@ o A, — A, +d,a(2),
em que « ¢ uma fungao dos pontos x do espago-tempo.
O potencial V(@) = A(¢*¢ — n*)?, do tipo chapéu mexicano, ¢ minimo
para | (¢) | = n, e a simetria é espontaneamente quebrada. A interpretagao

fisica da lagrangiana (3.44) é que um campo vetorial A, e um campo escalar

¢ adquirem massas my = en e my = 2V 2\, respectivamente.

20 sistema de unidades é tal que h =c =G = 1.
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A variagao de (3.44) com relagao a métrica conduz as equagoes de Ein-
stein,

G = 81T, (3.45)
em que 7}, ¢ o tensor de energia—momento da parte material da lagrangiana

(3.44):

Tow = Guwlm + 5 [( u0)" D¢+ (Dyd)" Dug] + 5 F“ o (3.46)

As equacgoes de campo acopladas sao obtidas a partir da parte material
de (3.44):

oV
9"

=0, (3.47)

V™ 4 05 [9(Dus)" = (D)) 9" = 0. (3.48)

As equagoes (3.46), (3.47) e (3.48) constituem um sistema de equagoes
diferenciais parciais acopladas nos campos A, e ¢ e na métrica g,,. Essas

equagoes dependem de trés constantes de acoplamento positivas: e, A e 7.

Entretanto, a resolugao desse sistema de equacgoes exige condigoes so-
bre os campos. Garfinkle [23] e Laguna-Castillo e Matzner [35] estudaram
as solugoes estaticas e cilindricamente simétricas que descrevem uma corda
cosmica retilinea. Com a hipotese de que a métrica possui as mesmas sime-
trias da corda césmica estatica e cilindricamente simétrica, pode-se escrever,

de forma genérica,
ds? = M)t — B 22 — dp? — 90 dyp? (3.49)

num sistema de coordenadas cilindricas (¢, z, p, p) tal que p > 0e 0 < ¢ < 27.

As fungoes A, B e C' dependem apenas de p e satisfazem, sobre o eixo p = 0,
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as condicoes de contorno?

AO0)=B(0)=0 e lim— =1, (3.50)

Por analogia com as configuragoes de vértices em Minkowski [39], os cam-

pos ¢ e A, assumem as formas (com n # 0)

¢ = R(p)e™?,
A = TIPG) 6, (3.51)

com as condicoes de contorno

R(p) —0 e P(p)—n quando p — 0,
R(p) = n e P(p)— 0 quando p — oc. (3.52)

O fluxo magnético das configuragoes de vortices é quantizado por

2
Oy =0 (3.53)
e

Com as hipoteses acima, as equagoes de campo sao escritas como

PR 1d dR
——+-—(A+B — — R[ANMR? —n? —Cp2l =0
3t g, AT BHCO)I — RINE =) + e P =0,

2P 1d )

4 — —e’R’P =0 3.54

3Escolhidas de tal forma que os vetores de killing 0; e 0., normalizados, sejam iguais a
1 ou —1.
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e as equacoes de Einstein tomam a forma

A/l A/

Gy = -t Z(A/ + B'+ C") = 8rT}
B// b/

GZ = -+ E(Al + B+ C") = 8nT?

1 1
Gy = A"+ B"+C")+ Z(A’Z + B0 = 87717

C” / / !
Gf = (A4 B+ C) = 8Ty,

em que as componentes nao nulas do tensor de energia—momento sao

1|/dR\?
Tt B — Dt -C 2P2
' 2 (dp) ek
—-C dR 2
IN(RZ—n2)? 4+ & (48 355
U D S B E (3.55)
1[/dr\? 2%
TF = ~||(—=—) —e “R2P? — 2\ (R? — 1? — 3.56
c =5 () (7 =)+ S5 () | @50
TS = 1-— el 2+ “CR*P? -2\ (R — 2)2+€C 4P 2(357)
2 dp g ez \ dp '

A expressao (3.55) coloca em evidéncia uma propriedade da corda césmica:
a corda é invariante por tranformacao de Lorentz no eixo z, conforme a
hipétese feita por Vilenkin [49]. Essa propriedade permite simplificar o sis-
tema de equagoes. Com efeito, a expressao (3.55) implica Gt = GZ, que, por

sua vez, implica A(p) = B(p).

Apesar dessa simplificacao, ndo é possivel encontrar uma solucio exata?,

4Apenas no caso particular em que mg = ma, Linet [36] encontrou solugbes exatas
para tais equagoes.
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mas apenas solugoes assintéticas. Garfinkle [23] mostrou que a métrica as-

sume a forma assintética
ds® = e®(dt* — dz*) — dp?® — €™ (kop + ay)*dp?, (3.58)

em que ag, a; € Ko sdo constantes. A métrica (3.58), depois da transformagao

de coordenadas [23]

o =p+ “ . @' = koe ¥,
K2
assume a forma da métrica de Minkowski:
ds* = dt"”* — dz"* — dp” — p?dyp”. (3.59)

Na forma (3.59), o novo angulo azimutal ¢’ varia no intervalo 0 < ¢’ <
2mroe™ ™ e, assim, o espaco-tempo nao cobre todo o espaco de Minkowski:
cobre Minkowski menos um angulo e, por esse fato, o espaco diz-se conico.
O angulo que falta (o déficit angular) pode ser determinado com a ajuda
da férmula — sobre a superficie (¢, z)=constante (teorema de Gauss-Bonnet)
[22]-

A= % / d*x/GR?, (3.60)

em que R® é o escalar de curvatura da métrica induzida § sobre a superficie
(t, z)=constante. Quando se integra a equacao G% = 87T} levando em conta
as condigoes de contorno (3.50) e se utiliza a definigdo de densidade de massa

por unidade de comprimento,

2w 00
Q= / / d*z\/gT}, (3.61)
0 0

obtém-se, finalmente,

A = Smp+ g / dpBA”. (3.62)

o
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Deve-se notar que A > 8w, em que a diferenca entre A e p decorre da

linearidade das equacoes de Einstein.
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Capitulo 4

Cordas cosmicas na teoria NDL

Levando em conta o que desenvolvemos ou apresentamos até agora, este
capitulo dedica-se a resolucao das equagoes do movimento da teoria NDL
quando se considera o campo gravitacional produzido por uma corda césmica
local — situacao em que se admite que a métrica do espaco possui simetria

cilindrica.

O procedimento que leva a solugao, que de fato encontramos, é analogo
ao seguido no capitulo 2, quando se trabalhou com uma métrica de simetria
esférica. Porém, a solucao agora obtida é consideravelmente mais simples,
pois é dada em termos de funcoes conhecidas e nao em termos de integrais

elipticas, por exemplo, como naquele caso.

4.1 Solucao para cordas locais

Consideraremos a regiao exterior a uma corda césmica local. Nesse caso,
o tensor de energia—momento ¢ identicamente nulo, e a fonte possui simetria

cilindrica. Entao, trabalharemos com a métrica
ds* = (L4 a(r))dt* — dr* — (r* 4+ C(r)) d6*> — (1 + B(r)) d2*, (4.1)

cujas quantidades nao nulas sao
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Yo=1, 71=-1, 7= —7"2> Y33 = —1,

00:1

v , Yh=—1 %=

Logo, o traco F,, equacao (2.8), é tal que

Fa

ou seja,

000,07 + P11a7" F 022077 + 033,07
90007,00? + 9011’775 + 90227,2(3 + 90337?5
<P0a;0700 - <P1a;1711 - <P2a;2722 - <P3a;3733
Qg+ T%C’a +Ba—C <_r_12)

(<P0a,o - AZo%o) + (901a,1 - Aglwal)
1 o o
ﬁ (S02a,2 - Aa29002) + (SOSa,S - Aa39003)

1 1
a,a + _207a —'I_ /6704 - C <__2)
r r o

1
_70A (7/\04,0 + YX0,a — ’YaO,)\) «

2

11

5_272)\ (7)@472 + YA2,a0 — ’7042)\) C
r

1

573)\ (/7)\01,3 + A3, — 7a3,A) B

1 1
o + —20@ + 5,04 - C (——2> +
T T o

)

1 1 c
Fa:a’a—i_ﬁc’a—i_ﬁ’a_'_c(?)a—i_ﬁ(T’a).

r

Portanto, por inspecao direta, segue que

c’ C
Fl:a,+r_2+ﬁ/_ﬁ’
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Para o célculo do campo (2.11), ou seja,

1 1 e
Fa,uu - 5 Solxa,,u - 57 (fycw,,u + f)/a,u,z/ - fy,uz/,a) Paa

1
- Soyu,a + 57““ (’Yuu,oz + Vua,y - ’Yua,u) quu

+ Fa’)/;w - F,uf)/al/] ) (45)

faremos, conforme discutido no capitulo 1, v = u:

1 1 .o
Fopp = B Puonp — 57 (2Yapp — Yuma) Paa

1
— Pupa T §7W7w70490/m

+ Fof)/,uu - FuVau] : (46)

Agora, com as quantidades nao nulas v,,, 7 e ¢,,, acima obtidas, e

com (4.4), obteremos as componentes de (4.6).

Se =0, entao Fo9 = % (Fp — ). Dali,

1 , , , C
F100:§<—Oé +« +T_2+ _7’_3 , (4.7)
ou seja, F200 = Fgoo = 0, €
1 c C
Fioo==-/+—=—-——=]. 4.8
100 = 5 (5 + 2 r3) (4.8)

Se u =1, entao F, = %(gpla’l — F, — F17a1). Logo,
Foin = Fonn = F511 = 0. (4.9)
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Se 1= 2, entao Foo = % [%7“722@90% — P2.q T %%722@ — TQFQ]. Por-

tanto,
1 1C , c C
F122— 5 C,—Féﬁ(—QT)—T (O[/+ﬁ+5,—ﬁ>:| s (410)
isto é,
1 / ! 2
F122=—§(Oé + 3')r, (4.11)

e Foge = F30 = 0.

Se = 3, entao F,33 = —% (p33.0 + Fo). Dal,

Foss =0,
1 C’ C
Fizs = 5 [—ﬂ,‘l— (O/—f—ﬁ‘Fﬁ/_ﬁ)} , (4.12)
isto é,
1/, ¢ C
F133:—§ (Oé +T—2—ﬁ) ; (4.13)
e
Fa33 = 0.

Encontramos, portanto, as componentes nao nulas do traco F, e do campo

F, ..., a menos da anti-simetria F,,, = —F,,.., que listamos abaixo:
s 0 pav;

Figp = % (of + 03
Fin= 0+ % - 9)



Para escrevermos as equagoes do movimento (2.28), ou seja,
LaF o+ LaaF ) =0, (4.14)
as quantidades F/\(W)A dadas pela equagao (2.31),

F)\(/u/);)\ = 7)\)\ {(F)\uu,)\ + F/\Vu,)\)
)

1 oo
- 57 [(270)\,/\ - 7)\)\,0' (Fo,uzz + Fauu)

+ (’Vo,u,)\ + Yo — VAo (F)\O’l/ + F)\I/O‘)

)
)

+  (Your + Yorr — Yoro) (Fruo + Frou)]} (4.15)
nao nulas sao
F/\(OO);A =" (2F1001 + 7?7221 F100) (4.16)
F)\(ll);/\ = 727221 Fona (4.17)
Fogpn = 1M (2Fi20 = 2979221 Fin) (4.18)
F/\(33);>\ =" (2F1331 + 7221 Flss) | (4.19)

¢ as quantidades F"',, nao nulas sao as equagoes (2.38), (2.39) e (2.40):

Flooy = = (Fioo + Fio0) = —2F 100, (4.20)
Flog) = —2F1a0, (4.21)

e
Fl(33) = —2F33. (4.22)
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Portanto, (4.16),..., (4.22) fornecem as equagoes nao identicamente nulas

de (4.14), e uma delas é exatamente (4.17),

V2 Y021 a1z = 0, (4.23)

pois Fgg =0e Ly #0.

Mas (4.23) implica
Fyp = 0, (4.24)

resultado que anula (4.18), pois Fa1o = — Fian.

Portanto, as equagoes nao identicamente nulas de (4.14) agora sao apenas

duas:

LAF/\(OO);A + LA,lFl(oo) =0 (4.25)

LaF g0 + LaaF (g5 = 0. (4.26)

Da conclusao de que Figs = 0 e de Fio = —% (o/ + ') r?, equagao (4.11),

segue que ' = —a/. Levando em conta esse resultado, reescrevemos F}

e Flg, equagoes (4.4) e (4.8), respectivamente, que, juntamente com Fjss,

equagao (4.13), serao utilizadas em (4.25) e (4.26).

¢ C
Fy = (4.27)
1/ , ¢ ¢
F100 = 5 (—Oz + 7’_2 — ﬁ) s (428)
1 ¢ C
F133 = 5 (—O/ - 7‘_2 + ﬁ) . (429)
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Com os valores (4.16), (4.19), (4.20), (4.22), (4.28) e (4.29), as equagbes

(4.25) e (4.26) sao reescritas como

2 2 / 2 / 1 /
LA(o/’—O—+ ¢ C+3>—2LA,1— (—o/+g—€):0 (4.30)

r2 r3 Ty 2 rz 3
e
c’ o200 20 o 1 c C
LA (O{” + 7‘_2 — 7 + F + 7) — 2LA71§ <—Oé/ — ﬁ + ﬁ) = 0, (431)
e a soma de (4.30) com (4.31) produz
OC,
Ly <o/’ + —) + Laia =0. (4.32)
r

Para calcular L4 e L4, precisamos dos invariantes A e B,

A = Fo, Fo

B 1/ , ¢ o\ 1/ , ¢ cCY
= -2 [4—1 (—Oé +7’_2_T_3> Z — _ﬁ"i‘ﬁ ) (433)
B = F,F¢
= FERyM
¢\’
_ _(T_Q_r_g) , (4.34)
de onde obtemos
—A+B=(a)?. (4.35)



Como sabemos, da equagao (2.25), que

1 —A+ B\~
Lyi=—— (1 + b—2) : (4.36)

N

isso nos leva, depois de usar (4.35), a

1 o\ 2
Li=—5 (1 n b—2) (4.37)

3
1 o\ "2 [
Lii=— 1+ — ) 4.
Al 2/{:( + b2) < B ) (4.38)

Entao, a equagao (4.32), com os resultados (4.37) e (4.38), torna-se

3
1 a’2 - a/ 1 CY/2 -3 a’a”

ou

1 o2 -3 , o o2 -1 oo /

D=

ou seja,

"b*r + a'b? + o = 0. (4.42)
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A solucao de (4.42), equacao diferencial nao-linear de segunda ordem, é

dada por

Oz(?“) _ :I:b\/a_lln (7“(11 + V (T;a:al)al\/a_1> + as, (4.43)

em que a; e as sao constantes de integracao.

Além disso, como ja concluimos que 5’ = —d/, entao
B(r) = —a(r) + as, (4.44)

em que az ¢ uma constante de integracao.

A equagao para C(r) é obtida quando subtraimos (4.30) de (4.31), o que

fornece
c" 20" 20 1/ C
2L 4 (F Ry + F) + 2LA,1§ <7“—2 - ﬁ) =0, (4.45)
ou
o L " E " 20 2C
2k b2 r? r3 r4
a2 -1 oo [ C
() e o) o
ou ainda
c" o200 2C oo ¢ C
_F_F T toaa e (ﬁ_ﬁ) =0. (4.47)
Agora, utilizando (4.43), obtemos a quantidade
oo —ay
= 4.48
a2+ r(r2—a)’ (4.48)
que, substituida em (4.47), produz a equagao linear
C" (r* —arr?) + C' (3arr — 2r®) + C (2r* — 3ay) = 0, (4.49)
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cuja solucao é
C(r) = asr + asry/r? — ay, (4.50)

em que a4 € as sao constantes de integragao.

Portanto, encontramos uma solug¢ao que representa a regiao exterior a
uma corda cdsmica local: a regiao é descrita pela métrica (4.1), na versao

estatica, ou seja,

ds* = (14 a(r))dt* — dr* — (r* + C(r)) d6*> — (1 + B(r)) d2?, (4.51)

a(r) = £by/a; In (Tal Y <T\2/a: al)al\/a_l) + ag, (4.52)
B(r) =—a(r) +a; (4.53)

C(r) = ayr + asr/ 12 — ay, (4.54)

em que aq, ..., as sao constantes.
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Capitulo 5

Conclusao

O objetivo principal desta tese, provar a existéncia de solugao do tipo
corda césmica na teoria NDL, foi atingido. Ora, como é consenso que toda
teoria da gravitacao que pretenda incorporar a teoria quantica devera ad-
mitir a relatividade geral como limite de baixas energias e que, além disso,
acredita-se que a “teoria quantica da gravitacao” é realizada em regime de
dimensoes extras, e essas dimensoes, ao serem compactificadas, geram de-
terminadas estruturas no universo, entao qualquer candidato a teoria da
gravitacdo quantica deve admitir, em sua forma efetiva, solucoes do tipo

corda cosmica. Isso justifica a importancia do estudo desenvolvido aqui.

A solucao aqui obtida, embora tenhamos trabalhado com corda césmica
neutra, assemelha-se num certo sentido as solugoes para cordas supercon-
dutoras em relatividade geral [42] e em teorias escalares-tensoriais [19]. A
razao para essa “aparente” propriedade supercondutora esta na natureza da
nao-linearidade da lagrangiana, pois esta é construida a partir de um campo

de spin 1.
Outro aspecto da solucao digno de nota é o fato de o déficit angular,

dado pela funcao C(r), depender de r — em vez de ser constante. Como a

teoria NDL viola o principio da equivaléncia forte, entao o significado de o
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déficit variar com r é este: observadores a diferentes distancias da corda a
“veéem” com diferentes déficits. Nesse aspecto, a solugao é bastante diferente

das solugoes em relatividade geral e em teorias escalares-tensoriais.

Deve-se notar também que as expressoes para a(r) e C(r) impdem condi-
¢oes sobre a posicao r para que ela nao apresente valores imaginarios. Além
disso, em analogia com o espacgo de Rindler, pode ser possivel, imaginamos,
separar a métrica exterior em duas regioes — uma para r real, outra para r

imaginario.
Ressaltamos, obviamente, que este estudo nao se esgota aqui, pois existem

muitos aspectos a serem testados — investigacoes acerca de configuracoes com

horizontes de evento, por exemplo —, e pretendemos ir mais adiante.
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