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Resumo

Esse trabalho apresenta um breve estudo sobre imersões isométricas mínimas no espaço
hiperbólico Hn+m. O principal objetivo é demonstrar a fórmula de Simons para o laplaciano
△|A| da norma da segunda forma fundamental e usar essa fórmula para demonstrar teoremas
de rigidez, que determinem sobre quais condições podemos garantir que uma subvariedade
mínima do espaço hiperbólico é totalmente geodésica. Além disso, também vamos definir
o conceito de superestabilidade em subvariedades mínimas e utilizar a fórmula de Simons
para provar estimativas sobre o primeiro autovalor do operador de estabilidade λ̄1(M) dessas
imersões mínimas.

Palavras-Chave: espaço hiperbólico; subvariedades mínimas; segunda forma fundamen-
tal; fórmula de Simons; superestabilidade



Abstract

This work presents a brief study on minimal isometric immersions in the hyperbolic space
Hn+m. Our goal is to demonstrate Simons’ formula for the Laplacian △|A| of the second
fundamental form norm and to use this formula to prove rigidity theorems that determine
under what conditions a minimal submanifold of the hyperbolic space is totally geodesic. In
addition, one also will define the concept of superstability on minimal submanifolds and use
Simons’ formula to prove estimates for the first eigenvalue of the stability operator λ̄1(M) of
these minimal embeddings.

Key-Words: hyperbolic space; minimal submanifolds; second fundamental form; Si-
mon’s formula; superstability
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Introdução

No contexto de subvariedades riemannianas, um problema interessante que tem sido
tratado na literatura é saber sobre quais condições podemos garantir que uma subvariedade
mínima seja totalmente geodésica.

Nesse sentido, em um trabalho inspirador, Simons [18] obteve uma fórmula para o
laplaciano do quadrado da norma da segunda forma fundamental de uma subvariedade
mínima, Mn, imersa em uma forma espacial, Mn+m.

Formas espaciais são variedades completas com curvatura seccional constante. Para
tais variedades, a fórmula de Simons permite obter uma grande variedade de teoremas
e resultados acerca da norma da segunda forma fundamental de subvariedades mínimas
[1–4, 7, 8, 16, 19].

Em [18], Simons usou sua fórmula para provar que, se Mn é uma subvariedade mínima e
fechada de Sn+m, onde a segunda forma fundamental, A, satisfaz

|A|2 < n(
2− 1

m

) ,
então Mn é totalmente geodésica.

Mais recentemente, Xia e Wang [19] provaram que, se Mn, n ≥ 5, é uma subvariedade
mínima e completa de Hn+m de modo que a segunda forma fundamental satisfaz

lim
R→+∞

sup

∫
Bp(R) |A|

2

R2 = 0,

onde Bp(R) denota a bola geodésica de raio R centrada em p ∈ M e tal que

sup
x∈M

|A|2(x)< D(n,m) =


(n+2)(n−1)2

4n
−n, se m = 1,

2
3

((
1+ 2

mn

)
(n−1)2

4
−n

)
, se m ≥ 2,

então M é totalmente geodésica.
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Posteriormente, Oliveira e Xia [16] provaram resultados que estabelecem uma condição
sobre sup

x∈M
|A|2(x) que depende de um número maior de constantes do que aquele tratado

acima por Xia e Wang, além de se restringirem ao caso em que n2 −6n+1+
8
m

> 0.
Uma melhoria desses dois resultados foi obtida por Bezerra e Manfio [3], e constitui

um dos objetos de estudo desenvolvidos neste trabalho, isto é, iremos utilizar a fórmula de
Simons para estudar subvariedades mínimas do espaço hiperbólico Hn+m e exibir condições
pelas quais podemos garantir que tais subvariedades mínimas sejam também totalmente
geodésicas.

Um outro foco deste trabalho são as chamadas subvariedades superestáveis. A princípio,
toda subvariedade mínima Mn é um ponto crítico da função volume n-dimensional Vol(Mt)

de qualquer campo variacional normal e com suporte compacto em Mn.
Uma importante questão, porém, é saber sob quais condições Mn será, não apenas

ponto crítico, mas também um mínimo local da função volume. Nesse ínterim, M é dita
subvariedade estável. Pode-se mostrar que [17], se Mn+m

=Hn+m, então Vol(Mt) satisfaz

d2Vol(Mt)

dt2 ≥
∫

M
|∇ f |2 − (|A|2 −n) f 2,

para toda função f ∈C∞
0 (M).

Motivado por essas considerações, Seo [17] apresentou o conceito de superestabili-
dade no espaço hiperbólico Hn+m, definindo uma subvariedade mínima M de Hn+m como
superestável se vale ∫

M
|∇ f |2 − (|A|2 −n) f 2 ≥ 0,

para toda função f ∈C∞
0 (M).

É claro que se M for superestável, então M será também estável. A vantagem de se
trabalhar com o conceito de superestabilidade (que depende da norma |A| da segunda forma
fundamental A) é a possibilidade de inferir propriedades sobre a segunda forma fundamental
de imersões mínimas a partir da fórmula de Simons, já mencionada antes. Por exemplo, é
claro da definição anterior que subvariedades totalmente geodésicas (isto é, com |A| ≡ 0) são
também superestáveis.

Um importante estimador de superestabilidade em subvariedades mínimas do espaço
hiperbólico é o primeiro autovalor do operador de estabilidade △+ |A|2 −n, dado por

λ̄1(M) = inf
f∈C∞

0 (M), f ̸=0

∫
M
(
|∇ f |2 − (|A|2 −n) f 2)∫

M f 2 ,

onde omitimos, por conveniência, o elemento de volume dVM de M.
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Em [3], Bezerra e Manfio também apresentaram condições sobre a segunda forma
fundamental e sobre o primeiro autovalor λ̄1(M), para que possamos garantir que uma
subvariedade mínima Mn, 2 ≤ n ≤ 5,n ̸= 3, seja totalmente geodésica. Especificamente
no caso n = m = 2, os mesmos autores obtiveram estimativas para λ̄1(M). De forma
complementar, estimativas para λ̄1(M) no caso n = 3 foram obtidas por Bezerra e Wang [4].

O presente trabalho foi motivado pelos estudos desenvolvidos em [3, 4, 19], e está
dividido conforme segue:

No primeiro capítulo, apresentamos noções preliminares de geometria, de análise e de
álgebra linear, que serão úteis para a compreensão dos principais resultados deste trabalho.

No segundo capítulo, utilizamos as equações fundamentais das imersões isométricas para
obter a fórmula de Simons para subvariedades mínimas do espaço hiperbólico. Deduzimos
também uma importante desigualdade integral que será utilizada na demonstração de todos
os resultados do capítulo final.

No terceiro capítulo, tratamos das fórmulas de primeira e segunda variações do volume
em subvariedades do espaço hiperbólico. Também apresentamos alguns resultados sobre
operadores da forma △+ µ (sendo µ : M → R função contínua) agindo em variedades
riemannianas, obtendo uma expressão (a fórmula de Rayleigh) para o primeiro autovalor λ1

associado a esses operadores. Outrossim, trataremos de superestabilidade em subvariedades
mínimas do espaço hiperbólico.

No último capítulo, analisamos algumas condições necessárias para que uma subvariedade
mínima do espaço hiperbólico seja totalmente geodésica, além de apresentar estimativas
sobre o primeiro autovalor λ̄1 de tais subvariedades mínimas.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentamos sucintamente alguns conceitos para uma melhor compreen-
são dos resultados que serão tratados nos capítulos subsequentes. Iniciamos a primeira seção
com elementos de geometria riemanniana e, na seção seguinte, trataremos de resultados de
análise e de álgebra linear. O leitor familiarizado com tais conceitos poderá, eventualmente,
omitir uma primeira leitura de tais resultados sem que isso prejudique a compreensão dos
capítulos a posteriori.

Utilizamos [5, 7, 8, 10–12, 14] como guias no desenvolvimento deste roteiro preliminar.

1.1 Elementos de Geometria Riemanniana

Seja Mn uma n-variedade riemanniana, e, para cada p ∈ M, seja TpM o espaço tangente
associado. Dados x,y ∈ TpM, denotamos por ⟨x,y⟩p o produto interno associado a p pela
métrica riemanniana g de M.

Considere X (M) o conjunto dos campos diferenciáveis de vetores em M e D(M) o anel
das funções diferenciáveis em M. Ao longo deste trabalho, trataremos com variedades
riemannianas orientadas e conexas.

Dado p ∈ M, considere U ⊂ M uma vizinhança de p onde seja possível definir campos
diferenciáveis de vetores e1, ...,en tais que

⟨ei,e j⟩= δi j, 1 ≤ i, j ≤ n.

A coleção {ei}1≤i≤n é dita um referencial (ortonormal móvel) em U . Tal referencial permite
definir 1-formas diferenciais ωi em U dadas por

ωi(e j) = δi j, 1 ≤ i, j ≤ n.
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A coleção {ωi}1≤i≤n é chamada correferencial associado ao referencial {ei}1≤i≤n.
Um resultado clássico de geometria riemanniana (Teorema de Levi Civita) garante a

existência de um conjunto de 1-formas diferenciais {ωi j}1≤i, j≤n que são anti-simétricas (isto
é, que ωi j =−ω ji) e que satisfazem

dωi = ∑
j

ω j ∧ω ji,

onde dωi denota a diferencial exterior da 1-forma ωi e "∧"é o produto exterior de 1-formas
diferenciais sobre U ⊂M. As formas ωi j assim definidas são denominadas formas de conexão
de M no referencial {ei}1≤i≤n.

Um outro conjunto importante de formas diferenciais são as formas de curvatura Ωi j,
definidas por

Ωi j = dωi j −∑
k

ωik ∧ωk j.

É claro que, pela anti-simetria das formas ωi j, vale Ωi j =−Ω ji. Tais formas Ωi j possuem um
importante significado geométrico associado. De fato, para cada par de vetores X ,Y ∈ TpM,
sabemos que Ωi j(X ,Y ) ∈R. Além disso, a matriz {Ωi j(X ,Y )}n×n é a matriz de um operador
linear, RXY : TpM → TpM, denominado operador curvatura de M. Assim, dados 1 ≤ k, l ≤ n,
temos que

Ωkl(X ,Y ) = ⟨RXY ek,el⟩.

Antes de prosseguirmos, precisamos da seguinte definição.

Definição 1.1. Um tensor de ordem r em M é uma aplicação multilinear da forma T :
X (M)× ...×X (M)︸ ︷︷ ︸

r fatores

→D(M). Dizemos que T é diferenciável quando, para quaisquer cam-

pos de vetores Y1, ...,Yr ∈ X (M), T (Y1, ...,Yr) é uma função diferenciável em M.

Trataremos somente com tensores diferenciáveis. Dado um referencial móvel {ei}1≤i≤n,
as funções Ti1...ir = T (ei1, ...,eir) são chamados componentes do tensor T no referencial
{ei}1≤i≤n. Nessas condições, podemos escrever T da forma

T = ∑
i1,...,ir

Ti1...irei1 ⊗ ei2...eir−1 ⊗ eir ,

onde ⊗ denota o produto tensorial, que por simplicidade será omitido em alguns contextos.
Dados r campos vetoriais em U , escritos da forma X1 = ∑

i
xi

1ei, ...,Xr = ∑
i

xi
rei, temos que o
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tensor T , pela multilinearidade, age em tais campos vetoriais do seguinte modo

T (X1, ...,Xr) = ∑
i1,...,ir

Ti1...ir · x
i1
1 ...x

ir
r .

As k-formas diferenciáveis sobre M são exemplos de tensores diferenciáveis de ordem k
sobre M.

O operador curvatura, já citado, permite definir o chamado tensor curvatura de M, dado
por uma aplicação quadrilinear R : X (M)×X (M)×X (M)×X (M)→D(M), que age da
seguinte forma

R(X ,Y,Z,T ) = ⟨RXY Z,T ⟩. (1.1.1)

Primeiro, note que, sendo Ωi j uma forma bilinear alternada, vale{
⟨RXY Z,T ⟩=−⟨RY X Z,T ⟩,
⟨RXY Z,T ⟩=−⟨RXY T,Z⟩.

Além disso, uma propriedade adicional do tensor curvatura é fornecida pela conhecida
Primeira Identidade de Bianchi, que afirma a seguinte igualdade

⟨RXY Z,T ⟩= ⟨RZT X ,Y ⟩.

Agora note que, sendo Ωi j 2-formas diferenciais, podemos escrevê-las da seguinte maneira

Ωi j =−∑
k<l

Ri jklωk ∧ωl,

cuja expressão fornece as funções Ri jkl em M. Segue-se da última igualdade que

Ri jkl = ⟨Reie jek,el⟩.

Os termos Ri jkl são denominados componentes do tensor curvatura de M no referencial {ei}.
Além disso, é imediado que, da anti-simetria das formas Ωi j, vale

Ri jkl =−Ωi j(ek,el) = Ωi j(el,ek) =−Ri jlk.

Portanto, temos que Ri jklωk ∧ωl = Ri jlkωl ∧ωk, e podemos escrever Ωi j da forma

Ωi j =−1
2 ∑

k,l
Ri jklωk ∧ωl.
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Como já vimos, tais componentes do tensor curvatura satisfazem as seguintes propriedades
úteis: 

Ri jkl =−R jikl,

Ri jkl =−Ri jlk,

Ri jkl = Rkli j.

(1.1.2)

Além disso, o tensor curvatura permite definir o importante conceito de curvatura seccio-
nal.

Definição 1.2. Dado p ∈ M, sejam x,y ∈ TpM vetores linearmente independentes, escritos da
forma x =∑

i
xiei e y =∑

j
y je j, e considere σ o subespaço bidimensional do espaço tangente

TpM gerado pelos vetores x e y. Definimos KM(x,y) por

KM(x,y) =
∑
i, j

x2
i y2

jRi ji j√
|x|2|y|2 −⟨x,y⟩2

, (1.1.3)

onde calculamos |x|2, |y|2 e ⟨x,y⟩ usando a métrica g .

É possível mostrar que essa definição não depende da escolha dos vetores linearmente
independentes x,y ∈ σ . Por essa razão, muitas vezes denotamos KM(x,y) = KM(σ) e o
denominamos curvatura seccional segundo o subespaço σ ⊂ TpM.

Em particular, dados dois vetores ei e e j do referencial {ei}1≤i≤n+m, temos por (1.1.3)
que a curvatura seccional KM(ei,e j), do subespaço bidimensional σ ⊂ TpM gerado pelos
vetores ortonormais ei e e j, é dada por

K(ei,e j) = Ri ji j.

Sendo M uma variedade riemanniana, podemos definir a diferencial covariante de funções,
campos vetoriais, e k-formas em M.

Seja f : U → R uma função C∞ sobre um aberto U ⊂ M. O vetor gradiente da função f
é dado por

∇ f = ∑
i

fiei = ∑
i

(
∂ f
∂xi

)
ei

A diferencial de f é a 1-forma dual do vetor gradiente, dada por

d f = ∑
i

fiωi = ∑
i

(
∂ f
∂xi

)
ωi,
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onde
∂ f
∂xi

denota a derivada parcial de f : U → R em relação à i−ésima coordenada em

U ⊂ M.

Definição 1.3. Seja f : U → R uma função C∞ sobre um aberto U ⊂ M. Definimos a
diferencial covariante da 1-forma d f por

∇(d f ) := ∑
i

(
d fi +∑

k
fkωki

)
ωi .

Se definirmos coeficientes fi j tais que ∑
j

fi jω j = d fi +∑
k

fkωki , obtemos

fi j = d fi(e j)+∑
k

fkωki(e j), (1.1.4)

e podemos reescrever a diferencial covariante de d f por

∇(d f ) = ∑
i, j

fi jω jωi .

Observação 1.1. A aplicação ∇(d f ) definida acima é claramente bilinear e é denominada
hessiano de f na métrica de M. O traço dessa forma bilinear é dito laplaciano de f e é dado
por

△ f := ∑
i

fii . (1.1.5)

Também é comum utilizar a notação ∇
2 f :=△ f .

Analogamente ao que fizemos acima, seja X = ∑
i

xiei um campo de vetores em M. A

1-forma dual associada ao campo X é denotada por ω
X , e sua derivada covariante, assim

como fizemos para funções, é dada por

∇ω
X := ∑

i

(
dxi +∑

k
xkωki

)
ωi = ∑

i, j
xi jω jωi , (1.1.6)

onde ∑
j

xi jω j = dxi +∑
k

xkωki , isto é,

xi j = dxi(e j)+∑
k

xkωki(e j). (1.1.7)
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De agora em diante, por simplicidade, denotaremos ∇X := ∇ω
X e o chamaremos diferencial

covariante do campo X . Além disso, o traço da forma bilinear ∇ω
X é dado por

divX = ∑
i

xii. (1.1.8)

Observação 1.2. No caso de uma função f , repare que △ f = div∇ f .

Em muitos contextos, é frequente identificarmos 1-formas sobre M com seus respectivos
campos vetoriais duais. Essa associação é natural, visto que cada elemento do espaço tangente
possui um único correspondente no espaço dual. Em virtude disso, a imagem ∇X(Y ) de um
campo vetorial Y pela diferencial covariante (2-forma) de um campo vetorial X pode ser
vista, corretamente, como sendo um campo vetorial sobre M.

Se f : M → R for uma função diferenciável e X = ∑
i

xiei um campo de vetores em M.

Então, pelas propriedades gerais do cálculo, e usando (1.1.6), (1.1.7) e (1.1.8), o campo
vetorial f X = ∑

i
( f xi)ei satisfaz

ω
f X = ∑

i
( f xi)ωi ,

xi j = d( f xi)(e j)+∑
k

f xkωki(e j) = f xi j + xid f (e j) = f xi j + xi f j ,

∇ω
X = ∑

i, j
( f xi j + xi f j)ω jωi ,

div( f X) = ∑
i

xii = ∑
i
( f xii + xi fi) = f ·divX + ⟨X ,∇ f ⟩,

(1.1.9)

onde ⟨,⟩ denota o produto interno de TpM na métrica g.
É importante notar que, no caso M = Rn, os conceitos de gradiente e laplaciano usuais

coincidem com os definidos aqui para variedades riemannianas.
De fato, se φ ◦ u : M → R é a composta de u : M → R com uma função diferenciável

φ : R→ R, temos que

d(φ ◦u) = ∑
k

∂ (φ ◦u)
∂xk

ωk = φ
′(u) ·du.
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Logo, conforme (1.1.4) e (1.1.5) , temos que

△(φ ◦u) = ∑
i
(φ ◦u)ii

= ∑
i

[
d(φ ′(u) ·ui)(ei)+∑

k
φ
′(u) ·uk ·ωki(ei)

]

= ∑
i

[
φ
′(u) ·dui(ei)+∑

k
φ
′(u) ·uk ·ωki(ei)+uid(φ ′(u))(ei)

]

= ∑
i

[
φ
′(u)

(
dui(ei)+∑

k
ukωki(ei)

)
+uiφ

′′(u)
(

∑
m

um(ei)

)]

= ∑
i

[
φ
′(u)

(
dui(ei)+∑

k
ukωki(ei)

)
+φ

′′(u)u2
i

]
= φ

′(u)△u+φ
′′(u)|∇u|2,

onde usamos que ∑
i

u2
i = |∇u|2.

O resultado acima mostra a compatibilidade entre as propriedades do laplaciano em
variedades e no espaço Rn.

Assim como fizemos para campos vetoriais, a noção de diferencial covariante também se
estende a tensores T de qualquer ordem em M, conforme veremos a seguir. Essa definição
será utilizada extensivamente na demonstração de importantes resultados do Capítulo 2.

Definição 1.4. Se T é um tensor de ordem r, escrito na forma

T = ∑
i1,...,ir

Ti1...ir · ei1 ⊗ ...⊗ eir ,

definimos sua diferencial covariante por

∇T := ∑
i1,...,ir

∇Ti1...ir · ei1 ⊗ ...⊗ eir ,

onde
∇Ti1...ir := dTi1...ir +∑

m
Tmi2...ir ·ωmi1 + ...+∑

m
Ti1...ir−1m ·ωmir . (1.1.10)

Observação 1.3. Sendo Ti1...ir funções C∞ em M, fica claro, pela definição acima, que ∇Ti1...ir

é uma 1-forma diferencial, e, por sua vez, pode ser escrita na forma

∇Ti1...ir = ∑
k

Ti1...irk ·ωk ,
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definindo novas funções Ti1...irk em M, que são os coeficientes da 1-forma diferencial (logo
tensor de ordem 1) ∇Ti1...ir . Claramente, temos da definição acima que

Ti1...irk = ∇Ti1...ir(ek).

Além disso, assim como fizemos para os termos Ti1...ir , podemos calcular a diferencial
covariante dos coeficientes Ti1...irk, definir novos coeficientes Ti1...irkl e assim por diante.

Vamos agora apresentar os conceitos de curva parametrizada, geodésicas, aplicação
exponencial e variedades completas. Este último conceito, em especial, será extensivamente
utilizado nos principais resultados desse trabalho.

Definição 1.5. Uma curva parametrizada em M é uma aplicação diferenciável c : I → M de
um aberto I ⊂ R na variedade M.

Sobre uma curva parametrizada podemos definir um campo vetorial V , que, para cada
ponto c(t) ∈ M, t ∈ I, associa um vetor V (t) ∈ Tc(t)M.

Sobre esse campo V , podemos naturalmente aplicar a noção de diferencial covariante,
assim como fizemos para campos vetoriais em variedades. Mas, para tal, precisamos da
seguinte definição.

Definição 1.6. Um campo de vetores tangentes à curva c (ou campo velocidade de c) é

denotado por
dc
dt

, e associa cada ponto c(t) ∈ M, t ∈ I, ao vetor

c′(t) =
dc
dt

(t) ∈ Tc(t)M.

Assim, dado um campo V = ∑
i

vi(t)ei em c, sua derivada covariante é outro campo

vetorial sobre c, dado por

∇dc/dtV (t) := ∑
i

(
dvi

dt
(t)+∑

k
vkωki(c′(t))

)
ei.

Note que podemos interpretar ∇dc/dtV (t) como sendo o campo vetorial dual da 1-forma
∇V (c′(t)), onde ∇ é a diferencial covariante de campos vetoriais sobre M.

Entretanto, visto que o campo V não está, a princípio, definido sobre toda a variedade,
definimos sua derivada covariante apenas na curva c, mas de forma compatível com as formas
de conexão de M.
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Definição 1.7. Dizemos que uma curva parametrizada γ : I → M é uma geodésica se

∇dc/dtdc/dt ≡ 0,

isto é, se a derivada covariante do vetor tangente à curva é identicamente nula em todo t ∈ I.

Algumas propriedades elementares de curvas geodésicas são as seguintes.
Se γ : I → M é uma geodésica, então |γ ′(t)|= constante, isto é, o vetor velocidade tem

comprimento constante. Em geral, supomos, sem perda de generalidade, que |γ ′(t)|= 1, pois
caso contrário basta reparametrizar a curva para ct. Uma tal geodésica com |γ ′(t)|= 1 é dita
uma geodésica normalizada em M.

Também é fato que, para todo ponto p em uma variedade riemanniana M, e para todo
v ∈ TpM, com |v| < δ para algum δ > 0, existe uma única geodésica normalizada γv :
(−δ ,δ )→ M satisfazendo

γv(0) = p e γ
′
v(0) = v.

A partir desse fato, sabe-se que, dado p ∈ M, o ponto γv(|v|) ∈ M está definido para todo
v ∈ TpM , com |v|< δ , e varia diferenciavelmente com v. Denotamos por Bδ (0)⊂ TpM a
bola aberta de raio δ centrada na origem de TpM.

Considerações postas, podemos definir uma aplicação diferenciável expp : Bδ (0)→ M
denominada aplicação exponencial em p, e dada por

expp(v) = γ(|v|), |v|< δ .

É uma consequência do Teorema da Função Inversa que existe δ > 0 tal que expp : Bδ (0)→
M é um difeomorfismo de Bε(0) sobre um aberto de M. Nesse caso, a imagem

Bδ (p) := expp(Bδ (0)) ∈ M

é chamada bola geodésica de centro p e raio δ > 0.
Agora, podemos apresentar a seguinte definição fundamental.

Definição 1.8. Uma variedade riemanniana é dita completa quando, para todo p, a aplicação
exponencial expp está definida para todo v ∈ TpM. Equivalentemente, M é completa quando
as geodésicas que partem de p estão definidas para todo t ∈ R .

Observação 1.4. Outras conclusões acerca da completude de uma variedade riemanniana são
fornecidas pelo Teorema de Hopf e Rinow [11]; por exemplo, M é geodesicamente completa
se e somente se M for completa como espaço métrico.
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Uma família especial de variedades completas são as formas especiais, definidas a seguir.

Definição 1.9. Uma variedade completa M é dita uma forma espacial se M possui curvatura
seccional constante. Nesse caso, é possível provar (ver [11]) que sua curvatura seccional
satisfaz

Ri jkl = k(δikδ jl −δilδ jk), (1.1.11)

onde

δi j =

{
1 se i = j,
0 se i ̸= j.

O espaço hiperbólico Hn é um exemplo de forma espacial, com curvatura seccional
K =−1. Comumente, Hn é representado como sendo o semiespaço do Rn dado por

Hn = {(x1, ...,xn) ∈ Rn;xn > 0},

munido da métrica g cujos coeficientes são dados por

gi j(x1, ...,xn) = ⟨∂xi,∂x j⟩Hn =
δi j

x2
n
,

onde {∂xi}1≤i≤n denota os vetores da base canônica de Rn.
Pode-se mostrar (ver [11]) que qualquer outra n−variedade completa de curvatura secci-

onal constante K =−1 é isométrica ao grupo quociente de Hn por algum subgrupo do grupo
das transformações conformes (que preservam ângulos) de Rn que levam Hn ⊂ Rn sobre si
mesmo.

Um resultado também importante é o Teorema de Hadamard [11]: toda n− variedade
completa e simplesmente conexa com curvatura seccional Kp ≤ 0, para todo ponto p ∈ M, é
difeomorfa ao espaço Rn.

Uma última definição que precisaremos e que será bem explorada no próximo capítulo é
a seguinte.

Definição 1.10. Sejam M e M variedades riemannianas de dimensão m e m+n, respectiva-
mente. Dizemos que uma aplicação diferenciável f : M → M é uma imersão se a diferencial

d f : TpM → Tf (p)M
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é injetiva, para todo p ∈ M. Se, além disso, tivermos que f é um homeomorfismo de M sobre
f (M)⊂ M (considerando f (M) com a topologia natural induzida por M), então f é dita um
mergulho. Se M ⊂ M e i : M ↪→ M é um mergulho, então dizemos que M é uma subvariedade
de M.

Observação 1.5. É possível mostrar, através do Teorema da Função Inversa, que toda imersão
f : M → M é localmente um mergulho, ou seja, para todo p ∈ M, podemos encontrar uma
vizinhança U ⊂ M de p tal que f (U) é uma subvariedade de M.

1.1.1 Imersões Isométricas

Seja f : Mn → Mm+n uma imersão de uma n-variedade riemanniana (Mn,g) em uma
(n+m)-variedade riemanniana (Mm+n

,g), onde g e g denotam suas respectivas métricas.
Pela Definição (1.10), a aplicação d fp : TpM → Tf (p)M é injetiva, e podemos assim

considerar g como sendo a métrica induzida por f em M, dada por

gp(u,v) = ḡ f (x)(d fp(u),d fp(v)), ∀ p ∈ M, u,v ∈ TpM.

Nas condições acima, f é dita uma imersão isométrica, cuja imagem denotamos f (M).
Dado um ponto p ∈ M, seja U ⊂ M uma vizinhança de p tal que f (U) seja uma subvarie-

dade de M (ver Observação (1.5)), e seja V uma vizinhança de f (p), tal que f (U)⊂V ⊂ M
e tal que em V , possamos definir um referencial (local) {e1, ...,en+m} ortonormal e adap-
tado a M, isto é, tal que, restritos a f (U), os vetores e1, ...,en são tangentes a f (U), e,
consequentemente, os demais vetores en+1, ....,en+m são normais a f (U).

Por conveniência, vamos identificar U ⊂ M com f (U)⊂ M, pois para a geometria local
de f (U), é como se tivéssemos, de fato, M ⊂ M com a métrica g induzida por f . Nessa
situação, é conveniente dizer que M é uma subvariedade de M, com a métrica induzida g.

Além disso podemos considerar o espaço tangente de M como sendo a soma direta
TpM = TpM⊕NpM, onde, denotamos por NpM o complemento ortogonal de TpM em TpM,
cuja métrica é dada por ḡ , e onde, por conveniência, também identificaremos o espaço
tangente TpM com d fp(TpM), pois, nas condições acima, d fp é um isomorfismo.

Estabelecemos, ainda mais, a seguinte escolha de índices

1 ≤ i, j,k, ...≤ n,
1 ≤ A,B,C, ...≤ m+n,

n+1 ≤ α,β ,γ, ...≤ n+m.

(1.1.12)
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Considere as 1-formas {ωA} em M tais que ωA(eB) = δAB. Tais formas são chamadas de
correferencial dual associado ao referencial {eA}.

Além disso, pelo Teorema de Levi-Civita, sabemos que a métrica g de M e o referencial
{eA} determinam, de maneira única, um conjunto de 1-formas {ωAB} em M que satisfazem

∇eA = ∑
B

ωABeB.

Tais formas {ωAB} são chamadas formas de conexão de M. São comprovadamente
anti-simétricas (isto é, ωAB =−ωBA) e satisfazem as conhecidas equações de estrutura de M,
a saber

dωA = ∑
B

ωB ∧ωBA,

dωAB = ∑
C

ωAC ∧ωCB +ΩAB,

ΩAB =−1
2 ∑

CD
RABCDωC ∧ωD,

(1.1.13)

onde RABCD são os componentes do tensor curvatura de M no referencial {eA} , satisfazendo
(1.1.2).

Observação 1.6. As componentes do tensor curvatura de M e M permitem definir a suas
respectivas curvaturas seccionais. Se σ é um subespaço bidimensional do espaço tangente
TpM gerado pelos vetores ortonormais eA e eB, então definimos

KM(σ) = KM(eA,eB)
= RABAB.

Da mesma forma, se σ
′ ⊂ TpM é gerado pelos vetores ortonormais ei e e j, então KM(σ ′) =

KM(ei,e j) = Ri ji j.

Agora, se restringirmos o correferencial {ωA} de M à subvariedade M, notamos que

ω
α |M = 0 ∀ n+1 ≤ α ≤ n+m, (1.1.14)

visto que todo v ∈ TpM é da forma v =
n

∑
i=1

viei, onde ωα(ei) = 0. Logo ωα(v) = 0.

Portanto, usando (1.1.14) em (1.1.13), obtemos que

0 = dωα = ∑
B

ωB ∧ωBα = ∑
i

ωi ∧ωiα . (1.1.15)
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Uma consequência importante desse fato é dada pelo seguinte Lema de Cartan, cuja demons-
tração pode ser encontrada em [10].

Lema 1.1 (Lema de Cartan). Seja V um espaço vetorial de dimensão n, e sejam ω1, ...,ωn

1-formas linearmente independentes em V . Se existe um conjunto de 1-formas diferenciais

θ1, ....,θn satisfazendo
n

∑
i=1

ωi ∧θi = 0 então vale θi =
n

∑
j=1

ai jω j , onde ai j = a ji.

Com relação à imersão f : Mn → Mm+n, vimos em (1.1.15) que ∑
i

ωi ∧ωiα = 0. Logo, é

imediado do Lema de Cartan que

ωiα = ∑
j

hα
i jω j, hα

i j = hα
ji. (1.1.16)

Para cada direção eα do espaço normal a M, os coeficientes hα
i j determinam unicamente

o tensor misto

A =
α

∑
i jα

hα
i jω

i ⊗ω
j ⊗ eα , (1.1.17)

denominado segunda forma fundamental de M. Ademais, consideramos também a matriz
simétrica Aα = (hα

i j)n×n.

Definição 1.11. Seja f : Mn → Mm+n uma imersão isométrica. Definimos o quadrado da
norma da segunda forma fundamental da imersão f por

|A|2 = ∑
i, j,α

(hα
i j)

2. (1.1.18)

Pela definição acima, é claro que |A|2 é uma função em M. O principal objetivo do
próximo capítulo é obter uma fórmula para o laplaciano dessa função.

1.1.2 Equações Fundamentais das Imersões Isométricas

Nas considerações a seguir, lembramos que M é, por si só, uma variedade riemanniana,
e que possui suas próprias equações de estrutura com respeito ao correferencial {ωi} e às
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formas de conexão {ωi j} associadas, a saber,

dωi = ∑
j

ω j ∧ω ji,

dωi j = ∑
k

ωik ∧ωk j +Ωi j,

Ωi j =−1
2 ∑

kl
Ri jklωk ∧ωl,

onde Ri jkl são os componentes do tensor curvatura de M no referencial {ei}. Também
destacamos as chamadas equações de estrutura do fibrado normal de M, dadas por

dωα = ∑
β

ωβ ∧ωβα ,

dωαβ = ∑
γ

ωαγ ∧ωγβ +Ω
⊥
αβ

,

Ω
⊥
αβ

=−1
2 ∑

i j
Rαβ i jωi ∧ω j.

onde os coeficientes Rαβ i j são chamados coeficientes do tensor curvatura normal a M, e que
satisfazem as mesmas propriedades de simetria e anti-simetria vistas em (1.1.2).

Observação 1.7. Note que estamos diferenciando os componentes Ri jkl dos componentes
Rαβ i j apenas pelos índices, seguindo a convenção que adotamos em (1.1.12). Dessa forma,
podemos distinguir quando falamos do fibrado tangente e quando tratamos do fibrado normal
a M.

Dada uma imersão isométrica f : Mn → Mm+n, uma relação útil entre componentes de
curvatura de M e M é dada pela proposição a seguir.

Proposição 1.1 (Equação de Gauss). As componentes do tensor de curvatura de M e M
relacionam-se por

Ri jkl −Ri jkl = ∑
α

(hα
ikhα

jl −hα
il hα

jk), (1.1.19)

onde hα
i j são as funções diferenciáveis dadas por (1.1.16).

A demonstração da Proposição 1.1 e das Proposições 1.2 e 1.3 seguintes, podem ser
encontradas em [10]. A omissão de tais demonstrações neste contexto preliminar nos
proporcionará uma maior objetividade quanto ao propósito do presente trabalho.

A equação de Gauss também possui uma expressão em termos das curvaturas seccionais
KM e KM de M e M, respectivamente. Se nos restringirmos ao caso k = i e l = j e lembrarmos
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que RABAB = KM(eA,eB)
e que Ri ji j = KM(ei,e j), então a equação de Gauss se torna

KM(ei,e j)−KM(ei,e j) = ∑
α

(hα
ii hα

j j − (hα
i j)

2). (1.1.20)

Um caso mais simples da equação de Gauss ocorre quando a codimensão satisfaz m = 1.
Nesse caso, M é denominada uma hiperfície de M e temos que o espaço normal de M possui
apenas um referencial, digamos e. Por isso, podemos reescrever a equação de Gauss da forma

KM(ei,e j)−KM(ei,e j) = hiih j j −h2
i j.

A equação de Gauss relaciona os componentes do tensor curvatura de M com os de M. O
próximo resultado tratará dos coeficientes Rαβ i j do tensor curvatura normal a M.

Proposição 1.2 (Equação de Ricci). As componentes do tensor de curvatura de M e do seu
fibrado normal relacionam-se por

Rαβ i j −Rαβ i j = ∑
α

(hα
kih

β

k j −hα
k jh

β

ki), (1.1.21)

onde hα
i j são as funções diferenciáveis dadas por (1.1.16).

A equação de Ricci relaciona as componentes do tensor de curvatura de M com as
componentes do fibrado normal de M. Essa equação não deve ser confundida com a conhecida
identidade de Ricci, que será demonstrada mais adiante, e que relaciona as segundas derivadas
covariantes dos coeficientes hα

i j.
Uma consequência interessante do fato de uma subvariedade M ser totalmente geodé-

sica, |A| ≡ 0, é que, nesse caso, vale hα
i j = 0 e, consequentemente, pela equação de Gauss

(1.1.20), temos KM(ei,e j) = KM(ei,e j)
. Ou seja, em relação ao referencial {ei}1≤i≤n tangente

à subvariedade, as curvaturas seccionais de M e M coincidem em cada p ∈ M.
Um outro importante conceito que se pode definir a partir dos coeficientes hα

i j da segunda
forma fundamental é o seguinte:

Definição 1.12. Seja f : Mn → Mm+n uma imersão isométrica. O vetor curvatura média da
imersão f é dado por

H =
1
n ∑

i
hα

ii eα ,

cuja norma é definida por

|H|= 1
n

√√√√
∑
α

(
∑

i
(hα

ii )
2

)2

,
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que, por sua vez, é denominada curvatura principal de M. Dizemos que a imersão f é mínima
quando H ≡ 0, ou seja, quando hα

ii ≡ 0 ∀ α, i .

Observação 1.8. A condição de subvariedade mínima é mais fraca do que a de totalmente
geodésica. Uma das questões que serão respondidas nesse trabalho (mais especificamente
no Capítulo 4), é sobre quais condições uma subvariedade mínima do espaço hiperbólico é
totalmente geodésica.

Se aplicarmos a equação de Gauss (1.1.20) em uma subvariedade mínima, obtemos que

KM(ei,e j)−KM(ei,e j) =−h2
i j < 0.

Uma aplicação interessante desse fato é que, quando M for o espaço hiperbólico Hn+m, no
qual KM≡−1, teremos que KM(ei,e j) =−1−h2

i j ≤−1. Portanto, toda subvariedade mínima
M do espaço hiperbólico possui curvatura seccional KM ≤−1.

Relembrando a definição de diferencial covariante para tensores em M (ver (1.4)), nota-
mos que, caso T seja um tensor de ordem 3 escrito da forma

T = ∑
A,B,C

TABCeA ⊗ eB ⊗ eC,

sua diferencial covariante é dada por

∇T := ∑
A,B,C

∇TABC ⊗ eA ⊗ eB ⊗ eC,

onde

∇TABC = dTABC +∑
E

TEBCωEA +∑
E

TAECωEB +∑
E

TABEωEC := ∑
E

TABCEωE . (1.1.22)

Em particular, para definir a derivada covariante dos coeficientes hα
i j da segunda forma

fundamental, iremos tratá-los, não do ponto de vista de funções, mas sim como componentes
de um tensor de ordem 3 sobre a variedade M (ver (1.1.17)).

Sendo assim, conforme (1.1.22), e lembrando da anti-simetria das formas de conexão
{ωAB} de M , definimos a derivada covariante dos componentes hα

i j da segunda forma
fundamental por

∇hα
i j := dhα

i j −∑
l

hα
l jωil −∑

l
hα

il ω jl +∑
β

hβ

i jωβα .
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Observe que ∇hα
i j é uma 1-forma, que, por sua vez, pode ser vista com um tensor de

ordem 1 em M. Dados i, j,α , definimos os coeficientes da derivada covariante de hα
i j como

sendo as funções hα
i jk tais que

∇hα
i j = ∑

k
hα

i jkωk. (1.1.23)

Fica claro, por definição, que hα
i jk = ∇hα

i j(ek).
Diferenciando covariantemente a segunda forma fundamental, e tendo em mente as

considerações acima, obtemos de (1.1.17) que

∇A = ∑
i, j,α

(
dhα

i j −∑
l

hα
l jωil −∑

l
hα

il ω jl +∑
β

hβ

i jωβα

)
⊗ω

i ⊗ω
j ⊗ eα

= ∑
i, j,α,k

hα
i jkω

k ⊗ω
i ⊗ω

j ⊗ eα .

(1.1.24)

A partir dos coeficientes hα
i jk, definimos a norma

|∇A|2 := ∑
i, j,k,α

(hα
i jk)

2. (1.1.25)

Uma relação útil envolvendo os coeficientes hα
i jk e os componentes RABCD do tensor

curvatura de M é a seguinte:

Proposição 1.3 (Equação de Codazzi). As funções hα
i jk definidas em (1.1.23) se relacionam

com o tensor curvatura de M por

hα
i jk −hα

ik j =−Rαi jk, (1.1.26)

onde Rαi jk são os coeficientes do tensor curvatura de M.

Agora, observe em (1.1.24) que a diferencial covariante da segunda forma fundamental
é um tensor de ordem 4 em M, cujos coeficientes são as funções hα

ik j. Nesse sentido, em
harmonia com (1.1.10), a diferencial covariante desses componentes será dada por

∇hα
i jk := dhα

i jk −∑
l

hα
l jkωil −∑

l
hα

ilkω jl −∑
l

hα
i jlωkl +∑

β

hβ

i jkωβα .

Mais uma vez, observamos que ∇hα
i jk é uma 1-forma sobre M. Definimos as funções hα

i jkl

como sendo os coeficientes tais que

∇hα
i jk = ∑

l
hα

i jklωl.
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Fica claro, pela definição, que
hα

i jkl = ∇hα
i jk(el), (1.1.27)

e que

∑
l

hα
i jklωl = dhα

i jk −∑
l

hα
l jkωil −∑

l
hα

ilkω jl −∑
l

hα
i jlωkl +∑

β

hβ

i jkωβα .

Uma importante relação envolvendo os coeficientes hα
i jkl , e que relaciona os coeficientes

Ri jkl com Rαβ i j, é dada pela seguinte proposição:

Proposição 1.4 (Identidade de Ricci). As funções hα
i jkl definidas por (1.1.27) se relacionam

com as funções hα
i j definidas em (1.1.16) e com o tensor curvatura de M e do seu fibrado

normal pela seguinte expressão

hα
i jkl −hα

i jlk = ∑
m

hα
miRmikl +∑

m
hα

m jRm jkl −∑
β

hβ

i jRαβkl (1.1.28)

onde Ri jkl são os componentes do tensor curvatura de M e Rαβkl são os coeficientes do tensor
curvatura do fibrado normal de M.

Para os próximos cálculos, em virtude da elevada quantidade de índices com os quais
lidaremos, iremos adotar uma nova convenção para os coeficientes dos tensores curvatura do
fibrado tangente, fibrado normal de M, e do fibrado tangente de M, a saber

Ri jkl = Ri
jkl,

RABCD = RA
BCD,

Rαβ i j = Rα

β i j.

(1.1.29)

Reescrevemos o primeiro índice inferior na forma de um índice superior do respectivo
coeficiente. É uma notação mais objetiva, de forma que todos os resultados até agora são
facilmente reescritos, e que, principalmente, simplificará muitas explicações e cálculos a
seguir.

Antes de finalizarmos a presente seção, faremos uma rápida observação sobre variedades
localmente simétricas. Primeiro, lembramos que a curvatura de M é um tensor de ordem 4
(ver (1.1.1)), cujos componentes são as funções RA

BCD. Logo, a diferencial covariante dessas
funções é dada por

∇RA
BCD = dRA

BCD −∑
E

RA
ECDωBE −∑

E
RA

BEDωCE −∑
E

RA
BCEωDE +∑

E
RE

BCDωEA.
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A partir dessa expressão podemos definir os componentes RA
BCDE como sendo as funções que

satisfazem ∇RA
BCD = ∑

E
RA

BCDEωE .

É claro que vale
RA

BCDE = ∇RA
BCD(eE). (1.1.30)

Em particular, a diferencial covariante dos coeficientes da forma Rα

i jk é dada por

∇Rα

i jk = dRα

i jk −∑
E

Rα

E jkωiE −∑
E

Rα

iEkω jE −∑
E

Rα

i jEωkE +∑
E

RE
i jkωEα . (1.1.31)

Por outro lado, a partir dos componentes Rα

i jk do tensor curvatura de M, definimos as funções
Rα

i jkl , dadas por

∑
l

Rα

i jklωl := dRα

i jk −∑
m

Rα

m jkωim −∑
m

Rα

imkω jm −∑
m

Rα

i jmωkm +∑
β

Rβ

i jkωβα . (1.1.32)

Subtraindo (1.1.32) de (1.1.31), temos

∇Rα

i jk −∑
l

Rα

i jklωl =−∑
β

Rα

β jkωiβ −∑
β

Rα

iβkω jβ −∑
β

Rα

i jβ ωkβ +∑
m

Rm
i jkωmα .

Agora, usando que ωiα = ∑
l

hα
il ωl , pelo Lema de Cartan, a expressão acima se torna

∇Rα

i jk −∑
l

Rα

i jklωl =−∑
β ,l

Rα

β jkhβ

il ωl −∑
β ,l

Rα

iβkhβ

jlωl −∑
β ,l

Rα

i jβ hβ

klωl +∑
m,l

Rm
i jkhα

mlωl.

Finalmente, aplicando um vetor el , 1 ≤ l ≤ n, na 1-forma acima e usando (1.1.30) obtemos

Rα

i jkl = Rα

i jkl −∑
β

Rα

β jkhβ

il −∑
β

Rα

iβkhβ

jl −∑
β

Rα

i jβ hβ

kl +∑
m

Rm
i jkhα

ml. (1.1.33)

Definição 1.13. Dizemos que uma variedade riemanniana M é localmente simétrica quando
∇RA

BCD ≡ 0.

Se M é localmente simétrica, então Rα

i jkl = 0, e, de (1.1.33), conclui-se que

Rα

i jkl = ∑
β

Rα

β jkhβ

il +∑
β

Rα

iβkhβ

jl +∑
β

Rα

i jβ hβ

kl −∑
m

Rm
i jkhα

ml. (1.1.34)
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Um exemplo de variedades localmente simétricas são aquelas com curvatura seccional
constante, como, por exemplo, o espaço hiperbólico Hn+m.

Observação 1.9. É interessante notar que, se restringirmos ∇Rα
i jk a M, teremos que ωα = 0,

e vale

∇Rα

i jk

∣∣∣∣
M
= dRα

i jk −∑
m

Rα

m jkωim −∑
m

Rα

imkω jm −∑
m

Rα

i jmωkm +∑
m

Rm
i jkωmα = ∑

l
Rα

i jklωl.

Portanto, é imediata a seguinte relação

∇Rα

i jk

∣∣∣∣
M
(el) = Rα

i jkl. (1.1.35)

Assim, nas condições acima, diferenciando covariantemente a equação de Codazzi (1.1.26),
usando (1.1.27) e (1.1.35), obtemos a seguinte relação válida em M

hα
i jkl = hα

ik jl −Rα

i jkl , ∀ 1 ≤ l ≤ n. (1.1.36)

1.2 Elementos de Análise e Álgebra Linear

A demonstração dos principais resultados neste trabalho faz-se uso de certos conceitos
de análise e de álgebra linear. Todavia, a demonstração de alguns desses conceitos foge
do tema e do objetivo proposto nesse trabalho, razão pela qual na maioria dos casos iremos
omiti-las ou nos restringir a breves comentários.

Para compreender bem a noção de autovalores de operadores sobre variedades, a ser
apresentada no Capítulo 3, é importante considerarmos a seguinte definição.

Definição 1.14. Seja Ω ⊂ M um abeto na topologia induzida em M. Denotamos por LP(Ω)

o espaço das funções p−integráveis em Ω, isto é

Lp(Ω) =

{
f : Ω → R;

∫
Ω

| f |p <+∞

}
,

onde f é integrável. O espaço LP é um espaço de Hilbert, e a norma usual é dada por

∥ f∥p =

(∫
Ω

| f |p
) 1

p

. (1.2.1)

Por definição, as funções mensuráveis f ∈C(Ω) são também funções Lp(Ω).
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Observação 1.10. Um outro espaço de funções integráveis é o chamado Espaço de Sobolev
W 1,2

0 (Ω), constituído pelas funções em L2(Ω) com suporte compacto em Ω , onde as cha-
madas derivadas fracas existem e pertencem ao espaço L2(Ω), conforme será definido mais
adiante na Seção 3.2 do Capítulo 3.

Uma importante desigualdade sobre a norma dos espaços Lp é a seguinte.

Proposição 1.5 (Desigualdade de Hölder). (Ver [12]) Dadas duas funções f ∈ Lp e q ∈ Lq,

com
1
p
+

1
q
= 1,1 ≤ p,q <+∞, então f ·g ∈ L1 e vale

∥ f ·g∥1 ≤ ∥ f∥p · ∥g∥q.

Reescrevendo a desigualdade acima usando (1.2.1), temos

∫
Ω

| f ·g| ≤
(∫

Ω

| f |p
) 1

p
(∫

Ω

|g|q
) 1

q

. (1.2.2)

Agora, voltando a tratar dos campos de vetores diferenciáveis em variedades, um impor-
tante teorema que será extensivamente utilizado no Capítulo 4 é o seguinte

Teorema 1.1 (Teorema da Divergência). (Ver [5]) Seja X = ∑
i

xiei um campo de vetores

diferenciáveis em M, com suporte compacto em M. Então vale a igualdade∫
M

div X dV = 0,

onde V denota o volume em M.

Um caso particular do teorema da divergência é a Identidade de Green. Veja o corolário
abaixo.

Corolário 1.1 (Identidade de Green). Sejam dadas duas funções diferenciáveis f ,g : M → R
tais que o campo vetorial f ∇g tenha suporte compacto em M. Então∫

M
( f△g+ ⟨∇ f ,∇g⟩)dV = 0. (1.2.3)

Demonstração. Note que, se considerarmos o campo vetorial f ∇g no teorema da divergência
e usarmos as propriedades (1.1.9), teremos que

div( f ∇g) = f ·div∇g+ ⟨∇g,∇ f ⟩= f△g+ ⟨∇ f ,∇g⟩

e que
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⟨ f ∇g,ν⟩= f ⟨∇g,ν⟩= f ·dg(ν) = f
∂g
∂ν

,

e a identidade de Green segue diretamente do teorema da divergência.

Observação 1.11. É uma consequência direta da identidade de Green que, se f e g tem
suporte compacto em M, então ∫

M
( f△g−g△ f )dV = 0. (1.2.4)

Uma desigualdade, em particular, que será amplamente utilizada nos teoremas do Capítulo
4, é a seguinte.

Proposição 1.6 (Desigualdade de Cauchy Schwarz). (Ver [14]) Seja E um espaço de vetorial
com produto interno ⟨,⟩ e norma ∥ ·∥, e considere dois vetores x,y ∈ E. Então vale a seguinte
desigualdade

|⟨x,y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥, (1.2.5)

onde |⟨x,y⟩| é o valor absoluto de ⟨x,y⟩.

Umas das consequências de (1.2.5), que será particularmente útil no próximo capítulo, é
a desigualdade de médias, que será apresentada no próximo lema.

Sejam dados m números reais a1, ...,an. Sua média aritmética é dada por

MA(a1, ...,an) =

n
∑

k=1
ak

n
.

Por outro lado, a média quadrática desses números é dada por

MQ(a1, ...,an) =

√√√√ n
∑

k=1
(ak)2

n
.

A desigualdade envolvendo tais médias é a seguinte:

Lema 1.2. Se a1, ...,an ∈ R, então vale MQ(a1, ...,an)≥ MA(a1, ...,an), isto é√√√√ n
∑

k=1
(ak)2

n
≥

n
∑

k=1
ak

n
, (1.2.6)

onde a igualdade ocorre se, e somente se, a1 = ...= an.
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Ainda considerando o espaço H =Rn, temos que, dadas duas funções f ,g : Rn →R com
f = ( f1, ..., fn) e g = (g1, ...,gn), valem

⟨ f ,g⟩2 =

(
n

∑
i=1

figi

)2

, ∥ f∥2 =
n

∑
i=1

f 2
i , ∥g∥2 =

n

∑
i=1

g2
i .

A Desigualdade de Cauchy Schwars nas condições acima implica em(
n

∑
i=1

figi

)2

≤
n

∑
i=1

f 2
i

n

∑
i=1

g2
i .

Em particular, se a1,a2,b2,b2 são números reais quaisquer, então vale, da última expressão,
que

(a1b1 −a2b2)
2 ≤ (a2

1 +a2
2)(b

2
1 +b2

2).

A seguir, apresentamos um lema que será exaustivamente utilizado na demonstração dos
principais teoremas do Capítulo 4.

Lema 1.3 (Desigualdade de Young). (Ver [13]) Se p e q são números reais positivos tais que
1
p
+

1
q
= 1, então, para todo par de números reais a e b não negativos, vale

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

A igualdade ocorre se, e somente se, ap = bq.

Observação 1.12. Uma consequência direta do resultado acima é que, para todo ε > 0,
resulta que

ab ≤ εap +C(ε)bq, (1.2.7)

onde C(ε) =
1

q(ε p)q/p
> 0.

De fato, se tomarmos um valor ξ > 0, e considerarmos os números reais ξ a e
b
ξ

, a

desigualdade de Young se torna

ab = (ξ a)
(

b
ξ

)
≤ 1

p
(ξ a)p +

1
q

(
b
ξ

)q

≤ ξ p

p
ap +

1
qξ q bq.
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Denotando por ε =
ξ p

p
> 0, então

1
qξ q =

1
q(ε p)q/p

e podemos reescrever a desigualdade

acima na forma
ab ≤ εap +

1
q(ε p)q/p

bq = εap +C(ε)bq.

As próximas considerações visam apresentar propriedades gerais de matrizes simétricas
(e, consequentemente, de operadores simétricos), que serão úteis no estudo da segunda
forma fundamental de uma imersão, visto que cada componente desta será um operador
simétrico sobre um espaço vetorial. Também é apresentada a definição de norma de um
operador simétrico, e que por sua vez será utilizada para definir a norma da segunda forma
fundamental.

Considere uma matriz A = (ai j)n×n . Dizemos que A é simétrica se ai j = a ji,1 ≤ i, j ≤ n.
Claramente, da definição acima, uma matriz simétrica A é igual à sua transposta At . Definimos
o traço de A por

trA = ∑
i

aii.

Considere a matriz quadrada A ·At = A2 = (bk j)n×n, onde cada elemento bk j é da forma
bk j = ∑

i
akiai j. Logo b j j = ∑

i
a jiai j. Nesse caso, sendo A simétrica, temos que

trA2 = ∑
i, j
(ai j)

2.

Ou seja, o traço do quadrado de uma matriz simétrica A nada mais é do que a soma do
quadrado dos termos de A. Motivados pelas considerações acima, seja B = (bi j)n×n uma
matriz qualquer. Definimos a norma da matriz B por

|B|= ∑
i, j
(bi j)

2.

Observe que, se a matriz A for simétrica, então

|A|= trA2. (1.2.8)

Agora enunciamos e provamos o último resultado desse capítulo, que será utilizado para
demonstrar uma importante desigualdade no Capítulo 2.

Proposição 1.7. (Ver [8]) Sejam A e B matrizes simétricas de mesma ordem. Então,

|AB−BA| ≤ 2|A||B|. (1.2.9)
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Observação 1.13. De (1.2.8) e do fato de que tr(AB−BA)2 =−|AB−BA|, podemos rees-
crever (1.2.9) na seguinte forma

− tr(AB−BA)2 ≤ 2 · trA2 · trB2. (1.2.10)



Capítulo 2

Fórmula de Simons para Imersões
Mínimas no Espaço Hiperbólico Hn+m

Nosso principal objetivo neste capítulo é deduzir a equação de Simons para imersões
mínimas em espaços de curvatura seccional constante, e, a partir desta, obter uma impor-
tante desigualdade para imersões mínimas no espaço hiperbólico. Essa desigualdade será
extensivamente utilizada nos principais teoremas do Capítulo 4.

Seguimos os passos apresentados em [2, 7, 8, 16, 18, 19, 21] para desenvolvermos a
Seção 2.1 e, inspirados por [3, 19], traçamos o roteiro da Seção 2.2.

2.1 Fórmula de Simons

Conforme vimos em (1.1.18), nós definimos o quadrado da norma da segunda forma
fundamental por

|A|2 = ∑
i, j,α

(hα
i j)

2.

Nos cálculos a seguir, por conveniência, usaremos a convenção em (1.1.29).
O principal resultado dessa seção é a Fórmula de Simons, que fornece uma expressão

para o laplaciano de |A|2. Para isso, analogamente ao que fazemos para funções u : U → R
(ver (1.1.5)), definimos o laplaciano da segunda forma fundamental hα

i j pela expressão

△hα
i j := ∑

k
hα

i jkk . (2.1.1)

Usando essa definição e os resultados vistos na Seção 1.1.2, é possível provar o seguinte:
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Teorema 2.1 (Fórmula de Simons). (Ver [8, 18]) Se f : Mn → Mm+n é uma imersão mínima
e Mm+n tem curvatura seccional constante, então vale

1
2
△|A|2 = |∇A|2 +nk|A2|+ ∑

α,β

tr(AαAβ −Aβ Aα)2 − ∑
α,β

[tr(AαAβ )]2. (2.1.2)

Demonstração. Primeiramente, pela definição de |A|2 e conforme (1.1.10), temos

△|A|2 =△

(
∑

i, j,α
(hα

i j)
2

)
= ∑

i, j,α
△(hα

i j)
2 = 2 ∑

i, j,α
(hα

i j△hα
i j + |∇hα

i j|2), (2.1.3)

Em (1.1.25), definimos |∇A|2 = ∑
i, j,α

|∇hα
i j|2 = ∑

i, j,k,α
(hα

i jk)
2, que, substituindo em (2.1.3),

fornece
1
2
△|A|2 = |∇A|2 + ∑

i, j,α
hα

i j△hα
i j. (2.1.4)

A partir de agora, vamos obter uma expressão mais clara para o termo

∑
i, j,α

hα
i j△hα

i j . (2.1.5)

Note que, por (1.1.36), vale a igualdade

hα
i jkk = hα

ik jk −Rα

i jkk,

que substituída em (2.1.1), justamente com hα
i j = hα

ji, implica em

△hα
i j = ∑

k
hα

i jkk = ∑
k

hα
ik jk −∑

k
Rα

i jkk = ∑
k

hα
ki jk −∑

k
Rα

i jkk. (2.1.6)

Novamente, por (1.1.36) e pela identidade de Ricci (1.1.28), obtemos

hα
ki jk = hα

kik j +∑
m

hα
mkRm

i jk +∑
m

hα
miR

m
k jk −∑

β

hβ

kiR
α

β jk

= hα
kki j −Rα

kik j +∑
m

hα
kmRm

i jk +∑
m

hα
miR

m
k jk −∑

β

hβ

kiR
α

β jk.
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Substituindo esse último resultado em (2.1.6) obtemos

△hα
i j = ∑

k

(
hα

kki j −Rα

kik j +∑
m

hα
kmRα

i jk +∑
m

hα
miR

m
k jk −∑

β

hβ

kiR
α

β jk

)
−∑

k
Rα

i jkk

= ∑
k

(
hα

kki j −Rα

kik j −Rα

i jkk

)
+∑

k

(
∑
m

hα
kmRm

i jk +∑
m

hα
miR

m
k jk −∑

β

hβ

kiR
α

β jk

)
.

(2.1.7)

Por outro lado, sabemos da equação de Gauss (1.1.19) e da equação de Ricci (1.1.21), que
vale

Rm
i jk = Rm

i jk +∑
β

(hβ

m jh
β

ik −hβ

mkhβ

i j) =⇒ Rm
k jk = Rm

k jk +∑
β

(hβ

m jh
β

kk −hβ

mkhβ

k j)

e

Rα

βkl = Rα

βkl +∑
i
(hα

ikhβ

il −hα
il hβ

ik) =⇒ Rα

β jk = Rα

β jk +∑
m
(hα

m jh
β

mk −hα
mkhβ

m j).

Usando as relações acima em (2.1.7), resulta em

△hα
i j = ∑

k

(
hα

kki j −Rα

kik j −Rα

i jkk

)
+∑

k

(
∑
m

hα
kmRm

i jk +∑
m

hα
miR

m
k jk −∑

β

hβ

kiR
α

β jk

)

= ∑
k

(
hα

kki j −Rα

kik j −Rα

i jkk

)
+∑

k

[
∑
m

hα
km

(
Rm

i jk +∑
β

(hβ

m jh
β

ik −hβ

mkhβ

i j)

)

+∑
m

hα
mi

(
Rm

k jk +∑
β

(hβ

m jh
β

kk −hβ

mkhβ

k j)

)
−∑

β

hβ

ki

(
Rα

β jk +∑
m
(hα

m jh
β

mk −hα
mkhβ

m j)

)]
.

Reagrupando os termos na última expressão, teremos

△hα
i j =∑

k

(
hα

kki j −Rα

kik j −Rα

i jkk

)
−∑

β ,k
hβ

kiR
α

β jk +∑
m,k

(
hα

kmRm
i jk +hα

miR
m
k jk
)

+ ∑
β ,m,k

[
hα

km(h
β

m jh
β

ik −hβ

mkhβ

i j)+hα
mi(h

β

m jh
β

kk −hβ

mkhβ

k j)−hβ

ki(h
α
m jh

β

mk −hα
mkhβ

m j)
]

=∑
k

(
hα

kki j −Rα

kik j −Rα

i jkk

)
−∑

β ,k
hβ

kiR
α

β jk +∑
m,k

(
hα

kmRm
i jk +hα

miR
m
k jk
)

+ ∑
β ,m,k

(
2hα

kmhβ

m jh
β

ik +hα
mih

β

m jh
β

kk −hα
kmhβ

kmhβ

i j −hα
mih

β

mkhβ

k j −hα
mkhβ

kih
β

mk

)
.

(2.1.8)
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Assumindo que M é localmente simétrica (ver (1.13)) temos, por (1.1.34), que valem as
igualdades

Rα

kik j = ∑
β

Rα

β ikhβ

k j +∑
β

Rα

kβkhβ

i j +∑
β

Rα

kiβ hβ

k j −∑
m

Rm
kikhα

m j,

e

Rα

i jkk = ∑
β

Rα

β jkhβ

ik +∑
β

Rα

iβkhβ

jk +∑
β

Rα

i jβ hβ

kk −∑
m

Rm
i jkhα

mk.

Substituindo esses resultados em (2.1.8), e usando que hα
i j = hα

ji e que Rα

i jk = −Rα

ik j (ver
(1.1.2)), resulta em

△hα
i j = ∑

k

(
hα

kki j −Rα

kik j −Rα

i jkk

)
−∑

β ,k
hβ

kiR
α

β jk +∑
m,k

(
Rm

i jkhα
km +Rm

k jkhα
mi
)

+ ∑
β ,m,k

(
2hα

kmhβ

m jh
β

ik +hα
mih

β

m jh
β

kk −hα
kmhβ

kmhβ

i j −hα
mih

β

mkhβ

k j −hα
mkhβ

kih
β

mk

)
= ∑

k

[
hα

kki j −

(
∑
β

Rα

β ikhβ

k j +∑
β

Rα

kβkhβ

i j +∑
β

Rα

kiβ hβ

k j −∑
m

Rm
kikhα

m j

)

−

(
∑
β

Rα

β jkhβ

ik +∑
β

Rα

iβkhβ

jk +∑
β

Rα

i jβ hβ

kk −∑
m

Rm
i jkhα

mk

)]
−∑

β ,k
hβ

kiR
α

β jk +∑
m,k

(
hα

kmRm
i jk +hα

miR
m
k jk
)

+ ∑
β ,m,k

(
2hα

kmhβ

m jh
β

ik +hα
mih

β

m jh
β

kk −hα
kmhβ

kmhβ

i j −hα
mih

β

mkhβ

k j −hα
mkhβ

kih
β

mk

)
= ∑

k
hα

kki j +∑
m,k

(
2Rm

i jkhα
km +Rm

k jkhα
mi +Rm

kikhα
m j
)

+∑
β ,k

(
−Rα

β jkhβ

ki −Rα

β ikhβ

k j −Rα

kβkhβ

i j −Rα

kiβ hβ

k j −Rα

β jkhβ

ik −Rα

iβkhβ

jk −Rα

i jβ hβ

kk

)
+ ∑

β ,m,k

(
2hα

kmhβ

m jh
β

ik +hα
mih

β

m jh
β

kk −hα
kmhβ

kmhβ

i j −hα
mih

β

mkhβ

k j −hα
mkhβ

kih
β

mk

)
= ∑

k
hα

kki j +∑
m,k

(
2Rm

i jkhα
km +Rm

k jkhα
mi +Rm

kikhα
m j
)

+∑
β ,k

(
2Rα

βk jh
β

ki −Rkβkhα
i j −Ri jβ hβ

kk +2Rα

βkih
β

k j

)
+ ∑

β ,m,k

(
2hα

kmhβ

m jh
β

ik +hα
mih

β

m jh
β

kk −hα
kmhβ

kmhβ

i j −hα
mih

β

mkhβ

k j −hα
mkhβ

kih
β

mk

)
.

(2.1.9)
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Agora, por hipótese, sabemos que a imersão f : Mn → Mm+n é mínima. Ou seja, hα
kk =

0, ∀k,α . Usando isso e (2.1.9) em (2.1.5), e efetuando algumas trocas convenientes de
índices, temos

∑
i, j,α

hα
i j ·△hα

i j = ∑
β ,k,i, j,α

(
2Rα

βk jh
β

kih
α
i j −Rkβkhα

i jh
α
i j +2Rα

βkih
β

k jh
α
i j

)
+ ∑

m,k,i, j,α

(
2Rm

i jkhα
kmhα

i j +Rm
k jkhα

mih
α
i j +Rm

kikhα
m jh

α
i j
)

+ ∑
α,i, j
β ,k,m

(
2hα

kmhβ

m jh
β

ikhα
i j −hα

kmhβ

kmhβ

i jh
α
i j −hα

mih
β

mkhβ

k jh
α
i j −hα

m jh
β

kih
β

mkhα
i j

)
= ∑

β ,k,i, j,α
(4Rα

βkih
β

k jh
α
i j −Rkβkhα

i jh
α
i j)+ ∑

m,k,i, j,α

(
2Rm

i jkhα
kmhα

i j +2Rm
kikhα

m jh
α
i j
)

+ ∑
α,i, j
β ,k,m

(
2hα

kmhβ

m jh
β

ikhα
i j −hα

kmhβ

kmhβ

i jh
α
i j −hα

mih
β

mkhβ

k jh
α
i j −hα

m jh
β

kih
β

mkhα
i j

)
.

(2.1.10)

Com relação ao último termo do lado direito da equação acima, notamos que, realizando algumas
trocas de índices, obtemos

∑
β ,m,k,i, j,α

(
2hα

kmhβ

m jh
β

ikhα
i j −hα

kmhβ

kmhβ

i jh
α
i j −hα

mih
β

mkhβ

k jh
α
i j −hα

m jh
β

kih
β

mkhα
i j

)
= ∑

β ,m,k,i, j,α

(
2hα

kmhβ

m jh
β

ikhα
i j −hα

mih
β

mkhβ

k jh
α
i j −hα

m jh
β

kih
β

mkhα
i j

)
− ∑

β ,m,k,i, j,α
hα

kmhβ

kmhβ

i jh
α
i j

= ∑
β ,m,k,i, j,α

(
hα

kmhβ

m jh
β

ikhα
i j −hα

mkhβ

m jh
β

jih
α
ik +hα

kmhβ

m jh
β

ikhα
i j −hα

m jh
β

kih
β

mkhα
i j

)
− ∑

β ,m,k,i, j,α
hα

i jh
α
kmhβ

i jh
β

km

= ∑
β ,m,k,i, j,α

(
(hβ

ikhα
i j −hβ

jih
α
ik)h

α
mkhβ

m j +(hα
kmhβ

m j −hα
m jh

β

mk)h
β

ikhα
i j

)
− ∑

β ,m,k,i, j,α
hα

i jh
α
kmhβ

i jh
β

km

= ∑
β ,m,k,i, j,α

(
(hβ

mkhα
m j −hβ

jmhα
mk)h

α
ikhβ

i j +(hα
kmhβ

m j −hα
m jh

β

mk)h
β

ikhα
i j

)
− ∑

β ,m,k,i, j,α
hα

i jh
α
kmhβ

i jh
β

km

= ∑
β ,m,k,i, j,α

(hα
kmhβ

jm −hα
jmhβ

km)(h
β

kih
α
ji −hα

kih
β

ji)− ∑
β ,m,k,i, j,α

hα
i jh

α
kmhβ

i jh
β

km

=− ∑
β ,l,k,i, j,α

(hα
ikhβ

jk −hα
jkhβ

ik)(h
α
il hβ

jl −hα
jlh

β

il )− ∑
β ,k,i,l, j,α

hα
l jh

α
ikhβ

l jh
β

ik.

E a equação (2.1.10) se torna

∑
α,i, j

hα
i j ·△hα

i j = ∑
α,β ,i, j,k

(
4Rαβkih

β

jkhα
i j −Rαkβkhα

i jh
β

i j

)
+ ∑

α,m,i, j,k
(2Rmkikhα

m jh
α
i j +2Rmi jkhα

mkhα
i j)

− ∑
α,β ,i, j,k,l

(hα
ikhβ

jk −hα
jkhβ

ik)(h
α
il hβ

jl −hα
jlh

β

il )− ∑
α,β ,i, j,k,l

hα
i jh

α
klh

β

ikhβ

kl.

(2.1.11)
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Agora lembramos que, por hipótese, a variedade ambiente Mn+m é uma forma espacial, isto é,
sua curvatura seccional é constante e igual a k. Nesse caso, por (1.1.11), sabemos que vale

RABCD = k(δACδBD −δADδBC),

onde

δAB =

{
1 se A = B,
0 se A ̸= B.

Portanto, somente se A ̸= B, teremos RABAB =−RABBA = k. Caso contrário, vale RABCD = 0. Usando
isso nos dois primeiros termos do lado direito de (2.1.11), concluímos que

∑
α,β ,i, j,k

(
4Rαβkih

β

jkhα
i j −Rαkβkhα

i jh
β

i j

)
+ ∑

α,m,i, j,k
(2Rmkikhα

m jh
α
i j +2Rmi jkhα

mkhα
i j)

=− ∑
α,β ,i, j,k

Rαkβkhα
i jh

β

i j + ∑
α,m,i, j,k

(2Rmkikhα
m jh

α
i j +2Rmi jkhα

mkhα
i j)

=− ∑
α,i, j,k
α ̸=k

Rαkαk(hα
i j)

2 +2 ∑
α,m, j,k
m ̸=k

Rmkmk(hα
m j)

2 +2 ∑
α,m,k
m̸=k

Rmkmk(hα
mk)

2 −2 ∑
α,m,k
m̸=k

Rmkkm(hα
mk)

2

= kn

(
− ∑

α,i, j
(hα

i j)
2 +2 ∑

α,m, j
(hα

m j)
2 +2 ∑

α,m,k
(hα

mk)
2 −2 ∑

α,m,k
(hα

mk)
2

)
= kn ∑

α,i, j
(hα

i j)
2

= kn|A|2,
(2.1.12)

onde na última igualdade utilizamos (1.1.18). Portanto, usando (2.1.11) e (2.1.12) em (2.1.4), obtemos

1
2
△|A|2 = ∑

i jα,k
(hα

i jk)
2 + ∑

i, j,α
hα

i j ·△hα
i j

= |∇A|2 +nk|A|2 − ∑
α,β ,i, j,k,l

(hα
ikhβ

jk −hα
jkhβ

ik)(h
α
il hβ

jl −hα
jlh

β

il )

− ∑
α,β ,i, j,k,l

hα
i jh

α
klh

β

i jh
β

kl.

(2.1.13)

Antes de prosseguirmos, lembramos que Aα denota uma matriz simétrica, e, por conseguinte, o traço
de Aα é dado por trAα = ∑

i
hα

ii ≡ 0, visto que supomos que a imersão f : Mn → Mm+n é mínima.

Além disso, dados α,β ∈ {n+1, ...,n+m}, definimos

Sαβ := ∑
i, j

hα
i jh

β

i j = Sβα .
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Considere a matriz simétrica (Sαβ )m×m. Pelos resultados de Álgebra Linear, sabemos que uma tal
matriz é diagonalizável, de forma que podemos escolher um referencial normal {en+1, ...,en+m} tal
que

Sαβ =

{
Sαα , se α = β ,

0, se α ̸= β .
(2.1.14)

Por simplicidade, denotamos Sα := Sαα . Pelas considerações acima, temos que

|A|2 = ∑
i, j,α

(hα
i j)

2 = ∑
α

(
∑
i, j
(hα

i j)
2

)
= ∑

α

Sα . (2.1.15)

No caso do produto matricial AαAβ , pela simetria das duas matrizes, seu traço será dado por

tr(AαAβ ) = ∑
i, j

hα
i jh

β

i j = Sαβ . (2.1.16)

Portanto, na matriz AαAβ −Aβ Aα = (ai j)n×n, temos que cada elemento será dado por

ai j = ∑
k
(hα

ikhβ

k j −hβ

ikhα
k j) = ∑

k
(hα

ikhβ

jk −hα
jkhβ

ik),

e seu traço claramente será
tr(AαAβ −Aβ Aα) = 0.

Por outro lado, temos que na matriz (AαAβ −Aβ Aα)2 = (bi j)n×n cada elemento é dado por

bi j = ∑
l

ailal j = ∑
l

(
∑
k
(hα

ikhβ

lk −hα
lkhβ

ik)

)(
∑
r
(hα

lrh
β

jr −hα
jrh

β

lr)

)
. (2.1.17)

Portanto, efetuando algumas trocas convenientes de índices, temos de (2.1.17) que

tr(AαAβ −Aβ Aα)2 = ∑
i

bii

= ∑
i

∑
j

(
∑
k
(hα

ikhβ

jk −hα
jkhβ

ik)

)(
∑

l
(hα

jlh
β

il −hα
il hβ

jl)

)
= ∑

i, j,k,l

(
hα

ikhβ

jk −hα
jkhβ

ik

)(
hα

jlh
β

il −hα
il hβ

jl

)
.

Por conseguinte, obtemos

∑
α,β ,i, j,k,l

(hα
ikhβ

jk −hα
jkhβ

ik)(h
α
il hβ

jl −hα
jlh

β

il ) =−∑
α,β

tr(AαAβ −Aβ Aα)2. (2.1.18)
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Analogamente, considerando o último termo do lado direto de (2.1.13) e usando (2.1.16), obtemos

∑
α,β ,i, j,k,l

hα
i jh

α
klh

β

i jh
β

kl = ∑
α,β

[
∑
i, j

hα
i jh

β

i j ∑
k,l

hα
klh

β

kl

]
= ∑

α,β

S2
αβ

= [tr(AαAβ )]2. (2.1.19)

Substituindo (2.1.18) e (2.1.19) em (2.1.13), obtemos o resultado desejado, a saber

1
2
△|A|2 = |∇A|2 +nk|A2|+ ∑

α,β

tr(AαAβ −Aβ Aα)2 − ∑
α,β

[tr(AαAβ )]2.

A fórmula de Simons para subvariedades mínimas em uma variedade riemanniana qual-
quer foi demonstrada, pela primeira vez, em [18]. Especificamente no caso do espaço
hiperbólico, a demonstração da fórmula de Simons utilizando formas diferenciais foi rea-
lizada em [8], que nos serviu de roteiro para a demonstração acima. Vejamos agora uma
importante desigualdade que poderá, mais adiante, ser aplicada à formula de Simons.

Proposição 2.1. (Ver [2, 19]) Nas condições do Teorema 2.1, vale

− ∑
α,β

tr(AαAβ −Aβ Aα)2 + ∑
α,β

[tr(AαAβ )]2 ≤ b(m)|A|4,

onde b(1) = 1 e b(m)≥ 3
2

, se m ≥ 2.

Demonstração. Vimos em (1.2.10) que, sendo Aα e Aβ matrizes simétricas, vale

− tr(AαAβ −Aβ Aα)2 ≤ 2tr(Aα)2 · tr(Aβ )2.
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Usando essa desigualdade, (2.1.16) e (2.1.14), obtemos

− ∑
α,β

tr(AαAβ −Aβ Aα)2 + ∑
α,β

[tr(AαAβ )]2

=− ∑
α ̸=β

tr(AαAβ −Aβ Aα)2 + ∑
α ̸=β

[tr(AαAβ )]2 +∑
α

[tr(Aα)2]2

≤ ∑
α ̸=β

2tr(Aα)2 · tr(Aβ )2 + ∑
α ̸=β

[tr(AαAβ )]2 +∑
α

[tr(Aα)2]2

= ∑
α ̸=β

2SαSβ + ∑
α ̸=β

S2
αβ

+∑
α

S2
α

= 4 ∑
α<β

SαSβ +∑
α

S2
α

= 2

[(
∑
α

Sα

)2

−∑
α

S2
α

]
+∑

α

S2
α

= 2
(

∑
α

Sα

)2

−∑
α

S2
α ,

(2.1.20)

onde, pela desigualdade (1.2.6), e lembrando que n+1 ≤ α ≤ n+m, temos que

∑
α

S2
α ≥ 1

m

(
∑
α

Sα

)2

=⇒−∑
α

S2
α ≤− 1

m

(
∑
α

Sα

)2

.

Usando esse último resultado em (2.1.20), conclui-se que

− ∑
α,β

tr(AαAβ −Aβ Aα)2 + ∑
α,β

[tr(AαAβ )]2 ≤ 2
(

∑
α

Sα

)2

− 1
m

(
∑
α

Sα

)2

.

Substituindo (2.1.15) na expressão acima, e denotando b(m) = 2− 1
m

, resulta que

− ∑
α,β

tr(AαAβ −Aβ Aα)2 + ∑
α,β

[tr(AαAβ )]2 ≤ b(m)|A|4,

onde b(1) = 1 e b(m)≥ 3
2

, se m ≥ 2.

Foi provado em [2], utilizando o método de lagrange, que a desigualdade acima pode ser
refinada no caso m ≥ 2, tornando-se

− ∑
α,β

tr(AαAβ −Aβ Aα)2 + ∑
α,β

[tr(AαAβ )]2| ≤ 3
2
|A|4. (2.1.21)
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Assim, podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposição 2.2. (Ver [2, 19]) Nas condições do Teorema (2.1), vale

− ∑
α,β

tr(AαAβ −Aβ Aα)2 + ∑
α,β

[tr(AαAβ )]2 ≤ b(m)|A|4 (2.1.22)

onde b(1) = 1 e b(m) =
3
2
, m ≥ 2.

Demonstração. Segue diretamente da Proposição (2.1) juntamente com (2.1.21)

Um outro resultado que será útil mais adiante é o de Xin e Yang [21], a saber

Proposição 2.3. (Ver [21]) Se f : Mn → Mm+n é uma imersão cujo vetor curvatura média é
paralelo em Mn+m, então vale

|∇A|2 −|∇|A||2 ≥ 2
mn

|∇|A||2. (2.1.23)

Em particular, vale o resultado acima no caso em que f : Mn ↪→ Mm+n é uma imersão
mínima (isto é, quando H ≡ 0).

A fórmula de Simons possui diversas aplicações em subvariedades mínimas do espaço
euclidiano, esférico e hiperbólico. Veremos na próxima seção um breve estudo dessa fórmula
no espaço hiperbólico.

2.2 Fórmula de Simons no Espaço Hiperbólico

Nesta seção, obteremos resultados envolvendo a fórmula de Simons em Hn+m, que
nos permitirão provar uma desigualdade que será utilizada na demonstração dos principais
teoremas do Capítulo 4. As considerações a seguir foram baseadas em [3, 19].

Proposição 2.4. (Ver [19]) Se f : Mn →Hm+n é uma imersão mínima no espaço hiperbólico,
então vale

|A|△|A|+b(m)|A|4 +n|A|2 ≥ 2
mn

|∇|A||2, (2.2.1)

onde b(1) = 1 e b(m) =
3
2
, m ≥ 2.

Demonstração. Pelas propriedades do laplaciano de funções em variedades (ver (1.1.10)), e
lembrando que ∇|A|2 é o vetor gradiente usual da função |A|2, sobre o qual se aplicam as
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regras gerais de derivação, temos que

△|A|2 = div(∇|A|2) = div(2|A|∇|A|) = 2|A| ·div(∇|A|)+ ⟨∇|A|,∇|A|⟩
= 2|A|△|A|+2|∇|A||2.

(2.2.2)

Usando a fórmula de Simons (2.1.2) em (2.2.2), resulta que

1
2
△|A|2 = |∇A|2 +nk|A2|+ ∑

α,β

tr(AαAβ −Aβ Aα)2 − ∑
α,β

[tr(AαAβ )]2.

Substituindo a desigualdade (2.1.22), isto é,

− ∑
α,β

tr(AαAβ −Aβ Aα)2 + ∑
α,β

[tr(AαAβ )]2 ≤ b(m)|A|4,

na igualdade anterior, vemos que

|∇A|2 ≤ 1
2
△|A|2 −nk|A|2 +b(m)|A|4.

Substituindo (2.2.2) nessa última desigualdade, obtemos

|∇A|2 ≤ |∇|A||2 + |A|△|A|−nk|A|2 +b(m)|A|2. (2.2.3)

Finalmente, substituindo (2.2.3) em (2.1.23), e usando que no espaço hiperbólico temos
k ≡−1, concluímos que

|A|△|A|+b(m)|A|2 +n|A|2 ≥ 2
mn

|∇|A||2.

Agora vamos mostrar mais uma importante desigualdade que também pode ser obtida da
Proposição 2.3.

Proposição 2.5. (Ver [3]) Seja α > 0 uma constante positiva. Então, nas condições da
Proposição 2.4, vale

|A|α△|A|α ≥
(

1− mn−2
mnα

)
|∇|A|α |2 −b(m)α|A|2α+2 −αn|A|2α . (2.2.4)
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Demonstração. Dado α > 0, observe que, pelas propriedades do vetor gradiente e do lapla-
ciano de funções (ver (1.1.10)), obtém-se que

|A|α△|A|α = |A|α ·div(∇|A|α)
= |A|α ·div(α|A|α−1

∇|A|)
= |A|α(α∇|A|α−1

∇|A|+α|A|α−1△|A|)
= |A|α

[
α(α −1)|A|α−2|∇|A||2 +α|A|α−1△|A|

]
= α(α −1)|A|2α−2|∇|A||2 +α|A|2α−1△|A|
= α(α −1)|A|2(α−1)|∇|A||2 +α|A|2(α−1)|A|△|A|

=
α −1

α
α

2|A|2(α−1)|∇|A||2 +α|A|2(α−1)|A|△|A|.

(2.2.5)

Contudo,

∇|A|α = α|A|α−1
∇|A| =⇒ |∇|A|α |2 = α

2|A|2(α−1)|∇|A||2.

Substituindo a última igualdade em (2.2.5) e usando (2.2.1), resulta em

|A|α△|A|α =
α −1

α
|∇|A|α |2 +α|A|2(α−1)|A|△|A|]

≥ α −1
α

|∇|A|α |2 +α|A|2(α−1)
(

2
mn

|∇|A||2 −b(m)|A|4 −n|A|2
)

=
α −1

α
|∇|A|α |2 + 2α

mn
|A|2(α−1)|∇|A||2 −b(m)α|A|2α+2 −αn|A|2α

=
α −1

α
|∇|A|α |2 + 2

mnα
α

2|A|2(α−1)|∇|A||2 −b(m)α|A|2α+2 −αn|A|2α

=
α −1

α
|∇|A|α |2 + 2

mnα
|∇|A|α |2 −b(m)α|A|2α+2 −αn|A|2α ,

(2.2.6)

que, agrupando termos semelhantes, torna-se

|A|α△|A|α ≥
(

1− mn−2
mnα

)
|∇|A|α |2 −b(m)α|A|2α+2 −αn|A|2α ,

onde b(1) = 1 e b(m) =
3
2

, se m ≥ 2.

Uma última consequência dos resultados provados até agora é a desigualdade fundamental
(Teorema 2.2 a seguir), que nos permitirá demonstrar os principais resultados do Capítulo 4.
Uma breve observação é que, ao integrarmos sobre M, iremos, por conveniência, omitir o
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elemento de volume dVM dado pela métrica g induzida pela imersão, lembrando sempre que
sua presença ali está implícita.

Teorema 2.2. (Ver [3]) Seja f : Mn →Hm+n uma imersão mínima no espaço hiperbólico.
Para quaisquer constantes α > 0, q ≥ 0, e qualquer função real f ∈C∞

0 (M), vale a desigual-
dade (

2(q+1)− mn−2
mnα

− ε

)∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2 ≤ 1

ε

∫
M
|A|2(q+1)α |∇ f |2

+b(m)α
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2 +αn

∫
M
|A|2(q+1)α f 2.

(2.2.7)

Demonstração. Multiplicando a desigualdade (2.2.4) pela função |A|2αq f 2 ∈C∞
0 (M) e inte-

grando sobre M, obtemos

∫
M
|A|(2q+1)α△|A|α f 2 ≥

(
1− mn−2

mnα

)∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2

−b(m)α
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2 −αn

∫
M
|A|2(q+1)α f 2.

(2.2.8)

Por outro lado, usando que f ∈C∞
0 (M) e o Teorema da Divergência (1.1) sobre o campo

vetorial |A|(2q+1)α
∇|A|α f 2 , temos que

0 =
∫

M
div
(
|A|(2q+1)α

∇|A|α f 2
)
= (2q+1)α

∫
M
|A|(2q+1)α−1⟨∇|A|,∇|A|α⟩ f 2

+2
∫

M
|A|(2q+1)α⟨∇ f ,∇|A|α⟩ f +

∫
M
|A|(2q+1)α△|A|α f 2,
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que, usando (2.2.6) e a Desigualdade de Cauchy Schwarz (1.2.5), torna-se∫
M
|A|(2q+1)α△|A|α f 2 =−(2q+1)α

∫
M
|A|(2q+1)α−1 ·

(
α|A|α−1⟨∇|A|,∇|A|⟩

)
f 2

−2
∫

M
|A|(2q+1)α⟨∇ f ,∇|A|α⟩ f

=−(2q+1)α2
∫

M
|A|2q+2α−2|∇|A||2 f 2

−2
∫

M
|A|(2q+1)α f ⟨∇ f ,∇|A|α⟩ f

=−(2q+1)
∫

M

(
α

2|A|2α−2|∇|A||2
)
|A|2qα f 2

−2
∫

M
|A|(2q+1)α f ⟨∇ f ,∇|A|α⟩ f

=−(2q+1)
∫

M
|∇|A|α |2|A|2qα f 2 −2

∫
M
|A|(2q+1)α⟨∇ f ,∇|A|α⟩ f

≤−(2q+1)
∫

M
|∇|A|α |2|A|2qα f 2 −2

∫
M
|A|(2q+1)α f |∇ f ||∇|A|α |.

(2.2.9)

Além disso, note que, no último termo da expressão acima, usando a Desigualdade de

Young (1.2.7), considerando p = q = 2, e consequentemente C
(

ε

2

)
=

1
2ε

, obtemos

2|A|(2q+1)α f |∇ f ||∇|A|α | ≤ ε (|A|αq f |∇|A|α |)2 +
1
ε

(
|A|(q+1)α |∇ f |

)2
.

Substituindo o resultado acima em (2.2.9), e agrupando termos semelhantes, resulta em∫
M
|A|(2q+1)α△|A|α f 2 ≤−(2q+1− ε)

∫
M
|∇|A|α |2|A|2qα f 2 (2.2.10)

+
1
ε

∫
M
|A|2(q+1)α |∇ f |2.

Comparando a desigualdade acima com (2.2.8), obtemos(
1− mn−2

mnα

)∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2 −b(m)α

∫
M
|A|2(q+1)α+2 f 2 −αn

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

≤−(2q+1− ε)
∫

M
|∇|A|α |2|A|2qα f 2 +

1
ε

∫
M
|A|2(q+1)α |∇ f |2,
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que, reordenando os termos e agrupando fatores semelhantes, implica em(
2(q+1)− mn−2

mnα
− ε

)∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2 ≤ 1

ε

∫
M
|A|2(q+1)α |∇ f |2

+b(m)α
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2 +αn

∫
M
|A|2(q+1)α f 2.

O próximo capítulo será dedicado, dentre outros fatos importantes, ao estudo de superes-
tabilidade em subvariedades mínimas do espaço hiperbólico.



Capítulo 3

Estimativas de Estabilidade em
Subvariedades Mínimas do Espaço
Hiperbólico

Nesse capítulo, vamos tratar das fórmulas de primeira e segunda variações do volume
em subvariedades do espaço hiperbólico. Também apresentamos alguns resultados sobre
operadores da forma △+ µ (sendo µ : M → R função contínua) agindo em variedades
riemannianas, obtendo uma expressão (a fórmula de Rayleigh) para o primeiro autovalor λ1

associado a esses operadores. Por fim, vamos usar os conceitos vistos para tratar de superes-
tabilidade em subvariedades mínimas do espaço hiperbólico e demonstrar dois teoremas a
respeito.

A Seção 3.1 foi baseada em [17, 18], enquanto que a Seção 3.2 foi baseada em [4–
6, 15, 17, 21].

3.1 Fórmulas da Primeira e Segunda Variações

Vamos tratar de campos variacionais em variedades riemannianas e utilizar as fórmulas
da primeira e segunda variações do volume n−dimensional, para apresentar o conceito de
superestabilidade em subvariedades mínimas do espaço hiperbólico Hn+m.

Definição 3.1. Seja f : Mn → Mm+n uma imersão isométrica. Dizemos que uma família { ft}
de imersões ft : Mn → Mm+n, com t ∈ [0,1], é uma variação da imersão f se f0 = f e se a
aplicação F : M× [0,1]→ M definida por F(p, t) = ft(p) é diferenciável.
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Uma variação { ft} de f induz de forma natural um campo de vetores em M definido ao
longo da imagem de M por f . Esse campo de vetores será denotado E e definido da seguinte
foma:

Seja
∂

∂ t
o campo vetorial canônico sobre a componente [0,1] em M× [0,1]. Definimos

E(p) = dF
(

∂

∂ t
(p,0)

)
, p ∈ M,

onde dF : TpM× [0,1]→ TpM é diferenciável, por definição.
Visto que E ∈ T pM, temos que E pode ser decomposto em uma componente ET tangente

a M e uma componente EN normal à M.

Note que, para cada t, a métrica induzida pela imersão ft faz corresponder a M um
elemento de volume que denotaremos dVt . Sendo assim, definimos o volume n-dimensional
de ft(M) por

Vol(Mt) =
∫

M
dVt .

De agora em diante, por conveniência, assim como fizemos no capítulo anterior, será
omitida a expressão dVt ao final de integrais sobre M. Considere a derivada

dVol(Mt)

dt
=

d
dt

∫
M

dVt .

Chamaremos de primeira variação do volume de M o valor
dVol(Mt)

dt

∣∣∣∣
t=0

. Um resultado

conhecido de geometria riemanniana é o seguinte teorema.

Teorema 3.1. (Ver [18]) Seja f : Mn → Mm+n uma imersão isométrica. Se M é compacta,
então

dVol(Mt)

dt

∣∣∣∣
t=0

=−
∫

M
⟨EN ,H⟩+

∫
∂M

θET ,

onde H é o vetor curvatura média da imersão f e θET denota a (n−1)-forma volume de ∂M,
induzida pelo campo vetorial ET .

A expressão acima se torna ainda mais simples quando supomos que o campo variacional
E é normal à subvariedade M. Nesse caso, não existe forma volume sobre ∂M induzida pelo
campo nulo ET , e a fórmula da primeira variação torna-se

dVol(Mt)

dt

∣∣∣∣
t=0

=−
∫

M
⟨EN ,H⟩.
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Observação 3.1. A fórmula da primeira variação ainda é válida quando M não é compacta,
desde que o campo variacional E tenha suporte compacto em M. De agora em diante, só
consideraremos tais campos. Nessas condições, a fórmula da primeira variação é válida
também para subvariedades completas.

Em particular, quando f : Mn → Mm+n for uma imersão mínima, isto é, H ≡ 0, então
temos que

dVol(Mt)

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0,

ou seja, M será um ponto crítico da primeira variação do volume.

Uma questão natural é saber sobre quais condições M = Mt |t=0 será, não apenas crítico,
mas também mínimo local da função volume n−dimensional de qualquer variação { ft}, cujo
campo variacional E é normal e tenha suporte compacto em M.

Um resultado que responde tal questão levantada é a seguinte fórmula para a chamada
segunda variação do volume.

Teorema 3.2. (Ver [18]) Seja M uma subvariedade mínima e completa de M. Considere uma
variação { ft} tal que o campo vetorial associado é da forma E = f ν , onde ν é um campo de
vetores normais unitários em M e f é uma função C∞

0 (M), donde E tem suporte compacto
em M. Podemos supor, sem perda de generalidade, que ν = eα é um dos componentes do
referencial adaptado {eA}. Então, vale

d2V (Mt)

dt2

∣∣∣∣
t=0

=
∫

M
|∇ f |2 − f 2RicM(eα ,eα)− f 2|Aα |2,

onde, em cada p ∈ M, RicM : NpM → R denota a curvatura de Ricci, dada por

RicM(eα) =
n

∑
i=1

Riαiα .

Corolário 3.1. Nas condições do Teorema 3.2, se supormos que Mm+n
=Hm+n, temos

d2Vol(Mt)

dt2 ≥
∫

M
|∇ f |2 − (|A|2 −n) f 2.

Demonstração. Visto que Mm+n
=Hm+n, temos que sua curvatura seccional é constante e

satisfaz k =−1. Portanto vale (1.1.11), isto é

RABCD = k(δACδBD −δADδBC).
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Em particular, isso significa que Riαiα =−1, o que implica em

RicM(eα) =−n.

Pelo Teorema 3.2, a fórmula da segunda variação se torna

d2V (Mt)

dt2

∣∣∣∣
t=0

=
∫

M
|∇ f |2 +n f 2 − f 2|Aα |2.

Usando, mais ainda, que |A| ≥ |Aα |, logo −|Aα |2 ≥−|A|2, teremos que

d2Vol(Mt)

dt2 ≥
∫

M
|∇ f |2 − (|A|2 −n) f 2.

Agora, motivados pelas considerações anteriores, apresentamos a seguinte definição:

Definição 3.2. (Ver [17]) Uma subvariedade completa e mínima Mn do espaço hiperbólico
Hn+m é dita superestável quando∫

M
|∇ f |2 − (|A|2 −n) f 2 ≥ 0.

Observação 3.2. O Corolário 3.1 esclarece o significado da definição de superestabilidade, e

justifica a escolha desse termo. De fato, se M for superestável, então
d2Vol(Mt)

dt2 ≥ 0 e M
será, não somente ponto crítico da primeira variação do volume, mas também mínimo local
do volume, considerando campos variacionais normais com suporte compacto em M.

A próxima seção tratará do chamado operador de superestabilidade, que guarda estreita
relação com o conceito visto acima.

3.2 Operador de Superestabilidade

Nessa seção, vamos apresentar os resultados iniciais que permitem mensurar a super-
estabilidade de uma subvariedade mínima do espaço hiperbólico Hn+m. Esses resultados
serão utilizados para demonstrar alguns dos principais teoremas que estão no Capítulo 4.

Na primeira subseção, apresentamos resultados envolvendo operadores agindo sobre
funções definidas em variedades diferenciáveis e provamos a fórmula de Rayleight, que
posteriormente será utilizada para definir o chamado primeiro autovalor λ1 do operador
△+µ em uma variedade M.
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Na segunda subseção, tratamos de propriedades gerais do primeiro autovalor λ1 em
subvariedades do espaço hiperbólico.

Na última subseção, definimos o primeiro autovalor λ̄1 do operador de estabilidade
△+ |A|−n em subvariedades mínimas do espaço hiperbólico e provar alguns teoremas sobre
superestabilidade nessas subvariedades.

A Subseção 3.2.1 foi baseada em [5], enquanto que a Subseção 3.2.2 foi inspirada por
[6, 9, 15], ao passo que Subseção 3.2.3 seguiu os passos mostrados em [4, 17].

3.2.1 Primeiro Autovalor do Operador △+µ em Variedades Rieman-
nianas

Seja M uma variedade riemanniana com métrica g e ⟨,⟩ o produto interno usual induzido
por g, onde | · | é a norma proveniente desse produto. Conforme a Definição 1.14, denotamos
por L2(M) o espaço de funções mensuráveis f em M tais que∫

M
| f |2 <+∞.

O produto interno (,) e a norma ∥ · ∥ em L2(M) serão dados por

( f ,h) =
∫

M
f h, ∥ f∥2 = ( f , f ),

para todo f ,h ∈ L2(M). Nas condições acima, L2(M) é um espaço de Hilbert. Vamos definir
a noção de derivada fraca nesse espaço de funções.

Definição 3.3. Denotamos por L2(M) o conjunto dos campos vetoriais contínuos em M,
com o produto interno (,)1 e a norma ∥ · ∥ dados, respectivamente, por

(X ,Y )1 :=
∫

M
⟨X ,Y ⟩

e
∥X∥2

1 :=
∫

M
|X |2 =

∫
M
⟨X ,X⟩.

Pela forma como foi definido, L2(M) é um espaço métrico completo (isto é, um espaço
de Hilbert).

Agora, considere uma função f ∈C1(M) e um campo vetorial X que é C1 e com suporte
compacto em M. Usando (1.1.9), segue-se que

(∇ f ,X)1 =
∫

M
⟨∇ f ,X⟩=

∫
M
[div( f X)− f ·divX ] .
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Aplicando o Teorema da Divergência 1.1 no campo vetorial f X , e substituindo na última
expressão, implica em

(∇ f ,X)1 =−
∫

M
f ·divX =−( f ,divX), (3.2.1)

onde (,) denota o produto interno em L2(M), conforme definido anteriormente. Vamos
aplicar essa relação a um conjunto mais amplo de funções.

Dada uma função f ∈ L2(M), dizemos que o campo vetorial Y ∈ L2(M) é a derivada
fraca de f se

(Y,X)1 =−( f ,divX),

para todo campo vetorial X que seja C1 e que tenha suporte compacto em M. Nessas
condições, escrevemos Y = Grad f .

É claro que se f for uma função C1 em M, então, por (3.2.1), sua derivada fraca coincide
com a sua diferencial usual, isto é, Grad f = ∇ f .

A partir da definição de derivada fraca, denotamos por W 1,2
0 (M) o subespaço de L2(M)

constituído pelas funções f ∈ L2(M) com suporte compacto em M e que possuem derivadas
fracas. Tal espaço será chamado de espaço de Sobolev em M, e seu produto interno ⟨,⟩1 é
definido por

⟨ f ,h⟩1 = ⟨ f ,h⟩+(Grad f ,Grad h)1.

Consequentemente, a norma em W 1,2
0 (M) é dada por

∥ f∥2
1 = ∥ f∥2 +∥Grad f∥2

1.

Mais ainda, podemos definir no espaço de Sobolev uma forma bilinear e simétrica, dada por

B[ f ,h] := (Grad f ,Grad h)−
∫

M
µ f ·h ∀ f ,h ∈W 1,2

0 (M).

É claro que o espaço de Sobolev W 1,2
0 (M) é mais amplo que o espaço das funções diferen-

ciáveis com suporte compacto em M, de forma que, por exemplo, temos C2
0(M)⊂W 1,2

0 (M),
com o produto interno e a norma induzidos.

Agora, dada uma função contínua µ em M, considere o problema de encontrar todos os
valores reais λ para os quais existe uma solução não nula φ ∈C2

0(M) para a equação

(△+µ)φ +λφ = 0.



3.2 Operador de Superestabilidade 50

Cada número λ para o qual o problema acima tem solução será chamado autovalor do
operador △+ µ . O espaço vetorial de soluções associado a λ será chamado autoespaço,
e cada elemento desse espaço será chamado autofunção. Um fato interessante é que se
φ ,ψ ∈C2

0(M) são autofunções associadas aos autovalores λ ,τ , respectivamente, então, por
(1.2.4), segue-se que

0 =
∫

M
(φ△ψ −ψ△φ) =

∫
M
(φ · (−τ −µ)ψ −ψ · (−τ −µ)φ)

=
∫

M
(−τ ·φψ +λ ·φψ) = (λ − τ)

∫
M

φψ.

Logo, se λ e τ são autovalores distintos, então (φ ,ψ) = 0, ou seja, os autoespaços associados
a λ e τ são ortogonais. Também é importante comentar que, se φ é uma autofunção associada
ao autovalor λ , então γφ , para todo γ ∈R, também será uma autofunção associada ao mesmo
autovalor λ , pois

(△+µ)(γφ)+λ (γφ) = γ [(−τ −µ)φ +λφ ] = 0.

Em particular,
φ

∥φ∥
é uma autofunção de λ com norma unitária.

Assim, podemos considerar no espaço C2
0(M) uma base φ1,φ2,φ3, ... ortonormal de

autofunções, associadas aos autovalores (distintos entre si) λ1,λ2,λ3, ..., respectivamente.
Assim, toda função f ∈C2

0(M) pode ser escrita da forma

f =
∞

∑
j=1

( f ,φ j)φ j,

de maneira que vale

∥ f∥2 =

〈
∞

∑
i=1

( f ,φi)φi,
∞

∑
j=1

( f ,φ j)φ j

〉
=

∞

∑
j=1

( f ,φ j)
2.

As duas expressões anteriores são chamadas Identidades de Parseval, e serão utilizadas mais
adiante. Uma primeira expressão para os autovalores λ é dada pela seguinte proposição:

Proposição 3.1. (Ver [5]) Se λ é um autovalor real do problema

(△+µ)φ +λφ = 0, φ ∈C2
0(M), φ ̸= 0
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e φ é uma autofunção associada a λ , então

λ = ∥φ∥−2
∫

M
|∇φ |2 +µφ

2.

Demonstração. De fato, temos que

0 = (△+µ)φ +λφ ⇐⇒ 0 = ∥(△+µ)φ +λφ∥2

= ((△+µ)φ +λφ ,(△+µ)φ +λφ)

= ∥(△+µ)φ∥2 +λ
2∥φ∥2 +2λ (φ ,(△+µ)φ),

onde, visto que (△+µ)φ =−λφ , pela desigualdade de Cauchy Schwars (1.2.5), obtemos
que

(φ ,(△+µ)φ) = ∥φ∥ · ∥(△+µ)φ∥

Resolvendo equação quadrática em λ

λ
2∥φ∥2 +2∥φ∥ · ∥(△+µ)φ∥+∥(△+µ)φ∥2 = 0,

segue-se que

λ =
−2∥φ∥ · ∥(△+µ)φ∥±

√
4∥φ∥2∥(△+µ)φ∥2 −4∥φ∥2∥(△+µ)φ∥2

2∥φ∥2

=
−2∥φ∥ · ∥(△+µ)φ∥

2∥φ∥2

=−∥φ∥−2 · (φ ,(△+µ)φ)

=−∥φ∥−2
∫

M
φ · (△+µ)φ

= ∥φ∥−2
∫

M
⟨∇φ ,∇φ⟩−µφ

2

= ∥φ∥−2
∫

M
|∇φ |2 +µφ

2,

onde usamos a identidade de Green (1.2.3) na antepenúltima linha.

A proposição anterior tem uma importante implicação quando consideramos o operador
simétrico △ em M, conforme vemos a seguir:

Lema 3.1. Nas condições da Proposição 3.1, se µ ≡ 0 em M, então todo autovalor λ é não
negativo.
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Demonstração. Pelo que vimos na proposição anterior teremos que, para toda autofunção
associada a λ , vale

λ = ∥φ∥−2
∫

M
|∇φ |2 ≥ 0.

O próximo resultado mostra que existe um menor autovalor λ1 para o problema apresen-
tado na Proposição 3.1.

Proposição 3.2. (Ver [5]) Sejam µ uma função contínua e △+µ um operador em M. Existe
um autovalor λ1 ∈ R do problema

(△+µ)φ +λφ = 0, φ ∈C2
0(M), φ ̸= 0, (3.2.2)

tal que, se λ ∈ C for qualquer outro autovalor, teremos que

Re(λ )≥ λ1,

onde Re(λ ) denota a parte real do número complexo λ .

O valor λ1 na Proposição 3.2 é chamado primeiro autovalor do operador △+µ . Especi-
almente no caso µ ≡ 0, λ1 será chamado primeiro autovalor de M.

Agora, dada uma função φ ∈C2
0(M), considere o problema de determinar f ∈W 1,2

0 (M)

tal que
((△+µ)φ , f ) =−B[φ , f ]. (3.2.3)

É claro que, pela identidade de Green (1.2.3), toda função f ∈C2
0(M) satisfaz (3.2.3), visto

que

((△+µ)φ , f ) =
∫

M
f△φ +µ f ·φ =

∫
M
−⟨∇φ ,∇ f ⟩+µ f ·φ

=−(Grad f ,Grad φ)+
∫

M
µ f ·φ =−B[φ , f ].

Essa conclusão permite obter uma estimativa para o valor λ1, conforme a seguir.

Proposição 3.3. (Ver [5]) Sejam µ : M → R uma função contínua e △+µ um operador em
M, associados à forma bilinear

B[ f ,h] = (Grad f ,Grad h)−
∫

M
µ f ·h.
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Se λ1 é o primeiro autovalor do operador △+µ , e f ∈C2
0(M) é uma função qualquer, então

λ1 ≤
D[ f , f ]
∥ f∥2 .

Demonstração. Sejam {φ1,φ2, ...} uma base completa ortonormal de autofunções de C2
0(M),

associada aos autovalores {λ1,λ2, ...}, e f ∈C2
0(M) uma função qualquer. Se denotarmos

α j = ( f ,φ j),

então segue-se das identidades de Parseval que

f −
∞

∑
j=1

α jφ j = 0.

Portanto, e lembrando que cada uma das funções φ j satisfaz o problema (3.2.2), isto é

(△+µ)φ j =−λ jφ j,

obtemos o seguinte

0 = B

[
f −

∞

∑
j=1

α jφ j, f −
∞

∑
j=1

α jφ j

]

= B[ f , f ]−2
∞

∑
j=1

α jB[ f ,φ j]+∑
i, j

αiα jB[φi,φ j]

= B[ f , f ]+2
∞

∑
j=1

α j( f ,(△+µ)φ j)−∑
i, j

αiα j(φi,(△+µ)φ j)

= B[ f , f ]−2
∞

∑
j=1

α j( f ,λ jφ j)+∑
i, j

αiα jλ j(φi,φ j)

= B[ f , f ]−2
∞

∑
j=1

λ jα
2
j +

∞

∑
j=1

λ jα
2
j

= B[ f , f ]−
∞

∑
j=1

λ jα
2
j .

Usando essa última expressão, obtemos a seguinte estimativa para o primeiro autovalor λ1

B[ f , f ] =
∞

∑
j=1

λ jα
2
j ≥ λ1

∞

∑
j=1

α
2
j = λ1∥ f∥2,
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provando a desigualdade λ1 ≤
D[ f , f ]
∥ f∥2 .

O próximo resultado fornece a fórmula de Rayleigh, e mostra que a desigualdade na pro-
posição anterior se torna igualdade quando consideramos f uma das autofunções associadas
ao primeiro autovalor λ1.

Teorema 3.3 (Fórmula de Rayleigh). (Ver [5]) Nas condições da Proposição 3.3, se λ1 é o
primeiro autovalor do operador △+µ , e f ∈C2

0(M) é uma autofunção associada a λ1, então

λ1 =
B[ f , f ]
∥ f∥2 .

Demonstração. Analogamente à demonstração anterior, seja {φ1,φ2, ...} uma base completa
ortonormal de autofunções de C2

0(M), associada aos autovalores {λ1,λ2, ...}, e seja f uma
autofunção (logo f ∈C2

0(M)) associada a λ1. Se denotarmos

α j = ( f ,φ j),

então segue-se das identidades de Parseval que

f −
∞

∑
j=1

α jφ j = 0.

Assim, e lembrando que para toda φ ∈C2
0(M), temos que f ∈C2

0(M) satisfaz

((△+µ)φ , f ) =−B[φ , f ],

que equivale, sem perda de generalidade, a

(φ ,(△+µ) f ) =−B[φ , f ],

e usando que f , por ser autofunção, satisfaz

(△+µ) f =−λ f ,
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obtemos que

0 = B

[
f −

∞

∑
j=1

α jφ j, f −
∞

∑
j=1

α jφ j

]

= B[ f , f ]−2
∞

∑
j=1

α jB[ f ,φ j]+B[ f , f ]

= 2B[ f , f ]+2
∞

∑
j=1

α j((△+µ) f ,φ j)

= 2B[ f , f ]−2
∞

∑
j=1

α j(λ1 f ,φ j)

= 2B[ f , f ]−2λ1

∞

∑
j=1

α
2
j

= B[ f , f ]−λ1∥ f∥2,

o que implica diretamente em

λ1 =
B[ f , f ]
∥ f∥2 .

A fórmula de Rayleigh é especialmente importante, porque usando ela e a Proposição
3.3, é imediato que

λ1 = inf
f∈C2

0(M), f ̸=0

B[ f , f ]
∥ f∥2 . (3.2.4)

Mas observe que, para f ∈ C2
0(M), temos que Grad f = ∇ f , e obtemos, da definição da

forma bilinear B, que

B[ f , f ] = (Grad f ,Grad f )−
∫

M
µ f 2 =

∫
M

(
⟨∇ f ,∇ f ⟩−µ f 2)= ∫

M

(
|∇ f |2 −µ f 2) .

Assim, podemos reescrever (3.2.4) da forma

λ1 = inf
f∈C∞

0 (M), f ̸=0

∫
M
(
|∇ f |2 −µ f 2)∫

M f 2 .

Essa expressão é utilizada como definição para λ1 em diversos trabalhos que tratam do
operador de estabilidade (ver, por exemplo, [3, 4, 17, 19]), e dela decorrem muitos resultados
sobre estabilidade em subvariedades, conforme veremos na próxima seção.



3.2 Operador de Superestabilidade 56

3.2.2 Propriedades do Primeiro Autovalor Associado a △+µ

Nesta seção, apresentamos os primeiros resultado acerca do primeiro autovalor de um ope-
rador △+µ em variedades riemannianas. Tais resultados serão importantes para demonstrar
alguns dos principais teoremas do Capítulo 4.

Definição 3.4. Sejam M uma variedade riemanniana e µ : M → R uma função contínua.
Definimos o primeiro autovalor do operador Lµ =△+µ por

λ1(Lµ ,M) = inf
f∈C∞

0 (M), f ̸=0

∫
M
(
|∇ f |2 −µ f 2)∫

M f 2 .

Observação 3.3. No caso em que µ = 0, denotamos λ1(L0,M) por λ1(M). É imediato, da
definição, que

λ1

∫
M

f 2 ≤
∫

M
|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M) , f ̸= 0. (3.2.5)

As considerações feitas na Subseção 3.2.1 esclarecem o porque é utilizada essa definição
para o primeiro autovalor λ1; não somente aqui mas em todos os trabalhos que tratam do
assunto. A seguir, veremos algumas propriedades associadas a esse autovalor.

Um resultado importante que foi obtido por McKean [15] é o seguinte:

Proposição 3.4. (Ver [15]) Se M é uma variedade riemanniana simplesmente conexa e possui
curvatura seccional KM ≤−1, então vale

λ1(M)≥ (n−1)2

4
, (3.2.6)

onde a igualdade ocorre se, e somente se, KM ≡−1. Em particular,

λ1(Hn) =
(n−1)2

4
.

Um outro resultado, em particular, que será útil mais adiante, é o seguinte:

Proposição 3.5. (Ver [9]) Seja f : Mn → Hm+n uma imersão no espaço hiperbólico. Se a
curvatura principal satisfaz |H| ≤ α , para alguma constante 0 ≤ α < n−1, então

λ1(M)≥ (n−1−α)2

4
. (3.2.7)

A prova completa da Proposição 3.5 pode ser encontrada em [21]. Porém, uma ideia de
como fazê-la segue abaixo.
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Considere um ponto q ∈Hn+m\Mn e defina a função distância rq : Hn+m → R medida
em relação a q, denotada genericamente por r.

Naturalmente, tal função pode ser restrita a M, de forma que, se denotarmos por ∇ e ∇ o
gradiente de funções em M e M, respectivamente, e lembrando que o referencial {eA} de M
(sobre o qual calculamos ∇) contém m vetores a mais que o referencial {ei} de M (sobre o
qual calculamos ∇) fica claro que, na métrica de g e, consequentemente na métrica induzida
g, vale

|∇r|2 = 1 ≥ |∇r|2.

Mais ainda, é possível mostrar que (ver [21]), nas condições acima, vale

△r ≥ n−1−|H|,

onde △ denota o laplaciano em M. Utilizando esse fato, é fácil mostrar que vale (3.2.7). De
fato, se |H| ≤ α então

△r ≥ n−1−α. (3.2.8)

Agora, seja f ∈C∞
0 (M). Considerando o campo vetorial f 2

∇r, temos que

div( f 2
∇r) = f 2 ·div(∇r)+ ⟨∇r,∇ f 2⟩= f 2△r+ ⟨∇r,∇ f 2⟩. (3.2.9)

Aplicando a desigualdade de Cauchy Schwarz (1.2.5), e usando que |∇r|2 ≤ 1, obtemos

⟨∇r,∇ f 2⟩ ≤ |∇r| · |∇ f 2| ≤ |∇ f 2|.

Logo
⟨∇r,∇ f 2⟩ ≥ −|∇ f 2|.

Usando isso e (3.2.8) em (3.2.9), segue-se que

div( f 2
∇r)≥ f 2(n−1−α)−|∇ f 2|= f 2(n−1−α)−2| f | · |∇ f |. (3.2.10)

Aplicando a desigualdade de Young (1.2.7), com p = q = 2 donde C
(

ε

2

)
=

1
2ε

, na expressão
2| f | · |∇ f |, temos que, para todo ε > 0, vale

2| f | · |∇ f | ≤ ε| f |2 + 1
ε
|∇ f |2,
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onde é claro que | f |2 = f 2. Portanto, a desigualdade (3.2.10) se torna

div( f 2
∇r)≥ f 2(n−1−α − ε)− 1

ε
|∇ f |2.

Agora, integrando ambos os lados sobre M, aplicando o Teorema da Divergência (1.1), e
lembrando que f 2

∇r tem suporte compacto em M, teremos que

0 =
∫

M
div( f 2

∇r)≥
∫

M

(
f 2(n−1−α − ε)− 1

ε
|∇ f |2

)
,

ou seja, ∫
M
|∇ f |2 ≥

∫
M

ε(n−1−α − ε) f 2, ∀ ε > 0. (3.2.11)

Vamos obter o valor para ε tal que ε(n−1−α − ε) atinja seu maior valor.
Com efeito, note que a função quadrática g(x) =−x2 + x(n−1−α) atinge seu ponto de

máximo quando x = (n−1−α)/2. Portanto, a expressão ε(n−1−α − ε) atinge seu valor

máximo quando ε =
n−1−α

2
. Nesse caso, temos que

ε(n−1−α − ε) =
n−1−α

2
(n−1−α − n−1−α

2
) =

(n−1−α)2

4
.

Portanto, a desigualdade (3.2.11) se torna

∫
M
|∇ f |2 ≥ (n−1−α)2

4

∫
M

f 2.

Lembrando que f é uma função qualquer em C∞
0 (M), concluímos que

λ1(M) = inf
f∈C∞

0 (M), f ̸=0

∫
M |∇ f |2∫

M f 2 ≥ (n−1−α)2

4
.

Isso finaliza a ideia da demonstração. Uma consequência imediata da proposição anterior é a
seguinte:

Lema 3.2. Se f : Mn → Hm+n for uma imersão mínima, isto é, H ≡ 0, então

λ1(M)≥ (n−1)2

4
. (3.2.12)

Em seguida, tratamos de outro resultado que será utilizado posteriormente e que foi
provado em [6], sobre o operador λ1(Mn).
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Proposição 3.6. (Ver [6]) Seja M uma variedade riemanniana completa. Dado um ponto p
qualquer de M, se vale

lim
R→∞

Vol[Bp(R)]
R2 = 0, (3.2.13)

então λ1(Mn) = 0.

Demonstração. Seja M uma variedade completa, escolha um ponto p ∈ M e um número real
a > 0. Denotamos por Bp(a), a bola geodésica de raio a, e definimos

λ1(Bp(a)) = inf
f∈C∞

0 (Bp(a)), f ̸=0

∫
Bp(a) |∇ f |2∫

Bp(a) f 2 . (3.2.14)

É claro que, por definição, λ1(Bp(a))≥ 0. Mais ainda, observamos que, se a →+∞, então
λ1(Bp(a)) → λ1(M). Seja rp : M → R a função distância do ponto p, e defina a função
f : Bp(a)→ R por

f = a− rp.

Por definição, f é diferenciável, e vale f |∂Bp(a) ≡ 0. Portanto, f ∈C∞
0 (Bp(a)). Assim, de

(3.2.14), obtemos

λ1(Bp(a))≤
∫

Bp(a) |∇ f |2∫
Bp(a) f 2 =

∫
Bp(a) |∇(a− rp)|2∫

Bp(a)(a− rp)2 . (3.2.15)

É claro que, na métrica g, temos

|∇(a− rp)|2 = ⟨∇(a− rp),∇(a− rp)⟩g = ⟨∇rp,∇rp⟩g = 1. (3.2.16)

Por conveniência, vamos denotar rp simplesmente por r. Além disso, dado b < a, temos que,
se r ≤ b, então

− r ≥−b =⇒ (a− r)2 ≥ (a−b)2 =⇒
∫

Bp(b)
(a− r)2 ≥

∫
Bp(b)

(a−b)2.

Portanto, considerando r ≤ a, sendo b < a, podemos garantir que vale∫
Bp(a)

(a− r)2 ≥
∫

Bp(b)
(a−b)2 = (a−b)2 ·Vol[Bp(b)]. (3.2.17)
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Usando (3.2.17) e (3.2.16) em (3.2.15), obtemos

λ1(Bp(a)) =

∫
Bp(a) |∇(a− r)|2∫

Bp(a)(a− r)2 ≤
Vol[Bp(a)]

(a−b)2 ·Vol[Bp(b)]
. (3.2.18)

Agora, note que a hipótese (3.2.13) implica que, para cada C > 0, existe uma sequência
crescente {ak}→+∞ tal que

Vol[(Bp(ak)]≤C · (ak)
2, ∀ k. (3.2.19)

Recorrendo a uma subsequência, se necessário, podemos assumir que

ak+1 −ak ≥
1
2

ak. (3.2.20)

Escolhendo a = ak+1 e b = ak em (3.2.18), e usando (3.2.20), obtemos

λ1(Bp(ak+1))≤
Vol[Bp(ak+1)]

(ak+1 −ak)2 ·Vol[Bp(ak)]
≤ 4

(ak)2 ·
Vol[Bp(ak+1)]

Vol[Bp(ak)]
. (3.2.21)

Caso Vol(M) < +∞, podemos aplicar o limite k → +∞ nessa última expressão. Para tal,
lembramos que ak →+∞ e que, sendo M completa, vale

lim
k→+∞

Vol[Bp(ak+1)] = lim
k→+∞

Vol[Bp(ak)] =Vol(M).

Assim, aplicando o limite k →+∞ em (3.2.21), obtemos imediatamente que λ1(Mn) = 0.
Por outro lado, caso Vol(M) = +∞, usando (3.2.19) em (3.2.21), segue-se que

λ1(Bp(ak+1)) ≤ 4
(ak)2 ·

Vol[Bp(ak+1)]

Vol[Bp(ak)]
≤ 4

(ak)2 ·
C · (ak+1)

2

Vol[Bp(ak)]
. (3.2.22)

Usando que
lim

k→+∞

ak+1

ak
= 1,

e que
lim

k→+∞
Vol[Bp(ak)] =Vol(M) = +∞,

e aplicando o limite k →+∞ em (3.2.22), concluímos que λ1(Mn) = 0.

Após tais resultados, podemos tratar com maior segurança do conceito de superestabili-
dade em subvariedades mínimas do espaço hiperbólico.
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3.2.3 Superestabilidade em Subvariedades Mínimas de Hn+m

Lembrando da Definição 3.2 podemos considerar, em M, a função µ = |A|2−n, onde n é a
dimensão de M. Nesse caso, o operador L|A|2−n é chamado operador de superestabilidade de
M, e seu primeiro autovalor associado (ver Definição 3.4), denotado por λ̄1(M), claramente
satisfaz ∫

M

(
|A|2 −n+ λ̄1(M)

)
f 2 ≤

∫
M
|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M) , f ̸= 0. (3.2.23)

É imediato das considerações anteriores e da Definição 3.2, que uma subvariedade mínima
Mn do espaço hiperbólico Hn+m é superestável quando λ̄1 ≥ 0, isto é, quando vale∫

M

(
|A|2 −n

)
f 2 ≤

∫
M
|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M) , f ̸= 0.

Observação 3.4. É possível obter, a princípio, uma relação entre λ1(M) e λ̄1(M). De fato,
para todo f ∈C∞

0 (M) , f ̸= 0, temos que∫
M
(
|∇ f |2 − (|A|2 −n) f 2)∫

M f 2 ≤
∫

M
(
|∇ f |2 +n f 2)∫

M f 2 ≤
∫

M |∇ f |2∫
M f 2 +n.

Portanto, fica claro que
λ̄1(M)≤ λ1(M)+n.

Essa desigualdade será posteriormente utilizada. O próximo resultado mostra um exemplo
no qual a igualdade é válida.

Proposição 3.7. (Ver [4]) Se Mn é uma subvariedade completa e totalmente geodésica de
Hn+m, então

λ̄1(Mn) = λ̄1(Hn) = λ1(Hn)+n =
(n−1)2

4
+n.

Demonstração. Por um lado, |A| ≡ 0 implica que

λ̄1(M) = inf
f∈C∞

0 (M), f ̸=0

∫
M
(
|∇ f |2 +n f 2)∫

M f 2 = inf
f∈C∞

0 (M), f ̸=0

∫
M |∇ f |2∫

M f 2 +n = λ1(M)+n. (3.2.24)

Por outro lado, de (1.1.18), |A| ≡ 0 resulta em

|A|2 = ∑
i, j,α

(hα
i j)

2 = 0 =⇒ hα
i j = 0, ∀i, j,α.
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Usando isso na equação de Gauss (1.1.19), isto é,

Ri jkl −Ri jkl = ∑
α

(hα
ikhα

jl −hα
il hα

jk),

teremos que os componentes Ri jkl do tensor curvatura de M coincidem com os componentes
Ri jkl do tensor curvatura de M. Em particular, obtemos

KM(ei,e j) = Ri ji j = Ri ji j = KM(ei,e j),

ou seja, a curvatura seccional de M, assim como a de Hn+m, é constante e satisfaz KM ≡−1.
Mas, pela Proposição 3.4, e por (3.2.24), isso finalmente implica que

λ̄1(Mn) = λ1(Mn)+n =
(n−1)2

4
+n.

A seguir, dois teoremas sobre superestabilidade em imersões mínimas f : Mn →Hm+n

são demonstrados.

Teorema 3.4. (Ver [17]) Seja M uma subvariedade completa mínima do espaço Hn+m. Se

|A|2 ≤ (n−1)2

4
+n,

em todo ponto p ∈ M, então M é superestável.

Demonstração. De (3.2.5), segue-se que∫
M

λ1 f 2 ≤
∫

M
|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M) , f ̸= 0.

Isso implica diretamente em∫
M
|∇ f |2 − (|A|2 −n) f 2 ≥

∫
M
(λ1(M)+n−|A|2) f 2. (3.2.25)

Além disso, pela Proposição 3.4, sabemos que

λ1(M)≥ (n−1)2

4
.
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Usando isso em (3.2.25), temos que

∫
M
|∇ f |2 − (|A|2 −n) f 2 ≥

∫
M

(
(n−1)2

4
+n−|A|2

)
f 2.

Finalmente, usando que |A|2 ≤ (n−1)2

4
+n, concluímos que

∫
M
|∇ f |2 − (|A|2 −n) f 2 ≥ 0,

ou seja, M é superestável.

Antes de enunciar o próximo e último teorema desse capítulo, precisamos de uma
importante desigualdade de Sobolev.

Proposição 3.8. (Ver [17]) Se Mn, n ≥ 3, é uma subvariedade completa, mínima e imersa
em Hn+m, então existe uma constante Cs > 0 tal que

(∫
M
| f |

2n
n−2

) n−2
n

≤Cs

∫
M
|∇ f |2, ∀ f ∈W 1,2

0 (M). (3.2.26)

Observação 3.5. O resultado acima se estende naturalmente às funções f ∈ C∞
0 (M) ⊂

W 1,2
0 (M).

A Proposição 3.8 permite provar o seguinte teorema sobre superestabilidade:

Teorema 3.5. (Ver [17]) Seja Mn, n ≥ 3, uma subvariedade completa, mínima e imersa em
Hn+m. Se ∫

M
|A|n ≤

(
1

Cs

) n
2

, (3.2.27)

onde Cs é a constante da Proposição 3.8 , então M é superestável.

Demonstração. Usando (3.2.26), temos que

∫
M
|∇ f |2 − (|A|2 −n) f 2 ≥ 1

Cs

(∫
M
| f |

2n
n−2

) n−2
n

−
∫

M
(|A|2 −n) f 2. (3.2.28)

Por outro lado, usando a Desigualdade de Hölder (1.2.2) para p =
n
2

e q =
n

n−2
, segue-se

que ∫
M
|A|2 f 2 ≤

(∫
M
|A|2p

) 1
p
(∫

M
f 2q
) 1

q

=

(∫
M
|A|n
) 2

n
(∫

M
f

2n
n−2

) n−2
n

.
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Aplicando a hipótese (3.2.27) na expressão acima, obtemos

∫
M
|A|2 f 2 ≤ 1

Cs

(∫
M

f
2n

n−2

) n−2
n

.

Por fim, usando essa última desigualdade em (3.2.28), concluímos que∫
M
|∇ f |2 − (|A|2 −n) f 2 ≥ n

∫
M

f 2 ≥ 0,

mostrando que M é superestável.



Capítulo 4

Rigidez e Superestabilidade de Imersões
Mínimas em Hn+m

Este capítulo visa apresentar diversas aplicações, no espaço hiperbólico, dos conceitos
vistos anteriormente, especialmente da equação de Simons e dos resultados iniciais decor-
rentes dela, vistos na Seção 2.2 do Capítulo 2. Em geral, os teoremas a seguir apresentam
condições que devem ser satisfeitas para que uma subvariedade seja totalmente geodésica,
ou então fornecem estimativas sobre o primeiro autovalor do operador de superestabilidade
de subvariedades mínimas.

Concluir que uma subvariedade mínima (isto é, que hα
ii ≡ 0) do espaço hiperbólico é, na

verdade, totalmente geodésica (ou seja, que hα
i j) , não é uma questão trivial, a princípio, pois

envolve uma forte restrição sobre a segunda forma fundamental. Entretanto, a equação de
Simons e suas consequências (as Proposições 2.4, 2.5 e o Teorema 2.2) fornecem condições
mais fracas que permitem concluir se uma subvariedade mínima é totalmente geodésica.

Uma das consequências de uma subvariedade M ser totalmente geodésica em Hn+m,
pela equação de Gauss, é que sua curvatura seccional será constante e igual a −1. Outros-
sim, é imediato da Definição 3.2 que se M é totalmente geodésica, então M também será
superestável.

Seguimos as ideias constantes em [3, 4, 19] como norteadoras para o desenvolvimento
das notas constantes neste capítulo.
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4.1 Principais Resultados

Nos enunciados dos teoremas e nas demonstrações dos mesmos, ao integrarmos sobre
a subvariedade M iremos, por conveniência, omitir o elemento de volume dVM, mas não
deixando de estar cientes de sua presença em cada uma das integrais.

Teorema 4.1. (Ver [3]) Seja Mn,n ≥ 6, uma subvariedade mínima completa do espaço

hiperbólico Hn+m. Suponha que existe uma constante d ∈ 2

(
1−
√

2
mn

,1+

√
2

mn

)
tal que

lim
R→+∞

1
R2

∫
Bp(R)

|A|d = 0. (4.1.1)

Se a norma da segunda forma fundamental A de M satisfaz

sup
x∈M

|A|2(x)<C(n) :=


(n−1)2

4
−n, se m = 1,

(n−1)2

6
− 2

3
n, se m ≥ 2,

(4.1.2)

então M é totalmente geodésica.

Prova do Teorema 4.1. Por um lado, pela definição de λ1(M), sabemos de (3.2.5) que

λ1

∫
M

f 2 ≤
∫

M
|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M) , f ̸= 0.

Dado α > 0, considere q ≥ 0 tal que d = 2(q+1)α .
Substituindo f pela função f |A|(q+1)α ∈C∞

0 (M), a desigualdade anterior se torna

λ1

∫
M

f 2|A|2(q+1)α ≤
∫

M

∣∣∣∇( f |A|(q+1)α
)∣∣∣2 , (4.1.3)

onde pelas propriedades do gradiente, obtemos

∇

(
f |A|(q+1)α

)
= |A|(q+1)α

∇ f +(q+1)|A|αq f ∇|A|α ,

que por sua vez implica em∣∣∣∇( f |A|(q+1)α
)∣∣∣2 = 〈∇

(
f |A|(q+1)α

)
,∇
(

f |A|(q+1)α
)〉

= |A|2(q+1)α |∇ f |2 +(q+1)2|A|2αq f 2|∇|A|α |2

+2(q+1)|A|(q+1)α |A|αq ⟨∇ f ,∇|A|α⟩ .
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Aplicando a desigualdade de Cauchy Schwarz (1.2.5) na expressão acima, obtemos∣∣∣∇( f |A|(q+1)α
)∣∣∣2 ≤ |A|2(q+1)α |∇ f |2 +(q+1)2|A|2αq f 2|∇|A||2

+2(q+1)|A|2αq+α f |∇ f ||∇|A|α |.
(4.1.4)

Agora, utilizando a Desigualdade de Young (1.2.7) no último termo na expressão (4.1.4),

e usando p = q = 2, C
(

ε

2

)
=

1
2ε

, segue-se que

|A|2αq+α f |∇ f ||∇|A|α | ≤ ε

2
(|A|αq f |∇|A|α |)2 +

1
2ε

(
|A|(q+1)α |∇ f |

)2
.

Logo

2(q+1)|A|2αq+α f |∇ f ||∇|A|α | ≤ (q+1)ε|A|2αq f 2|∇|A|α |2

+
(q+1)

ε
|A|2(q+1)α |∇ f |2.

(4.1.5)

Usando (4.1.4) em (4.1.5), e agrupando fatores semelhantes, temos que∣∣∣∇( f |A|(q+1)α
)∣∣∣2 ≤ (1+

q+1
ε

)
|A|2(q+1)α |∇ f |2

+(q+1)(q+1+ ε)|A|2αq f 2|∇|A|α |2.
(4.1.6)

Substituindo a desigualdade acima em (4.1.3), temos

λ1

∫
M

f 2|A|2(q+1)α ≤
(

1+
q+1

ε

)∫
M
|A|2(q+1)α |∇ f |2

+(q+1)(q+1+ ε)
∫

M
|A|2αq f 2|∇|A|α |2.

(4.1.7)

Por outro lado, visto que M é, por hipótese, subvariedade mínima completa do espaço
hiperbólico Hn+m , podemos usar (3.2.6) em (4.1.7). Mais ainda, lembrando que definimos
q ≥ 0 tal que d := 2(q+1)α , obtemos

(n−1)2

4

∫
M

f 2|A|d ≤
(

1+
q+1

ε

)∫
M
|A|d|∇ f |2

+

(
d2

4α2 +(q+1)ε
)∫

M
|A|2αq f 2|∇|A|α |2.

(4.1.8)
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Multiplicando ambos os lados da desigualdade (4.1.8) pelo valor arbitrário α > 0, obte-
mos

α
(n−1)2

4

∫
M

f 2|A|d ≤ α

(
1+

q+1
ε

)∫
M
|A|d|∇ f |2

+α

(
d2

4α2 +(q+1)ε
)

︸ ︷︷ ︸
x

∫
M
|A|2αq f 2|∇|A|α |2.

(4.1.9)

Agora, usando d = 2(q+1)α na desigualdade (2.2.9), resulta em(
d
α
− mn−2

mnα
− ε

)
︸ ︷︷ ︸

y

∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2 ≤ 1

ε

∫
M
|A|d|∇ f |2

+b(m)α
∫

M
|A|d+2 f 2 +αn

∫
M
|A|d f 2.

(4.1.10)

Note que, comparando x e y nas duas desigualdades acima, e lembrando que α > 0,
temos que

α

(
d2

4α2 +(q+1)ε
)

=
d
α
− mn−2

mnα
− ε

⇐⇒ d2

4α
+(q+1)αε =

d
α
− mn−2

mnα
− ε

⇐⇒ d2

4
+(q+1)α2

ε = d − mn−2
mn

−αε

⇐⇒ d2

4
−d +

mn−2
mn

=−εα(1+α(q+1)).

(4.1.11)

Ora, visto que supomos α > 0 e q ≥ 0, então α(1+α(q+ 1)) > 0. Portanto, existe

ε > 0 tal que (4.1.11) ocorre se, e somente se, garantirmos que
d2

4
−d +

mn−2
mn

< 0, isto

é, se, e somente se d ∈ 2

(
1−
√

2
mn

,1+

√
2

mn

)
, que é exatamente a condição sobre d no

enunciado do Teorema 4.1.
Sendo assim, (4.1.11) ocorre, e podemos usar (4.1.10) em (4.1.9), obtendo

α
(n−1)2

4

∫
M

f 2|A|d ≤ α

(
1+

q+1
ε

)∫
M
|A|d|∇ f |2 + 1

ε

∫
M
|A|d|∇ f |2

+b(m)α
∫

M
|A|d+2 f 2 +αn

∫
M
|A|d f 2.
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Multiplicando ambos os lados da última desigualdade por
1
α

> 0, e agrupando termos
semelhantes, obtemos

∫
M

(
(n−1)2

4
−n−b(m)|A|2

)
|A|d f 2 ≤

(
1+

q+1
ε

+
1

εα

)∫
M
|A|d|∇ f |2. (4.1.12)

Lembrando que b(1) = 1 e b(m) =
3
2
, m ≥ 2, note que

(n−1)2

4
−n−b(m)|A|2 > 0 ⇐⇒


|A|2 < (n−1)2

4
−n, se m = 1,

|A|2 < (n−1)2

6
− 2

3
n, se m ≥ 2,

(4.1.13)

que é satisfeito pela hipótese (4.1.2). Mais ainda, observe que essa hipótese só faz sentido se
tivermos 

(n−1)2

4
−n > 0 ,

(n−1)2

6
− 2

3
n > 0 .

As duas condições acima são equivalentes a (n − 1)2 − 4n > 0. Para soluções inteiras
positivas, essa desigualdade só é válida quando n ≥ 6, o que justifica a hipótese sobre a
dimensão de M.

Agora, lembrando da hipótese sobre a completude de M, considere a composta f ◦ r :
M → [0,1] , onde r : M → [0,+∞) é a função distância em relação ao ponto p ∈ M no qual
vale (4.1.1) e f : [0,+∞)→ [0,1] é uma função diferenciável tal que f ≡ 1 em [0,R], f ≡ 0

em [2R,+∞), com | f ′|< 2
R

. É claro que f ◦ r ∈C∞
0 (M). Para usar essa função em (4.1.12),

primeiramente note que

∫
M

(
(n−1)2

4
−n−b(m)|A|2

)
|A|d( f ◦ r)2

=
∫

Bp(2R)

(
(n−1)2

4
−n−b(m)|A|2

)
|A|d( f ◦ r)2

≥
∫

Bp(R)

(
(n−1)2

4
−n−b(m)|A|2

)
|A|d( f ◦ r)2

=
∫

Bp(R)

(
(n−1)2

4
−n−b(m)|A|2

)
|A|d,

(4.1.14)

onde lembramos que Bp(R) denota a bola geodésica de centro p ∈ M e raio R.
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Por outro lado, pelas hipóteses sobre a função f , temos que f ′ = 0 em (0,R]∪ [2R,∞),

| f ′|< 2
R

em [R,2R].

Lembrando que |∇r| ≡ 1 e usando as propriedades do gradiente de funções, obtemos∫
M
|A|d|∇( f ◦ r)|2 =

∫
M
|A|d| f ′(r) ·∇r|2 =

∫
M
|A|d| f ′(r)|2|∇r|2

=
∫

Bp(2R)
|A|d| f ′(r)|2 ≤ 4

R2

∫
Bp(2R)

|A|d.
(4.1.15)

Portanto, substituindo f por f ◦ r em (4.1.12) e usando (4.1.14) e (4.1.15), temos final-
mente que

∫
Bp(R)

(
(n−1)2

4
−n−b(m)|A|2

)
|A|d ≤

(
1+

q+1
ε

+
1

εα

)
4

R2

∫
Bp(2R)

|A|d, (4.1.16)

onde observamos que, pelas hipóteses sobre α,ε e q, temos que
(

1+
q+1

ε
+

1
εα

)
≥ 0.

Passando ao limite quando n → +∞ nos dois lados de (4.1.16), e usando a hipótese
(4.1.1), temos que Bp(R)→ M, visto que M é completa, e assim (4.1.16) se torna

∫
M

(
(n−1)2

4
−n−b(m)|A|2

)
|A|d ≤ 0,

onde o integrando é claramente não negativo, pois vale (4.1.13) e |A| ≥ 0, por definição.
Assim, decorre que

∫
M

(
(n−1)2

4
−n−b(m)|A|2

)
|A|d = 0 implica |A| ≡ 0,

ou seja, M é totalmente geodésica.

O próximo resultado é uma versão do Teorema 4.1, na qual substituimos (4.1.2) por uma
hipótese envolvendo o primeiro autovalor do operador de superestabilidade λ̄1(M).

Teorema 4.2. (Ver [3]) Seja Mn,n ≥ 6, uma subvariedade mínima completa do espaço
hiperbólico Hn+m. Se vale (4.1.1) e se

sup
x∈M

|A|2(x)< 2(λ̄1 −2n), (4.1.17)
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então M é totalmente geodésica.

Prova do Teorema 4.2. Em primeiro lugar, assim como fizemos no teorema anterior, consi-
deramos q ≥ 0 tal que d = 2(q+1)α .

Pela definição do operador λ̄1(M) (ver (3.2.23)), temos que

(
|A|2 −n+ λ̄1

)∫
M

f 2 ≤
∫

M
|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M) , f ̸= 0.

Substituindo f por f |A|α(q+1) na desigualdade acima, resulta em

(
|A|2 −n+ λ̄1

)∫
M

f 2|A|2α(q+1) ≤
∫

M
|∇( f |A|α(q+1))|2, (4.1.18)

onde já vimos em (4.1.6) que, para todo ε > 0, vale a desigualdade∣∣∣∇( f |A|(q+1)α
)∣∣∣2 ≤ (1+

q+1
ε

)
|A|2(q+1)α |∇ f |2

+(q+1)(q+1+ ε)|A|2αq f 2|∇|A|α |2,

que substituída em (4.1.18), fornece

(
|A|2 −n+ λ̄1

)∫
M

f 2|A|2α(q+1) ≤
(

ε +q+1
ε

)∫
M
|A|2α(q+1)|∇ f |2

+(q+1)(q+1+ ε)
∫

M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2.

Agora, lembrando que d = 2(q+1)α, α > 0, a última desigualdade se torna

∫
M

f 2|A|d+2 +(λ̄1 −n)
∫

M
f 2|A|d ≤

(
ε +q+1

ε

)∫
M
|A|d|∇ f |2

+

(
d2

4α2 +(q+1)ε
)∫

M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2.

(4.1.19)

Analogamente, usando d = 2(q+1)α na desigualdade (2.2.7),(
d
α
− mn−2

mnα
− ε

)∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2 ≤ 1

ε

∫
M
|A|d|∇ f |2 +b(m)α

∫
M
|A|d+2 f 2

+αn
∫

M
|A|d f 2.

(4.1.20)
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Pela hipótese (4.1.17), temos que |A|2 < 2(λ̄1 −2n), ou seja, n < (λ̄1 −n)− 1
2
|A|2. Em

particular, vale

αn
∫

M
|A|d f 2 ≤ (λ̄1 −n)α

∫
M
|A|d f 2 − α

2

∫
M
|A|d+2 f 2. (4.1.21)

Substituindo (4.1.21) em (4.1.20) e agrupando termos semelhantes, obtemos(
d
α
− mn−2

mnα
− ε

)∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2 ≤ 1

ε

∫
M
|A|d|∇ f |2

+α

[(
b(m)− 1

2

)∫
M
|A|d+2 f 2 +(λ̄1 −n)

∫
M
|A|d f 2

]
,

(4.1.22)

onde observamos que b(m)− 1
2
≤ 1, visto que b(1) = 1 e b(m) =

3
2

se m ≥ 2. Usando isso
e (4.1.19), temos que (4.1.22) se torna(

d
α
− mn−2

mnα
− ε

)∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2 ≤ 1

ε

∫
M
|A|d|∇ f |2

+α

[(
ε +q+1

ε

)∫
M
|A|d|∇ f |2 +

(
d2

4α2 +(q+1)ε
)∫

M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2

]
,

isto é, reagrupando termos semelhantes, resulta que(
d
α
− mn−2

mnα
− ε − d2

4α
− (q+1)αε

)∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2

≤
(

1+α(ε +q+1)
ε

)∫
M
|A|d|∇ f |2,

(4.1.23)

com
(

1+α(ε +q+1)
ε

)
≥ 0 pelas hipóteses sobre α, q e ε .

Por outro lado, note que

d
α
− mn−2

mnα
− ε − d2

4α
− (q+1)α ε > 0

⇐⇒ d − mn−2
mn

− εα − d2

4
− (q+1)α2

ε > 0

⇐⇒ −d2

4
+d − mn−2

mn
> εα(1+α(q+1)),

onde α(1+α(q+1))≥ 0.
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Assim como fizemos no teorema anterior, uma vez que d ∈ 2

(
1−
√

2
mn

,1+

√
2

mn

)
,

então podemos garantir que −d2

4
+d− mn−2

mn
> 0, e, consequentemente, garantir que existe

ε > 0 satisfazendo

d
α
− mn−2

mnα
− ε − d2

4α
− (q+1)αε > 0.

Diante dessas considerações, a desigualdade (4.1.23) se torna∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2 ≤C

∫
M
|A|d|∇ f |2, (4.1.24)

onde C é uma constante positiva que depende apenas de d,q,m,n,ε e α .
Agora, considere a composta f ◦ r : M → [0,1] , onde r : M → [0,∞) é a função distância

em relação ao ponto p∈M no qual vale (4.1.1) e f : [0,∞)→ [0,1] é uma função diferenciável

tal que f ≡ 1 em [0,R], f ≡ 0 em [2R,∞), com | f ′|< 2
R

.
Substituindo f por f ◦ r na desigualdade (4.1.24), obtemos que∫

M
|∇|A|α |2|A|2αq( f ◦ r)2 ≤C

∫
M
|A|d|∇( f ◦ r)|2. (4.1.25)

Todavia, vimos em (4.1.15) que∫
M
|A|d|∇( f ◦ r)|2 ≤ 4

R2

∫
Bp(2R)

|A|d,

onde Bp(2R) denota a bola geodésica em M de raio R.
Substituindo a última desigualdade em (4.1.25), e lembrando das hipóteses sobre f ,

segue-se que ∫
Bp(R)

|∇|A|α |2|A|2αq ≤ 4C
R2

∫
Bp(2R)

|A|d. (4.1.26)

Decorre da hipótese sobre a completude de M e da condição (4.1.1) que, ao aplicarmos o
limite quando R →+∞ em ambos os lados da desigualdade (4.1.26), resulta em∫

M
|∇|A|α |2|A|2αq = lim

R→+∞

∫
Bp(R)

|∇|A|α |2|A|2αq ≤ 0.

Visto que o integrando acima é não negativo, concluímos que |∇|A|α ||A|αq ≡ 0. Portanto,
a segunda forma fundamental A satisfaz |A|= c = const.
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Suponha que c ̸= 0. Nesse caso, a hipótese (4.1.1) se torna

0 = lim
R→+∞

1
R2

∫
Bp(R)

|A|d = lim
R→+∞

1
R2

∫
Bp(R)

cd = lim
R→+∞

cd

R2Vol[Bp(R)],

onde Vol[Bp(R)] denota o volume n-dimensional, na métrica g de M, da bola geodésica
Bp(R). Por conseguinte, temos que

lim
R→+∞

Vol[Bp(R)]
R2 = 0.

Mas, pela Proposição (3.6) isso implicaria que λ1(M) = 0, o que contradiz (3.2.12), pois

λ1(M)≥ (n−1)2

4
≥ 25

4
> 0, ∀ n ≥ 6.

Portanto, |A|= c = 0, isto é, M é totalmente geodésica.

O próximo teorema fornece condições para que hipersuperfícies (m = 1) de dimensão
n ≥ 2, imersas no espaço hiperbólico, sejam totalmente geodésicas. Adicionalmente, o
teorema fornece uma estimativa para o primeiro autovalor do operador de superestabilidade
no caso m = n = 2.

Recordamos, do Capítulo 3, que utilizamos a seguinte notação para o primeiro autovalor
do operador de superestabilidade de M

λ̄1(M) = λ1(L|A|2−n,M).

Teorema 4.3. (Ver [3]) Seja Mn uma subvariedade mínima completa do espaço hiperbólico
Hn+m, n ≥ 2 e n ̸= 3. Suponha que vale (4.1.1). Então, há dois casos a considerar:

(I) Se m = 1 e

λ̄1(M)>
n2d2

4(n(d −1)+2)
+n, (4.1.27)
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onde

d ∈



(
0,

1
2

)
, se n = 2,(

n−1
n

,
(n−1)(n−2)

n

)
, se n = 4 ou 5,(

2−2

√
2
n
,2+2

√
2
n

)
, se n ≥ 6,

(4.1.28)

então M é totalmente geodésica.

(II) Se m = n = 2 e d ∈ (2/3,2) , então λ̄1 ≤
d2

2d −1
+2.

Prova do Teorema 4.3. Como já vimos, considerando q≥ 0 tal que d = 2(q+1)α em (2.2.7),
obtemos (4.1.20), isto é,(

d
α
− mn−2

mnα
− ε

)
︸ ︷︷ ︸

x

∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2 ≤ 1

ε

∫
M
|A|d|∇ f |2 +b(m)α

∫
M
|A|d+2 f 2

+αn
∫

M
|A|d f 2,

onde b(1) = 1 e b(m) = 3/2, se m ≥ 2.
Por outro lado, de (4.1.19) temos que

∫
M

f 2|A|d+2 +(λ̄1 −n)
∫

M
f 2|A|d −

(
ε +q+1

ε

)∫
M
|A|d|∇ f |2

≤
(

d2

4α2 +(q+1)ε
)

︸ ︷︷ ︸
y

∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2.

(4.1.29)

Multiplicando a penúltima desigualdade por
d2

4α2 +(q+1)ε , (4.1.29) por
d
α
− mn−2

mnα
−

ε , somando as duas desigualdades resultantes e comparando os termos identificados por x e
y, obtemos(

d
α
− mn−2

mnα
− ε

)[∫
M

f 2|A|d+2 +(λ̄1 −n)
∫

M
f 2|A|d −

(
ε +q+1

ε

)∫
M
|A|d|∇ f |2

]
≤
(

d2

4α2 +(q+1)ε
)[

1
ε

∫
M
|A|d|∇ f |2 +b(m)α

∫
M
|A|d+2 f 2 +αn

∫
M
|A|d f 2

]
.
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Agrupando termos semelhantes na desigualdade acima, resulta que[(
d
α
− mn−2

mnα
− ε

)
−
(

d2

4α2 +(q+1)ε
)

b(m)α

]∫
M
|A|d+2 f 2

+

[(
d
α
− mn−2

mnα
− ε

)
(λ̄1 −n)−

(
d2

4α2 +(q+1)ε
)

αn
]∫

M
|A|d f 2

≤
[(

d2

4α2ε
+q+1

)
+

(
d
α
− mn−2

mnα
− ε

)(
ε +q+1

ε

)]∫
M
|A|d|∇ f |2.

(4.1.30)

Consideraremos agora dois casos possíveis:
Se m = 1, então neste caso b(1) = 1 e a desigualdade (4.1.30) se torna[(

d
α
− n−2

nα
− ε

)
−
(

d2

4α
+(q+1)αε

)]∫
M
|A|d+2 f 2

+

[(
d
α
− n−2

nα
− ε

)
(λ̄1 −n)−

(
d2

4α
+(q+1)αε

)
n
]∫

M
|A|d f 2

≤
[(

d2

4α2ε
+q+1

)
+

(
d
α
− n−2

nα
− ε

)(
ε +q+1

ε

)]∫
M
|A|d|∇ f |2.

(4.1.31)

Provaremos que os coeficientes que aparecem multiplicando o símbolo de integração do lado
esquerdo dessa última desigualdade são ambos positivos. De fato, com relação ao primeiro
coeficiente, temos que a expressão(

d
α
− n−2

nα
− ε

)
−
(

d2

4α
+(q+1)αε

)
> 0

é equivalente a

− d2

4
+d − n−2

n
> εα(1+α(q+1)). (4.1.32)

Mas por (4.1.28), temos que

d ∈

(
2−2

√
2
n
,2+2

√
2
n

)
, ∀n ≥ 2,

Logo, −d2

4
+d − n−2

n
> 0, e existe ε > 0 tal que (4.1.32) ocorre.

Agora, com relação ao segundo coeficiente do lado esquerdo de (4.1.31), note que a
desigualdade (

d
α
− n−2

nα
− ε

)
(λ̄1 −n)−

(
d2

4α
+(q+1)αε

)
n > 0
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é equivalente a

(n(d −1)+2)(λ̄1 −n)− n2d2

4
> εnα(λ̄1 −n(1+α(q+1))). (4.1.33)

Mas por (4.1.27), temos que

λ̄1(M)>
n2d2

4(n(d −1)+2)
+n.

Logo

(n(d −1)+2)(λ̄1 −n)− n2d2

4
> 0.

Portanto, existe ε > 0 tal que (4.1.33) ocorre. Assim, as duas constantes que aparecem do
lado esquerdo de (4.1.31) são positivas.

Mais ainda, a constante que ocorre do lado direito também é positiva. De fato, pelas
hipóteses sobre d,q,α a ε , só precisamos mostrar que

d
α
− n−2

nα
− ε > 0.

Mas isso é equivalente a

d − n−2
n

> εα. (4.1.34)

Visto que (4.1.28) implica d >
n−2

n
para todo n ≥ 2, então certamente existe ε > 0 tal que

(4.1.34) ocorre. Após essas considerações, segue de (4.1.31) que∫
M
|A|d+2 f 2 ≤C

∫
M
|A|d|∇ f |2, (4.1.35)

onde C é uma constante positiva.
Finalmente, considere a composta f ◦ r : M → [0,1] , onde r : M → [0,∞) é a função

distância em relação ao ponto p ∈ M no qual vale (4.1.1) e f : [0,∞)→ [0,1] é uma função

diferenciável tal que f ≡ 1 em [0,R], f ≡ 0 em [2R,∞), com | f ′|< 2
R

.
Substituindo f por f ◦ r na desigualdade (4.1.35), obtemos que∫

M
|A|d+2( f ◦ r)2 ≤C

∫
M
|A|d|∇( f ◦ r)|2, (4.1.36)



4.1 Principais Resultados 78

onde Bp(R) denota a bola geodésica em M de raio R. Também já vimos em (4.1.15) que

∫
M
|A|d|∇( f ◦ r)|2 ≤ 4

R2

∫
Bp(2R)

|A|d.

Substituindo essa última desigualdade em (4.1.36) e usando as hipóteses sobre f , segue-se
que ∫

Bp(R)
|A|d+2 ≤ 4C

R2

∫
Bp(2R)

|A|d.

Decorre da hipótese sobre a completude de M e da condição (4.1.1) que, ao aplicarmos o
limite quando R →+∞ em ambos os lados da última desigualdade, resulta em∫

M
|A|d+2 = 0.

Logo |A| ≡ 0, ou seja, M é totalmente geodésica. Isto prova o caso (I).

Por outro lado, seja m = n = 2. Nesse caso, temos b(2) =
3
2

e (4.1.30) se torna

[
−3d2 +8d −4

8α
− ε

(
1+

3α(q+1)
2

)]∫
M
|A|d+2 f 2

+

[(
2d −1

2α

)
(λ̄1 −2)− d2

2α
− ε(λ̄1 −2+2α(q+1))

]∫
M
|A|d f 2

≤
[(

d2

4α2ε
+q+1

)
+

(
d
α
− 1

2α
− ε

)(
ε +q+1

ε

)]∫
M
|A|d|∇ f |2.

(4.1.37)

Mostraremos que a constante que multiplica o primeiro símbolo de integral do lado esquerdo
dessa última desigualdade, assim como a constante que multiplica o símbolo de integral do
lado direito são ambas positivas. Além disso, mostraremos também que a constante que
multiplica o segundo símbolo de integral do lado esquerdo é não positiva.

No caso da constante no lado direito, visto que d ∈ (2/3,2), temos que 2d−1 > 0. Logo

existe ε > 0 tal que
(

d
α
− 1

2α
− ε

)
> 0, e, consequentemente, tal que

(
d2

4α2ε
+q+1

)
+

(
d
α
− 1

2α
− ε

)(
ε +q+1

ε

)
> 0.



4.1 Principais Resultados 79

Agora, considere a primeira constante no lado esquerdo de (4.1.37). É claro que

− 3d2 +8d −4
8α

− ε

(
1+

3α(q+1)
2

)
> 0

ocorre se, e somente se,

−3d2 +8d −4 > εα (8+12α(q+1)) . (4.1.38)

Visto que d ∈ (2/3,2), então −3d2 +8d −4 > 0 e existe ε > 0 tal que (4.1.38) ocorre.
Com respeito à segunda constante do lado esquerdo de (4.1.37), note que(

2d −1
2α

)
(λ̄1 −2)− d2

2α
− ε(λ̄1 −2+2α(q+1))> 0

ocorre se, e somente se,

(2d −1)(λ̄1 −2)−d2 > 2αε(λ̄1 −2+2α(q+1)). (4.1.39)

Suponha que (2d − 1)(λ̄1 − 2)− d2 > 0, isto é, que λ̄1 >
d2

2d −1
+ 2. Primeiramente

teríamos que existe ε > 0 tal que (4.1.39) ocorre. Portanto, as constantes em (4.1.37) seriam
todas positivas e resultaria que∫

M
|A|d f 2 ≤C

∫
M
|A|d|∇ f |2, (4.1.40)

onde C é uma constante positiva. Agora, considere a composta f ◦ r : M → [0,1] , onde
r : M → [0,∞) é a função distância em relação ao ponto p ∈ M no qual vale (4.1.1) e
f : [0,∞)→ [0,1] é uma função diferenciável tal que f ≡ 1 em [0,R], f ≡ 0 em [2R,∞), com

| f ′|< 2
R

.
Substituindo f por f ◦ r na desigualdade (4.1.40), obtemos que∫

M
|A|d( f ◦ r)2 ≤C

∫
M
|A|d|∇( f ◦ r)|2, (4.1.41)

onde Bp(R) denota a bola geodésica em M de raio R. Além disso, (4.1.15) fornece

∫
M
|A|d|∇( f ◦ r)|2 ≤ 4

R2

∫
Bp(2R)

|A|d.
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Substituindo a última desigualdade em (4.1.41) e usando as hipóteses sobre f , segue-se
que ∫

Bp(R)
|A|d ≤ 4C

R2

∫
Bp(2R)

|A|d. (4.1.42)

Decorre da hipótese sobre a completude de M e da condição (4.1.1) que, ao aplicarmos o
limite quando R →+∞ em ambos os lados de (4.1.42), resulta em∫

Bp(R)
|A|d = 0.

Portanto |A| ≡ 0, ou seja,M é totalmente geodésica. Mas isso implicaria, pela Proposição
(3.7), que

λ̄1(M) =
(n−1)2

4
+n =

1
4
+2 =

9
4
.

Visto que supomos λ̄1 >
d2

2d −1
+2, então teríamos que

9
4
>

d2

2d −1
+2, o que equivale a

4d2 −2d +1 < 0, que, por sua vez, é um absurdo, visto que a inequação 4d2 −2d +1 < 0
não possui soluções reais, muito menos satisfazendo a hipótese d ∈ (2/3,2) . Portanto,
concluímos que

λ̄1(M)≤ d2

2d −1
+2.

Observação 4.1. Podemos notar que a hipótese (4.1.1) foi utilizada nos três teoremas dessa
seção. Apesar disso, uma questão em aberto é se tal hipótese é realmente necessária para
concluir tais resultados. Alguns autores [4, 19] acreditam que seja possível provar esses
teoremas de rigidez sem utilizar tal hipótese, o que não foi realizado até o momento.

Um dos resultados fundamentais que vimos no Capítulo 2 foi a Proposição 2.3, que
apresenta a seguinte desigualdade, válida para subvariedades mínimas no espaço hiperbólico

|∇A|2 −|∇|A||2 ≥ 2
mn

|∇|A||2.

A partir dela podemos deduzir a expressão (2.2.7) que foi utilizada para demonstrar todos os
resultados desse capítulo até aqui.

Entretanto, apresentamos a seguir uma sutil, mas importante, melhoria dessa estimativa,
obtida por Xin [20], e cuja demonstração será suprimida.
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Proposição 4.1. (Ver [20]) Se f : Mn → Mn+m é uma imersão cujo vetor curvatura média é
paralelo em Mn+m, então vale

|∇A|2 −|∇|A||2 ≥ 2
n
|∇|A||2. (4.1.43)

Usando a expressão (4.1.43) e argumentando de forma inteiramente análoga à Proposição
2.4, obtemos a seguinte desigualdade do tipo Simons, que pode ser encontrada em [4], para
uma imersão mínima no espaço hiperbólico:

|A|△|A|+ 3
2
|A|4 +n|A|2 ≥ 2

n
|∇|A||2. (4.1.44)

Note que o resultado acima constitui uma melhoria da Proposição 2.4 e será necessário
na demonstração dos próximos resultados deste capítulo.

Teorema 4.4. (Ver [4]) Seja Mné uma subvariedade mínima completa do espaço hiperbólico
Hn+m, 2 ≤ n ≤ 5,n ̸= 3. Se

lim
R→+∞

1
R2

∫
Bp(R)

|A|d = 0 (4.1.45)

e

λ̄1(M) = λ1(L|A|2−n,M)>
5n
3
+

(3nd2 −8nd +8(n−2))(n−1)2

12nd2 , (4.1.46)

para algum d tal que

d ∈



(
0,

1
2

)
, se n = 2,(

3
4
,
3
2

)
, se n = 4,(

4
3
− 2

3

√
2
5
,
4
3
+

2
3

√
2
5

)
, se n = 5,

(4.1.47)

então M é totalmente geodésica.

Prova do Teorema 4.4. Defina q ≥ 0 tal que d = 2(q+1)α .
Utilizando a desigualdade (4.1.44) e argumentando de forma idêntica à Proposição 2.5,

obtemos

|A|α△|A|α ≥
(

1− n−2
αn

)
|∇|A|α |2 − 3

2
α|A|2α+2 −αn|A|2α . (4.1.48)
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Multiplicando (4.1.48) por |A|2αq f 2, e integrando em M, segue-se que

∫
M
|A|(2q+1)α f 2△|A|α ≥

(
1− n−2

αn

)∫
M
|A|2αq|∇|A|α |2 f 2

− 3
2

α

∫
M
|A|2(q+1)α+2 f 2 −αn

∫
M
|A|2(q+1)α f 2.

(4.1.49)

Porém, já vimos em (2.2.10) que∫
M
|A|(2q+1)α△|A|α f 2 ≤−(2q+1− ε)

∫
M
|∇|A|α |2|A|2qα f 2

+
1
ε

∫
M
|A|2(q+1)α |∇ f |2.

Substituindo a última desigualdade em (4.1.49), obtemos(
1− n−2

αn

)∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2 − 3

2
α

∫
M
|A|2(q+1)α+2 f 2 −αn

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

≤−(2q+1− ε)
∫

M
|∇|A|α |2|A|2qα f 2 +

1
ε

∫
M
|A|2(q+1)α |∇ f |2,

que, reordenando, se torna(
2(q+1)− n−2

αn
− ε

)∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2 ≤ 3

2
α

∫
M
|A|2(q+1)α+2 f 2

+αn
∫

M
|A|2(q+1)α f 2 +

1
ε

∫
M
|A|2(q+1)α |∇ f |2.

(4.1.50)

Por outro lado, pela definição de λ̄1 := λ̄1(M) e da equação (3.2.23), resulta que∫
M

(
|A|2 −n+ λ̄1

)
f 2 ≤

∫
M
|∇ f |2, ∀ f ∈ C∞

0 (M) , f ̸= 0. (4.1.51)

Ademais, por (3.2.6) vale

λ1(M)≥ (n−1)2

4
= γ,

o que implica pela definição de λ1(M) (ver (3.2.5)) que

γ

∫
M

f 2 ≤
∫

M
|∇ f |2, ∀ f ∈ C∞

0 (M) , f ̸= 0. (4.1.52)
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Assim, para qualquer x ∈ [0,1], temos que (4.1.51) e (4.1.52) implicam em

x
∫

M

(
|A|2 −n+ λ̄1

)
f 2 +(1− x)γ

∫
M

f 2 ≤
∫

M
|∇ f |2, ∀ f ∈ C∞

0 (M) , f ̸= 0,

onde reordenando os termos resulta que

x
∫

M
|A|2 f 2 +(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)

∫
M

f 2 ≤
∫

M
|∇ f |2. (4.1.53)

Agora, substituindo f por f |A|(q+1)α nessa última desigualdade, obtemos

x
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2 +(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

≤
∫

M
|∇(|A|(q+1)α f )|2,

(4.1.54)

onde já vimos em (4.1.6) que, para todo ε > 0, vale

|∇( f |A|α(q+1))|2 ≤ ε +q+1
ε

|A|2α(q+1)|∇ f |2

+(q+1)(q+1+ ε)|∇|A|α |2|A|2αq f 2.

Usando esse resultado em (4.1.54), obtemos

x
∫

M
|A|2(q+1)

α +2 f 2 +(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)
∫

M
|A|2(q+1)α f 2

≤ ε +q+1
ε

∫
M
|A|2α(q+1)|∇ f |2 +(q+1)(q+1+ ε)

∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2.

Substituindo ε > 0 por
ε

α
> 0 na última desigualdade, resulta em

x
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2+(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

≤
(

1+
(q+1)α

ε

)∫
M
|A|2α(q+1)|∇ f |2

+
(q+1)

α
(ε +(q+1)α)

∫
M
|∇|A|α |2|A|2αq f 2.

(4.1.55)
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Multiplicando (4.1.55) por
(

2(q+1)− n−2
αn

− ε

)
e (4.1.50) por

(q+1)
α

(ε +(q+1)α)

e somando os resultados, obtemos(
2(q+1)− n−2

αn
− ε

)[
x
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2 +(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

]
≤
(

2(q+1)− n−2
αn

− ε

)(
1+

(q+1)α
ε

)∫
M
|A|2α(q+1)|∇ f |2

+
(q+1)

α
(ε +(q+1)α)

[
3
2

α

∫
M
|A|2(q+1)α+2 f 2

+αn
∫

M
|A|2(q+1)α f 2 +

1
ε

∫
M
|A|2(q+1)α |∇ f |2

]
Denotando d = 2(q+1)α na desigualdade acima, segue-se que(

d
α
− n−2

αn
− ε

)[
x
∫

M
|A|d+2 f 2 +(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)

∫
M
|A|d f 2

]
≤
(

d
α
− n−2

αn
− ε

)(
1+

d
2ε

)∫
M
|A|d|∇ f |2

+
3
2
(q+1)(ε +(q+1)α)

∫
M
|A|d+2 f 2

+(q+1)(ε +(q+1)α)n
∫

M
|A|d f 2 +

(q+1)
αε

(ε +(q+1)α)
∫

M
|A|d|∇ f |2.

Agrupando termos semelhantes na desigualdade acima, concluímos que[(
d
α
− n−2

αn
− ε

)
x− 3

2
(q+1)(ε +(q+1)α)

]∫
M
|A|d+2 f 2

+

[(
d
α
− n−2

αn
− ε

)
(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)− (q+1)(ε +(q+1)α)n

]∫
M
|A|d f 2

≤
[(

d
α
− n−2

αn
− ε

)(
1+

d
2ε

)
+

(q+1)
αε

(ε +(q+1)α)

]∫
M
|A|d|∇ f |2.

(4.1.56)

Note que
(

d
α
− n−2

αn
− ε

)
> 0 ocorre se, e somente se, d − n−2

n
> αε . Mas por

(4.1.47) é imediato que d − n−2
n

> 0, ∀ 2 ≤ n ≤ 5,n ̸= 3. Portanto, existe ε > 0 tal que(
d
α
− n−2

αn
− ε

)
> 0.

Reescrevemos agora (4.1.56) da forma

C1

∫
M
|A|d+2 f 2 +C2

∫
M
|A|d f 2 ≤C

∫
M
|A|d|∇ f |2, (4.1.57)
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onde

C1 =

(
d
α
− n−2

αn
− ε

)
x− 3

2
(q+1)(ε +(q+1)α),

C2 =

(
d
α
− n−2

αn
− ε

)
(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)− (q+1)(ε +(q+1)α)n,

C3 =

(
d
α
− n−2

αn
− ε

)(
1+

d
2ε

)
+

(q+1)
αε

(ε +(q+1)α).

Agora, visto que
(

d
α
− n−2

αn
− ε

)
> 0, então pelas hipóteses sobre d,α,n e ε , é imediato

que C3 > 0.
Mais ainda, mostraremos que as constantes C1 e C2 são também positivas. Para isso,

primeiro vamos mostrar que existe ε > 0 tal que

0 < ε +
3
2(q+1)(ε +(q+1)α)( d

α
− n−2

αn − ε
) ≤ 1.

É claro que, pelas hipóteses sobre d,q,α,n e ε , a primeira desigualdade é valida. Por outro

lado, ε +
3
2(q+1)(ε +(q+1)α)( d

α
− n−2

αn − ε
) ≤ 1 equivale a

3d2

8α
− d

α
+

n−2
αn

≤−ε

(
d
α
− n−2

αn
− ε +

3d
4α

)
. (4.1.58)

Pela hipótese (4.1.47), é imediato que
3d2

8α
− d

α
+

n−2
αn

< 0 e, portanto, existe ε > 0 tal que
(4.1.58) ocorre.

Assim, escolhendo x = ε +
3
2(q+1)(ε +(q+1)α)( d

α
− n−2

αn − ε
) ∈ [0,1], o coeficiente C1 se torna

C1 = ε

(
d
α
− n−2

αn
− ε

)
> 0.

Mostraremos que C2 > 0. De fato, se x = ε +
3
2(q+1)(ε +(q+1)α)( d

α
− n−2

αn − ε
) , então a desigualdade(

d
α
− n−2

αn
− ε

)
(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)− (q+1)(ε +(q+1)α)n > 0
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ocorre se, e somente se,(
3d2

8α

)(
λ̄1 − γ − 5n

3

)
+ γ

(
d
α
− n−2

αn

)
>−ε

[(
λ̄1 − γ −n

)( d
α
− n−2

αn
+

3d
4

− ε

)
+

(
γ − d

2
n
)]

.

(4.1.59)

Mas, note que a hipótese (4.1.46) do teorema é equivalente a(
3d2

8α

)(
λ̄1 − γ − 5n

3

)
+ γ

(
d
α
− n−2

αn

)
> 0.

Portanto, existe ε > 0 tal que (4.1.59) ocorre e, consequentemente, tal que C2 > 0. Logo,
segue de (4.1.57) que ∫

M
|A|d+2 f 2 ≤C0

∫
M
|A|d|∇ f |2, (4.1.60)

onde C0 =
C
C1

é uma constante positiva que depende apenas de q,α,n e ε .

Por fim, considere a composta f ◦ r : M → [0,1] , onde r : M → [0,∞) é a função dis-
tância em relação ao ponto p ∈ M no qual vale (4.1.45) e f : [0,∞)→ [0,1] é uma função

diferenciável tal que f ≡ 1 em [0,R], f ≡ 0 em [2R,∞), com | f ′|< 2
R

.
Substituindo f por f ◦ r na desigualdade (4.1.60), obtemos

∫
M
|A|d+2( f ◦ r)2 ≤C0

∫
M
|A|d|∇( f ◦ r)|2, (4.1.61)

onde Bp(R) denota a bola geodésica em M de raio R.
Por (4.1.15), sabemos que∫

M
|A|d|∇( f ◦ r)|2 ≤ 4

R2

∫
Bp(2R)

|A|d.

Substituindo a última desigualdade em (4.1.61), e lembrando as hipóteses sobre f , temos
que ∫

Bp(R)
|A|d+2 ≤C0

4
R2

∫
Bp(2R)

|A|d. (4.1.62)
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Calculando o limite em (4.1.62) quando R → +∞, a completude de M e a hipótese
(4.1.45) fornecem ∫

M
|A|d+2 = lim

R→+∞

∫
Bp(R)

|A|d+2 = 0,

provando que |A| ≡ 0, isto é, M é totalmente geodésica.

4.2 Estimativas de Superestabilidade no Caso n = 3

É fato que, até este ponto, nenhum teorema tratou do caso n = 3. Mesmo assim, ainda é
possível dizer algo sobre o primeiro autovalor do operador de superestabilidade λ̄1(M) de
subvariedades mínimas M3 do espaço hiperbólico. Os dois últimos teoremas desse capítulo
vão tratar do assunto.

Teorema 4.5. (Ver [4]) Seja M3 uma subvariedade mínima e completa do espaço hiperbólico
H3+m. Se

lim
R→+∞

1
R2

∫
Bp(R)

|A|2/3 = 0,

então λ̄1(M) = λ1(L|A|2−n,M)≤ 4.

Prova do Teorema 4.5. Suponha que λ̄1(M)> 4. Note que, substituindo n = 3 e d =
2
3

no
lado direito de (4.1.46), obtemos

5n
3
+

(3nd2 −8nd +8(n−2))(n−1)2

12nd2 =
5 ·3

3
+

(3 ·3
(2

3

)2 −8 ·3 · 2
3 +8(3−2))(3−1)2

12 ·3
(2

3

)2 = 4,

onde

d =
2
3
∈

(
4
3
− 2

√
2

3
,
4
3
+

2
√

2
3

)
.

Assim, um argumento análogo à demonstração do Teorema 4.4 mplica que M é totalmente
geodésia, com

λ̄1(M) =
(n−1)2

4
+n =

(3−1)2

4
+3 = 4,

contradizendo a nossa suposição inicial. Portanto, vale λ̄1(M)≤ 4.
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O próximo resultado considera uma subvariedade mínima e completa, do espaço hiperbó-
lico, cuja dimensão é menor do que ou igual a 3, e fornece uma estimativa para o primeiro
autovalor do operador de superestabilidade.

Teorema 4.6. (Ver [4]) Seja Mn, n = 2 ou n = 3 , uma subvariedade mínima e completa do
espaço hiperbólico Hn+m. Se

lim
R→∞

1
R2

∫
Bp(R)

|A|d = 0, (4.2.1)

para alguma constante d satisfazendo

d ∈

[
2,2+

2
3

(√
12
n
−2 −1

))
, (4.2.2)

então

λ̄1(M)≤ 5n
3
+

(3nd2 −8nd +8(n−2))(n−1)2

12nd2 .

Prova do Teorema 4.6. Suponha que

λ̄1(M)>
5n
3
+

(3nd2 −8nd +8(n−2))(n−1)2

12nd2 . (4.2.3)

Mostraremos que M é totalmente geodésica.
Considere d = 2(q+1), onde q ≥ 0 é uma constante, e seja f ∈C∞

0 (M) uma função não
nula. Vimos que, se Mn é uma subvariedade mínima completa do espaço hiperbólico Hn+m,
então vale (4.1.44), isto é

|A|△|A|+ 3
2
|A|4 +n|A|2 ≥ 2

n
|∇|A||2.

Multiplicando a última desigualdade por f 2|A|2q e integrando sobre M, obtemos

2
n

∫
M
|∇|A||2|A|2q f 2 ≤

∫
M

f 2|A|2q+1△|A|+ 3
2

∫
M

f 2|A|2q+4 +n
∫

M
f 2|A|2(q+1). (4.2.4)
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Por outro lado, usando o Teorema 1.1 (Teorema da Divergência) sobre o campo vetorial
|A|(2q+1)

∇|A| f 2 , temos que

0 =
∫

M
div
(
|A|2q+1

∇|A| f 2)= (2q+1)
∫

M
|A|2q⟨∇|A|,∇|A|⟩ f 2 +2

∫
M
|A|2q+1 f ⟨∇ f ,∇|A|⟩

+
∫

M
|A|2q+1 f 2△|A|,

o que implica∫
M

f 2|A|2q+1△|A|=−(2q+1)
∫

M
|A|2q|∇|A||2 f 2 −2

∫
M
|A|2q+1 f ⟨∇ f ,∇|A|⟩.

Substituindo a última desigualdade em (4.2.4), e agrupando termos semelhantes, obtemos(
2
n
+2q+1

)∫
M
|∇|A||2|A|2q f 2 ≤3

2

∫
M

f 2|A|2q+4 +n
∫

M
f 2|A|2(q+1)

−2
∫

M
|A|2q+1 f ⟨∇ f ,∇|A|⟩.

(4.2.5)

Agora, recordamos de (4.1.53) que, para todo x ∈ [0,1], vale

x
∫

M
|A|2 f 2 +(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)

∫
M

f 2 ≤
∫

M
|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M) , f ̸= 0.

Substituindo f por f |A|q+1, a última desigualdade resulta em

x
∫

M
|A|2q+4 f 2 +(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)

∫
M

f 2|A|2(q+1) ≤
∫

M
|∇( f |A|q+1)|2, (4.2.6)

que pelas propriedades do gradiente de funções fornece

∇( f |A|q+1) = |A|q+1
∇ f +(q+1)|A|q f ∇|A|,

donde

|∇( f |A|q+1)|2 =
〈
∇( f |A|q+1),∇( f |A|q+1)

〉
=|A|2(q+1)|∇ f |2 +(q+1)2|A|2q f 2|∇|A||2

+2(q+1)|A|2q+1 f ⟨∇ f ,∇|A|⟩ .

(4.2.7)
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Aplicando a Desigualdade de Cauchy Schwars (1.2.5) e a Desigualdade de Young (1.2.7),

para p= q= 2 e C
(

ε

2

)
=

1
2ε

, no último termo do lado direito da expressão anterior, obtemos

|A|2q+1 f ⟨∇ f ,∇|A|⟩ ≤ |A|2q+1 f |∇ f ||∇|A||

≤ ε

2
|A|2q f 2|∇|A||2 + 1

2ε
|A|2(q+1)|∇ f |2,

ou seja,

2(q+1)|A|2q+1 f ⟨∇ f ,∇|A|⟩ ≤ (q+1)ε|A|2q f 2|∇|A||2 + q+1
ε

· |A|2(q+1)|∇ f |2, (4.2.8)

que será utilizada mais adiante.
Agora, note que, substituindo (4.2.7) em (4.2.6), resulta em

x
∫

M
|A|2q+4 f 2 +(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)

∫
M

f 2|A|2(q+1)

≤
∫

M
|A|2(q+1)|∇ f |2 +(q+1)2

∫
M
|A|2q f 2|∇|A||2 +2(q+1)

∫
M
|A|2q+1 f ⟨∇ f ,∇|A|⟩ .

(4.2.9)

Multiplicando (4.2.5) por (q+1), somando com (4.2.9), e agrupando termos semelhantes,
obtemos[(

2
n
+2q+1

)
(q+1)− (q+1)2

]∫
M
|∇|A||2|A|2q f 2 +

(
x− 3

2
(q+1)

)∫
M
|A|2q+4 f 2

+[x(λ̄1 −n)+(1− x)γ −n(q+1)]
∫

M
f 2|A|2(q+1) ≤

∫
M
|A|2(q+1)|∇ f |2,

isto é,

(q+1)
(

2
n
+q
)

︸ ︷︷ ︸
y

∫
M
|∇|A||2|A|2q f 2 +

(
x− 3

2
(q+1)

)∫
M
|A|2q+4 f 2

+[x(λ̄1 −n)+(1− x)γ −n(q+1)]
∫

M
f 2|A|2(q+1) ≤

∫
M
|A|2(q+1)|∇ f |2.

(4.2.10)

Entretanto, substituindo (4.2.8) em (4.2.9), resulta em

x
∫

M
|A|2q+4 f 2 +(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)

∫
M

f 2|A|2(q+1) ≤
∫

M
|A|2(q+1)|∇ f |2

+(q+1)2
∫

M
|A|2q f 2|∇|A||2 +(q+1)ε

∫
M
|A|2q f 2|∇|A||2 + q+1

ε

∫
M
|A|2(q+1)|∇ f |2,
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que, reescrevendo, se torna

x
∫

M
|A|2q+4 f 2 +(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)

∫
M

f 2|A|2(q+1)

≤
(

1+
q+1

ε

)∫
M
|A|2(q+1)|∇ f |2 +(q+1)(q+1+ ε)︸ ︷︷ ︸

z

∫
M
|∇|A||2|A|2q f 2.

(4.2.11)

Multiplicando (4.2.11) por
2
n +q

q+1+ ε
, somando com (4.2.10), e comparando os termos

identificados por y e z, obtemos(
2
n +q

q+1+ ε

)[
x
∫

M
|A|2q+4 f 2 +(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)

∫
M

f 2|A|2(q+1)
]

+

(
x− 3

2
(q+1)

)∫
M
|A|2q+4 f 2 +[x(λ̄1 −n)+(1− x)γ −n(q+1)]

∫
M

f 2|A|2(q+1)

≤
∫

M
|A|2(q+1)|∇ f |2 +

(
2
n +q

q+1+ ε

)(
1+

q+1
ε

)∫
M
|A|2(q+1)|∇ f |2.

Agrupando termos semelhantes na última desigualdade, obtemos(
1+

2
n +q

q+1+ ε

)[
x
∫

M
|A|2q+4 f 2 +(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)

∫
M

f 2|A|2(q+1)
]

− 3
2
(q+1)

∫
M
|A|2q+4 f 2 −n(q+1)

∫
M

f 2|A|2(q+1)

≤

[
1+

(
2
n +q

q+1+ ε

)(
q+1+ ε

ε

)]∫
M
|A|2(q+1)|∇ f |2,

que, por sua vez, equivale a[(
1+

2
n +q

q+1+ ε

)
x− 3

2
(q+1)

]∫
M
|A|2q+4 f 2

+

[(
1+

2
n +q

q+1+ ε

)
(x(λ̄1 −n)+(1− x)γ)−n(q+1)

]∫
M

f 2|A|2(q+1)

≤

(
1+

2
n +q

ε

)∫
M
|A|2(q+1)|∇ f |2.

(4.2.12)
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Mostraremos que as constantes que multiplicam os símbolos de integração do lado
esquerdo dessa última desigualdade são ambas positivas. Com respeito à constante do lado

direito, é imediado que para todo ε > 0, vale

(
1+

2
n +q

ε

)
> 0 .

Agora vamos mostrar que existe ε > 0 tal que

0 < ε +
3
2(q+1)(q+1+ ε)

2q+1+ 2
n + ε

≤ 1

A primeira desigualdade é imediata. Por outro lado, note que, usando d = 2(q+1), temos
que a expressão

ε +
3
2(q+1)(q+1+ ε)

2q+1+ 2
n + ε

≤ 1,

é equivalente a

− 3d2

8
+d +

(
2
n
−1
)
≥ ε

(
7
2

q+
2
n
+

3
2
+ ε

)
. (4.2.13)

Mas pela hipótese (4.2.15), segue-se que

− 3d2

8
+d +

(
2
n
−1
)
> 0.

Portanto, existe ε > 0 tal que (4.2.13) ocorre. Após essas considerações, podemos tomar

x = ε +
3
2(q+1)(q+1+ ε)

2q+1+ 2
n + ε

∈ [0,1] em (4.2.12). O primeiro termo do lado esquerdo se torna

(
1+

2
n +q

q+1+ ε

)(
ε +

3
2(q+1)(q+1+ ε)

2q+1+ 2
n + ε

)
− 3

2
(q+1) = ε

(
1+

2
n +q

q+1+ ε

)
,

que é claramente positivo. Quanto ao segundo termo do lado esquerdo de (4.2.12), vamos
mostrar que (

ε +
3
2(q+1)(q+1+ ε)

2q+1+ 2
n + ε

)
(λ̄1 −n)+(1− x)γ > 0.

Para isso, basta mostrarmos que λ̄1 −n > 0. De fato, visto que supomos

λ̄1(M)>
5n
3
+

(3nd2 −8nd +8(n−2))(n−1)2

12nd2 ,

então

λ̄1 −n >
[(8n2 +3n)d2 −8nd +8(n−2)](n−1)2

12nd2 .
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Observe que, tanto no caso n = 2, quanto no caso n = 3, a expressão (8n2 + 3n)d2 −
8nd+8(n−2) é positiva para todo d satisfazendo (4.2.15). Portanto, λ̄1−n > 0, e o segundo
coeficiente do lado esquerdo de (4.2.12) é positivo. Assim, pelas considerações anteriores, e
denotando d = 2(q+1), obtemos de (4.2.12) que∫

M
|A|d+2 f 2 ≤C0

∫
M
|A|d|∇ f |2,

onde C0 é uma constante positiva que depende apenas de n,q e ε .
Analogamente ao que fizemos nos teoremas anteriores, considere a composta f ◦ r : M →

[0,1] , onde r : M → [0,∞) é a função distância em relação ao ponto p ∈ M no qual vale
(4.2.1) e f : [0,∞) → [0,1] é uma função diferenciável tal que f ≡ 1 em [0,R], f ≡ 0 em

[2R,∞), com | f ′|< 2
R

.
Substituindo f por f ◦ r na desigualdade anterior, obtemos∫

M
|A|d+2( f ◦ r)2 ≤C0

∫
M
|A|d|∇( f ◦ r)|2. (4.2.14)

Por (4.1.15), sabemos que∫
M
|A|d|∇( f ◦ r)|2 ≤ 4

R2

∫
Bp(2R)

|A|d.

Substituindo a última desigualdade em (4.2.14), e lembrando as hipóteses sobre f , temos que∫
Bp(R)

|A|d+2 ≤C0
4

R2

∫
Bp(2R)

|A|d.

Finalmente, passando a última relação ao limite quando n →+∞, usando a hipótese (4.2.1)
e lembrando que supomos M completa, concluímos que∫

M
|A|d+2 = lim

n→+∞

∫
Bp(R)

|A|d+2 = 0.

E, portanto, M é totalmente geodésica, com

λ̄1(M) =
(n−1)2

4
+n =

{
9/4 se n = 2,
4 se n = 3,

que contradiz a suposição (4.2.3) que fizemos anteriormente, pois, caso n = 2, teríamos

9
4
>

5n
3
+

(3nd2 −8nd +8(n−2))(n−1)2

12nd2 =
10
3
+

1
4
− 2

3d
⇐⇒ d <

1
2
,
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o que não ocorre, visto que supomos d ≥ 2. E se n = 3, então

4 >
5n
3
+

(3nd2 −8nd +8(n−2))(n−1)2

12nd2 = 5+
2−6d

9d2 ⇐⇒ 9d2 −6d +2 < 0,

o que por sua vez não ocorre, já que a equação quadrática 9z2 −6z+2 < 0 não tem soluções
reais.

Portanto, concluímos que

λ̄1(M)≤ 5n
3
+

(3nd2 −8nd +8(n−2))(n−1)2

12nd2 .

Considerações Finais

Podemos observar em [3, 4] que a condição (4.1.1) pode ser substituída por

lim
R→+∞

1
Rk

∫
Bp(R)

|A|= 0,

resultando nos seguintes teoremas, cuja demonstração será suprimida por tratar-se de um
roteiro consideravelmente análogo ao que fizemos na seção anterior.

Teorema 4.7. (Ver [4]) Seja Mn uma subvariedade mínima e completa do espaço hiperbólico
Hn+m, 2 ≤ n ≤ 5.

(I) Quando n ̸= 3, se

λ1(L|A|2−n,M)>
5n
3
+

(3k(n−1)2 −8n(k−1)+8(n−2))(n−1)2

12n(k−1)2 ,

e

lim
R→+∞

1
Rk

∫
Bp(R)

|A|= 0,
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onde

k ∈



(
1,

3
2

)
, se n = 2,(

7
4
,
5
2

)
, se n = 4,(

7
3
− 2

3

√
2
5
,
7
3
+

2
3

√
2
5

)
, se n = 5,

então M é totalmente geodésica.
(II) Quando n = 3, se

lim
R→+∞

1
R2/3

∫
Bp(R)

|A|= 0,

então λ1(L|A|2−n,M)≤ 4.

Teorema 4.8. (Ver [4]) Seja Mn, n = 2 ou n = 3 , uma subvariedade mínima e completa do
espaço hiperbólico Hn+m. Se

lim
R→+∞

1
Rk

∫
Bp(R)

|A|= 0,

para alguma constante k satisfazendo

k ∈

[
3,3+

2
3

(√
12
n
−2 −1

))
, (4.2.15)

então

λ1(L|A|2−n,M)≤ 5n
3
+

(3k(n−1)2 −8n(k−1)+8(n−2))(n−1)2

12n(k−1)2 .

Teorema 4.9. (Ver [3]) Seja M2 uma subvariedade mínima e completa do espaço hiperbólico
H4. Se

lim
R→+∞

1
Rk

∫
Bp(R)

|A|= 0,

para alguma constante k ∈ (5/3,3), então

λ1(L|A|2−n,M)≤ (n−1)2

2k−3
+2.
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