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Resumo

Esse trabalho apresenta um breve estudo sobre imersdes isométricas minimas no espago
hiperbélico H" ™. O principal objetivo é demonstrar a férmula de Simons para o laplaciano
AJA| da norma da segunda forma fundamental e usar essa férmula para demonstrar teoremas
de rigidez, que determinem sobre quais condi¢cdes podemos garantir que uma subvariedade
minima do espaco hiperbdlico € totalmente geodésica. Além disso, também vamos definir
o conceito de superestabilidade em subvariedades minimas e utilizar a férmula de Simons
para provar estimativas sobre o primeiro autovalor do operador de estabilidade 1, (M) dessas

1imersoes minimas.

Palavras-Chave: espaco hiperbdlico; subvariedades minimas; segunda forma fundamen-

tal; formula de Simons; superestabilidade



Abstract

This work presents a brief study on minimal isometric immersions in the hyperbolic space
H"*™. Our goal is to demonstrate Simons’ formula for the Laplacian A|A| of the second
fundamental form norm and to use this formula to prove rigidity theorems that determine
under what conditions a minimal submanifold of the hyperbolic space is totally geodesic. In
addition, one also will define the concept of superstability on minimal submanifolds and use
Simons’ formula to prove estimates for the first eigenvalue of the stability operator A, (M) of
these minimal embeddings.

Key-Words: hyperbolic space; minimal submanifolds; second fundamental form; Si-
mon’s formula; superstability
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Introducao

No contexto de subvariedades riemannianas, um problema interessante que tem sido
tratado na literatura € saber sobre quais condi¢des podemos garantir que uma subvariedade
minima seja totalmente geodésica.

Nesse sentido, em um trabalho inspirador, Simons [18] obteve uma férmula para o
laplaciano do quadrado da norma da segunda forma fundamental de uma subvariedade
minima, M", imersa em uma forma espacial, M

Formas espaciais sdo variedades completas com curvatura seccional constante. Para
tais variedades, a formula de Simons permite obter uma grande variedade de teoremas
e resultados acerca da norma da segunda forma fundamental de subvariedades minimas
[1-4,7,8, 16, 19].

Em [18], Simons usou sua férmula para provar que, se M" é uma subvariedade minima e

fechada de S", onde a segunda forma fundamental, A, satisfaz

n

AP < 7
(2=

entdo M" é totalmente geodésica.
Mais recentemente, Xia e Wang [19] provaram que, se M", n > 5, é uma subvariedade
minima e completa de H" ™™ de modo que a segunda forma fundamental satisfaz

lim su fB” ]A]z
R—+oo P R2

onde B, (R) denota a bola geodésica de raio R centrada em p € M e tal que

(n+2)(n—1)?
ESE\AIZ(X) <D(n,m)=19 » (1?%) (n—1)>
3 4 A

—n, se m=1,

se m>2,

entdo M ¢ totalmente geodésica.



Introdugio 2

Posteriormente, Oliveira e Xia [16] provaram resultados que estabelecem uma condicao

sobre sup |A|?(x) que depende de um nimero maior de constantes do que aquele tratado
xeM

acima por Xia e Wang, além de se restringirem ao caso em que n?—6n+1+ E > 0.

Uma melhoria desses dois resultados foi obtida por Bezerra e Manfio [3111, e constitui
um dos objetos de estudo desenvolvidos neste trabalho, isto é, iremos utilizar a férmula de
Simons para estudar subvariedades minimas do espaco hiperbdlico H" ™ e exibir condigdes
pelas quais podemos garantir que tais subvariedades minimas sejam também totalmente
geodésicas.

Um outro foco deste trabalho sdo as chamadas subvariedades superestdveis. A principio,
toda subvariedade minima M" é um ponto critico da fungio volume n-dimensional Vol (M)
de qualquer campo variacional normal e com suporte compacto em M".

Uma importante questdo, porém, é saber sob quais condi¢des M" serd, ndo apenas
ponto critico, mas também um minimo local da funcdo volume. Nesse interim, M é dita

subvariedade estdvel. Pode-se mostrar que [17], se M = H"™ entiio Vol (M) satisfaz

d*Vol(M;) ) ) )
S [ VAP (AR -

para toda fung¢do f € Cy (M).
Motivado por essas consideracdes, Seo [17] apresentou o conceito de superestabili-
dade no espaco hiperbélico H"™, definindo uma subvariedade minima M de H"™ como

superestdvel se vale
| 1VsPR = (4P =) > 0,
M

para toda funcdo f € Cy (M).

E claro que se M for superestdvel, entio M serd também estdvel. A vantagem de se
trabalhar com o conceito de superestabilidade (que depende da norma |A| da segunda forma
fundamental A) € a possibilidade de inferir propriedades sobre a segunda forma fundamental
de imersdes minimas a partir da férmula de Simons, ja mencionada antes. Por exemplo, é
claro da defini¢do anterior que subvariedades totalmente geodésicas (isto é, com |A| = 0) sdo
também superestdveis.

Um importante estimador de superestabilidade em subvariedades minimas do espaco
hiperbélico é o primeiro autovalor do operador de estabilidade /\ + |A|* — n, dado por

hon— (VP4

FECT (M), f#0 Ju f? ’

onde omitimos, por conveniéncia, o elemento de volume dVj; de M.



Introdugio 3

Em [3], Bezerra e Manfio também apresentaram condi¢des sobre a segunda forma
fundamental e sobre o primeiro autovalor 1 (M), para que possamos garantir que uma
subvariedade minima M", 2 < n < 5,n # 3, seja totalmente geodésica. Especificamente
no caso n = m = 2, 0s mesmos autores obtiveram estimativas para A;(M). De forma
complementar, estimativas para A (M) no caso n = 3 foram obtidas por Bezerra e Wang [4].

O presente trabalho foi motivado pelos estudos desenvolvidos em [3, 4, 19], e estd
dividido conforme segue:

No primeiro capitulo, apresentamos nocdes preliminares de geometria, de andlise e de
algebra linear, que serdo uteis para a compreensao dos principais resultados deste trabalho.

No segundo capitulo, utilizamos as equagdes fundamentais das imersdes isométricas para
obter a formula de Simons para subvariedades minimas do espaco hiperbdlico. Deduzimos
também uma importante desigualdade integral que serd utilizada na demonstracao de todos
os resultados do capitulo final.

No terceiro capitulo, tratamos das formulas de primeira e segunda variacdes do volume
em subvariedades do espacgo hiperbdlico. Também apresentamos alguns resultados sobre
operadores da forma A + u (sendo u : M — R funcdo continua) agindo em variedades
riemannianas, obtendo uma expresséo (a férmula de Rayleigh) para o primeiro autovalor A,
associado a esses operadores. Outrossim, trataremos de superestabilidade em subvariedades
minimas do espaco hiperbdlico.

No dltimo capitulo, analisamos algumas condi¢des necessdrias para que uma subvariedade
minima do espago hiperbdlico seja totalmente geodésica, além de apresentar estimativas

sobre o primeiro autovalor A; de tais subvariedades minimas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos sucintamente alguns conceitos para uma melhor compreen-
sdo dos resultados que serdo tratados nos capitulos subsequentes. Iniciamos a primeira se¢ao
com elementos de geometria riemanniana e, na se¢ao seguinte, trataremos de resultados de
andlise e de dlgebra linear. O leitor familiarizado com tais conceitos poderd, eventualmente,
omitir uma primeira leitura de tais resultados sem que isso prejudique a compreensao dos
capitulos a posteriori.

Utilizamos [35, 7, 8, 10-12, 14] como guias no desenvolvimento deste roteiro preliminar.

1.1 Elementos de Geometria Riemanniana

Seja M" uma n-variedade riemanniana, e, para cada p € M, seja T,M o espago tangente
associado. Dados x,y € T,M, denotamos por (x,y), o produto interno associado a p pela
métrica riemanniana g de M.

Considere X' (M) o conjunto dos campos diferencidveis de vetores em M e D(M) o anel
das funcdes diferencidveis em M. Ao longo deste trabalho, trataremos com variedades
riemannianas orientadas e conexas.

Dado p € M, considere U C M uma vizinhanga de p onde seja possivel definir campos

diferencidveis de vetores ey, ..., e, tais que
(ei,ej>:5,~j, 1<i,j<n.

A colecdo {e;}1<i<y € dita um referencial (ortonormal mével) em U. Tal referencial permite

definir 1-formas diferenciais @; em U dadas por
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A colegdo {w;}1<i<, é chamada correferencial associado ao referencial {e;}i<i<p.
Um resultado classico de geometria riemanniana (Zeorema de Levi Civita) garante a
existéncia de um conjunto de 1-formas diferenciais {®;;}1<; j< que sdo anti-simétricas (isto

€, que W;; = —@j;) € que satisfazem

dw;, = ij N @jj,
J

onde dw; denota a diferencial exterior da 1-forma w; e "A"¢€ o produto exterior de 1-formas
diferenciais sobre U C M. As formas @;; assim definidas sdo denominadas formas de conexdo
de M no referencial {e;}1<i<p-

Um outro conjunto importante de formas diferenciais sdo as formas de curvatura €;;,
definidas por

.Q.ij = dCO,'j —Za)ik/\ W -
k

E claro que, pela anti-simetria das formas @, vale €;; = —€ j;. Tais formas £2;; possuem um
importante significado geométrico associado. De fato, para cada par de vetores X,Y € T,M,
sabemos que ;;(X,Y) € R. Além disso, a matriz {€;;(X,Y) },x» é a matriz de um operador
linear, Rxy : T,M — T,M, denominado operador curvatura de M. Assim, dados 1 <k,l <n,
temos que

Qu(X,Y) = (Rxye,er).

Antes de prosseguirmos, precisamos da seguinte definicao.

Definicao 1.1. Um tensor de ordem r em M € uma aplicacdo multilinear da forma T :
X(M) x ...x X(M)— D(M). Dizemos que T ¢ diferenciavel quando, para quaisquer cam-

J/

TV
r fatores

pos de vetores Y1, ...,Y, € X (M), T(Y1,...,Y,) € uma fungdo diferencidvel em M.

Trataremos somente com tensores diferencidveis. Dado um referencial mével {e; } <<,
as fungdes T;, ; = T(ej,,...,e;,) sdo chamados componentes do tensor T no referencial

{ei}1<i<n- Nessas condi¢des, podemos escrever 7' da forma

T = Z E]...ireil ®ei2“-eir,1 ®eir7

U] yeensly
onde ® denota o produto tensorial, que por simplicidade serd omitido em alguns contextos.

Dados r campos vetoriais em U, escritos da forma X; = Zx’lei, e Xy = Zx’,ei, temos que o
i i
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tensor 7', pela multilinearidade, age em tais campos vetoriais do seguinte modo

T(Xy, . Xr) = Y Ty X)X,

T

As k-formas diferencidveis sobre M sido exemplos de tensores diferencidveis de ordem k
sobre M.

O operador curvatura, ja citado, permite definir o chamado tensor curvatura de M, dado
por uma aplica¢do quadrilinear R : X (M) x X (M) x X (M) x X(M) — D(M), que age da
seguinte forma

R(X,Y,Z,T) = (RxyZ,T). (1.1.1)

Primeiro, note que, sendo £;; uma forma bilinear alternada, vale

(RxyZ,T) = —(RyxZ,T),
(RxyZ,T) = —(RxyT,Z).

Além disso, uma propriedade adicional do tensor curvatura € fornecida pela conhecida

Primeira Identidade de Bianchi, que afirma a seguinte igualdade
(RxyZ,T) = (RzrX.Y).
Agora note que, sendo £;; 2-formas diferenciais, podemos escrevé-las da seguinte maneira

Qij=— ZRijklmk/\ oy,
k<l

cuja expressdo fornece as fungdes R;ji; em M. Segue-se da dltima igualdade que

Rijit = (Ree;ex,e1)-

Os termos R; j; sdo denominados componentes do tensor curvatura de M no referencial {ei}.

Além disso, € imediado que, da anti-simetria das formas Q;;, vale
Riji = —Qij(ex,e1) = Qij(er, ex) = —Rijix.

Portanto, temos que R; jx 0 A\ @ = R; j; 0 /\ @y, € podemos escrever £2;; da forma

1
.Q,'j = _E ZRijklwk N Q.
k,l
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Como ja vimos, tais componentes do tensor curvatura satisfazem as seguintes propriedades

uteis:
Rijki = —Rjik,
Rijii = —Rijix, (1.1.2)
Rijki = Ruqij-

Além disso, o tensor curvatura permite definir o importante conceito de curvatura seccio-
nal.

Definicéo 1.2. Dado p € M, sejam x,y € T,M vetores linearmente independentes, escritos da

forma x = inei ey= Z yjej, € considere o o subespaco bidimensional do espago tangente
i J
T,M gerado pelos vetores x e y. Definimos Ky (x,y) por

Y X7 ViRijij
1
KM(x7y> = 2

- : (1.1.3)
VX2 = (x, )2

onde calculamos |x|?, |y e (x,y) usando a métrica g .

E possivel mostrar que essa defini¢éio nio depende da escolha dos vetores linearmente
independentes x,y € 6. Por essa razdo, muitas vezes denotamos Ky (x,y) = Ky (o) e o
denominamos curvatura seccional segundo o subespago 6 C T,M.

Em particular, dados dois vetores e; e e; do referencial {e;}<i<n-+m, temos por (1.1.3)
que a curvatura seccional Ky (e;,e;), do subespago bidimensional ¢ C 7,M gerado pelos

vetores ortonormais ¢; € ¢, € dada por

K(ei,ej) = Rijij.

Sendo M uma variedade riemanniana, podemos definir a diferencial covariante de fungdes,
campos vetoriais, e k-formas em M.
Seja f : U — R uma fung@o C™ sobre um aberto U C M. O vetor gradiente da funcdo f
¢ dado por
Vi=Y fiei=), <§—f> e
i i \OXi

A diferencial de f é a 1-forma dual do vetor gradiente, dada por

d
df:Zfia)i:Z<%> @;,

i 1
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d
onde 8_f denota a derivada parcial de f : U — R em relacdo a i—ésima coordenada em
X
ucm.'
Defini¢ao 1.3. Seja f: U — R uma fungdo C sobre um aberto U C M. Definimos a

diferencial covariante da 1-forma d f por

1

V(df):=Y (dfi+2fk(0ki) ;.
%

Se definirmos coeficientes f;; tais que Z Jijo; =dfi+ Z Jfx Wy , obtemos
J k

fij=dfilej) + ) fiani(e;), (1.1.4)
k
e podemos reescrever a diferencial covariante de d f por

V(df) =Y fijojo;.
]
Observagdo 1.1. A aplicagdo V(df) definida acima é claramente bilinear e € denominada
hessiano de f na métrica de M. O traco dessa forma bilinear € dito laplaciano de f e é dado
por

Af::Zfi,-. (1.1.5)

Também é comum utilizar a notagio V2 f := Af.

Analogamente ao que fizemos acima, seja X = Zx,-e,- um campo de vetores em M. A
i
I-forma dual associada ao campo X é denotada por X , € sua derivada covariante, assim

como fizemos para fungdes, ¢ dada por
V(x)X ZZZ (dx,-—l—Zkaki) a),-:Zx,-ja)ja),-, (1.1.6)
i k i,J

onde inja)j =dx;+ Zkakl' , isto €,
J k

Xij :dxi(ej)+2xka)ki(ej). (1.1.7)
k
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De agora em diante, por simplicidade, denotaremos VX := V¥ e o chamaremos diferencial

covariante do campo X. Além disso, o traco da forma bilinear V* é dado por

divX =Y xii. (1.1.8)
i

Observagdo 1.2. No caso de uma fungdo f, repare que A f = divVf.

Em muitos contextos, € frequente identificarmos 1-formas sobre M com seus respectivos
campos vetoriais duais. Essa associa¢do € natural, visto que cada elemento do espaco tangente
possui um dnico correspondente no espaco dual. Em virtude disso, a imagem VX (Y) de um
campo vetorial Y pela diferencial covariante (2-forma) de um campo vetorial X pode ser
vista, corretamente, como sendo um campo vetorial sobre M.

Se f: M — R for uma funcao diferencidvel e X = ine,- um campo de vetores em M.

Entdo, pelas propriedades gerais do cdlculo, e usando (1.1.6), (1.1.7) e (1.1.8), o campo
vetorial fX = Z( fxi)e; satisfaz
i

wa = Z(fxi>wi7
xij = d(fxi)(ej)+ Y freani(e;) = fxij+xidf(ej) = fxij+xifj,
%

1.1.9
VoX = Z(fxij+xifj)mja)i7 e

irj
div(fX) = ini = Z(fxii+xiﬁ) = f-divkK +(X,Vf),

onde (,) denota o produto interno de 7,M na métrica g.
E importante notar que, no caso M = R", os conceitos de gradiente e laplaciano usuais
coincidem com os definidos aqui para variedades riemannianas.
De fato, se ¢ ou : M — R € a composta de u : M — R com uma fungao diferenciavel
¢ : R — R, temos que
d(¢pou)= Z (pou) o, =0’ (u)-du.

P 8xk
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Logo, conforme (1.1.4) e (1.1.5) , temos que

Apou) =Y (9ou)i

=Y (9" () wi)(ei) + Y0 () - - opi(er)

i k

= Z ¢’ (u) - dui(e;) +) ¢ (u) - wy- oi(er) + ”id(¢/(”))(ei)]

k

=) |9'(w) (dui(ei) +;Mkwki(€i)> +ui” (u) (Zum(ei))]

=) |9'(w) (dui(ei) -l-;ukwki(ei)) +¢”(u)ul'2]

= ¢'(u)Du+9" (u)|Vul?,

onde usamos que Zulz = |Vul|?.

O resultado acima mostra a compatibilidade entre as propriedades do laplaciano em
variedades e no espaco R".

Assim como fizemos para campos vetoriais, a no¢ao de diferencial covariante também se
estende a tensores 7" de qualquer ordem em M, conforme veremos a seguir. Essa defini¢ao

serd utilizada extensivamente na demonstragdo de importantes resultados do Capitulo 2.

Definicao 1.4. Se T é um tensor de ordem r, escrito na forma

T: Z E1~~l’r'eil®"'®eir7

U yeenslr

definimos sua diferencial covariante por

VT := Z VT;'I...I} "€y ®...®€ir,

i yeesdy
onde

VEI...ir = dTil...ir +2Tmi2...ir : wmil + +ZTTI'1...ir,1m : wmir~ (1110)
m m

Observagdo 1.3. Sendo T;, . ; fungdes C* em M, fica claro, pela defini¢do acima, que VT;, ;.

€ uma 1-forma diferencial, e, por sua vez, pode ser escrita na forma

VT, i = ZTil..Airk O
3
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definindo novas fungdes 7;, ; x em M, que sdo os coeficientes da 1-forma diferencial (logo

tensor de ordem 1) VT;, ; . Claramente, temos da defini¢do acima que
T, ik = VT; i (ex).

Além disso, assim como fizemos para os termos 7;,. ;, podemos calcular a diferencial

covariante dos coeficientes 7;, ; x, definir novos coeficientes T;, _; x; € assim por diante.

Vamos agora apresentar os conceitos de curva parametrizada, geodésicas, aplicacio
exponencial e variedades completas. Este ultimo conceito, em especial, serd extensivamente

utilizado nos principais resultados desse trabalho.

Definicao 1.5. Uma curva parametrizada em M € uma aplicacdo diferencidvel ¢ : I — M de
um aberto / C R na variedade M.

Sobre uma curva parametrizada podemos definir um campo vetorial V, que, para cada
ponto c(#) € M, € I, associa um vetor V (t) € T, \ M.

Sobre esse campo V, podemos naturalmente aplicar a no¢ao de diferencial covariante,
assim como fizemos para campos vetoriais em variedades. Mas, para tal, precisamos da

seguinte definicao.

Definicao 1.6. Um campo de vetores tangentes a curva c¢ (ou campo velocidade de c) é

c .
denotado por - © associa cada ponto c(t) € M,t € 1, ao vetor

_dc

C/(t) = E(t) € Tc(t)M~

Assim, dado um campo V = Zv,-(t)ei em c, sua derivada covariante € outro campo

l
vetorial sobre ¢, dado por

] /
VacjaiV(t) == Z — (1) +ka60ki(c () | ei.
i k
Note que podemos interpretar V. /d,V(t) como sendo o campo vetorial dual da 1-forma
VV(c'(t)), onde V € a diferencial covariante de campos vetoriais sobre M.
Entretanto, visto que o campo V néo estd, a principio, definido sobre toda a variedade,
definimos sua derivada covariante apenas na curva c, mas de forma compativel com as formas

de conexao de M.
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Definicao 1.7. Dizemos que uma curva parametrizada y : I — M € uma geodésica se
Vacjade/dt =0,

isto €, se a derivada covariante do vetor tangente a curva € identicamente nula em todo ¢ € 1.

Algumas propriedades elementares de curvas geodésicas sao as seguintes.

Se y:1— M é uma geodésica, entdo | (¢)| = constante, isto é, o vetor velocidade tem
comprimento constante. Em geral, supomos, sem perda de generalidade, que |Y(t)| = 1, pois
caso contrério basta reparametrizar a curva para ct. Uma tal geodésica com |y (¢)| = 1 € dita
uma geodésica normalizada em M.

Também € fato que, para todo ponto p em uma variedade riemanniana M, e para todo
v € TyM, com |v| < & para algum 6 > 0, existe uma tnica geodésica normalizada ¥, :
(—0,8) — M satisfazendo

#O0)=p e %(0)=v.

A partir desse fato, sabe-se que, dado p € M, o ponto %,(|v|) € M esté definido para todo
ve T,M,com |v| < 4, e varia diferenciavelmente com v. Denotamos por Bs(0) C T,M a
bola aberta de raio 6 centrada na origem de 7,M.

Consideragdes postas, podemos definir uma aplicagdo diferencidvel exp,, : Bs(0) — M

denominada aplicagdo exponencial em p, e dada por

expp(v) = y(W), vl <8.

E uma consequéncia do Teorema da Fungdo Inversa que existe § > 0 tal que exp), : B5(0) —

M é um difeomorfismo de B¢ (0) sobre um aberto de M. Nesse caso, a imagem

Bs(p) :=expy(Bs(0)) e M

¢ chamada bola geodésica de centro p e raio & > 0.

Agora, podemos apresentar a seguinte defini¢cdo fundamental.

Definicao 1.8. Uma variedade riemanniana € dita completa quando, para todo p, a aplicagdo
exponencial exp), estd definida para todo v € T,M. Equivalentemente, M ¢ completa quando

as geodésicas que partem de p estdo definidas paratodot € R .

Observacdo 1.4. Outras conclusdes acerca da completude de uma variedade riemanniana siao
fornecidas pelo Teorema de Hopf e Rinow [11]; por exemplo, M é geodesicamente completa

se e somente se M for completa como espaco métrico.
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Uma familia especial de variedades completas sdo as formas especiais, definidas a seguir.

Definicao 1.9. Uma variedade completa M € dita uma forma espacial se M possui curvatura

seccional constante. Nesse caso, € possivel provar (ver [11]) que sua curvatura seccional

satisfaz
Rijir = k(661 — 616k ), (1.1.11)
onde
Oij = Lose l::J:’
0 se i#].

O espago hiperbdlico H" é um exemplo de forma espacial, com curvatura seccional

K = —1. Comumente, H" é representado como sendo o semiespago do R” dado por
H" = {(x1,...,xn) € R";x,, > 0},

munido da métrica g cujos coeficientes sdo dados por

8ij(X1,..sXn) = (9x;, 0% ) = %,
n
onde {dx;}<i<, denota os vetores da base candnica de R".

Pode-se mostrar (ver [11]) que qualquer outra n—variedade completa de curvatura secci-
onal constante K = —1 € isométrica ao grupo quociente de H" por algum subgrupo do grupo
das transformagdes conformes (que preservam angulos) de R" que levam H" C R”" sobre si
mesmo.

Um resultado também importante é o Teorema de Hadamard [11]: toda n— variedade
completa e simplesmente conexa com curvatura seccional K, < 0, para todo ponto p € M, €
difeomorfa ao espaco R".

Uma ultima defini¢cdo que precisaremos e que serd bem explorada no proximo capitulo é

a seguinte.

Defini¢do 1.10. Sejam M e M variedades riemannianas de dimensdo m e m + n, respectiva-

mente. Dizemos que uma aplicacdo diferencidvel f : M — M é uma imersdo se a diferencial

dfl TPM — Tf(p)M
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€ injetiva, para todo p € M. Se, além disso, tivermos que f € um homeomorfismo de M sobre
f(M) C M (considerando f(M) com a topologia natural induzida por M), entdo f é dita um
mergulho. Se M C M e i : M — M é um mergulho, entdo dizemos que M é uma subvariedade
de M.

Observacdo 1.5. E possivel mostrar, através do Teorema da Fungdo Inversa, que toda imersio
f : M — M é localmente um mergulho, ou seja, para todo p € M, podemos encontrar uma
vizinhanga U C M de p tal que f(U) € uma subvariedade de M.

1.1.1 Imersoes Isométricas

Seja f: M" — M™"" uma imersdo de uma n-variedade riemanniana (M",g) em uma
(n+ m)-variedade riemanniana (A_/Im+”,§), onde g e g denotam suas respectivas métricas.
Pela Defini¢do (1.10), a aplicagdo df, : T,M — Tf(p)l\_/[ ¢é injetiva, e podemos assim

considerar g como sendo a métrica induzida por f em M, dada por

gp(u,v) =g (dfp(u),dfp(v)), VpeM,uyeTM.

Nas condi¢des acima, f é dita uma imersdo isométrica, cuja imagem denotamos f(M).
Dado um ponto p € M, seja U C M uma vizinhanga de p tal que f(U) seja uma subvarie-
dade de M (ver Observacdo (1.5)), e seja V uma vizinhanca de f(p), tal que f(U) CV C M

e tal que em V, possamos definir um referencial (local) {ej,...,e,+,, } ortonormal e adap-
tado a M, isto é, tal que, restritos a f(U), os vetores ey, ...,e, sdo tangentes a f(U), e,
consequentemente, os demais vetores €1, ...., €+, sS40 normais a f(U).

Por conveniéncia, vamos identificar U C M com f(U) C M, pois para a geometria local
de f(U), é como se tivéssemos, de fato, M C M com a métrica g induzida por f. Nessa
situacdo, é conveniente dizer que M é uma subvariedade de M, com a métrica induzida g.

Além disso podemos considerar o espaco tangente de M como sendo a soma direta
T,M = T,M & N,M, onde, denotamos por N,M o complemento ortogonal de 7,M em T,M,
cuja métrica é dada por g , e onde, por conveniéncia, também identificaremos o espago
tangente T,M com d f,,(T,M), pois, nas condi¢des acima, d f, ¢ um isomorfismo.

Estabelecemos, ainda mais, a seguinte escolha de indices

1<i,j,k,...<n,
1<A,B,C,.. <m+n, (1.1.12)
n+1<a,B,7,...<n+m.
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Considere as 1-formas { @4} em M tais que w4 (ep) = S4p. Tais formas sdo chamadas de
correferencial dual associado ao referencial {e4 }.
Além disso, pelo Teorema de Levi-Civita, sabemos que a métrica g de M e o referencial

{ea} determinam, de maneira Gnica, um conjunto de 1-formas {@sp} em M que satisfazem

Vey = ZwABeB-
B

Tais formas {@sp} sdo chamadas formas de conexdo de M. Sdo comprovadamente
anti-simétricas (isto €, wyp = —Wp,) € satisfazem as conhecidas equacdes de estrutura de M,

a saber
dwy = Z(DB/\ DpA,
B

degzzwAc/\wCB-l-ﬁAB, (1.1.13)
C

— ] «——
Qpp = ) Y Rapcpoc A wp,
CD

onde Rjpcp sdo os componentes do tensor curvatura de M no referencial {ea} , satisfazendo
(1.1.2).

Observagdo 1.6. As componentes do tensor curvatura de M e M permitem definir a suas
respectivas curvaturas seccionais. Se ¢ € um subespago bidimensional do espago tangente
T,M gerado pelos vetores ortonormais e4 e eg, entdo definimos

Kit(0) = Ki(ey.c5) = Raas.

Da mesma forma, se 6’ C T,M ¢ gerado pelos vetores ortonormais e; € e, entdo KM(G' )=
K (eisej) = Rijij.

Agora, se restringirmos o correferencial {@, } de M a subvariedade M, notamos que

0% y=0 Vn+tl<a<n+m, (1.1.14)

n
visto que todo v € T,M ¢é da forma v = Z viej, onde @y (e;) = 0. Logo @y (v) = 0.
i=1
Portanto, usando (1.1.14) em (1.1.13), obtemos que

0=dwg =Y wpAWpa =) 0. (1.1.15)
B 7
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Uma consequéncia importante desse fato é dada pelo seguinte Lema de Cartan, cuja demons-

tracdo pode ser encontrada em [10].

Lema 1.1 (Lema de Cartan). Seja V um espaco vetorial de dimensao n, e sejam @y, ..., @,

1-formas linearmente independentes em V. Se existe um conjunto de 1-formas diferenciais

n n
01,...., 0, satisfazendo Z w; A\ 6; = 0 entdo vale 6; = Z a;j0; ,onde a;; = aj;.
i=1 j=1

Com relacdo a imersaof : M" — ]\_/Im+n, vimos em (1.1.15) que Z w; \ @i, = 0. Logo, é
i

imediado do Lema de Cartan que

Wi = Y 05, hij = h. (1.1.16)
J

Para cada direcdo ey do espaco normal a M, os coeficientes hlqj determinam unicamente

0 tensor misto o
A=Y hio'©o Qeq, (1.1.17)

ijo
denominado segunda forma fundamental de M. Ademais, consideramos também a matriz

simétrica A* = (h?‘j)nxn.

Definicdao 1.11. Seja f: M" — M"™™" uma imersdo isométrica. Definimos o quadrado da

norma da segunda forma fundamental da imersdo f por

AP =Y (hF)*. (1.1.18)

i’j7a

Pela definicdo acima, € claro que |A|2 € uma funcdo em M. O principal objetivo do

proximo capitulo € obter uma férmula para o laplaciano dessa fungao.

1.1.2 Equacoes Fundamentais das Imersoes Isométricas

Nas consideracgdes a seguir, lembramos que M €&, por si s6, uma variedade riemanniana,

e que possui suas proprias equagdes de estrutura com respeito ao correferencial {@;} e as
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formas de conexdo {w;;} associadas, a saber,

dow;, = Z(DJ‘ N Wjj,
J

dcoij = ZwikAa)kj+Qij;
k
1
Qij = ) ZRijkla)k/\ ay,
kl

onde R;ji; sdo os componentes do tensor curvatura de M no referencial {e;}. Também

destacamos as chamadas equagées de estrutura do fibrado normal de M, dadas por

dog =Y g N\ 0,

B

Y

1
1
Qop=—5 Y Rapijoi A o).
ij

onde os coeficientes Ryp;; sdo chamados coeficientes do tensor curvatura normal a M, e que

satisfazem as mesmas propriedades de simetria e anti-simetria vistas em (1.1.2).

Observagdo 1.7. Note que estamos diferenciando os componentes R; jx; dos componentes
R pij apenas pelos indices, seguindo a convengdo que adotamos em (1.1.12). Dessa forma,
podemos distinguir quando falamos do fibrado tangente e quando tratamos do fibrado normal
aM.

Dada uma imersdo isométrica f : M" — M"" uma relacdo util entre componentes de

curvatura de M e M é dada pela proposicdo a seguir.

Proposicao 1.1 (Equacio de Gauss). As componentes do tensor de curvatura de M e M

relacionam-se por

Riju — Rijie = Y (hith — hifh%,), (1.1.19)
[0
onde h,‘-"j sdo as funcdes diferencidveis dadas por (1.1.16).

A demonstracdo da Proposi¢do 1.1 e das Proposi¢oes 1.2 e 1.3 seguintes, podem ser
encontradas em [10]. A omissdo de tais demonstragdes neste contexto preliminar nos
proporcionard uma maior objetividade quanto ao propésito do presente trabalho.

A equacgio de Gauss também possui uma expressao em termos das curvaturas seccionais

Ky e Kj; de M e M, respectivamente. Se nos restringirmos ao caso k =i e [ = j e lembrarmos
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que Rapap = KM(eA,eB) e que R;jij = KM(ei,ej), entdo a equagdo de Gauss se torna

Kul(ei,ej) — Kyp(eiej) = Y (hfh%; — (h%)?). (1.1.20)

o
Um caso mais simples da equacdo de Gauss ocorre quando a codimensio satisfaz m = 1.
Nesse caso, M é denominada uma hiperficie de M e temos que o espaco normal de M possui

apenas um referencial, digamos e. Por isso, podemos reescrever a equagdo de Gauss da forma
_ 2
KM(ei,ej) — KM(ei,ej) = hiihjj — hij'

A equagio de Gauss relaciona os componentes do tensor curvatura de M com os de M. O

proximo resultado tratara dos coeficientes Ryp;; do tensor curvatura normal a M.

Proposicao 1.2 (Equacgao de Ricci). As componentes do tensor de curvatura de M e do seu

fibrado normal relacionam-se por
Raﬁij_kaﬁij = Z(hg'h/éj_h%hfi)» (1.1.21)
o

onde h,qj sdo as funcdes diferencidveis dadas por (1.1.16).

A equacdo de Ricci relaciona as componentes do tensor de curvatura de M com as
componentes do fibrado normal de M. Essa equacdo nio deve ser confundida com a conhecida
identidade de Ricci, que sera demonstrada mais adiante, e que relaciona as segundas derivadas
covariantes dos coeficientes hf‘j.

Uma consequéncia interessante do fato de uma subvariedade M ser totalmente geodé-

sica, |A| =0, é que, nesse caso, vale h?‘j = 0 e, consequentemente, pela equacao de Gauss
(1.1.20), temos Kpr(ei,ej) = Kﬁ(ei,ej)
a subvariedade, as curvaturas seccionais de M e M coincidem em cada p € M.

. Ou seja, em relacdo ao referencial {e;}<;<, tangente

Um outro importante conceito que se pode definir a partir dos coeficientes hl-o‘j da segunda

forma fundamental € o seguinte:

.~ . —m+ . . oo o
Definiciio 1.12. Seja f: M" — M " uma imersdo isométrica. O vetor curvatura média da

imersdo f € dado por
1
H - ZZhiO;ea,
i

cuja norma € definida por

HI= T (T2

a 1
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que, por sua vez, € denominada curvatura principal de M. Dizemos que a imersdo f € minima
a

quando H =0, ou seja, quando i;; =0V «,i .

i —

Observagdo 1.8. A condi¢do de subvariedade minima é mais fraca do que a de totalmente
geodésica. Uma das questdes que serdo respondidas nesse trabalho (mais especificamente
no Capitulo 4), é sobre quais condi¢des uma subvariedade minima do espacgo hiperbdlico é
totalmente geodésica.

Se aplicarmos a equagdo de Gauss (1.1.20) em uma subvariedade minima, obtemos que
KM(ei,ej) —KM(e,-,ej) = _hizj < 0.

Uma aplicacdo interessante desse fato é que, quando M for o espaco hiperbélico H” ™, no
qual K3;__, teremos que Ky (ei e j) =—1- h%j < —1. Portanto, toda subvariedade minima
M do espaco hiperbdlico possui curvatura seccional Ky, < —1.

Relembrando a defini¢do de diferencial covariante para tensores em M (ver (1.4)), nota-
mos que, caso T seja um tensor de ordem 3 escrito da forma

T= Z Tapcea ®ep R ec,
AB.C

sua diferencial covariante € dada por

VT := Z VTapcRes Qe Rec,
AB.C

onde
VTase =dTppc + Y Tepc®pa+ Y Tapc®es+ Y TapeWpc ==Y Tapcewp.  (1.1.22)
E E E E

Em particular, para definir a derivada covariante dos coeficientes h?‘j da segunda forma
fundamental, iremos tratd-los, ndo do ponto de vista de funcdes, mas sim como componentes
de um tensor de ordem 3 sobre a variedade M (ver (1.1.17)).

Sendo assim, conforme (1.1.22), e lembrando da anti-simetria das formas de conexao
{wsp} de M , definimos a derivada covariante dos componentes hi“j da segunda forma

fundamental por

Vh:=dh% Y hfoy — Y o +Zh?jwﬁa.
/ ] B
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Observe que Vhf‘j € uma 1-forma, que, por sua vez, pode ser vista com um tensor de
ordem 1 em M. Dados i, j, @, definimos os coeficientes da derivada covariante de hl‘-xj como
sendo as func¢des hf"jk tais que

a __ o
Vi =Y hi o (1.1.23)
k
Fica claro, por defini¢do, que h?‘jk = Vhf‘j (ex).
Diferenciando covariantemente a segunda forma fundamental, e tendo em mente as

consideragdes acima, obtemos de (1.1.17) que

VA:Z dhf‘j—zl’hf‘jwﬂ—;hﬁwﬂ—l—%hgwﬁa ®(Di®(l)j®ea

5,0 (1.1.24)
= Y nho'ee ow ®e.
i,j,0k
A partir dos coeficientes h?‘jk, definimos a norma
VAP := Y (h%). (1.1.25)

i7j7k7a

Uma relagdo util envolvendo os coeficientes hl‘-xjk e os componentes Rapcp do tensor
curvatura de M € a seguinte:

a

Proposicao 1.3 (Equacdo de Codazzi). As fungGes h;j; definidas em (1.1.23) se relacionam

com o tensor curvatura de M por

h?jk—hf/ij = _Faijb (1.1.26)

onde R; ik 830 os coeficientes do tensor curvatura de M.
Agora, observe em (1.1.24) que a diferencial covariante da segunda forma fundamental

¢ um tensor de ordem 4 em M, cujos coeficientes sdo as fungdes hio,‘C i Nesse sentido, em

harmonia com (1.1.10), a diferencial covariante desses componentes serd dada por
thqjk = dhtqjk — Zh?‘jka)ﬂ — thl‘ka)ﬂ — th‘ﬂmk, + Zh?jkwﬁa'
] 1 ] B

«

Mais uma vez, observamos que V#; 1 € uma 1-forma sobre M. Definimos as funcoes hf‘jkl

como sendo os coeficientes tais que

o _ o
[
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Fica claro, pela definicao, que

hijkz = th(‘xj (e1), (1.1.27)

e que
] ] ] ] B

Uma importante relacdo envolvendo os coeficientes h?‘jk, , € que relaciona os coeficientes

R;jki com Ry, ;. € dada pela seguinte proposigdo:

ijo
Proposicao 1.4 (Identidade de Ricci). As fungdes hf‘jkl definidas por (1.1.27) se relacionam

com as fungdes hl‘?‘j definidas em (1.1.16) e com o tensor curvatura de M e do seu fibrado

normal pela seguinte expressao
i — b = Y hwiRics + Y e iRk — Zhg‘Raﬁkl (1.1.28)
m m ﬁ
onde R; ji; sd0 os componentes do tensor curvatura de M e Ry gy sdo os coeficientes do tensor

curvatura do fibrado normal de M.

Para os préximos célculos, em virtude da elevada quantidade de indices com os quais
lidaremos, iremos adotar uma nova convencao para os coeficientes dos tensores curvatura do

fibrado tangente, fibrado normal de M, e do fibrado tangente de M, a saber

Rijkl = Ri'kp
Rapcp = R’ga), (1.1.29)
Rapij = RE‘U-

Reescrevemos o primeiro indice inferior na forma de um indice superior do respectivo
coeficiente. E uma notagdo mais objetiva, de forma que todos os resultados até agora sdo
facilmente reescritos, e que, principalmente, simplificard muitas explicagdes e célculos a
seguir.

Antes de finalizarmos a presente se¢do, faremos uma répida observagao sobre variedades
localmente simétricas. Primeiro, lembramos que a curvatura de M é um tensor de ordem 4
(ver (1.1.1)), cujos componentes sdo as fungdes R?;CD. Logo, a diferencial covariante dessas

funcdes ¢ dada por

- - - - - —E
VRpcp = dRpep — ZR2CDCOBE - ZRgED OCcE — ZR?ECE ©pe + Y Rpcp®ea-
E E E E
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A partir dessa expressdo podemos definir os componentes R’gCDE como sendo as fungdes que
satisfazem VRpep = Y Ricpe .
E

E claro que vale
RBCDE = VF;CD@E) (1.1.30)

Em particular, a diferencial covariante dos coeficientes da forma I_ng ¢ dada por
= - = = = —E
VR i =dRi — Y RE yoip — Y Ripwje — Y Rijpoe + Y Rip®ea.  (1.1.31)
E E E E

Por outro lado, a partir dos componentes R}, do tensor curvatura de M, definimos as funcdes

ijk
Rijkl’ dadas por

Y R = dR G — Y R O — Y R — Y RO+ Y R 0 (1.132)
l m m m B
Subtraindo (1.1.32) de (1.1.31), temos
S0 -0 -0 S0 -0 -5
VRij — Y Riju® = — ) Rp g — ) Rigrjp — Y Rijp O+ Y Rijy O
I B B B m

Agora, usando que w;y = Zhll ;, pelo Lema de Cartan, a expressdo acima se torna
I

-0
Rij— LR = — Y RE i — ZRzﬁkh 1 ZRuﬁh @ + Y Rijihi @1
[ Bl m,l

Finalmente, aplicando um vetor ¢;, 1 <[ < n, na 1-forma acima e usando (1.1.30) obtemos

HA

_ pa 5% B -2 . B 5% ;B -
Rij = Riju — %‘,Rﬁjkhil - %Riﬁkhﬂ - %Rijﬁ hig + Y Rijihy. (1.1.33)

Definicdo 1.13. Dizemos que uma variedade riemanniana M é localmente simétrica quando
VI_Q';CD =0

Se M é localmente simétrica, entido F?jkl =0, e, de (1.1.33), conclui-se que

5% X% B o
Rijkl—§Rﬁjkhiz+§Riﬁkh +ZRl,ﬁh ZR,,kh (1.1.34)
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Um exemplo de variedades localmente simétricas sdo aquelas com curvatura seccional
constante, como, por exemplo, o espaco hiperbélico H" ™.

o

Observacdo 1.9. E interessante notar que, se restringirmos VR;jx a M, teremos que g = 0,

e vale

o

— 0 = —a —a —m —u
VRijk - dRijk - Zijkwim o ZRimka)jm - ZRijmwkm + ZRijkwm(x = ZRijklwl.
M m - - e l
Portanto, € imediata a seguinte relagao
—a —
VRijx| (er) = Rijuy- (1.1.35)
M

Assim, nas condi¢des acima, diferenciando covariantemente a equacdo de Codazzi (1.1.26),
usando (1.1.27) e (1.1.35), obtemos a seguinte relacao valida em M
tg=hG,—Ry, V1<Ii<n. (1.1.36)

1.2 Elementos de Analise e Algebra Linear

A demonstragdo dos principais resultados neste trabalho faz-se uso de certos conceitos
de andlise e de dlgebra linear. Todavia, a demonstracdao de alguns desses conceitos foge
do tema e do objetivo proposto nesse trabalho, razdo pela qual na maioria dos casos iremos
omiti-las ou nos restringir a breves comentdrios.

Para compreender bem a nocao de autovalores de operadores sobre variedades, a ser
apresentada no Capitulo 3, € importante considerarmos a seguinte definicao.

Definiciio 1.14. Seja Q C M um abeto na topologia induzida em M. Denotamos por L’ (Q)
o espaco das funcdes p—integraveis em Q, isto é

LP(Q):{f:Q—ﬂR; /Q!flp<+oo},

onde f é integravel. O espaco L’ é um espaco de Hilbert, e a norma usual é dada por

I1£1l, = ( / |f|P)”. 1)

Por defini¢do, as fungdes mensurdveis f € C(Q) sdo também fungdes L7 (Q).
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Observagdo 1.10. Um outro espago de fungdes integrdveis € o chamado Espago de Sobolev
WO1 72(9), constituido pelas fungdes em L*(Q) com suporte compacto em € , onde as cha-
madas derivadas fracas existem e pertencem ao espago LZ(Q), conforme serd definido mais
adiante na Secdo 3.2 do Capitulo 3.

Uma importante desigualdade sobre a norma dos espagos L? € a seguinte.

Proposicao 1.5 (Desigualdade de Holder). (Ver [12]) Dadas duas fungdes f € LY e g € L,

com —+-=1,1<p,g < +o,entdo f-g € L' e vale
P 4

17~ &l < {171 lglly-

Reescrevendo a desigualdade acima usando (1.2.1), temos

fire=(, |f|P)’l’ (/. |g|q);. (122)

Agora, voltando a tratar dos campos de vetores diferencidveis em variedades, um impor-

tante teorema que serd extensivamente utilizado no Capitulo 4 é o seguinte

Teorema 1.1 (Teorema da Divergéncia). (Ver [5]) Seja X = inei um campo de vetores

l
diferencidveis em M, com suporte compacto em M. Entdo vale a igualdade
/ divX dV =0,
M

onde V denota o volume em M.

Um caso particular do teorema da divergéncia € a Identidade de Green. Veja o corolario

abaixo.

Corolario 1.1 (Identidade de Green). Sejam dadas duas fungoes diferenciaveis f,g: M — R

tais que o campo vetorial fVg tenha suporte compacto em M. Entdo

/M(ng+ (VF,Vg))dV = 0. (1.2.3)

Demonstragcdo. Note que, se considerarmos o campo vetorial fVg no teorema da divergéncia

e usarmos as propriedades (1.1.9), teremos que
div(fVg) = f-divVg+(Vg,Vf) = fAg+(V[,Vg)

e que
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dg
<ng,V> :f<Vg,V> :fdg(v> - Wu
e a identidade de Green segue diretamente do teorema da divergéncia. [

Observagdo 1.11. E uma consequéncia direta da identidade de Green que, se f e g tem
suporte compacto em M, entdo

/M(ng —gAf)dv =0. (1.2.4)

Uma desigualdade, em particular, que serd amplamente utilizada nos teoremas do Capitulo
4, é a seguinte.

Proposicao 1.6 (Desigualdade de Cauchy Schwarz). (Ver [14]) Seja E um espago de vetorial
com produto interno (,) e norma || - ||, e considere dois vetores x,y € E. Entdo vale a seguinte
desigualdade

e | < el - {1y, (1.2.5)

onde |(x,y)| é o valor absoluto de (x,y).

Umas das consequéncias de (1.2.5), que serd particularmente ttil no préximo capitulo, é
a desigualdade de médias, que serd apresentada no proximo lema.

Sejam dados m numeros reais ay, ...,a,. Sua média aritmética € dada por

A desigualdade envolvendo tais médias € a seguinte:

Lema 1.2. Se ay,...,a, € R, entdo vale MQ(ay,...,a,) > MA(ay,...,ay), isto é

n n
Y (a)? X a
k=1 > k=1
n T n

) (1.2.6)

onde a igualdade ocorre se, € somente se, a; = ... = dy.
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Ainda considerando o espaco H = R", temos que, dadas duas fungdes f,g: R" — R com

=1, fn)eg=1(g1,...,8n), valem

2
(f.8)° = (Zfi&') s IlP=Y R llelP=Y e
i=1 i=1 i=1

A Desigualdade de Cauchy Schwars nas condi¢Oes acima implica em

N

2
(Z fi&') <Y 7Y s
i=1 |

1

Em particular, se ay,as,b>, by sdo nimeros reais quaisquer, entdo vale, da dltima expressao,
que
2 2 2\ (1,2 2
(a1b1 —axby)” < (ai + a3) (b1 + b3).

A seguir, apresentamos um lema que serd exaustivamente utilizado na demonstracao dos

principais teoremas do Capitulo 4.

Lema 1.3 (Desigualdade de Young). (Ver [13]) Se p e g sd@o niimeros reais positivos tais que

1 . .
— 4+ — =1, entdo, para todo par de ndmeros reais a € b ndo negativos, vale

P

a? b1
ab < — 4+ —.
p q

A igualdade ocorre se, e somente se, a’ = b9.

Observagdo 1.12. Uma consequéncia direta do resultado acima € que, para todo € > 0,
resulta que
ab < ea’ +C(&)b1, (1.2.7)
1

onde C(E) = W > 0.

) . b
De fato, se tomarmos um valor & > 0, e considerarmos os nimeros reais £a e

g’

a

desigualdade de Young se torna

ab= (Ga) (g) < %(éa)’%té (g)q < %aan #b%
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p

Denotando por € = — > 0, entdo =S e podemos reescrever a desigualdade
qg q q(gp)CI/p

acima na forma

ab < ga’ + b1 =¢ea’ +C(e)b1.

q(ep)a/p

As proximas consideracdes visam apresentar propriedades gerais de matrizes simétricas
(e, consequentemente, de operadores simétricos), que serdo uteis no estudo da segunda
forma fundamental de uma imersao, visto que cada componente desta serd um operador
simétrico sobre um espacgo vetorial. Também € apresentada a defini¢do de norma de um
operador simétrico, € que por sua vez serd utilizada para definir a norma da segunda forma
fundamental.

Considere uma matriz A = (a;;)nxn - Dizemos que A é simétrica se a;; = aj;,1 <i,j <n.

Claramente, da definicdo acima, uma matriz simétrica A € igual a sua transposta A’. Definimos

trA = Zai,-.
i

Considere a matriz quadrada A - A" = A% = (bx j)nX n» onde cada elemento by ; € da forma

o traco de A por

byj = Zakiaij. Logobj; = Zajiaij. Nesse caso, sendo A simétrica, temos que
i i

trA% = Z(a,-j)z.

i,J

Ou seja, o traco do quadrado de uma matriz simétrica A nada mais € do que a soma do
quadrado dos termos de A. Motivados pelas consideragdes acima, seja B = (b;j)nx, uma
matriz qualquer. Definimos a norma da matriz B por

|B] =Y (bij)*.

iJ
Observe que, se a matriz A for simétrica, entdo

|A| = trA2. (1.2.8)

Agora enunciamos e provamos o ultimo resultado desse capitulo, que serd utilizado para

demonstrar uma importante desigualdade no Capitulo 2.

Proposicao 1.7. (Ver [8]) Sejam A e B matrizes simétricas de mesma ordem. Entdo,

IAB— BA| < 2|A||B|. (1.2.9)
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Observagio 1.13. De (1.2.8) e do fato de que 17(AB — BA)? = —|AB — BA

crever (1.2.9) na seguinte forma

, podemos rees-

—tr(AB—BA)? <2-1rA%-1rB%. (1.2.10)



Capitulo 2

Formula de Simons para Imersoes
Minimas no Espaco Hiperbdlico H" ™"

Nosso principal objetivo neste capitulo € deduzir a equagdo de Simons para imersoes
minimas em espagos de curvatura seccional constante, e, a partir desta, obter uma impor-
tante desigualdade para imersdes minimas no espaco hiperbdlico. Essa desigualdade serd
extensivamente utilizada nos principais teoremas do Capitulo 4.

Seguimos os passos apresentados em [2, 7, 8, 16, 18, 19, 21] para desenvolvermos a

Secdo 2.1 e, inspirados por [3, 19], tracamos o roteiro da Secdo 2.2.

2.1 Formula de Simons

Conforme vimos em (1.1.18), nds definimos o quadrado da norma da segunda forma

fundamental por

AP =Y (h)*.

ij,a
Nos célculos a seguir, por conveniéncia, usaremos a convencdo em (1.1.29).
O principal resultado dessa secdo € a Formula de Simons, que fornece uma expressao
para o laplaciano de |A|2. Para isso, analogamente ao que fazemos para fun¢des u : U — R

(ver (1.1.5)), definimos o laplaciano da segunda forma fundamental h,qj pela expressao
ARG =Y i 2.1.1)
k

Usando essa defini¢do e os resultados vistos na Se¢ao 1.1.2, € possivel provar o seguinte:
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Teorema 2.1 (Férmula de Simons). (Ver [8, 18]) Se f: M" — M"™™" & uma imersio minima

“5m+n . ~
eM tem curvatura seccional constante, entdo vale

%A]AF = |VA]* +nk|A?| + Y tr(A“AP — APA%)2 — ¥ [1r(A%AP)]2. (2.1.2)
a.pB

Demonstragcdo. Primeiramente, pela defini¢ao de |A\2 e conforme (1.1.10), temos
A|A|2:A<Z ) ZA )2 =2 Y (h% b+ VR, (2.1.3)
i?j a 7.]? i?j’a
Em (1.1.25), definimos |[VA]> = Y |VA{]> = Y (k%)% que, substituindo em (2.1.3),

i7j7a i7j7k7a
fornece

1
—A|A|? = |VAJ? h A 2.1.4
SO = VAR + ) (2.1.4)

i,j,a

A partir de agora, vamos obter uma expressao mais clara para o termo

Y h%Ahf. (2.1.5)

i,j,a

Note que, por (1.1.36), vale a igualdade
»Ho
R = B ik — Rijiks

que substituida em (2.1.1), justamente com h hf‘l, implica em

=0 {04
k k k k
Novamente, por (1.1.36) e pela identidade de Ricci (1.1.28), obtemos
W = Mg+ Y b ka+Zh iRk — Zh RE
m

-
= hl?kij_Rkikj+Zhlng?}k+thi kjk — thz Bjk:
m m
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Substituindo esse dltimo resultado em (2.1.6) obtemos

-0 m B -0
Ahj; = Z}:, <h1?ki i — R + Zhl(cmeijk + Y hiRp ik %hkin;‘ jk> — ;Ri kk
m m

(2.1.7)

=Y (hl(cxki i Ry — F?jkk) +) (Z hie R+ Y iR — thiR;'é‘ jk) :
k k m m B

Por outro lado, sabemos da equagdo de Gauss (1.1.19) e da equagdo de Ricci (1.1.21), que

vale

Ry =R+ Y (Wb~ nly = Rp =R+ Y (W0 HG — Pl
B B

-0 -
ngl = Rpy + Z(hfihg - hghi) = jok =Rgj + Z(hgzjhfnk - hfrikhfij)-
1 m

Usando as relagdes acima em (2.1.7), resulta em

e o m m
Ahj; = ; (hltcxkij — Ryirj — Rijkk) + z}:, (Z Mo R+ Y kjk — %,hlljijok>
m m

04 04
=Y (hl(cxkij —Ryij — Rijkk) +)°
% %

Y m (F?;k + Z(hgz jhgc - hﬁk@@))
m B

+) hpi (Tekmjk + Z(hgzjhfk — i i j)) - th, (ngk + Z(hﬁjhfzk - hgkhﬁj )) ] :
Reagrupando os termos na ultima expressao, teremos

-0 -0 —a - -
AhE=Y" <hl(<xki i~ Riirj — R; jkk> -y hf,-Rﬁ it Y (he R+ bR )
% Bk

m,k

X [ (0 — ) 0 — D ) — i — ] )
B,m.k

=04 =04 =04 -—m =M
=) (hl(cxki i~ Riirj — R; jkk> -) h/[i'RB et Y (AR + iR )
k Bk m,k
- X (2 0 D e — it~ s — D)
B7m’k

(2.1.8)
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Assumindo que M € localmente simétrica (ver (1.13)) temos, por (1.1.34), que valem as

igualdades
=0 {04 =04 -0 /(]
Riixj = ZRﬁikhfj + ZRkﬁkhg' + ZRkiBhfj — Y Riahm,
B B B m
e
=0 =0 =0 =0 -
Rije = LR jhly + Y Riuhly + Y Risphly — Y Rijuhty
B B B m
Substituindo esses resultados em (2.1.8), e usando que h?‘j = h?‘i e que I_qujk = —I_Qgi j (ver

(1.1.2)), resulta em
S0 -0 S - -/
Ahf; = Z (hl(cxki i — Riirj — R; jkk) - ZhlljiRﬁ kTt Z (R?;khlgm + Rlzljkh;?n)
k Bk m.k

+ ) (2h;j‘mh/3 B @B WP —ng nP WP — &P WP — n% nPpP )

mj' ik mi''m j km'"ij mi' mk" "k j mk" ki mk
B.m.k

R

-0 -0 -0 —m
igij — (%Rﬁikhll?j + %:Rkﬁkhﬁ + %,Rkiﬁ hlljj - Y Ry, j)

_ @Rg‘ i+ %%hfk + §R7jﬁ W — ZR;?;khgk) ]
- th,ﬁg jkt+ Z (hi‘mﬁ?}k + h%iﬁfjk)
B.k m.k

+ ) (2h;j‘mh/3 B @B W —ng nP WP — &P WP — % nPpP )

mj'ik mi'*mj km'"*ij mi' mk""k j mk" ki 'mk
B,mk
= Z higij + Z (ZF?}khz‘?‘m + Efjkhgli + Rihix j)
k m,k
% ;B pa B px ;B Hx B B o B o, f
+) (_Rﬁjkhki ~ Rpihi; — Rupihi; — Ruighi; — R juhiy — Ripihy — Rijp hkk)
Bk

+ ) (2hgmhﬁ B @B WP —ng nP WP — &P WP — % nPpP )

mj ik mi''mj km'"ij mi*“mk" "k j mk" ki “mk
Bm.k
_ o _m o _m o =M o
=Y nii+ Y (QRih, + Rihe + Rihsy ;)
k m,k

+ ’BZ (Zng jhfi — Ripihi; — Rijp hlljk + 2kgkihfj )
%

+Y (2h,‘j‘mh’3 BB WP e 1B B P nB e nB P )

mj'tik mi'‘mj km'"ij mi” mk" "k j mk" ki “mk
B,mk

(2.1.9)
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Agora, por hipétese, sabemos que a imersdo f: M" — M"™™" ¢ minima. Ou seja, hpy, =
0, Vk,a. Usando isso e (2.1.9) em (2.1.5), e efetuando algumas trocas convenientes de
indices, temos

Yo=Y, (2Ra MG~ Rupehints+ 2Rgf ht)

kjtij
7./7 ﬁ kl /‘7

+ Y R hE 4 Ry ehoh + R h hs)
mk,i,j,o

X (2 s — i 1 W — it s — bl )
&

= Y (4RGuH % —Rigihh@)+ Y (2R hE,h% + 2Ry %)
ﬁvkviv.jsa mkzja

X (2 s — i 0 W — Wl Wy — gl ).
a,l,j
B k,m

(2.1.10)

Com relagdo ao dltimo termo do lado direito da equagdo acima, notamos que, realizando algumas

trocas de indices, obtemos

Y (on s — e s — il s — el )

mj ik i) km'"ij iy mi*"mk kj ]
Bmkii,j,o

- 20l WS — b WS — sl ) = % gl

mj ik ] mi* mk"kj ] km""ij
B,mk,i,j,o

h h % — W& WD RS R hD HOR% — hf,hﬁkh“> - Z g honp,

mj'tik'tij Ji'tik mj'tik'tij

i
<
(
i

(W& — WE RSV RS D+ (g b —hg]hﬁk)hﬁha) - Y hkmhﬁ.hfm

B.mk,i,j,o

k
Bmk,i j,o
Bmk,i,j,o
= Z (WP s — 12 W& G+ (n b —hgg]hﬁk)hﬁh“) Y nngnlhy,

k B,mki,j,o

= Z (hl(cxmhfm - /’l?m//lf )(hfzhjal hklhﬁ ) Z h hkmhﬁhfm

ﬁ7m7k7i7j7a ﬁﬂ’l’lkl/ o
_ B B p B BB
=— Y (ngH = hGH) (RS —hGhy) = Y RGhihyhy.
B.lLk.i.j.o B kil j,o

E a equacdo (2.1.10) se torna

Z ha Aha Z (4Raﬁk' fk ij akﬁkhu zJ) + Z (2Rmkitchiy, ha+2Rm’jkhf:lkh?f)

o,i,j o,B.i,j.k o,m,i,j .k
- Y ghfk % hb ) (hg h" Gy Y hEhEhbnp.
a7ﬁ7l‘7j7k‘,l 7B7l j k l

2.1.11)
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. . . —n+m , . . <
Agora lembramos que, por hipétese, a variedade ambiente M~ € uma forma espacial, isto é,

sua curvatura seccional é constante e igual a k. Nesse caso, por (1.1.11), sabemos que vale

Rupcp = k(8ac88p — 6apBBe),

onde
1 se A=B,
OAB =
0 se A#B.
Portanto, somente se A # B, teremos Rapap = —Rappa = k. Caso contrério, vale Ryzcp = 0. Usando

isso nos dois primeiros termos do lado direito de (2.1.11), concluimos que

y (4Eaﬁkihfkhg. akﬁ,{huhg)jt Y QRuih®h%+ 2R jeh%h)

a7B7i7jrk o,m, i, J k
- Y Rakﬁkhu LT Y Ruichgy b+ 2R jihiy hft)

o,B,i,j.k o,m,i,j.k
==Y Rokak(h)* +2 Y Rtk (hie;)* +2 Y. Rtk (ho)* =2 Y Ronttom (i)

atk ik ik ik
:k”<—2(hgj)2+2 Z(h )?+2 Z o) —2 Z( Sik)2>

a,i,j a,m,j a,m.k a,mk

=kn Y (h%)?

i)
= kn|A|?,

(2.1.12)

onde na ultima igualdade utilizamos (1.1.18). Portanto, usando (2.1.11) e (2.1.12) em (2.1.4), obtemos

%A|A|2: Y () + Y nd - And

ijok i,j,a
= \VAP+nklAP = Y (hhE, — n%hb) (hGHb, — n%h) (2.1.13)
o,B.i,j.k,l
— Y nenEnlng,.
o,B.i,jk,l

Antes de prosseguirmos, lembramos que A* denota uma matriz simétrica, €, por conseguinte, o trago

4 : . = o
de A% é dado por trA% = Zh” = 0, visto que supomos que a imersdo f: M" — M é minima.

Além disso, dados «, 3 € {n +1,...,n+m}, definimos

Zhu =
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Considere a matriz simétrica (S¢g )mxm- Pelos resultados de Algebra Linear, sabemos que uma tal

matriz é diagonalizével, de forma que podemos escolher um referencial normal {1, ...,€,1n } tal
que
Saa; oa=2p,
D L (2.1.14)
0, se o #£ .

Por simplicidade, denotamos S, := Sqq. Pelas consideracdes acima, temos que

AP=Y %) =Y (Z(hf;)2> =Y Sa. (2.1.15)

i,J,0 a \ij
No caso do produto matricial A%AP, pela simetria das duas matrizes, seu traco serd dado por

tr(A%AP) Zh“hﬁ (2.1.16)

Portanto, na matriz A%AB _ ABAY — (aij)nxn, temos que cada elemento serd dado por
ai = Y (hGhY, — W) = Z(h nh —n%nl),
k
e seu trago claramente serd
1r(A%AP —APA%) = 0.

Por outro lado, temos que na matriz (A%AP —APA®)? = (p; i)nxn cada elemento é dado por

bij = Zailalj = Z (Z(h hﬁc hzkhﬁ)> (Z(hﬁhfr - h?ﬂﬁ)) - (2.1.17)
7

l k r

Portanto, efetuando algumas trocas convenientes de indices, temos de (2.1.17) que

1r(A%AP — APA%)? = Y bi

Yy (Z hehh, —ns h‘*)) (;(h Iy — | hﬁ))
lz (h W — i) (h W — gl

i,j,k,l

Por conseguinte, obtemos

Y (hGHE — hSh) (hgnh, — n%ih) = — ¥ 1r(A%AP — APA%)2. (2.1.18)
a.B.i.jkl op
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Analogamente, considerando o dltimo termo do lado direto de (2.1.13) e usando (2.1.16), obtemos
Y nnghlng =Y [Zh?jhijh;j;h,’f,] =Y 25 =[tr(aAP)2. (2.1.19)
o,B.i,j .kl o,B |LiJ k,l ao,p

Substituindo (2.1.18) e (2.1.19) em (2.1.13), obtemos o resultado desejado, a saber

1
5A|A|2 = |VA> +nk|A?| + Y tr(A“AP — APA%)2 — ¥ [1r(A%AF))2.
a.pB a.pB

O

A férmula de Simons para subvariedades minimas em uma variedade riemanniana qual-
quer foi demonstrada, pela primeira vez, em [18]. Especificamente no caso do espago
hiperbdlico, a demonstracdo da féormula de Simons utilizando formas diferenciais foi rea-
lizada em [8], que nos serviu de roteiro para a demonstracdo acima. Vejamos agora uma

importante desigualdade que poderd, mais adiante, ser aplicada a formula de Simons.

Proposicao 2.1. (Ver [2, 19]) Nas condi¢des do Teorema 2.1, vale

— Y 1r(A%AP —APA)? + Y [1r(AYAP)]* < b(m)|AJ*,
(X,ﬁ avﬁ

onde b(1)=1eb(m)> =, sem>2.

| W

Demonstragdo. Vimos em (1.2.10) que, sendo A% e AP matrizes simétricas, vale

—1r(A%AP — APA®) < 21r(A%)? - 1tr(AP)?.
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Usando essa desigualdade, (2.1.16) e (2.1.14), obtemos

— Y 1r(A%AP —APAY £ Y [1r(A%AP)]?
a,ﬁ a?ﬁ

=— Y tr(A%AP —APA)? + Y [tr(A%AP) + Y [er(A%)?)
a#B aB a

< Y 2r(A%)tr(APY2 + Y [1r(A%AP)2 4+ Y [1r(A%)?)
aB o a

=Y 25aSp+ Y, Sop+Y.Sa
a% aéﬁ o 25 (2.1.20)

=4y SaSp+Y.5;

oa<pf o
2
=2 (Zsa) -Y s
a 04
2
=2 (25a> -y s,
o o
onde, pela desigualdade (1.2.6), e lembrando que n+ 1 < @ < n+m, temos que
, 1 2 s 1 2
Y Sa>— <25a> — -) Se<—— (Zsa) :
o m o o m o

Usando esse ultimo resultado em (2.1.20), conclui-se que

+Y' 55
o

— Y tr(A%AP —APA%)? 4+ Y [1r(A%AP)F < 2 (g&x)z - % <§Sa>2'

a,B a,B
e N ) 1
Substituindo (2.1.15) na expressdo acima, e denotando b(m) = 2 — —, resulta que

— Y tr(A%AP — APA%)? + Y [1r(A%AP) ] < b(m)|A*,
(X,B Ol,ﬁ

3
ondeb(l)zleb(m)zi, sem > 2. O

Foi provado em [2], utilizando o método de lagrange, que a desigualdade acima pode ser
refinada no caso m > 2, tornando-se

— Y tr(A%AP —APA%)? 4+ Y [1r(A%AP)?| < %|A\4. (2.1.21)
o.p a.pB
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Assim, podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 2.2. (Ver [2, 19]) Nas condicdes do Teorema (2.1), vale

— Y tr(A%AP —APA) 4+ Y [1r(AYAP) < b(m)|A* (2.1.22)
o,p a.p

3
onde b(1) =1eb(m) = oM > 2.

Demonstracdo. Segue diretamente da Proposi¢do (2.1) juntamente com (2.1.21) [
Um outro resultado que sera util mais adiante € o de Xin e Yang [21], a saber

Proposicao 2.3. (Ver [21]) Se f: M" — M"™™" ¢ uma imersdo cujo vetor curvatura média é
S t+m ~
paraleloem M~ ', entdo vale

2
VAP — |VIA|]> > = |V|A| . (2.1.23)
mn

Em particular, vale o resultado acima no caso em que f : M" <> M"" & uma imersdo
minima (isto é, quando H = 0).

A férmula de Simons possui diversas aplicacdes em subvariedades minimas do espaco
euclidiano, esférico e hiperbdlico. Veremos na préxima se¢do um breve estudo dessa férmula

no espaco hiperbdlico.

2.2 Foérmula de Simons no Espaco Hiperbdlico

Nesta sec@o, obteremos resultados envolvendo a férmula de Simons em H" ™, que
nos permitirdo provar uma desigualdade que serd utilizada na demonstracao dos principais

teoremas do Capitulo 4. As consideracdes a seguir foram baseadas em [3, 19].

Proposicio 2.4. (Ver [19]) Se f : M" — H™ ™" é uma imersio minima no espaco hiperbélico,
entdo vale

2
IA|A|A| + b(m)|A|* +n]A|? > %|V|A||2, (2.2.1)

3
onde b(1) =1eb(m) = E,mZZ.

Demonstragdo. Pelas propriedades do laplaciano de fun¢des em variedades (ver (1.1.10)), e
lembrando que V|A|? é o vetor gradiente usual da fungio |A|?, sobre o qual se aplicam as
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regras gerais de derivagdo, temos que

AJA]2 = div(VIA]?) = div(2|A|V]A]) = 2|A| - div(V|A]) + (V|A[, VIA])

, (2.2.2)
=2|A|A|A|+2|VIA.

Usando a férmula de Simons (2.1.2) em (2.2.2), resulta que

%A]AF = |VAP +nk|A?|+ Y tr(A%AP — APA%)2 — ¥ [1r(A%AP))2.
Ot,ﬁ (X,B

Substituindo a desigualdade (2.1.22), isto €,

— Y tr(A%AP —APA)? + Y [1r(AYAP)] < b(m)|A*,
(X,ﬁ aaﬁ

na igualdade anterior, vemos que
IVA|? < %A|A|2 — nk|A* +b(m)|Al*.
Substituindo (2.2.2) nessa ultima desigualdade, obtemos
IVA|? <|VIA|]> + |A| A|A| — nk|A|? + b(m)]A|%. (2.2.3)

Finalmente, substituindo (2.2.3) em (2.1.23), e usando que no espago hiperbdlico temos

k = —1, concluimos que
2 2o 2 2
AIDJAL+BOm) AP +nlAP = = [V]A| 7.

]

Agora vamos mostrar mais uma importante desigualdade que também pode ser obtida da
Proposi¢do 2.3.

Proposicao 2.5. (Ver [3]) Seja o > 0 uma constante positiva. Entdo, nas condi¢des da
Proposi¢ao 2.4, vale

mn—2
mnao

IA|%A|A|* > (1 — >|V|A\“|2—b(m)a|A\2“+2—an\AyZ“. (2.2.4)
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Demonstragdo. Dado o > 0, observe que, pelas propriedades do vetor gradiente e do lapla-

ciano de fun¢des (ver (1.1.10)), obtém-se que

A% A4 = [A]* - div(V]A|%)
= [A]"-div(al4|*~'VIA])
= [A]*(aVIA|"" V]| +ala]* BJA]
= 4] [a(or— 1)JAI* 2| VIAIP + ala]* AlA (225)
= (o= AP 2VIA| P+ a4 A4l
= (o= AP |VIAI + a2 DA A4l
—1
= 2o APV P+ alaeDlAlA A
Contudo,

VIAI® = alA|*T'VIA] = [VIA]"] = @2 AP VAR

Substituindo a dltima igualdade em (2.2.5) e usando (2.2.1), resulta em

oa—1
s = E LA alaPe D alA ]
oa—1 2
> S VAR @l P (VAR - bmlal i)
oa—1 2
= E oA 2 AP A () alA P amla P (226)
o mn
o—1 2
= E L wa 2 Qa9 - bm)alA P — anfa
mno
o—1 2
= E oA 2 9IA2 — bm)adA P anlae,
mno

que, agrupando termos semelhantes, torna-se

-2
AAIAI > (12 ) [TIAP ~ b(m) AR 2 - anla,
mno
3
ondeb(l)zleb(m)zi, sem > 2. O

Uma dltima consequéncia dos resultados provados até agora € a desigualdade fundamental
(Teorema 2.2 a seguir), que nos permitird demonstrar os principais resultados do Capitulo 4.

Uma breve observacao € que, ao integrarmos sobre M, iremos, por conveniéncia, omitir o
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elemento de volume dV); dado pela métrica g induzida pela imersdo, lembrando sempre que

sua presenca ali estd implicita.

Teorema 2.2. (Ver [3]) Seja f : M" — H™"" uma imersdo minima no espaco hiperbélico.
Para quaisquer constantes & > 0, ¢ > 0, e qualquer fungdo real f € Cy (M), vale a desigual-
dade

-2 1
(2(q+1)_mn _£>/M|V‘A|a|2|A|2aqf2SE/M|A|2(q+l)alvf‘2

mno (2.2.7)

—f—b(m)OC/ |A|2(q+l)a+2f2+an/ |A|2(q+])af2.
M M

Demonstragéo. Multiplicando a desigualdade (2.2.4) pela fungdo |A|**9f% € C§ (M) e inte-

grando sobre M, obtemos

-2
A|atDap a2 > (-2 VA% |A]2%4 £
M mno M

(2.2.8)
—b(m)OC/ |A|2(q+l)a+2f2_an/ |A|2(q+1)af2.
M M

Por outro lado, usando que f € Cy (M) e o Teorema da Divergéncia (1.1) sobre o campo
vetorial |A|24TD2V|A|% 2 | temos que

0= [ aiv (AP VeVIA1% %) = -+ Da [ 14]CHD1 (T, V1AL £
M M

+2 [ JAICH @ iAo+ [ jaeeeajae
M M
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que, usando (2.2.6) e a Desigualdade de Cauchy Schwarz (1.2.5), torna-se
[ AT IEAIA 2 = —g-+ D [ AR5 (afa]* (V1AL VIAD) £
—2 [ AV VIA ) f
— —q+Da? [ AP 2 e
=2 [ A1 (91, V1A 5
= —Qq+1) [ (PAP*2|VIA|) JaPee s
—2 [ 1A|B (9, V1)
= —Qq+1) [ VIR =2 [ A|Cr 0%V 7 VA g

< g+ 1) [ IVIAIPIAP 2 =2 [ 4|09 £ 9 1AL,
(2.2.9)

Além disso, note que, no ultimo termo da expressao acima, usando a Desigualdade de

€ 1
Young (1.2.7), considerando p = g = 2, e consequentemente C (5) =26 obtemos

1 2
24109 £19 £1V1A|%] < € (A1 £|VIAI%]) 4+ (lale Do e )
Substituindo o resultado acima em (2.2.9), e agrupando termos semelhantes, resulta em
[ alEeenja 2 <~ g1 —e) [ VAP £ (22.10)
M M

1
+E/ |A’2(q+l)a‘Vf‘2.
M

Comparando a desigualdade acima com (2.2.8), obtemos

mnol

-2
(l_mn >/M|V|A|a|2|A|2aqf2_b(m)a/M|A|2(q+1)a+2f2_an/M|A|2(q+1)af2

1
<-@q+1-¢€) [ VIAPPIAPE 24 [ AP g2,
M €M
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que, reordenando os termos e agrupando fatores semelhantes, implica em

mn—?2 1
(2(q+1)— o _8>/M|V‘A|a|2|A|2aqf2§E/M|A|2(q+l)a|vf‘2
+b(m)oc/ |A|2(q+l)a+2f2+an/ A[latDe g2,
M M
O]

O préximo capitulo serd dedicado, dentre outros fatos importantes, ao estudo de superes-
tabilidade em subvariedades minimas do espaco hiperbdlico.



Capitulo 3

Estimativas de Estabilidade em
Subvariedades Minimas do Espaco
Hiperbodlico

Nesse capitulo, vamos tratar das férmulas de primeira e segunda variagdes do volume
em subvariedades do espaco hiperbdlico. Também apresentamos alguns resultados sobre
operadores da forma A + u (sendo u : M — R funcdo continua) agindo em variedades
riemannianas, obtendo uma expressao (a férmula de Rayleigh) para o primeiro autovalor A,
associado a esses operadores. Por fim, vamos usar os conceitos vistos para tratar de superes-
tabilidade em subvariedades minimas do espacgo hiperbdlico e demonstrar dois teoremas a
respeito.

A Secdo 3.1 foi baseada em [17, 18], enquanto que a Secdo 3.2 foi baseada em [4—
6, 15,17, 21].

3.1 Formulas da Primeira e Segunda Variacoes

Vamos tratar de campos variacionais em variedades riemannianas e utilizar as formulas
da primeira e segunda variagdes do volume n—dimensional, para apresentar o conceito de

superestabilidade em subvariedades minimas do espaco hiperbélico H" .

Definiciio 3.1. Seja f: M" — M™"" uma imersdo isométrica. Dizemos que uma familia { f,}

. ~ ——m-+ . . ~ . ~
de imersoes f, : M" — M ", com ¢ € [0,1], é uma variacdo da imerséo f se fo= f esea

aplicacdo F : M x [0,1] — M definida por F(p,t) = f;(p) é diferencidvel.
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Uma variagio {f;} de f induz de forma natural um campo de vetores em M definido ao
longo da imagem de M por f. Esse campo de vetores serd denotado E e definido da seguinte
foma:

Seja — o campo vetorial candnico sobre a componente [0, 1] em M x [0, 1]. Definimos

ot
E(p)=dF (%(n@) , DEM,

onde dF : T,M x [0,1] — T,M é diferenciavel, por definigdo.
Visto que E € T pM, temos que E pode ser decomposto em uma componente E T tangente

a M e uma componente EV normal a M.

Note que, para cada ¢, a métrica induzida pela imersdo f; faz corresponder a M um
elemento de volume que denotaremos dV;. Sendo assim, definimos o volume n-dimensional
de f;(M) por

Vol (M) :/ dav,.
M

De agora em diante, por conveniéncia, assim como fizemos no capitulo anterior, serd

omitida a expressdo dV; ao final de integrais sobre M. Considere a derivada

dVv
dVol(M;) :i/ av;.
dt tJum

dVol (M,
M . Um resultado

=0

Chamaremos de primeira variacdo do volume de M o valor

conhecido de geometria riemanniana € o seguinte teorema.

Teorema 3.1. (Ver [18]) Seja f: M" — M"™" uma imersdo isométrica. Se M é compacta,

:—/ <EN,H>+/ GET7
=0 M oM

onde H € o vetor curvatura média da imersdo f e Ogr denota a (n — 1)-forma volume de dM,

entao
dVol (M)

dt

induzida pelo campo vetorial E” .

A expressdo acima se torna ainda mais simples quando supomos que o campo variacional
E é normal a subvariedade M. Nesse caso, ndo existe forma volume sobre dM induzida pelo

campo nulo E7, e a férmula da primeira variagdo torna-se

dVol (M) _ N
= /M (EN H).

dt
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Observagdo 3.1. A férmula da primeira variacdo ainda € vélida quando M ndo é compacta,
desde que o campo variacional E tenha suporte compacto em M. De agora em diante, s
consideraremos tais campos. Nessas condicodes, a férmula da primeira variacdo é valida
também para subvariedades completas.

Em particular, quando f : M" — M"™ for uma imersio minima, isto é, H = 0, entao

temos que

dVol(M;) _o
at iy

ou seja, M serd um ponto critico da primeira variacdo do volume.

Uma questdo natural é saber sobre quais condi¢des M = M, |;—q serd, ndo apenas critico,
mas também minimo local da fun¢do volume n—dimensional de qualquer variagdo { f;}, cujo
campo variacional £ € normal e tenha suporte compacto em M.

Um resultado que responde tal questdo levantada € a seguinte formula para a chamada

segunda variacdo do volume.

Teorema 3.2. (Ver [18]) Seja M uma subvariedade minima e completa de M. Considere uma
variagdo { f;} tal que o campo vetorial associado é da forma E = fVv, onde v é um campo de
vetores normais unitdrios em M e f é uma fungdo Cy (M), donde E tem suporte compacto
em M. Podemos supor, sem perda de generalidade, que v = ey € um dos componentes do

referencial adaptado {e4 }. Entdo, vale

d*V (M)
dt?

= [ V11~ PRicylea.ca) = AP,
=0 M
onde, em cada p € M, Ricy; : Ny,M — R denota a curvatura de Ricci, dada por
n —
RiCM(ea) = ZRZ(XZOC

Corolario 3.1. Nas condi¢des do Teorema 3.2, se supormos que M = , temos

dZVOZ(Ml) 2 2 2
O [ VAP (AR -

Demonstragdo. Visto que M " = H" "

, temos que sua curvatura seccional é constante e
satisfaz k = —1. Portanto vale (1.1.11), isto é

Rapcep = k(84c88p — 6apBBC)-
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Em particular, isso significa que R;q;o = —1, 0 que implica em
Ricy;(eq) = —n.

Pelo Teorema 3.2, a férmula da segunda variagdo se torna

d>v (M)
dr?

= [ VP +nf - AP
M

t=0
Usando, mais ainda, que |A| > |[A%|, logo —|A%|> > —|A|?, teremos que

d*Vol(M;) 2 2 2
oz [ VP - (AP

]

Agora, motivados pelas consideracdes anteriores, apresentamos a seguinte defini¢do:

Definicao 3.2. (Ver [17]) Uma subvariedade completa e minima M" do espago hiperbdlico

H"*™ ¢ dita superestdvel quando

| 1912~ (AP =) 0.
M

Observagdo 3.2. O Corolério 3.1 esclarece o significado da defini¢do de superestabilidade, e

d*Vol (M,
VA

serd, ndo somente ponto critico da primeira varia¢do do volume, mas também minimo local

justifica a escolha desse termo. De fato, se M for superestavel, entao

do volume, considerando campos variacionais normais com suporte compacto em M.

A préxima se¢do tratard do chamado operador de superestabilidade, que guarda estreita

relacdo com o conceito visto acima.

3.2 Operador de Superestabilidade

Nessa sec¢do, vamos apresentar os resultados iniciais que permitem mensurar a super-
estabilidade de uma subvariedade minima do espaco hiperbdlico H" ™. Esses resultados
serdo utilizados para demonstrar alguns dos principais teoremas que estdo no Capitulo 4.

Na primeira subsec¢do, apresentamos resultados envolvendo operadores agindo sobre
funcdes definidas em variedades diferencidveis e provamos a férmula de Rayleight, que
posteriormente serd utilizada para definir o chamado primeiro autovalor A; do operador
A+ em uma variedade M.
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Na segunda subse¢@o, tratamos de propriedades gerais do primeiro autovalor A; em
subvariedades do espago hiperbdlico.

Na dltima subsecdo, definimos o primeiro autovalor A; do operador de estabilidade
A+ |A| — n em subvariedades minimas do espago hiperbélico e provar alguns teoremas sobre
superestabilidade nessas subvariedades.

A Subsecdo 3.2.1 foi baseada em [5], enquanto que a Subsecdo 3.2.2 foi inspirada por
[6, 9, 15], ao passo que Subsecdo 3.2.3 seguiu os passos mostrados em [4, 17].

3.2.1 Primeiro Autovalor do Operador A + u em Variedades Rieman-

nianas

Seja M uma variedade riemanniana com métrica g e (,) o produto interno usual induzido
por g, onde | - | é a norma proveniente desse produto. Conforme a Defini¢do 1.14, denotamos

por L? (M) o espago de fun¢des mensurdveis f em M tais que

/M|f|2<+°°-

O produto interno (,) e a norma || - || em L?(M) serdo dados por

(f.h) = /M o IR = (1),

para todo f,h € L*(M). Nas condigdes acima, L*>(M) é um espago de Hilbert. Vamos definir
a nocao de derivada fraca nesse espaco de fungdes.

Definiciio 3.3. Denotamos por £° (M) o conjunto dos campos vetoriais continuos em M,

com o produto interno (,); e a norma || - || dados, respectivamente, por

(X,Y)) = /M<x,y>

XIF:= [ WP = [ ).

Pela forma como foi definido, EZ(M ) € um espago métrico completo (isto é, um espago
de Hilbert).
Agora, considere uma funcdo f € C! (M) e um campo vetorial X que é C! e com suporte

compacto em M. Usando (1.1.9), segue-se que

(V1201 = [ (V1.X) = [ [div(s3) = -divx).



3.2 Operador de Superestabilidade 49

Aplicando o Teorema da Divergéncia 1.1 no campo vetorial fX, e substituindo na ultima

expressao, implica em
(Vf,X)I:—/ f-divX = —(f,divX), (3.2.1)
M

onde (,) denota o produto interno em L*(M), conforme definido anteriormente. Vamos
aplicar essa relacdo a um conjunto mais amplo de fungdes.
Dada uma fungdo f € L*>(M), dizemos que o campo vetorial Y € £23(M) é a derivada
fraca de f se
(Y,X); = —(f,divX),

para todo campo vetorial X que seja C'e que tenha suporte compacto em M. Nessas
condicdes, escrevemos Y = Grad f.

E claro que se f for uma funcdo C 'em M, entio, por (3.2.1), sua derivada fraca coincide
com a sua diferencial usual, isto é, Grad f =V f.

A partir da defini¢do de derivada fraca, denotamos por WO1 ’Z(M ) 0 subespaco de L(M)
constituido pelas funcgdes f € L? (M) com suporte compacto em M e que possuem derivadas
fracas. Tal espago serd chamado de espaco de Sobolev em M, e seu produto interno (, ) é
definido por

(f,h)y1 = (f,h)+ (Grad f,Gradh),.

Consequentemente, a norma em WO1 2 (M) é dada por

IF1T = I£11% + || Grad £1I3.

Mais ainda, podemos definir no espaco de Sobolev uma forma bilinear e simétrica, dada por
12
Bf,h] := (Grad f,Grad h) —/ pf-h Yf,he Wy (M).
M

E claro que o espago de Sobolev WOI’Z(M ) é mais amplo que o espago das fungdes diferen-
cidveis com suporte compacto em M, de forma que, por exemplo, temos C% (M) C WO1 ’2(M )s
com o produto interno e a norma induzidos.

Agora, dada uma fung¢do continua ¢ em M, considere o problema de encontrar todos os

valores reais A para os quais existe uma solu¢éo ndo nula ¢ € Cg (M) para a equagdo

(A4+un)p+19 =0.
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Cada nimero A para o qual o problema acima tem solugdo serd chamado autovalor do
operador A + . O espacgo vetorial de solugdes associado a A serd chamado autoespago,
e cada elemento desse espaco serd chamado autofuncdo. Um fato interessante € que se
IRV C(z) (M) s@o autofungdes associadas aos autovalores A, T, respectivamente, entdo, por
(1.2.4), segue-se que

0= [ (08y—y20)= [ (¢ (~t-wy-y:(~T-p)9)
—/ —T- QY +A-9y) = —r/w
Logo, se A e T sdo autovalores distintos, entdo (¢, ) = 0, ou seja, os autoespagos associados
a A e T sdo ortogonais. Também é importante comentar que, se ¢ € uma autofuncéo associada

ao autovalor A, entdo Y@, para todo y € R, também sera uma autofuncao associada ao mesmo

autovalor A, pois
(A+p)(v9) +A(v9) =v[(-t—1)p+2A9] =

Em particular, ¢ uma autofuncéo de A com norma unitdria.

H¢>||

Assim, podemos considerar no espaco CO (M) uma base @1, @, ¢3,... ortonormal de
autofungdes, associadas aos autovalores (distintos entre si) A1, A3, A3, ..., respectivamente.

Assim, toda fungdo f € C% (M) pode ser escrita da forma

qu)] (P]v

de maneira que vale

Hm%«imw%ZU%m>inwﬂ

i=1 = =1

As duas expressoes anteriores sdo chamadas Identidades de Parseval, e serdo utilizadas mais

adiante. Uma primeira expressdo para os autovalores A é dada pela seguinte proposicao:

Proposicao 3.1. (Ver [5]) Se A é um autovalor real do problema

(A+p)p+A9=0, ¢cCiM), ¢#0
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e ¢ é uma autofuncdo associada a A, entdo

2=1912 [ [V9P +ug?.
M
Demonstragdo. De fato, temos que

0=(2+m)0+2¢ = 0=|(B+p)o+20|*

= (A+w)9+49,(A+p)+29)
= 1A+ )92+ 271917 + 249, (A + 1)9),

onde, visto que (A + )¢ = —A ¢, pela desigualdade de Cauchy Schwars (1.2.5), obtemos
que

(0, (A+w)e) =] [I(A+u)e

Resolvendo equacdo quadratica em A
A2 o17 +208] - 11(A + )l +I(A+m)e]* =0,

segue-se que

5= 22Ol IA+ )l VAISIPI(A + 1) ]* — 49 IPII(A + )9
2|lol?

_ 2[lell- A+ el
2[|¢?

=—[o)72- (9. (& +1)9)
— 1012 [ ¢+ (2 +p)0
M

— 101172 [ (v6.9) ~ o’
M

— -2 2 2

= 0172 [ V0P +no?,

onde usamos a identidade de Green (1.2.3) na antepenultima linha. ]

A proposi¢do anterior tem uma importante implicacdo quando consideramos o operador

simétrico /A em M, conforme vemos a seguir:

Lema 3.1. Nas condi¢des da Proposi¢ao 3.1, se 4 =0 em M, entdo todo autovalor A é ndo

negativo.
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Demonstragdo. Pelo que vimos na proposi¢ao anterior teremos que, para toda autofuncao

associada a A, vale

R 2T
]

O préximo resultado mostra que existe um menor autovalor A; para o problema apresen-

tado na Proposicao 3.1.

Proposicao 3.2. (Ver [5]) Sejam p uma fungdo continua e A + ¢ um operador em M. Existe
um autovalor A; € R do problema

(A+p)9+29=0, ¢eCi(M), ¢#0, (322)
tal que, se A € C for qualquer outro autovalor, teremos que
Re(A) > Ay,

onde Re(A) denota a parte real do nimero complexo A.

O valor A; na Proposicéo 3.2 é chamado primeiro autovalor do operador A\ + u. Especi-
almente no caso u = 0, Ay serd chamado primeiro autovalor de M.
Agora, dada uma fungio ¢ € C3(M), considere o problema de determinar f € WO1 (M)

tal que

E claro que, pela identidade de Green (1.2.3), toda funcio f € Cg (M) satisfaz (3.2.3), visto

que

<<A+u>¢,f>=/MfA¢+uf-¢=/M—<V¢>,Vf>+uf-¢>
=—(Gradf,Grad¢)—|—/Muf-¢=—B[¢,f].

Essa conclusio permite obter uma estimativa para o valor A;, conforme a seguir.

Proposicao 3.3. (Ver [5]) Sejam p : M — R uma funcédo continua e A 4 ¢ um operador em

M, associados a forma bilinear

B[f,h] = (Grad f,Grad h) —/ wf-h.
M



3.2 Operador de Superestabilidade 53

Se A € o primeiro autovalor do operador A+, e f € Cg (M) é uma fungdo qualquer, entdo

D[f,f]
< =0l
— AP

Demonstragdo. Sejam {¢1,¢,,...} uma base completa ortonormal de autofungdes de C3 (M),

associada aos autovalores {4, 2,...}, e f € C3(M) uma funcio qualquer. Se denotarmos

a] = (fa (p])a

entdo segue-se das identidades de Parseval que
f=) 09;=0.
j=1
Portanto, e lembrando que cada uma das fungdes ¢; satisfaz o problema (3.2.2), isto €
(A+u)9;=—2;9;,
obtemos o seguinte
0=B|f—Y o), f— ) o
j=1 j=1
=B[f,f]-2) oBlf,9;] + ) cict;B[9r, )]
= ¥
f, —|—ZZOCJ A—i—l«l ¢j Zalaj ¢17(A+.u)¢])
= ZZO‘j (f,79;) _I—Zalaj (i, 95)
f] -2 Z AJ'OC]Z -+ Z ljoc}
j=1 j=1
f] — Z ﬂ,jOCJZ.
j=1

Usando essa tdltima expressdo, obtemos a seguinte estimativa para o primeiro autovalor A,

(o]

Blf.f]= Z 2 = MlIfI1%,
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D[f,f]
1A

O préximo resultado fornece a formula de Rayleigh, e mostra que a desigualdade na pro-

O

provando a desigualdade A; <

posicao anterior se torna igualdade quando consideramos f uma das autofuncdes associadas

ao primeiro autovalor A;.

Teorema 3.3 (Férmula de Rayleigh). (Ver [5]) Nas condi¢bes da Proposi¢do 3.3, se 4| é o
primeiro autovalor do operador A+ 1, e f € C3(M) é uma autofungdo associada a A;, entdo

B
I71P

1
Demonstracdo. Analogamente & demonstracdo anterior, seja {9y, ¢, ...} uma base completa

ortonormal de autofuncdes de C3(M), associada aos autovalores {A1,,,...}, e seja f uma
autofungdo (logo f € C3(M)) associada a A;. Se denotarmos

a;=(f,9)),

entdo segue-se das identidades de Parseval que
f=) 09;=0.
j=1

Assim, e lembrando que para toda ¢ € C3(M), temos que f € C3(M) satisfaz

(A+u)e,f)=—Bl9, ],

que equivale, sem perda de generalidade, a

(9, (A+u)f) =—B[9, f],

e usando que f, por ser autofuncdo, satisfaz
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obtemos que
0=B8 f—;ajq)j,f—;aj%
_ BIf.f] _zg o;Blf,0;] + BIf, f]
= 2B|[f, f] +2§‘,1 ai(A+u)f,9;)
= 2B[f, f] - 2,2 (A f,9))

=2B[f, f]-2M ) o}
j=1

:B[faf]_)Lle”Zv

o que implica diretamente em

_BIAS
TN

1
O

A férmula de Rayleigh € especialmente importante, porque usando ela e a Proposi¢ao

3.3, € imediato que
B

2L (3.2.4)
reczm).f20 1117

Mas observe que, para f € C(% (M), temos que Grad f = V£, e obtemos, da definicdo da

forma bilinear B, que

BIf, ] = (Grad f,Grad f) — /M = /M (V£ V) —pf?) = /M (Vf2—nr?).

Assim, podemos reescrever (3.2.4) da forma

v 2 2
A = inf fM(| f] 2Hf)'
FECT(M).f#0 Iuf

Essa expressio € utilizada como defini¢do para A; em diversos trabalhos que tratam do
operador de estabilidade (ver, por exemplo, [3, 4, 17, 19]), e dela decorrem muitos resultados

sobre estabilidade em subvariedades, conforme veremos na proxima se¢ao.
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3.2.2 Propriedades do Primeiro Autovalor Associado a A +

Nesta secdo, apresentamos os primeiros resultado acerca do primeiro autovalor de um ope-
rador A\ + p em variedades riemannianas. Tais resultados serdo importantes para demonstrar

alguns dos principais teoremas do Capitulo 4.

Definicao 3.4. Sejam M uma variedade riemanniana e i : M — R uma fun¢do continua.

Definimos o primeiro autovalor do operador Ly, = A+ (L por

\V/ 2 2
MLoM)= inf Ju (IVS] zuf)'
FECT(M),f#0 Juf

Observagdo 3.3. No caso em que i = 0, denotamos A; (Lo, M) por A;(M). E imediato, da
definicao, que

[ <[ VR vrec ), 1o (32.5)
M M

As considerag0es feitas na Subsecdo 3.2.1 esclarecem o porque € utilizada essa defini¢cao
para o primeiro autovalor A;; ndo somente aqui mas em todos os trabalhos que tratam do
assunto. A seguir, veremos algumas propriedades associadas a esse autovalor.

Um resultado importante que foi obtido por McKean [15] € o seguinte:

Proposicao 3.4. (Ver [15]) Se M € uma variedade riemanniana simplesmente conexa e possui

curvatura seccional Ky < —1, entdo vale

(n—1)?
4

M (M) > , (3.2.6)

onde a igualdade ocorre se, e somente se, Kjy = —1. Em particular,

(n—1)?
YR

A (H") =

Um outro resultado, em particular, que sera util mais adiante, € o seguinte:

Proposicio 3.5. (Ver [9]) Seja f : M" — H™™ uma imersdo no espaco hiperbélico. Se a

curvatura principal satisfaz |H| < a, para alguma constante 0 < a < n— 1, entdo

(n—1-a)?
—

A prova completa da Proposicdo 3.5 pode ser encontrada em [21]. Porém, uma ideia de

M(M) > (3.2.7)

como fazé-la segue abaixo.
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Considere um ponto g € H""™\M" e defina a funcdo distancia r, : H"*" — R medida
em relacdo a ¢, denotada genericamente por r.

Naturalmente, tal funcio pode ser restrita a M, de forma que, se denotarmos por V e V o
gradiente de fungdes em M e M, respectivamente, e lembrando que o referencial {e4 } de M
(sobre o qual calculamos ?) contém m vetores a mais que o referencial {e;} de M (sobre o
qual calculamos V) fica claro que, na métrica de g e, consequentemente na métrica induzida

g, vale
Wr]z =1> |Vr]2.

Mais ainda, € possivel mostrar que (ver [21]), nas condi¢des acima, vale
Ar>n—1—|H|,

onde A denota o laplaciano em M. Utilizando esse fato, é facil mostrar que vale (3.2.7). De
fato, se |H| < o entdo
Ar>n—1—a. (3.2.8)

Agora, seja f € Cy(M). Considerando o campo vetorial f2Vr, temos que
div(f2Vr) = f2-div(Vr) + (Vr,V ) = f2Ar+ (Vi V7). (3.2.9)
Aplicando a desigualdade de Cauchy Schwarz (1.2.5), e usando que |Vr|2 < 1, obtemos
(Vi Vf2) < |Vr| - [V <[V

Logo
(VrVf2) = =|VF2).

Usando isso e (3.2.8) em (3.2.9), segue-se que

div(fVr) > fF(n—1—a) = |Vf?| = f*(n—1—a) =2|f]-|Vf]. (3.2.10)

€ 1
Aplicando a desigualdade de Young (1.2.7), com p =g =2 donde C (5) =2 na expressao

2|f|- |V f], temos que, para todo € > 0, vale

1
2f1- VA < elfP+ VAT,
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onde é claro que |f |2 = f2. Portanto, a desigualdade (3.2.10) se torna
1
m%ﬂVﬁzf%n—l—a—ey—?Vﬂ?

Agora, integrando ambos os lados sobre M, aplicando o Teorema da Divergéncia (1.1), e
lembrando que f2Vr tem suporte compacto em M, teremos que

Oz/Mdiv(fZVr)2/M<f2(n—1—(x—e)—é]Vf|2),

ou seja,

/|Vf\2 / gn—1—o—e)f?, Ye>O0. (3.2.11)
Vamos obter o valor para € tal que €(n — 1 — o — €) atinja seu maior valor.
Com efeito, note que a fungdo quadratica g(x) = —x> +x(n — 1 — a) atinge seu ponto de
maximo quando x = (n — 1 — &) /2. Portanto, a expressdo €(n — 1 — a — €) atinge seu valor
-l1-a
maximo quando € = HT Nesse caso, temos que
n—1—a n—l—o, (n—1-a)?

(n—1—o—

en—l—-a—¢g)=

2 )= 4

Portanto, a desigualdade (3.2.11) se torna

GRS ==

Lembrando que f é uma func¢éo qualquer em Cy (M), concluimos que

_ VP (n—1-a)?
Ad(Al)__fécmnn?f#o P

Isso finaliza a ideia da demonstragdo. Uma consequéncia imediata da proposi¢do anterior € a

seguinte:

Lema 3.2. Se f: M" — H™"" for uma imersdo minima, isto é, H = 0, entio

(n—1)

}Ll(M)Z 1

(3.2.12)

Em seguida, tratamos de outro resultado que serd utilizado posteriormente e que foi
provado em [6], sobre o operador A;(M").
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Proposicao 3.6. (Ver [6]) Seja M uma variedade riemanniana completa. Dado um ponto p
qualquer de M, se vale
Vol|B,(R
tim VBB _ (3.2.13)
R—so0 R?

entdo A; (M") = 0.

Demonstragdo. Seja M uma variedade completa, escolha um ponto p € M e um nimero real

a > 0. Denotamos por B, (a), a bola geodésica de raio a, e definimos

- Js @ IV

A (Bp(a)) = 1
P reci (Byla) 20 Sy ) S

(3.2.14)

E claro que, por definicdo, A, (Bp(a)) > 0. Mais ainda, observamos que, se a — oo, entio
M (Bp(a)) = A (M). Sejar,: M — R a fungdo distancia do ponto p, e defina a fungao
f:By(a) = R por

f=a—rp.
Por definicdo, f € diferencidvel, e vale f|sp, (o) = 0. Portanto, f € Cy (Bp(a)). Assim, de
(3.2.14), obtemos

_ Js,@) VP Jp, @V (@—rp)?

M(By(a)) < = (3.2.15)
1(Bp(a) I8, @) f? Js,(@)(a—1p)?
E claro que, na métrica g, temos
IV(a—r1p)|* = (V(a—rp),V(a— rp))g = (Vrp,Vrp)g =1 (3.2.16)

Por conveniéncia, vamos denotar r;, simplesmente por r. Além disso, dado b < a, temos que,

se r < b, entdo

—rZ—b:>(a—r)22(a—b)2:>/B(b)(a—r)ZZ/B(b)(a—b)z.

Portanto, considerando r < a, sendo b < a, podemos garantir que vale

/Bp(a) (@=ryz /B,,(b) (a=b)* = (a=b)*- Vol B, (b)]. (3.2.17)
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Usando (3.2.17) e (3.2.16) em (3.2.15), obtemos

Jg (@ [V@@a=r)]? Vol[B,(a)]

pr(a)(a—r)2 - (a_b)z'VOZ[Bp(b)]' (3.2.18)

Ai(Bp(a)) =

Agora, note que a hipdtese (3.2.13) implica que, para cada C > 0, existe uma sequéncia

crescente {ay} — oo tal que
Vol[(By(ax)] <C-(a)?, Yk (3.2.19)

Recorrendo a uma subsequéncia, se necessario, podemos assumir que

1
Ap4+1 — dg > Eak. (3220)

Escolhendo a = ay1 € b = a; em (3.2.18), e usando (3.2.20), obtemos

Vol[Bp(ay1)] o4 VolBp(ax)]
(ak1 —ar)?-Vol[By(ar)] — (ax)?  Vol[Bp(ar)]

M(Bplakt1)) < (3.2.21)

Caso Vol(M) < +eo, podemos aplicar o limite k — oo nessa ultima expressdo. Para tal,

lembramos que a; — +o0 e que, sendo M completa, vale

kliTmVOZ[BP(a"“)] = kgTonl[Bp(ak)] =Vol(M).

Assim, aplicando o limite k — +o0 em (3.2.21), obtemos imediatamente que A, (M") = 0.
Por outro lado, caso Vol(M) = oo, usando (3.2.19) em (3.2.21), segue-se que

4 Vol[Bp(ay+1)] 4 C-(q1)?

M(Bylag,)) < < : . (3.2.22)
Bl = (o VollBylan)] = (a? VollB,a]
Usando que
lim 2 —
k—+oo  ap
e que
lim Vol |B =Vol(M) = +oo
Jm Vol|Bp(ay)] = Vol(M) = +eo,
e aplicando o limite k — +o0 em (3.2.22), concluimos que A;(M") = 0. O

Ap6s tais resultados, podemos tratar com maior seguranca do conceito de superestabili-
dade em subvariedades minimas do espaco hiperbdlico.
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3.2.3 Superestabilidade em Subvariedades Minimas de H" ™"

Lembrando da Defini¢do 3.2 podemos considerar, em M, a fungdo y = |A|2 —n,ondenéa
dimensdo de M. Nesse caso, o operador L42_,, ¢ chamado operador de superestabilidade de
M, e seu primeiro autovalor associado (ver Defini¢do 3.4), denotado por A (M), claramente

satisfaz
| AP =n+an) 2 < [ VIR, v Fecs M), £ 0. (3.2.23)
M M

E imediato das consideragdes anteriores e da Defini¢do 3.2, que uma subvariedade minima

M" do espaco hiperbélico H" ™ é superestivel quando A; > 0, isto &, quando vale
[ (AP =n) < [ 1VsR, v reci .0,

Observagdo 3.4. E possivel obter, a principio, uma relacio entre A; (M) e A;(M). De fato,
para todo f € Cy (M), f # 0, temos que

o (VP = AR =mf%) _ Gy (VAP +ns) _ fy VP
Ju f? B Ju f? = Juf?

n.

Portanto, fica claro que
Zl(M) < ll(M) +n.

Essa desigualdade serd posteriormente utilizada. O préximo resultado mostra um exemplo

no qual a igualdade € vélida.

Proposicio 3.7. (Ver [4]) Se M" é uma subvariedade completa e totalmente geodésica de

H"™ entdo

(n—1)?
4

il(Mn) :Zl(Hn) :M(H”)—}—n: +n.

Demonstracdo. Por um lado, |A| = 0 implica que

M(M)=__inf Ju(VIE+nS) e alVIP

= = n
FECT(M),f#0 Ju ? FeCyM),f£0  [u f?

tn=1(M)+n. (3.224)

Por outro lado, de (1.1.18), |A| = 0 resulta em

AP =Y (h%)*=0 = h%=0, Vijo.

L,J,e
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Usando isso na equagdo de Gauss (1.1.19), isto é,

D _ apa o100
Rijui —Rijur = ) (high — hijh%),
o
teremos que os componentes R; j; do tensor curvatura de M coincidem com os componentes

R; ki do tensor curvatura de M. Em particular, obtemos

Ku(eiej) = Rijij = Rijij = Kyp(ei,e;),

Hn+m

ou seja, a curvatura seccional de M, assim como a de , € constante e satisfaz Ky = —1.

Mas, pela Proposi¢do 3.4, e por (3.2.24), isso finalmente implica que

(n—1)?

T (M") = 2 (M") +n =

+n.

]

A seguir, dois teoremas sobre superestabilidade em imersdes minimas f : M" — H™ "

sdo demonstrados.

Teorema 3.4. (Ver [17]) Seja M uma subvariedade completa minima do espago H" ™", Se

(n—1)

AI* < +n,

em todo ponto p € M, entdao M é superestavel.

Demonstragcdo. De (3.2.5), segue-se que

[ uf< [ V2 vrecy ), £ 0.
M M

Isso implica diretamente em

LIS = AP =n)f> > [ () +n—1aP) 2. (3.2.25)
Além disso, pela Proposicdo 3.4, sabemos que

(n—1)?

ll(M)Z I
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Usando isso em (3.2.25), temos que

[vse=tap-mrz [ (O o) 2

(n—1)?
e

Finalmente, usando que ]A]z < + n, concluimos que

| Vs~ (4P =2 > 0,
M

ou seja, M € superestavel. [

Antes de enunciar o préximo e ultimo teorema desse capitulo, precisamos de uma

importante desigualdade de Sobolev.

Proposicao 3.8. (Ver [17]) Se M", n > 3, é uma subvariedade completa, minima e imersa
em H"™™ entfo existe uma constante C; > 0 tal que

n=2

(/ |f|"2—"2>n§Cs/ IVF2, Y feWy?(M). (3.2.26)
M M

Observagdo 3.5. O resultado acima se estende naturalmente as fungdes f € Cy (M) C
1,2
Wy " (M).

A Proposigdo 3.8 permite provar o seguinte teorema sobre superestabilidade:

Teorema 3.5. (Ver [17]) Seja M", n > 3, uma subvariedade completa, minima e imersa em

H"™ Se .
1 2
/ |A]" < (—) , (3.2.27)
M Cs

onde C; € a constante da Proposicdo 3.8 , entdo M € superestavel.

Demonstragdo. Usando (3.2.26), temos que

n—2

2 2 . 2n R 2 N2
et mapensz & (L) " - [apens e

Por outro lado, usando a Desigualdade de Holder (1.2.2) para p = g eq= " " > segue-se
que
n—2

Joor < () () = (o) (=)
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Aplicando a hipétese (3.2.27) na expressao acima, obtemos

/M’A|2fzgcis(/Mff"z)nn2.

Por fim, usando essa dltima desigualdade em (3.2.28), concluimos que

| VSRR =n 2 zn [ 220,
M M

mostrando que M é superestavel.



Capitulo 4

Rigidez e Superestabilidade de Imersoes

Minimas em H"* ™"

Este capitulo visa apresentar diversas aplicacdes, no espago hiperbdlico, dos conceitos
vistos anteriormente, especialmente da equagdo de Simons e dos resultados iniciais decor-
rentes dela, vistos na Se¢do 2.2 do Capitulo 2. Em geral, os teoremas a seguir apresentam
condi¢des que devem ser satisfeitas para que uma subvariedade seja totalmente geodésica,
ou entdo fornecem estimativas sobre o primeiro autovalor do operador de superestabilidade
de subvariedades minimas.

Concluir que uma subvariedade minima (isto €, que h%¥ = 0) do espago hiperbélico €, na
verdade, totalmente geodésica (ou seja, que h;_xi) , ndo € uma questao trivial, a principio, pois
envolve uma forte restricdo sobre a segunda forma fundamental. Entretanto, a equacao de
Simons e suas consequéncias (as Proposi¢des 2.4, 2.5 e o Teorema 2.2) fornecem condi¢des
mais fracas que permitem concluir se uma subvariedade minima € totalmente geodésica.

Uma das consequéncias de uma subvariedade M ser totalmente geodésica em H" ™,
pela equacao de Gauss, € que sua curvatura seccional serd constante e igual a —1. Outros-
sim, € imediato da Definicdo 3.2 que se M € totalmente geodésica, entdo M também serd
superestavel.

Seguimos as ideias constantes em [3, 4, 19] como norteadoras para o desenvolvimento

das notas constantes neste capitulo.
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4.1 Principais Resultados

Nos enunciados dos teoremas e nas demonstracdes dos mesmos, ao integrarmos sobre
a subvariedade M iremos, por conveniéncia, omitir o elemento de volume dVj;, mas ndo

deixando de estar cientes de sua presenca em cada uma das integrais.

Teorema 4.1. (Ver [3]) Seja M",n > 6, uma subvariedade minima completa do espaco

/2 [ 2
hiperbélico H" ™. Suponha que existe uma constante d € 2 (1 -\ —, 1+ —) tal que
mn mn

1
lim — Al = 0. (4.1.1)
R—+ R By(R)

Se a norma da segunda forma fundamental A de M satisfaz

(=1 em=1
2 o ’ ’
5215 |A|*(x) < C(n) := (n—1)? (4.1.2)

6

—gn, sem > 2,

entdo M € totalmente geodésica.

Prova do Teorema 4.1. Por um lado, pela defini¢do de A; (M), sabemos de (3.2.5) que

2 2 oo
M| < VSR Ve m).g 0.

Dado a > 0, considere ¢ > 0 tal que d =2(¢+ 1)c.
Substituindo f pela funcdo f |A|(q+1)°‘ € Cy (M), a desigualdade anterior se torna

)Ll/f2|A’2(q+l)a§/ ‘V(f‘A‘(qul)a)
M M

onde pelas propriedades do gradiente, obtemos

2
)

(4.1.3)

v (FAJD9) — A V9T 4 (g 1A VAL,
que por sua vez implica em

() = (9 () v ()

= APV R4 (g4 1) AP 2|V A%
+2(g+1)A[DHA|%(V £, V]A|).
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Aplicando a desigualdade de Cauchy Schwarz (1.2.5) na expressdo acima, obtemos

2
v (140 |" < PO 7R 4 (g4 1) 29 ]a )

(4.1.4)
+2(g+ DAY fIVE|[VIAI].

Agora, utilizando a Desigualdade de Young (1.2.7) no ultimo termo na expressao (4.1.4),

€
eusandop=¢qg=2,C (§> = segue-se que

%7
A|2%at% 1y £lIVIA|%] < 2 (JA|% FIV]A AllatDeay ?
Al FIVFIVIA]* < (||f||||) || V£l -
Logo

2(q+ DIAPUTELIVEIVIAIY] < (g+ De|AP £ V]A]%]?
1 (4.1.5)
+<Q+ )|A‘2 q+1) a|vf|2

Usando (4.1.4) em (4.1.5), e agrupando fatores semelhantes, temos que

2
‘V<f‘A‘(q+l)Ot> (1+q+1> ’A‘Z(q-ﬁ-l)ayvf’Z

(4.1.6)
+(g+1)(g+1+€)|AP% f2|VIA[* .
Substituindo a desigualdade acima em (4.1.3), temos
11/ f2|A|2(q+1) (1+_)/ |A|2 q—H a|Vf|2
M (4.1.7)

g+ Dlg+1+e) [ AP VAP,

Por outro lado, visto que M €, por hipétese, subvariedade minima completa do espaco
hiperbélico H"*™ | podemos usar (3.2.6) em (4.1.7). Mais ainda, lembrando que definimos
g > 0tal que d :=2(q+ 1)a, obtemos

+1
< (1+250) [ i
€ M

d2
+ (g + @ De) [ AP viAl

(4.1.8)



4.1 Principais Resultados 68

Multiplicando ambos os lados da desigualdade (4.1.8) pelo valor arbitrario ¢ > 0, obte-

2
O [ e <a (1425 [

mos

d? (4.1.9)
v gyt g+ De) [ AP9RVIAPR,
4o M
x
Agora, usando d = 2(g + 1) na desigualdade (2.2.9), resulta em
d mn—2 1
(52 [ warepapers < | [ K2
o mno M EJMm
Y (4.1.10)
a/ yA|d+2f2+om/ AL £,
M M
Note que, comparando x e y nas duas desigualdades acima, e lembrando que o > 0,
temos que
o i +(g+le) = d_mn-2_,
4a? 1 o mno
d? d mn-2
— —+4(@+Hae=—— —&€
1 o mnol 4.1.11)
d? ) mn—?2
= —+(@+)ae=d— — o€
4 mn
d? mn —?2
— —— =—¢co(l+oa 1)).
- . (1+a(g+1))

Ora, visto que supomos & > 0 e g > 0, entdo a(1 + a(g+ 1)) > 0. Portanto, existe

mn—?2 .
< 0, 1sto

€ > 0 tal que (4.1.11) ocorre se, e somente se, garantirmos que e d+

mn
. 2 2 3 ..
é, se,esomentesed €2 | 1—1/—,141/— |, que é exatamente a condi¢ao sobre d no
mn mn

enunciado do Teorema 4.1.
Sendo assim, (4.1.11) ocorre, e podemos usar (4.1.10) em (4.1.9), obtendo

—1)? 1
O [P <o (1 T [ afiesp g [ aresr

o [ A2 an [ Jap
M M
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1
Multiplicando ambos os lados da dltima desigualdade por = > 0, e agrupando termos

semelhantes, obtemos

2
/ ((n—1> _n_b(m)|A|2) A% < (1+q—+l+i>/ A VA2 @.1.12)
v M

4 € o
3
Lembrando que b(l)zleb(m):i, m > 2, note que
—1)?
(n—1)> 2 ‘A’2<u—”a se m=1,
—n—b(m)|Al* >0 <~ > (4.1.13)
4 p_ (=1 2
|A]” < G 3" se m>2,

que € satisfeito pela hipotese (4.1.2). Mais ainda, observe que essa hipotese so faz sentido se

tivermos
—1)2
(n—1) —n>0,
-1 2

As duas condi¢des acima sdo equivalentes a (n — 1)2 —4n > 0. Para solugdes inteiras
positivas, essa desigualdade s6 é valida quando n > 6, o que justifica a hipétese sobre a
dimensao de M.

Agora, lembrando da hipétese sobre a completude de M, considere a composta for:
M — [0,1] ,onde r: M — [0,+o0) é a fung@o distdncia em relagio ao ponto p € M no qual
vale (4.1.1) e f: [0,4+00) — [0, 1] é uma fungéo diferencidvel tal que f =1 em [O,R], f =0
em [2R, +o0), com |f'| < I% E claro que for € Cy(M). Para usar essa fungdo em (4.1.12),

primeiramente note que
n—1)>2
[ (5 = poma ) a oy
M

o (P bt ) e
> [ (S iR ey

p(

onde lembramos que B,(R) denota a bola geodésica de centro p € M e raio R.

(4.1.14)
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Por outro lado, pelas hipdteses sobre a fungdo f, temos que

f'=0  em (0,RJU[2R,),
‘f/|<72e em [R,2R].

Lembrando que |Vr| = 1 e usando as propriedades do gradiente de fun¢des, obtemos
[ v ron? = [ 1a17 () ViR = [ 117 )R v
M M M

4
_ Al ¢ 2<_/ nag
Jy oAV OPS 55 [l

Portanto, substituindo f por for em (4.1.12) e usando (4.1.14) e (4.1.15), temos final-

(4.1.15)

mente que

(n—1)> 2) d < q+1 1) 4/ d
—n—bm AP A < (1412 L ) 2 Al (4.1.16

onde observamos que, pelas hipdteses sobre o, € e g, temos que (1 + % + a) > 0.

Passando ao limite quando n — 4o nos dois lados de (4.1.16), e usando a hipétese

(4.1.1), temos que B, (R) — M, visto que M é completa, e assim (4.1.16) se torna

/M ((n—41)2 _n_b(m)|A‘2> Al <0,

onde o integrando é claramente ndo negativo, pois vale (4.1.13) e |A| > 0, por defini¢do.

Assim, decorre que

-1 2
/((n4) _n_b(m)|A‘2> |A‘d:() implica  |A| =0,
M

ou seja, M € totalmente geodésica.
O]

O préximo resultado é uma versdo do Teorema 4.1, na qual substituimos (4.1.2) por uma

hipétese envolvendo o primeiro autovalor do operador de superestabilidade A, (M).

Teorema 4.2. (Ver [3]) Seja M",n > 6, uma subvariedade minima completa do espaco
hiperbélico H" ™. Se vale (4.1.1) e se

sup |A[*(x) < 2(A; —2n), (4.1.17)
xeM
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entdo M € totalmente geodésica.

Prova do Teorema 4.2. Em primeiro lugar, assim como fizemos no teorema anterior, consi-
deramos ¢ > Otal que d =2(¢+ 1)
Pela defini¢do do operador 1, (M) (ver (3.2.23)), temos que

(AP =n+d) [ < [ VSR, ¥ reGrm).s Ao
Substituindo f por f ]A]“(q“) na desigualdade acima, resulta em

(AP =n+1) [ PlaPeeD < [ v(paan)p, (4.1.18)
M M

onde ja vimos em (4.1.6) que, para todo € > 0, vale a desigualdade

v (riaferne)[

(1+ ) |A|2 g+1) alvf‘z
+(g+1)(g+ 1+ €)|AP% f2|VIA|*],

que substituida em (4.1.18), fornece
= € 1
(‘Alz_nJrM)/ f2|A\2°‘("+1)§ (i)/ ]A]Z“(“I)Wf\z
M € M
+g+D(g+1+e) [ VAPPSR,

Agora, lembrando que d = 2(¢+ 1), a > 0, a Gltima desigualdade se torna

1
[ A G [ < (SR [

P (4.1.19)
+ (g + @ De) [ I7aeplapens?

Analogamente, usando d = 2(¢g + 1) na desigualdade (2.2.7),

d
(§-"2e) [[IVMePARerr < | [ Af9s -+ oo [ a2
«  mna (4.1.20)

+an/ A 2.
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— = 1
Pela hipGtese (4.1.17), temos que |A|? < 2(A; —2n), ou seja, n < (A, —n) — §|A|2. Em
particular, vale

- a
an [ A1f < Gh-ma [ A= [ a2 (.1.21)
M M 2 Jm
Substituindo (4.1.21) em (4.1.20) e agrupando termos semelhantes, obtemos
d mn—2
(52 [ warepapers < | [ K92

S war| (b= 3) [ A9 Gan [ 11972

1 3
onde observamos que b(m) — 3 <1, vistoque b(1) =1eb(m) = 5 sem > 2. Usando isso
e (4.1.19), temos que (4.1.22) se torna

d
(52 we) [ waleeupes < L [ s

eEt+qg+1 d
va|(SEEL) [l + (s + @ e) [ AP,
€ M 4o M

isto é, reagrupando termos semelhantes, resulta que

(4.1.22)

d mn-—2 d>
(52 et~ )ae) [ [VAlPlaPes?
o mnaol 4o
Lt aletgt) (4.1.23)
a(e+q
<( ) [ st
&€ M
1+ al(e 1
com + (£+q+ )) > 0 pelas hipéteses sobre o, g € €.
Por outro lado, note que
d_mn-2_, @ (g+1)ae >0
o mno 4o 9
mn—2 2 2
— d-— —ea———(g+1)o"e >0
mn 4
d? mn—?2
= ——+d- >ea(l+a 1)),
T =" s ea(l+a(g+1))

onde a(l+a(g+1)) > 0.
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) . /2 /2
Assim como fizemos no teorema anterior, uma vez que d € 2 <1 —/—, 14 —> ,
mn mn
2

mn—?2

) d ) )
entdo podemos garantir que — 7 +d— > 0, e, consequentemente, garantir que existe

] mn
€ > 0 satisfazendo
d_mn=-2 € @ (g+1)ae >0
o mno 4o 1 ’

Diante dessas consideracdes, a desigualdade (4.1.23) se torna

| vialRiape <c [ jagvs?, 4.124)

onde C € uma constante positiva que depende apenas de d,q,m,n, € e «.

Agora, considere a composta for: M — [0,1] , onde r: M — [0,0) é a func@o distincia
em relagdo ao ponto p € M no qual vale (4.1.1) e f: [0,00) — [0, 1] é uma funcao diferenciavel
tal que f =1 em [0,R], f =0 em 2R, ), com |f'| < %

Substituindo f por f or na desigualdade (4.1.24), obtemos que

/|V|A|°‘|2|A|2°‘q(for)2§C/ A[V(for)?. (4.1.25)
M M

Todavia, vimos em (4.1.15) que

4
Al 2<—/ A,
J Aol s g [l

onde B, (2R) denota a bola geodésica em M de raio R.

Substituindo a ultima desigualdade em (4.1.25), e lembrando das hipdteses sobre f,

o

p

segue-se que

4C
ViAlPAPe < T [l (4.1.26)
R) R~ JB,(2R)

Decorre da hipétese sobre a completude de M e da condicado (4.1.1) que, ao aplicarmos o

limite quando R — +oc0 em ambos os lados da desigualdade (4.1.26), resulta em
[ viapiapes = gim [ vialRlape <o
M R—=+eJB,(R)

Visto que o integrando acima € ndo negativo, concluimos que |V|A|%||A|%*? = 0. Portanto,

a segunda forma fundamental A satisfaz |A| = ¢ = const.
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Suponha que ¢ # 0. Nesse caso, a hipdtese (4.1.1) se torna

onde Vol[B,(R)| denota o volume n-dimensional, na métrica g de M, da bola geodésica
B, (R). Por conseguinte, temos que

L VollB(R)]

=0.
R—+oo R2

Mas, pela Proposi¢ao (3.6) isso implicaria que A; (M) = 0, o que contradiz (3.2.12), pois

(n—1)2 _ 25
> — > 6.
2 >0  Vnx6

(M) >

Portanto, |A| = ¢ = 0, isto é, M ¢é totalmente geodésica.
O]

O préximo teorema fornece condigdes para que hipersuperficies (m = 1) de dimensao
n > 2, imersas no espacgo hiperbdlico, sejam totalmente geodésicas. Adicionalmente, o
teorema fornece uma estimativa para o primeiro autovalor do operador de superestabilidade
nocasom=n = 2.

Recordamos, do Capitulo 3, que utilizamos a seguinte nota¢do para o primeiro autovalor
do operador de superestabilidade de M

M (M) = M (Ligp_p, M).

—n

Teorema 4.3. (Ver [3]) Seja M" uma subvariedade minima completa do espaco hiperbélico
H"™™ n > 2en+#3. Suponha que vale (4.1.1). Entio, hd dois casos a considerar:
DHDSem=1¢e

A (M) >

TR (4.1.27)
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onde

( 1
(O’E)’ sen=2,

n—1 (n—1)(n—2)
de ( o " , sen=4ou 5, (4.1.28)

2 2
(2—2\/i,2+2\/j> , sen>06,
\ n n

entdo M € totalmente geodésica.

() Sem=n=2edec(2/3,2),entdo A, < 57

2

+2.

Prova do Teorema 4.3. Como ji vimos, considerando ¢ > 0 tal que d =2(g+ 1) em (2.2.7),
obtemos (4.1.20), isto &,

d -2
(§-"2e) [[IVMPARerr < L [ AfIesE-+omo [ a2

(04 mno

~\~
X

+an / Al972,
M

onde b(1) =1eb(m)=3/2,se m > 2.
Por outro lado, de (4.1.19) temos que

1
[ A G [ (SR g
M

d? (4.1.29)
< (4 2+<q+1>e) | Vi Plapeas

-~

y

2

d d -2
Multiplicando a pentltima desigualdade por P +(g+1)¢g, (4.1.29) por o mn

mnol
€, somando as duas desigualdades resultantes e comparando os termos identificados por x e

y, obtemos

d — 1
(-2 e) | [ Al Gan [ Al (S5EEL) [ o]
<

(4 g+ s)[ /|A| VF2 4+ b(m /|A|d+2f +0m/ |A|df]
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Agrupando termos semelhantes na desigualdade acima, resulta que

[(g - mn';‘n;z —e) - (% +(g+ 1)s> b(m)a] /M A[42 2
+ Kﬁ _mn=2 —s) (A1 —n) — ( i +(g+ 1)8) an] /M|A|df2 (4.1.30)

4a2

d? d mn—2 eE+qg+1 die o2
< 1 —— — _— Al V fl=.
- [<4aze+Q+ >+(a mno. 8)( € )}/Ml Vsl

Consideraremos agora dois casos possiveis:

Se m = 1, entdo neste caso b(1) = 1 e a desigualdade (4.1.30) se torna

[(g—nn_az—e) - (%+(q+l)ae)} /M|A|d+2f2

(&-"2me) h-m— (o +arnee)a] [ure @i

(04 no

d? d n—2 e+q+1 dio 2
< 1 - —e ) (L A4V 2.
- [(4052£+qu )Jr(oc no 8)( € /M| V7]

Provaremos que os coeficientes que aparecem multiplicando o simbolo de integracdo do lado

esquerdo dessa ultima desigualdade sdo ambos positivos. De fato, com relagdo ao primeiro

coeficiente, temos que a expressao
d n-2 d?
—— A e B lae ) >0
(oc no ) (4(1 +la+1) >

d? -2
—Z+d—n7>soc(l+a(q+l)). (4.1.32)

¢ equivalente a
Mas por (4.1.28), temos que
2 2
de (2—2\/j,2+2\/j> , Vn>2,
n n

> 0, e existe € > 0 tal que (4.1.32) ocorre.

d2
Logo, vy +d—

n
Agora, com relagdo ao segundo coeficiente do lado esquerdo de (4.1.31), note que a

n—2

desigualdade

(i_n—Z_g) Gy n)— (%+(q+l)a£)n>0

(04 no
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€ equivalente a

2d2

(n(d—1)+2) (A —n) — ”T > ena (A —n(1+a(g+1))). (4.1.33)
Mas por (4.1.27), temos que
= n*d>
MM) > Ty T
Logo
292
(md—w+zxirqo—f§—>o

Portanto, existe € > 0 tal que (4.1.33) ocorre. Assim, as duas constantes que aparecem do
lado esquerdo de (4.1.31) s@o positivas.
Mais ainda, a constante que ocorre do lado direito também é positiva. De fato, pelas

hipéteses sobre d, g, o a €, s precisamos mostrar que

d -2
a_n —£>0.
o no
Mas isso € equivalente a
d—-""2 < ¢a. (4.1.34)
n

-2
Visto que (4.1.28) implica d > e para todo n > 2, entdo certamente existe € > 0 tal que
n

(4.1.34) ocorre. Apos essas consideragoes, segue de (4.1.31) que

/M A[2f2 < C /M AV £, (4.1.35)

onde C € uma constante positiva.

Finalmente, considere a composta for: M — [0,1] , onde r: M — [0,00) € a fungdo
distancia em relagdo ao ponto p € M no qual vale (4.1.1) e f : [0,0) — [0, 1] é uma funcéo
diferenciével tal que f =1 em [0,R], f =0 em [2R, ), com |f'| < R

Substituindo f por f or na desigualdade (4.1.35), obtemos que

[ ren<c [ alvirenP, (4.136)
M M



4.1 Principais Resultados 78

onde B, (R) denota a bola geodésica em M de raio R. Também jd vimos em (4.1.15) que

4
AV 2<__/ Al
J NGl s g [l

Substituindo essa dltima desigualdade em (4.1.36) e usando as hipdteses sobre f, segue-se
que

/ ’A|d+2§%/ ’A|d.
By(R) R JB,(2R)

Decorre da hipétese sobre a completude de M e da condi¢do (4.1.1) que, ao aplicarmos o

limite quando R — +oc0 em ambos os lados da dltima desigualdade, resulta em

/ |A|d+2 — O
M

Logo |A| =0, ou seja, M € totalmente geodésica. Isto prova o caso (I).

3
Por outro lado, seja m = n = 2. Nesse caso, temos b(2) = 3 e (4.1.30) se torna

3d>4-8d —4 3a(q+1) 4
e e |l ) A +2 2
{ 8a £< - 2 /M| T
2

2d—1\ = d =
(350 -2 -4 —eth-2v2a+ )| [ e @i

d? d 1 e+q+1 dio 2
<(aae o)+ (G za o) (20| fwrtesr

Mostraremos que a constante que multiplica o primeiro simbolo de integral do lado esquerdo

dessa dltima desigualdade, assim como a constante que multiplica o simbolo de integral do
lado direito sdo ambas positivas. Além disso, mostraremos também que a constante que
multiplica o segundo simbolo de integral do lado esquerdo € ndo positiva.

No caso da constante no lado direito, visto que d € (2/3,2), temos que 2d — 1 > 0. Logo

) d 1
existe € > 0 tal que <a 5 8) > 0, e, consequentemente, tal que

d? poa1) (4oL (etattY
4a2e 4 o 20 € '
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Agora, considere a primeira constante no lado esquerdo de (4.1.37). E claro que

3d*+8d —4 3 1
_;—a_e(H%)w

ocorre se, € somente se,
—3d’>+8d—4>¢ea(8+12a(qg+1)). (4.1.38)

Visto que d € (2/3,2), entdo —3d> +8d — 4 > 0 e existe € > 0 tal que (4.1.38) ocorre.

Com respeito a segunda constante do lado esquerdo de (4.1.37), note que

2d—1Y = 2
M—2)———¢€e(M—2420 1)) >0
(%5 ) =2 55— e(hi~2+42a(q+ 1)
ocorre se, € somente se,
(2d —1)(A —2) —d* > 20e(A — 2420 (g +1)). (4.1.39)
_ _ 2
Suponha que (2d — 1)(A; —2) —d* > 0, isto é, que A; > a1 + 2. Primeiramente

terfamos que existe € > 0 tal que (4.1.39) ocorre. Portanto, as constantes em (4.1.37) seriam
todas positivas e resultaria que

/|A]df2§C/ A1V f]2, (4.1.40)
M M

onde C é uma constante positiva. Agora, considere a composta for: M — [0,1] , onde
r: M — [0,00) é a func@o distdncia em relagdo ao ponto p € M no qual vale (4.1.1) e
f:1]0,00) — [0, 1] é uma fungdo diferenciavel tal que f = 1 em [0,R], f =0 em [2R, o), com

2
1 < I3
Substituindo f por f or na desigualdade (4.1.40), obtemos que

[ arrer?<c [ afvizon, @141)
M M

onde B, (R) denota a bola geodésica em M de raio R. Além disso, (4.1.15) fornece

4
AV 2<_/ na
J ARGl s g [l
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Substituindo a ultima desigualdade em (4.1.41) e usando as hipéteses sobre f, segue-se

que

/ A4 < 4—(;/ A4, (4.1.42)
By(R) R" JB,(2R)

Decorre da hipétese sobre a completude de M e da condicdo (4.1.1) que, ao aplicarmos o

limite quando R — +oc0 em ambos os lados de (4.1.42), resulta em

/ A|¢ = 0.
By(R)

Portanto |A| =0, ou seja, M é totalmente geodésica. Mas isso implicaria, pela Proposi¢do
3.7), que

= (n—1)>2 1 9
my="") a7
AL(M) 1 +n 4—|— 1
2 2
Vist A > +2, entdo terf 9> d +2 ival
1STO gque Supomos , entao terramos que — , O que equivale a
que stp Y R quecq

4d* —2d+1 <0, que, por sua vez, ¢ um absurdo, visto que a inequacao 4d*> —2d+1<0
ndo possui solugdes reais, muito menos satisfazendo a hipétese d € (2/3,2). Portanto,

concluimos que
2

< :
M(M) < 5 +2

]

Observagdo 4.1. Podemos notar que a hipétese (4.1.1) foi utilizada nos trés teoremas dessa
secdo. Apesar disso, uma questdo em aberto € se tal hipétese é realmente necessdria para
concluir tais resultados. Alguns autores [4, 19] acreditam que seja possivel provar esses

teoremas de rigidez sem utilizar tal hipétese, o que ndo foi realizado até o momento.

Um dos resultados fundamentais que vimos no Capitulo 2 foi a Proposicao 2.3, que

apresenta a seguinte desigualdade, valida para subvariedades minimas no espaco hiperbdlico
2 2o 2 2
VA" = [VIA[[" = —|V]|A][".
mn

A partir dela podemos deduzir a expressao (2.2.7) que foi utilizada para demonstrar todos os
resultados desse capitulo até aqui.
Entretanto, apresentamos a seguir uma sutil, mas importante, melhoria dessa estimativa,

obtida por Xin [20], e cuja demonstrac¢do serd suprimida.
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Proposicao 4.1. (Ver [20]) Se f: M" — M & uma imersio cujo vetor curvatura média é

paralelo em M"+m, entdo vale
2
VAP = |VIA|]> > Z| VA% (4.1.43)
n

Usando a expressao (4.1.43) e argumentando de forma inteiramente andloga a Proposi¢ado
2.4, obtemos a seguinte desigualdade do tipo Simons, que pode ser encontrada em [4], para

uma imersao minima no espaco hiperbdlico:
34 2o 2 2
|A|A|A|+§|A| +nlA|" > r_z|V|A|| . (4.1.44)

Note que o resultado acima constitui uma melhoria da Proposicdo 2.4 e serd necessario

na demonstrac¢do dos préximos resultados deste capitulo.

Teorema 4.4. (Ver [4]) Seja M"¢é uma subvariedade minima completa do espago hiperbdlico
H"™ 2 <n<5n#3.Se

lim i/ A9 =0 (4.1.45)
By(R)

5n (3nd>—8nd+8(n—2))(n—1)>

/h (M) = l] (L\A|2—n7M) > ?—i— 12nd? , (4146)
para algum d tal que
( 1
(O,E), sen=2,
33
ded (772 ) sen=4, (4.1.47)
4 2\/5 4+2\F _s
| (373V5373Vs5) *T2

entdo M € totalmente geodésica.

Prova do Teorema 4.4. Defina g > 0tal que d =2(g+1)a.
Utilizando a desigualdade (4.1.44) e argumentando de forma idéntica a Proposi¢do 2.5,

obtemos

-2 3
A|%AJA|* > (1 — ”a > IVIA|%|* - Eoc|A]20‘+2—omyA|2°‘. (4.1.48)
n
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Multiplicando (4.1.48) por ]A|2°‘q e integrando em M, segue-se que

n—2
[ e e > (1-"22) [ apesiaeis?

on (4.1.49)
_Ea/ ’A‘2(q+1)a+2f2_an/ A]2latDe g2
2 Ju M
Porém, ja vimos em (2.2.10) que
[ alerveaja e < —@q+1-e) [ VIAPIAPe
M M
1
O L\ 7
EJm

Substituindo a dltima desigualdade em (4.1.49), obtemos

n—2 3
<1_ )/ |V|A|(X|2|A|20cqf2__a/ |A|2(q+1)(x+2f2_om/ |A|2(q+1)ocf2
on ) Ju 2 Jm M
1
<—Qq+1-¢) [ [VIAPPIAPE 24 [ jaPare v R,
M €Jm

que, reordenando, se torna

n—2 3
<2<q+1)_m_8>/M|V‘A’a|2’A|2aqf2§ia/M|A‘2(q+l)a+2f2

(4.1.50)
—I—Otn/ |A‘2(q+1)af2+l/ ‘A’2(q+1)(x|vf|2.
M EJMm

Por outro lado, pela defini¢do de A; := A4 (M) e da equagido (3.2.23), resulta que

[ AP =n+da) f2< [ VPP, V€M), f 0. (.1.51)
M M
Ademais, por (3.2.6) vale

(n—1)?

A(M) > 1

=7

o que implica pela defini¢do de A; (M) (ver (3.2.5)) que

v[ £ [ VIR Vre G M) f 0. (4.1.52)
M M
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Assim, para qualquer x € [0, 1], temos que (4.1.51) e (4.1.52) implicam em

f [ (AP =n+h) =0y [ < [ V4P, Ve Gy, £ 40,

onde reordenando os termos resulta que
x [ APP+c(h=m+ (1 =x)) [ < [ [P, (4.153)
M M M
Agora, substituindo f por f |A|(Q+1)OC nessa tltima desigualdade, obtemos

x [ APV (= m) + (1= 0y) [ AP
M M

(4.1.54)
S/ V(e ),
M

onde j4 vimos em (4.1.6) que, para todo € > 0, vale

eE+qg+1
€
+(g+1)(g+1+e)[VIA[*[P|APef2,

V(IA[A )P < AP g2

Usando esse resultado em (4.1.54), obtemos

X/ IAIZ(q+‘)oc+2f2+(x(11—n)+(1—x)y)/ A2a+ e g2
M M

€+qg+1
< SEIE [ AP AR 4 (g (g + 1+ e) [ VIAIPlAR

. € 1 .
Substituindo € > 0 por P > 0 na ultima desigualdade, resulta em

x [ APOISR L Ry =)+ (1-x)y) [ AR p
M M

< (1+M)/ APty P2 (4.1.55)
€ M

(g+1)
(04

_|_

(e+(g+ 1)) [ [VIAIPIAP“ 2
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2 1
Multiplicando (4.1.55) por (2(q +1)— ”a—n - e) e (4.1.50) por (qjx’ J(e+(g+1)a)

e somando os resultados, obtemos
n—2 _
(2ta+0)-"22 ) |s [ AP 2 o(R—)+ (1) P2

= (2("“)‘%‘8) (”M)/ A[2ala Dy ]2

(qgl)(g‘f_(q—f—l)a) |:§a/[;4|A|2(q+l)OH-2f2

+an/ |A|2(q+1>af2+l/ |A|2(q+l)a|vf|2]
M EJM

+

Denotando d = 2(g + 1)« na desigualdade acima, segue-se que

d —
<E_nan2_£) {X/M’A'Chrzf2 (=) + /|A‘df2}
d n-—2 d 2
< (a— o —8) <1+£)/M!A| VS|

+2g+ e+ g+ 1a) [ a1

gt et @D [ AP+ Dt g na) [ A

Agrupando termos semelhantes na desigualdade acima, concluimos que

Kg—ngnz_e)x—%(QnLl)(eqL g+ 1o }/ A2 2

+[(i—”‘z—e)<x<11—n>+<1—x>y>—<q+1><e+<q+1 ]/|A|df (4.1.56)

o on
d n-2 d (g+1) / )
< |l == 1 € o Al¢V
_[(a on >(+2e)+ oE (e+(g+1) ’Hﬂ
d -2 -
Note que <__n —8) > 0 ocorre se, e somente se, d — " > a.e. Mas por
o on n

-2
(4.1.47) € imediato que d — n—< >0, V2 <n <5,n+# 3. Portanto, existe € > 0 tal que
n

d -2
<——n —& ] >0.
o on

Reescrevemos agora (4.1.56) da forma

cl/ ]A|d+2f2+cz/ ]A\dfzgc/ A9 V£, (4.1.57)
M M M
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onde
d n-2 3
= —-— — —— 1 1
C, (a - s)x 2(q+ e+ (g+1Da),
d n-—2

(a o _8)(x(’_ll_”)+(1—X)Y)—(Q+1)(8+(q+1)a)n,
s = (ﬁ_”_z_g) (1+i)+(q+1)(8+(q+l)a).

G

o on 2¢€ oE

Agora, visto que d_n-2
£018, E o on

— 8) > 0, entdo pelas hipéteses sobre d, &, n e €, € imediato
que C3 > 0.
Mais ainda, mostraremos que as constantes C; e C; sdo também positivas. Para isso,

primeiro vamos mostrar que existe € > 0 tal que

3
= 1)(e o
0<8+2(q+d)( +(g+1) )sl.
(__u_e)
o on

E claro que, pelas hipéteses sobre d, g, o, n e €, a primeira desigualdade é valida. Por outro

3
s(g+1)e+(g+ 1)
lado,8+2(q d)< n_z(q ) )Slequivalea
(& e —¢)
3d?> d 2 d —2 3d
224t g—e(——" —e+—). (4.1.58)
8o «o on o on 4o
3d> d n-2

Pela hipétese (4.1.47), € imediato que 32 o + < 0 e, portanto, existe € > 0 tal que

(4.1.58) ocorre.

an

3
5(g+1)(e+(¢g+1)a
Assim, escolhendox:8+2(q d)(an(q ) )G[O, 1], o coeficiente C; se torna
(& =& —¢)
d -2
Gi—e(§-"2-e) 0
o on
3@+ 1)(e+(g+ D)

Mostraremos que C, > 0. De fato, se x = €+ , entdo a desigualdade

("5t —¢)

(g_”o;f —e) (i )+ (1-2)7) — (g+ (e + (g + Den >0
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0COITE Se, € somente se,

() (r-3) (a0
> —¢ [(/_11 —y—n) (g—n;nz%—%—e) - <}/— %ln)} .

Mas, note que a hipotese (4.1.46) do teorema € equivalente a

3d*\ (- 5n d n-2
(@) (’“—Y—?)”<a— an)>°-

Portanto, existe € > 0 tal que (4.1.59) ocorre e, consequentemente, tal que C, > 0. Logo,

(4.1.59)

segue de (4.1.57) que
[ <c [ v, (4.1.60)
M M

onde Cp = C£’1 ¢ uma constante positiva que depende apenas de g, @,n e €.
Por fim, considere a composta for: M — [0,1] , onde r: M — [0,0) é a fun¢ao dis-
tAncia em relagdo ao ponto p € M no qual vale (4.1.45) e f : [0,00) — [0, 1] é uma funcéo
diferencidvel tal que f = 1 em [0,R], f =0 em [2R, ), com |f/| < 12—3
Substituindo f por for na desigualdade (4.1.60), obtemos

/ A[92(for)? SCo/ A1V (for)?, (4.1.61)
M M

onde B, (R) denota a bola geodésica em M de raio R.
Por (4.1.15), sabemos que

4
AV 2<_/ Al
J ARGl s g [l

Substituindo a dltima desigualdade em (4.1.61), e lembrando as hipdteses sobre f, temos
que

/ |A]912 < coizf A4 (4.1.62)
By(R) R* JB,(2R)
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Calculando o limite em (4.1.62) quando R — +oo, a completude de M e a hipdtese
(4.1.45) fornecem

/ |A|d+2: lim |A|d+2:O,
M R— 40 BP(R)

provando que |A| =0, isto é, M é totalmente geodésica.

4.2 Estimativas de Superestabilidade no Caso n =3

E fato que, até este ponto, nenhum teorema tratou do caso n = 3. Mesmo assim, ainda €
possivel dizer algo sobre o primeiro autovalor do operador de superestabilidade A, (M) de
subvariedades minimas M> do espaco hiperbdlico. Os dois ultimos teoremas desse capitulo

vao tratar do assunto.

Teorema 4.5. (Ver [4]) Seja M 3 uma subvariedade minima e completa do espaco hiperbdlico
H*™. Se

1
lim — A]?3 =0,
R+ R2 B,(R)

entio A; (M) = A (Ligp—n,M) < 4.

= 2
Prova do Teorema 4.5. Suponha que A; (M) > 4. Note que, substituindon =3 ed = 3 1o
lado direito de (4.1.46), obtemos

5n (3nd*> —8nd +8(n—2))(n—1)> 5~3+(3-3(%)2—8-3-%+8(3—2))(3—1)2 .
3 12nd? E 12:3(2) o

onde

2 4 22 4 202
d=-e|--"== - 4+=—=2].
3 3 3’3 3

Assim, um argumento andlogo a demonstracido do Teorema 4.4 mplica que M € totalmente

geodésia, com

- —1)? 3—1)2
_ 4> a4

contradizendo a nossa suposi¢o inicial. Portanto, vale A; (M) < 4. [
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O proximo resultado considera uma subvariedade minima e completa, do espaco hiperbo-
lico, cuja dimensdo € menor do que ou igual a 3, e fornece uma estimativa para o primeiro

autovalor do operador de superestabilidade.

Teorema 4.6. (Ver [4]) Seja M", n =2 ou n = 3 , uma subvariedade minima e completa do

espaco hiperbélico H" ™. Se

1
lim —/ AlY =0, 42.1

para alguma constante d satisfazendo

2,2+%<\/2—2—1>>, (4.2.2)
3 n

. Sn (3nd?> —8nd +8(n—2))(n—1)?
< — .
MM) < =+ 12nd?

de

entao

Prova do Teorema 4.6. Suponha que

= 5n  (3nd* —8nd+8(n—2))(n—1)>
AM(M) > 5+ nd? . (4.2.3)

Mostraremos que M € totalmente geodésica.
Considere d = 2(q+ 1), onde g > 0 é uma constante, e seja f € C; (M) uma fung¢do ndo
nula. Vimos que, se M" é uma subvariedade minima completa do espago hiperbélico H" ™

entdo vale (4.1.44), isto é

b

3 2
AIAJA]+ SIAL +nlAP > Z|v]Al.
Multiplicando a dltima desigualdade por f 2 |A |2q e integrando sobre M, obtemos

2 3
= [ VIAIPAP R < [ PAPE A [ APt e [ AP, @2
nJm M 2J)m M
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Por outro lado, usando o Teorema 1.1 (Teorema da Divergéncia) sobre o campo vetorial
4|4tV |A| £2 | temos que

0= [ aiv(APTIVIALR) = (2q+ 1) [ IAPUVIALVIADS +2 [ AP £V, V1A
M M M
+ [ AP Ralal,
M
o que implica
| PIAP Al =~ @q+ 1) [ JAPIVIAIRS <2 [ 1P (95914,
M M M

Substituindo a dltima desigualdade em (4.2.4), e agrupando termos semelhantes, obtemos

(Z2ae1) [ IvaPupr <3 [ Papetn [ papes
n M 2/m M (4.2.5)
=2 [ AP, V14D,

M

Agora, recordamos de (4.1.53) que, para todo x € [0, 1], vale
£ [ APP+ =)+ (=0 [ < [ VSR,V eCT ). f 20
Substituindo f por f|A[?"!, a tltima desigualdade resulta em

x [ AP 4 O =+ (1-x)y) [ AP < [ V(AR @26)
M M M
que pelas propriedades do gradiente de funcdes fornece
V(AIA[T) = ATV + (g + DIAI7fVIA],
donde

IV(FIAIT 2 =(V(FIA[ST), V(F1A11T))
=[APCEDV 2+ (g + 1A V]A| P 4.2.7)
+2(g+ AP (VL VA,
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Aplicando a Desigualdade de Cauchy Schwars (1.2.5) e a Desigualdade de Young (1.2.7),

€ 1
prap=qg=2eC <§> =2’ no ultimo termo do lado direito da expressdo anterior, obtemos

AP (VEVIAL < AP FIVEVIA]

€ 1
<_A2q ZVAZ _A2(£]+1)V 2
< SIAPAPVIAIR 4 o APV,
ou seja,
g+1
2g+ VAP (VF,VIAD < (g + DelAPLIVIAIR + = AP v R, @28)

que serd utilizada mais adiante.
Agora, note que, substituindo (4.2.7) em (4.2.6), resulta em

x [ AP (xCa =)+ (1= ) [ AP
M M (4.2.9)

< [APCIVIR+ (17 [ APIEVIAIR +2(q+1) [ AP (95 V1A,

Multiplicando (4.2.5) por (¢+ 1), somando com (4.2.9), e agrupando termos semelhantes,

obtemos

2 3
(Z+201) G0+ 17| [ SIPAP (x-S0 ) [ apes?
=)+ (=74 1] [ PP < [P,
M M
18to €,

2 3
(g+1) (; +q) [ IviIPaPes 4 (x-5<q+1>) [ wprg

Y (4.2.10)

Ol =)+ (1=0y=n(g+1)] [ PIAPCD < [ 4P

Entretanto, substituindo (4.2.8) em (4.2.9), resulta em

x [APE L 4 00 =)+ (1=2)) [ AP < [ apaty g
M M M

q+1
g+ 12 [ APIVIAIR+ g+ De [ APEVIAIR+ T [ aper e,



91

4.2 Estimativas de Superestabilidade no Caso n = 3

que, reescrevendo, se torna

x [ AP =)+ (=) [ AP
4.2.11
< (1+ L5 [Pt + g g 1) [ wlapap O

Z

2
Multiplicando (4.2.11) por :’L 7 somando com (4.2.10), e comparando os termos
q

identificados por y e z, obtemos
2
= _|_ q

(—) AR =+ (=) [ PR

g+1+¢€
#(x= 3] [ AP )+ =2y atg 1) [ AP

2
2

<) |A!2(q“)lVf\2+<”—+q> (Hﬂl) [ apen s

M qg+1+¢ € M

Agrupando termos semelhantes na ultima desigualdade, obtemos

n

+1+e¢

2
<+ - ){/Wﬁ“f + (=4 (1) [ Pl
3
~Sla+ ) [ PR ngr 1) [ Plapt

2
=+ 1
<1+ nt4q gt+1+¢ /‘A|2(q+1)‘Vf‘27
q+1+e¢ £ M
que, por sua vez, equivale a
1+ %+q 3( _|_1) /|A‘2q+4f2
— x__
g+1+¢ 2\ M
2 +q 7 214 12(g+1)
+ [ 1T+—2—— | x(A—n)+(1—x)y)—n(g+1 / A|T 4.2.12
e | G (o a1 [ 1A (42.12)

2
n 4
s( ; ) [ PR,
M
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Mostraremos que as constantes que multiplicam os simbolos de integracdo do lado

esquerdo dessa ultima desigualdade sdo ambas positivas. Com respeito a constante do lado

2
=4
direito, ¢ imediado que para todo € > 0, vale | 1+ 2 - q) >0.

Agora vamos mostrar que existe € > 0 tal que

%(q+1)(61+1+8)

0<e+ 5
2g+14+%+¢

<1

A primeira desigualdade é imediata. Por outro lado, note que, usando d =2(g+ 1), temos

que a expressao
g+ Dg+1+e) _ |

2q+1+2+¢ ’
€ equivalente a
3d? 2 7 23
— T 4+d+(E—-1)>e|zg+Z+Z+¢). (4.2.13)
8 n 2 n 2

Mas pela hipétese (4.2.15), segue-se que

3d? 2
———+d+(——1)>0
8 n

Portanto, existe € > 0 tal que (4.2.13) ocorre. Apds essas consideracdes, podemos tomar
. 3(g+1)(g+1+¢)
2q+1+2+¢

2 3 2
4+ 3(g+1)(g+1+e¢ 3 4+
g+1+e 2q+1+5+¢ qrlite

que € claramente positivo. Quanto ao segundo termo do lado esquerdo de (4.2.12), vamos

€[0,1] em (4.2.12). O primeiro termo do lado esquerdo se torna

mostrar que

3
s5(@+1)(g+1+¢)\ -
A — 1— > 0.
<8+ 2q+1+2+¢ (A =n)+ (1 =x)y

Para isso, basta mostrarmos que A; —n > 0. De fato, visto que supomos

. Sn (3nd> —8nd +8(n—2))(n—1)?
MM) > =+ 12nd? !

entao [(8n2 +3n)d* — 8nd +8(n—2)](n—1)?

A—n> 12nd?
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Observe que, tanto no caso n = 2, quanto no caso n = 3, a expressao (8112 + 3n)d2 —
8nd + 8(n—2) é positiva para todo d satisfazendo (4.2.15). Portanto, A1 —n >0, e o segundo
coeficiente do lado esquerdo de (4.2.12) € positivo. Assim, pelas consideracdes anteriores, e
denotando d =2(g+ 1), obtemos de (4.2.12) que

[ <c [ v,
M M

onde Cp € uma constante positiva que depende apenas de n,q € €.

Analogamente ao que fizemos nos teoremas anteriores, considere a composta for: M —
[0,1] , onde r: M — [0,00) é a fungdo distancia em relagdo ao ponto p € M no qual vale
(4.2.1) e f:[0,00) — [0, 1] é uma fungdo diferencidvel tal que f =1 em [0,R], f =0 em
2R, ), com |f'| < 1_23

Substituindo f por f or na desigualdade anterior, obtemos

/ A|* 2 (for)? SCo/ AV (for)|. (4.2.14)
M M

Por (4.1.15), sabemos que

4
AV 2<_/ Al
J NGl s g [l

Substituindo a dltima desigualdade em (4.2.14), e lembrando as hipéteses sobre f, temos que

4
/ ‘A’d+2§C0_2/ ‘A‘d.
By(R) R JB,(2R)

Finalmente, passando a ultima relagdo ao limite quando n — 4o, usando a hipétese (4.2.1)

e lembrando que supomos M completa, concluimos que

/ A2 = 1im A2 =0,
M n—+.JB,(R)

E, portanto, M ¢é totalmente geodésica, com

M(M) =
(M) 4 4 se n=23,

= (n—1)2+n_{9/4 se n=2,

que contradiz a suposi¢do (4.2.3) que fizemos anteriormente, pois, caso n = 2, teriamos

5n+(3nd2—8nd—|—8(n—2))(n—1)2_ 1o+1_ 2 e 1
3 12nd? 3 4 34 2’

&~ o

>
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0 que ndo ocorre, visto que supomos d > 2. E se n = 3, entdo

5n (3nd*—8nd+8(n—2))(n—1)> 2 —6d )
4> =54+ = — 2
>3+ o’ Stz e 97 —6d+2<0,

0 que por sua vez ndo ocorre, ja que a equagdo quadratica 9z — 67+ 2 < 0 ndo tem solugdes
reais.

Portanto, concluimos que

. 5n  (3nd*—8nd+8(n—2))(n—1)>
< + .
-3 12nd?

Consideracoes Finais

Podemos observar em [3, 4] que a condi¢do (4.1.1) pode ser substituida por

resultando nos seguintes teoremas, cuja demonstracdo serd suprimida por tratar-se de um
roteiro consideravelmente andlogo ao que fizemos na secdo anterior.

Teorema 4.7. (Ver [4]) Seja M" uma subvariedade minima e completa do espaco hiperbélico
H"™ 2<n<S5.
(I) Quando n # 3, se
S5n (Bk(n—1)>—8n(k—1)+8(n—2))(n—1)>

A(L M) > —
1 Eap—n M) > 5+ 12n(k—1)2 ’
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onde

—
N | W

Y

(
( ), sen=2,
75
k¢ (Z,E), sen:4,
7 2¢57+2¢5 en—
PR — —_ = —_ —_ n=
L \3 3 53 3V5)° ’

entdo M € totalmente geodésica.
(IT) Quando n = 3, se

) 1
RO 273 /B,,(R) A1=0,
entdo Ay (Liyp_,, M) < 4.

Teorema 4.8. (Ver [4]) Seja M", n =2 ou n = 3, uma subvariedade minima e completa do
espaco hiperbélico H" ™. Se

1
lim —/ Al =0,
R—+oo RK By(R)

para alguma constante k satisfazendo
2( /12

3,3+—< ——2—1))7 (4.2.15)
3 n

5n (Bk(n—1)>—8n(k—1)+8(n—2))(n—1)>
M@ALth§§+( (n=1) J%%EB; ))(n—1)"

ke

entao

Teorema 4.9. (Ver [3]) Seja M? uma subvariedade minima e completa do espaco hiperbdlico
H*. Se

1
lim — A| =0,
R—+eo RK B (R)

para alguma constante k € (5/3,3), entdo

12
M@wLmMy<m D

2.
— 2k-3 *



Bibliografia

[1]

(2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

Alencar, H. and do Carmo, M. (1994). Hypersurfaces with constant mean curvature in
spheres. Proceedings of the American Mathematical Society, 120(4):1223-1229.

An-Min, L. and Jimin, L. (1992). An intrinsic rigidity theorem for minimal submanifolds
in a sphere. Archiv der Mathematik, 58(6):582-594.

Bezerra, A. C. and Manfio, F. (2021). Rigidity and stability estimates for minimal
submanifolds in the hyperbolic space. Journal of Mathematical Analysis and Applica-
tions, 495(2):124759.

Bezerra, A. C. and Wang, Q. (2017). Rigidity theorems for minimal submanifolds in a
hyperbolic space. Ann. Acad. Sci. Fenn. Math, 42:905-920.

Chavel, I. (1984). Eigenvalues in riemannian geometry. Academic press.

Cheng, S. Y. and Yau, S.-T. (1975). Differential equations on riemannian manifolds
and their geometric applicati ons. Communications on Pure and Applied Mathematics,
28(3):333-354.

Chern, S.-S. (1968). Minimal submanifolds in a riemannian manifold. University of
Kansas, Department of Mathematics.

Chern, S.-S., Carmo, M. D., and Kobayashi, S. (1970). Minimal submanifolds of a
sphere with second fundamental form of constant length. pages 59-75. Springer.

Cheung, L.-F. and Leung, P.-F. (2001). Eigenvalue estimates for submanifolds with
bounded mean curvature in the hyperbolic space. Mathematische Zeitschrift, 236(3):525—
530.

[10] Do Carmo, M. P. (2015). Formas diferenciais e aplicac¢des. Instituto de Matemdtica

pura e aplicada.

[11] Do Carmo, M. P. (2019). Geometria riemanniana. Instituto de Matemdtica Pura e

Aplicada.

[12] Evans, L. C. (2010). Partial differential equations. volume 19. American Mathematical

Soc.

[13] Hardy, G. H., Littlewood, J. E., and Pdlya, G. (1952). Inequalities. University Press.

[14] Lima, E. L. (1983). Espacos métricos. volume 4. Instituto de Matemdtica Pura e

Aplicada, CNPq Rio de Janeiro.



Bibliografia 97

[15] McKean, H. P. (1970). An upper bound to the spectrum of A\ on a manifold of negative
curvature. Journal of Differential Geometry, 4(3):359-366.

[16] Pina, H. and Xia, C. (2018). Rigidity of complete minimal submanifolds in a hyperbolic
space. Manuscripta Math, pages 1-10.

[17] Seo, K. (2010). L2 harmonic 1-forms on minimal submanifolds in hyperbolic space.
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 371(2):546-551.

[18] Simons, J. (1968). Minimal varieties in riemannian manifolds. Annals of Mathematics,
88:62-105.

[19] Xia, C. and Wang, Q. (2016). Gap theorems for minimal submanifolds of a hyperbolic
space. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 436(2):983-989.

[20] Xin, Y. (2010). Curvature estimates for submanifolds with prescribed gauss image and
mean curvature. Calculus of Variations and Partial Differential Equations, 37(3):385—
405.

[21] Xin, Y. and Yang, L. (2009). Curvature estimates for minimal submanifolds of higher
codimension. Chinese Annals of Mathematics, Series B, 30(4):379-396.



	Conteúdo
	Introdução
	1 Preliminares
	1.1 Elementos de Geometria Riemanniana
	1.1.1 Imersões Isométricas
	1.1.2 Equações Fundamentais das Imersões Isométricas

	1.2 Elementos de Análise e Álgebra Linear

	2 Fórmula de Simons para Imersões Mínimas no Espaço Hiperbólico Hn+m
	2.1 Fórmula de Simons
	2.2 Fórmula de Simons no Espaço Hiperbólico

	3 Estimativas de Estabilidade em Subvariedades Mínimas do Espaço Hiperbólico
	3.1 Fórmulas da Primeira e Segunda Variações
	3.2 Operador de Superestabilidade
	3.2.1 Primeiro Autovalor do Operador +  em Variedades Riemannianas
	3.2.2 Propriedades do Primeiro Autovalor Associado a +
	3.2.3 Superestabilidade em Subvariedades Mínimas de Hn+m 


	4 Rigidez e Superestabilidade de Imersões Mínimas em Hn+m
	4.1 Principais Resultados 
	4.2 Estimativas de Superestabilidade no Caso n=3

	Bibliografia

