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Resumo

O Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral, mostra-se como uma alternativa a
formulagao métrica da Relatividade Geral, principalmente por permitir escrever, através do
seu formalismo Lagrangiano, expressoes consistentes para a energia e o momento angular
gravitacionais. No presente trabalho foi calculada a pressao radial gravitacional para uma
estrela de néutons no formalismo do Teleparalelismo e em conjunto com o cédigo RNS, o
qual simula estrelas compactas, relativisticas e que giram rapidamente. Adicionalmente,
partindo da quantizagao de Weyl escrevemos a equagao de Shrodinger usando a densidade
Hamiltoniana do formalismo Teleparalelo e quantizamos a energia gravitacional para uma
estrela de neutrons.
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Abstract

The teleparallel equivalent of general relativity shows itself as an alternative to the metric
formulation of general relativity, particularly for allowing through its Lagrangian formalism,
to write consistent expressions for gravitational energy and angular momentum. In this
work it was calculated the gravitational radial pressure for a neutron star in the Teleparal-
lelism formalism and together with the RNS code, which simulates compact, relativistic and
rapidly rotating stars. Additionally, starting from Weyl quantization we write the Shrodin-
ger equation using the Hamiltonian density of the Teleparallel formalism and quantize the
gravitational energy for a neutron star.
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Capitulo 1

Introducao

Na tentativa de formular uma teoria completamente covariante, capaz de descrever as
leis da fisica, incluindo a gravidade, em qualquer sistema de coordenadas e para qualquer
movimento relativo, Einstein estudou a similaridade entre referenciais inerciais acelerados
e referenciais imersos em um campo gravitacional, concluindo assim que a gravidade e a
aceleracao sao equivalentes. Usando o Principio de Equivaléncia como base, Einstein apre-
sentou em 1915 a extensao de sua teoria da Relatividade Especial a qual incluia os efeitos
da gravidade e onde as leis da fisica sao validas em todos os referencias inerciais. Esta
nova teoria é conhecida como a teoria da Relatividade Geral, na qual trata-se a gravitacao
como uma consequencia do espago-tempo, enquanto que a curvatura do espago-tempo é uma
consequéncia da presenga de matéria. No entanto, a curvatura do espaco-tempo afeta o
movimento da matéria, a qual reciprocamente determina as propriedades geométricas e a
evolugao do espago [1-3].

O Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral (TEGR), é uma formulagao geométrica
alternativa a teoria da Relatividade Geral de Einstein, onde os efeitos do campo gravitacional
sao descritos em termos dos campos de tétradas. As primeiras tentativas para descrever o
campo gravitacional usando as tétradas sao atribuidas a Einstein no seu esforco para unir a
gravitacao e o electromagnetismo [4]. Entretanto, usando esta aproximagao ele ndo conse-
guiu encontrar uma descrigao fiel e consistente das equagoes do campo eletromagnético. Esta
nova teoria ¢ totalmente equivalente a Relatividade, dado que ambas teorias sao derivadas
a partir de Lagrangianas, as quais diferem somente em uma divergéncia total, obtendo-se
assim as mesmas equagoes de campo. Logo, a principal vantagem do Teleparalelismo sobre
a Relatividade de Einstein estda na possibilidade de escrever expressoes consistentes para a
energia, o momento e o momento angular gravitacional [5].

A Relatividade Geral em conjunto com a meécanica quantica, descreve o mundo como
noés o conhecemos em seu nivel mais fundamental. O problema é que ha um conjunto muito
pequeno de solugoes para as equacgoes de Einstein, além disso, estas solucoes sao todas para
situagoes idealizadas. Uma forma de estudar situacoes mais realistas, se faz necessario resol-
ver numericamente as equagoes de Einstein. Existem varios cédigos numéricos independentes
para obter modelos precisos de estrelas de néutrons rotativas usando relatividade geral, um
deles é o RNS (Rapidly Rotating Neutron Stars). As estrelas de néutrons contém matéria
com uma das densidades mais altas do universo observavel. Como tal, elas sao laboratorios
valiosos para o estudo da matéria densa. Elas sao tao compactas que a Relatividade Ge-



ral é essencial para suas estruturas. Na verdade, a existéncia de uma massa maxima das
estrelas de néutrons é uma manifestacao da Relatividade Geral. No entanto, o seu estado
compacto torna o seu estudo um desafio. Entretanto, desde o ponto de vista dinamico, tanto
a Relatividade Geral de Einstein como a Gravidade Teleparalela fazem as mesmas predigoes.
Embora o TERG permite a definicao de quantidades de grande interesse fisico, como a ener-
gia, momento angular e pressao radial gravitacionais, na Relatividade Geral a defini¢ao destas
quantidades ainda estao em desenvolvimento. Neste trabalho faremos um estudo deste tipo
de estrelas no contexto do formalismo teleparalelo.

No capitulo 2, sera apresentada uma revisao da teoria da Relatividade Geral, partindo
desde a Relatividade Especial até chegar nos testes classicos que comprovam dita teoria, in-
cluindo os testes modernos onde todas as principais revisoes da Relatividade Geral se prova-
ram correta. A seguir, no capitulo 3 abordamos o formalismo do Teleparalelismo Equivalente
a Relatividade Geral fazendo énfase na formulacao Lagrangiana. No capitulo 4 fazemos uma
revisao histérica do estudo das Estrelas de néutrons além de uma introducao ao cédigo RNS
o qual nos permitird fazer simulacoes astrofisicas de estrelas em rotagao. No capitulo 5 se
mostram os resultados do calculo da pressao radial gravitacional calculada fazendo uso do
formalismo teleparalelo em conjunto com resultados gerados pelo cédigo. No capitulo 6 se
mostram os fundamentos da quantizagao e a formulagao da Quantizagao de Weyl, usada para
o calculo da quantizacao da Energia Gravitacional de uma estrela de néutrons. Finalmente,
no capitulo 7 as conclusoes encerram o trabalho.

Os indices de espago-tempo p,v,... e os indices do grupo de Lorentz global SO(3,1)
a,b,... variam de 0 a 3. Logo, indices de espago e tempo sao indicados de acordo com
p=0,7, a = (0),(i). O campo e tétradas é denotado por e*,, o tensor métrico do espago-
tempo de Minkowski levanta e abaixa indices e é fixado por 7, = equepg""'= (-,+,+,+). O
determinante do campo de tétradas é indicado por e = det(e* ). As unidades sao fixadas
com a escolha G = ¢ = 1, a menos que se diga o contrario.



Capitulo 2

Relatividade Geral

2.1 Teoria da Relatividade Restrita

Motivado pela teoria eletromagnética de Maxwell e pela auséncia de evidéncia para a
existéncia do éter, Albert Einstein formulou em 1905 a teoria da Relatividade Especial.
A condicao de validade das equacoes de Maxwell em qualquer referencial inercial levava a
invariancia da velocidade da luz, contradizendo-se assim a Relatividade Galileana.

Em sua teoria, Einstein enunciou dois postulados: o primeiro, conhecido como o Principio
Galileano, estabelece que as leis da fisica sao iguais em qualquer referencial inercial, em outras
palavras, nao existe referencial inercial privilegiado. O segundo postulado afirma que a velo-
cidade da luz é constante no vécuo e tem o mesmo valor ¢ em todos os referenciais inerciais [1].

O Principio da Relatividade de Einstein, supoe que as expressoes matemaéticas que des-
crevem qualquer fenomeno fisico devem possuir a mesma forma em todos os referenciais
inerciais, exigindo assim um novo conjunto de transformacoes para as grandezas fisicas, de
um referencial inercial para outro. Portanto, Einstein foi forcado a reavaliar as ideias de
espaco e tempo aceitas para a época, e através de uma série de simples experimentos men-
tais ele demonstrou que as limitagoes da mecanica Newtoniana radicavam no conceito de
simultaneidade dos eventos. Desta forma, Einstein reobteve as transformagoes de Lorentz
sob as quais tanto as equagoes de Maxwell como as equagoes que descrevem a mecanica sao
covariantes.

Para escrever a forma exata destas transformagcoes, consideremos uma fonte de luz loca-
lizada no ponto x = y = z = 0, de um sistema de coordenadas O livre de campos gravitacio-
nais. No instante t = 0, a fonte é acesa emitindo luz em todas as dire¢oes, gerando-se assim
uma frente de ondas esféricas que se propagam com velocidade ¢ e que no tempo ¢ define a
superficie esférica

— P+ Yyt + 22 =0. (2.1)

As coordenadas na equacao (2.1), espaciais e temporal, entram de uma maneira simétrica,
portanto vamos adaptar nossas coordenadas a esta esfera de luz onde tomaremos o tempo
como a coordenada zero, 2° = ct. Mais especificamente

ot = (ct,x,y,2), x,=(—ct,x,y,2), compu=0,...,3. (2.2)
As coordenadas z* e z,, estao relacionadas através da métrica pseudo-euclidiana 7,, da
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forma
Ty = N’ (2.3)

onde 7, ¢ conhecida como métrica de Minkowski e para as coordenadas cartesianas ¢ dada
pela expressao,

~100 0
0 100

=10 010 (24)
0 00 1

Consideremos agora o sistema de coordenadas O, também livre da agao dos campos
gravitacionais e relacionado com o referencial O pela transformacao de Galileu

(ct' 2y, 2") = (ct,x —vt,y, 2). (2.5)

Se a velocidade da luz também for ¢ neste referencial, uma esfera de luz no instante ¢
deveria descrever uma superficie esférica com a forma

(x—vt)? +y* +2° = t* = 0. (2.6)

As equagbes (2.1) e (2.6) obviamente sao diferentes, mas como a mesma esfera nao pode
estar em dois locais diferentes, concluimos que as transformagoes de Galileu nao sao com-
pativeis com o principio de constancia da luz. Desta maneira, vamos requerer que as novas
transformagoes deixem invariante a esfera de luz (2.1) de modo que a esfera seja a mesma
nos dois referenciais. Para garantir esta invariancia, Einstein afirmou que a velocidade da
luz é a mesma em todos os referenciais.

Como no caso da mecanica classica, devemos ter transformacoes lineares, onde se satisfaca
a condigao [6]

a = A Ny PV, = 2P, (2.7)

onde, para todos os x” somente é possivel se
A ANy? =067, comyp,vp=0,...,3 (2.8)

Nas equagoes (2.7) e (2.8) introduzimos a conhecida Nota¢do de Einstein, onde indices co-
variantes e indices contravariantes iguais em qualquer termo, indicam soma sob ditos indices
desde 0 até 3.

Se consideramos agora que o referencial O’ se move ao longo do eixo x com velocidade
v medida por O, onde dizemos que este movimento é um boots na diregdo x [2], as trans-
formacoes de Lorentz que descrevem as transformagoes entre os dois sistemas sao

t —vz/c? T — vt
r_ 7 7 = ’ y’ =y, o= . 2.9
V1—0v%/c? V1—0v%/c? (29)

Do conjunto de equagoes (2.9) temos algumas consequéncias interessantes nas medigoes
de tempo e comprimento. A primeira consequéncia, conhecida como Contracao de Lorentz,
estd relacionada com o comprimento de um corpo o qual é medido para ser maximo quando
se encontra em repouso com relagao a um observador. Porém, quando o corpo se move
com uma velocidade v, dito comprimento é diminuido na dire¢cao do movimento pelo fator



/1 —v%/c?, enquanto suas dimengoes perpendiculares nao sao afetadas. Por outro lado, a
segunda consequéncia esta relacionada com um relégio em movimento onde o tempo trans-
corre mais devagar do que em um relégio em repouso, ou ainda, em qualquer relégio o tempo
corre a velocidade maxima desde o ponto de vista do observador em repouso. Este fenomeno
se conhece com o nome de Dilata¢cao Temporal.

Finalmente, temos como terceira consequéncia a inexisténcia da Simultaneidade. Dois
eventos simultaneos, em um dado referencial inercial, acontecem no mesmo instante de tempo,
no entanto, a transformacgao temporal de Lorentz sugere que em qualquer outro referencial
inercial estes eventos podem nao ser simultaneos. Em outras palavras, podemos dizer que
dois reldgios sincronizados em um dado referencial inercial podem nao estar sincronizados
em outros referencias inerciais.

As transformacoes de Lorentz mostram que o tempo deve ser tratado como uma coor-
denada ordinéria, permitindo-nos imaginar a fusao do espaco e do tempo em uma unica
entidade conhecida como espaco-tempo. Este conceito foi incorporado na Relatividade Es-
pecial usando o espago-tempo de Minkowski, ou simplesmente espaco de Minkowski. Para
estudar as propriedades métricas do espaco de Minkowski consideremos dois eventos separa-
dos infinitesimalmente um do outro em um referencial O, logo o intervalo entre eles é dado
pela expressao

ds® = —c*dt* + da* + dy® + d2* = n,,dztda”, (2.10)

onde 7, estd dada pela equagao (2.4). Note-se que a quantidade ds? é invariante sob qual-
quer transformacdo de Lorentz do tipo z* = AV ,2f, dado que Az”Ax, é invariante. Por
outro lado, como o elemento de linha ds? é uma propriedade somente dos dois eventos e
nao do observador, podemos fazer a seguinte classificagao da relacao entre os eventos. Se
ds? ¢é positivo dizemos que os eventos estao separados por uma linha tipo Espaco. Se ds? é
negativo, os eventos sao separados por uma linha tipo Tempo. Finalmente, se ds? = 0, ditos
eventos se encontram separados tipo Luz.

Eventos tipo Luz separados de um evento particular 7, formam um cone cujo apice é o
mesmo evento o7, e que é conhecido como Cone de Luz. Todos os eventos que se localizam
dentro do cone estao separados tipo Tempo de 7, assim como todos os eventos que se acham
fora do cone estao separados tipo FEspaco. Logo, todos os eventos dentro do cone podem
ser alcancados desde o evento &/ por um objeto fisico, enquanto os que estao fora nunca
serao alcancados. Consequentemente, o movimento dos objetos do cotidiano cai dentro das
linhas do cone de luz. As trajetoérias do lado de fora do cone sao proibidas, elas representam
trajetorias de objetos que viajam a velocidades maiores do que a velocidade da luz. Desta
maneira, todos os objetos que tem massa devem se mover a velocidades menores que a
velocidade da luz.

Os eventos que se localizam dentro do Futuro do cone, sao chamados de “Futuro Abso-
luto” do evento o7, ao mesmo tempo que aqueles que se encontram no Passado sao conhecidos
como “Passado Absoluto”, e aqueles que estao fora sao chamados de “Outro Lugar”. Na fi-
gura (2.1) se ilustram as diferentes regides do espago-tempo.

Na Relatividade Especial, as linhas mundo de duas particulas livres que comecam para-
lelas uma da outra, permanecem nesse estado de movimento sem importar quao longe elas
vao. Em outras palavras, o espago de Minkowski ¢ um espaco plano que obedece ao axioma
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Figura 2.1: Cone de luz de um evento &/ e as diferentes regioes do espago-tempo deste
evento [3]. As regides conhecidas como ‘Outro Lugar’ sao regioes proibidas dado que nada
pode viajar mais apido que a velocidade da luz.

do paralelismo de Euclides. No entanto, o espago-tempo nao é um espaco FEuclidiano, dado
que sua métrica é diferente. Se consideramos agora um referencial na presenca de um campo
gravitacional nao uniforme, as linhas mundo de duas particulas geralmente nao permanecem
paralelas. Logo, o novo espaco-tempo gravitacional nao é um espago plano.

Na tentativa de formular uma teoria completamente covariante, capaz de descrever as
leis da fisica, incluindo a gravidade, em qualquer sistema de coordenadas e para qualquer
movimento relativo, Einstein pensou em um simples experimento mental enquanto ele tra-
balhava em um escritério de patentes em Berna, Suica: Se um homem caisse livremente, em
movimento acelerado, nao sentiria seu peso. Ele percebeu que existe uma relacao profunda
entre os sistemas afetados pela gravidade e aqueles que estao acelerando. Ele estudou a
similaridade entre referenciais inerciais acelerados e referenciais imersos em um campo gra-
vitacional, concluindo assim que a gravidade e a aceleragao sao equivalentes. Partindo desta
descoberta, Einstein formulou o conhecido Principio da Equivaléncia entre gravidade e ace-
leragao [3], o qual postula que qualquer experimento fisico local que nao implique gravidade
vai ter o mesmo resultado se o executamos em um sistema inercial em queda livre ou no
espaco-tempo plano da Relatividade Especial. Como consequéncia direta do Principio de
Equivaléncia temos que em um referencial inercial local, todas as leis da fisica conservam a
forma da Relatividade Especial.

Usando o Principio de Equivaléncia como base, Einstein apresentou em 1915 a extensao
de sua teoria da Relatividade Especial a qual incluia os efeitos da gravidade e onde as leis da
fisica sao validas em todos os referencias inerciais. Esta nova teoria é conhecida como a teoria



da Relatividade Geral, onde trata-se a gravitacao como uma consequéncia do espago-tempo,
enquanto que a curvatura do espaco-tempo é uma consequéncia da presenca de matéria. No
entanto, a curvatura do espaco-tempo afeta o movimento da matéria, a qual reciprocamente
determina as propriedades geométricas e a evolugao do espago.

Para descrever rigorosamente a curvatura do espago-tempo precisamos de ferramentas
matematicas contidas na geometria diferencial, mais especificamente das Variedades Rie-
mannianas, as quais sao espagos-tempo localmente planos e onde o elemento de linha (2.10)
estd bem definido e pode ser escrito da forma

ds* = g, dz"dz” (2.11)

onde g, representa a métrica do espaco-tempo curvo e ¢ uma fungao das coordenadas z#. E
importante destacar que em um espago-tempo curvo nao é possivel definir um referencial de
Lorentz global para o qual temos g, = 1,

2.2 Geometria Riemanniana

Sabemos que logo depois da publicacao da Relatividade Restrita, Albert Einstein tentou
por varios anos formular uma teoria da gravidade invariante de Lorentz, sem éxito algum.
No entanto, seu maior avance se deu ao substituir o espaco-tempo de Minkowski por um
espago-tempo curvo. O mais relevante deste espago-tempo é a interpretagao geométrica da
gravidade: a densidade de matéria numa certa regiao e portanto a intensidade do campo gra-
vitacional é proporcional a curvatura do espaco-tempo. Este espaco-tempo curvo é também
quadrimensional, ja que Einstein utilizou a geometria Riemanniana na construcao da sua
teoria [7].

Logo, a construcao fisica basica que representa a gravitacao ¢ modelada pelo conceito
de Variedade, a qual é um espago que pode ser curvo e ter uma topologia complicada, mas
em regides locais se parece com R". Mais precisamente, cada ponto do uma variedade de
dimensao n tem uma vizinhanga que é homeomorfa ao espaco euclidiano de dimensao n. Tal
variedade vincula cada ponto da variedade a um ponto de um espago euclidiano R”", isto
significa que localmente uma variedade topoldgica é um espaco R". O conceito de variedade
¢ um dos conceitos mais fundamentais da matematica e da fisica.

Na teoria da Relatividade Geral estamos interessados em um tipo especial de variedade
diferencial conhecida como variedade Riemanniana, onde a distancia ou métrica, estao bem
definidas. Logo, esta variedade diferenciavel é uma colecao amorfa de pontos, conhecidos
como eventos do espaco-tempo. Localmente, estes pontos sao ordenados como pontos em um
espaco Euclidiano. Ao especificar o conceito de distancia, introduzimos a métrica g,, a qual
contém toda a informacao de como é a geometria do espago e como a distancia é medida
entre os pontos.

Consideremos agora, uma curva v em nossa variedade. A curva é parametrizada pela
coordenada A e ¢ descrita em um sistema de coordenadas arbitrario pelas relagoes () .
Ao calcular a razao pela qual varia a fungao escalar f(x®) ao longo desta curva obtemos

df  Of dx*
d\  Ox® d\
8

= fau®. (2.12)



com f, = 0f/0z* e u* = dx*/d)\. Logo, ao fazer uma transformacdo de coordenadas da
forma 2* — 2 temos que a quantidade df /d\ é uma invariante, dado que

fou® = fou®, (2.13)

onde fo = (02%/02% ) fo e u® = (02 /0x*)u®. Qualquer objeto A* que transforme como
u®, em uma transformacao de coordenadas

/
/_axa o

A% =
ore

(2.14)

sera conhecido como wvetor. Analogamente, qualquer objeto A, que em uma transformacao
de coordenadas transforme como f,

or Ao (2.15)

Aw = Gow

serd denominado de co-vetor ou vetor dual. O fato de vetores e co-vetores se transformarem
inversamente sob a mesmas transformacoes de coordenadas garante que a contracao A*A,
seja uma invariante. Se generalizamos as defini¢oes (2.14) e (2.15) para o caso de um tensor
TP s do tipo (’S), obtemos a seguinte expressao

/

oz oxP" oz Ox?
Ooxe " 0xP OxY " OxY

TF 5= T8 5. (2.16)
Como a Relatividade Geral é uma teoria covariante devemos construir quantidades que
representem as taxas de variacao, onde ditas quantidades devem estar definidas em qualquer
sistema de coordenadas. Em outras palavras, precisamos definir a derivada, a qual deve ser
covariante sob uma transformacao de coordenadas geral. Para construir o operador derivada,
primeiro consideremos a derivada de uma funcao escalar qualquer ¢ definida na variedade
Riemanniana. Esta derivada parcial ¢ ¢, = 0¢/0x", a qual transforma como um co-vetor

o = dp(x) Ot 0p(x) _ Ox"

’ ox'" oz’ Ozt oz

D pu- (2.17)

. . /
Por outro lado, se calculamos a derivada parcial de um vetor qualquer A%, obtemos a
seguinte expressao

: 9] axa’Aa 028 0, Oz 02°
oxP" dx>

AY 5= — A — A 2.18
B 05 \ 9z Bt 0xPOx® dxP' ™"’ ( )

onde A% ndo é uma transformacao tensorial. A existéncia do segundo termo na equagio
(2.18) é a razdo pela qual o vetor A% ndo transforma como um tensor. A raiz do problema
estd no calculo da derivada a qual envolve a substracao de dois vetores em pontos muito
proximos, onde cada um dos vetores em geral obedece uma lei de transformacao diferente.
Para dar solucao a este problema devemos transportar um dos vetores ao ponto mais préximo,
de forma tal que a substracao seja feita no mesmo ponto da variedade. Este procedimento
é conhecido como Transporte Paralelo, onde as componentes do vetor sao transportadas ao
longo de uma curva na variedade mantendo constante o angulo entre os vetores.



Considere um ponto com coordenadas x* e seu vizinho mais préximo tem coordenadas
xt 4+ dx*. Agora, examinemos o transporte paralelo das componentes do vetor A, desde
xt + dzt até x*. A derivada do vetor A“ serd

DA® = dA® + § A%, (2.19)

onde dA% é a derivada comum nos pontos z* + dx* e xz*. Logo, a variacao dA® contém a
regra do transporte paralelo e deve ser uma funcao linear das componentes originais, A,, e
do deslocamento dx*, de modo que podemos escrever

§A* = T, Avda", (2.20)

onde I'" ,,, sao chamados de Coeficientes de Conezao, e descrevem como os vetores base em
diferentes pontos da variedade mudam quando um deles se movimenta ao longo da mesma,

o0 _
oxB

Assim, a derivada covariante de um vetor é igual a

0T 5E5. (2.21)

A B = A 8 + OFO‘ (WA(S. (222)

O primeiro termo na equacao (2.22) representa a variagdo das componentes do campo
vetorial em uma base dada, enquanto que o segundo representa a variacao devida a mudanca
dos vetores base ao longo do transporte paralelo. O mesmo procedimento pode ser feito para
um co-vetor A,, obtendo-se a seguinte expressao

Aa;ﬁ = Aaﬁg — OF(S aﬁAg. (223)

O fato que A® 3 seja um tensor permite-nos deduzir a lei de transformagao da conexao
0T 5 [8], a qual se escreve como

A T o L
oz 0xP Ox 8 92Box 0xP Oz

onde o segundo termo nesta lei de transformacao revela a natureza nao tensorial da conexao.
Logo, a diferenca entre duas conexoes transforma-se como um tensor. Por outro lado, a
derivada covariante pode ser estendida a outros tipos de tensor exigindo que o operador
obedega a regra do produto no calculo diferencial, a regra de Leibniz [1]. Por exemplo, se
calculamos a derivada covariante do tensor métrico g,z temos

OFO/ g = (224)

Gopry = Gopy = T onGus — “T* 51 Gau; (2.25)

onde gqp., € identicamente igual a zero, satisfazendo assim a auséncia de tor¢ao e o Principio

de Equivaléncia de Einstein. Logo, ao fazer uma permutacao ciclica nos indices da equacao
; (0] pte’ _ Opa

(2.25) e assumindo que I'* 3, = "I'* .5, temos que

9By T Gary,p — GyBia — 2 o ByGap = 0, (2.26)

de onde podemos claramente escrever a conexao em termos do tensor métrico

1 (07
T gy = 59“ (9apry + Gorv. = Gva)- (2.27)
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As conexodes determinadas pela equacao (2.27) sdo conhecidos como Simbolos de Chris-
toffel, e na literatura também podem ser encontrados escritos da forma seguinte

O p o %
SRS

Quando queremos medir a curvatura de uma superficie esférica precisamos somente do raio
a da esfera. No entanto, no caso do espaco-tempo a curvatura pode ser descrita pelo tensor
R conhecido como Tensor de Riemann, o qual depende da métrica e suas derivadas. Para
descobrir a expressao matematica deste novo tensor consideremos duas particulas de prova,
identificadas como 1 e 2, movimentando-se ao longo de suas geodésicas. Logo, denotando
como &#(7) a separagao infinitesimal entre as particulas no tempo préprio 7 temos que

y (1) = 2 (7) + §(7), (2.28)
onde a linha mundo de cada particula é descrita pela equacao geodésica

A2zt 0 dzx® dxP
r+, .
dr? + 5(7) dr dr

(2.29)

Ao combinar as equacoes geodésicas para cada uma das particulas e considerando a ex-
pansdo em Taylor dos Simbolos de Christoffel, °T* ,5(z2) = °T* 45(x1 + &) = T 45(z1) +
OT# ,5,&7, obtemos a equagao para a aceleragao de &

28’ sd<”
-

d2¢r
—g + OF‘u aBl E—F OF'u A%

= + OT# 45,00 = 0, (2.30)

onde usamos v* = dz®/dr. A equacdo (2.30) ndo é uma equagao tensorial dado que os
Simbolos de Christoffel nao transformam como um tensor. Logo, para achar a solugao da
equacao anterior, primeiro devemos calcular a derivada covariante de £* ao longo da curva
geodésica, a qual tem a forma

Dgroder da”
> = = 4 Upe e 2.31
Dt dr 58 dr (2:31)

Derivando de novo covariantemente ao longo da geodésica a expressao anterior tendo em
consideracao a regra do produto para a diferenciagao

%( Opw  56207) = O+ aﬁ,w%g%ﬁ + O aggvﬁ + O aﬁga%. (2.32)
Finalmente, obtemos
%Qf: = R apyv0’¢7, (2.33)
onde
R gy = T7 0y 'TH 55 = "T7 05 T o + T oy g — T 0, (2.34)

é conhecido como Tensor de Riemann. Se derivamos parcialmente em relacdo a 2* a equacao

anterior e avaliamos o resultado em um ponto P de um referencial localmente inercial, obte-
mos

1
Raﬁ,uzz,)\ = §<gau,ﬁp)\ — Goyp,pr + 98,00\ — gﬁzx,a,u)\>7 (235>
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onde usamos o fato que no ponto P os Simbolos de Christoffel °T* 5 sdo nulos, mas sua
derivada nao. Logo, considerando que o tensor métrico g,z é simétrico e que suas derivadas
parciais comutam, podemos escrever a conhecida Identidade de Bianchi,

Ra,@/uz;)\ + Raﬂ)\p,;l/ + Raﬁl/)\;u = 0. (236)

O tensor Rup,, ¢ antissimétrico no primeiro e segundo par de indices, e é simétrico no
intercambio entre os dois pares. Fazendo a contragao R.g = R* 4,3 = Rga, podemos definir
o Fscalar de Ricci

R=g"Ru = ¢ 9" Rousu- (2.37)

Finalmente, partindo da equagao (2.36) e usando a equagao anterior, podemos construir
o tensor simétrico G* da forma seguinte

1
G = R*P — 5gaﬂR, (2.38)

conhecido como Tensor de Einstein e descreve a curvatura do espago-tempo nas equacoes de
campo da Relatividade Geral [2]. Este tensor construido a partir do tensor de Riemann e a
métrica, satisfaz a condigao

V3G =G 5 =0. (2.39)

Para finalizar, vamos apresentar brevemente as equacoes de campo completas que se
mantém na presenca de outros campos além da gravitacao. Esses campos sao descritos pelo
tensor de Momento-Energia, T®. A equivaléncia de massas e energia da Relatividade Especial
sugere que todas as formas de energia atuam como fontes para o campo gravitacional, entao
tomamos o tensor como fonte nas equacoes de campo. Logo, sabemos que na Relatividade
Especial o tensor momento-energia satisfaz as equagoes de conservacao nas coordenadas de
Minkowski, 9,7% = 0. Usando o Principio de Acoplamento Gravitacional Minimo, onde se
requer que nenhum termo contendo explicitamente o tensor de curvatura deve ser adicionado
ao fazer a transigao da teoria Especial para a Geral, se segue que [2]

VT = 0. (2.40)

Entretanto, sabemos que a derivada covariante do tensor de Einstein é nula, equagao
(2.39), entao se segue imediatamente que os dois tensores sdo proporcionais e podem ser
escritos de forma consistente como

G = KT, (2.41)
onde a constante k = 87G/c! é conhecida como Constante de Acoplamento e foi calculada
exigindo que devemos recuperar as leis de gravidade newtoniana e da dinamica no limite de
campo gravitacional fraco e movimento néo relativistico. Logo, T®® representa o tensor de
Momento-Energia, o qual é a fonte da curvatura do espaco-tempo. Este tensor descreve a
presenca e movimento da materia gravitante.

2.3 Equacoes de Einstein pelo Principio Variacional

Todas as equagoes fundamentais da fisica, incluindo as equagoes de Einstein, podem ser
obtidas a partir do Principio Variacional. Logo, a condi¢ao que deve ser satisfeita para obter
as equagoes de campo é

5/£d4x =0, (2.42)
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onde, obviamente temos uma quantidade invariante, que em nosso caso é escrita em termos
da métrica g,s, a qual é uma varidvel dinamica na Relatividade Geral. Logo, usando o fato
que o unico escalar dependente da métrica é o escalar de Ricci R, podemos definir a densidade
de Lagrangiana como £ = \/—gR e escrever a agao como

A equagao anterior é conhecida como a agao de Einstein-Hilbert [9], dado que as equagdes
de Einstein foram também obtidas por David Hilbert, no ano de 1915, mas usando o principio
de mimina agdo de Hamilton. Ao substituir a equacdo (2.43) na equacao (2.42) e fazendo
uso da expressao (2.37), obtemos

5SEH == 5/\/—9Rd41‘
= /d4a:\/—gg”5(5Rug+/d4x\/—g(5g“BRuﬂ+/d4:v5\/—gg”5RM5. (2.44)

A variagado da agao (2.43) gerou 3 termos, os quais serdo analisados por separado. Con-
sideremos o primeiro termo, onde a variagao do tensor de Ricci pode ser escrita como

OR,p = 6°17 uBy 6°1” oy (2.45)

Se substituimos a equagao (2.45) no primeiro termo da expressao (2.44) e lembrando que
a derivada covariante da métrica é zero, temos

/d4x\/—_gg“5(5R“ﬁ = /d‘lx\/—_gg’”ﬁ(éofw By — 5OFZ%5)
- / V=gV.J" (2.46)
onde introduzimos o campo vetorial J7
JV = g"P§ T g — g"6°TP 5. (2.47)
A integral anterior poder ser resolvida usando o Teorema de Stokes, de onde concluimos

que a contribucao dos termos de superficie no infinito sao nulos. Consequentemente, a integral
(2.46) ¢é igual a

/d4a:\/—gg”ﬁ(5Ru5 = 0. (2.48)

Por outro lado, sabemos que a métrica satisfaz a condicao guﬁgﬁCY = 0%, logo temos que

|
V=9 = —5V=99us09"". (2.49)

Assim, a variacao da acao de Einstein-Hilbert, torna-se
1
05pn = /d%\/—gRuﬂ@“ﬁ - §/d4xR\/—gguﬂ5g“6
1
= /d4x\/—g {Rug — §g#5R] SgM”. (2.50)
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Finalmente, usando a equagao (2.42), obtemos as Equacoes de Einstein no vacuo, devido
que somente consideramos a parte gravitacional da acao

1
RHIB - §guﬁR =0. (2.51)
Para obter as equacoes de campo completas, vamos considerar que temos presente outro

campo além do campo gravitacional. Assim, a acao é escrita da forma

1
S = Sen + Su, (2.52)
s

onde S); representa a acao da matéria. Pela equivaléncia de massa e energia a fonte de
campo gravitacional dever ser a energia, entao seguindo a equagao anterior temos finalmente
as Equacoes de Einstein completas,

1 8tG
R,uﬁ — QQ“BR = ?THBJ (253)
onde o lado direito representa a constante de acoplamento k = 87G/c* e com T),5 escrito da
forma seguinte

9 1 0SSy
V—gdg"s"
O tensor T),3 contém informacao acerca da densidade de energia total medida por um
observador inercial arbitrario.

2.4 Testes da Relatividade Geral

Sendo a Relatividade de Einstein uma teoria que alterava radicalmente a maneira de ver
o Universo, para ser aceita necessitava ser comprovada por medigoes de alta precisao que
pudessem discernir entre esta nova teoria e a gravitacao de Newton. Foi assim que o Einstein
propos trés possiveis testes para provar a Relatividade Geral: i) O aumento anémalo do
periélio de Mercirio, i7) A deflexdo dos raios de luz de estrelas que passam na vizinhanca
solar, e 4i7) O desvio para o vermelho da luz de origem gravitacional. Isto representou apenas
o comeco de uma longa lista de testes que poderiam ser realizados para apoiar a validade da
Relatividade Geral.

2.4.1 O aumento anémalo do periélio de Mercurio

A precessao da dérbita de Mercurio nao é peculiar, dado que todas as o6rbitas dos planetas
precessam. De fato, a teoria de Newton prediz estes efeitos, como sendo produzidos pela
forca gravitacional entre os planetas. A questao é que as predigdes de Newton concordam
com as observagoes da precessao das érbitas de quase todos os planetas, exceto a de Merctrio.

Urbain Jean Joseph Le Verrier tinha sido o primeiro a encontrar provas de uma anomalia
na érbita de Mercirio e também o primeiro em tentar explicar esse efeito. Em setembro de
1859 submeteu a Academia de Ciéncias de Paris o texto de uma carta a Hervé Faye na qual
registrou o que descobriu: o periélio de Merciirio avanga 38” /século devido a alguma agao até

14



entao desconhecida [10]. Nessa carta, Le Verrier observava ainda que o inico modo de expli-
car o efeito em termos de corpos conhecidos consistiria em aumentar a massa de Vénus em
pelo menos 10%, modificacao inadmissivel. Embora duvidasse fortemente, também sugeriu
a possibilidade, da existéncia de um planeta interior a Merctrio nao observado até o momento.

Vista desde a Terra, a precessdo da érbita de Mercurio foi medida em 5600” /século. As
equacoes de Newton, considerando os efeitos dos outros planetas, assim como o fato que a
Terra nao é um referencial inercial, prevé uma precessao de 5557”7 /século. No entanto, o
formalismo Newtoniano nao explicava esta discrepancia. Em contraste, Einstein foi capaz
de predizer, usando o método da aproximacao e suas equacoes de campo, que a Orbita de
Merctrio apresenta una precessao extra de 43” /século, marcando assim o inicio da mecanica
celeste pds-Newtoniana [11].

2.4.2 A deflexao dos raios de luz de estrelas que passam na vizi-
nhanca solar

Einstein também planteou a ideia de que a luz de uma estrela ao passar proxima de um
corpo massivo, neste caso o Sol, tera sua trajetoria curvada, ou desviada, trazendo como con-
sequencia que dita luz quando vista desde a Terra teria uma origem aparentemente diferente.
Este fenomeno foi observado no ano de 1919 no Brasil e na Africa fornecendo a primeira
prova experimental da validade da teoria da relatividade de Albert Einstein.

Um grupo de astronomos liderados pelo astronomo inglés Arthur Eddington tomaram
fotos do céu durante o eclipse total do Sol do dia 29 de Maio de 1919. Eles compararam
fotografias das posicoes do campo de estrelas das Hiades feitas durante o eclipse total em
Sobral, Ceara no nordeste brasileiro, e fotografias feitas na ilha do Principe, na costa da
Africa Ocidental, com fotografias do mesmo campo de estrelas sem a influéncia gravitacional
do Sol. Durante o eclipse, a luz das estrelas observadas era vista apenas apds passar por
uma zona onde os efeitos gravitacionais do Sol sao muito fortes. Com estas fotografias os
astronomos pretendiam medir um pequeno angulo formado pela diferenca entre as posigoes
das estrelas observadas. Na figura (2.2) temos uma mostra da uma das placas fotograficas
produzidas durante o eclipse pela equipe brasileira em Sobral para posteriormente estudar
as protuberancias na coroa solar.

Apos meses de andlise das placas fotograficas feitas em Sobral e na ilha de Principe, os
astronomos avaliaram os resultados e concluiram que nas observacoes na ilha de Principe
apresentavam um desvio médio de 1,6 segundo de arco, enquanto nas observagoes de Sobral
tinham um desvio de 1,9 segundo de arco, quase duas vezes o valor estimado na teoria gra-
vitacional newtoniana, elaborada e apresentada dois séculos e meio antes. O 6 de Novembro
1919, ao considerar as margens de erro, os astronomos reunidos na Royal Astronomical Soci-
ety, confirmaram que a previsao de Einstein para o angulo de deflexao da luz estava certa [13].
Logo depois do anuncio, a teoria da gravitacao universal de Newton passou a ser um caso
particular da Relatividade Geral de Einstein.

Uma das aplicacoes mais interessantes desta predicao é a observacao do fenémeno conhe-
cido como Lentes Gravitacionais, onde a luz proveniente de objetos muito distantes, como
galaxias, a qual estd espalhada ao invés de concentrada em um unico ponto do céu, sofre dife-
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Figura 2.2: A populacao de Sobral se aglomerou na praca do Patrocinio para acompanhar
o eclipse, local onde os cientistas montaram parte da estrutura de observacao. Na esquina
superior esquerda temos uma das placas fotograficas produzidas durante o eclipse pela equipe
brasileira para observagoes da Coroa Solar [12].

rentes desvios ao passar pelo campo gravitacional de um objeto muito massivo. O resultado
disso, sera a formacao de um arco, ou até mesmo um anel, em torno do objeto massivo.

2.4.3 O desvio para o vermelho da luz de origem gravitacional

De acordo com o Principio de Equivaléncia da Relatividade Geral, qualquer desvio de
frequéncia proveniente da aceleragao de uma fonte radiante, também pode ser produzido por
um campo gravitacional especifico. Logo, se um féton de frequéncia vy é emitido radialmente
para fora desde a superficie de uma massa gravitacional M, sua energia medida desde uma
distancia d do corpo sera observada como sendo menor, ou desviada ao vermelho.

Em 1959, Pound e Rebka desenvolveram um método de precisao para provar experimen-
talmente a teoria da Relatividade Geral usando o efeito Moussbauer, descoberto em 1957 [14].
Quando um féton é emitido ou absorvido, ocorre uma troca de momento com os nticleos,
retrocedendo o ntcleo, o que reduz a energia do féton emitido, dai sua frequéncia. Sendo
isso uma consequéncia da conservacao do momento. Rudolf Moussbauer determinou que
uma emissao de radiacao gamma quase livre de recuo e absorcao, pode ocorrer incorporando
nicleos atomicos em um cristal de rede sélida para que fosse resistente ao recuo e assim
evitar a reducao da energia dos fé6tons emitidos. No ano seguinte, Pound e Rebka efetuaram
pela primeria vez uma experiéncia baseada neste efeito desde uma torre de 22,6 metros do
Laboratoério Jefferson no campus da universidade de Harvard. Eles usaram fontes de ions de
ferro que liberaram fétons gamma e concluiram que existe uma mudanca na frequéncia com
a fonte tanto no topo como na base da torre. Este experimento foi repetido multiplas ve-
zes, logrando a primeira verificacao fisica da Relatividade Geral, medindo um deslocamento
fraciondrio de ~ —(5,13 4 0,51) x 1071, enquanto a Relatividade Geral estima um valor
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de ~ —(4,92 4+ 0,51) x 1071, A precisao desta medigao foi independente da altura, ja que
as versoes posteriores do experimento restringiram o resultado a cerca de 1% de erro com
respeito a previsao da Relatividade [15]. Este resultado foi uma grande conquista cientifica
para os testes experimentais da Relatividade, nao somente porque usou o efeito Moussbauer e
produz um resultado de alta precisao, mas também por conta do arranjo experimental tinico
e engenhoso.

Estes trés testes, sao considerados os testes cldssicos da Relatividade Geral. Existem
varios outros testes, desde a existéncia e deteccao de Buracos Negros até a deteccao das
Ondas Gravitacionais. Todas as principais previsoes da Relatividade Geral que podem ser
testadas com a tecnologia atual ja foram feitas. E cada uma dessas previsoes se provou
correta por mais de 100 anos.

2.4.4 Expansao do Universo

No ano de 1922 o cosmdélogo Alexander Friedmann derivou uma solugao exata das equagoes
de campo da Relatividade Geral, onde se descrevia um Universo isotrépico e homogéneo. En-
tretanto, a solugao de Friedmann sugeria que tal Universo deveria se expandir ou se contrair,
o que era contrario a crenca da época, de que o Universo era estatico. Logo, depois Einstein
adicionou a constante cosmoldgica A as suas equagoes de campo para fazer com que esse
Universo dindmico se tornasse estatico [16].

Entao, em 1927 Georges Lemaitre derivou de forma independente um conjunto de equagoes
semelhantes as de Friedmann, mas Lemaitre sugeriu que o Universo estava se expandindo
desde o ponto da “criacao”. As observacoes de Edwin Hubble em 1927 e 1929, provaram que
o Universo efetivamente esta se expandindo [17].

2.4.5 Deteccao de Ondas Gravitacionais

Sabemos que na Relatividade Geral a regra fundamental é que matéria e energia dizem
ao espaco-tempo como se curvar, enquanto que o espaco-tempo curvo, determina como a
matéria e a energia se movem. Assim, as ondas gravitacionais, as quais sao ondulagoes no te-
cido do espaco-tempo que chegam na Terra resultado de um evento cataclismico no Universo
distante, carregam informagao a respeito das suas origens draméticos e sobre a natureza da
gravidade que nao pode ser obtida de outro jeito.

O dia 14 de Setembro de 2015, foram detectadas pela primeira vez ondas gravitacionais
produzidas durante uma fracao de segundo final da fusao entre dois buracos negros, gerando
um Unico e mais massivo buraco negro en rotagao. Os pesquisadores ja tinham previsto
esta colisao, mas nunca tinha sido observada. Esta deteccao confirmou uma das principais
previsoes da teoria da Relatividade de Einstein e abriu uma janela sem precedentes para o
estudo do Cosmos. A detecgao foi feita em simultaneo pelos detectores gémeos do Obser-
vatério de Ondas Gravitacionais por Interferometria a Laser (LIGO, pelas suas siglas em
inglés) localizados em Livingston, Louisiana, e em Hanford, Washington, nos Estados Uni-
dos. Baseando-se nas pertubagoes observadas, se estimou que os buracos negros deste evento
tinham entre 29 e 36 vezes a massa do Sol e que o evento aconteceu faz 1,3 mil milhoes de
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Figura 2.3: Esses graficos mostram os sinais de ondas gravitacionais detectados pelos obser-
vatorios gémeos LIGO em Livingston, Louisiana, e Hanford, Washington. Os sinais vieram
de dois buracos negros em fusao, cada um com cerca de 30 vezes a massa do nosso Sol,
situados a 1,3 bilhao de anos-luz de distancia [18].

anos, figura (2.3).

A existéncia das ondas gravitacionais foi demonstrada indiretamente pela primeira vez no
ano de 1974 por Russell Hulse e Joseph Taylor [19], quando descobriram um sistema binério,
PSR 1913+16, composto por um pulsar orbitando outra estrela, que posteriormente se des-
cobriu ser uma estrela de néutrons. Usando ondas de raio, eles observaram que a orbita
do pulsar estava se encolhendo lentamente com o passar do tempo e concluiram que este
fenomeno estava de acordo com as previsoes da Relatividade Geral, as mudancas na érbita
sao consistentes com a perda de energia em forma de ondas gravitacionais. No ano de 1993,
o Premio Nobel em Fisica foi concedido a Hulse e Taylor pelo descobrimento indireto das
ondas gravitacionais geradas pelo sistemas binario PSR 1913+-16.

Posteriormente, no dia 17 de Agosto de 2017, os instrumentos do LIGO, e do inter-
ferometro Virgo, na Italia, registraram as primeiras ondas gravitacionais produzidas por um
sistema binario de estrelas de néutrons, localizado em uma galdxia a 1300 milhoes de anos-luz
de distancia. Até entao, somente haviam sido registradas ondas gravitacionais de pares de
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buracos negros. Assim, o sinal chamado de GW170817 permitiu aos pesquisadores testarem
as previsoes da teoria da Relatividade Geral e de teorias alternativas da gravitagao para a
dindmica de um sistema bindrio no regime de campo gravitacional forte [20].

Até a data, tem se detectado um conjunto de 50 ondas gravitacionais. A maioria sao
o resultado da fusao de dois buracos negros que giravam muito rapido antes de colidirem,
outras surgiram de colisao entre duas estrelas de néutrons, e tem um par de colisoes que
envolvem corpos celestes que nao podem ser identificados com absoluta certeza, sugerindo
que os pesquisadores poderiam ter detectado a primeira fusao entre uma estrela de néutrons
e um buraco negro. Quanto mais distante a colisao esta da Terra, mais tempo leva para as
ondas gravitacionais chegarem até nés.

Algumas das 50 colisoes formaram buracos negros surpreendentemente grandes, incluindo
a maior fusao conhecida, que criou o primeiro exemplo definitivo de uma classe de buracos
negros de tamanho médio. Os dados também revelaram que alguns buracos negros estao
girando rapidamente antes de se fundirem e que as fusoes podem ocorrer entre objetos com
massas muito diferentes. Essa classe de informacao pode ajudar os pesquisadores a entender
como os pares de buracos negros se formam. As futuras deteccoes iluminarao ainda mais os
movimentos furtivos desses objetos misteriosos. Estd comecando uma nova era da astronomia
em que buracos negros e estrelas de néutrons comunicam regularmente seus segredos a nés
aqui na Terra.

2.4.6 Deteccao de Buracos Negros

Pouco tempo depois de Einstein publicar suas equagoes de campo da Relatividade Geral,
Karl Schwarzschild achou sem muita dificuldade a solugao das equacoes para o caso da geome-
tria do espago-tempo de uma distribucao de matéria esférica, de massa M e completamente
estacionaria. Logo, considerando que o espaco exterior da distribucao é vazio, Schwarzschild
obteve a equagao (2.51), onde o tensor energia momento é nulo, reduzindo assim o problema
para calcular a métrica g,s apropriada para o sistema. Desta forma, ele encontrou que o
elemento de linha da métrica tem a forma

2GM dr?
ds® = — (1 - == ) Fdt* + 1% + r%d0” + r? sin® 0d¢” (2.55)
rc )

Na equagao anterior, é possivel observar que existe uma singularidade quando o denomi-
nador do segundo termo ¢ igual a zero, o qual ocorre quando o raio r associado com o corpo
de massa M ¢é igual a r, = 2GM/c*. O raio r, é conhecido como Raio de Schwarzschild ou
Horizonte de Eventos, dado que os eventos que ocorrem dentro dele nao podem propagar
sinais de luz para o exterior. Logo, qualquer corpo o suficientemente pequeno para existir
dentro de seu préprio horizonte de eventos, esta isolado do resto do universo, sendo sua tinica
manifestacao de existéncia o seu forte potencial gravitacional. Nos anos 60, o termo Buraco

Negro comegou a ser usado para identificar potencias gravitacionais como estes.

Adicionalmente, a métrica de Schwarzschild, equagao (2.55), também pode ser usada
para derivar com exatidao tanto o avanco do pericentro da orbita do planeta Mercurio, as-
sim como a deflexao gravitacional da luz, comprovando novamente a validade da teoria da
Relatividade de Einstein. Isto é possivel devido ao Teorema de Birkhoff, o qual estabelece
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(a) A primeira imagem de um Buraco Negro mostra um anel brilhante com um ponto
central escuro. Esse anel é um disco brilhante de gés orbitando o gigante supermassivo
na galdxia M87. O ponto é a sombra do buraco negro [21].

-

(b) Imagem do buraco negro SgrA* no centro da nossa galdxia, visto desde a Terra
parece-nos ter aproximadamente o mesmo tamanho no céu que um donut na superficie
da Lua [22].

que qualquer solugao esfericamente simétrica das equacoes de campo de Einstein no vacuo
devem ser estatica e plana assintoticamente. Logo, a solucao exterior é esta definida pela
métrica de Schwarzschild.

O 10 de abril do 2019, 100 anos apds a observacao do eclipse solar do 1919, outra grande
previsao da teoria da Relatividade de Einstein foi comprovada. Um equipe de mais de 100
pesquisadores do mundo todo anunciou que a humanidade tinha conseguido ver pela primeira
vez a sombra de um buraco negro, figura (2.4a). A rede mundial de radiotelescépios chamada
Event Horizon Telescope, ou EHT, olhou para o centro da galdxia Messier 87 onde se tem
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o buraco negro supermassivo M87* [21]. Este buraco negro esté localizado a 55 milhdes de
anos-luz de distancia desde a Terra e se estima que tem uma massa de 6500 milhoes de vezes
a massa do nosso Sol.

A imagem do EHT revela a sombra do buraco negro M87* e seu disco de acrecao. Esse
disco parece um anel difuso e assimétrico. Ele desvenda pela primeira vez o abismo escuro de
um dos objetos mais misteriosos do Universo. Sua gravidade é tao extrema que nada, nem
mesmo a luz, pode escapar através da fronteira do buraco negro. Essa borda é conhecida
como horizonte de eventos. Mas alguns buracos negros, especialmente os supermassivos que
habitam no centro das galdxias se destacam. Eles tém discos brilhantes de gés e outros ma-
teriais que circundam o buraco negro. A nova imagem se alinha com o que os pesquisadores
esperavam que um buraco negro se parecesse com base na teoria da Relatividade Geral de
Albert Einstein. Essa teoria preve como o espaco-tempo é distorcido pela massa extrema de
um buraco negro. Estudos anteriores testaram a Relatividade observando os movimentos de
estrelas ou nuvens de gas perto de um buraco negro, mas nunca em sua borda. A imagem é
mais uma forte evidéncia que apdia a existéncia de buracos negros, e é claro, ajuda a verificar
a Relatividade.

Trés anos depois do anuncio da primeira imagem de um buraco negro, os astronomos do
EHT revelaram no dia 12 de Maio do 2022 a primeira imagem do buraco negro supermassivo
SerA* no centro da nossa prépria galéxia, figura (2.4b). Os pesquisadores j& tinham obser-
vado estrelas orbitando em torno de algo invisivel, compacto e muito massivo no centro da
Via Lactea. Desta maneira, este resultado fornece evidéncias contundentes de que o objeto
é de fato um buraco negro, além de oferecer pistas valiosas sobre o funcionamento de tais
gigantes, que se acredita residirem no centro da maioria das galaxias. Como o buraco negro
esta cerca de 27.000 anos-luz de distancia da Terra, nos parece ter aproximadamente o mesmo
tamanho no céu que um donut na superficie da Lua [22].

Os dois buracos negros parecem notavelmente semelhantes, embora o buraco negro SgrA*
da nossa galdxia seja mais de mil vezes menor e menos massivo que M87*, mas que é quatro
milhoes de vezes mais massivo que o nosso Sol. O gés nas proximidades dos buracos negros
se move na mesma velocidade, quase tao rdpido quanto a luz. Mas enquanto que o gas leva
dias pu até mesmo semanas para orbitar o M87*, no Sgr A* ele completa uma érbita em
poucos minutos. Isso significa que o brilho e o padrao do gas em torno de Sgr A* estavam
mudando rapidamente na medida que os astronomos do EHT o observavam.

Os pesquisadores estao particularmente animados por finalmente terem imagens de dois
buracos negros de tamanhos muito diferentes e de dois tipos de galaxias, o que oferece a
oportunidade de entender como eles se comparam e contrastam, além de permitir testar
como a gravidade se comporta nesses ambientes extremos.

21



Capitulo 3

Teleparalelismo Equivalente a
Relatividade Geral

O Teleparalelismo equivalente a Relatividade Geral (TEGR) é uma formulagao geométrica
alternativa a teoria da Relatividade Geral de Einstein, onde os efeitos do campo gravitacional
sao descritos em termos dos campos de tétradas e® ,, os quais estao definidos no espaco-tempo
de Weitzenbock, também conhecido como espago-tempo de Cartan. Logo, dado um conjunto
de tétradas, ¢ possivel construir tanto o tensor métrico g,,, como os simbolos de Christoffel
oA v, € a conexao de Levi-Civita %w,,q livre de torgao, todos escritos em termos de conexdes
definidas neste novo espaco-tempo [23]. Usando a teoria construida a partir somente dos
campos de tétradas é possivel abordar questoes geométricas das geometrias de Weitzenbock
e da Riemanniana. Neste sentido, a teoria teleparalela da gravidade tem uma estrutura
geométrica mais geral e em coeréncia com a geometria Riemanniana.

As primeiras tentativas para descrever o campo gravitacional usando as tétradas sao
atribuidas a Einstein no seu esfor¢o para unir a gravitagdo e o eletromagnetismo [4]. Nos
anos entre 1928 e 1931, Einstein esteve interessado em teorias teleparalelas definidas pela den-
sidade Lagrangiana £ = e(Al; + Bly + CI3), com e = edet(e ;) e onde [y = AT T, Iy =
BT Ty € Is = CT*T, sdo conhecidos como invariantes de Weitzenbock e estao escritas em
termos do tensor de torcao, e onde A, B e C' sao constantes numéricas arbitrarias. Em 1929,
Einstein percebeu que as equacoes de campo obtidas a partir da densidade Lagrangiana £
com A=1/4,B =1/2,C = —1 sao simétricas nos dois indices livres do espago-tempo, e que
a teoria linearizada resultante descreve o campo gravitacional.

No mesmo ano, Lanczos notou que a invariante definida pelas quantidades A = 1/4, B =
1/2,C = —1 é equivalente ao Escalar de Curvatura Riemanniano R. Einstein permitiu que as
trés constantes A, B e C' adquirisse valores ligeiramente diferentes na tentativa de formular
uma teoria de campo unificada. Os campos de tétradas adicionam 6 graus a mais dos 16
graus de liberdade nas equacoes de campo, e que poderiam ser identificados com os campos
eletromagnéticos. Entretanto, usando esta aproximagao ele nao conseguiu encontrar uma
descrigao fiel e consistente das equagoes do campo eletromagnético [24]. Uma das princi-
pais dificuldades na tentativa da unificao foi a grande liberdade na escolha das equagoes de
campo, por esta razao Einstein abandonou a abordagem ja que nao foi possivel justificar um
conjunto determinado de equagoes.
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Figura 3.1: Grafico extraido do artigo de Hayashi e Shirafuji [30] onde é mostrado como o
espago-tempo de Riemann-Cartan pode ser reduzido a um espago-tempo de Minkowski, com
curvatura R = 0 e tor¢ao 7" = 0 seguindo dois caminhos diferentes: i) o primeiro quando
temos R = 0 mas T # 0 obtemos o espago-tempo de Weitzenbock, ii) e o segundo quando se
tem T'= 0 mas R # 0 obtemos o espago-tempo de Riemann.

Posteriormente, Mgller [25,26] usando a ideia original de Einstein, notou que é impossivel
anular o campo gravitacional usando uma simples transformacao de coordenadas, ja que as
quantidades fisicas devem ser independentes de tais transformagoes. A interagao gravitaci-
onal é muito fraca em comparacao com as outras interagoes fundamentais, caracterizando o
que conhecemos como “Hierarquia das interacoes”. Logo, baseando-se no trabalho de Mgller,
Pelegrini e Plebanski [27] calcularam a formula¢ao Lagrangiana da teoria da gravidade tele-
paralela em termos dos campos de tétradas.

No ano de 1976, Cho derivou uma teoria da gravidade como uma teoria de calibre do
grupo das translagoes, embora nao tenha sido escrita em termos da geometria do Telepara-
lelismo [28,29]. Cho argumentou que a teoria resultante do tipo Einstein-Cartan é a tnica
teoria de calibre do grupo de Poincaré Pj se a densidade Lagrangiana é construida a partir da
menor quantidade de combinagoes possiveis do campo de for¢as. Em 1979, Hayashi e Shira-
fuji [30] investigaram em detalhe uma classe geral de teorias da gravidade. Essa nova teoria
conhecida como “Nova Relatividade Geral”, representava uma forma de adicionar torcao a
teoria da Relatividade de Einstein. Adicionalmente, eles concluiram que para certas confi-
guragoes da escolha dos parametros constantes, a densidade Lagrangiana se reduz ao escalar
de Curvatura eR da geometria Riemanniana.
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No mesmo periodo de tempo, Hehl [31] e Nitsch [32] estudaram a classe geral de teorias da
gravidade no contexto da geometria de Riemann-Cartan. Essas sao teorias escritas em termos
de campos de tétradas e conexoes independentes, e que incluem as teorias de teleparalelismo
como um caso especial onde uma destas teorias é equivalente a Relatividade Geral. Na figura
3.1 se mostra como o espago-tempo de Riemann-Cartan pode ser reduzido ao espago-tempo
de Minskowski da Relatividade Geral com R = 0 e T = 0 seguindo dois diferentes caminhos,
um deles é o espaco-tempo de Weitzenbock. A partir desse momento, multiplas contribucoes
foram feitas a teoria, gerando finalmente o que hoje é conhecida como Teleparalelismo Equi-
valente a Relatividade Geral, ou simplesmente como Gravidade Teleparalela. Entretanto, o
estudo de novos aspectos assim como novos descobrimentos, ainda tém que ser feitos nesta
teoria.

3.1 Propriedades basicas do Campo de Tétradas

Um campo de tétradas é um conjunto de vetores linearmente independentes que obedecem
uma relacao de ortogonalidade. Estes vetores sao usados para construir uma base capaz
de descrever um espaco-tempo. A carateristica mais importante das tétradas é que, na
descricao do espaco-tempo em termos destes campos, o Principio da Equivaléncia surge de
maneira natural. Isto é devido ao fato de que os campos de tétradas, os quais descrevem
a0 mesmo tempo o espago-tempo fisico e o espago tangente, podem ser interpretados como
uma transformacao de Lorentz entre os diferenciais dz* do espaco-tempo fisico e dg® do
espago-tempo tangente, através da comparacao entre a métrica de Minkowski,

Nab = A° aAd bTed (31>
e a métrica do espago-tempo fisico

G = €° ueb n'lab, (3.2)
onde A%, é a matriz de transformacao de Lorentz. Logo, sempre é possivel escrever as
quantidades projetadas

e’ =e,dz", dq® = e dx", (3.3)

muito embora nao possamos integrar dq® e escrever ¢* = q*(x*).

Em um espaco-tempo fisico arbitrario, sempre hd um espaco-tempo plano tangente em
cada ponto, onde o espago fisico serd designado pela letra grega p = (0,1,2,3) e o espaco
tangente serd designado pelo indice do grupo SO(3,1) local de Lorentz a = [(0), (1), (2), (3)].
Desta forma, o vetor ¢® ,(x) é do tipo-tempo e os vetores e? ,(x) sdo vetores tipo-espago
com i = (1,2,3) [33].

Os campos de tétradas e, nos permitem fazer a projecao de uma quantidade definida
neste espaco-tempo no espaco-tempo tangente. Para isto, consideremos um vetor definido no
espaco-tempo V*#. Assim, a correspondente projecao no espago-tempo tangente é dada pela
expressao

Ve =e" VH (3.4)

De maneira similar, é possivel projetar um vetor definido no espago-tempo tangente V¢
no espacgo-tempo fisico,

VE =e, VY, (3.5)
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usando o campo de tétradas inverso e, . Logo, as quantidades cujas componentes possuem
indices do espaco-tempo fisico se comportam como tensores sob transformagoes de coorde-
nadas, enquanto aquelas quantidades cujas componentes possuem indices do espago-tempo
tangente sao tensores por transformacoes de Lorentz. Devido a existéncia de um campo de
tétradas inverso, a relacao de ortogonalidade entre as tétradas pode ser expressa como
g =ee,”,  n =ee . (3.6)
Para construir um campo de tétradas em um espaco-tempo plano, onde obviamente o
espago-tempo tangente serda o proprio espago-tempo fisico, vamos considerar dois sistemas
de coordenadas: o primeiro com coordenadas ¢* = (¢, z,y, z) no espago-tempo tangente, e o
segundo x* = (t,r,0, ) no espago-tempo fisico. Dado que os dois sistemas estao relacionados
pela transformacao de coordenadas dg® = e® ,dz", o campo de tétradas pode ser escrito como

1 0 0 0
o :%: 0 sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing (3.7)
B Oxm 0 sinflsing rcosfsing rsinfcos¢g |- '
0 cos —rsinf 0

Quando o campo de tétradas estd definido como o gradiente da fungao ¢%, equagao (3.7),
as tétradas sao conhecidas como Holonomicas, onde tanto x* quanto ¢® descrevem os mesmos
pontos do espago-tempo, como é de se esperar em uma transformacao de coordenadas [34].
A mesma ideia pode ser usada para construir outras configuracoes de tétrada, por exemplo,
usando uma transformacao de coordenadas que se relacionam através de um “boots” de
Lorentz.

No caso geral, o campo de tétradas nao pode ser escrito na forma 09,¢%, logo a tétrada
é conhecida como nao-holonoma. FEsta categoria de transformacoes satisfaz a propriedade
oue®, — 0,e*, # 0, resultando que para um espago-tempo com torcao, as tétradas obedecem
a condicao de nao-holonomicidade.

3.2 Formulacao Lagrangiana

A descri¢ao do campo gravitacional na teoria do TEGR nao é tinica, dado que a formulacao
Lagrangiana pode ser desenvolvida utilizando-se tanto uma simetria SO(3,1) local [35-37]
quanto uma simetria do grupo SO(3, 1) global de Lorentz [5,38-40], sendo essas construgdes
equivalentes quanto as equagoes obtidas.

No presente trabalho, exigiremos inicialmente que a teoria exiba invariancia local de
Lorentz através da introducao de uma conexao w,q, do grupo SO(3,1) local, para posterior-
mente impor que essa conexao seja nula, e obter assim uma densidade Lagrangiana invariante
por transformagoes globais de Lorentz. Partindo da densidade Lagrangiana as equacoes de
campo podem ser obtidas.

Quando a conexao de spin é introduzida, a condicao de Teleparalelismo exige que a
derivada covariante da tétrada seja nula, garantindo deste jeito que o campo de tétradas
constitua um conjunto de campos auto-paralelos, tendo-se que

a .
Ve, = 0,
eau,u = )
a oA a 0 a b
ey — T ey + Tw, e’ = 0, (3.8)
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onde w, *}, é a conexao de Levi-Civita, a qual é livre de tor¢ao e pode ser definida como

1
Ow,uab - _§€Cu(Qabc - Qbac - Qcab)a (39>

com Qg igual a
Qape = eau(eb #a,uec Y — €c uaueb V)~ (310)

Logo, na teoria do TEGR ha uma identidade muito importante, a qual relaciona a conexao
de Levi-Civita w,q,, dada pela equagao (3.9), como o tensor de Contor¢ao K, da forma

Ow,uab = _Kuaba (311)

onde K ,q ¢ definido em termos do tensor de Tor¢ao T\, = e z\Thum,

1
Kuab = 56“ )‘eb V(T/\M,/ + Tj,j)\'u + Tﬂ)\'/)' (312)

A identidade (3.11), pode ser obtida por meio de calculo direto ou através do seguinte
procedimento. Primeiro, consideremos uma variedade pseudo-Riemanianna dotada com um
campo de tétradas e* ,, e uma conexdo SO(3,1) arbitraria w,q.. Estas quantidades definem
tanto o tensor de tor¢ao como o tensor de curvatura [33], respectivamente, como

T wle,w) = @Le“,,—8,,eau+wu“beb,,—w,,“bebu, (3.13)

R p(w) = Ouwy s — 0w, b+ wyu @ ey “p — wy @ sy o (3.14)

Logo, a equacao que define 7T, (e, w) pode ser resolvida para w,,,. Deste jeito, fazendo
certas manipulagoes matemadticas e considerando a condigao de antissimetria wy = —Wppa,
é possivel obter a identidade

Wyab = Ow,uab(e) + K,ualn (315>

onde a conexao wyq, ¢ conhecida como Conezao de Spin e com K, definida da forma

1
Kap = 5€a Ao (Tapw + Toap + Trw)- (3.16)

Devido que a conexao de spin nao exerce influéncia na dinamica dos campos de tétradas
no TEGR, entao aplicamos a condi¢ao de Teleparalelismo e fazemos w,q, igual a zero na
equacao (3.15), e obtemos desta maneira a identidade (3.11) onde 7g,,, se reduz a T,,,. Ao
fazer a conexao igual a zero, estamos garantindo um espaco equivalente ao Riemanniano em
termos de torcao. Em outras palavras, estamos eliminando o efeito da torcao.

Sabemos que a derivada covariante de um campo de tétradas, equacao (3.8), é identica-
mente zero e estd escrita em termos dos simbolos de Christoffel e a conexao de Levi-Civita.
Se multiplicarmos todos os termos da expressao (3.8) por e** obtemos

e“kﬁuew S o — e“)‘(owuab)eb ” (3.17)
Logo, ao considerar a identidade (3.11) a expressao anterior fica como

M, =T, + e K ue’,. (3.18)
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onde I' w = 6‘1)‘6“6,1,, é conhecido como Conexdao de Weitzenbock. Por outro lado, dado que
a teoria do TEGR é construida em termos dos campos de tétradas e do tensor de torcao, é
possivel calcular o tensor de curvatura em termos da conexao de Levi-Civita Owuab

0 0 0 0 0 c 0 0 c
Rab,ul/( w) :a,u wuab_az/ w,uab—i_ Whpae Wy b — Woae Wy b- (319>

Usando a equagdo (3.17) para substituir %w,q, na equagao anterior, obtemos uma ex-
pressao do tensor de curvatura em termos dos campos de tétradas e dos simbolos de Ch-
ristoffel. Agora, ao multiplicar essa nova expressao pela quantidade ee®e®, onde e é o
determinante do campo de tétradas, obtemos o escalar de curvatura R,

eR(e) = ee™e™ Ry ("w) (3.20)
eR(e) = ee™e™{eyPequ R° o (°T) + °T7 , [€ao (Duen?) + €3, ” (0,400 )]
—(Oues”)(Oveap) + (Over”)(Oueap) — T up [€6”(0v€ac) + €ac(Ovep”)]
—e.Pegpep [OFU up(0ve”\) — ope vp(0,€° ,\)}
—ep” [OFP V/\(aueap) — 17 M(aveap)}
beeey [(Oueap) (B0t 3) — (Bucar)(Bue 1)) (3.21)

Fazendo as contragoes dos indices e usando o fato que a métrica satisfaz a condicao de
g"? = e"e, P, enquanto as tétradas satisfazem a condicio de 0* , = ee,,, a equacio anterior
pode ser reescrita como

eR(e) = eR(°T) — ee™e™(0,e,")(0veap) + ec™e™ (D65 ") (Opeay)
+ee™e. g (Dueap) (0,6° 1) — ee™e. P g" (D, €a,) (0,€° 2). (3.22)

Combinando o segundo e o quinto termo da equagao anterior, podemos ver que ditos
termos se anulam entre si. Da mesma forma, ao combinar o terceiro e o quarto termo,
obtemos novamente zero. Logo, a expressao (3.22) fica da seguinte forma

R(e) = R(°T), (3.23)

a partir da qual é possivel concluir que o escalar de curvatura escrito em termos da Conexao
de Weitzenbock é identicamente zero, R,,.5(I') = 0. Adicionalmente, da equagao (3.23)
é possivel ver como sob certas condigoes a teoria do teleparalelismo converge na teoria da
Relatividade Geral de Einstein.

Por outro lado, usando a identidade (3.11) podemos escrever o escalar de curvatura (3.20)
em termos do tensor de Torcao T}, = 0,4 — Ov€ay,

eR(e) = —ee™e™ [0,Kpap — OvK pap + Kpac Ky © b — KpacK, ) - (3.24)

Ao substituir a expressao (3.16) na equagao anterior e fazer algumas manipulagoes ma-
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tematicas, obtemos

1
eR(e) = —§8M [ee““eb”(Tm,b + Tyar + Tvap)] + = (Tavy + Thaw + Tyap) O, (ee™e™)

(Taub + Tbau + Tuab)ay(eeaueby)

DO =N =

1
+§8y [eeauebl/(Taub + Tbau + Tuab)} -

1
_Zeea,ueby (Ta,uc + Tca,u + Tyac)(Tc vb + Tb ¢ v + Tl/ ¢ b)

1
+Zee““eb”(Tayc + Toaw + Tae) (T o + Ty € o+ T, ). (3.25)

Logo, fazendo as respectivas contracoes dos indices com as tétradas e utilizando as pro-
priedades de simetria e antissimetria do tensor de Torcao, a expressao anterior pode ser
simplificada da forma

1 1

eR(e) = —ZeTabcTabc — §eTabcT”“"’ + eT"T, + 20,,(eT*")

1
+§(T(wb + Toa + Tyap)Op(ee™e™)

1
—§(wa + Toap + Thap) O, (ee™e™). (3.26)

Para resolver os termos que contém derivada parcial da quantidade ee®e, primeiro
devemos considerar que dita quantidade pode ser chamada de tensor de Densidade ¢
com peso w. Logo, ao calcular a derivada covariante desta densidade ao longo de uma
geodésica obtemos

¢abuu = ayqbabuu + Ol—w )\quab)\l/ + OFV /\ngabu/\ —w 01—\)\ /\V(babuu =0. (327)

Se usamos a equacdo (3.27) para escrever a derivada parcial 9,¢®* em termos dos
simbolos de Christoffel, a expressao (3.26) pode ser reescrita como

1 1
eR(e) = —ZeTabcT“bC - §eTabCTb“C + eT"T, + 20,,(eT*")

1
+§(Tayb + Tyar + Tuab)aﬂ(eea“eb’/)

1
_§<Taub + Tba,u + T,uab)(_ory /\quabu)\ _ 0 T+ )\quab)\u Tw OF)\ /\ugbab,uu). (328)

onde 7% = T*,%. Ao fazer a mundanca de indices j1 +— v e a <— b no quinto termo da
expressao anterior, e aplicando as propriedades de antissimetria, temos

1 1

+ §(Tayb + Tpar + Tyab)ﬁu(ee““eb”) = _§(Taub + Ty + Tyab)au(eeb”e““). (329)
Desta maneira, se subtraimos o termo da expressao anterior ao ultimo termo da equacao

(3.28), obtemos explicitamente a derivada covariante mostrada na equacao (3.27). Portanto,

a contribuicao destes termos no escalar de curvatura eR(e) é nula. Finalmente, a expressao

(3.28) fica da forma

1 1
eR(e) = —e (ZTabCT“bC + 5T Thae T“Ta> +20,,(eT"). (3.30)

28



Por outro lado, como ja conhecemos a forma exata do escalar de curvatura escrito em
termos do tensor de torcao, podemos escrever a densidade Lagrangiana £ do TEGR. Para
isso, primeiro devemos introduzir o tensor 3% definido em [41,42]

yabe _ i(Tabc  Thac _ eaby 4 %(T]ach — 7o), (3.31)
Com o tensor (3.31) podemos escrever a seguinte combinagao quadratica
ST e = ;lTabCTabc + %T“bchac —T°T,. (3.32)
Logo, a equagao (3.30) pode ser reescrita como
eR(e) = —eX™ Ty + 20, (eT"). (3.33)

Para escrever a densidade Lagrangiana podemos desprezar o termo d,(eT*), dado que
ao construir a integral da acao para espacgos-tempo assintoticamente planos, as integrais de
superficie que surgem da intregracao por partes nao alteram as equagcoes. Finalmente, a
densidade Lagrangiana é dada pela expressao [33]

1
L(e) = —keX™ Ty — ~Lar, (3.34)

onde L) representa a densidade Lagrangiana do campo de matéria, e k = /167G ou k =
1/16m quando as unidades naturais sdo consideradas. O passo a seguir, uma vez conhecida
a densidade Lagrangiana é obter as equacgoes de campo a partir da variacao funcional da
equacdo (3.34) em relacdo a tétrada e,
0L(e) = 0,

= 5<—€k2abcTabc) - (SEM,

= —k(0e)XT . — ke(0%) Type — ek X (6T upe) + €T, (3.35)
onde T ¢ definido por 0Ly = eT**de,,. A variagao em relacao a tétrada gerou 4 termos,

os quais devem ser resolvidos separadamente. Consideremos o primeiro termo da equacao
(3.35), onde de = ee?’deys, temos que

— k(6e) 2T e = —kee YT beqs. (3.36)

Ao fazer a seguinte mudanca de indices a — b,b — ¢, ¢ — d e dividindo pela quantidade
dequ, obtemos

de
—keedﬁszdTbcdéeﬂ = —keedﬁEdeTbcd(Sd a(SB‘u,
ap

= —kee™ X T . (3.37)

Agora, consideremos o segundo termo da equacdo (3.35), onde X% vem dado pela ex-
pressao (3.31). Logo, temos que

1 1
_ke(ézabc)Tabc = —ked |:Z(Tabc + Tbac _ Tcab) + 5(TIach . 77abT:c):| Tabca
1 1
= —ke |:Z(6Tabc + 5Tbac - 5Tcab) + 5(77(1067-1b o Uab(STC):| Tabca
1 1
= —ke {ZTabc(dT“bc + 6P — §TP) §Tabc(n“‘36Tb - n“b(STC)} . (3.38)
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Fazendo algumas mudancas de indices e considerando as propriedades de antissimetria
do tensor de torcao, a expressao anterior pode ser reescrita da forma

1 1
—ke ZTabc(éTabc + 5Tbac . 5Tcab) + §Tabc(77acéTb . nab5TC) _ _kezabc(é‘Tabc)’
= —keX®(6T ). (3.39)

Dado que a equagao (3.39) é igual ao terceiro termo da expressao (3.35), estes podem ser
somados, obtendo-se o seguinte resultado

— 2keX (6T ). (3.40)

Logo, para encontrar uma solucao para a equacao anterior, devemos lembrar que o tensor
de torcao pode ser escrito como 15, = 0y€q, — Oy€qy, com o qual é possivel fazer a seguinte
transformacao,

14
Tope = €p''€c " Top (3.41)

Ao substituir a expressao anterior, na equagao (3.40), temos

—2keX (6T we) = —2keX®5(ey e Top),
= —2keX™(dey")e, "Topw — 2keX e, *(Se, NV
—2keX ey e, " (0u0€q, — O,0€a,).- (3.42)

Usando a expressao
oept = —ey 5ed“56d5, (3.43)

a equacao (3.42) pode ser reescrita como

—2keX™¢(—ey ’Bed"(SedB)ec "Topw — 2keX ey (—e, ﬁed”éedg)TaW
—2keX %, Fe,, "(0ubeq — 0y0€q,). (3.44)

Agora, consideremos a derivada
O, (eX%ey e 0ea,) = €S0, (6€ay) + 0€4,0, (X)), (3.45)
a qual é nula na superficie de integracao. Logo, a expressao anterior fica como
eX™ 0, (0eq,) = —0€q,0,(eX ). (3.46)
Substituindo a expressdo anterior na equagao (3.44), obtemos

2keX e, Pe, ”ed"Tawéedﬁ + 2keX%Ce, He, ﬁed”Twyéedﬁ
+2kdeq,0,(eX™) — 2kde,, 0, (eX™). (3.47)

Fazendo primeiro a contracao dos indices com as tétradas na equagao anterior, e depois
a mudanca i — X e a — b, temos

2k62b6yed>\((56dﬂ)Tb)\,, + leZb”\ﬁed”(éedﬁ)TbM
+2k(8ep, ) 0x(eX) — 2k(0ep\) 0, (eXM). (3.48)
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Se dividimos a equacgdo (3.48) por de,,, e fazemos algumas manipulagdes matematicas,
obtemos

— 4k[0)(eX™) — eXPMTy . (3.49)
Finalmente, podemos escrever as equagoes de campo a partir da variagao de L(e) [33]
0 = —kee™ STy g — 4K[O\(eXHY) — eXPM Ty ] 4 eT*
1 1
e = O\ (eX) — e (zWTbA “— Ze“"EdeTbcd) : (3.50)

Apesar de que a densidade Lagrangiana nao é invariante sob uma transformagao SO(3, 1)
arbitraria, as equagoes de campo (3.50) s@o covariantes sob uma transformacao local do grupo

SO(3,1).

A teoria definida pela equagao (3.34) é equivalente a Relatividade Geral de Einstein,
devido ao fato que é possivel demonstrar que o lado direito da equagao (3.50) poder ser
reescrito como

R™(e) — 1e‘””R(e) = ieT““ (3.51)

2 2k
justificando desta maneira o proprio nome da teoria. Essa equivaléncia pode ser visuali-
zada quando analisamos a forma como a Relatividade Geral é descrita. Usualmente, ela é
formulada em termos de um tensor de curvatura diferente de zero, o que a faz uma teoria
essencialmente geométrica, e com o tensor de torcao nulo. Logo, para a teoria do Telepara-
lelismo a cena é oposta, mas absolutamente equivalente. Tem-se a curvatura construida a

partir da conexao de Cartan nula, e a tor¢ao diferente de zero [34].

Por outro lado, reescrevendo a equagao (3.50) obtemos

1 1
O\ (eX) = EeT““ +e (Ewﬂ,A “_ Zewzbchbcd) : (3.52)
Definindo o tensor
1 = (A4S T\ ¢ — ee™ S Te), (3.53)

conhecido como tensor de Momento-Energia Gravitacional [43], a equacdo (3.52) fica da
forma,

Dy(ex) — ﬁe(ta“ 7o, (3.54)

ou ainda,
Dy(ex) — ﬁee“ (P T, (3.55)
Dado que o tensor X% ¢é antissimétrico nos dois ultimos indices , X = —Y%*  gsatisfaz-

se que 9,05(eX*) = 0. Logo, temos que
Oulee \(tM 4+ T)] = 0, (3.56)

a qual pode ser interpretada como uma lei de conservacao local para o tensor de momento-
energia gravitacional t* e o tensor de campos de matéria 7. Usando a expressao (3.56) é
possivel escrever a equagao de Continuidade para o campo gravitacional

d

p d*ree” ,(t% + T%) = — 7{ dS;lee® (" + T")], (3.57)
v

S
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onde as integracoes sao feitas sob um volume V' e uma superficie S que envolve V. Dado que
o tensor t* é o tensor de momento-energia gravitacional, o lado direito da equagao (3.57) é
interpretado como o quadri-vetor de momento-energia total contida em um volume V' e com
componentes P* = (E/c, P),

P = / d*zee ,(t% + T). (3.58)
1%

A expressao anterior é dependente da escolha do referencial dado que é um vetor sob trans-
formagoes de Lorentz. O vetor momento-energia é também invariante sob transformacoes de
coordenadas, permitindo &s mesmas predicoes fisicas em todos os sistemas de coordenadas
usados. Consequentemente, essas caracteristicas estao presentes na teoria da Relatividade
Restrita e nao existe uma boa razao para desistir delas quando lidamos com uma teoria de

gravitacao.

Consideremos agora a definicao do fluxo de Momento-Energia Gravitacional como
P, = 72 dS;(ee® zt'), (3.59)
e do fluxo de Momento-Energia do Campo de Matéria como
P, = ]i dS;(ee® \T7). (3.60)

Desta maneira, usando as duas expressoes anteriores e a equacao (3.58), temos que

dpP®
dt

= (B, + P ,,). (3.61)

Por outro lado, a equacao (3.57) também pode ser escrita em termos do tensor ¥ se
fazemos uso da expressao (3.55) da forma seguinte

dP®

dt

= —4r f{ dS;0,(ex"). (3.62)
S

Se focamos nossa atengao na parte espacial do indice de Lorentz a, a = (i) com i = 1,2, 3,
temos que a equagao anterior fica como [44]

dpP® .
= — & dS. D 3.63
dt %S‘\ ]¢ Y ( )
onde N N
¢ = 4k0, (e D7), (3.64)

Na equacgao (3.63) a derivada do momento com respeito ao tempo representa a forga
agindo sobre o sistema. Portanto, o tensor —¢®7 representa a pressao gravitacional ao longo
da diregao (i) sobre o elemento de drea orientado ao longo da diregdo j. Em coordenadas
cartesianas o indice 7 = 1,2, 3 representa as diregoes z,y e z, respectivamente.
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3.3 Interpretacao do Campo de Tétradas

As invariancias exibidas pela densidade Lagrangiana (3.34), sdo responsdveis pela inter-
pretacao do campo de tétradas como sistemas de referéncia. Desta maneira, a invariancia da
teoria por transformagoes globais SO(3, 1) estabelece que se dois campos de tétradas que sao
solugoes das equacgoes de campo, produzem o mesmo tensor métrico e que nao se relacionam
por nenhuma transformacao global de Lorentz, ditos campos descrevem dois sistemas de re-
feréncia diferentes. Logo, o significado fisico desses objetos é que eles representam sistemas
de referéncia adaptados a observadores ideais de massa nula no espago-tempo.

Cada conjunto de tétradas define uma classe de sistemas de referéncia [45-47]. Se deno-
tamos por z#(s) a linha mundo C' de um observador no espago-tempo, e por u*(s) = dz*/ds
sua velocidade ao longo de C, podemos fazer a identificagao da velocidade do observador
como a componente a = (0) do campo de tétradas e, *. A acelera¢ao do observador é dada

por a = Du*/ds = Deg" = u®V,eo*, onde a derivada covariante é escrita em termos dos
simbolos de Christoffel [48].

Vemos que a tétrada e, * determina a velocidade e a aceleracao, ao longo de uma linha
mundo de um observador adaptado a um sistema de referéncia. Deste ponto de vista, po-
demos concluir que um conjunto de tétradas para o qual e(g) * descreve uma congruéncia de
curvas do tipo tempo, é adaptado a uma classe de observadores. A titulo de comparacao,
devemos lembrar que se e*, — 6%, no limite r — oo, logo e*, é adaptado a observadores
estaticos no infinito espacial.

Podemos generalizar a nocao de aceleracao no espago-tempo por meio da derivada absoluta
da tétrada,
De,*
ds

onde 1, é o tensor de aceleracoes antissimétrico. Seguindo o que é apresentado em [49],
em analogia ao tensor de Faraday podemos identificar ¢,, — (a,€2), onde a é a aceleracao
translacional, )iy = ag), e £ ¢ a frequéncia de rotagao de um sistema de referéncia em
relagao a outro que nao estd em rotacao (transporte de Fermi-Walker [48]).

= Yo e, (3.65)

A equagao (3.65) pode ser invertida, obtendo-se

De, *
%b = ebu ;S =¢ uuAVAea“, (366)

onde a derivada covariante é escrita em termos dos simbolos de Christoffel. Dado que esta
conexao se relaciona com a conexao de spin definida em (3.15) por meio da equagao (3.8), ao
substituir dita conexao na expressao acima, 1, fica como

1
Yoy = §[T(O)ab + Toop — To(0)al, (3.67)
onde 14, pode ser interpretada como a aceleragao inercial ao longo de z#(s) [34]. Entretanto,

o tensor de aceleragao contruido a partir da torgao foi introduzido pela primeira vez em [49],
e posteriormente reescrito por Mashhoon em termos da conexao de Levi-Civita [46].
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Por outro lado, dado um conjunto de tétradas em um espacgo-tempo arbitrario, sua in-
terpretacao geométrica pode ser obtida tanto pela adequada identificacao da velocidade
u" = ce) " do campo de observadores, junto com a orientagao no espaco tridimensional
das componentes e(1) ¥, e@2) ¥, e3)#, ou pelos valores do tensor aceleracao ¥a, = —tpq, 0 qual
caracteriza o estado inercial do referencial. Logo, a condigao ey * = u*/c fixa somente as trés
componentes ey *, e@)*, ey *, devido que a componente ey * ¢ determinada pela condicao
de normalizagao uu"g,, = —c*. Em ambos casos, a fixacao do referencial vai depender da
fixacao de seis componentes do campo de tétradas.
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Capitulo 4

Estrelas de Neutrons e Métodos
Computacionais

4.1 Estrelas de Néutrons

Quando uma estrela massiva, atinge o final da sua etapa evolutiva, seu nucleo fica sem
combustivel para continuar produzindo calor e pressao. As camadas externas da estrela sao
ejetadas para fora para formar um remanescente de supernova, enquanto o coracao da estrela
colapsa sob seu proprio peso dando origem a uma estrela muito densa que poderia abarcar
toda a extensao da ilha de Manhattan e que tem mais massa que o Sol. A estrela resultante é
conhecida como Estrela de Néutrons (ENs) e possui uma estrutura tao complexa que néo se
sabe muito bem o que acontece exatamente depois com os nicleos ultradensos destas estre-
las. Os néutrons persistem ou se descompoem em seus constituintes de quarks? esses quarks
interagem até formar particulas mais exéticas? [50].

Os pesquisadores acreditam que as estrelas de néutrons estao formadas por camadas de
matéria, como se mostra na figura 4.1. Na superficie, uma fina atmosfera composta por
atomos de hidrogeénio, hélio e carbono repousa sobre uma crosta sélida de dtomos mais pe-
sados. Na crosta, o rapido aumento da pressao arranca os elétrons dos ntcleos atomicos.
Mais internamente, no nicleo externo, os nicleos atomicos se dividem em néutrons, protons
e elétrons livres. A imensa pressao esmaga protons e elétrons para formar uma sopa prin-
cipalmente de néutrons que eventualmente sao compactados em até duas vezes a densidade
de um nicleo atomico. Logo, no nicleo interno ainda nao esta claro que forma assume a
matéria [51]. Uma das teorias é que os néutrons podem dominar todo o interior da estrela,
enquanto outra levanta a hipotese que a pressao compacta o material em particulas ou esta-
dos mais exoticos.

Dado que nenhum experimento de laboratorio pode reproduzir as condicoes nos nicleos
das estrelas de néutrons, a Unica opcao para estudar o estado da matéria é através da ob-
servacao das proprias estrelas, fazendo inferéncias do que acontece no interior dos corpos
celestes a partir das propriedades basicas, como a massa e o tamanho. Entretanto, isto nao
é uma tarefa facil j& que somente foram descobertas cerca de duas mil estrelas de néutrons,
mas apenas um punhado delas foi estudado, geralmente monitorando a emissao de raios-X
do gas em torno da estrela.
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ATMOSFERA

Hidrogénio, Hélio, Carbono

CROSTA EXTERIOR
Nucleos atbmicos e elétrons livres

CROSTA INTERIOR
Nucleos atémicos pesados,
elétrons e néutrons livres

NUCLEO EXTERNO

Protons, néutrons e elétrons

NUCLEO INTERNO
Matéria densa desconhecida

Figura 4.1: Pesquisadores acreditam que as estrelas de néutrons estao compostas por ca-
madas. Como se mostra na ilustragao, o estado da matéria no seu nicleo interior ainda é
desconhecido [51].

A existéncia de estrelas densas foi prevista teoricamente na década dos anos trinta pelo
fisico e matemético soviético Lev Landau [52,53]. No seu estudo, Landau mencionou a
possivel existéncia de estrelas densas que se parecem com um nicleo atomico gigante. O
entendimento de Landau de que prétons e elétrons constituem ntcleos atomicos e nao se
aniquilam, fornece uma prova que esta previsao tedrica foi feita inclusive antes da descoberta
do néutron. Embora a sugestao de que as fontes de energia estelar estivessem localizadas
em “nucleos patolégicos” (regidoes de matéria muito densa onde as leis fisicas foram violadas)
fosse conveniente, era ingénua. Além disso ele acreditava que a producao de energia das
estrelas poderia ser atribuida a uma quebra da conservacao da energia na mecanica quantica.
Hoje sabemos que esta tltima conjetura estd errada [54]. Adicionalmente, Landau também
calculou a massa maxima das estrelas anas brancas, de maneira independente e posterior-
mente que Chandrasekhar [55] trazendo contribui¢oes para a teoria deste tipo de estrelas.
Ele apresentou a equacao simples mais importante

3/2
Y (h—) | (4.1)

m2 \ G

relacionando a massa maxima com quatro parametros fisicos: a constante de Planck h, a
velocidade da luz ¢, a constante gravitacional universal GG, e m a massa da matéria. Para
o interior das estrelas anas brancas se tem que m ~ 2m,, com m, a massa do préton, o
qual da o valor bem conhecido My = 1,44M, onde M é a massa do Sol, enquanto Landau
obteve o valor de My ~ 1,5M; (Chandrasekhar originalmente obteve erroneamente o valor
de My =~ 0,95M, dado que assumiu o valor de m = 2,5m,,) [54]. Embora ele nao escrevesse
sobre a presenca de néutrons nas estrelas até quase seis anos depois, ele estava enfrentando
nesta época a questao tedrica do colapso de estrelas de massa maior que M, para densidades
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CALL ME WHEN
SOMETHING EXPLODES
UP THERE. I WANNA
CHECK ON THOSE
FIGGERS.

Cosmic rays are
caused by exploding
stars which burn
with a fire ]

40 100 mfll;:n":'unr
and then shrivel

from /4 million
mile diarmeters
to little spheres
4 m:'fru' thick,
Prof. Fritz Zwick
o Ohguiciet

Figura 4.2: Cartoon publicado no jornal Los Angeles Times no dia 19 de Janeiro do 1934.
Nele se faz referéncia as palavras do fisico suico Fritz Zwicky sobre a previsao da existéncia
das estrelas de néutrons [54].

cada vez mais altas.

No ano de 1932, foi anunciada o descoberta do néutron pelo fisico inglés James Chadwick
[56, 57] apesar desta predi¢ao ter sido feita no ano de 1920 por Ernest Rutherford [58].
Chadwick se inspirou no artigo de Curie e Joliot para fazer seus experimentos [59,60] che-
gando na conclusao de ter identificado a nova particula, inclusive ele conseguiu estimar a
massa do néutron, descobrindo ela estar muito perto da massa do préoton, usando a con-
servacao de energia e momento na Reagao de Nocaute . Este evento permitiu abrir as portas
para formular teorias mais precisas acerca do estado fundamental da matéria e seus consti-
tuintes.

Finalmente, os astronomos Walter Baade e Fritz Zwicky fizeram a primeira predicao ex-
plicita de uma estrela de néutrons [61], na tentativa de explicar a enorme energia liberada
na explosao de supernova. Eles concluiram que as estrelas convencionais acabariam no final
da sua vida como um objeto com um raio muito pequeno e formado por néutrons agrupa-
dos densamente. Na figura 4.2 se mostra um cartoon onde se faz referéncia as palavras de
Zwicky sobre a previsao da existéncia de estrelas densas formadas por néutrons que podem
ser empacotados muito mais préximos do que nicleos e elétrons comuns. Adicionalmente,
eles concluiram que uma estrela de néutrons representaria a confirguracao mais estavel da
matéria, ja que a energia de “empacotamento gravitacional”dos néutrons na estrela pode se
tornar muito grande, e sob certas circunstancias exceder em muitas fragoes o empacotamento
nuclear comum. Somente por meio desse empacotamento eles poderiam entender a liberacao
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de energia em supernovas [62,63]. Apesar de que as teorias e modelos atuais descrevem a
matéria de um jeito bem diferente da concebida naquele momento, a maioria das predigoes
foram acertadas [64].

O seguinte aporte tedrico fundamental no estudo das ENs foi desenvolvido no ano de
1939 em simultéaneo pelos fisicos Richard Tolman [65], Robert Oppenheimer e George Vol-
koff [66]. Em ambos trabalhos fazendo uso da Relatividade Geral, se calcularam as equagoes
de equilibrio hidrostatico para uma estrela com simetria esférica. Estas equagoes sao conhe-
cidas como equagoes TOV e representam as equacoes basicas na constru¢ao dos modelos de
ENs. Eles assumiram que a matéria estava composta por um gas ideal de néutrons livres
em alta densidade. Durante a década dos anos 30, apesar de que ainda nao se incluifam nos
modelos muitas das propriedades da interacao forte da matéria nuclear e das particulas ele-
mentares que hoje se conhecem, diferentes equagoes de estado foram desenvolvidas [64]. Nos
artigos de Harrison, Wakano e Wheeler [67], Cameron [68,69], Ambartsumyan e Saakyan [70],
e Hamada e Salpeter [71] contém discussoes detalhadas sobre a equacao de estado e modelos
de estrelas de néutrons. Posteriormente, na década dos anos 60 as ENs nao tiveram tanto pro-
tagonismo na comunidade astronomica devido as dificuldades na observacao de objetos com
areas tao pequenas e com brilho muito fraco para ser observadas a distancias astronomicas
com telescépios Opticos, e foram caraterizadas mais como objetos téoricos hipotéticos que
como objetos reais [72].

No entanto, a descoberta de fontes césmicas de raios-X nao solares no ano de 1962 [73]
gerou uma grande onda de interesse nas ENs. Um ntimero consideravel de tedricos especulou
independentemente que o telescépio de raios-X estava observando uma estrela de néutrons
jovem e quente, e eles comecaram a calcular febrilmente o processo de resfriamento das ENs.
No ano de 1963, foi identificado o primeiro “objeto quase estelar” (QSO pelas suas siglas
em inglés ou Quasar). O objeto denominado como 3C' 273 tinha um desvio ao vermelho
de dA/X\ = 0,158, o qual era um resultado sem precedentes para uma estrela “normal” [74].
Este descobrimento despertou mais o interesse nas ENs, surgindo a possibilidade de que os
grandes desvios para o vermelho observados das linhas espectrais para os quasares pudessem
ser atribuidos ao desvio para vermelho gravitacional na superficie de um objeto compacto.
Os argumentos mostrando que o maior desvio ao vermelho de um quasar ja excedia o maximo
desvio ao vermelho gravitacional de uma estrela de néutrons estavel, rapidamente dissipou
qualquer conexao entre quasares e estrelas de néutrons isoladas [72].

Em qualquer caso, com a descoberta de fontes de raios-X e dos quasares, dezenas de
téoricos focaram sua atencao nas propriedades de equilibrio das estrelas compactas e no co-
lapso gravitacional das estrelas. Mas, apesar desse crescente esforco, a maioria dos fisicos e
astronomos nao levava muito a sério a possibilidade da existéncia das ENs. Este panorama
mudou repentinamente no ano de 1967, quando foi detectada a primeira ENs pela estudante
Jocelyn Bell, a partir da observagao de ondas de radio [75]. A estudante detectou aciden-
talmente uma fonte de radio fraca e variavel com uma antena que tinha sido construida
com a finalidade de estudar ondas de radio de fontes astronomicas por conta do vento solar.
A periodicidade do sinal resultou ser extremamente constante, o qual gerou inicialmente a
suspeita que poderia se tratar de um sinal de origem artificial, emitido por algum satélite
artificial, ou inclusive se pensou que poderia ser um sinal emitido por tecnologia desenvolvida
por alguma forma de vida extraterrestre. Foi por esta razao que originalmente chamaram
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Figura 4.3: Depois de detectar sinais inesperados no mesmo local no céu, a estudante Jocelyn
Bell observou pulsos individuais da nova fonte no final de 1967 [76].

a fonte como LGM (pela suas siglas em inglés para “Pequeno homem verde”). Finalmente
se entendeu que a fonte, o pulsar, estava localizada além do nosso Sistema Solar e que era
o resultado da oscilagao de uma ENs. No ano de 1968, Gold [77] propos que estas estrelas
eram ENs em rotacao e com campos magnéticos muito fortes, descartando a hipdtese de um
objeto compacto oscilando. Os polos do campo magnético do pulsar, inclinados na direcao
do eixo de rotagao, giram junto com a estrela e a radiacao, apontada na direcao destes polos,
gera o efeito de pulsacao quando o feixe de ondas de radio aponta na direcao da Terra.

No outono de 1968, foram descobertos quase simultaneamente o pulsar da Vela [78] e o
pulsar do Caranguejo [79,80], ambos catalogados como remanescentes de Supernovas e que
forneceram evidéncias da formacao das ENs depois das explosoes de supernovas. A nebulosa
do Caranguejo, por exemplo, é o remanescente da explosao de supernova observada pelos
astronomos chineses em 1054 d.C. Adicionalmente, observacoes no 6ptico e em raios-X de
fontes binarias de raios-X permitem determinar as massas das ENs em alguns desses siste-
mas, tendo A descoberta do primeiro pulsar binario por Hulse e Taylor no ano de 1975 [81]
também oferece uma oportunidade para medir a massa de uma estrela de néutrons. Depois
da década dos anos 70, comecou a chamada época moderna no estudo das ENs, a partir deste
momento se construiram progressivamente os modelos de ENs que vem até nossos dias.

Desde meados dos anos 90 do século passado, foram identificadas algumas outras familias

de ENs, onde a grande variedade depende dos fenomenos de emissao eletromagnética as-
sociados as estrelas: Pulsares Anomalos de raios-r (AXP), Repetidores de raios-y (SGR)
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Figura 4.4: Imagem da EN isolada RX J8566-3754 capturada pelo Telescopio Espacial Hubble
na ordem do éptico [85,86].

e Pulsares Isolados. Na atualidade os Repetidores e os Pulsares Anomalos sao comumente
utilizados para representar Magnetares, ambos associados a presenca de campos magnéticos
superficiais extremamente fortes, By, ~ 10" Gauss. Os SGR sdo emissores de raios-y em
forma de rajadas irregulares e de curta durarao. Enquanto que os AXP emitem pulsos de
raios-X com grande luminosidade e em periodos que tem uma duracao de varios segundos.
Pelo menos uns 30 Magnetares tém sido confirmados [82,83].

Finalmente, as ENs isoladas emitem um espectro térmico centrado nos raios-X suaves,
incluindo uma componente fraca no éptico ou em ultravioleta. Este tipo de estrelas sao
encontradas no centro de algum remanescentes de supernova, apresentando um doble espectro
térmico originado pela presenca do gds quente. Nao existe uma populacao muito grande
de estas ENs, mas temos o conjunto das As 7 magnificas, que sao de grande relevancia e
renomada particularidade [84]. Na imagem 4.4 temos a observagao uma de estas magnificas
estrelas, a EN isolada RX J856.5-3754 realizada em 1997 pelo Telescépio Espacial Hubble [85].

4.1.1 Como as Estrelas de Néutrons sao formadas

As ENs sao criadas depois do colapso gravitacional do nicleo de estrelas massivas, com
massas superiores a 8 massas solares (M), no final da sua vida desencadeando uma explosao
de Supernova tipo II. O resultado é uma estrela com uma massa da ordem de 1,5 My com
um raio de ~ 12 km e com uma energia central n. tao alta quanto 5 até 10 vezes a densidade
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de equilibrio nuclear ng = 0,16 fm =3 de elétrons e prétons encontrados em niicleos em ex-
perimentos de laboratérios. Portanto, as ENs sao umas das formas mais densas de matéria
no Universo observédvel [87-89]. Estas estrelas tém uma temperatura superficial da ordem
de 10°K, onde sua maior emissao térmica estd na ordem dos raios-X. Durante o processo
de colapso da estrela progenitora, a conservacao do momento angular e o fluxo magnético
gera que a ENs adquira velocidades de rotagao muito altas, com periodos desde segundos até
milisegundos, e com campos magnéticos extremamente intensos, desde 10'2 Gauss até 10®
Gauss na sua superficie. Justamente, por estas propriedades é possivel associar as ENs com
os pulsares [90].

Nos niticleos das ENs dominam os néutrons, contudo existem também prétons (e sufici-
entes elétrons e mions para neutralizar a matéria). Em densidades supranucleares podem
aparecer particulas exéticas como bérions [90,91], condensado de mésons (pions ou kaons), ou
mesmo quarks desconfinados. Espera-se que os férmions, seja na forma de hadrons ou quarks
desconfinados, também exibam superfluidez e supercondutividade [92]. Estrelas recém nasci-
das ou protoestrelas de néutrons, sao ricas em 1éptons, principalmente elétrons e~ e neutrinos
do elétron v.. Acredita-se que estes neutrinos desempenhem um papel crucial no mecanismo
de explosao de supernova. Um dos aspectos mais notaveis é que os neutrinos ficam tem-
porariamente presos dentro da estrela durante o colapso. A secao transversal tipica dos
neutrinos é o ~ 107%° c¢m?, resultando em um caminho livre médio A ~ (on)~! ~ 10 cm,
onde o nimero de densidade barionica vai desde n == 2 até 3ng. Este comprimento é muito
menor do que o raio da protoestrela de néutrons, a qual ultrapassa os 20 km. A energia de
ligacao gravitacional liberada no colapso de um estrela progenitora com nicleo semelhante
a uma ana branca é eGM/5R* = 3 x 10% erg (onde G é a constante gravitacional), sendo
este valor 10% da sua energia de massa total Mc?. Logo, a energia cinética do remanes-
cente em expansao estd na ordem de 1 x 10°! até 2 x 10°! erg, e a energia total irradiada
em fotons é ainda mais reduzida em um fator de 100. Quase toda a energia é transportada
por neutrinos e antineutrinos de todos os sabores em proporgoes aproximadamente iguais [92].

A evolucao de protoestrela de néutrons prossegue por varios estagios distintos e com varios
resultados, conforme se mostra na figura 4.5. O colapso do nitcleo se interrompe quando a
densidade do interior atinge ng, isto desencadeia a formacao de uma onda de choque no manto
externo do nucleo. A onda de choque se propaga entre o manto entre 100 a 200 km antes de
parar, tendo perdido energia tanto com os neutrinos e com a dissociagao nuclear do material
que atravessou (estagio 1). Neste ponto, o nicleo tem uma massa M, ~ 0,7 M, cercado
pelo manto de baixa densidade e alta entropia (5 < s < 10). Aparentemente, os neutrinos
do ntcleo, auxiliados talvez pela rotagao, conveccao e os campos magnéticos, eventualmente
ressuscitam a onda de choque, que em segundos acelera expelindo o manto estelar. A pro-
toestrela de néutrons se encolhe rapidamente devido as perdas de pressao pela emissao de
neutrinos e & deleptonizagao (estdgio 2). A fuga dos neutrinos desde o interior acontece em
um tempo de difusdo igual a 7 = 3R?/\c ~ 10 s, onde A representa o livre caminho médio
dos neutrinos. Esta relacao genérica ilustra como a equacao de estado e a composicao, as
quais determinam tanto R como A\, influenciam as escalas temporais de evolucao das estrelas.
A energia de ligacao total, que é principalmente uma funcao da massa estelar e do raio, é
uma das grandezas medidas com mais precisao a partir de observatérios de neutrinos. Os
neutrinos observados na supernova 1987A localizada na Grande Nuvem de Magalhaes con-
firmou esta escala de tempo e a liber¢ao geral de energia [93-95].
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Figura 4.5: Esquema da formacao e evolucao de uma ENs. Se mostram as principais etapas
da evolucao com seus tempos carateristicos ¢, o raio r, a entropia por barion escrita em termos
da constante de Boltzmann, abundancia de léptons Y}, e abundancia de neutrinos Y, [96].

A perda de neutrinos gera uma fase de desleptonizagao do niicleo em um periodo de tempo
de 10-15 s (estagio 3). A difusao de neutrinos de altas energias (200-300 MeV) desde o nicleo
até a superficie, onde eles escapam como neutrinos de baixa energia (10-20 MeV) gera gran-
des quantidades de calor no interior da estrela. A entropia do nucleo se duplica, produzindo
temperatura no intervalo de 30 — 60 MeV, durante este tempo os neutrinos continuam sendo
emitidos desde a superficie efetiva da estrela [96]. Matéria desconhecida e estranha, em forma
de hiperons, um condensado de Bose, ou matéria de quarks, que é comprimida a densidades
extremamente grandes quando os neutrinos estao presos na matéria, pode aparecer no final
da fase de desleptonizacao. A aparicao desta nova matéria, leva a uma diminui¢do na massa
maxima tedrica que a estrela é capaz de suportar.

Algumas protoestrelas de néutrons nao sobrevivem a sua evolugao inicial, colapsando
novamente e dando origem a um buraco negro. Isto, pode acontecer por duas razoes dife-
rentes: i) protoestrelas de néutrons sofrem processos de acregao da massa que foi expelida
pelas ondas de choque. Antes desta acrecao acabar, a massa da estrela ja tem excedido sua
massa maxima, gerando o novo colapso gravitacional do objeto e interrompendo a emissao
de neutrinos. ii) A massa de uma protoestrela de néutrons é maior em relagdo a uma estrela
fria, devido aos léptons e a energia térmica presentes na protoestrela. Esta massa adicional
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estd por baixo da massa maxima das ENs mas ainda é maior de que a massa de uma ENs
estavel, levando ao colapso gravitacional e formando o buraco negro [92].

Assim como as Anas Brancas, as ENs também tem limite inferior e superior para a quan-
tidade de massa. O limite superior é tem uma origem relativistica e o valor é desconhecido,
mas se encontra no intervalo entre 1,44 até 3 M. O limite superior foi calculado com base
na Relatividade de Einstein, no principio da Causalidade e no principio de Le Chatelier [97],
e onde se segue que a velocidade do sonido na matéria densa é menor que a velocidade da
luz. Enquanto o limite inferior, representa a medicao com maior precisao da massa de um
pulsar, 1,4408+0, 0003 M, no pulsar bindrio PSR 1913416 [92,98]. O valor minimo estavel
de massa de uma estrela de néutrons esta cerca de 0,1 M, embora um minimo mais realista
resulte da origem de uma estrela de néutrons em uma supernova. Protoestrelas de néutrons
ricas em léptons nao sao estaveis se suas massas sao menores que 1 M.

Neste ponto, as protoestrelas de néutrons podem ser consideradas como pobres em léptons,
mas ainda esta quente. Se bem a estrela tem um niimero neto de neutrinos igual a zero, pares
de neutrinos de todos os sabores, produzidos termicamente, sao abundantes e dominam a
emissao. A difusao continua de neutrinos comeca a esfriar o interior da estrela, mas energia
média dos neutrinos diminui e o livre caminho livre aumenta. Dado que a secao transversal
o o« A~! aumenta como o quadrado da energia média do neutrino, a condicio A > R é
alcangada em 50 s (estdgio 4). Neste ponto, a estrela comega a ser transparente para os
neutrinos e sua taxa de resfriamento se acelera.

4.1.2 Estrutura Interna e Composicao

Sabemos que as ENs sao o segundo objeto mais denso no Universo, sendo os buracos
negros os primeiros. Logo, em muitos aspectos as ENs podem ser consideradas como nicleos
gigantes com N ~ 10°7. Se considera que estas estrelas estao formadas por 5 regioes, figura
4.1: o nucleo interno e o externo, a crosta interna e a exterior e a atmosfera. A atmosfera
e a crosta exterior, também conhecida como envelope, contém quantidades insignificantes de
massa. A matéria nestas duas regioes esta composta por plasma. A atmosfera tem apenas
1 cm de espessura, mas controla a distribuicao de energia espectral observada. Em uma
aproximacao de ordem zero, essa distribuicao é de corpo negro, mas a composicao e a in-
tensidade do campo magnético na superficie redistribuem a energia. A segunda regiao é o
envelope, a qual atua como isolante térmico. A temperatura efetiva da estrela, depende de
sua composicao: estrelas com um atmosfera hidrogenada parecem mais frias do que aquelas
com atmosferas compostas de elementos mais pesados [92,99].

A seguinte regiao é a crosta interior, e se estende entre 1 a 2 km baixo a superficie. Nesta
regiao se tem densidades com magnitudes entre 10 g/cm? e 4 x 10* g/cm?. Adicionalmente,
esta ¢ uma regiao sélida composta por uma rede de cristais de Coulomb de niicleos atomicos
ricos em néutrons e submersos em um gas uniforme de elétrons. Estes cristais também sao
encontrados no interior das estrelas anas brancas [100]. A medida que a densidade aumenta, e
dado que a energia eletronica de Fermi aumenta rapidamente com a densidade, torna-se ener-
geticamente favoravel para os elétrons serem capturados pelos prétons, gerando a formacao
de cristais de Coulomb de niicleos progressivamente mais ricos em néutrons. A progressao
comeca com nticleos com *°Fe, o nicleo com menor massa por nucléon, e se prevé que termine
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com o ntcleo exdtico e rico em néutrons '8 Kr [101]. O niicleo mais estdvel em uma dada
densidade surge da competicdo entre a energia eletronica de Fermi (a qual favorece niicleos
com Z baixos) e a energia de simetria nuclear (que favorece nicleos com N ~ Z) [102]. Even-
tualmente, a assimetria entre o niimero de néutron-préton torna-se muito grande para que
os nucleos absorvam mais néutrons e este excesso de néutrons forma um vapor de néutrons
diluido, provavelmente superfluido. Isto sinaliza a transi¢ao da crosta para o ntucleo externo.
Com uma densidade de gotejamento de nétrons de cerca de 4 x 10! g/cm?, M8Kr é incapaz de
reter mais neutrons. Para densidades que se aproxima da densidade de saturacao da matéria
nuclear (2,5 x 10 g/cm?), a uniformidade no sistema seré restaurada.

A transicao desde o cristal altamente ordenado para o liquido uniforme é interessante
e complexa. Isto ocorre porque as escalas de distancia na fase cristalina (onde domina a
interagao de Coulomb de longo alcance) e na fase uniforme (onde domina a interagao forte de
curto alcance) se tornam comparaveis. Esta situagao dé origem a um fendémeno caraterizado
pela existéncia de um numero muito grande de configuragoes de baixa energia, impossi-
bilitando a possibilidade de minimizar simultaneamente todas as interacoes elementares no
sistema. Este fenomeno é conhecido como Frustra¢ao de Coulomb [101]. Na medida que essas
escalas de comprimento se tornam comparaveis, a competicao entre as interagaes elementa-
res resulta na formacao de uma mirfade de estruturas complexas radicalmente diferentes em
topologia, mas extremamente préximas em energia. Dado que essas estruturas complexas,
chamadas coletivamente de Pasta nuclear, sao muito proximas em energia, se acredita que a
transicao do cristal altamente ordenado para a fase uniforme deve ocorrer por meio de uma
série de mudancas na dimensionalidade e topologia dessas estruturas.

Finalmente, temos o niicleo que constitui quase o 99% da massa da estrela. A composicao
do nticleo interno é amplamente desconhecida: pode variar de uma extensao do nicleo externo
e ser principalmente nucleonico, ou ser uma mistura de nicleons e matéria estranha em
forma de hiperons, um condensado de Bose ou quarks desconfinados. Em casos extremos, os
nucleons podem dar lugar inteiramente a quarks desconfinados no centro, embora isso pareca
improvavel. Felizmente, os detalhes da composicao nao afetam a estrutura geral da estrela, a
qual é controlada pelas equagoes da estrutura estelar da Relatividade Geral (equagoes TOV)
que como serao apresentadas na préxima segao.

4.1.3 Estrutura global das Estrelas de Néutrons

Aspectos globais das ENs, tais como a relagdo entre a massa e o raio, sao determinados
pelas equacoes de equilibrio hidrostatico. Logo, na Relatividade Geral para um objeto com
simetria esférica estas equagoes sdo conhecidas como equagoes TOV (Tolman- Oppenheimer-
Volkov) [65,66],

dp G (mc* + 4mpr3) (e + p) dm _ Amr’e

dr & r(r—2Gm/) dr 2

(4.2)

onde p é a pressdo, € = pc? é a densidade de energia, e m é a massa gravitacional contida no
interior do raio r. Estas equagoes tém condicoes de contorno: para r = 0, todos os gradientes
radiais e a massa m sao iguais a zero. A pressao p é igual a zero na superficie com r = R
e m = M. Portanto, dada uma equacao de estado (EOS) onde se especifica p(e), determina
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uma Unica curva massa-raio (M — R) [103].

Por outro lado, para temperaturas baixas e para matéria com interacao fraca em equilibrio,
o unico aspecto da EOS que é relevante para a estrutura global das ENs é a relacao entre a
pressao e a densidade de energia. A composicao da matéria, que usualmente é parametrizada
pelo nimero de elétrons por barions Y., é determinada implicitamente em cada densidade
n mediante a minimizacao da densidade de energia ¢, dando como resultado a condicao de

equilibrio-g3,
< de/n

IY.

onde f, [ty € [, sao os potenciais quimicos dos elétrons, prétons e néutrons, respectiva-
mente [104]. Para EOS hadronicas, e,,,f = 0, embora este nao seja o caso para estrelas com
nticleos com matéria pura de quarks estranha (SQM, pelas sua sigla em inglés Strange Quark
Matter) onde a densidade de energia permanece finita. As EOS hadrénicas do tipo p = Kn?
consiste em dois politropos, onde os exponentes vy, = 4/3 e 72 = 3 tem rela¢do com a pressao
de transigao p; = ps/8, onde p, = 2,5 MeV fm—3 é a densidade de saturagao (geralmente
expressada como densidade barionica). Assim, a transi¢do acontece a densidades barionicas
ns/2.

) = e + thp — i = 0, (4.3)

Uma série de conclusoes podem ser extraidas das curvas M — R. Primeiro, é uma con-
sequencia da Relatividade Geral que exista uma massa maxima para qualquer equacao de
estado causal (EOS), a causalidade é a condigao onde a velocidade isotérmica do som /dp/dp
nunca excede a velocidade da luz. Na gravidade Newtoniana, este valor maximo para a massa
nao existe. Segundo, a natureza da equacao de estado dita a inclinacao da curva M — R,
onde isto pode ser concluido a partir da andlise dimensional das equacoes ignorando os
termos relativisticos. No limite newtoniano, as equagoes do equilibrio hidrodinamico sao
dp/dr = —Gpm/r? e dm/dr = 47pr?, onde p = nmy. Logo, se a EOS é dominada por uma
lei politropica p = Kn”, a partir do analise dimensional temos que

M oc KV @) pd=37)/(2-7) (4.4)

Para densidades de subsaturacao, a matéria é dominada pela pressao de degenerescéncia
relativistica de elétrons para a qual v = 4/3: neste caso de pequenas massas temos que
M o R’ entdao a massa se torna independente do raio. No caso que a matéria préxima ou
moderadamente maior do que ng, aplicavel para massas intermedidrias, temos que v ~ 2
e onde R o« M° de modo que o raio se torna independente da massa, mas dependente da
EOS. O que controla o valor do raio é K na lei pressao-densidade. A massa tipica de uma
ENs, 1,4 Mg, é caraterizada por uma energia central entre 2-3p,, onde a densidade média
é quase ps. Isso sugere fortemente que o valor de K para valores muito pertos de ps, esta
fundamentalmente relacionado ao raio tipico de uma ENs. Adicionalmente, isto é de muita
importancia, porque sugere que a determinacao dos raios das ENs esta dentro do ambito dos
estudos tanto da estrutura nuclear como da matéria de néutrons.

Correlagao entre raio-pressao

Lattimer e Prakash [105] descobriram que o raio das ENs estao altamente correlacionados
com a pressao da matéria deste tipo de objetos nas proximidades de ps. A equagao 4.4 prediz
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que a correlacao deve ser da forma R oc |/p, mas devido aos efeitos relativisticos a relagao
fenomenolégea fica como R o< p'/%. Logo, a relacdo pode ser expressada como

Ry = C(n, M)[ps(n)/MeV fm~3]"/4, (4.5)

onde Rj; é o raio de uma estrela com massa M e C' sao coeficientes que dependem da den-
sidade e a massa. Embora C(n, M) se torne mais preciso para densidades mais altas, pg
pode ser expressa de forma relativamente independente em termos de S, e L para n = ng,
duas quantidades que veremos um pouco mais para frente. Em [105] calcularam-se estes
coeficientes para estrelas com massas M = 1,4 Mg, C(ng, 1,4Mg) = 9,30 £ 0,60 km e
C(2ns,1,4M) = 5,72 + 0,25 km. Posteriormente, Lattimer e Lim [106], recalcularam
estes valores usando EOS restringidas para aquelas estrelas que satisfazem M,,,,. > 2Mg
encontrando que C(ng, 1,4My) = 9,22 + 0,49 km com um desvio padrao 20% que o obtido
anteriormente. Para 2ng, eles obtiveram C(ng, 1,4My) = 5,68 0, 14. Embora, estes valores
derivam de um ajuste muito mais refinado quando aplicado a densidades acima da densi-
dade de saturacao, por exemplo 1,5-2n, a pressao da matéria estelar nao pode ser calculada
com preciao usando somente os parametros de simetria .S, e L nessas densidades, portanto a
equacao 4.5 avaliada em ng, também deve ser considerada.

A pressao da matéria das ENs perto do ps é principalmente determinada pela energia de
simetria nuclear. Para densidades por baixo de p,/3, a pressao é principalmente devida aos
elétrons degenerados relativisticos. Para densidades mais altas, os nticleos se dissolvem e a
pressao torna-se cada vez maior devido a interacao com os barions nao-relativisticos. Para
matéria nuclear, com uma fracao de prétons x = 1/2, se tem pressdo barionica igual a zero
para ps. No entanto, a matéria de uma estrela de néutrons com equilibrio-f3 tem x < 1/2: a
energia no minimo com respeito a x resulta da condigao de equilibrio-3, p, — p, = pe [99].
A energia pode ser descrita como uma expansao quadratica em = da seguinte forma

E(n,z) ~ E(n,1/2) + Sa(n)(1 — 27)?, (4.6)

onde o coeficiente de expansao S estd intimamente relacionado & energia de simetria nuclear
definida como S, (n) = E(n,0)— E(n,1/2). Agora, fazendo uma expansao em Série de Taylor
para Ss,

Sa(n) ~ S, + L(n —ng)/(3ns) + ..., (4.7)

onde S, ~ 31 MeV e L ~ 50 Mev, valores extraidos das observacoes astrofisicas e da sis-
tematica nuclear. Na aproximacao quadratica, as propriedades da matéria de néutrons pura
em n, sao facilmente determinadas

E(ns,0) ~ S, + E(ns,1/2) =S, — B, p(ns0) ~ Lng/3, (4.8)

onde B ~ —16 MeV ¢ a energia de ligacao para a matéria simétrica em n,. Para matéria em
equilibrio-3 em ENs, a fracao de protons a ng é pequena

wg ~ (4S,/hc)®(3m*n,) "t ~ 0, 04. (4.9)

A pressao para ng em equilibrio-f em segunda ordem ¢ igual a

Ln, 45,\*4—3S,/L
p(ns, z5) = — [1—(56) 32

(4.10)
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Portanto, o conhecimento de S, e L é suficiente para prever os raios das ENs. Dados
nucleares estao disponiveis para estimar os valores destas quantidades. A maneira mais facil
de ver a conexao com os dados experimentais é usando as massas nucleares e as férmulas
de massa. A base do modelo da Gota Liquida é a férmula de massa de Bethe-Weizsackera,
também conhecida como férmula semi-empirica de massa (SEMF) [107],

E(A,Z) = —BA + a,A*® + ac Z* A3 4+ S, A%, (4.11)

onde a, &~ 18 MeV e ac ~ 0,75 MeV, sao conhecidos como termo de superficie e termo de
Coulomb ou termo eletrostatico, respectivamente, parametros calculados a partir do ajuste
das energias de ligagao, e [ = (N — Z)/(N + Z) ¢ definida com a assimetria nuclear. Myers
e Swiatecki [108] encontraram uma grande melhoria nos ajustes introduzindo o termo de
assimetria de superficie —S,I12A%3. O coeficiente de simetria de superficie é Sy ~ 40 MeV.

Este modelo simples leva a previsao para o nicleo mais estavel, a partir de 9(E/A)/0A =
J(EJA)/OI =0,

2a, — S I? ~ 60 B ac A3
=~ by, - 4(51/ _ SSA71/3) + acA2/3

N ac(l — ])2

~1/8, (4.12)

assim como a predicao para o ponto de estabilidade de 3,

Z ~ é - agA»?
2 8

(S, — S,A"Y3)71/3, (4.13)

E importante destacar que o ajuste para as massas nucleares no modelo de Gota Liquida
restringe os parametros B, ag, ac, S, e Ss. Particularmente, os nicleos assimétricos restrin-
gem os valores de S, e S,. Devido ao fato de haver um fator de A'/3 entre as energias de
simetrias e volume e superficie, estes parametros sao individualmente mal determinados. No
entanto, uma correlagao estreita entre seus valores pode ser encontrada [107]. Analiticamente,
as propriedades desta correlagdo podem ser determinadas [104].

4.1.4 Resfriamento das Estrelas de Néutrons

Logo depois do inicio da transparéncia para os neutrinos, o nticleo continua se esfriando
devido a emissao de neutrinos, mas a crosta exterior da estrela permanece quente e esfria
menos rapidamente. Esta crosta impede a estrela atingir o equilibrio térmico completo, ja
que age com uma manta isolante, e mantém a superficie relativamente quente com uma
temperatura de T' &~ 3 x 10° K por até 100 anos (estdgio 5 na figura 4.5). Esta escala de
tempo é principalmente sensivel ao raio da estrela e a condutividade térmica do manto, como
poder ser observada a partir da relagao aproximada para a difusao 7 = AR?/)\ onde AR ¢é
a espessura da crosta [109]. A temperatura da superficie apds o interior da estrela se tor-
nar isotérmica é determinada pela taxa de emissao de neutrinos desde o nicleo. A estrela
emite fétons continuamente, predominantemente em raios-X, com uma temperatura efetiva
Te.rs que rastreia a temperatura interna, mas que ¢ menor por um fator de ~100. A energia
perdida pelos fotons emitidos, é inundada pela emissao de neutrinos desde o interior até a
estrela tenha cerca de 3 x 10° anos de idade (estdgio 6 na figura 4.5).

O tempo total que permanece visivel para os observadores terrestres ainda nao é co-
nhecido, mas ha duas possibilidades do cendrio: resfriamento padrao e aprimoramento. As
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reacoes dominantes de resfriamento de neutrinos sao do tipo geral, conhecidas como proces-
sos URCA!, onde as particulas excitadas termicamente sofrem alternadamente decaimentos
beta e beta inverso. Cada reagao produz um neutrino ou antineutrino, antes de continuar
perdendo energia térmica [111].

O processo mais eficiente de URCA é o processo direto envolvendo nicleons,
n—pte +1i, p—on+te + .. (4.14)

O processo direto de URCA envolvendo hiperons, condensado de Bose e quarks também
é possivel. Em termos gerais, a taxa para o URCA direto é proporcional a 7% e é tao grande
que as temperaturas na superficie desabam para apenas algumas vezes 10° K, o que dificulta
a observagao em raio-X, exceto para estrelas muito proximas. Por outro lado, este processo é
permitido somente se a energia e 0 momento podem ser conservados simultaneamente. Para
isso, é preciso que a razao préton-néutron exceda 1/8, ou a fragdo de prétons seja z > 1/9,
que estd muito acima do valor encontrado na matéria das ENs no em torno de nyg. Em uma
mistura de néutrons, protons e elétrons, a fracao de prétons x em equilibrio-g satisfaz a
relagao [112]
x 22 0.048[S,(n)/S, (no)]* (no/n) (1 — 22)?, (4.15)

onde se tem que S, = 30 MeV, tipicamente. Como geralmente x aumenta com a densidade,
o processo direto de URCA ainda pode ocorrer acima de algum limite de densidade. Porém,
caso o processo direto nao seja possivel, o resfriamento dos neutrinos deve ocorrer pelo
processo de URCA modificado, o qual inclui nucleons,

n+ (n,p) > p+(n,p)+e +w, p+(n,p)—=n+(np +et+r, (4.16)

onde o nucleon adicional (n,p) ajuda na conservagao do momento. O processo URCA mo-
dificado reduz por um fator de (T'/p,)? < 107* até 107> comparado com o processo URCA
direto, assim o resfriamento da ENs é correspondentemente mais lento. O cénario de resfri-
amento padrao assume que os processos diretos de URCA nao podem ocorrer e prevé que
as ENs devem permanecer observaveis por emissao térmica desde a superficie por até alguns
milhoes de anos [92]. Saber se o processo direto de URCA ocorre ou nao em ENs é de fun-
damental importancia. A dependéncia da densidade com a funcao de energia de simetria
S, determina os valores de x, equacao 4.15, e o limiar da densidade em que ocorre o pro-
cesso nucleonico direto de URCA. Também desempenha um papel essencial na determinacao
das densidades limiares de outras particulas, como hiperons, pions, kaons, ou quarks, cujas
existéncias desencadeiam outros processos diretos de URCA. Se a densidade central da es-
trela estd por baixo do limiar do processo de URCA, o resfriamento aprimorado nao pode
ocorrer. Novamente a quantidade S,(n) desempenha um papel crucial para as ENs, apesar
de sua incerteza inerente significar que nao é possivel saber se processos diretos de URCA
podem acontecer nas ENs.

Adicionalmente, existem duas questoes que afetam os processos de resfriamento das ENs:
a superfluidez [112,113] e a composigao da Crosta Exterior ou envelope [114]. A superfluidez
extingue o resfriamento desde o processo direto de URCA. Neste caso, quando a temperatura

10 termo “URCA”foi tirado de um casino muito glamouroso, mas agora extinto, no Rio de Janeiro onde
os jogadores perdiam dinheiro continuamente [110].
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central cai por baixo da temperatura critica do superfluido, o resfriamento rapido é encerrado.
No caso de um superfluido, o resfriamento do nticleo e portanto, a temperatura da superficie
estara entre aqueles valores previstos pelos modelos de resfriamento padrao e rapido. A
emissao de neutrinos continua dominando até que a estrela tenha aproximadamente 1 milhao
de anos, quando o resfriamento pelos fotons da superficie comeca a dominar. A menos que
o interior esfrie muito mais rapidamente, as emissoes de raios-X das estrelas permanecem
relativamente altas até a época de resfriamento pelos fétons [96]. Foi sugerido que vérias
ENs tém emissoes térmicas observaveis em raios-X. Além disso, a estrela de neéutrons RX
J185635-3754, que é a ENs mais proxima conhecida localizada a uma distancia de aproxi-
madamente 60 pc, tem UV detectavel e emissoes térmicas Opticas também. Esses objetos
representam a melhor chance para medir o raio de uma ENs, especialmente se o desvio para
o vermelho das linhas espectrais puder ser determinado.

A composicao da Crosta exterior também desempenha um papel nas temperaturas inferi-
das na superficie. Embora seja comumente assumido que o envelope é dominado por nicleos
de pico de ferro, pode nao ser o caso. Os elementos leves (H ou He) tém opacidades menores
de fétons, aumentando desse jeito a emissao de fétons na superficie. As ENs parecem mais
quentes com crostas externas de elementos mais leves durante seus primeiros 100000 anos de
resfriamento, mas eventualmente a situacao se inverte [115].

As ENs sao laboratorios perfeitos para o estudo da matéria densa e a fisica gravitacio-
nal. Observagoes de ENs de fontes como pulsares de radio, sistemas binarios de baixa massa
com emissao de rajadas de raios-X e ENs com emissao térmica, estao estabelecendo limites
para as massas das estrelas de néutrons, raios, taxas de rotacao, temperaturas e idades. As
medicoes de massa restringem a equacao de estado para as densidades mais altas e estabele-
cem limites firmes para a densidade mais alta possivel de matéria fria. As medicoes de raios
restringem a equacao de estado na vizinhanga da densidade de saturacao nuclear e fornecem
informacoes sobre a dependéncia da densidade da energia de simetria nuclear. Experimentos
de laboratorio e estudos tedéricos de matéria neutronica pura estao em notavel acordo com os
limites observacionais [99]. Consequentemente, estas estrelas sao perfeitas candidatas para
testar as novas predigoes da teoria da gravidade em conjunto com ferramentas computacio-
nais desenvolvidas especialmente para modelar sistemas astrofisicos complexos. Uma destas
ferramentas é o cédigo para Estrelas de Néutrons em Rotagao Répida ou RNS (pelas suas
siglas em inglés), o qual serd explicado na préxima segao.

4.2 Cbdigo RNS

O cédigo RNS (Rapidly Rotating Neutron Stars) é um programa computacional que
constréi modelos de estrelas compactas, relativisticas e que giram rapidamente, usando
equacoes de estado tabuladas fornecidas pelos usuarios. O codigo foi desenvolvido por Ni-
kolaus Stergioulas [116] baseando-se no método KEH [117] com posteriores modificagoes
introduzidas por Cook, Shapiro e Teukolsky [118]. O programa simula modelos individu-
ais, assim como sequéncias que incorporam modelos de massas fixas, massas em repouso,
velocidade angular e momento angular. Adicionalmente, todos os modelos assumem rotagao
uniforme. O RNS estd disponivel publicamente no link https://cgca.uwm.edu/index.html,
onde também é possivel encontrar a documentagao do codigo e uma lista de publicagoes feitas
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usando o programa.

Por outro lado, o c4digo usa uma grade uniforme 2-dimensional das varidveis s = r/(r+r.)
e u = cos@, onde r, é a coordenadas radial no equador. A origem estd em s = 0, o equador
para s = 0.5 e o infinito em s = 1. O plano equatorial é quanto temos # = 7/2, enquanto
o polo ¢ definido para ¢ = 0. Se usamos SDIV pontos na s-direcao e M DIV pontos na
p-direcao, a posicao na grade pode ser obtida usando as seguintes expressoes

, 1—i

il = (3rv=T) (118)

O tamanho padrao da grade é igual a M DIV x SDIV = 65 x 129. Esta configuragao
pode ser mudada editando o arquivo Makefile,

#STANDARD
SIZE = -DMDIV= 65 -DSDIV= 129

A funcao make grid é chamada no inicio do cédigo para configurar a grade nimerica. A
grade numerica é construida da forma seguinte

/*******************************************************************/

/* Create computational grid */
/* Points in the mu-direction are stored in the array muli]. */
/* Points in the s-direction are stored in the array s_gplj]. */

/K oKk ok ok sk sk ok ok sk ok ok sk K ok ok sk ok ok K ok ok ok K ok ok K 3k ok sk K ok ok K ok ok K ok ok ok ok ok sk s ok ok K ok ok ok ok ok sk ok kK ok ok kR ok ok /

void make grid(double s_gp[SDIV+1],
double mu[MDIV+1])

int m, s; /* counters */
for(s=1;s<=SDIV;s++)
s_gpls] = SMAX*(s-1.0)/(SDIV-1.0);

/* s_gpll] = 0.0 corresponds to the center of the star
s_gp[SDIV] = SMAX corresponds to infinity */

/* SMAX is defined in the file consts.h */

for(m=1;m<=MDIV;m++)
mu[m] = (m-1.0)/(MDIV-1.0);

/* mu[1] = 0.0 corresponds to the plane of the equator
mu[MDIV] = 1.0 corresponds to the axis of symmetry */
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/* s_gpl[0] and mu[0] are not used by the program */
}

4.2.1 Compilando o cédigo

O cédigo RNS estd escrito na linguagem de programacao ANSI C e contém um codigo
fonte contido em um arquivo Unix nomeado como Makefile. Antes de compilar pela primeira
vez o arquivo Makefile, é recomendado verificar se o codico esta usando o compilador certo
(o padrao é -cc), as flags corretas para escolher a opgao da plataforma ANSI C (o padrao é
-stdl) e a optimizacao, dado que o padrao é -0. Se todas estas condigbes nao sdo cumpridas,
o arquivo Makefile deve ser modificado. Logo disto, quando o arquivo estd certo, devemos
fazer make para obter o executdvel kepler.

4.2.2 Equacoes de Estado

O programa precisa como dados de entrada ou input para executar a rotina uma equagao
de estado (EOS) tabulada e com temperatura zero. Dentro do cddigo existe um arquivo
contendo as EOS, onde sao especificadas as quantidades densidade de energia (em g/cm?), a
pressao (em dynes/cm?), a entalpia (em cm?/s?) e a densidade de niimeros de bérions (em
em™3). Logo, a entalpia vem definida como

[P Edp
H(p)_/o [CED) (4.19)

onde € é a densidade de energia, p a pressao e ¢ a velocidade da luz. O nimero de pontos
deve ser limitado a 200. A fungdo load_eos é chamada no inicio do cédigo para carregar o
arquivo da equacao de estado especificado. O arquivo das EOS deve ser especificado fazendo
uso da seguinte linha de comandos

./kepler -f nome do arquivo.

O programa “HnG.c”¢é incluido e converterd o arquivo da EOS o qual estd na forma
pressao vs densidade de energia para a forma requerida pelo RNS. Por outro lado, o RNS
também pode calcular estrelas politropicas, onde a equacao de estado politropica vem dada

pela expressao
p=EKp"™" (4.20)

onde p é a pressao, py ¢ a densidade de massa barionica, K é a constante politropica e n

é o indice politrépico. O programa usa as unidades adimensionais descritas em [118]. Para

especificar um politropo com o indice n, devemos usar a seguinte linha de comandos
./kepler -q poly -N indice.

O arquivo desde onde sao carregas as EOS tem a seguinte estrutura

/KoK sk ok ok sk sk ok ok sk ok ok ok K ok ok ok ok ok K ok ok sk ok ok K 3 ok ok K ok ok K 3 ok ok K ok ok ok K ok ok 3 ok ok K ok ok sk ok ok ok sk Kk ok ok sk ok ok ok ok /
/* Load EOS file. x/
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/KKK o ok ok Kok ok oK ok ok ok K ok KoK Kok oK K ok K oK Kok K ok K ok K ok ok ok Kok K Kok oK Kok ok Kok ok ok ok ok ok ok ok K/
void load_eos( char eos_filel],

double log e _tab[201],

double log p-tab[201],

double log h tab[201],

double log n0_tab[201],

int *n_tab)

int 1i; /* counter */
double p, /* pressure */

rho, /* density */

h, /* enthalpy */

no; /* number density */
FILE *f _eos; /* pointer to eos file */

/* OPEN FILE TO READ */

if ((f _eos=fopen(eos_file, "r")) == NULL ) {
printf ("cannot open file: Ys\n",eos file);
exit (0);

}

/* READ NUMBER OF TABULATED POINTS */
fscanf (f_eos, "%d\n",n _tab) ;
/* READ EOS, H, NO AND MAKE THEM DIMENSIONLESS x/

for(i=1;i<=(*n_tab);i++) {
fscanf (f_eos, "%1f %1f %1f %1f\n",&rho,&p,&h,&n0) ;
log_e tab[i]=1ogl0(rho*C*C*KSCALE) ; /* multiply by C"2 to get */
log_p-tab[i]=1ogl0(p*KSCALE) ; /* energy density. */
log h tab[i]l=1ogl10(h/(C*C));
log n0_tab[i]=1og10(n0);

4.2.3 Parametros especificos do modelo e outras opgoes

O RNS possui muitas opgoes que permitem ao usuario especificar os parametros do modelo
assim como escolher o formato do output. Desta maneira, o modelo a usar é definido ao
especificar dois parametros: um deles sempre deve ser a densidade de energia central, e o
outro pode ser a massa, a massa em repouso, a velocidade angular, o momento angular, ou
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a proporgao entre a coordenada raio polar e a coordenada raio equatorial. Por outro lado,
para especificar os parametros anteriores devemos usar as seguintes flags,

e —e Densidade de energia central (g/cm?)
e -r Razao entre os eixos
e -m Massa em My (Mg unidades de massa solar)

e -z Massa em repouso em M,

-0 Velocidade Angular em 10%s~!
e -j Momento Angular in GM2 /c

O cédigo vem escrito de maneira de construir diretamente um modelo quando especifica-
mos a razao entre os eixos. Entretanto, ao especificar um parametro diferente, por exemplo,
a massa, o codigo constroi pelo menos mais de dez modelos variando a razao entre os eixos,
até ele encontrar um modelo para o qual o parametro escolhido esta entre a toleancia dos
valores especificados. A tolerancia padrao ou erro relativo é igual a 107%, e pode ser mudada
usando a seguinte flag,

-b tolerancia.

A menor erro ou tolerancia, mais modelos serao construidos. Por outro lado, um modelo
é construido resolvendo iterativamente as equacoes de campo e a equacao de equilibrio hi-
drostatico, até que a coordenada raio equatorial mude por menos do que a precisao relativa
especificada. Logo, a precisao padrao é igual a 1075, e pode ser mudada com a seguinte linha
de comandos

-d 0.

A convergéncia é monitorada imprimindo na tela a diferenca relativa na coordenada raio
equatorial de uma iteraccao com a préxima. Esta acao pode ser suprimida usando a seguinte
flag

-a tolerancia.

Em casos raros, tal como acontece quando temos um modelo instavel com uma equagao
de estado muito rigida, a interacao pode nao convergir. Por conseguinte, estes casos podem
ser corrigidos usando o fator de relaxamento na iteracao. O fator de 0.8, geralmente ajuda
a iteracao convergir, dado que o padrao ¢ igual a 1.0 e representa nao relaxamento. Para
especificar este fator, usamos a linha

-c Fator de relaxamento.
Existem ocasioes onde os parametros anteriores nao sao suficientes para fazer o programa

compilar. Nestes casos, precisamos especificar para o codigo algumas rotinas para serem
realizadas.
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4.2.4 Rotinas

O RNS pode realizar 8 diferentes rotinas, as quais requerem comandos especificos para
cada uma delas. Desta maneira, temos que

e -t model Computa um modelo com densidade de energia central fixa €. e razao entre
os eixos. Precisa de -e e -r

e -t gmass Computa um modelo com densidade de energia central fixa €. e Massa Gra-
vitacional. Precisa de -e e -m

e -t rmass Computa um modelo com densidade de energia central fixa €. e Massa Re-
pouso. Precisa de -e e -z

e -t omega Computa um modelo com densidade de energia central fixa €. e Velocidade
Angular. Precisa de -e e -o

e -t jmoment Computa um modelo com densidade de energia central fixa e. e Momento
Angular. Precisa de -e e —j

e -t static Para uma €. dada, computa o modelo sem rotacao. Precisa de -e

e -t kepler Para uma €. dada, computa o modelo com velocidade angular de Kepler.
A precisao relativa padrao é 107 e pode ser modificada usando -b tolerdncia. Precisa
de -e

e -t test Computa o modelo de prova.

Finalmente, é possivel saber se o cédigo fonte compilou corretamente, podemos compilar
o modelo de prova

kepler -f eosC -t test

e comparar o output como o arquivo test.out. Adicionalmente, o programa possui um ar-
quivo, chamado de examples.test, contendo exemplos especificos usando as rotinas descritas
anteriormente.

4.2.5 Sequéncias

O RNS nos permite gerar uma sequéncias de modelos a partir de dois parametros fixados.
Para isto, devemos especificar o intervalo de densidades de energia central e o nimero de
modelos desejados, da seguinte maneira

-e lelb5 -1 3eld -n 10
onde obteremos uma sequéncia de dez modelos entre o intervalo 10 e 3x 10°gr/em? de den-

sidades de energia central. Os modelos gerados estao espagados igualmente pela quantidade
log €.
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4.2.6 Output

O codigo fornece como dados de saida ou output 17 quantidades fisicas depois da com-
pilacao bem sucedida de um modelo. Logo, estas quantidades sao

e ¢. Densidade de Energia Central

e M Massa Gravitacional

e My Massa em repouso

e 2. Raio no equador

e () Velocidade Angular

e (2, Velocidade Angular da particula em uma orbita circular no equador
e T'/W Energia Rotacional/ Energia Gravitacional

e ¢J/GMZ Momento Angular

e [ Momento de Inercia (exceto para modelos nao rotantes)

e &, Momento de Quadripolo

e h, Altura desde a superficie da ultima orbita circular estdvel no plano equatorial
e h_ Altura desde a superficie da tltima orbita

e Z, Desvio ao vermelho polar

e 7, Desvio ao vermelho equatorial para tras

e 7 Desvio ao vermelho equatorial para a frente

e w./Q Razao entre o valor central dos potenciais w e 2

e 7. Coordenada raio equatorial

e 1,/r. Razdo entre os eixos (polar e equatorial)

O programa usa as seguintes constantes fisicas: ¢ = 2.9929 x 10%cm /s, G = 6.6732 x
10~ 8gem3s?, mp = 1.66 x 107*g, e My = 1.987 x 10%3g. Por outro lado, as coordenadas do
espago-tempo estacionario e com simetria axial usadas para modelar estrelas compactas sao
definidas a partir da métrica seguinte

ds* = —e"TPdt? + e**(dr? + r2df*) + e Pr? sin® 0(dp — wdt)?, (4.21)

onde os potencias v, p,a e w sao fungoes somente das variaveis r e #. Adicionalmente, a
matéria dentro das estrelas de néutrons é aproximada por um fluido perfeito.

O usudrio especifica o valor da densidade de energia central da estrela no nicleo, assim
o coédigo deve calcular os valores da pressao e da entalpia no centro da estrela. Isto é feito
chamando a funcao make _center (). Antes de calcular os coeficientes métricos de uma ENs em
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rotacao, primeiro devemos calcular a forma de uma ENs. Logo, a estrela esférica sera usada
como uma primeira aproximagao para a estrela em rotagao. A funcao sphere() é chamada
pelo cédigo para calcular a métrica de uma estrela esférica. A funcgao recebe informagoes
sobre a equagao de estado e os valores da densidade de energia, a pressao e a entalpia no
nucleo e na superficie da estrela, para calcular os valores da coordenada radial r assim como
os potencias métricos v, p, @ e w.

4.2.7 Integrando uma estrela giratoria

Uma vez que a métrica da estrela esférica foi calculada, o cédigo esta pronto para solver
as equacgoes de campo de Einstein para uma ENs em rotacao. Entretanto antes de fazer isso,
é preciso escolher um valor da propocao entre o raio polar da estrela e o raio equatorial. Esta
proporcao é denotada como

r_ratio

Normalmente, é necessario tentar varios valores da proporc¢ao antes que o valor desejado
para as quantidades como a velocidade angular, a massa, etc, sejam encontrados. Depois de
definir o valor da proporgao, deve-se chamar a fun¢ao spin(). O programa também pode
calcular vérias quantidades em equilibrio, tais como a massa gravitacional da estrela, a massa
barionica, o momento angular, o raio. Isso é efeito usando a funcao mass_radius().
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Capitulo 5

Pressao Gravitacional

Estrelas relativisticas rotativas sao de interesse fundamental na fisica e tém sido estuda-
das extensivamente nos tltimos anos, tanto tedrica quanto observacionalmente, por serem
consideradas os laboratorios apropriados para o estudo da matéria densa, ja que elas contém
altas densidades de méteria fria do universo. Existem varios cédigos numéricos independen-
tes para obter modelos precisos de estrelas de néutrons rotativas usando relatividade geral,
incluindo o RNS que usaremos nesta secao.

Por outro lado, dado que o TERG permite a defini¢ao de quantidades de grande interesse
fisico, como a energia, momento angular e pressao radial gravitacionais, na Relatividade
Geral ditas quantidades ainda estao em desenvolvimento, abordaremos o estudo das estrelas
de néutrons frias e uniformemente rotativas na formulacao teleparalela.

5.1 Pressao Radial p(r)

Para o problema do calculo da pressao radial gravitacional na direcao do raio r, devemos
considerar na equagao (3.64) somente o indice j com valor igual 1, dado que esse indice repre-
senta a parte espacial das coordenadas do espago curvo, o qual esta escrito em coordenadas
esféricas. Portanto, j = 1 representa a direcao radial.

Por outro lado, o indice i da equagao (3.64) representa a parte espacial das coordenadas
do espaco plano tangente, que vem escrito em coordenadas cartesianas. Logo, para calcular a
pressao radial devemos fazer uma transformacao de coordenadas, destas coordenadas planas
para suas equivalentes no espago curvo. Por conseguinte, em coordenadas esféricas temos
que a pressao radial gravitacional —¢("! projetada na direcao radial, pode ser definida como

— Pt = — [sin 6 cos gbgb(l)l + sin 0 sin pp@! + cos Hgb(g)l]. (5.1)

Logo, usando a equagao anterior e a equagao (3.63), podemos definir a pressao radial p(r)
como

p(r) = /0 N d¢ /0 " do(—gn). (5.2)

Para resolver a integral da expressao anterior, primeiro devemos estabelecer nosso espaco-
tempo, o qual estd definido para um observador estacionario. Desta maneira, o campo de
tétradas mais geral para um observador estacionario pode ser escrito da forma seguinte
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Vo sinfcos¢ /gazcosfcosg —(sin OV) / /=900
et | Vousinfcosg (/g cosfsing  (cos *V'0) /v/=J00
g /911 cos 0 —/Ga2 sin 6 0 0

0 0 —930/v/— oo v —goo

onde as coordenadas estao representadas como [0,1,2,3] = [¢,r,0, ¢] e onde estabelecemos
que a métrica g seja uma fungdo somente das coordenadas r e 0, com g = g(r,0) e onde
temos que § = —g33g00 + g35- Por outro lado, para encontrar o valor da pressao radial p(r),
devemos calcular a forma exata de cada um dos ¢, ¢ e ¢3! fazendo uso da equacio
(3.64) com v = 0,1,2,3. Por conseguinte, expandindo o indice v e lembrando que a métrica
nao depende das variaveis t e ¢, temos que

Pt = 4k[0 (e 4 Oy (ex 1)),

0
01, (5.3)

(5.4)
4&[81(62(2)11)‘1‘82(62(2)12)]7 (5.5)
¢(3)1 _ 4/{[81(62(3)11)+32(€Z(3)12)]. (5.6)

Desta maneira, usando as expressoes anteriores podemos reescrever a equacao (5.1) da
forma seguinte

<
~
®
K
=
I

—¢M = —4x{sinf cos ¢[0, (VM) + Dy (exV12)]}
—4k{sin @ sin ¢[O) (eXPM) 4 9y (eXP12)]}
—4r{cos 00, (eXBM) + 9y (exP12)]}. (5.7)

Agora, dado que j& conhecemos a expressao para —@™! devemos calcular o valor dos
tensores Y. Para isso, usamos um coédigo muito simples desenvolvido em Maple, obtendo as
seguintes expressoes

exWL — (5.8)

1 cos . .
en 12 —Zg—jé[ag(ggg)\/gll sin € goo + 02(g00)+/g11 5in 0 gs3
V911922

—202(g30)v/911 sin 0gso — 01(g33) /G2 cos Bgoo

-0 (900)\/ g22 cos 0gss + 20, (930)\/ ga22 COS 9930]> (5-9)
e — 0, (5.10)
@12 1 sing . 0
e = [02(g33)+/g11 Sin 0goo + 02(goo) /911 sin Ogss

_1 V119220
—20, (930) Vv 911 sin 0gsy — O (933) \/ g22 COS 8900

—01(go0) /922 €08 0g33 + 201 (g30)+/G22 cos 0gso], (5.11)
ex® =, (5.12)
1 )
eX®? = — —— [900 sin 00, (933)\/922 + goo cos 00, (933)\/ g11

V9119220
+g33 sin 001 (goo)r/922 + 933 cos 002(goo) /911
—2g30 8in 001 (g30)v/922 — 2930 c0s 002(g30)/g11
+2v/=goog119226]- (5.13)
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Finalmente, usando as equacgoes anteriores podemos escrever a expressao analitica para
#"' como segue

— ¢ = —4k[sin @ cos ¢ Dy (eXM?) + sin Osin ¢ Dy (eXP1?) + cos 0§ Dy (eX P12, (5.14)

onde as derivadas com respeito a coordenada 6 podem ser escritas como se mostra no Apéndice
A.

Por outro lado, para modelar estrelas compactas e que giram com uma velocidade an-
gular arbitraria usamos o cdédigo RNS onde as coordenadas do espaco-tempo estacionario e
simétrico sao definidas através da seguinte métrica

d82 = goo(’l“, Q)dtQ + 911(’/“, 9)(17”2 + 911(7‘, 9)d92 + 933(’/“, 9)d¢2 + 2930(7‘, 9)d¢dt, (515)

onde os potenciais v, p, @ e w sao fungoes somente das coordenadas r e 6. Desta maneira,
temos que as componentes da métrica vem escritas como

goo(r,0) = —etP — e Pr?w?sin® 6 (5.16)
gu(r,0) = * (5.17)
gaa(r,0) = r?e* (5.18)
g33(r,0) = € Pr?sin? 6, (5.19)
g30(r,0) = —wr?e’ ’sin?é, (5.20)

onde p, 7y, @ e w dependem exclusivamente das variaveis r e . A funcao 1/2(y+p) é a genera-
lizagao relativistica do potencial gravitacional newtoniano, logo o fator de dilatacao temporal
entre um observador que se movimenta com uma velocidade angular w e um observador no
infinito é el/2(@+0) 1 importante destacar que r nao é a coordenada radial de Schwarzschild 7.
No limite de simetria esférica, r corresponde com a coordenada isotropica de Schwarzschild.
O potencial métrico w é a velocidade angular em torno do eixo de simetria dos observadores
com momento angular zero e é responsavel pelo efeito Lense-Thirring. O quarto potencial
métrico «, especifica a geometria das duas superficies com t e ¢ constantes. Por outro lado,
sabemos que o cédigo RNS usa a coordenada compacta s, a qual esta relacionada com a
coordenada radial r da forma seguinte

,
= 5.21
ST (5.21)

onde r, é o valor de r no equador da estrela. Logo, a definicao de s que s = 0,5 quando
r=r.es=1quando r — oo. Adicionalmente, temos a varidavel angular u definida como

= cosb, (5.22)
a partir da qual se pode escrever a expressao
sinf = /1 — p2. (5.23)

Lembrando que a métrica g é uma funcao das coordenadas r e 0, g = g(r,6), e estas
coordenadas dependem dos componentes métricos. Entao, as componentes da métrica podem
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ser reescritas como

2
i) =~ - () e, (5.24)
—5
g1 (r,0) = e, (5.25)
2
goa(r,0) = r? (1i$) >, (5.26)
s \2
933(7“,9) = 677’)7"3 (1—) (1—,“2)7 (5-27>
— s
2
g30(r,0) = —we”“’r? (18 ) (1—u2), (5.28)
— 5

Logo, vamos ter que as derivadas parciais com respeito a essas variaveis ficam da forma
seguinte

dg(r,0) (1-— 3)2@

Tor re 0s’ (5:29)
dg(r,0) 509
= Ty (5.30)

Desta maneira, usando as expressdes anteriores e as equagoes (5.16)-(5.20), podemos
calcular as derivadas das componentes da métrica g(r, 0),

+2w$2(89_c:+2w2 (1;)} , (5.31)
i) — i (G ) (1) e

5913(;"79) _ 262&%%’ (5.33)

0911@(97’,9) _ oo M262ag_z7 (5.34)

89226(:, 0 _ o, 62 {82(3_‘;‘ i (1i8>} 7 (5.35)

89228(97“,9) — 21— 22 <1_:9)2‘3_Z, (5.36)
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Componentes métricos

Figura 5.1: Componentes Métricos para o caso quando u = 0 de uma estrela com equacao
de estado EOSA [120] e energia central €./c® = 10g/cm3.

0933 (73 7 )

or

8933(7*, 9)

00

8930(7“, ‘9)

or

0930 (7“, 0 )

06

oG] e
—re(1— p?)e™" [szg—i + 2w (1 - S) +ws? (% - %)} . (5.39)
VT2 (1_> 20— 2

v (G- 5 ) a-) (5.40)

0s O0s

As derivadas segundas assim como as derivadas cruzadas se mostraram no Apéndice A.
Na figura 5.1 se mostra um exemplo ilustrativo da saida do cédigo. Usando as equagoes
(5.16) até (5.20) calculamos numericamente os componentes métricos de uma estrela com
energia central €./c? = 10%g/ecm? e com equagao de estado extraida de [120], onde EOSA é
a sigla para matéria densa de néutrons (dense neutron matter). E importante destacar que
as componentes da métrica mostradas na figura recuperam o espago-tempo de Minkowski em
coordenadas esféricas no infinito.

Logo, usando a equagao (5.2) calculamos a pressao radial gravitacional p(r) para estrelas
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Figura 5.2: Distribucao espacial da pressao radial gravitacional p(r) para estrelas com energia
central ./ = 10%g/cm?3, mas para diferentes equagoes de estado: a) EOSA [120], b)
EOSB [121], ¢) EOSC [122] e d) EOSFPS [123].

com equacoes de estado diferentes ja que para matéria de alta densidade, como a encontrada
em estrelas de néutrons, a composicao nao é bem compreendida. Na figura 5.2, se mos-
tra a variacao da pressao gravitacional para estrelas de néutrons considerando uma energia
central igual a €./c* = 10%g/cm?® e com equagao de estado: a) matéria densa de néutrons
EOSA [120], b) matéria Hiperonica EOSB [121], ¢) matéria densa barionica EOSC [122] e
d) matéria de néutrons para um Hamiltoniano nuclear EOSFPS [123]. Podemos notar que a
pressao radial p(r) vai diminuindo até se estabilizar na superficie da estrela. Adicionalmente,
esta pressao tem valores negativos o que indica que a pressao esta tentado comprimir a estrela
em vez de expandi-la.

Por outro lado, sabemos que o estrelas de néutrons sao os restos de estrelas massivas cujos
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nucleos colapsam durante as explosoes de supernovas no final de suas vidas. A conservacao
do momento angular e do fluxo magnético da estrela progenitora durante o colapso da a
estrela de néutrons uma taxa de rotacdo e um campo magnético extremamente altos. O
colapso termina quando a pressao de degenerescéncia predominantemente dos néutrons e
possivelmente de outras excitagoes de matéria exdtica como hiperons, ou condensado de
Bose de pions ou Kaons, ou mesmo matéria estranha de quarks, iguala as fortes forcas
gravitacionais. Lembremos que a pressao de degenerescéncia é uma consequéncia do Principio
de Exclusao de Pauli, onde dois férmions nao podem compartilhar um estado quantico. Essa
resisténcia em ocupar o mesmo estado se manifesta como uma pressao, e essa pressao pode
ser calculada explicitamente usando uma combinacao de mecanica quantica e estatistica.

Finalmente, como a pressao dos néutrons é andloga a pressao de degenerescéncia dos
eléctrons nas estrelas anas brancas, a qual mantém a estabilidade da estrela, podemos concluir
que a a pressao radial gravitacional p(r) contribui evitando o colapso gravitacional da estrela
de néutrons.

63



Capitulo 6

Quantizacao da Energia Gravitacional

Ao estudar certos sistema percebemos que a sua energia é quantizada, o que significa
que o sistema pode ter apenas certos valores de energia e nao um continuo de valores, como
acontece no caso classico. Adicionalmente, também se tem que algumas formas de trans-
feréncia de energia ocorrem com valores discretos de energia. Embora a maioria de nds
esteja familiarizada com a quantizagao da matéria em pedacos, ja seja em atomos, moléculas
e formas similares, estamos menos cientes de que a energia também pode ser quantizada.
Desta maneira, algumas das primeiras pistas sobre a necessidade de uma teoria nova sobre a
Fisica Classica vieram da quantizagao da energia. Esta nova teoria é conhecida como Fisica
Quantica e ao contrario da teoria da Relatividade, o nascimento da teoria quantica foi lento
e precisou da contribugao de muitos fisicos, incluindo o mesmo Einstein.

Para tracar a linha de evolucao na contrucao da teoria quantica sao consideradas diversas
condicoes de quantizacao, as quais vao desde a introdugao de uma nova constante fundamen-
tal no ano de 1900 pelo Max Planck no seu tratamento da radiagao de Corpo Negro, até a
interpretacao de Werner Heisenberg das relagoes de comutacao em termos do seu Principio de
Incerteza em 1927. No sentido mais geral, tais condigoes sao relacoes entre a teoria cléssica
e a teoria quantica que nos permitem construir a nova teoria a partir da mécanica classica.

6.1 Breve histéoria da Mecanica Quantica

No final do ano 1900 e no inicio de 1901, Plank usou unidades de energia discretas da
forma ¢ = hv no seu tratamento estatistico de osciladores harmonicos carregados e com
frequéncia de ressonancia v. Planck usou a relacao com o objetivo de contar o nimero de mi-
croestados possiveis de uma colegao de tais ressonadores. Ele inseriu esse niimero na férmula
de Boltzmann relacionando a entropia de um macroestado ao nimero de microestados que
o realizam. A férmula que Planck encontrou para a entropia de um ressonador leva direta-
mente a lei para a radiagdo de corpo negro agora nomeada em sua homenagem [124,125].
No entanto, ele ainda permitiu que a energia desses osciladores assumisse todo o continuo de
valores.

Depois de cinco anos, Albert Einstein mostrou pela primeira vez que somente se chega

a Lei de Planck para a radiacao de Corpo Negro se a energia dos osciladores de Planck for
restrita a multiplos inteiros de ¢ = hv [126,127]. Einstein examinou o efeito fotoelétrico, onde
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ocorre a liberagao de elétrons de certos metais ou semicondutores pela acao da luz. Desta
maneira, Einstein propos uma teoria quantica da luz para resolver a dificuldade e entao per-
cebeu que a teoria de Planck fazia uso implicito da hipdtese quantica da luz.

A condicao de Planck-Einstein estava ligada a um sistema mecanico particular, ou seja,
um oscilador harmoénico simples unidimensional. Em suas palestras sobre a teoria da ra-
diacao, Planck sugeriu uma condicao mais geral para sistemas periédicos unidimensionais,
dividindo o espaco de fase de tais sistemas em areas de tamanho h. No final de 1915, o Planck
generalizou essa ideia para sistemas com varios graus de liberdade. Naquela época, Arnold
Sommerfeld havia encontrado independentemente um procedimento para quantizar o espago
de fase que acabou sendo equivalente ao de Planck. Usando este procedimento, Sommerfeld
foi capaz de generalizar as érbitas circulares do dtomo de hidrogénio de Niels Bohr para um
conjunto maior de orbitas Keplerianas de tamanho e excentricidade variados, selecionadas
com base na quantizacao das integrais de fase f pdq, onde p é o momento conjugado de
alguma coordenada generalizada ¢ e a integral deve ser tomada ao longo de um periodo do
movimento [128,129].

O numero quantico do momento angular de Bohr deu o valor de apenas uma dessas inte-
grais, mais especificamente para a coordenada angular. Orbitas quantizadas com diferentes
excentricidades tornaram-se possiveis uma vez que a integral de fase para a coordenada radial
foi similarmente submetida a quantizacao. Logo foi percebido pelo astronomo Karl Schwarzs-
child que os procedimentos de Planck e Sommerfeld sao semelhantes e equivalem a tratar o
problema cléssico em varidveis de angulo de agao (p;, ¢;), com as variaveis de agao restritas
a multiplos de h, J; = 39 pidg; = n;h [130]. Nessa época, dada a imagem bésica dos atomos
como sistemas solares em miniatura e o uso de técnicas emprestadas da mecanica celeste para
calcular os niveis de energia permitidos, era natural pensar nos elétrons orbitando o nicleo
em Orbitas classicas.

Inspirada pelo principio da correspondéncia de Bohr, a transicao da velha para a nova
teoria quantica comegou em 1924 com a transcrigao da derivada da agao cléssica d/dJ como
um quociente discreto da forma (1/h)A/An por Hans Kramers, John Van Vleck, Max Born
e outros [131]. Este procedimento foi fundamental no desenvolvimento da teoria de dispersao
para o espalhamento elastico da luz. Isso levou a introducao de amplitudes de coordenadas
complexas dependendo de um par de estados ligados por uma transicao quantica. Heisenberg
reinterpretou essas amplitudes como matrizes de dois indices com uma regra de multiplicacao
nao comutativa. Aplicando o procedimento de transcricao a integral de fase de Sommerfeld,
ele chegou a uma restricao de quantizacao nao linear dessas amplitudes. Ele mostrou que
essa restricao é apenas o limite de alta frequéncia da féormula de dispersao de Kramers,
conhecida como regra da soma de Thomas-Kuhn [132]. Born reconheceu que as matrizes
de dois indices de Heisenberg eram matrizes simples e que a regra da multiplicagao era a
regra da multiplicagao de matrizes. Reescrevendo a condicao de quantizacao de Heisen-
berg em linguagem matricial, Born e P. Jordan chegaram na relacao de comutacao familiar

[k, i) = (R/1)6k [131].
Na mesma época e independentemente de Born e Jordan, Paul Dirac mostrou que essa

relacdo de comutacao é o analogo exato dos colchetes de Poisson na mecanica classica. A
relacao de comutacao para a posicao e o momento também foi satisfeita pelos operadores
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que representam essas quantidades e atuam sobre funcoes de onda na forma alternativa da
mecanica quantica desenvolvida por Erwin Schrédinger no final de 1925 e inicio de 1926 [131].
Essa relacao de comutagao representa o lugar central para a troducao da constante de Planck
na nova teoria quantica. Em 1927, Heisenberg interpretou isso em termos de seu Principio
de Incerteza.

No ano de 1927 Hermann Weyl [133] publicou um artigo apresentando a transformada de
Weyl, onde descreve como as func¢oes que atuam no espago de fase podem ser relacionadas
aos operadores que atuam no espaco de Hilbert. Posteriormente, no ano de 1932 Eugene
P. Wigner [134] usando transformagoes de Weyl introduziu o conceito de como a mecanica
quantica poder ser definida no espaco de fase. Wigner apresentou funcoes de distribuicao
definidas no espaco de fase representando o estado do sistema. Ao calcular a média da
transformada de Weyl de um observavel com essas chamadas fungoes de distribuicao de
Wigner, pode-se obter o valor esperado do observavel quantico correspondente. Trabalhos
posteriores feitos independentemente por H. J. Groenewold no 1946 [135] e Moyal no 1949
[136] estenderam a teoria de Wigner introduzindo regras sobre como se deve multiplicar as
funcoes do espaco de fase de acordo com a mecanica quantica. Com o produto Moyal é
possivel calcular a evolucao temporal da funcao de distribuicao de Wigner. Tudo isto, fez
com que a mecanica quantica definida no espago de fase seja uma formulacao completa da
mecanica quantica e equivalente a formulacao do espaco de Hilbert.

6.2 Fundamentos da Quantizacao

Na representacao de Schrodinger da mecanica quantica o estado do sistema é representado
pela fun¢io de onda ¢ € L*(R4). Logo, a interpretagio de v é tal que |¢(z)]? tem a
significagao de uma Densidade de Probabilidade ou Distribuicao de Probabilidade de achar
a particula na posicao x. Desta maneira, o valor esperado para z" é dado pela expressao

/ () [2de. (6.1)

Em geral, os observaveis sao representados por operadores autoadjuntos A ou operadores
hermitianos, os quais nos permitem escrever quantidades fisicamente significativas, como os
valores esperados

() = (. Av) = | $@)Ap)@)d's, (6:2)

onde assumimos que a fungao de onda estd normalizada, (¢(z), ¢ (x)) = 1.

Na imagem de Schrodinger a evolugao temporal esta determinada pela equagao de Schrodin-

ger,
m%—f(x, t) = Hi(z,t), (6.3)

onde o Hamiltoniano quantico H é a quantizacao do Hamiltoniano cléssico H(p,z), como
veremos mais abaixo. Portanto, temos que

U(x,t) = enlyp(x, 0), (6.4)
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onde a infomacao da evolucao no tempo é transportada pela funcao de onda enquanto os
operadores sao independentes do tempo. No caso da imagem de Heisenberg, a funcao de
onda é independente do tempo e os operadores evoluem de acordo com

A

A = enflt fe=nH1 (6.5)
e onde se verifica facilmente que

A= —ﬁ[ﬁ, A(t)). (6.6)

Os observaveis na Representagao de Heisenberg seguem as mesmas equagoes de movi-
mento que seguem as grandezas classicas correspondentes. E importante destacar que em
ambas representacoes, os valores esperados dos observaveis, assim como sua dependéncia no
tempo, sdo iguais. Adicionalmente, podemos notar que a equagao (6.6) parece muito com a
equacao que define a evolucao temporal de um observavel A na mecanica classica,

A={H, A} (6.7)

onde H representa o Hamiltoniano classico. Veremos se é possivel achar uma equivaléncia
entre os Parénteses de Poisson, equagao (6.7), e o comutador da mécanica quantica, equacao
(6.6).

Para fazer a equivalencia, os observaveis classicos sao “traduzidos” para a mécanica quantica
pelas regras seguintes [137],

variavel do espaco de fase —— operador na representagao de Schrédinger
r — T =u,

h

as quais implicam as relacoes de comutacao canonicas

. h
(D), 2] = UL (6.9)

Este processo de “traducao”se conhece como Quantizacao, e geralmente pode ser consi-
derado como a transformacdo linear na qual para uma funcao no espaco de fase b : #2¢ — C
se associa um operador que atua no espago de Hilbert L*(R¢) [138].

Para observaveis mais gerais do tipo A — A= “A(p, z)” podem gerar uma leve dificuldade
no momento da quantizagao. Entao, uma estratégia para vencer isto, é considerar os produtos
simetrizados de p e x (quando se tem somente uma grau de liberdade, por exemplo), de tal
forma que

1
xp — 5(@3 + pz). (6.10)

Esta escolha é conhecida como o Ordem de Weyl. Adicionalmente, existem outras dois
regras de quantizacao possiveis para xp, onde todos os operadores resultantes sao operadores
diferentes devido ao fato de que x e p ndo comutam, mas tem uma relacado de comutacao bem
definida pela equacao (6.9). A Quantiza¢io de Weyl a ser discutida proximamente, atribui
a z e p o operador de ordem simétrica mostrado na expressao (6.10). E preciso especificar
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como tratar as diferentes ordenacoes para fornecer uma prescricao completa para as fungoes
que nao sao lineares em x e p.

Antes de apresentar a receita mais geral sobre como tratar fungoes de (z,p) usando a
Quantizacao de Weyl, vamos introduzir o conceito de Transformada de Fourier.

6.2.1 Transformada de Fourier
Para uma fungao f € L'(R?) definimos a Transformada de Fourier como

. 1

F0) = g |, F@e e = Firo) (6.11)

Enquanto a transformada inversa se define como

fo) = | F@leid’p = F[f). (6.12)

Definamos agora, duas propriedades que serao implementadas posteriormente. Primeiro,
temos que a Transformada de Fourier de uma derivada produz a Transformada de Fourier da
propria funcao multiplicada por n poténcias da varidavel de Fourier, resultado da integracao
parcial n vezes,

anf o 1 nf(x) —ipz gd
f|:8$]a$k:| (p) - (27Th)d Rd &v]—...@xke " dZL“,

_ (%)npj F ). (6.13)

Por outro lado, ao aplicar subsequentemente a Transformada de Fourier e a transformada
inversa de Fourier, temos que

_ Foyoipogd 1 & (pz—py) gd, 7d
f@) = | Fwetratn = s [ [ rweiommatyaty, (6.14)

Na expressao anterior é possivel identificar a Transformada de Fourier da distribuicao ¢

de Dirac como .

- = %pa: d
o(x) Grh) /3%er dp, (6.15)

com as seguintes propriedades avaliadas em fungoes f € S(RY),

[ fia -ty = 1) (6.16)

ﬂ@é%&@ - —&m§%<m. (6.17)

6.3 Quantizacao de Weyl

Consideremos agora, um observavel classico A(x) o qual depende somente da varidvel z.
De acordo com as regras de quantizacao temos que
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A(z) — A= A(2). (6.18)

Usando a propriedade (6.16) da distribuicao §, é possivel escrever uma expressao para o
operador A como,

A= /W A(x)é(x — 3)d" . (6.19)

Logo, usando a Transformada de Fourier da distribuicao ¢, equagao (6.15), a expressao
anterior pode ser reescrita como

o 1 i N
A= — A(x)ers@=0) gdeqdg. 6.20
g / d / Aol Dty (6.20)

E importante destacar que a variavel £ tem dimensoes de momento, ja que a integral na
equagao (6.20) se estende sobre todo o espago de fase. Analogamente, podemos escrever uma
expressao para um observével que depende apenas de p, mas nao de x [137]. Por outro lado,
para um observavel geral da forma A(p, x) temos que o operador A pode ser escrito como

A= /&e /m A(p, z)0(x — 2)0(p — p)dipdiz. (6.21)

Para resolver a integral da equagao anterior primeiro devemos substituir a Transformacao
de Fourier da cada uma das distribuicées 0. Porém, também é possivel escrever uma repre-
sentacao do tipo Fourier do produto das duas distribugoes da forma

1 i R R
7 [§(@—2)+y(p—p)] jd ¢ 7d
en d*&dy. (6.22)
(2mh)? /w /énd

Para comprovar se a expressao anterior é equivalente com o Ordem de Weyl, calculemos
a quantizacao do operador xp. Para isso introduzimos a notacao W[A] = A. Entéao, usando
as equagoes (6.20) e (6.21), se tem que

1 o0 e ] (9] 00 . . P

Wizp] = —(27rh)2 /Oo /Oo /OO /Oo(xp)eh,[&(a: ) Hu@=P) ge dydpdz, (6.23)
—1 - > = > i APPSR

= nh)? /Oo /Oo /OO /Oo(xp)eﬁ[&a:+yp]e—ﬁ[£m+yp]d£dydpd$' (6.24)

Usando a regra de Baker-Campbell-Hausdorff [139], o exponencial pode ser separado de

acordo com a expressao

e rléarypl _ 36k o~ jub i (6.25)

Se introduzimos a seguinte mudanga de variaveis ' = x+y/2 e usamos a equagao anterior,
o operador W|xp] fica como

1 o [foe oo o0 i I_y ien _i,s ity
Wl = o /_oo /_oo /_oo /_oo (= ) pefl b wlemieseiviei ¥ dedydpds’

1 00 00 (e} 00 y e i
= —(27rh)2 /_oo /_OO /_OO /_Oo (m’ _ 5) pehé( )eny(p p)dﬁdydpdx/, (6.26)
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A equacao anterior pode ser separadas em duas integrais, I; e I5, e resolvidas separada-
mente. A primeira integral é

1 o oo [o@) o i , . i R
Il:W/ / / / pr'er e d¢ dydpda’. (6.27)

Usando a Transformada de Fourier para a distribuigdo 0 e a propriedade (6.16), a ex-
pressao anterior pode ser resolvida como

L z/ / 2'pé(x" — 2)6(p — p)dpdd’,
I = ip. (6.28)

Vamos agora resolver a segunda parte da integral da expressao (6.26),

I, = 27r7i / / / / pehém —#) e ry(p- ) d¢dydpda’. (6.29)

Novamente, para resolver a integral I5 usamos a Transformada de Fourier da distribucao
0 e usamos também a seguinte defini¢ao

/OO d(z)dr = 1. (6.30)

o0

Desta maneira, se segue que

L, = %p { / §(z' — i)dm'} eV P) dydp,
Recordemos que _
aﬁ chvo-p) _ %ye%y(p—ﬁ)’ (6.32)
p

de onde podemos concluir o seguinte

iy PO
wu—p) — Y fulp—p) 6.33
ye P 0" (6.33)

Ao substituir a expressao (6.33) na equagao (6.31) e usando a propriedade (6.17), poder
calcular a integral I,

I, = Y Ly(p—p)
2 27rh/ / 2 Op i Dy,

- _ 790D gy | d
/_OO 2i Op |:<27Tﬁ) /_Ooe y] b

h [ee]
S —— §'(p — p)d
Zi/_oop (p — p)dp,

h
I, = —. 34
) = 5 (6:34)
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Finalmente, temos que a quantizacao do operador xp fica como
.. h
Wlzp| = ip + % (6.35)

Ao comparar a expressao anterior com o seguinte

1 . 1 . o L
§($p+p$):§($l?+$l7_[$ap]): D+ %’ (6.36)

podemos concluir que

1 e i
WIA] = —— A(p, x)erCe=a+v=plgde qdyqdpqdy, 6.37
[A] (%h)gd/w/%d/%d/w (p, x)er §dyd pd (6.37)

¢ uma excelente defini¢ao e é conhecida como Quantizacao de Weyl. Este tipo de quantizacao
deixa invariante a quantizacao de Dirac, a qual oferece uma descricao completa para fungoes
lineares em z e em p. Por outro lado, se A(p,x) satisfaz certas condigoes, entao A é um
operador pseudo-diferencial (¢)DO), como veremos a continuagao.

A

Para escrever uma formulacao mais explicita, vamos calcular (Aw)(z) na Representagao
de Schrodinger. Lembremos que [137]

(196) () = e teue) (639

(6_%1”%) (2) = Y(z—y), onde usamos p = ?V. (6.39)

~

Vamos escrever uma expressao para o operador (Aw)(z) em correspondéncia com a
equagao (6.37). Entao se tem que

~

A0)) = o [ [ [ Aoy edtedtyatnats. (6.0

Fazendo uso das equagoes (6.25), (6.38) e (6.39), podemos reescrever a expressao anterior
como

1 i N

(AY)(z) = W/yed /w /W /w A(p,x)eﬁ@”yﬁ%)e 23 w(z_y)ddéddyddpddx’

1 de(par¥_5) i
— (27Th)2d /%d /%d /%d /W A(p,l’)ehﬁ( +3 )ehypw(z_y)ddfddyddpddx,
= # _(,_Y Lyp . dd. id
~ o fo [ [ A0 (= (5= B)) bt it

1 i
- (2mh)4 /%d /W 4 (p, z— g) erPYah(z — y)ddyddp. (6.41)

Ao fazer a mudanca de variavel x = z — y, obtemos que

(Aw)(z) = (%—lh)d /% d /% o (p, g ”“") D () dpa, (6.42)
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a qual ¢ usualmente a definigao de Quantizagao de Weyl [137]. Por outro lado, se assumimos
que A pode ser representado com o kernel K ;(x,y) da forma seguinte,

(Ap)(z) = N K i(z, y)¥(y)d%y. (6.43)

Se comparamos a expressao anterior com a equagao (6.42), é possivel fazer a seguinte
identificacao,

1 y+zT\ i
K =—— | A ey gdp, 6.44
A(xvy) (27Th)d /ng (p7 9 )eh p ( )
Para obter a relacao inversa do operador A(p, ), introduzimos as varidveis X = w—;”’ e
2z = x —y, e reescrevemos o kernel como,
K, (X T g f) _ ! / A(p, X )eir>dd (6.45)
A 2 T 2) T 2anyd Jou P P '
sendo a inversa da Transformada de Fourier igual a,
< Z\ —iPz d
APX) = | Ki(X+2,X=2)e it (6.46)
Rd 2 2

Com as equagdes (6.42), (6.44) e (6.46) temos defini¢oes rigorosas e convenientes, ademais
que podemos ir e voltar entre operadores (kenels) e simbolos (que vivem no espago de fase).

6.4 Quantizacao da Energia Gravitacional de uma Es-
trela de Néutrons

Sabemos que o TEGR é uma teoria dinamicamente equivalente a Relatividade Geral por-
que as equagoes de Einstein sao as equacoes de campo para ambas formulacoes. No entanto,
o TEGR tem previsoes completamente diferentes da Relatividade nos aspectos fundamen-
tais do campo gravitacional. No caso da definicao do tensor momento-energia, se apresenta
uma definicao diferente na Relatividade, onde as expressoes nao satisfazem a fisica adequa-
damente. Logo, como no TEGR existe uma expressao bem definida para o tensor é possivel
analisar as consequéncias da aplicacao de técnicas de quantizagao no campo gravitacional.
Dentre as diversas técnicas, a quantizacao de Weyl se destaca por ser adequada para fungoes
que nao sao definidas no espaco de fase. Sendo que essa regra de quantizacao foi aplicada em
outros sistemas gravitacionais produzindo sempre uma discretizacao do parametro fisico [140].

Por outro lado, uma vez que estabelecemos as bases da teoria da quantizacao, nesta secao
vamos a quantizar a energia gravitacional de uma estrela de néutrons a qual é calculada no
contexto do Teleparalelismo. Para isso, primeiro lembremos que uma estrela de néutrons
pode ser descrita pelo modelo simples estabelecido pelo elemento de linha seguinte

ds* = —a2dt? + B2dr? + r’df* + r*sin® 6(d¢ — Qdt)?. (6.47)
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Sendo R o raio da estrela, entao temos que para o caso de r < R,
1 R2 1/2 2\ 1/2
a::§k(bﬁm§> —<L@m%> , (6.48)
22\ 1
p = (1 - 87Tp—) : (6.49)

0 = Q&D[l—b(%)z—br(%>1, (6.50)

enquanto que para r > R,

o’ = P—2m§y (6.51)
-1
3 = P—ng] , (6.52)
2.J
- (6.53)

onde 2 é a velocidade angular dos referenciais inercias ao longo do eixo de rotagao e onde J
representa o momento angular da estrela. A densidade p nos permite calcular a massa contida
no raio r, m(r) = 4wpr®/3. O parametro b é igual a b = 3/(5+77), onde 7 ¢ uma quantidade
arbitraria e em nosso caso se tem que 7 = 0, onde se descreve uma estrela completamente
rigida em rotagao [141].

Sabemos que para analisar um sistema fisico é indispensavel definir o referencial, e no
caso do TEGR se faz necesséario estabelecer o observador para o qual o campo de tétradas
sera adaptado. Na formulacao teleparalela o estado cinematico do referencial vem dado pelo
tensor (3.67), o qual representa o tensor de aceleragao. As componentes translacionais da
velocidade do observador u* estao relacionadas com as componentes do tensor aceleragao
P00 enquanto a velocidade angular do observador esta relacionada com ¥®0). Desta
maneira os seis graus de liberdade extras no campo de tétradas sao completamente fixados
pelo tensor de aceleracao ¥*. Quando temos um observador estaciondrio, basta exigir et =
(u°,0,0,0) dado que ey " € identificado com a velocidade de campo do observador. O campo
de tétradas que satisfaz estes requerimentos pode ser escrito como

—A 0 0 —-C
| 0 Bsinflcos¢ rcostlcos¢ —Drsinfsing
ean(t,r, 0, 9) = 0 Bsinfsing rcosfsing Drsinfcos¢ |’ (6.54)
0 B cos 6 —rsinf 0
onde se tem que
A = (_900)1/27
B = (911)1/2’
gos
C = —————, 6.55
(—900)1/2 ( )

_5 1/2
D= (o)
900933

0 = 003903 — J00933-
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Por outro lado, temos que as componentes nao nulas do tensor de torcao dadas pela
equacado (3.41), sao [142],

. 2 2
T 2J2sin%g [ 1— 2 4 2=l 6
013 — _ 4J2%sin?%9 ’

G
T - 4.J sin @ cos 6 1_2Tm_2J2fin29
023 - - r 1_27m_4J2:;n49 9
1 /m 8J%sin’0
Toor = —(—+—4)7
T T r
4.J?
Tooe = ——45in000s0, (6.56)
r
1
To1o = r|1 7
1 2m
2 472 sin2 0 —-1/2
T313 = Tsin26’[1— (1__m_$) 7
r r
2 2 4J2sin2 0\ V2
Taps = 7r2sinfcosf [1— 1__m(1__m_$> ‘
r r r

Uma vez que conhecemos as componentes nao nulas de T, é possivel calcular as com-
ponentes relevantes do tensor X% dadas pela equagao (3.31). Entao, temos que

4e001 — 919 (1 _am J%) rsinf — rsinf
r r
—1/2 2 n2p\ /2
Crsina (122 o 2m ATTSON T (6.57)
r r rd

Da formulacao do Teleparalelismo mostrado anteriormente, sabemos que a equagao (3.58)
representa o momento-energia total contido em um volume V. Entao, usando a equacao
(3.55), P* pode ser rescrito da forma [33]

Pa = —/ d3$ajHaj = - % deHaj7 (658>
\%4 S

onde se tem que [1% = —4xeX(@% A expressao anterior é a definicio do momento-energia
gravitacional presentado nas referencias [5,143], obtida a partir das equagoes de campo no
vécuo na formulacdo Hamiltoniana. A equagao (6.58) é invariante sob transformagoes de
coordenadas do espaco tridimensional, sob reparametrizacoes de tempo e sob transformagoes
globais do tipo SO(3,1).

A formulagao Hamiltoniana do TEGR é feita fazendo £, = 0 na expressao (3.34) com
o objetivo de escrever uma densidade Lagrangiana na forma £ = pg — H, onde H é uma
densidade Hamiltoniana. O procedimento requer a realizacao da transformada de Legendre,
onde se exige a capacidade de identificar os multiplicadores de Lagrange como componentes
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nao dinamicos dos campos de tétradas, além das componentes do momento. Este tipo de
formulagao foi abordada pela primeira vez pelo Maluf [41], onde a escolha de calibre de tempo
de Schwinger foi imposta para simplificar os cdlculos. Logo, a formulacao Hamiltoniana re-
sultante ¢ muito semelhante & formulagao introduzida por Arnowitt, Deser e Misner [145].
E importante destacar que a formulacdo ADM ¢é usada em abordagens da quantizacao do
campo gravitacional, assim como no estabelecimento do problema de valor inicial para confi-
guracoes como buracos negros bindrios, com o objetivo de investigar a evolucao temporal do
sistema.

Com o uso de analise numérica e ferramentas computacionais, a formulacao Hamiltoniana
permite a investigagao da natureza de campo forte e nao linear do campo gravitacional [33].
Posteriormente, a formulacao hamiltoniana completa do TEGR foi apresentada por Maluf e
Rocha-Neto [42] e mais tarde uma formulagao mais refinada foi introduzida por Rocha-Neto,
Maluf e Ulhoa [144]. A algebra de restrigoes apresentada em [144] é semelhante a dlgebra
do grupo de Poincaré. De fato, ao longo dos anos, o TEGR foi testado em varias matizes,
sendo a formulagao Hamiltoniana muito bem sucedida. Em [119] Ulhoa e Rocha calcularam
as expressoes derivadas de tal formulacao para o vetor de momento-energia gravitacional e o
momento angular para o caso de estrelas de néutrons em rotagao rapida .

Por outro lado, a equagao (6.57) pode ser identificada como a densidade Hamiltoniana
gravitacional devido ao fato de,

PO = 45 / dS,ex 00, (6.59)

Entéo, podemos escrever a densidade Hamiltoniana, H = 4exX(0°! da forma seguinte

H = —2rksinf (1 - — = —11. (6.60)

r ré om

2m 4J25in29)1/2 5 1
1

Agora, tentaremos simplificar a densidade (6.60) usando as aproximagoes m/r < 1 e
J/r* < 1. Entao, se segue que H fica como [142]

2 qin2 2 i 2
H — —9rrsing |- 2_@_217 sin®¢)  2J%sin” ¢ |
r r r ré
1
= —2msme{—m<2—ﬂ)—2J2sin29(_3_ﬂ4)],
r 3o
1
H = 2mmsin9(2—@>+4mjzsin38 — -2, (6.61)
r r3 r4

Ao integrar sobre uma hipersuperficie de raio infinito obtemos a energia total do espaco-
tempo, conseguindo-se como resultado a massa m, ja que a estrela de néutrons se comporta
como uma particula de massa m neste limite.

Uma vez que conhecemos a forma da densidade Hamiltoniana podemos proceder com a
quatizacao. Como falamos na secao anterior, existem diversos processos de quantizacao, mas
nés faremos uso da Quantizagao de Weyl, equacao (6.37), onde os operadores de coordenadas
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devem satisfazer uma algebra nao comutativa. A Quantizacao de Weyl é superior a candnica
porque na primeira pode ser aplicada a qualquer funcao mesmo que tal funcao nao esteja
definida no espaco de fase. Por outro lado, a Quantizacao de Weyl ao ser aplicada a um
polinémio produz um polinomio de operadores.

Assim, usando a Quantizagao de Weyl na densidade Hamiltoniana gravitacional, ¢ possivel
obter uma equacao quantica para a gravitacao da forma Hw = €), onde se tem que H =
WI[H]. Usando as seguintes representagoes

T = & = Wix],
0
ro= B%, 7= W]ir]. (6.62)
com z = sinfd e  sendo o parametro de ndo comutatividade [r, Z] = (3, é possivel reescrever
a equagao (6.61) da forma [142]

MH = mrz(2i* — mi®) + me (27t — mid)z 4 2623 (7 — m) + 2:J2(F — m)a®. (6.63)

E importante destacar que [ é uma constante independente da constante de Planck,
porém se houver alguma relagao entre ambas constantes, ela deve ser determinada mediante
experimentacao. Adicionalmente, uma implicacao fisica da existéncia do parametro nao
comutativo representa um principio de incerteza nas medicoes de r e # em 3. Vamos agora
introduzir algumas relacoes,

fr = ﬁ%(l‘)-ﬁ-lﬂ% :B—l—xB%, (6.64)

e = 7(rx) = 25£ + xﬂ28a—;, (6.65)
2 83

By = i) = 3ﬁ3 S+ 638 =, (6.66)

Mr = () = 454 5+ 3564 84 (6.67)

com as quais é possivel reescrever a equagao (6.63) da forma seguinte, onde também se fez
uso de Hip = e,

AP e (29252
+mk (864 &y + 27 54 8% —3m 63 5% ma 3 8%) (6.68)
+2kJ%23 <ﬁ3_¢ — mv,b) + 6kBJ2 %) + 2/{BJ2373—¢ — 2mkJ? ).
ox Ox

Se usamos as quantidades adimensionais m = fu e J? = 345212, a expressao anterior nova-
mente pode ser reescrita em termos delas,

¢ 0"y 54@0 31/) 82@/)

+2r5 2 a? (2:::2—? + 3¢ — Q/L:L'w) : (6.69)
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Ao considerar € = €¢/k temos que,

4 3 2
zb d ¢ 0™
+25% 12 ( 300 + 322 — 2,ux3¢) =0, (6.70)

a qual é a equacao da energia gravitacional quantizada resultado da aplicagao da Quantizacao
de Weyl [142]. Sabemos, que as equagoes diferenciais nao lineares na maioria dos casos tem
solugoes analiticas dificeis de alcancar. Logo, na necessidade de procurar técnicas alternativas
para resolver analiticamente a equagao anterior, vamos a considerar a soluc¢ao para o limite
quando j > pu e a solucao usando o método de decomposicao de Adomian.

6.4.1 Solucao para o limite quando j > u

Estrelas de néutrons tém sido estudadas extensivamente nos ltimos anos, tanto tedrica
quanto observacionalmente, por causa das informacoes que podem fornecer sobre a equacgao de
estado da matéria em densidades extremamente altas e por serem consideradas fontes promis-
soras de ondas gravitacionais. Entretanto, estas estrelas podem ter uma estrutura complicada
(como uma crosta sélida, campo magnético, possivel interior superfluido, possivel nicleo de
quarks, etc). Dependendo de qual fase da vida da estrela se deseja estudar, varios efeitos
fisicos podem ser ignorados, de modo que a descrigao se torna significativamente simplificada.

Ao considerar o caso de estrelas relativisticas rotativas, uniformemente compactas e frias,
com valores tipicos de velocidades, raios e massas, se obteve que o momento angular é dez
ordens de grandeza maior que a massa das estrelas [119]. Desta maneira, faz sentido consi-
derar o caso particular j > p e analisar as consequéncias disto. Logo, neste limite a equacao
(6.70) fica como

39
oz

+ 32%p — 2uzy = 0. (6.71)

A equacao anterior é uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem e pode ser
facilmente resolvida usando separagao de variaveis, obtendo-se uma solucao da forma seguinte

P(x) = hox 3%k, (6.72)

Impondo condigdes de contorno periddicas da forma (1) = ¢)(—1) na varidvel z, e con-
siderando que a constante [ é igual a iy, podemos concluir que

ie” MY = M/, (6.73)

A equacao anterior somente se satisfaz quando temos multiplos impares de 7/4. Entao,

obtemos que m ¢ igual a
= (4n + )7y /4, (6.74)

onde n é um numero inteiro. Por outro lado, se calculamos classicamente a massa de uma
estrela com densidade constante p(r) = p usando a equagao de continuidade para a massa,
temos que

m(r) = /dm(r) =4r /Or rp(r)dr = (47 /3)r°p, (6.75)
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Para o caso de uma estrela com raio R, a massa fica como
M =m(R) = (47 /3)R*p. (6.76)

Logo, se comparamos a equacao (6.74) com (6.76) é possivel dizer que m é a expressao
quantizada da massa das estrelas de néutrons onde v é interpretada como a massa fun-
damental, de forma tal que todo aumento na massa da estrela estda determinada por ela.
Adicionalmente, pode ser comparado com dados observacionais que catalogam a massa das
estrelas de néutrons [104,146] conhecidas e assim identificar um padrao discreto. Vale ressal-
tar que o parametro nao comutativo imaginario nao leva a um operador Hamiltoniano nao
Hermitiano, pois o operador inteiro é multiplicado por um fator imaginario [142].

6.4.2 Solucao pelo Método de Decomposicao de Adomian

O método de decomposi¢ao de Adomian [147-149] é quantitativo, analitico, nao requer
linearizacao nem perturbacao, e continuo sem recorrer a discretizagao. Para problemas nao-
lineares, por exemplo, o método mostra interessantes resultados, pois sua aplicacao tem
possibilitado encontrar aproximacoes analiticas que convergem rapidamente quando a solucao
do problema existe. O método consiste em dividir a equacao dada em partes lineares e
nao lineares, invertendo o operador derivativo de maior ordem, identificando as condigoes
iniciais e/ou de contorno e os termos que envolvem apenas as varidveis independentes. Logo,
decompondo a funcao desconhecida em uma série cujas componentes vao a ser determinadas,
decompondo a funcao nao linear em termos de polindomios especiais chamados polinomios
de Adomian, e encontrando os termos sucessivos da solucao em série pela relacao recorrente
usando polindmios de Adomian. Desta maneira, temos que a equacao diferencial nao linear

[150],

Fy(z) = g(), (6.77)
pode ser separada em duas componentes
Ly(z) + Ry(z) + Ny(z) = g(z), (6.78)

onde L+ R representa a parte linear do operador diferencial F', N é a parte nao linear e g(z)
representa uma funcao de variavel independente tal que x € D C R. Na decomposicao do
operador linear, o termo L representa a derivada de ordem mais alta da equacao diferencial
e o termo R representa do restante da parte linear. Resolvendo para L(y), temos que

Ly(z) = g(x) — Ry(x) — Ny(x). (6.79)

Logo, assumimos que o operador L é um operador invertivel. Aplicando a inversa do
operador L em ambos lados da equacao anterior se segue

L' Ly(x)] = L7 g(2)] = L7 [Ry(2)] — L™ [Ny(z)], (6.80)
e considerando que L™![Ly(z)] = y(x), obtemos
y(z) = L7 g(x)] — L7 [Ry(x)] — L7 [Ny(2)] + ¢(). (6.81)

A quantidade ¢(z) é a constante de integragao que satisfaz a condigao L(y) = 0. Agora,
se assumindo que a soluc¢do de y(z) pode ser representada como uma série infinita

y(@) =Y yal2). (6.82)
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Adicionalmente, suponha que o termo nao linear Ny(z) pode também ser escrito como
uma série infinita dos polindmios de Adomian A,, de forma seguinte

= Au(x), (6.83)

onde os polinomios vem definidos pela expressao [147],

1 dr .
Ap(z) = Tty (Z()\ yn(ﬂf))) (6.84)
n=0 A=0
Substituindo as equagoes (6.82) e (6.83) na expressao (6.81), temos que
Z Yn(z) = p(z) + L7} Z Ry, (x > Ay(x) (6.85)
n=0

Cada componente da série infinita dada pela equacao (6.82) pode ser calculada por com-
paracao direta entre os lados direito e esquerdo da equacao anterior. Fazendo isso, se obtém
o seguinte algoritmo para a solugao [151]

v = @)+ L g(x)], (6.86)
Yo = —L7[Ryn(2)] + L7 [An(2)]. (6.87)

Note-se que a solucao é obtida de forma iterativa das equagoes anteriores. Adicionalmente,
os termos de y,(z) dependem explicitamente dos polinémios de Adomian, equagao (6.84), os
quais podem se entender como a expansao em séries de Taylor da fungdo nao-linear Ny(x)
en torno da funcao inicial yo(z). Logo, usando a expressao (6.84) podemos calcular os cinco
primeiros polinomios, os quais sao iguais a

Ao(z) = Nuyo(), (6.88)
Ai(z) = yi(z)N'yo(z), (6.89)
Aol = PNy 4 o) o), (6.90)
Ai@) = (@) Non(e) + 1 @@V (@) + LNy @), (o)
o) = n@Ve) + (n(on(o) + 25 ) o
+?J1($)Zy2($)NmyO($)+ E;l )N(4) o(z). (6.92)

Na prética alguns dos termos das séries na equagao (6.85) ndo podem ser determinados,
. ~ , . s N /
desta maneira a solucdo é aproximada usando a série truncada ), yn(x). Este método
provou ser muito eficiente na resolugao de varios tipos de problemas de limite nao linear e
de valor inicial [152,153]. Adicionalmente, é importante discutir sobre a convergéncia do
método o qual ajudara na verificacao da visibilidade do método em determinadas situagoes.
Considerando de forma geral a equacao funcional

y— Ny=f, (6.93)



onde N : H — H é um operador nao linear continuo, f € H e H um espaco de Hilbert.
Logo, o objetivo do método da decomposicao de Adomian é encontrar uma funcao y € H tal
que possamos satisfazer a equagao (6.93), considerando que a y(x) pode ser escrita como na
equagao (6.82) e que Ny(x) pode ser escrito como na equacao (6.83), obtendo-se as relagoes
de recorréncia (6.86) e (6.87). Baseando-nos nisto, é possivel enunciar o teorema sobre a
convergéncia do método da forma seguinte [154], se N : H — H é um operador continuo
no espago de Hilbert H e y(z) é uma solacao da equacao (6.93), a série yo, Y1, .-, Yn, - - -
converge para y(x) sempre que existir 0 < a < 1 e ny € N satisfazendo ||yr+1/loo < @]|Yk!loos
para todo k > ngy. Este resultado nos oferece um jeito simples de verificar se o método da
decomposi¢ao de Adomian ird convergir para um determinado tipo de problema [151].

Por outro lado, para aplicar o método na equacao (6.70), primeiro vamos reescrever a
expressao da forma seguinte,

oMY B 1 9 93 28%
9 T pr—o) [—@“—2“ V) ggr T
—25%u2 (23;3% + 32%) — 2/m3¢>] , (6.94)

onde consideramos o operador L como o operador diferencial de maior ordem e a parte no
linear da equagao diferencial, N (z), é representada pelo lado direito da equacdo anterior.
Logo, temos que

Li(x) = Nos(a), (6.95)

Vamos considerar as seguintes condicoes de iniciais,

b0) = 1, (6.96)
&3(0) PP(0)  0p(0)
o~ _ =g = 0. (6.97)

Para achar solucao a equacao (6.94) usamos o cédigo mostrado no Apéndice B e que foi
extraido de [155]. Dadas as equagoes (6.94),(6.95), (6.96), usamos as seguintes linhas de
codigo

ICs:= [0, [1,0,0,0]]:

A:= (8xm - 2x(m?)*t)/(4*xm*t - b):
(3*m?) / (4*m*t - b):

= (2%x(j2)*(m?))/ (4*m*xt - b):
Eqs:= [[u->0, u-> A*diff(u, ‘$°(t,3)) - Bxdiff(u, ‘$(t,2)) + Ck(2x(£3)*diff (u,t)
- 3% (t2)*u - 2xm* (£3)*u),t->0]]:
n:= 3:

resultl:= Adomian(ICs,Eqgs,n):.

Q w
nn

onde t se usa como varidavel independente, ICs é uma lista com as condigoes iniciais, Eqs é
uma lista das equacoes diferenciais e n é lo niimero de termos da soma. E possivel repetir esse
processo até obter a precisao desejada. No nosso caso, o c¢ddigo nos forneceu uma solucao
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analitica aproximada para ¢(x) expandida até o termo x!' da forma seguinte,

2.2 3,2
R T S T M SR iy Ll
~~ 1_— —
() sT 710" Teoet e T

1 4 -2 4 6

LN
8 € 35e2

1 2 2 8 2.3 5,2 6,2
{Ut+uhu_u9}ﬁ+ﬂjf1

9 2e? £2 11

o (6.98)

Vemos que para cada ordem da expansao de 9(x) se gera um valor discreto de j,, lem-
brando que j esta relacionado com o momento angular da estrela. Desta maneira, usando a
condigao de continuidade (1) = ¥ (—1), podemos calcular os valores da expansao para j,.
Para a componente j; consideramos a expansao até o termo z’. Desta maneira, se obtém

A A . i
10e Te 10e Te
162 2
T e 10e’
. 7
j = V/%g’ (6.99)

Para o caso da componente j, consideramos a expansao até o termo z”. Se segue que,

(1) = Y(-1),
L. e T 10 A i I . 0 R O G T DV 1/ i
10e Te 9 2¢2 g2 10e Te 9 2¢2 g2 |’

o (18 +Tn _ £
2\ 126 80’

5 126¢

27 Q018 1 )’

718
jo (7-18)c (6.100)

80(7p + 18¢)

De maneira similar que nos casos anteriores, para calcular o valor de j3 vamos considerar
a fungao ¥ (z) expandida até z'', e com isso obtemos o seguinte

2 88(7p 4 18¢) + 12632 _ iLs
3 7-18-88 80’

| (88-7-18)=
_ . 6.101
I3 \/80[126u352+—88(7u-+-185ﬂ (6.101)

Como vemos, para cada ordem da funcao ¥ (x) é possivel calcular um valor discreto do
Jn. Por outro lado, dado que € resulta da intregracao da densidade Hamiltoniana quan-
tizada, entao ele representa o observavel fisico do nosso problema. Assim é natural fazer
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a identificacdo € = m. Logo, lembrando que ¢ = €/k( se obtém que € deve ser igual a
e = pl6m o que reforga o fato que a massa da estrela de néutrons pode ser quantizada, e vem
dada pela quatizacao do momento angular J. Finalmente, como ja se falou anteriormente o
parametro nao comutativo 5 deve ser independente da constante de Planck, e por sua vez tem
que ser muito pequeno e ter dimensoes de comprimento. Tal parametro pode ser escolhido
como o quantum de massa, se assumirmos essa quantidade como a massa do elétron, logo
o parametro 3 pode ser aproximada 4 quantidade mG/c* ~ 107°m, a qual é muito menor
que a Longitude de Planck e portanto nao deveria impactar significativamente a estrutura
atomica conhecida [142].
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Capitulo 7

Conclusoes

No presente trabalho analisamos a fisica de uma estrela de néutrons desde o ponto de
vista da Gravidade Telaparalela, permitindo-nos calcular quantidades fisicas que na Rela-
tividade Geral nao estao bem definidas. Primeiro, partindo do formalismo Lagrangiano do
Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral escrevemos uma expressao para a pressao
gravitacional a qual foi implementada no calculo da pressao radial gravitacional p(r) para
estrelas de néutrons que foram modeladas usando o cédigo RNS, que simula estrelas com-
pactas, relativisticas e que giram rapidamente. Na figura 5.2 mostra-se a pressao p(r) para
estrelas de néutrons com quatro diferentes tipos de matéria densa e com energia central igual
a g./c? = 10%g/em3. Podemos notar que a pressao radial p(r) vai diminuindo até se esta-
bilizar na superficie da estrela. Adicionalmente, esta pressao tem valores negativos o que
indica que a pressao esta tentado comprimir a estrela em vez de expandi-la. Entao é possivel
concluir que esta pressao contribui nos processos de estabilidade das estrelas em conjunto
com a pressao de degenerescéncia dos neutrons.

Por outro lado, fazendo uso dos formalismo Hamiltoniano do Teleparalelismo e da Quan-
tizagao de Weyl, foi possivel achar uma expressao quantizada da energia gravitacional para
uma estrela de néutrons. Esta equacao foi resolvida analiticamente considerando dois casos
particulares, quando 7 > pu e aplicando o método de decomposicao de Adomian, concluindo-
se que as massas das estrelas de néutrons podem ter valores discretos. Sabemos que uns dos
problemas da observacgao deste tipo de estrelas é a medi¢ao simultanea dos valores de raio e
massas das estrelas. Este ultimo resultado da quantizagao da massa, poderia contribuir na
determinacao dos valores exatos dos raios dos corpos celestes. Um dos pontos chaves na im-
plementacao do método de Adomian é que ele permite a solucao de equacgoes funcionais sem
a necessidade de discretizagao ou aproximacao dos operadores. Para problemas nao-lineares,
por exemplo, o método mostra interessantes resultados, pois sua aplicacao tem possibilitado
encontrar aproximacoes analiticas que convergem rapidamente quando a solucao do problema
existe.

Para finalizar, poderia considerar-se para trabalhos subsequentes o calculo da pressao p(r)
para outros tipos de equagoes de estado, assim como o estudo da termodinamica gravitacional
das Estrelas de Néutrons a partir da expressao 1TdS = dE + p(r)dV, onde dFE representa a
densidade de Energia Total Gravitacional também calculada no formalismo Teleparalelo.
Adicionalmente, também seria de interesse estudar a dependéncia da pressao gravitacional
com respeito a variacao da temperatura. As estrelas de néutrons também podem nos ensinar
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sobre mecanica quantica, sendo laboratérios incriveis para observar alguns dos efeitos da
mecanica quantica ocorrendo em ambientes extremos, como a quantizacao da massa. Se
continuarmos aplicando a mecanica quantica e outras areas de grande alcance da fisica nos
objetos astronomicos, como as estrelas de néutrons, certamente podemos aprender muito
mais sobre como nosso fascinante Universo funciona.
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Apeéendice A

Equacoes

As derivadas segundas e as derivadas parciais das componentes da métrica g(r, ), assim
como as derivadas parciais dy(eX(M12), 9,(eX12), 9y (eX312) ficam da forma seguinte,

goo(r,0) o (07, Op o s\’ v
B (8_u+@>_re(1—s) .
oy Op ow
201 _ 2 (97 _ 9P o,
x{w (1 M)(a,u 8u)+2w(1 M)aﬂ Qw,u}}

oy op\’ Py 0%
— 2 y+e eyt L 27
L= #) { ’ (3u " 5#) ’ (3M2 "o

2
—r2 5 Y=p — Ouw @ — %
E (1 - S) ‘ {ZW(l N )8M (3M op

oy Op Py 0%
. 2 (Y7 YP 21 (2L 2~
e (fm 3u> twl =) (3u2 op®

dw\ 2

Ow 0*w
— 2 _ 2 . o, 2
+2(1 — p*) (aﬂ) 4w’u8,u +2w(l —p )_(‘MQ dwp — 2w

},(A.l)

85



D2 goo(r, 0)
026

o2 o
82 2] 0
ot s {3
dy Op s
2 (20 ZF
- {8 (3u fM) +2(1—S
8% 8%p
2\ .2 _
{1+ 1)s (fm&s 8;@3)}’
—82g30(7“, %) —r? i 267_” —p+ (1= p?) i
520 ‘\1-2 s "\ op
X {au(l i )+w<8u
0w
1
Pp Py 2y, Ow
oo =5 =i+ o
2
0 gg),ﬁg; 9) = r./1 _IUQGW—IJ [—Q,U—l— (1 _

+252 = —— 4 2ws’

A

—r.e’ P {—QM +(1—p?) (g_,z

X {w232 (@ — @) + 2w328—w + 2w? (

oy Op
ou " o

) (5o

&)

ds  Os Os

3 Ow [ Ov

_ 2\, P 227 21
re(l —p)e [2ws ol (83

4
ou Os Ouds *

“on

_ %) + w?s? (

Ow Ow 0w aw( s

(- g)e- o]

+(1— %) Kaﬁ - %

86

(

u?)(
v

2
)—F(JJS (85
o2y |2 YW 5
H- ) |2 (1

Ow (0v 0Jp
o VW vr Y 2
e op <85 85) s (

=il

9 2
0"gss(r,0) 9232<g’9> — rg(lfs) e”p{{—wr(l—u?) (87

)

&y

ou?

)

2

ou?

9y 9|
onw  Op

dp Py | Pp
%) * <8M@S i Ouds

Py Pp
opuds  Ouos

22

-2 (- ) - 2

> (1- uz)} } , (A5)

2]

Ow
s) Ou
82’}/ an
_ A.
ouds 6’u(95>} } ’ (A.6)



1 coso
Dy(ex W12 = 37 49 ¥ 5in 0 925933930900 03 (g30)

8 (9119226)
—49119%2933930900 cos 6 02(0r(gs0)) — 4911 922930 sin 6 0% 5(gso)

491{ 922933930 Sin 0 92(goo) 92 (goo) — 4911922 933930900 Sin 001 (g30)
—291{ 922933900 Sin 0 02(goo) D2 (g33) — 4911 92293090032(934) sin 6 2 (goo)
—291{ 930933900 Sin 0 O2(g22)92(g30) + 2924 911933930 €08 0 D2(g00)O1(g33)
+4gf{2922933930 cos 0 92(gs0)goo + 29342911933930 cos 0 92(g30)01(goo)
+9342911933900 cos 6 Jz(go0) 91 (g33) — 49119%2933930900 cos 6 01(gs0)92(g34)
+9119§£2933900 cos 0 9a(g33)01(goo) + 29119352930900 cos 0 92(g30)01(933)
+29119§£2930900 cos 6 02(g33)01 (930) + 29%2930900933 cos 6 02(g11)01(g30)
—gf{29§0933 sin 6 02(go0)92(g22) — 911 930900 sin 6 0y (g22)02(g33)

— 91195935 €05 0 Da(900) D1 (9on) — 91195595 €08 0 D1 (g33)Da(gs3)
—9%2953900 cos 6 J2(911)92(goo) — ggé 900933 cos 0 01(gs3)02(g11)
+29f{2g§0922900 sin 0 0% 5(gs3) + 29119342953900 cos 6 02(01(goo))
—29119%2992,0933 cos 6 92(01(goo)) + 291193429(2)0933 cos 6 05(91(g33))
—201195” 930900 €08 0 0s(D1 (g33)) — 29?42933922900 sin 6 9% 2(goo)
+29f{29229§og33 sin 6 9% 5(goo) — 2911 922900933 5in 0 07 2(g33)
+9?{29229§3 sin ¢ (9o (900))2 4922 911930 sin 6 01 (gs0)

+g?{2922g(2)0 sin ¢ (82(933)) + 2911 930 sin 0 95(g22)92(g30)
—493{29229;) cos 6 92(gs0) — 2922 930 €05 0 D2 (g11)1 (g30)

+491{ 922930 5.0 D2(go0) D2 (g33) + 2911924 930900 Sin 0 91 (g33)
+g1{ 900933 sin 0 9a(goo)92(g22) + 91{ 933900 sin 0 95(g33)92(g22)
—2071% gargo0g3s 05 0 Da(gu0) + 2931 922933930 cos 6 02(goo)
—295{2922933924 cos 6 D2(gss) — 2911922 930 €05 0 2(go0) D1 (gs3)
+29:13{2922900932,0 cos 6 0z(gs3) — 2911922 930 €08 0 D2(g33) 01 (goo)
+9%29339§o cos 8 0z(g11)1(goo) + 924 googgo cos 0 01(g33)0a2(g11)
—2011955” 923900 5108 91 (goo) + 291103 93933 5in 6 Dy (goo)
—~291105” 980955 50 0 01 (g53) + 4937192293300 511 0 (D2(g30)) ] ) (A.7)
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82(62(2)12) _

—é% [—202 372 930 2 911933 c0s 005(01 (goo))
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+2g20 8/ 2!]33930911 cos 001 (goo)P2(g30) + 4922 900930911933 sin 601 (g30)

— 4055 %" go0 930911933 €08 092(1 (g30)) + 4911 **googz0922933 Sin 00% 5(gs0)
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—g22 3/2930933 cos 001(g33)02(911) + 2911 3/2932,0922900 cos 005(gs3)
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+4022 3/2930911 cos 00,(01(g30)) — 4911 932,0922 sin 9(82(930))2

+2g11 3/29§0 sin 005(g22)92(g30) — 4911 930922933 cos 005(gs0)
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62(62(3)12) _

1
- 800(g119220
+4g95 %/ 930933930911 50 002(91(g30)) + 2911 ¥ 930922933900 €08 0% 2(goo)
+2022 3/2932,0900933911 sin 695(01(g00)) — 2922 9309:?3911 sin 00,(91(goo))
+2911 3/2932,09229(2)0 cos 09° 2(g33) + 2922 900911930 sin 005 (01 (g33))
—A4g11 ¥ g3 922900 c0s 00 5(g30) — 4gan ¥ 930911900 sin 00,(91(g30))
—2¢11 3/2930922933 cos 05 2(gs3) — 2922 900911933 sin 00,(91(g33))

EE [4911 3/2930922933930 cos 933(930)

3/2
3/2

—4g11 8/2 900922930933 €08 002(goo) D2(g30) — 900911933 sin 005 (g33) 01 (goo)
—2g20 5/2 900911933930 Sin 002(g30) 91 (goo) — 900911933 sin 001 (g33)92(goo)
—202 372 900911933930 sin 001 (gs0)2(goo) — 922 900933930 sin 002 (g11)01(goo)
—g11 5/2 900933930 cos 005(g22)2(goo) — 922 3/2980930 sin 00(g11)01(g11)

)
—gn*? 900930 €08 005 (g22) Do (gss) + 4922 */* 900933930911 cos 001 (g3o)
—4g1, %2 900933930922 sin 002 (gs1) — 2922 >/ gg0 933930 Sin 001 (g30) D2 (g11)
—2g11 %/ 930933930 €08 00(g30) D2 (go2) — 2911 22 953933922 €08 002(933) D (goo)
+4022 3/2980933911 sin 002 (930)01(g30) — 2922 3/2911980933930 sin 002 (g30)01(g33)
—4g11 %/ g3 g22G30 €08 005 g33) 2(g30) — 2922 90911930 5in 001 (g30) D (g33)
+ 922 %2 935 00911 51 00 (g00) 1 (goo) + 2922 /2930933900911 €08 001 (goo)
—2011 3/2930933900922 sin 00>(goo) + 2922 3/2930911900 sin 601 (g33)2(goo0)
+4g11 % g3, 922.900 €08 001 (933)D2(goo) + 2922 */* 30911900 510 0s(g33) 1 (g00)
+2ga2 3/2 82(900)91{ 933(—9o0o) 3124/ 0+ 2911 3/2 9333930922 sin 695(goo)
+922 /2 935950 511 005(911) D1 (goo) + 911 29?2,3900 cos 005 (g22)92(goo)
—1—4(82(930))2911 3/2922933930 cos 0 + 2g2 3/2 930900911 cos 001(gs3)
—2011 3/2930980922 sin 00, (gs3) + (82(900))2911 3/2922933980 cos
—4g95 %2 g3 Goog11 cos 001 (gs0) + 4g11* 930900922 sin 005 (gs0)
2929 3/29:?0900 sin 001 (g30)02(g11) + 2911 3/2 ggogoo cos 00(g30)02(Gg22)
—2g29 3/2930933911 cos 00, (933) + 2911 3/2932,0922 82(900)\/%\/_
+2911 3/2930922933 sin 00, (ga3) + 922 900933 sin 001 (gs3)02(9g11)
tg11 3/2930933 cos 005(g33)02(gaz2) + g2o 3/2930911 sin 005 (g33)01(gs3)
—202 3/ 2980933911 cos 001 (goo) + 911 8/ 2900922 cos 0(0y (933))2

203 (go0) <03 09392203950 | - (A.9)
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Apendice B
Cddigo em Maple

O célculo dos polinomios de Adomian pode ser feito usando um codigo simples feito no
Maple. Para resolver as equagoes diferenciais com base no método de decomposigao [147],
somente é necessario inserir informagcao sobre a equagao, como a expressao do operador nao
linear N, o operador restante R, a fungao g(z), as condigoes iniciais e o nimero de termos
da soma parcial. Desta maneira o programa fornecera a solucao analitica aproximada da
equagao. A continuagao se mostra o c6digo extraido do [155]. Por conveniéncia, se usa t para
representar a variavel independente e se define os parametros da seguinte forma

# ICs: 1list of intial conditions in the form [tO, [v0,v’0,...],...,[w0,w’0,...1];
# Egs: 1list of differential equations in the form[[R1,N1,gl],...,[Rm,Nm,gm]];
# n : needed item number of the partial sum.

Adomian:=proc(ICs,Egs,n)
local nEq,t0O,m,v0,R,N,g,n0Order,u,k,nu,tempN,A,i:
nEq:=nops(ICs)-1:
n0rder:=[seq(nops(ICs[m]) ,m=2..nEq+1)]:
t0:=ICs[1]:
v0:=[seq(ICs[m] ,m=2..nEq+1)]:
R:=[seq(Egs[m,1] ,m=1..nEq)]:
N:=[seq(Egs[m,2] ,m=1..nEq)]:
g:=[seq(Egs[m,3],m=1..nEq)]:
u:=array(l..nEq,0..n):
for m from 1 to nEq do
ulm,0] :=g[m] (t):
for i from 1 to nOrder[m] do
ulm,0] :=v0[m,n0rder [m] -i+1]+int (subs(t=s,ulm,0]) ,s=t0..t):
od:
od:
for k from 0 to n-1 do
nu:=seq(sum(lambdaii*(ulmm,ii]),ii=0..k) ,mm=1..nEq): ######Modified line######

for m from 1 to nEq do

tempN:=unapply (N[m] (nu) ,lambda) ;A[m,k] :=(DOCk) (tempN) (0) /k!
od:
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for m from 1 to nEq do
ulm,k+1] :=-R[m] (seq(uli,k],i=1..nEq))-A[m,k]:
for i from 1 to nOrder[m] do
ulm,k+1] :=int (subs(t=s,ulm,k+1]) ,s=t0..t):
od:
od:
od:

[seq(sum(u[mm,kk], kk=0..n), mm=1..nEq)]: #########Modified line#t##t###Hn#

end:
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