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Resumo

O estudo da distribuicao de riqueza é um tema antigo, porém, longe de ter uma resposta
exata. Alguns trabalhos buscam descrever por algoritmos matematicos o processo em
que se gera as distribui¢oes de riqueza, e discutir se essas sao inevitamente desiguais.
Este trabalho busca estudar como a redistribuicao de riqueza pode ser compreendida
dentro de um sistema econémico como uma transicao de fase. Assim como nos modelos
conhecidos para estudar essas transi¢oes, mudancas nas variaveis macroscopicas tendem
a causar alteragoes nas estruturas desses sistemas. Seria entao a distribuicao desigual de
riqueza um fato inevitavel, ou consequéncia de algum processo estrutural? Os modelos que
buscam estudar o processo de distribuicao de riqueza, apresentam resultados coerentes
com a realidade das economias? Nos apoiaremos em processos matematicos conhecidos, e
em teorias sobre o surgimento das desigualdades, para buscar alguma resposta para esse

assunto.

Palavras-chaves: Econofisica. Riqueza. Modelo de Ising. Redistribuigao de renda. Monte

Carlo. Transigoes de fase. Modelo de Kuramoto. Sincronizagao.






Abstract

The study of the wealth distribution is an old topic, however, far from an exact answer.
Some works seek to describe the process in which wealth distributions are generated using
mathematical algorithms, and to discuss whether these are inevitably unequal. This work
seeks to study how the redistribution of wealth can be understood within an economic
system as a phase transition. As in the known models to study these transitions, changes
in macroscopic variables tend to cause alterations in the structures of these systems. Is the
unequal distribution of wealth, then, an inevitable fact or a consequence of some structural
process? Do the models that seek to study the wealth distribution process, successfully
present results that are consistent with the reality of economies? We will rely on known
mathematical processes and theories about the emergence of inequalities, trying to find

some answer to this issue.

Key-words: Econophysics. Wealth. Ising Model. Wealth Redistribution. Monte Carlo.

Phase Transitions. Kuramoto Model. Synchronization.
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Introducao

A discussao sobre como surge a desigualdade é antiga e ainda sem uma resposta
objetiva. Diversos pensadores fizeram proposicoes sobre quais relagoes humanas levam
a alguns individuos possuirem uma riqueza tao superior a outros. Entram no jogo até
mesmo relagoes que escapam do aspecto humano e entram num aspecto "divino". Um Rei
da idade média tinha comando sobre seus vassalos por conta da benevoléncia e da ordem
de um deus. Esse comando de deus condenava até mesmo interagoes que hoje sao basicas
entre os humanos, como por exemplo, o empréstimo de dinheiro a juros, que era o pecado
da usura. Ha extensas literaturas sobre os processos humanos que levaram a acumulacao
de riquza e todas elas nos levam as mais diversas interpretagoes do fenémeno que leva as

sociedades serem mais ou menos desiguais [1][2].

De outro lado, os fisicos e matematicos procuram expressar essas relagoes, de um ponto
de vista tecnicamente "neutro". Buscamos resumir as intera¢des humanas em nossos algo-
ritmos de computador e equagoes diferenciais, o que a principio pode parecer apequenar
o problema e torna-lo simples demais. A grande questao é que seria impossivel atribuir
a parametros matematicos todas as caracteristicas dos seres humanos. Alguns algoritmos
computacionais, como o Yard Sale Model, tenta expressar de uma maneira geral como
seriam essas interacgoes, e retornar uma curva de distribuicao de riqueza que seja interes-

sante.

Imaginemos entao dois sistemas diferentes: o primeiro é uma simples chaleira com
alguma quantidade de agua, e o segundo composto por agentes econémicos negociando
de diversas maneiras diferentes. Sabemos que apds uma certa temperatura a agua na
chaleira comecara a evaporar. Sabemos também que se aumentarmos a quantidade agua
nessa chaleira, levara mais tempo para alcancarmos esse ponto de ebulicdo. Aqui tempe-
ratura e volume sao parametros macroscopicos desse sistema, e o fenomeno da transicao

de fase decorre da mudanca desses parametros.

Quais seriam os parametros macroscopicos do segundo sistema? Qual pardametro pode-
ria ser caracterizado como a "temperatura" desse sistema econémico? A taxagdo em uma
economia e a redistribuicao de renda parecem ser excelentes candidatos. Imagine que num
pais extremamente desigual, o governo passe a retirar dinheiro dos mais ricos e redistri-
buir aos mais pobres. Essa seria, excluindo todas as complexidades de uma sociedade,

uma maneira efetiva de "aquecer" a economia desse sistema.
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A proposta desse trabalho é analisar a transicao de fases nesses sistemas

econdmicos, geradas pela redistribuicao da riqueza dos agentes.

Dividimos esse trabalho da seguinte forma:

e Capitulo 1: Um analise geral dos métodos utilizados na area da econofisica e a apre-
sentacao do modelo Yard Sale. - Esse é um capitulo introdutorio, e que serve para
apresentar ao leitor fundamentos e modelos usados na econofisica. E um capitulo

bastante grafico, com algoritmos explicados e algumas propostas interessantes;

e Capitulo 2: A teoria do excedente de John Angle - Nesse capitulo seremos apresen-
tados a teoria do excedente, de John Angle. A proposta é analisar um algoritmo

computacional que surge a partir de uma teoria social de produgao de riqueza;
e Capitulo 3: Distribuigoes de riqueza geradas por processos estocasticos;

e Capitlo 4: O modelo de Ising na geracao de curvas de distribuicao de riqueza - Uma

aproximacao termodinamica do problema econoémico;

e Capitulo 5: O modelo de Kuramoto e uma nova proposta na analise das distribui¢oes

de riqueza.

Esse trabalho foi estruturado em toépicos para proporcionar ao leitor uma visao
ampla do problema a partir de varios métodos diferentes. Buscamos analisar uma robusta

bibliografia e reproduzir em nossos desenvolvimentos uma série de modelos.



Parte |

DistribuicOes e analises estatisticas de modelos

da econofisica
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1 Distribuicoes na fisica, economia e econo-

fisica

Esse capitulo tem como intuito apresentar ao leitor conceitos iniciais sobre o que
sera feito a posteriori no trabalho. Queremos demonstrar como surgem os modelos e como
sao feitas as andlises mais fundamentais e necessarias para compreendermos quais sao as

melhorias que podem ser feitas aos modelos.

1.1 Uma prévia dos conceitos mais importantes

e Distribuicoes de riqueza: Sao curvas de densidade de probabilidade relacionadas
a riqueza de um agente economico. O que buscamos ao analisar essas curvas é qual a
probabilidade de encontrarmos, numa economia, um agente com uma riqueza igual
a um valor x. Nos modelos mais simples, essas curvas de riqueza se confundem
com curvas de distribuicdo de renda, pois a principio, quanto maior a renda de
um individuo, maior sua riqueza acumulada. Curvas que apresentam economias

desiguais tendem a apresentar uma concentracao para valores de x muito baixos.

e Yard Sale Model: O algoritmo se baseia na seguinte premissa: Dois individuos
negociam um objeto qualquer, onde um dos individuos recebe um valor x pelo
objeto e outro perde o mesmo valor x na negociacao. O modelo trata de uma venda
de garagem pois o bem negociado nao possui valor, nem outra variavel que entre
no calculo do preco. Esse modelo nao calcula, por exemplo, um possivel ganho do

comprador ao adquirir o bem, apenas a quantidade monetaria que foi despendida.

e Transicoes de fase: E uma transformacao da estrutura macroscépica de um sis-
tema pela mudanca de algum parametro que controla variaveis pertecentes ao sis-
tema. Um caso simples, corriqueiro e muito didatico é o da dgua. Ao aquecermos a
dgua (sistema) variamos sua temperatura (pardmetro de controle) até o ponto em
ela passa de uma fase, que é o estado liquido, para outra que é o estado gasoso. Esse
¢ um conceito muito amplo e pode ser aplicado aos mais diversos tipos de sistemas

fisicos, biolégicos, sociais e econdmicos [3].

e Redistribuicao de riqueza/renda: Consiste em garantir com que parte da ri-
queza acumulada pelos agentes mais ricos seja distribuida para os agentes com
menor riqueza acumulada. Tecnicamente, consiste em tornar a curva de distribuigao

de renda "mais gaussiana". Pode-se argumentar também que hé na curva gaussiana
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uma dispersao que também gera desigualdade, a questao é que essa dispersao nao

possui as mesmas simetrias que existem nas curvas de distribuicao de riqueza.

1.2 A mecanica estatistica da distribuicao de dinheiro

O estudo da fisica aplicada a economia engloba os mais diversos métodos e concei-
tos, sendo esséncial para pessoas que desejam estudar essa area um arcabouco de mate-
matica, fisica, e economia, sélido o suficiente para apresentar solugdes para as demandas.
A motivacao inicial desse topico é construir alguns paralelos fortes entre teorias consilida-
das na fisica e conceitos fundamentais no estudo da economia, assim, queremos ao longo
desse capitulo apresentar fundamentos de como sao desenvolvidos os trabalhos nessa drea.
Processos aleatérios, de maneira geral, sao usados para descrever a dindmica de diversos
sistemas econdémicos. Vamos inicialmente utilizar a teoria cinética de Boltzmann, anali-

sando assim as interagoes entre agente econémicos como sendo independentes.

O primeiro caso que iremos estudar é uma abstragdo de um sistema econémico, descrita tal
qual as que conhecemos na mecanica estatistica usadas para reproduzir o comportamento
de particulas. Todas as consideragoes utilizadas na teoria cinética dos gases possuem um
paralelo com o que vamos descrever, assim, ha uma capacidade imediata da implementacao
desses métodos [4][5].

1.2.1 Distribuicao de Boltzmann-Gibbs

Sistemas com um ntmero elevado de agentes (N >> 1) fazem parte da mecéanica
estatista e da economia. Sendo assim, é necessaria uma teoria que explique essas diversas
interacoes, que sao impossiveis de serem descritas independentemente, por uma visao pro-
babilistica. A distribuicao de probabilidades de Boltzmann-Gibbs, usada para descrever
sistemas que possuem uma estrutura interna complexa, sera utilizada numa visao inicial

do que seria um modelo econdmico simples [6][7][8].

Para derivar a distribuicao, vamos separar um sistema em duas partes, que nao
sdo necessariamente iguais. A energia total do sistema composto pelas duas partes é:
€ = €1 + €9, e a probabilidade de se encontrar o sistema em um estado com energia € é

igual ao produto das probabilidades dos sistemas

P(e) = P(e1)P(er), (1.1)
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Uma possivel solucao para essa equacao é da forma de uma exponencial

P(e) = Ce /T, (1.2)

onde T é a temperatura do sistema e C' é uma constante de normalizacao. Na expressao
1.2 a constante de Boltzmann foi tomada como sendo 1. Se formos mais adiante e consi-
derarmos a entropia dos sistemas, os microestados acessiveis para os sistemas e algumas
identidades termodinamicas, podemos chegar ao mesmo resultado apresentado em 1.2,

por uma demonstracao mais sofisticada.

Vamos considerar que as duas partes em que separamos nosso sistema, sejam um
reservatorio a temperatura constante e um atomo. Vamos chamar de Qg(s;) a multiplici-
dade de estados associada ao reservatorio quando o atomo esta no estado s;, analogamente
Qr(sq), para o &tomo no estado se. De forma geral a probabilidade de se encontrar o 4&tomo
em um estado particular é diretamente proporcional ao niimero de microestados acessiveis

ao reservatorio, assim, a razao das probabilidades para os dois estados sera

= 1.3
P(Sl) QR(Sl) ( )
Sendo S a entropia definida por S = k [nf2, entao
Sr(s2)/k
Plsa) _ e™r%  ston)-snsulk, (14

Pls) ~ cSallk

Podemos observar que no lado direito de 1.4 apresenta a diferenga da entropia no reser-
vatorio. Vamos considerar que a diferenca seja pequena o suficiente para que possamos

usar a seguinte identidade termodinamica:

1

O termo dNg ¢ igual a zero, pois ndo ha mudancas no nimero de particulas quando
consideramos o subsistema composto apenas por um tipo de atomo. O termo dVg, que
representa a variagdo do volume do reservatorio, pode ser também desprezado em com-
paragao a dUg que representa a variagao da energia interna do sistema. Assim, podemos

reescrever 1.5 como sendo

1

Sr(s2) — Sr(s1) = f[UR(@) — Ur(s1)], (1.6)
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mas como a variagdo de energia nesse sistema se da apenas pela variagao do calor, ou

seja, o sistema nao realiza trabalho, redefinimos a energia como

AU(s1) = AE(s1)

(1.7)
AU(s2) = —AE(s2).
Aplicando os dois resultados anteriores em 1.4:
P —E(s2)/kT
(s2) _ ¢ , (1.8)
P(s)) e B/t
organizando os termos:
P P
(s2) (s1) (1.9)

e—E(s2)/kT ~ p—E(s1)/kT"

Os lados da equacao 1.4 sao independentes entre si, assim, s6 serao iguais se forem

constantes. Com essa consideragao, chegamos ao resultado apresentado anteriormente:

P(s2) P(s1)
BT — g BT = & (1.10)
P(s) = C e PO/ (1.11)

Tomando k£ = 1, temos a um resultado igual ao apresentado em 1.2. Podemos também
utilizar a expressao usada anteriormente para descrever a entropia, juntamente com a
aproximagao de Stirling, para encontrarmos a entropia por particulas [8]. Vamos separar
os valores da energia em varios intervalos de tamanho Ae, e contar o nimero de particulas
que possuem energia no intervalo e e e + Ae. O termo N /N = P, nos dé a probabilidade

de encontrarmos uma particula com energia e;. Assim [9][6]:

S Ni Ny,
Sy My, () =-3 B inp, (1.12)
N — N N -

com a energia total do sistema sendo dada por:
E=>" Nyey. (1.13)
k

1.2.2 Aplicacao em um sistema econémico

Vamos comegar a fazer alguns paralelos interessantes. A distribui¢ao de Boltzmann-

Gibbs é construida sobre a premissa de que a energia total desse sistema é conservada,
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porém, teriamos resultados semelhantes se considerassemos a conservacao de qualquer ou-
tra grandeza referente a qualquer outra aplicagao, em nosso caso, poderiamos relacionar
o dinheiro a energia. Vamos considerar um sistema de N agentes, onde a grandeza total
conservada é o dinheiro possuido pelo conjunto. Ao considerarmos que o dinheiro como
uma quantia que se conserva, estamos desprezando efeitos econémicos como inflacao e

aumento da base monetaria, por estes nao serem relevantes em nossas simulagoes.

No inicio da simulacao, todos os agentes possuem a mesma quantia de dinheiro, dada por:
m = M/N, onde M é o dinheiro total no sistema e N o nimero de agentes. Selecionamos
aleatoriamente dois agentes desse sistema, escolhemos um para ser o vencedor e outro
para ser o perdedor na negociacao. O vencedor recebe uma quantia Am do perdedor, que
é subtraido da mesma quantia: [m;, m;] — [mj,m}] = [m; — Am,m; + Am]. Estamos
considerando que os agentes nao podem ter riqueza negativa, ou seja, nao podem entram
em débito com outros agentes. Sendo assim, caso haja uma negociacao em que um agente
ficaria com m; < 0, essa negociacao ¢ cancelada e outra toma lugar. Existem modelos
que consideram essa possibilidade, ou seja, modelos que tratam de agentes com débitos,
mas esses nao serao tratados aqui. A figura 2 nos apresenta de uma maneira mais clara o

algoritmo dessa simulagao [10][4][5][11].

Para fazer uma analogia interessante, podemos imaginar um gas, onde as particulas co-
lidem e trocam energia. Essas diversas interagoes conservam o dinheiro total do sistema,

que no caso analogo de um gas, seria a energia total do sistema.

O primeiro caso que vamos estudar, trata de um valor fixo para cada troca:
Am = aM/N, ou seja, uma fracdo do valor inicial de cada agente. Escolhemos esse
valor como sendo o = 0.025. O niimero de agentes da simulagao é N = 500, e o valor ini-
cial de dinheiro para cada agente igual a 1000. A figura 3 apresenta o comportamento da
distribuicao de probabilidades de encontrarmos um individuo com dinheiro entre m + dm.
Inicialmente, todos os agentes possuem uma quantia de 1000 u.m e conforme o tempo
passa, a distribuicao se transforma em uma gaussiana, e para tempos mais longos, toma
a forma, se aproxima, de uma distribuicao de Boltzmann-Gibbs. Note que nesse contexto,
dizer que o tempo passa ¢ equivalente a aumentar o niimero de simulagoes no programa.
A figura 5 apresenta um ajuste da forma P(x) = Ae~*/! e os parAmetros encontrados para

o ajuste estao apresentados na mesma.
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Algoritmo da simulacao
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agentes 35 e
2171,

Figura 2 — Algoritmo da simulagao de troca entre agentes, Yard Sale Model ou modelo de

venda de garagem.
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Figura 4 — Variacao da entropia do sistema conforme aumentamos o nimero de simula-
¢oes. A curva expressa na figura estd associada ao valor de Am = 25.

A figura 4 apresenta a evolugao da entropia conforme avancamos nessa simulagao. O valor
nulo para entropia significa a certeza dos estados em que os agentes se encontram, ou seja,
para zero simulagoes, temos a garantia de que todos os agentes possuem uma quantia de

dinheiro igual a 100.

Um caso interessante se apresenta quando escolhemos outra fungao para ser o nosso Am.
Até o momento, a quantia Am era independente da riqueza que cada agente possuia
no momento, o que tornava possivel a elevada quantidade de agentes com valores nulos
quando o sistema entra em equilibrio. Vamos verificar como se comporta a distribuicao

se Am for igual a uma fragao do dinheiro atual possuido por um agente, ou seja:

Am = ym,. (1.14)

Esse modelo nao fere a nossa premissa da conservac¢ao do dinheiro total no sistema,
porém, a distribuicao resultante dessa escolha nao tem mais a forma de uma distribuicao
de Boltzmann-Gibbs. O que foi observado na execucao desse programa, é que elimina-se
a possibilidade de que existam agentes com quantidades nulas de dinheiro. Como o valor
subtraido do agente que perde a negociacao, é uma fragdo do valor atual que ele possui,
entao sao nulas as chances de que um agente chegue a possuir nenhuma quantidade de

dinheiro.

O artigo [5] apresenta uma fungdo para o ajuste da distribuicao, que difere da fungao de

Boltzmann-Gibbs por um fator de lei de poténcias. Essa fun¢ao é semelhante a distribuicao
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Figura 5 — Ajuste exponencial para a distribui¢do de probabilidades gerada computacio-
nalmente. Os pontos estao associados ao histograma presente na figura 1 (f).

gama, e tem a forma:

P(m) = emPe /T, (1.15)

A relagao entre os parametros v e 8 é dada por:

f=—-1—In2/ln(l—7~). (1.16)

Quando v < 1/2 temos 8 > 0, assim, o ntimero de agentes com pequenas quanti-
dades de dinheiro é reduzido e P(0) = 0. Seguindo a andlise feita no artigo, executamos
o programa com o parametro v = 1/3. Para valores de « préximos a 1/2, o programa co-
meca apresentar resultados semelhantes aos apresentados na figura 5. A figura 6 expressa
o que foi discutido anteriormente, uma distribuicao que possui a propriedade de ser nula
em m = 0, e com baixa probabilidade para valores préximos de 0. O ponto crucial a se
analisar é que uma distribuicao dessa forma, gerada por um modelo puramente computaci-

onal, gera distribui¢coes muito semelhantes a distribuicao de renda em setores da economia.

H& uma interessante discussao sobre outros modelos que geram distribuicoes semelhantes

a encontrada na figura 6, ou seja, diversas outras construgoes de ideias, que levam a dis-
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tribuigoes semelhantes a uma distribuicao Gamma. Um dos objetivos desse trabalho, ao
menos em sua etapa inicial, ¢ analisar diversos modelos e comparar as aplicagoes desses

métodos para descrever as distribuigoes de renda e riqueza.

Dentre esses modelos, existe um apresentado por John Angle, baseado em uma
teoria de estratificacdo social chamada Surplus Theory, que analisa a distribuicao de ri-

quezas nos setores de uma sociedade.

N=500, 1,5x106 Interacoes, M/N=1000
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Figura 6 — Distribuigdo de probabilidades para Am = v m;, com v = 1/3. O ajuste em
vermelho estd associado a expressao 1.15, e o ajuste em preto estd associado
a distribuicao de Boltzmann-Gibbs.

Aspectos tedricos e conceituais precisam ser apresentados para que possamos entender com
maior profundidade os modelos mais sofisticados. Iremos discutir mais detalhadamente a

Surplus Theory no capitulo 2.

1.2.3 Funcdo logistica como determinante de Am

Podemos também verificar o caso em que a expressao Am = ym; tome uma forma
mais complexa, onde v deixe de ser um nimero constante, e se torne uma funcao de m;.

Ou seja, queremos analisar o caso em que:

Am(m;) = y(m;)m,. (1.17)
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Logistic Sigmoid Function

f(x)

0,5

Figura 7 — Funcao logistica do tipo Sigmoid; Sigmoid function. Representa a funcao lo-
gistica com os parametros: L =1, k=1, x, = 0.

Dentre as diversas formas que a quantia Am trocada pelos agentes pode tomar,
queremos aqui supor que ela tenha a forma da conhecida funcao logistica. Essa funcao
tem um comportamento muito estudado em diversas areas da ciéncia, pois apresenta a
caracteristica de ser uma curva exponencial com saturacao. A forma mais geral da funcao

logistica ¢ dada por:

L
A figura 7 mostra um conhecido caso da funcao logistica, a Sigmoid function. Essas funcao
possui diversas aplicacoes, em especial nas areas de ciéncia da computacao, na construcao
de comandos légicos. Devido a sua rapida saturacao, a funcao retorna valores 1 e 0 para

valores de x muito grandes e muito pequenos respectivamente.

A funcao utilizada nesse trabalho é na verdade uma adaptagao da funcao logistica, e pode

Ser expressa por:

flz) = —— +C. (1.19)

A curva pode assumir as mais diversas formas, devido aos seus trés parametros,
porém, vamos tratar aqui de dois casos especificos, que possuem uma motivacao econémica

para serem estudados.
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Figura 8 — Curvas da fungao logistica adaptada, para diversos parametros.

1.2.3.1 Caso da negociacao justa

Nesse primeiro caso, vamos tratar de uma espécie de negociacao justa, em que os
agentes que possuem a menor quantidade de dinheiro, ao serem escolhidos como per-
dedores na negociacao, tenham que ceder fragdes menores do dinheiro que possuem. Ao
contrario, os agentes que possuem a maior quantidade de dinheiro, devem ceder fragoes

maiores.

Como estamos tratando de uma fungao que apresenta saturagao, a partir de algum
ponto x, todos os agentes que possuirem dinheiro m; > z, irdo ceder em suas negociagoes
a mesma fracao do dinheiro que possuem. Queremos entao estudar curvas para Am como

as apresentadas na figura 8.

Para verificarmos a diferenca desse modelo para aquele no qual v é uma constante,
vamos fazer diversas simulagoes e comparar as distribuigoes resultantes. As simulagoes
serdo feitas sob os mesmo pardmetros, nimero de simulagdes e valor inicial dos agentes,
assim, o que estamos querendo ver de fato é como se comporta a desigualdade entre os

agentes na comparacao entre os modelos.

A figura 13 apresenta um conjunto de comparagoes entre o novo modelo e aquele
no qual v é uma constante. As curvas sombreadas em magenta (curvas mais claras) re-
presentam o modelo anterior, com v = 1/3. J& as curvas em azul (curvas mais escuras)

variam, conforme um conjunto de parametros que foram escolhidos:

e (a) A=30,B=4,C = —15,



1.2. A mecdanica estatistica da distribuicio de dinheiro 31

o (0) A=40,B=1,5C = —20,
e (¢) A=60,B=1,C=—-30,

o (d) A=80,B=2,C = —40.
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Figura 9 — Comparagoes entre os modelos v constante e o modelo por funcao logistica.
As curvas em magenta (mais claras) de todas as figuras, estao associadas a
constante e igual a 1/3. As simulagoes foram feitas com 2 x 10° interacdes, e
com o my = M/N = 500.

Essas curvas, porém, nao nos dao nenhum resultado explicito sobre a desigualdade da
distribui¢ao do dinheiro entre os agentes. Para verificar com maior clareza, vamos analizar
as fungoes distribuicao acumulada de cada curva. A funcao distribuicdo acumulada nos
apresenta a probabilidade de encontrarmos uma variavel menor ou igual a um valor x,

matematicamente falando:

F(z) = P(X < ), (1.20)
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Distribuicio acumulada das probabilidades P(m)
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Figura 10 — Distribui¢oes acumuladas para cada conjunto de parametros.

e é dada pela expressao:

Fz) = /_; f(z) do. (1.21)

A intuicdo aqui é simples: Quanto maior a desigualdade de uma distribuicdo, menor a
possibilidade de se encontrar um individuo com valores de m mais elevados. Levando em
conta essa ideia, podemos verificar com maior clareza os graficos das distribui¢des acu-
muladas associadas a cada conjunto de parametros. A figura 10 apresenta a distribuicao

acumulada para cada dos conjuntos de parametros anteriormente citados.

Podemos perceber que as curvas associadas aos conjunto b) e c), sdo semelhantes,
e pouco acrescentam em nossa analise. Ao compararmos porém, as curvas associadas aos
conjuntos a) e d), podemos fazer algumas colocagoes interessantes. Se escolhermos um
ponto na figura 11, x = 0,2 por exemplo, iremos perceber que a probabilidade referente
ao conjunto d) é maior do que em a). Isso significa que a probabilidade de se en-
contrar um agente com dinheiro menor que 200 na simulag¢do de d) é maior

do que na de a).

1.2.3.2 Caso da negociacdo injusta

Ao contrario do que foi analisado anteriormente, podemos verificar o caso em que
a negociagdo entre os agentes seja mais vantajosa para o individuo que possui a maior

quantia de dinheiro. E exatamente o oposto do caso discutido antes, assim, é esperado
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Figura 11 — Aproximacao grafica da figura 10.

que as distribui¢oes apresentem um ntmero consideravel de agentes com dinheiro muito
proximo a zero. A forma das curvas esperadas para Am como uma funcido de m nessa

versao do modelo, estao graficamente descritas na figura 12.
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Figura 12 — Curvas da funcao logistica, adaptadas para o caso de uma negociacao injusta.

A figura 12 é uma sintese da idéia que nos levou a desenvolver esse topico. Vamos
pensar em um cenario em que quanto menor a quantidade de dinheiro que o individuo
possuir, maior sera a fragado desse dinheiro que ele tera que ceder em uma eventual nego-
ciagao, caso ele seja escolhido como perdedor. As simulagoes realizadas comprovam que a

densidade de agentes com dinheiro proximo a zero ¢ muito alta.
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Figura 13 — Simulagoes realizadas para o caso da negociagao injusta, com os devidos pa-
rametros utilizados. Em todas as simulagoes, mg = M/N = 500, 2 x 10°
interacoes, N = 500.

Apesar dessas observagoes, as distribuigdes encontradas para os pardmetros foram
as mais diversas possiveis, assim, vamos apresentar duas das distribui¢oes encontradas
durante a realiza¢ao do trabalho. As figuras 13(a) e 13(b), apresentam as distribui¢oes

encontradas para dois conjuntos de parametros diferentes.

Podemos reparar na figura 13(a) um comportamento peculiar, uma separa¢ao ni-
tida das rendas. Um setor com alta densidade de individuos com renda abaixo de 500, e
outro com individuos acima de 500. Poderiamos assumir que para o caso em justo com os
pardmetros da figura 13(a), hd a diminui¢ao de individuos que pertencem a uma classe

média.

1.2.3.3 ConsideracSes sobre os métodos

Em geral, a discussao sobre essas distribuig¢oes sao sempre complexas, e ha pouco
conteido que mostre explicitamente que existem solugoes analiticas, geradas por pro-
cessos estocasticos, que resultem nessas distribuicoes. Os processos estocasticos possuem
em geral, e observando a literatura disponivel, maior quantidade de contetido quando
estamos estudando agoes, e mercados financeiros. Aplicagoes desses processos estocds-
ticos no estudo das distribui¢des de renda nao sao tao comuns assim. Iremos abordar a

natureza e os fundamentos teoricos desses processos estocasticos mais adiante no trabalho.

Os préximos tépicos vao gerar uma base conceitual e nos apresentar fundamentos

econdmicos, para que possamos estudar o cenario da distribuicao de renda, e da distri-
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2 Teorias da distribuicao de riqueza e o di-
nheiro como energia dos sistemas econo-

MICOS.

Esse capitulo cumpre um papel importante na conjuntura desse trabalho, buscar
conceitos tedricos que mostram por que surgem as distribui¢oes de renda e riqueza como
conhecemos. Além disso, vamos comecar a fazer os pararelos necessarios para adaptar esses
modelos, a principio puramente econémicos, com modelos conhecidos na fisica. Queremos
construir um caminho suave até chegar ao ponto em que faca sentido utilizar modelos mais

complexos, como sao os modelos de Ising e de Kuramoto, nesses sistemas econdémicos.

2.1 A desigualdade é um processo inevitavel?

O artigo [12] apresenta uma das discussoes que fundamentam nosso trabalho. Ele
analisa o modelo de troca apresentado no capitulo 1 e faz algumas consideragoes muito
importantes. Usando o modelo de troca mais basico, onde os agentes negociam entre si e
nao existe nenhuma vantagem para nenhum dos agentes (modelo apresentado no tépico
1.1), chamado de Yard Sale Model ou modelo de venda de garagem, chegamos ao resul-
tado de que apdés uma grande quantidade de transacoes, independentemente do ntimero
escolhido de agentes ou valor inicial da riqueza que cada um desses possui, teremos um
caso em que uma fracdo muito pequena de agentes tera quase toda a riqueza de todos os

agentes, o que é um fato a principio muito surpreendente devido a simetria do sistema.

O que queremos é estudar o processo fisico por de tras dessa quebra de simetria. Autores
que estudam os processos de distribuicdo de renda associam isso ao fato que existe uma
alta probabilidade de que os agentes mais pobres transfiram parte de sua renda para os
agentes mais ricos, assim, esse modelo move a renda de um estrato social para outro,

formando duas camadas sociais muito claras [11][12][13].

Além da existéncia desse processo fisico, devemos entender que o Yard Sale Model,
devido a sua simplicidade, ndo corresponde a um processo econémico realista. Assim, mo-
delos com distribuigao de riqueza sdo mais 1teis para entendermos melhor a complexidade
desses sistemas, e analisar posteriormente algumas transicoes de fase que ocorrem nestes.

Discutiremos posteriormente com maiores detalhes.
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2.2 Teoria do excedente (Surplus Theory)

Essa se¢ao apresenta um ponto fundamental para nosso trabalho, uma teoria so-
cial que implica um processo estocastico chamado de "processo de desigualdade", que gera
as distribuicdes de riqueza que iremos estudar a seguir. O principal artigo usado nessa
parte do trabalho, é o artigo que fundamenta essa ideia, "The surplus theory of social

stratification and the size distribuition of personal wealth" de John Angle [14].

As distribuigoes de riqueza observadas ao longo do tempo, podem ser aproximadas por
diversas fungoes de densidade conhecidas, como por exemplo a distribuicdo gama. A

distribuicao gama é dada pela expressao:

P(z) = (B*T(k))tah—teo/?, (2.1)

A figura 14 apresenta o formato da curva de distribuicao gama para diversos parametros.
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Figura 14 — Distribuicdo gama para diversos parametros k e 6. Fonte:
https://pt.wikipedia.org/wiki/Distribuigdo_ gama. Acessado em 02,/10,/2020.

O economista, sociflogo e cientista politico Vilfredo Pareto (1848-1923), havia
atentado para o fato de que mesmo as sociedades mais distantes no tempo, espaco ou
cultura, apresentavam caracteristicas semelhantes nas suas distribui¢oes de riqueza, as-
sim, poderiamos pensar que hd um processo social/econémico comum entre todas essas

sociedades [15]. A principal caracteristica observada por Pareto foi que em todas as distri-
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buicoes, a cauda direita dessas apresenta um comportamento semelhante, sendo chamadas
de caudas de Pareto (Pareto Tails). Essas distribui¢bes sdo descritas por uma expressao

da forma:

Moy

P.(W) =~ (W

(2.2)

Na equagao 2.2, P~ (W) representa a probabilidade de encontrar um individuo com riqueza
maior que W, e u é um fator amplamente estudado, onde alguns pesquisadores dizem ser
aproximadamente 1,4 ou 1,5 dependendo das andlises feitas. O importante é notar que
diversas funcoes de densidade apresentar essas caudas, como por exemplo, as fungoes
normal, lognormal, beta e gama. Um ponto a favor da distribuicao lognormal ¢é o fato de
que essa distribuicao pode ser gerada por um processo estocéstico, no caso um processo

de Markov da forma:

X(t) = X(t - 1) +1, (2.3)

com X (t —1) =InY(t — 1) e n tendo valor esperado igual a 0. Um fato observado ¢ que
funcgoes de distribuicdo com mais parametros tem sido melhor aproveitadas nas tentativas
de aproximacao das distribuigoes, sendo as fungoes beta generalizada e a fun¢do gama
as melhores escolhas. Vamos voltar um pouco e analisar a discussdo do artigo [14] sobre

como a desigualdade é gerada socialmente.

2.2.1 Teoria do excedente na estratificacao social

Numa breve sintese, a estratificagdo social é um processo que separa os individuos
em classes (estratos), porém o que nos interessa aqui é observar como a riquezas dos
individuos de um sistema é distribuida. Nesse trabalho, ndo iremos discutir os efeitos
sociais da estratificagdo, mas queremos entender como é criada e desigualdade. A teoria

trabalha a partir de duas proposicoes:
e Definicao 1: Subsisténcia é a riqueza necessaria para manter vivos os produtores de
riqueza e seus familiares, assim como assegurar os custos da producao;
e Definicao 2: Excedente é a diferenca entre subsisténcia e a riqueza produzida;

e Proposicao 1: Considerando que os individuos sao capazes de produzir excedentes,

a maior parte desse excedente deixa de ser posse do produtor;

e Proposicao 2: Riqueza garante a pessoa que a possui a habilidade de extrair riqueza
dos outros individuos. Pessoas mais ricas tendem a extrair o excedente dos mais

pobres;
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e Proposicao 3: Conforme a riqueza excedente é transferida do produtor, menos desse

excedente fica disponivel para transferéncia;

e Proposicao 4: Sociedades industriais extraem menos excedente dos produtores do

que sociedades mais primitivas.

A teoria assume que os produtores de riqueza se tornam com o tempo mais propi-
cios a reter apenas o suficiente para a subsisténcia, e os individuos que extraem o excedente
dos produtores, tendem a deixar para esses uma pequena, ou nenhuma, parte do exce-
dente produzido. Se analisarmos a proposicao 2, veremos que ela é uma definicdo quase
que "matematica'de como a riqueza é transferida entre os individuos de um sistema. O
trabalho faz uma extensa descri¢ao social e politica sobre a distribui¢ao de renda e riqueza,
mas aqui nos interessa estudar o algoritmo que expressa essas relacoes entre produtor de

excedente e aquele que toma posse do excedente [14][16][17][18].

2.2.2 Processo de geracao de desigualdade

E possivel perceber analisando a teoria que hd um processo matemético de trans-
feréncia desse excedente, que chamaremos de processo de desigualdade. Vamos partir da
proposicao 1 e vamos avancando complementando o algoritmo com as outras proposi-
¢oes. A proposicao 1 é o ponto de partida para a criacado do nosso modelo estocastico.
Consideremos apenas interacoes par a par, ou seja, cada individuo se encontra com um
outro, escolhemos entao um vencedor e um ganhador, onde o vencedor ganha uma parte
do excedente do perdedor sem entregar partes de seu préprio excedente. Podemos analisar

todas essas consideragoes pelas seguintes equagoes:

Xi(t) = X1t — 1) +d UXo(t — 1) — (1 —d) UX,(t — 1), (2.4)

Xo(t) = Xo(t — 1) + (1 —d) UXy(t — 1) — d UXy(t — 1), (2.5)

onde X; e X5 sdo as riquezas dos agentes 1 e 2 da interacao, d é uma variavel que pode
assumir os valores 0 e 1 com probabilidades 0.5, e U é uma variavel continua do intervalo

[0,1].

A proposicao de nimero 2 nos permite fazer uma implementagao interessante no
algoritmo. Pessoas com mais riqueza tendem a estar mais propicias a retirar dinheiro das
pessoas com menos riqueza, assim, a probabilidade d nao seria apenas 0.5, mas um valor
acima de 0.5 para o individuo mais rico. Vamos utilizar um valor fixo de 0.65 para essa

probabilidade, assim, o individuo mais rico ¢ mais capaz de retirar dinheiro do individuo
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mais pobre.

Fazendo a comparacao da simulacdo gerada apenas com a proposi¢cao nimero 1
e a simulacao agregada com a proposicao de ntimero 2, nao foi percebida uma diferenca
substancial no comportamento da distribuicdo gerada, apenas diferencas na escala. As
figuras 15 e 16 mostram as diferencas nessas escalas. Ambas as simulagoes foram realizadas
com os parametros N = 1000, Wy = 500 e Ng = 500000, representando respectivamente o
numero de agentes na simulagao, o valor inicial para a riqueza de cada agente e o nimero

de encontros simulados.

160 A
Proposicac £1
140 4
120 A1
100 1
BD .

E‘J .

Ndamero de individuos

20

D ] lpl 'IuldIJ P

0 000 2000 3000 4000 5000 6OOO
Riqueza

Figura 15 — Resultados para a simulacao feita sobre a proposicao de nimero 1. N = 1000;

Wy = 500; Ng = 500000.

Essas simulacoes sdo bastante simples e apresentam apenas o fato que aumentando a
probabilidade de o agente mais rico extrair riqueza, o niimero de pessoas com riqueza

proxima a zero aumenta consideravelmente.

Vamos agora acrescentar ao algoritmo a proposicao de nimero 3. Essa consideragao
¢é mais sofisticada e afirma que o excedente deve ser visto como feito de camadas, e as
camadas superiores estao mais expostas a perderem esse excedente num encontro de pares.
Se temos por exemplo um sistema feito de L camadas, a porcentagem perdida no encontro
seria a média de um série de poténcias de L termos em U, onde U é uma variavel aleatéria

entre 0 e 1. O termo que expressa essa ideia é dado por:

Ui (2.6)

L
Z=2
i=1

|

Existindo L camadas, U} representa uma variavel aleatéria elevada a 4, ou seja, a soma é
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Figura 16 — Resultados para a simulacao feita sobre a proposi¢ao de niimero 2. N = 1000;
Wy = 500; Ng = 500000.

feita da forma U} + U2 + U3... até i = L. Temos entdo alteragoes nas equagoes 2.4 e 2.5

que as tornam da forma:

X)) =X1(t—1)+d ZXs(t — 1) — (1 —d) ZX1(t — 1), (2.7)

Xo(t) = Xo(t — 1) + (1 —d) ZXy(t —1) —d ZXy(t — 1). (2.8)

O termo Z esta descrito em 2.6 e os outros termos permanecem como explicado anterior-
mente. O que percebemos durante a execuc¢ao da simulacao é que existe a necessidade de
usar uma proporc¢ao razoavel entre o nimero de individuos da simulacao N e o ntimero

de camadas L. A figura 17 apresenta o comportamento dessa terceira simulagao.

Podemos ver que a implementacao da consideracao ntimero 3 transforma por com-
pleto o resultado das simulagoes, temos agora uma distribuicao de riqueza semelhante as
conhecidas empiricamente. Para atestar a eficiéncia do programa, vamos comparar dados
reais da distribuicdo de renda domiciliar dos Estados Unidos, com os dados gerados pela
simulagao. A figura 18 mostra a distribui¢ao de renda domiciliar dos Estados Unidos da
América no ano de 2014, enquanto a figura 19 apresenta o histograma dos dados gerados

pela simulacao e seu ajuste por uma funcao de distribuicao gama.

Comparando as duas figuras é possivel notar que o programa apresentou resul-
tados alinhados com o esperado e obtivemos sucesso ao comparar o modelo com dados
empiricos, ao menos em uma analise do formato das curvas. A questdo é entender de

fato o que determina a desigualdade do sistema. Para criar a ideia de como analisar as
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Figura 17 — Resultados para a simulacao feita sobre a proposi¢ao de nimero 3. N = 1000;
Wy = 500; Ng = 500000.
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Figura 18 — Distribuicdo de renda domiciliar dos EUA no ano de 2014. Fonte:
https://www.census.gov/library/visualizations/2015/demo/distribution-
of-household-income-2014.html. Acessado em 27/09/2020.

desigualdades dos sistemas, precisamos poder comparar diferentes sistemas, assim como

foi apresentado no capitulo anterior.

Vamos analisar as simulagoes para diferentes valores de §, ou seja, analisar as pro-
babilidades do individuo mais rico extrair o excedente do mais pobre. A figura 20 mostra

como ficaram as distribuigoes para diversos valores de 0.

E possivel perceber que mudancas no valor de § geram distribuicoes consideravelmente
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Figura 19 — Resultados para a simulacgao feita sobre a proposicao de ntimero 3 ajustada
por distribuicao gama. N = 3000; W, = 500; Ng = 500000; L = 25; 6 = 0.6.

diferentes. Para entender explicitamente qual dessas curvas representa o sistema com me-

nor desigualdade, podemos analisar as distribui¢des acumuladas de cada caso.

Sabendo como funcionam as distribui¢bes acumuladas, podemos apenas obser-
vando a figura 21 inferir que a distribuicdo em azul, referente a 6 = 0.4 é a que gera a
menor desigualdade, pois apresenta a menor probabilidade de encontrar um agente com
uma renda baixa. Podemos também fazer a analise comparando os valores de a das dis-

tribuigoes.

2.2.3 Discussoes sobre a teoria do excedente

Os resultados obtidos até esse ponto do trabalho sao satisfatorios e condizem com
o exposto na literatura. A teoria do excedente fornece um arcabougo técnico/teérico am-
plo para a maioria dos tépicos abordados nesse trabalho, mas falha em nao apresentar
minimamente uma estrutura que estude o fendémeno da transicdo de um sistema em es-
tado mais desigual para um menos desigual, ou seja a condensacao da renda. Apesar das
analises mostrarem a condensacao dessa riqueza relacionada com o valor de J, apenas a
existéncia desse parametro, ainda mais considerando um modelo com tantas abstracoes,
nao ¢ o suficiente para caracterizar com qualidade transi¢oes de fase nesses sistemas. Uma

das propostas desse trabalho é exatamente estudar como funcionam essas transigoes, que
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Figura 20 — Simulagoes para diversos valores de §. Os parametros k e 6 do ajuste por
distribuigao gama estao descritos nas figuras. Nas figuras, P(w) representa a
probabilidade de se encontrar um agente com riqueza w.

serao discutidas nos capitulos a seguir, com maior riqueza de detalhes.

E importante pontuar que alguns modelos termodindmicos surgem pelo descrédito de
fisicos e economistas em modelos estocasticos [19], onde existem tantas abstragoes e sim-
plificagoes que no fim esses modelos se tornam simplérios demais. A resposta para esses
problemas, na forma de uma teoria que nao se preocupa com as interacgoes individuais
dos agentes, e sim com a estrutura macroscépica dos agentes. Essa parece ser uma boa
solucao para os problemas que surgem a partir dessas abstragoes, pois estudar esses mo-
delos como se fossem estruturas termodinamicas nos da a possibilidade de entender seu

comportamento a partir de variaveis globais do sistema [20][19][21]

Quando estudamos areas da ciéncia como fisica e economia, algumas similaridades mate-

maticas entre essas duas disciplinas aparecem, nos levando a tentar fazer analogias entre
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Figura 21 — Distribui¢oes acumuladas referentes as distribui¢oes presentes na figura 20.

seus fendmenos. Podemos descrever as propriedades dos sistemas como sendo extensivas
e intensivas. Propriedades extensivas tem seu valor proporcional ao tamanho do sistema,
propriedades intensivas nao dependem do tamanho do sistema. Na fisica, quando estamos
tratando de sistemas que nao estao em equilibrio, buscamos descrever a situacdo em que,
existe o fluxo de uma grandeza que foi gerado pela diferenca nas quantidades de outra
gandeza. Por exemplo, sistemas em contato e com diferentes temperaturas, geram um
fluxo de calor, no intuito de fazer o sistema caminhar ao equilibrio. Uma das analogias
que podem ser feitas na economia, ¢ a de que a diferenca de precos gera um fluxo de de-
manda por bens de consumo, ou servicos ou mao de obra e etc. Na termodinamica, temos
a existéncia de pardmetro extensivos, que dependem do tamanho do sistema (volume,
massa, energia) e parametros intensivos, que nado dependem do tamanho do sistema (tem-

peratura, pressao), vamos definir quais seriam esses pardmetros em um sistema econoémico.

O artigo Energy theory of periodic economic growth trata da diferenca de precos
como valvulas que sao abertas ou fechadas com o intuito de gerar fluxo, o que a principio
faz sentido se pensarmos que redugoes gerais de precos aumentam a demanda, gerando
a ampliacao da procura dos agentes por bens e servigos. Ao longo da historia da huma-
nidade, as melhorias tecnoldgicas trouxeram consigo ainda mais consumo do combustivel
necessario para o desenvolvimento humano, ndo a reducao. O autor do texto usa esse
argumento para expressar o papel do dinheiro na humanidade como facilitador no fluxo

de bens e servicos. Assim como melhorias tecnologicas tendem a facilitar o fluxo das mer-
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cadorias, a evolugdo do papel da moeda cumpre uma tarefa semelhante. O artigo [12]
propoe uma alteragdo no Yard Sale Model para que esse se torne mais de acordo com a
realidade. A proposta é que o modelo inclua também a redistribuicao de riqueza entre
os individuos, gerando assim, transi¢oes de fase no sistema que podem ser verificadas se

tivermos ferramentas para determinar a desigualdade deste.

Vamos apresentar nos proximos capitulos os métodos e ferramentas que serao utili-
zados nesse trabalho para verificar como esses sistemas econémicos mudam de um estado

mais desigual para um menos desigual.






Parte |11

Condensacao da riqueza por processos

estocasticos






53

3 Condensacao da riqueza por processos es-

tocasticos

3.1 Processos Estdcasticos

A maioria dos observaveis fisicos acessiveis a medigoes experimentais (compreende)
muitos componentes: particulas ou atomos. Acontece que, para entender o resultado dos
experimentos de medicao e reivindicar sua previsibilidade, nao é possivel nem razoavel se-
guir o movimento de todos esses constituintes. Em vez disso, usamos o conceito de desvios
do resultado esperado. Da mesma forma, o movimento erratico do pélen em suspensao
aquosa € o resultado de muitas colisdes com as moléculas do solvente [22][23]. A agita-
¢ao (o deslocamento em ziguezague) das moléculas de pélen observadas e as mudangas
abruptas de velocidades no curso de seu movimento resultam dessas colisdes alimentadas
por ruido térmico [24, 25, 26, 27, 28, 29]. Este é o ruido térmico que for¢a o movimento
e causa disturbios observaveis de trajetérias; a mesma fonte de flutuagoes fornece energia
para motores moleculares [30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39], potencializa caminhos re-
ativos quimicos [40] e pode amplificar o sinal no fend6meno de ressonancia estocéstica [41,
42], e crescimento [43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53]. As implicagoes das flutuacoes
sao cruciais em muitas areas das ciéncias naturais, desde sistemas microscopicos e biologia
molecular até ecologia, modelos de mercados financeiros [54], analise de contatos sociais

[55] e dindmica climética [56].

3.2 Equacao de Langevin

Embora a ideia de processos estocasticos ja estivesse contida nos trabalhos originais
de Boltzmann e Einstein, Langevin explicitou essa nova era na fisica considerando a
equagao de movimento para uma particula se movendo em um fluido como [24]:
dv(t)
dt

onde m e 7y sdo respectivamente a massa da particula e o atrito. A proposta engenhosa e

= —myuv(t) + (1), (3.1)

m

elegante foi de modular as interagoes complexas entre as particulas, considerando todas
as interacoes como duas forcas principais. A primeira contribuicao representa uma forca

L enquanto a segunda

de atrito, —m~yv, onde a escala de tempo caracteristica é 7 = v~
contribuigao vem de uma forca estocastica, f(t) , com escala de tempo At < 7, que esta
relacionada com as colisoes aleatérias entre a particula e as moléculas do fluido. A forca

flutuante f(t), na Eq. (3.1), obedece as seguintes condiges: (i) a for¢a média devido as
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colisoes aleatorias na particula é zero

(f()v(0)) =0, (3.3)

e (i11) a forga aleatéria em momentos diferentes ¢ e ¢’ ndo sdo correlacionados

(fO) () = oot —1), (3.4)

sendo ¢ uma constante a ser determinada. A equagdo acima é conhecida como processo
gaussiano ou também chamado de ruido branco. Para entender as propriedades dinamicas
de uma particula que obedece a equagao de movimento (3.1) e as condigdes (3.2) to (3.4),

comegamos com o seguinte solugao:

t
o(t) = v(0) + / exp—(t — )] f(¢')dt'. (3.5)
0
Depois de um longo tempo o sistema atinge o equilibrio, o que significa que
(V2 (t = 00)) = (v*)eq = kpT/m. (3.6)

(ou seja, o teorema da equiparti¢do). Em seguida, usamos as condi¢oes acima para obter

o = 2mvykgT e reescrever a Eq. (3.4) como

(f(O) () = 2mykpTo(t —t'). (3.7)

Essa ultima relagao é o teorema de flutuagao-dissipagao (TFD). A bela e simples aborda-
gem de Langevin nos ajuda a lidar com muitas situacoes na fisica. Ele nos permite fazer
alguns calculos analiticos para alguns modelos simplificados e até mesmo obter alguns
limites para sistemas mais complexos. Também ¢ facil realizar experimentos de computa-
dor dentro de sua estrutura. Portanto, a equagao de Langevin e sua formulagao quantica
[57, 58], com o conceito de campos flutuantes, abriu um amplo ramo de investigagoes em
muitos sistemas, como espalhamento de luz [59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66|, espalhamento
de néutrons em metais liquidos [67, 68], dindmica de cadeia polimérica [69, 70, 71, 72, 73,
74,75, 76, 77, 78], motores moleculares [38, 79, 80|, condutividade [81, 82], teoria de taxas
de reagao [83, 84, 85, 86, 87|, e sincronizagao [88, 89, 90, 91, 92, 93]. O uso de conceitos
de difusao encontra muitas aplicagoes na ciéncia, por exemplo, na entrega controlada de
medicamentos, o bom entendimento dos mecanismos de liberacao de medicamentos, bem
como os tempos de liberagao caracteristicos, é uma necessidade [94, 95, 96, 97, 98, 99, 100,
101]. Todos esses fendmenos, no entanto, sdo alguma forma do amplo, realmente amplo
campo de difusdo anémala [31, 37, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112,
113, 114].



3.8. Condensagao de riquezas por processos Estdcasticos 55

Os dois termos do lado direito da Eq. (3.1) atuam como um reservatério de ca-
lor.Assim, apds o sistema atingir o equilibrio, o TFD garante alguma forma de conservagao

de energia. I.e. pequenas flutua¢des em torno do valor médio da energia.

A violagao do TFD é bem conhecida na literatura, em vidros [115, 116, 117, 118,
119], proteinas [120], na transferéncia de calor radioativo mesoscépico [121, 122], e também
na difusao balistica [9, 104, 123, 124]. Para uma revisao sobre processos estdcasticos
ver [125, 126].

A inexisténcia de um TFD na economia, faz com que tenhamos que postular a
conservacao de riquezas nos modelos aqui apresentados. Podemos dizer que os precessos
de troca sao mais rapidos que o crescimento da economia, ou por outro lado, podemos

dizer que estamos falando na parcela que cada grupo tem do total.

3.3 Condensacao de riquezas por processos Estocasticos

A condensacao da riqueza é o processo em que a maior parte da riqueza de um
sistema esta em posse de um estrato especifico, em resumo, é o caso em que um pequeno
grupo de individuos, uma oligarquia, possui quase toda a riqueza de uma economia. A
proposta de nosso trabalho é verificar quais processos geram uma transicao de fase nesse
sistema, levando a diminuicao dessa condensacgao, gerando uma renda mais bem distri-

buida.

Precisamos antes estudar os fundamentos da dinamica estocéastica e principal-

mente, entender a fundo como funciona a equagao de Fokker-Planck.

3.3.1 Lema de Ito

O caso que queremos estudar é um pouco mais complexo, pois buscamos consi-
derar a equacao de Langevin em uma forma mais geral. Podemos descrever essa forma

generalizada como:

dr(t) = p(x(t), )dt + o(a(t), t)dB(t). (3.8)

Os coeficientes p(z(t),t) e o(x(t),t) na equagdo 3.8 sdo chamados respectivamente coefi-
ciente de drift e difusdo (drift coefficient, diffusion coefficient). O termo dB(t) representa
o um intervalo infinitesimal de um processo aleatério B(t) e esse intervalo também é um
processo aleatério, um ruido branco. Para fazer a dedugao da equacao de Fokker-Planck

associada a equacao 3.8, é preciso primeiro apresentar o conceito do lema de Ito6. Va-
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mos considerar que exista um processo estocastico z(t), onde sua diferencial pode ser

representada pela equagao

diL'Z'
dt

= fi(x1, 29, ..., xn) + ni(t). (3.9)

Uma funcao desse processo estocastico também é um processo estocastico, assim, caso
exista uma uma funcao da forma F(x(t),t), podemos fazer algumas consideracoes inte-

ressantes.

Facamos a expansao em série de Taylor da funcao F(z(t),t):

OF . OF  10°F, ., 10°F 1 6%F
i = Zrdt+ 5 do+ QaZ(dx) +§ﬁ<dt> 3 010w

dtdx + ... (3.10)

onde queremos apenas os termos até a segunda ordem. Nessa equacdo, o termo dz? é dado

pelo quadrado da expressao 3.8

p?(dt*) + 2o (dtdB) + o*(dB?). (3.11)

Iremos desconsiderar os termos (dt)? e dtdz por serem termos de ordem maior em dt. O

termo quadratico em dB respeita a igualdade dB? = dt. Assim, a equacdo se torna

qF = (%f + u(:c(t),t)aax + 20%(a(t) t)(%;;) dt + 02 (x(t), 1 )gidza (3.12)

Caso a fungao F'(x(t),t) ndo possua uma dependéncia explicita em ¢, podemos desconsi-
derar o primeiro termo do lado direito em 3.12. Na inten¢ao de demonstrar exemplos mais
relevantes sobre esses métodos, vamos estudar um processo estocastico fundamental na
area de finangas, um processo onde a variavel estocéastica representa um movimento Brow-

niano geométrico. A equagao diferencial estocastica que descreve esse comportamento é:

dS = pSdt + oSdW. (3.13)

Nessa equagdo, os coeficientes de drift e difusdo (i, o) sdo constantes, assim, é possivel
apresentar facilmente uma solugdo analitica para essa equacao diferencial. Vamos fazer a
mudanga de variaveis Z = In.S, e aplicando na formula de It6 onde F'(S) = InS, teremos

a seguinte expressao

d(InS) = (M - ;&) dt + odW. (3.14)
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A integracao dessa equacao nos da a seguinte expressao

F(S) = F(So) + (M - ;a2> (t—to) + 0 (W(t) — W (k). (3.15)

Aplicando a funcao exponencial dos dois lados da equacgao 3.15, chegamos a solugao de
3.13:

S(t) = Sy exp ((u - ;(72) (t—to) + o (W(t) — W(to))> , (3.16)

em que W(t) — W(ty) é uma variavel aleatéria de ruido branco, responséavel pela alea-
toriedade do processo. Essa solucao é usada na econofisica na importante dedugao da
formula de Black-Scholes, que é um modelo mateméatico para o estudo de derivativos em
mercados de financas. Um simples algoritmo computacional pode ser usado para descrever
a evolugao temporal de um sistema financeiro, abstraindo ainda mais, podemos usar a
solugdo anterior para gerar possiveis caminhos para pregos de ag¢oes no tempo [127]. A
figura 22 apresenta uma aplicagao para a equagao 3.16. Foram feitas algumas simulagoes
da evolucao do preco de uma acdo no tempo, todas as simulagoes comecando no mesmo
valor Sy = 50.

e |
e |
§ 52 -
0 |
45

Figura 22 — Caminhos possiveis para o preco de uma agao no tempo. Os caminhos foram
gerados a partir de um programa e o preco inicial da agao Sy é igual a 50u.m
em todas as simulagoes.

A fim de apresentar expressoes mais adequadas a proposta do trabalho, ou seja, férmulas

matematicas que nos auxiliem na avaliacao de distribuigoes estatisticas, vamos unir as
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discussoes sobre processos estocasticos com uma famosa equacao da fisica, a equacao
diferencial de Fokker-Planck.

3.4 Equacao de Fokker-Planck

Equagoes diferenciais estocasticas compdem um setor da matematica bastante
sofisticado, e em geral, quando tratam de variaveis aleatorias, elas nao precisam ser to-
talmente independentes como discutimos anteriormente em nossas deducoes . A equagao
diferencial de Fokker-Planck [128] pode ser apresentada das mais diversas formas, e surge
a partir de varias dedugoes e conceitos matematicos, como por exemplo, um caso par-
ticular da equagdo de Chapman-Kolmogorov e dos coeficientes de Kramers-Moyal [129].
O trabalho a ser feito, em geral, é deduzir a equacao de Fokker-Planck associada a cada

equacao diferencial estocastica, e em nosso caso, iremos estudar a equacao associada a 3.13.
Para uma equacao de Langevin da forma

dX (1) = p(X (1), t)dt + o (X (t), £)dB(t), (3.17)

vamos considerar a expansao de uma funcao F' apresentada no lema de It0, ou seja

2
JF — <8F oF 1 0 oF

5 + p(z(1), )%+§02(x(t) t) 8$2>dt+a( (t), )a—dB (3.18)

que ja foi discutida anteriormente em 3.12. Vamos tomar o valor esperado dessa essa

equacao, ou seja

2

(dF) = <<%§ (), 090 4 Loa(t) 1 )gx2> dt+?w(t), )00 dB). (319)
A derivada parcial de F' em relacdo ao tempo sera nula, pois estamos considerando que
essa fungao arbitraria tem dependéncia implicita. O termo que contém o fator dB tem
valor esperado igual a zero, assim, podemos também descarta-lo de nossa expressao. O
valor esperado para uma funcdo F' pode ser descrito a partir de uma integral que involve

a funcao densidade de probabilidade associada a variavel, assim, podemos escrever:

()= [ @l s, (3:20)

ou seja, reescrevemos 3.19 na forma

dt/ “daj_/, i () “de/ "p(x, t)dz. (3.21)
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Fazendo a simples integragao por partes dos termos em 3.21 e considerando que a densi-

dade de probabilidade nos extremos é zero, vamos obter

| F@te e == [T F@ S e 0pte0)+ 5 [ F@ S0 0pte, )

—00 T
(3.22)
Como a fungao F'(x) é uma fungdo arbitraria, podemos reescrever 3.22 da forma:
0 0 2,

A equagao 3.23 é a equacao de Fokker-Planck associada a equacao diferencial
estocastica 3.8. Essa é a equacao que usaremos para resolver a maior parte dos problemas
propostos nesse trabalho. Em geral, para deduzirmos a equacao de Fokker-Planck para
0s casos mais gerais possiveis, é necessaria uma discussao matematica mais elaborada,
porém, para a nossa proposta, a equacao 3.23 serd o suficiente para a maioria dos casos.
Para demonstrar o uso dessa equacao, vamos a partir dela chegar nas distribui¢oes mais

relevantes para nossos estudos.

3.4.0.1 Caso estacionério da equacdo de Fokker-Planck

Separamos essa pequena se¢ao para discutirmos uma maneira simples de se obter
a solugao estacionaria para a equacao de Fokker-Planck. Se integrarmos o lado esquerdo

da equagao 3.23, temos

— /abp(:c,t)dx = C;i(p(b, t) —pla,t)). (3.24)

Estamos considerando porém, casos onde a densidade de probabilidade p(x,t) seja sempre

normalizada, ou seja

/bap(a:, tydr =1, (3.25)

entdo, a equacao 3.24 deve se anular. A conservacao da probabilidade total é consequéncia
das condigoes de contorno e também da equacao de Fokker-Planck. Em suma, quando
consideramos o regime estacionario, estamos analisando o caso em que passado tempo
suficiente, a densididade de probabilidade serd independente do tempo. As anélises feitas
anteriormente por simulagoes computacionais, mostram que a distribuicao tende a se
estabilizar apds certo periodo de tempo, entao, o caso estacionario da equacgao de Fokker-
Planck trata exatamente da situacdo em que temos uma distribuicdo de probabilidades

estavel.
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3.4.1 Distribuicao de Boltzmann-Gibbs a partir da equacao de Fokker-Planck

Vamos supor a solu¢ao estacionaria da equacao de Fokker-Planck associada a

equagao 3.8, ou seja, queremos resolver uma equagao da forma

—u(x, t)p(x,t) + 6833(02p(x,t)) = 0. (3.26)

Fazendo a derivada do produto e arrumando os termos

20— +o0°—— =p, (3.27)

J (52

Assim, chegaremos na seguinte expressao

p(x,t) =cexp (/Oz (:2 — igg) d:c’) : (3.29)

Se considerarmos que p e o sao constantes, e fazendo um substituicao simples, a equagao
3.29 ja teria a forma da distribuicao de Boltzmann-Gibbs. Vamos antes estudar qual seria
a forma da equacao diferencial estocastica que satisfaz essa condi¢ao. Tomando como
constantes os termos de drift e difusao, e fazendo o = 1, teriamos uma equacao diferencial

estocastica da forma:

dz

= (). (3.30)

Como vimos anteriormente, a distribuicao de Boltzmann-Gibbs gerada pela a simulacao
computacional parte de uma delta de Dirac, se tornando uma gaussiana, e com o pas-
sar do tempo se torna uma distribuicdo de decaimento exponencial. Para verificarmos
analiticamente esse comportamento, podemos resolver a equagao 3.23 para o caso nao

estaciondrio, e com a condigao inicial p(x,0) = 0(z).

A solugao da equagao 3.23 é da forma

p(z,t) = \/%exp (—(x_%d)> : (3.31)

ou seja, a partir do estudo das equagoes diferenciais estocasticas, e da equagao de Fokker-

Planck, podemos verificar analiticamente o comportamento da curva de distribuigao. O
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objetivo de descrever todas essas andlises sobre as curvas de distribuicao, é entender
também de um ponto de vista técnico, desligado de conceitos econémicos, os aspectos
estruturais dessa parte de nosso trabalho. Vamos observar que a criacao de uma equacao
diferencial estocastica, ou seja, a compreensao de como se constroi a dindmica aleatéria

de um sistema, gera como resposta uma distribuicdo que pode ser analisada pela equacao

de Fokker-Planck.

Nesse ponto, podemos construir uma equagao dinamica para o sistema, tal qual
fazemos no estudo de sistemas fisicos, e associar uma equacao de Fokker-Planck a essa.

O préximo exemplo elucidarda melhor nossas ideias.

3.5 Efeitos da redistribuicao da renda no modelo de troca de ca-
pitais

Vamos entao escrever uma equacao diferencial estocastica, que associada a uma
equacao de Fokker-Planck, gera uma distribuicao de riquezas semelhante a apresentada
anteriormente como sendo uma distribuicao similar a distribuicao gamma. Essa seria uma
forma mais clara de como podemos escrever os modelos de troca de capitais, e entender

as distribuigoes resultantes.

Bruce M. Boghosian escreve em [12] que um modelo de troca entre agentes gera a situ-
acdo em que a maior parte da riqueza esta concentrada em poucos agentes, uma espécie
de oligarquia, e que modelos com redistribuicao da renda servem para expressar com
maior clareza, ou seja, apresentar a situagao de um mundo mais coerente com a realidade.
Assim, queremos trabalhar aqui apenas o caso em que ha uma redistribuicao de renda em
nosso sistema. Fazendo um resumo do problema, analisar um modelo de trocas de capitais
sem considerar a redistribuicao de renda, nao é algo que se aproxime da realidade, assim,

vamos considerar um modelo com redistribuicao.

Como descrito por Pareto em [15], a fracido de agentes com riqueza maior do que w pode

ser descrito como:
1 [e’s)
Alw,t) =~ / P(z,t)dz, (3.32)

que é uma forma de uma funcao distribuigdo acumulada (normalizada) para P(w,t), onde

A(0) =~ 1 no caso estaciondrio, ou seja, quando muito tempo se passa. Vamos também
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definir o potencial de Pareto B(w,t), dado por

Blw, ) = ~ /w Pl ) (3.33)
w,t) = ; z,t) 5 dz, :
onde B(0) ~ 1. Em nosso modelo, temos um par de agentes escolhidos em cada etapa e

que realizam uma transacao com seus capitais. Escolhemos um agente com renda w para

negociar com outro agente com renda .

Durante essa transacao a nova riqueza do agente w sera descrita por:

w = w+ Aw. (3.34)

Na equacao 3.34 o termo Aw é escrito da seguinte forma

Aw = \/yAt min(w, T)n, (3.35)

B = \/yAt. (3.36)

Na equacao 3.35 o termo At esta relacionado ao tempo discreto de cara interagao, e sera

usado com mais detalhes posteriormente.

Como nossa simuagao prevé uma negociagdo em que existe necessariamente um
perdedor, o fator n é responséavel por essa escolha. Como ambos os agentes tem a mesma

chance de serem escolhidos, temos que o valor esperado de n é dado por:

En] =0, (3.37)
assim como

E[n*] =1. (3.38)

Se temos uma fungao f(n,z), que depende dessas varidveis em um tempo ¢, podemos

definir o valor esperado no tempo a partir da média E[f(n,Z)]:

c[f] = ]1V /0 4z P@.1) B[f(n,2)]. (3.39)
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Seguindo o artigo "Oligarchy as a phase transition", vamos computar o coeficiente de drift

COIMo:

) Aw
o= Altlgoa [ At] 0, (3.40)

assim, o coeficiente de drift é igual zero. Ja o coeficiente de difusao:

) Aw)?

D= gm,e | 5] 4

Dadas as expressoes:
(Aw)* = yAt min(w, v)*n?, (3.42)
ely min(w, z)*n?] = v min(w, x)?, (3.43)

assim,
T (Aw)?| vy o : 2

D = Altlgoe [ x| = N/o dz P(z,t)[min(w,z)]. (3.44)

Vamos reescrever a equacao 3.44 da seguinte forma:s:

N/ dzx P(z,t)[min(w, x)?] N/ dx P(x,t)[min(w,x) ]—i—X[ /ujo dz P(z,t)[min(w, ).

(3.45)
Se tomarmos w como sendo o min(w, x):
/ dx P(z,t)[min(w,z)? / dz P(z,t)w? + %/OO dx P(z,t)w?,  (3.46)
=7 " dx P(z,t)w? + . /OO dx P(z,t)w? (3.47)
N Jo ’ N Jw ’ ’

D =2y [B(w,t) + U;A(w,t)] =27 [B + wZA] . (3.48)
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Usando os coeficientes 0 = 0 e D = 2y [B + %ZA}, computamos a equacao de Fokker-

Planck da forma:

oP 0 1 0?

A equacao anterior, alimentada das expressdes para o e D, gera a seguinte expressao:

oP 1 0? w?

A equacao 3.50 representa um processo estocastico onde uma riqueza w é transferida entre
agentes em uma economia que nao trabalha a redistribuicao de renda, ou seja, precisamos
ainda implementar nosso sistema para estudar o caso em que ha redistribuicdo de renda
[130],[131],[132],[133].

Seguindo o que é apresentado no artigo [13], vamos estudar um modelo que im-
ponha taxas sobre os agentes e faga a redistribuicdo baseada no montante total que foi
taxado de todos os agentes. O modelo se baseia em aplicar uma taxa 7 em cada agente e em
seguida parcelamos o montante total que foi taxado de todos esses agentes em N parcelas
iguais, distribuindo para todos os NV agentes. O total taxado por unidade de tempo de um
agente com riqueza w é (TAt)w, assim, o total taxado de todos os agentes por unidade de

tempo é (TAt)W, e uma quantia (7At)W/N retorna a cada agente por unidade de tempo.

Vamos entao fazer um resumo do sistema que estamos estudando. Com a redistribuicao

de renda, o processo se torna:

Os agentes trocam riqueza numa interacao de pares. A variagdo de uma riqueza w

é dada por Aw = \/yAt min(w,Z)n, como discutimos anteriormente;

e Nesse novo modelo com redistribuicao, os agentes sao taxados proporcionalmente a

sua riqueza e também recebem uma quantia referente a redistribuicao da riqueza;

e Como todos os agentes sao taxados proporcionalmente a suas riquezas, individuos
com maior riqueza irdo ser taxados numa quantia maior, e contribuirdo mais no

montante total taxado de todos os individuos;

e A ideia principal de se estudar esse modelo, é verificar se 0 mesmo nos apresenta

uma maneira adequada de se analisar a reducao das desigualdades.
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A variacao da riqueza w de um agente devido a redistribuicao de renda é:

(Aw) = (TAt)I;{V/ — (7At)w, (3.51)

assim, considerando os efeitos da redistribuicdo, a equacao 3.35 se torna:

Aw = (TAt)‘;[V/ — (rAD + Aw = [yAE min(@, T, (3.52)

A equacao 3.52 mostra que agora a renda de um individuo nado depende mais apenas das
negociagoes dele com os outros agentes, mas agora também, de um sistema de redistri-
buicdo de renda que atinge todos os envolvidos nessa economia. Esse modelo funciona
como um exemplo simples de como atuaria um agente controlador do sistema, como por
exemplo, o governo de um pais. O termo de drift do sistema agora nao ¢ mais igual a zero

e se torna

o=T (I]/[V/ - w) : (3.53)

O termo de difusao D permanece inalterado.

A equacao de Fokker-Plack que representa o novo processo é

ot ow N 2 Jw?

or__ 9 [T (W—w> P} Lo [7 <B+U;A> P] (3.54)

A equagao 3.54 é do tipo integrodiferencial, e nao ha uma solugao analitica simples mesmo
para o caso estacionario. Vamos estudar uma forma de encontrar uma solu¢do numérica

que possa nos dar indicios de como o fator 7 influencia as curvas [130][131][132][134].

3.5.0.1 Solu¢do numérica da equacdo com efeito da redistribuicdo de renda - Primeira etapa

A equacao 3.54 pode ser resolvida por uma solu¢ao numérica, assim, vamos anali-

sar essas solucoes diferentemente do que foi feito em capitulos anteriores. Primeiro, vamos

referenciar o termo [ (% - w)] como sendo f, ou seja f = [T (% - w)] e entao utilizar

o método apresentado no artigo Nonlinear redistribution of wealth from a Fokker-Planck

description para resolver a equacao.

Antes de tudo, vamos definir v = 1 e [(w?/2)A + B]P(w) = p(w), assim, a equagio 3.54

em sua forma estacionaria se torna

1
i —fP=0. (3.55)
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Vamos entao seperar a equacao 3.55 em trés equagoes diferenciais acopladas:

—p

A=-P=im (3:56)
/ 2 w2,u

B=wlP= (3:57)
2fp

WP = AT B (3.58)

As condigoes iniciais para as equagoes 3.56, 3.57 e 3.58 sdo respectivamente A(0) =

1, B(0) = p(0) = 0. Vamos utilizar os seguintes procedimentos para resolver o problema:

Préximo de zero, a equagao 3.54 se torna: wP(w) + %Qdfliuw) — (t(% —w))P(w) =0,

devido as condic¢oes de contorno citadas anteriormente;

e Vamos entao resolver a equagao exposta acima, para saber o comportamento da

fungdo P(w) para todos os pontos proximos de zero;

e Usamos os valores encontrados como condic¢oes de contorno para resolvermos o sis-

tema de equagoes diferenciais acopladas;

Repetimos esse procedimento para diversos valores de 7.

Usamos o software Maplesoft™ para a solucdo dessas equacoes diferenciais. Vamos
apresentar algumas capturas de tela (printscreen), demonstrando como foram realizados
os procedimentos. Usamos como exemplo, o caso em que 7 = 6 e % = 1. Comentamos
abaixo os procedimentos que foram adotados em cada etapa. Convidamos o leitor para
que veja as figuras presentes no anexo e avalie o processo computacional que foi executado

para chegarmos aos devidos resultados.

Figura 39 - Definimos a equagao diferencial eq! na primeira linha, e entdo usamos
a ferramenta dsolve para resolver a equagao diferencial. A fungdo P(w) descreve a distri-

buicdo de renda de um agente para pontos proximos a zero.

Figuras 40 e 41 - A partir do valor encontrado para P(w), resolvemos a equagao
para A(w), também para valores préximos de zero. Fazemos também a normalizacao de

P(w), encontrando o valor para a constante de normaliza¢ao C'1.
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Figura 42 - Com o valor de P(w), realizamos a integragdo para encontrar o valor
da funcao B(w).

Figura 43 - Com os valores definidos das fungoes P(w), A(w) e B(w), podemos

definir o valor para p(w), que na figura esta representado por A(w).

Figura 44 - Definimos os valores de A(w), A(w) e B(w) para um valor préximo de

zero, no caso, 0,41.

3.5.0.2 Solucdo numérica da equacdo com efeito da redistribuicdo de renda - Segunda etapa

Agora que definimos as func¢ées em pontos proximos de zero, podemos ir para a
segunda etapa do procedimento, que consiste em trabalhar nas equacoes diferenciais
acopladas 3.56, 3.57 e 3.58.

Figura 45 - Nesta figura, os termos eql, eq2 e eq3 estao associados respectivamente

as equagoes 3.56, 3.57 e 3.58. Fazemos a declaracao dessas fungoes.

Figura 46 - Esse ponto ¢ fundamental para entender o processo. Definimos a va-
ridavel inc(initial conditions), como uma lista ou um conjunto de condigoes iniciais para
resolver nosso problema. Estamos basicamente falando ao software qual o valor da funcao

1, A e B no ponto 0,41.

Declaramos também sys! como um conjunto de equagdes que iremos resolver posterior-

mente.

Figura 47 - Usamos a ferramenta dsolve para resolver numericamente o sistema de
equagao diferenciais sys1, com as condigOes iniciais presentes no conjunto inc. fA, fB e

fu sao as fungoes individuais A, B e p resolvidas para todos os pontos.

Usamos a ferramenta eval para encontrar individualmente essas fungoes.

Figura 48 - Com as funcgoes definidas para todos os pontos, podemos achar nu-
mericamente a solu¢do para P(w), expressa na figura pelo nome finalf(w), usamos a

ferramenta plot(finalf(w), w = 0 ..8) para plotar a funcdo do intervalo de 0 até 3.
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Figura 49 - Por fim, para obter os pontos das distribui¢des, usamos uma das fer-

ramentas de programacao existentes no Maplesoft™.

E possivel perceber nas figuras 48 e 49 que existem alguns poucos pontos probleméticos
no inicio da distribuicdo e esse comportamento foi observado em todos os casos. Acredi-

tamos que seja um erro sistematico, e esse mesmo influencia muito pouco nas curvas finais.

3.5.0.3 Resultados e discussdo sobre as curvas resultantes do modelo com redistribuicao

A pergunta a ser respondida apds todos esses procedimentos é: Qual o real efeito

da redistribuicao de renda nas curvas de riqueza dos agentes?

Para responder de maneira sucinta essa pergunta, vamos analisar praticamente as curvas

para diferentes valores de 7.

(Linear - Linear) Distribuicio de Renda P{w)

-0,5 ] 0,5 1 1,5 2 2,5 3
|:|,12 1 1 11 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 11 1 1 |:|,12
0,1 — - 0,1
0,08 — — 0,08
0,06 — 0,06
il - -
E - —
0,04 — - 0,04
0,02 — - 0,02
0 e
T T T | LI | LI | LI | LI | LI | LI
-0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Figura 23 — Curvas de probabilidade P(w) para diferentes valores de 7.

A figura 23 é uma representagao excelente para estudarmos o efeito da redistribuicao de
renda no sistema. Podemos perceber de maneira clara que a transicao de fases proposta
nos trabalhos [13][130], ocorre conforme alteramos o valor do termo 7 da redistribui¢ao
de renda. Podemos considerar entao que para esse sistema, as fases sao con-

troladas pelo parametro 7, e que as transigcoes ocorrem entre sistemas menos
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desiguais para outros mais desiguais economicamente.

A curva em vermelho apresenta um sistema menos desigual, consequéncia de um ele-
vado valor da taxacdo 7 = 6. A curva em verde, que estd relacionada a taxa 7 = 0.5
apresenta um sistema mais desigual. Definimos essa desigualdade observando as probabi-
lidades apresentadas nessas curvas, numa analise simples, é mais facil encontrar na curva
em verde do que na curva em vermelho, um agente com uma riqueza proxima de zero.
Apesar de ser técnico e objetivo, esse modelo trata apenas uma dindmica de redistribuicao
de riqueza, que é a taxacao direta. Podemos pensar em outras formas de distribuir a ri-
queza, como por exemplo, possibilitar que numa sociedade, as pessoas com menor riqueza
acumulada tenham acesso as mesmas condi¢des sociais que aquelas que possuam mais
riqueza acumulada. Esse contudo, seria um procedimento complexo de ser transformado

em um algoritmo computacional. Realmente, muito complexo!

Uma outra possibilidade, mais tangivel a nossa realidade, é alterar a estrutura do
Yard Sale Model de forma a favorecer o agente com menor riqueza, como veremos nos

capitulos que seguem.
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4 Modelos termodinamicos aplicados a eco-

nomia

Neste capitulo vamos propor que os sistemas econoémicos possuem caracteristicas
semelhantes aos sistemas termodinamicos, sendo assim, queremos analisar a possibilidade

de se encontrar parametros macroscopicos e fazer paralelos.

4.1 Transicoes de fase

Um principio fundamental no estudo de sistemas com um ntimero elevado de graus
de liberdade, ou seja, sistemas que obedecem o limite termodinamico, é que esses sistemas
possuem fases. As fases dos sistemas sao, em sintese, uma representacao macroscopica da
estrutura molecular. Podemos pensar em casos simples, como por exemplo a agua em esta-
dos solido, liquido e gasoso, mas também podemos considerar casos mais complexos, onde
materiais possuem fases ferromagnéticas e antiferromagnéticas. Quando um sistema pos-
sui uma transicao de fases, essas fases se diferenciam pelo valor de pardmetros do sistema
que podem flutuar. Por exemplo, numa transicao gas-liquido onde a pressao é constante,
as fases se distinguem por variagoes no volume do sistema. No caso de sistemas que sao
influenciados por campos magnéticos, é importante analisar, por exemplo, a temperatura
e a magnetizacao do sistema. As transigoes de fase, caracterizadas por essas mudancas na
estrutura macroscopica dos sistemas, ocorrem principalmente quando existem singulari-
dades nas fungoes que representam as grandezas fisicas do sistema. Quando a primeira
derivada da fun¢ao da energia livre F' = E —T'S apresenta uma descontinuidade, dizemos
que a transicao ¢ de primeira ordem. No caso em que a segunda derivada ou derivadas de

ordem superior apresentam descontinuidades, dizemos que a transi¢ao é continua.

A figura 24 apresenta a ideia por de tras dessas descontinuidades nas fungoes das
grandezas fisicas dos sistemas. Esses fenomenos que ocorrem ao trabalharmos nos pontos
criticos sao interessantes pois caracterizam o momento em que aparecem anomalias no

sistemas, por exemplo, a coexisténcia de duas fases que sao indistinguiveis.

4.2 Fendmenos criticos e grupo de renormalizacao

Quando estamos tratando do estudo desses sistemas e estamos também proximos

de pontos criticos, fendmenos andémalos ocorrem, como dito anteriormente. O que nos
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First Order Phase Second Order Phase

S| Transition S| Transition

T T T T
C C

Second Order Phase

¢ | Transition
xlf

T T
C

Figura 24 — Descontinuidades nas transicoes de fases para algumas grandezas fi-
sicas.  Fonte: https://ps.uci.edu/~cyu/pl15A /LectureNotes /Lec-
turel9/html_version/lecturel9.html. Acessado em 17/03/2021.

interessa nesse ponto ¢é conseguir descrever com algum rigor as caracteristicas das gran-
dezas fisicas que nos interessam. Vamos caracterizar o grau dessas singularidades a partir
de expoentes criticos, pois em geral essas grandezas possuem divergéncias que surgem da

forma de lei de poténcias. Podemos citar os seguintes exemplos conhecidos:

o X~ [t|7 (T >T0), [t| (T <T.);
o Crt|™ (T >T.), [t (T <T);
e m~|t|° (T <T,);
e m = | (T =T,).
Nos exemplos apresentados acima, o fator x representa a susceptibilidade do sistema, C
o calor especifico, m a magnetizagdo e o termo |t| é uma quantidade adimensional da
forma |t| = (1" — T,)/T.. Esses expoentes criticos sao fundamentais para descrevermos

todo o escopo dos fendomenos que ocorrem proximos as temperaturas criticas, e vamos

posteriormente mostrar um exemplo de como chegamos a um desses expoentes.



4.2. Fenomenos criticos e grupo de renormaliza¢do 75

As transformagoes de escalas[135, 136, 137, 138, 139] , em resumo, consistem em
reduzir um bloco de spins por sua média, e assim eliminar flutuagoes em escalas de pe-
quenos comprimentos. Na figura 25, os pontos brancos representam spins up, e os pontos
pretos spins down, e essa simulacao foi gerada por um programa feito durante a execugao
do trabalho, que discutiremos posteriormente. Podemos imaginar que se pegamos blocos
de spins e considerarmos sua média, iremos caminhar até o ponto em que toda a simulacao

se torne um Unico ponto branco e esses aglomerados de spins down desaparecam.

Os casos em que a diminuicdo da escala nao faz com que desaparecam as flutuagoes cor-
respodem ao fato de que existem flutuagoes em todas as escalas do sistema. As etapas da
transformacao por blocos de spins servem para ilustrar a ideia do grupo de renormaliza-

¢ao [135], que serve exatamente para eliminar essas flutuagdes em pequenas escalas.

()

(d)

Figura 25 — Configuragoes de spins para T" = 0.9957, e aplicagoes de transformagoes de
blocos de spins. Retirado de [140].

Usaremos uma teoria de campo médio para descrever todos esses fenémenos. Iremos es-
tudar essas transi¢oes de fase em sistemas economicos, buscando fazer uma espécie de
traducao do significado que os parametros possuem no contexto da fisica, para o corres-

pondente na economia.
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4.3 Modelo de Ising e aproximagdo por campo médio (mean-field)

O livro [140] nos apresenta logo em seus capitulos iniciais conceitos muito interes-
santes. O autor nos apresenta a ideia de que nao precisamos de um modelo que possua
uma Hamiltoniana precisa, para descrevermos os fendémenos observaveis da matéria. As-
sim, queremos modelos que facam as abstracoes necessarias para que possamos estudar os
parametros que sao realmente significativos para a analise dos fendmenos que acontecem

nessas transicoes de fase.

O modelo mais fundamental e didatico para entender esses fendomenos é chamado
de modelo de Ising. O modelo foi estudado primeiramente por Wilhelm Lenz e Ernest
Ising em 1920 e buscava estudar o ferromagnetismo, mais precisamente, ordenamento de
momentos magnéticos. O modelo proposto em 1920 era mais simples, sendo uma anélise
unidimensional, onde cada spin interage com seus vizinhos préximos. Podemos definir esse

modelo pela seguinte equag¢ao Hamiltoniana:

(:4) i

Na equagao 4.1, S; é a variavel de spin do sistema, e (i, j) significa que essa soma é feita
sobre os spins na vizinhanca. A ideia é que as particulas se alinham em uma rede, que
consideraremos aqui como sendo bidimensional, e que a interacao de um spins de indice ¢
com os spins proximos, assim, é um campo magnético efetivo que atua sobre esse spin. A
figura 26 apresenta graficamente a ideia dessa vizinhancga de spins, enquanto a figura 27

demonstra a ideia basica da substitui¢do dos valores dos spins pelas médias.

Figura 26 — Spin de indice 7 e os vizinhos mais proximos na rede de spins.

Vamos considerar que para cada variavel de spin S;, podemos expressar uma média
m = (S;), e um flutuacdo ou desvio da média §5; = S; — m. Num primeiro momento,

vamos considerar a equacao 4.1, onde o termo h Y, .S; esta associado a interagdo do campo
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Figura 27 — Esquema da substituicao dos spins na rede por seus valores médios, englo-
bando um spin de indice 7. Os circulos representam as médias dos spins.

magnético externo nos spins. Vamos posteriormente verificar o caso em que h = 0.

Usando a relagdo S; = m + §S; e fazendo a substituicao na equagao 4.1 teremos:

) @

H=—J Y (m®+mdS; + mdS; +88,05;) — 'Y S;. (4.3)
(i) i

Vamos desconsiderar o termo quadratico 0.5;05; para assim obtermos:

Hr~—Jm*Y —JmY (65,4 65;) —hd_ S (4.4)
(4,9 (4,9 i

O termo _; ;y pode ser descrito da seguinte forma, ¢ uma soma sobre todos os pares que
interagem na rede. Assim, podemos expressar da seguinte forma essa interacao total de

pares:

N
N, = Z 1=2z—, (4.5)
— 2
(4,3)
assim, a equacao 4.4 pode ser reescrita da forma:
(i.5) i

Como estamos interessados apenas nos pares préximos interagentes, o termo NN,

apresenta exatamente essa relacao, sendo igual ao niimero de pares préximos em toda a
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rede de spins, ou seja, o numero de ligagoes em todo o sistemas:

Y 1=N,. (4.7)
(i.3)

Utilizando também esse mesmo argumento, podemos escrever o segundo termo do lado

direito da equacgao 4.6 como sendo

—Im 3 (68 4 65;) = —Im 3 (6S,). (4.8)
(i) i

Aliando-se a essa informagéo, a condigao de que podemos escrever a variavel S; em termos

da média e do desvio, ou seja, 05; = S; — m, escrever a expressao como sendo

H = NyJm* — (Jmz+h)>_S;. (4.9)

A equagao 4.9 é escrita de forma que NV, = zN/2. Assim, temos uma forma de descrever
o numero de ligacdes com os vizinhos proximos a partir de uma relagdo com o ntmero
de particulas da rede. Vamos utilizar esse resultado, mas antes disso, facamos uma breve
discussao sobre como iremos prosseguir, analisando a fun¢ao particao dessa Hamiltoniana.

A funcao particao, aplicada a Hamiltoniana da equacgao 4.9, pode ser descrita como
Z =3 e P = 3 g N mi=(Imet) 3 o) (4.10)
{o} {o}

O termo -y, estd associado ao fato de que estamos fazendo a soma sobre todos os estados

possiveis disponiveis, assim, podemos expandir essa expressao como sendo:

N
In = Ze—ﬁH — e—Nme25 ( Z eB(sz-i-h)J) ) (4_11)

{o‘} 0'::|:1

Podemos também usar a relacao do cosseno hiperbdlico e escrever:

Zy = e N T892 cosh B(Tmz + h)Y | (4.12)
sendo a energia livre por spin dada por

1 1 1
F= —B—Nln Zn = §sz2 - Bln[Qcosh(jm + B)]. (4.13)
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A magnetizacao do sistema, que serd um parametro importante para determinarmos as
caracteristicas do sistema, é dada pela derivada parcial da energia livre pelo campo B, ou

seja:

OF
m=-—o5= tanh(Jzm + B). (4.14)

Queremos observar se existe uma magnetizacao espontanea com B — 0, assim, buscare-

mos as solugoes para m diferente de zero da equacao trancendental:

m = tanh(J zm). (4.15)

Podemos recorrer a métodos graficos para observar o comportamento dessa equacao. Para
achar uma solugao, vamos analisar onde os lados esquerdo e direito da equacao 4.15 se

intersectam, observando a figura 28.

0.5 —

e

—
—
-1 -0.5 —2 0.5 1
—
P

- ~0.5

Figura 28 — Solugao grafica da equagao transcendental 4.15. Retirado de [8].

Quando a derivada de tanh(J zm) é maior que 1 na origem, temos duas solugoes, como
mostra a figura 28, solugoes da forma +mg. Quando o sistema se aproxima de uma tempe-
ratura critica, surge a transicao de uma fase desordenada para uma ordenada. Foi colocada
anteriormente a condicao de B — 0, e é essa condi¢do que nos diz o valor da magneti-
zagao mg. Para T < T, os spins estao alinhados na dire¢cao do campo magnético externo

(paramagnetismo), assim, se B — 07 temos que m = mg e caso B — 0~ temos m = —my.
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Para calcular os exponentes criticos na aproximacgao de campo médio, vamos considerar

a variavel

(4.16)

Como mostrado anteriormente, a magnetizacao de um sistema em funcao da temperatura

decai com um exponente [ da forma:

m = |t|° (T < T.). (4.17)

Nossa tarefa sera determinar qual é o valor desse pardmetro 3, para isso, fagamos algumas
consideragoes. Vamos expandir o lado direito da equacao 4.14 em torno de m = 0, tendo

entao:

m:ﬁsz—;(BJz)?’m?’qL... (4.18)

Dividindo ambos os lados dessa equacao por m e fazendo algumas manipulagoes:

1=pJm— ;(ﬁjz)?’mz, (4.19)

;(5J2)3m2 =pJz—1, (4.20)
3BJz —3

2:?%2P. (4.21)

Fazendo § = 1/T, pois a constante de Boltzmann aqui serd dada como valendo 1, temos:

2Jz-3 3(Jz-T)
= (BJ2)2 0z (BJz)2 ]z (4.22)

Préximo ao ponto critico T,, temos que SJz = 1, reduzindo a equagao anterior a

mzi<“%gT§”5 (4.23)

Temos entao que o exponente critico para a magnetizacao do sistema é igual
a 1/2 na aproximagao de campo médio. A solucdo exata de Onsager para duas di-

mensoes ¢ = 1/8.
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O modelo de Ising é sem duvidas bem desenvolvido, e diversas areas do conheci-
mento fazem uso dessas técnicas. Poderiamos avancar ainda mais no arcabougo tedrico
que acompanha o modelo de Ising, porém, vamos agora verificar sua aplicacao no caso de

uma analise da distribuicao de renda.

4.4 Método de Monte Carlo e modelo de Ising no estudo das dis-
tribuicoes de riqueza

Esse tépico ¢ uma aplicacao do modelo de Ising num caso muito adequado para

nossa proposta [141][142]. Antes de tudo, vamos descrever o processo que utilizaremos.

Vamos inicialmente criar uma rede quadrada da forma M= [ x [ com [ = 300,
com cada spin da rede definido aleatoriamente no inicio e com condi¢oes de contorno
periddicas. As condi¢es de contorno periédicas nos garantem que nao haja interacao de

um spin i, n da rede com um spin i, n + 1, pois esse ltimo spin nao existe.

Fagamos entao as seguintes etapas:

e 1. Geramos aleatoriamente um estado inicial de spin S; = 1 ou S; = —1 para cada
ponto na rede. Os autores do artigo [142] realizam a primeira etapa de forma que
todos os spins possuem o valor S; = 1 no intuito de reduzir a carga computacional,

porém, nao usaremos esse método;

e 2. Escolhemos aleatoriamente um spin na rede e calculamos a quantidade AE =
—28;J 3, S; onde essa soma ¢é feita sobre a vizinhanca de Von Neumann do spin 57,

apresentada na figura 26;

e 3. Se AE > 0 mudamos a direcao do spin, caso contrario, geramos um numero
aleatério w entre 0 e 1 de forma que se w < exp(AE/KgT) também mudamos a
direcdo do spin. No caso de nenhuma dessas condigoes seja satisfeita, mantem a

direcao do spin inalterada.

4. Fazemos a repeticdo das etapas 2 e 3 até o fim da simulacao.

Descrevemos entao um algoritmo eficiente para realizar o processo que desejamos. Porém,
¢ importante destacar que as simulacoes dependem intrinsecamente da temperatura esco-
lhida pois essa define o estado da matéria que estamos analisando, assim, vamos verificar

os resultados para as temperaturas propostas no artigo [142].
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As temperaturas sao:

e T'=0.7-T, - Referente a fase ferromagnética;
e T'=1-1T,. - Referente ao estado critico;

e T'=1.3-T, - Referente a fase paramagnética.

Os resultados encontrados estao apresentados nas figuras a seguir, bem como as magne-

tizagoes dos sistemas.

‘M=opogoa | S

100 4 -
1504 "
200 4 -

:0d

0 50 100 150 200 250

Figura 29 — Resultado da simulacao do modelo de Ising para T = 0.77..
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Figura 30 — Resultado da simulacao do modelo de Ising para T' = T..

Os resultados estdao de acordo com o esperado na literatura [141][142][8][7], o que nos
mostra que o programa foi escrito e executado de maneira correta. Vamos entao avancar

e aprimorar o programa para entender como esse processo de alinhamento de spins pode
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Figura 31 — Resultado da simulacao do modelo de Ising para T' = 1.3T..

gerar distribui¢oes semelhantes as distribuicoes de renda. Vale a pena antecipar a discussao
de que o processo computacional que serd executado faz bastante sentido se o analisarmos
do ponto de vista econémico e social. Esse debate sera feito posteriormente com todos os

detalhes necessarios.

4.4.1 Modelo de Ising como gerador de curvas similares as de distribuicao de

renda

Esse método abre caminho para uma série de novas ideias sobre como podemos

trabalhar em cima do modelo de Ising.

Primeiro, precisamos repensar a nomenclatura e entender esses spins como agentes
econdmicos, assim, podemos pensar o alinhamento dos spins como o alinhamento de opi-
nioes entre esses agentes. Vale destacar que esse método de analisar spins como agentes
que podem assumir uma opinido bindria (comprar ou vender, votar ou nao votar em um
candidato, etc...) ja foi usado em estudos diversos, como por exemplo, o de dindmica de

opinioes.

Outra analise bastante interessante, é perceber o sistema como um todo a partir da mag-
netizacao encontrada, por exemplo, um sistema de magnetizagao préoxima de 1 ou igual
a 1 se refere ao caso em que todos os spins possuem o mesmo alinhamento. Podemos
entao fazer uma analogia com o caso em que existe um agrupamento social, onde todos os
individuos consomem aproximadamente da mesma forma, ou possuem a mesma opiniao

sobre algum tema.
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Consideremos que cada agente econémico ganha uma unidade monetaria a cada tempo t
em que seu spin tem orientagao positiva S; = 1 e perde uma unidade quando seu spin tem
orientacao negativa S; = —1. C;(t) representa a riqueza do agente i no tempo ¢. Analisando
apenas essa parte do modelo, ja podemos perceber que os agentes ganharao mais dinheiro
caso estejam na vizinhanca de outros agentes que estejam também ganhando dinheiro.

As etapas do processo sdo:

e Executando a simulacao do modelo de Ising, esperamos até o ponto em que o sistema

chegue ao equilibrio;

e Em cada instante de tempo t apds o equilibrio verificamos o sentido do spin de cada

elemento;

e Apés o equilibrio, se:

e Para cada temperatura, acumulamos uma quantidade significativa de dados, verifi-
camos o valor possuido pelo agente com menor quantidade de dinheiro e montamos

o histograma da distribuicao.

Os resultados obtidos durante as simulagoes foram coerentes com o exposto no
artigo. As figuras 32(a) 32(c) e 32(e) apresentam as distribuigdes de riqueza para dife-
rentes valores de 7" nas simulagoes. Em destaque, as figuras 32(c) e 32(d) mostram um
comportamento interessante: Formam-se clusters de agentes com alta riqueza. Esse pa-
drao claramente segue a distribui¢do de spins para T" = T, porém, o paralelo de que a
distribuicao mais desigual surge juntamente com a formacao desses aglomerados nos leva

a pensar algumas situacgoes interessantes:

e Agentes que estdo préximos a outros que possuem S;(t) = 1 na maior parte do
tempo, tendem também a aumentar sua riqueza. Falando de outra maneira, a forma

mais facil de tornar-se rico é estando proximo de quem é rico;

e Também ¢ interessante perceber, olhando ainda para os heatmaps das distribuigoes,
que para T = T, esses clusters podem ser considerados uma espécie de "regiao de

alta densidade de riqueza';

e O heatmap para T = 0.7, também possui pequenos aglomerados, porém, esses nao

sao capazes de gerar consideraveis mudancas no histograma associado;
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e O heatmap para T = 1.3T, esta associado a uma situacao de menor desigualdade e
apresenta a quase auséncia desses clusters. Ou seja, a riqueza possuida pelos agentes

esta simetricamente distribuida nesse mapa.
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Figura 32 — Distribuigoes de riqueza resultantes e seus respectivos Heatmaps para diversos
valores de T'.
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4.4.1.1 O parametro de ordem no modelo de Ising aplicado ao contexto econémico

Essa é uma discussao revelante, mas que se torna subjetiva na aplicacao do modelo

fisico num problema econémico. A magnetizacao no modelo Ising é dada por

M= (N, — Ny, (4.24)

e representa objetivamente a diferenca momentanea entre os spins up e spins down, mul-
tiplicada por um fator u que é o momento magnético do sistema. No contexto do sistema
econdmico, um agente com spin up, a0 menos nesse instante de tempo ¢, estard sujeito
a aumentar sua riqueza em uma unidade de moeda. A magnetizagdo representara a di-
ferenca entre os agentes que estao aumentando sua riqueza e os que estao diminuindo-a.

Nesse sentido:

e Uma magnetizacao M > 0 representa a situacao em que ha mais agentes capazes

de aumentar a riqueza;

e M = 0, a quantidade dos dois tipos de agentes é igual. Temos uma economia em
que metade dos individuos conseguem aumentar seu acumulo de riqueza, enquanto
a outra metade nao. O ponto é que um nimero elevado de individuos com spin down

tende a alterar significativamente o formato das curvas;

e M < 0, baixa quantidade de agentes com capacidade de aumentar sua riqueza. Essa
situacao é quase auto explicativa, representa a situacao de um sistema desigual.
Como ha poucos agentes com capacidade de acumular riqueza, apenas os que estao

perto o bastante conseguirao mudar seus spins.

4.4.1.2 Fundamentos sobre o modelo de Ising e transicdes de fase em sistemas econémicos

Assim como no modelo de Ising padrao, as transi¢bes de fase nas distribuicoes
de riqueza ocorrem conforme mudamos o valor de T'. O artigo, contudo, nao apresenta
fundamentos tedricos para a fungao desse parametro 7' num possivel sistema econoémico.
Ele falha em nao tentar responder algumas perguntas fundamentais e também ao nao

considerar aspectos técnicos importantes, como por exemplo:

e Considerando que o sistema em consideragao é em principio um sistema econdémico,
qual o analogo econémico para os parametros fisicos. Qual seria o analogo de 7" num

sistema economico?

e A existéncia de apenas um parametro macroscopico relevante T nao limita o traba-
lho?
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e As interagdes nesse modelo nao consideram a conservacao de uma riqueza global

total, assim, conforme as simulagoes avancam, distor¢des ocorrerao;

e O artigo foca em mostrar algumas caracteristicas técnicas dessas curvas, como por

exemplo seus ajustes, mas falha ao nao apresentar fundamentos para essas curvas.

O artigo [142] passa a impressdo de que, busca gerar essas curvas semelhantes as de
distribuicao de riqueza, mas sem nenhum compromisso de tentar explicar o fendémeno da
condensacao dessa riqueza nas transicoes de fase. Apesar de ser um trabalho tecnicamente
acurado, precisamos de ferramentas mais complexas. A nossa analise sobre o modelo

é a seguinte:

Um modelo de spins aplicado a um sistemas econémico representa a seguinte dina-
mica. Agentes que estao proximos a outros com maior riqueza, tendem a ser mais capazes
de multiplicar sua riqueza. Pensando socialmente, é mais simples acumular riqueza onde
ha uma qualidade de vida melhor, onde as possibilidades de ascensao social sao maiores.
Contudo, para T = T, os clusters sao expressivos, o que representa a situacdo em que
poucos agentes acumulam muita riqueza, e apenas os agentes mais proximos aumentam
tendem a aumentar sua riqueza acumulada. Nessa situacao, seria necessario outro meca-
nismo de redistribuicao de riqueza. A temperatura T' = 0.77T, representa a situagado em que
nao existem clusters muito expressivos, assim, os agentes sao mais capazes de aumentar
seu acumulo de riqueza. Pensando em situagoes reais, podemos comparar o sistema em
T =T, a um pais como é o Brasil. Nao é dificil, no Brasil, ver numa mesma rua pessoas
que possuem uma renda elevada morando préoximas a pessoas em péssimas condigoes so-
ciais. As que estao em vulnerabilidade socioeconémica, apesar disso, buscam consumir os
mesmos produtos (celular, televisdo, secadora de roupas, etc) e ter os mesmos acessos que
aquelas. As tentativas de redistribui¢ao de renda, a principio, passam pelos programas de

distribuicao direta de renda, como é o bolsa familia.

A situagao em T = 1.3 representa um sistema socialista perfeitamente implementado, em
que todos os agentes possuem as mesmas condigoes e a riqueza é perfeitamente distribuida
em torno de um valor comum. O que queremos encontrar é o ponto intermediario entre
essas duas distribui¢oes, onde se torna possivel estudar curvas de distribuicao de renda
compativeis com a realidade. Essas curvas estao entre a alta desigualdade e o socialismo
utopico. Para isso, ¢ preciso estudar um modelo que nos fornega uma gama maior de

parametros.

Andlises mais técnicas serdo feitas no proximo capitulo, usando o modelo de Ku-

ramoto.
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5 O modelo de Kuramoto no estudo das dis-

tribuicoes de riqueza

A sincronizacao é um fendmeno observavel em diversas situagoes do mundo real
88, 89, 90, 91, 92, 93, 143, 144, 145]. Ao andar do lado de uma pessoa, perceba que ao
longo da caminhada seus passos estao sincronizados com os dela. Aplausos num show po-
dem inicialmente parecer desordenados, mas ao longo do tempo o piiblico tende a ajustar
esses aplausos. Diversos outros fenomenos de sincronizagao podem ser observados, e o
modelo proposto por Y. Kuramoto [146] se destacou dentre os outros por ser simples o
suficiente para ter uma solugao tipo campo médio, e ser facilmente implementado em va-
rios sistemas, mas complexo o bastante para explicar uma série de problemas sofisticados.
Vamos avancar na ideia de estudar distribuicoes de riqueza a partir de redes de individuos
que negociam entre si, para isso utilizaremos um modelo que estuda o comportamento e
de uma forma mais geral, a sincronizagao entre osciladores ou agentes econémicos repre-

sentados por osciladores; O modelo de Kuramoto.

Buscar essas distribuigoes a partir do modelo de Ising, como foi feito no capitulo anterior,
ocasionaria em uma série de limitacoes. Primeiramente, o modelo de Ising é um modelo
binario, nos permitindo trabalhar apenas com dois estados definidos. Além disso, ha um
limitacao na vizinhanca de interacdo entre esses spins. A nossa proposta é buscar quebrar
essas limitacoes a partir de um modelo mais sofisticado, que é o modelo proposto por Y.

Kuramoto.

O modelo de Kuramoto é um dos mais simples e mais utilizados no estudo do
fendomeno da sincronizagao em sistemas fisicos, e ja podemos adiantar que o termo sin-
cronizacao sera usado em diversas oportunidades durante esse capitulo. O foco durante
nosso trabalho foi mostrar que a redistribuicdo de renda funciona como uma transicao
de fase num sistema econdémico, e nesse capitulo usaremos o modelo mais completo que

temos em maos para estudar a proposta [147].
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5.1 O modelo de Kuramoto

Vamos inicialmente considerar uma colecao de osciladores harmonicos, cuja equa-

¢ao diferencial é dada por:

)

I —
aw -

+F (5.1)

onde F' é uma forga, e se nao considerarmos os termos inerciais, ou seja, I = 0 teremos:

Para definirmos bem nosso problema precisamos dizer o tipo de forca que descreve F'.
Podemos pensar inicialmente que F controla a intensidade das interacoes, ou seja, a
intensidade da sincronizagao entre esses osciladores. Se F' = 0, entdo nao ha interacao, e
entre dois osciladores a interacao deve ser da forma F' = F(6; — 6;), Kuramoto descobriu

que a forga que melhor explicava esse fendmeno era descrita por:

Z sin(0; — 0j) = oY _ sin(0; — 0j). (5.3)

J=1 Jj=1

F =

21=

Na equacao 5.3 N é o total de osciladores no sistema, K é uma constante que determina

o nivel de acoplamento do sistema, que iremos trabalhar usando a constante o = K/N.

Existem solugoes analiticas para a equacgao 5.3 caso consideremos um modelo de
campo médio, semelhante ao que foi feito anteriormente no modelo de Ising. Este modelo

seria da forma;:

Fi=o0 ﬁ: sin(0; — ). (5.4)

Além disso, teriamos solucoes para 0; ~ 0; ¢ 0 = 0. O caso em que o = 0 é particular-
mente interessante pois reduz o sistema a um estado em que nao ha sincronizagao, ou

seja, osciladores variando segundo suas frequéncias naturais.

Em nosso trabalho, usaremos uma equagao da forma:

0 =w; + f;(6) :wi+aisin(9i—9j), (5.5)

J=1
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H& ainda a situagdo em que o modelo acopla um termo /g;(0)n;(t) para descrever um

ruido branco gaussiano, mas nao iremos usar durante esse trabalho.

Para analisar o progresso dessa sincronizacao ao longo do tempo, Kuramoto introduz o

parametro de ordem:

4 1 X
r(t)el = — Y el (5.6)
V&

Em resumo, o que esse parametro de ordem descreve é o nivel de sincronizagao
em que se encontra o sistema. Quando o sistema atinge um equilibrio, a diferenca
de fases tende a permanecer fixa. Quando o sistema atinge um nivel razoavel de
sincronizagao, com o parametro de ordem indo ao valor de 1, a diferenca de fases entre os
osciladores passa a ser fixa. O valor das fases permanece mudando, mas nao a diferenca

entre essas fases.
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Figura 33 — ParAmetro de ordem ao longo do tempo para uma série de simulagoes dife-

rentes.

As figuras em 33 mostram como o pardmetro de ordem evolui com o nimero de simu-
lagoes, e as figuras 34 e 36 mostram respectivamente as diferengas de fase num plano

e as fases ao longo do tempo. A figura 36 é particularmente interessante pois expressa
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Figura 34 — Diferenca de fases ao longo das etapas de uma simulagdo. Podemos perceber
que inicialmente as fases sdo espacadas, e ao longo da simulacao essas fases
tendem se tornar proximas de 0, ou seja, a diferenca das fases entre todos os
osciladores se torna constante e muito pequena.

bem o que esperamos da sincronizacao por modelo de Kuramoto: Fases que inicialmente
sao desordenadas e tendem a sincronizar mantendo as suas diferencas constantes entre os
diversos osciladores. Vale a pena destacar que altas diferencas de fase nao significam
que os osciladores nao estejam sincronizados; Os osciladores podem estar com alto

nivel de sincronizagao e ainda sim as diferencas de fase serem altas.

5.2 Aplicacao do modelo de Kuramoto a simulacao de distribuicao

de riquezas

Antes de comecar a exposicao de nossa proposta, ¢ preciso que se facam alguns
avisos importantes. Essa aplicagdo do modelo de Kuramoto é original e como ve-

remos posteriormente, apresenta resultados compativeis com o esperado.

Usamos o modelo de Kuramoto pois ele fornece uma quantidade interessante de

parametros, tornando o modelo um tanto mais complexo, porém, tao mais adequado a
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Figura 35 — Fases ao longo do tempo. Inicialmente cada oscilador possui sua prépria fase,
ou seja, todos estao dessincronizados. Ao longo da simulagao eles tendem a
sincronizar e entao as diferencas de fases se tornam constantes, e para esse
caso, proximas de zero.

procura de curvas de distribuigdo que representem situacoes reais. Vamos analisar alguns

pontos no modelo tradicional de trocas entre agentes:

e Ao escolhermos dois agentes, o tinico parametro que diferencia-os é a renda de cada

um;
e As probabilidades de troca em geral sdo fixas ou niimeros puramente aleatorios;

e Os agentes em geral nao possuem nenhuma caracteristica que os diferencie dos
demais. O que geralmente torna dificil categorizar os diversos estratos existentes em

uma sociedade;

e Os modelos nao consideram, ou ao menos nao deixam claro, uma interferéncia ou
choque externo nesses sistemas. Algo que poderia ser compreendido como uma in-

terferéncia governamental ou situacao atipica, como por exemplo uma pandemia.

O modelo de Kuramoto consegue, a principio, englobar respostas para todos esses pontos.

Se consideramos cada agente dessa economia como um oscilador, podemos entao descrever:

e A frequéncia natural w; de cada oscilador funcionard como um resumo das caracte-

risticas individuais de cada agente (oscilador) nessa economia;

e O pardametro o funciona como o choque externo nessa economia, ou seja, o fator
externo que controla o nivel de sincronizacao desses osciladores. Um elevado valor

para ¢ funcionaria como uma espécie de imposi¢ao governamental;
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e [xiste ainda a possibilidade de agregarmos a ¢ uma constante +;; que funcionaria
como uma interagao particular entre dois individuos. Assim, as interagoes entre esses

agentes poderiam ter caracteristicas préprias a depender do par escolhido;

5.2.1 Algoritmo da distribuicao de riqueza utilizando o modelo de Kuramoto

Vamos discutir o processo utilizado para gerar as curvas da distribuicao de riqueza.

e Primeiro geramos um sistema de N = 500 osciladores;

e As frequéncias naturais de cada oscilador sdao dadas por um numero aleatério de

uma distribui¢ao log-normal com média 0 e desvio padrao 1;

e Fazemos simulagoes para diversos valores de o, o que ird gerar diferentes acopla-

mentos para os sistemas;

e Quando o sistema se torna estavel, usamos as diferencas de fases para caracterizar

as probabilidades nas negociacoes;
e a probabilidade entre os agentes i e j ¢ dada por P;; = 1 — sin®(6; — 6;);

e Escolhemos dois agentes i e j. Calculamos a probabilidade entre eles dois. Sorteamos
um namero aleatério entre 0 e 1, se esse for maior que a probabilidade, o mais pobre
perderd uma fracao W de sua riqueza que serd entregue ao mais rico. Se o niimero
aleatério for menor que a probabilidade P;;, o mais pobre dos dois ganhard 6V da

riqueza do mais rico;
e Em todas as simulagoes § = 0.33;

e Repetimos a etapa anterior um nimero N = 1000000 de vezes.

Duas fases distantes significa baixa probabilidade de favorecer o mais
pobre desses agentes, duas fases préoximas significa alta probabilidade. Se os
dois agentes tem fases muito proximas P = 1, entdo serd muito dificil que o nimero
aleatério sorteado seja maior que F;;. Em nossas simulagoes, conseguimos resgatar com

precisao as distribui¢oes apresentadas nos artigos que estudam o Yard Sale Model.

As figuras em 36 demonstram os resultadas encontrados em nossas simulagoes. Se as fases
sao muito espagadas e sem nenhuma ordem a priori, teremos uma distribuicao de riqueza
muito desigual. Mas por que isso acontece? Com fases mais espacgadas, a probabilidade

de pegarmos dois agentes que terao P;; ~ 0 é maior, ou seja, had uma alta probabilidade



5.2. Aplica¢io do modelo de Kuramoto d simulagio de distribuicao de riquezas 97

de que ocorrao negociacoes onde o agente com maior riqueza saira vencedor.

A contrapartida é: Quando as fases estdao muito proximas a probabilidade média sera
P;; = 1, ou seja, o nimero aleatério terd de ser muito préoximo de 1 para o agente mais
rico saia vencedor na negociacao. Um caso raro mas possivel, basta percebermos que a
distribui¢ao na figura 36(d) ndo demonstra ser perfeitamente gaussiana pois existem al-

gumas distorgoes.

Na figura 36(g) e 36(h) temos uma situagao interessante. Formam-se dois clusters, entao a
probabilidade média fica em torno de FP;; ~ 0.65 pois agentes que estao no mesmo cluster
tem diferencas de fase muito baixas, mas quando em clusters diferentes, as diferencas

tendem a ser altas.

Vale a pena destacar que a sincronizagao do sistema esta relacionada a dife-
renca entre as fases ser constante, e nao com o valor absoluto dessa diferenca.
Um sistema pode apresentar uma diferenca média de fases alta, como em 36-e e estar
perfeitamente sincronizado. Vamos entao observar a diferenca de fases média para cada
valor de o. A figura 38 mostra a diferenca média das fases dos osciladores para varios
valores de o/ K. Um valor particularmente interessante para o pardmetro de acoplamento
o/K é de 0.2449, mostrado na figura 36-c e d como sendo aquele que gera acoplamento

com a menor diferenca média entre fases.
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5.2.2 Introducdo do fator ;

Todas as simulagoes até aqui apresentadas foram realizadas com os mesmos valo-
res da constante de acoplamento K /N para todos os osciladores. Mas e se cada oscilador
tivesse o seu proprio fator de acoplamento, por exemplo, um o; = o7;. Quais seriam as

mudancas finais nas distribui¢des de riqueza?

A simulagao apresentada na figura 38 foi executada com os seguintes parametros:

Numero de osciladores N = 500;
e 0 = K/N =0.2449;

o 6 =10.33;

Cada agente possui um fator v; que é um nimero aleatorio entre 0 e 1.

A ideia aqui é analisar a situacao em que agentes possuam fator v; &~ 0, ou seja, osciladores
que tendem a nao sincronizar. Podemos perceber em 38-b que apesar de K/N ser o valor
da constante de acoplamento que minimiza a média das diferencas de fases, haverao osci-
ladores que nao irdo sincronizar, como podemos perceber em 38-a. A consequéncia é que
a distribuicao que antes era uma gaussiana quase perfeita, agora possui alteragoes. Esses
poucos individuos que nao sincronizam sao suficientes para gerar anomalias na distribui-
¢do de riqueza esperada. Imagine a seguinte situagdo para que seja feita uma analogia

com o que acontece nas simulagoes:

- O governo de um pais aumenta a porcentagem de taxacao da renda e riqueza, a
fim de diminuir a desigualdade em sua economia. Uma a¢dao um tanto quanto radical e
com alto nivel de interferéncia na economia desse pais. Porém os 10 individuos mais ricos
dessa economia sao contrarios a essa acao do governo e entao enviam para outro pais suas
riquezas ou sonegam seus impotos. A arrecadagao que era esperada sera menor, o que ira

gerar distor¢oes na nova curva de riqueza esperada.

As figuras 36-d e 36-f mostram que uma variagao sutil nos acoplamentos dos osci-
ladores gera distorcoes expressivas nas curvas de distribuicdo de renda. A introdugao do
fator v; cria a possibilidade de termos mais um parametro para realizarmos o ajuste fino
nos resultados dessas distribuigoes. Diferentemente do modelo apresentado no capitulo

anterior, que trabalhava apenas com um parametro 7.
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5.2.2.1 O parametro de ordem no modelo de Kuramoto aplicado aplicado ao contexto econo-

mico

Buscando uma interpretacao para o parametro de ordem do modelo de Kuramoto,

que ¢é dado por:

4 1 X
r(t)e = ¥ > e (5.7)

=1

nos deparamos com um obstaculo, que é colocado por conta de nossa aplicacao em sis-
temas econdmicos. Observando apenas a equacao acima, podemos chegar a uma simples
interpretacao: Nosso parametro de ordem serd a diferenga de fases entre os osciladores,
portanto, a diferenca entre da posicao social que cada agente ocupa nesse sistema. Vamos
lembrar que quanto menor a diferenca dessas fases, menor a desigualdade de riquezas

nesse sistema.

A nossa aplicagao, no entanto, ¢ uma combinacao do modelo de Kuramoto com Yard Sale
Model, assim, é preciso desenvolver essa interpretacao original sobre um parametro que
englobe o resultado dos processos. Aqui o parametro de ordem, precisa ser coerente com

nossa analise, entao vamos propor a seguinte interpretacao:

Neste modelo, as distribuicoes de riqueza sao mais ou menos desiguais de acordo
com a proximidade da fase dos agentes, representados por osciladores. Quanto menor
forem as diferencas fases, menos desigual sera a curva, maiores sejam as diferencas, mais
desigual sera a curva. Uma boa sugestao para um parametro de ordem, seria entao, uma

média das diferencgas de fase dos osciladores, algo da forma:

A‘gij

P:Z 2
(2%

(5.8)

como Af;; = Af;; adicionamos um fator 1/2. Essa seria possivelmente uma boa aproxi-
macao para um parametro de ordem coerente com nosso modelo. Para valores altos de
P, temos um sistemas que em média esses osciladores estao muito afastados, o que como
vimos, gera distribui¢oes desiguais de riqueza. Para P =~ 0, os osciladores estao muito

proximos, gerando uma distribuicao mais equalitaria.

Outra observacao interessante que realizamos é que, essa aplicacdo do modelo
de Kuramoto pode ser melhorada se consideramos outro fator, as distancias espaciais

dos agentes. Ou seja, os agentes nao teriam apenas um fator w; que representa suas
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caracteristicas pessoais, mas terao também um ponto bem definido no espago. Poderiamos

entao considerar que agentes mais proximos espacialmente tendem a se influenciar mais.

5.2.3 Uma breve discussao sobre o modelo de Kuramoto na analise das dis-

tribuicoes de riqueza

O modelo de Kuramoto oferece uma cobertura melhor e mais ampla para repro-
duzirmos essas curvas de distribuicao de riqueza. Utilizando esse modelo, podemos usar
os pardmetros w;, K/N e ~; como representagoes do mundo real, ou seja, a principio po-

demos usar essa variedade de opgdes para gerar distribui¢oes empiricas de economias.

Temos agora interagoes especificas entre os agentes, diferentemente do modelo
Yard Sale mais simples, que considerava um valor inico para todas as interagoes. Pode-
mos também encontrar uma forma, de por exemplo, usar o pardmetro K/N como uma
funcao da taxacao de um pais em especifico, ou seu PIB, de forma a recuperar com alguma
precisao sua distribuicdo de riqueza. Além disso, podemos observar que para diferentes
valores de K/N o sistema resultou em diferentes distribui¢oes, ou seja, mantidas cons-
tantes as outras variaves, esse parametro controla as transi¢oes de fase nesses sistemas.
Apesar de ainda nao ser possivel abordar todos os aspectos técnicos, como por exemplo
pontos criticos nessas distribuigoes, acreditamos que com o modelo de Kuramoto podemos

caminhar ao desenvolvimento de uma teoria bastante abrangente.

Reproduzir essas curvas de distribuicao reais dos paises é a proposta para trabalhos

futuros utilizando o modelo de Kuramoto e todo o leque de recursos que esse nos oferece.
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Figura 36 — Distribuig¢oes de fases no plano e suas respectivas distribui¢oes de riqueza.
Nas legendas: Média A¢' = P,; e Sigma = K/N
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6 Conclusao

Buscamos neste desenvolver uma andalise critica mas propositiva do estudo das
curvas de distribuicdo de riqueza. A conclusdo deste trabalho passa primeiramente por
algumas criticas aos modelos usados. Entendemos que o Yard Sale Model é um modelo
introdutério, que funciona como uma apresentacao aos métodos e que nao tem a preten-
sao de solucionar os problemas referentes as andalises sobre as distribui¢oes de riqueza. O
ponto ¢é que, em alguns dos artigos que estudamos, esse modelo é usado com rigor des-
proporcional a capacidade de suas aplicagoes. Em geral, gerar curvas que se assemelham
as de distribuicao de renda, pode ou nao significar algo com rigor cientifico. Mesmo no
contexto em que hd um processo logico que corresponda ao processo econémico, os re-
sultados podem significar apenas um sorteio aleatéorio de niimeros. Este trabalho buscou

apontar, para cada um dos modelos, suas aplicagoes tteis e mais adequadadas.

No capitulo 2, ao apresentarmos a teoria do excedente, buscamos introduzir o lei-
tor a um modelo que parte da analise do processo econémico e social da distribuicao
da riqueza. Apesar do excelente fundamento teodrico, este vai falhar em suas proprieda-
des técnicas e quantitativas. O algoritmo desenvolvido a partir da teoria do excedente,
nao oferece em si, mecanismos para estudarmos as transi¢oes de fase aqui propostas e
nem as redistribui¢des de riqueza. No capitulo 3, com o modelo oriundo da equagao de
Fokker-Planck ja nao temos o mesmo rigor na andlise do comportamento econémico. O
que percebemos ao longo deste trabalho, ¢ que o material produzido nessa area, em geral,
¢ muito técnico, com implementagao pouco didatica e que nao busca representar o feno-
meno real. Esse ¢ um problema que precisa ser discutido. Imagine um modelo de estrutura
da matéria que nao serve para explicar fendmenos de espectroscopia. Ou um modelo quan-
tico que nao serve para explicar os fendmenos ondulatorios ou os estados atomicos. Em
geral, é isso que esta acontecendo com os modelos de distribuicao de renda. Geram curvas

semelhantes as de distribuicao de renda, mas nao comparam com as curvas reais dos paises.

O trabalho, e mais especificamente o modelo de Kuramoto utilizado no capitulo 5, apre-
sentou um bom caminho para chegarmos mais proximos de distribui¢oes de riqueza condi-
zentes com a realidade. O grande ponto desse modelo é que ele foi muito oneroso compu-
tacionalmente e de aplicagao pouquissimo simples. Mais se cabe uma avaliagao positiva,
essa vai no ponto em que o modelo de Kuramoto nos oferece parametros o bastante para

buscarmos distribui¢oes de riqueza compativeis com a realidade.
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-

E preciso entao destacar pontos positivos e negativos de nossa abordagem:

e Ampla variedade de parametros para que sejam feitos os ajustes até chegarmos a

distribuicoes de riqueza reais;
e Alto rigor técnico e conceitual sobre o problema;

e Possibilidade de novas implementacoes ou alteragoes no modelo ja proposto.

Os pontos negativos:

e Custo computacional elevado;
e Pouco didatico e pouco intuitivo;

e (Carente ainda de um explicacao do fené6meno econémico que gera o modelo compu-

tacional.

Em suma, em nossas observagoes concluimos que os modelos apresentados nao
reproduzem com rigor os resultados esperados para a realidade de uma economia, e na
tentativa de chegar a esses resultados nos deparamos com modelos computacionais muito
complexos. Entretanto, esses modelos sao didaticos o bastante para introduzir o leitor a
conceitos iniciais muito importantes, como a ideia inicial de como funcionam processos
economicos basicos. Apesar dos requisitos para a compreensao dos topicos serem relativa-
mente altos, esse trabalho pode representar uma sintese de como trabalhar com problemas

de econofisica e outros sistemas computacionais.
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ANEXO A - Algoritmo do Yard Sale Model

Durante a execucao desse trabalho uma quantidade expressiva de cdédigos foram
desenvolvidos. Vamos agregar aos anexos dois dos que consideramos mais relevantes.
Esse é o algoritmo da versao mais simples do Yard Sale Model escrito na lin-

guagem Python, com v = 0.33 e o namero de agentes N = 50000.

# —x— coding: utf—8 —x—

Created on Thu Apr 2 17:36:21 2020
@author: Henrique Alves de Lima

nnon

import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib. collections import EventCollection
import numpy as np

import random

Y

with open(’saida.txt’, ’w’) as arquivo:
nmrsim = 200000

x = np.ones ((50000))

nmb=list (range (0,len(x),1))

fbin=list (range (0,2600,20))

gamma=0.333

z=list (x)

for i in range(len(x)):
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z[1]*=500

print ("\n’)

print (z)

print ("\n’)

for j in range(0,nmrsim,1):
select=random .sample (nmb,2)
print (select)

for k in range(0,2,1):

if (k==0):

z[select [k|]+=gammaxz[select [(k+1)]]
else:

z[select [k|]—=gammaxz[select [k]]

if z[select[k]] <0
z[select |
[

k|]+=gammaxz [ select [k]]
(

z[select [(k—1)]] —=gammaxz [select [k]]

z.sort ()
print (z)
plt.hist(z, bins=fbin)

for 1 in range(len(z)):

print (int(z[1]), file=arquivo)

#Recomendo fazer mais de 1 milhao de simulacoes,

ou seja , nmrsim > 1kk
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ANEXO B - Algoritmo para o modelo de

Kuramoto com N osciladores

Esse é o algoritmo desenvolvivo durante o trabalho para a solugcao do
modelo de Kuramoto. Foi desenvolvido em Python para um modelo com
N osciladores. O algoritmo abaixo calcula também a média das diferencas de

fases desses osciladores, procedimento que foi usado na execucgao do capitulo 5.

#!/usr/bin/env python3

# —x— coding: utf—-8 —x—

Created on Fri Jul 2 09:50:52 2021
@author: Henrique Alves de Lima

nnn

#Vamos importar as bibliotecas
necessarias para o desenvolvimento
do codigo

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import math

import random

import seaborn as sns

sigma_ list = np.linspace (0,3,50)
sigma_ list2 =]]

f list2 = []

for sigma in sigma_ list:
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ANEXO B. Algoritmo para o modelo de Kuramoto com N osciladores

#Vamos definir as variaveis necessarias:

# = 5 #Constante Acoplamento K

N = 500 #Numero de osciladores

tf = 10 #Tempo final da simulacao

dt=0.01 #Intervalo infinitesimal

#sigma = 0.53 #Constante de acoplamento

w = np.ones(N) #Vetor das frequencias naturais
gamma = np.ones (N)

t = np.arange (0, tf+0.01, dt) #Vetor de intervalo de tempo;

#Para visualizar o vetor t, use o print abaixo.
#print (t)
n=len (t) #Tamanho do vetor t — | Depende do tamanho do intervalo dt |
¢ = np.ones(N)
cf =np.ones((N,n))
sum1=0
for 1 in range (N):
c[i] = random.uniform (0,2*np. pi)

for i in range(N):

#w|[i] = random.normalvariate (5,2)
#w|[i] = random.uniform (0,1)

w[i] = random.lognormvariate (0,1)
#w|[i] = 2xrandom.random ()
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#wl[i] =1

for i in range(N):
#gamma[i] = random.uniform (5,1)
#gamma|i| = random.lognormvariate (0,2)
#gamma[i] = random.random ()
gamma|i| = 1

#Laco para integracao das equacoes diferenciais dos osciladores;
#| Metodo de Euler |

for k in range(n):
for i in range (N):
suml1=0
for j in range(N):
suml4+=np.sin(c[j]—c[i])

cli] += (dtxw[i])+ (sigmaxgammali]*sumlxdt)

#Plot das fases dos osciladores

for i in range(N):

plt.plot(t, np.sin(cf[i, :]))
#plt . plot (np.cos(cf[i,n]),np.sin(cf[i,n]))

plt . xlabel ('t = tempo’)
plt.ylabel ("\u03B8 (t)’)
plt .show ()

print (np.sin(cf))

for i in range(len(c)):
plt.xlim(—1,1)
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plt.ylim(—1,1)

plt.xlabel (’cos(\u03B8) ")
plt.ylabel (7sin (\u03B8)")
1

plt.scatter (np.sin(cf[i,—1]), np.cos(cf[i,—1]))

plt.text (0.3, 0.5, f’Sigma = {sigma:.4f}")
plt .show ()

#Diferenca media

dif = []

for i in range(N):

for j in range(N):

dif .append(np.radians(cf[i,—1] — cf[j,—1]))

dif = np.abs(dif)
dif 2 = []

for element in dif:
if element not in dif 2:
dif 2 .append(element)
print (np.mean(dif_ 2))

fases = []

for i in range(N):

fases_ .append(np.cos(cf[i,—1]))

#print (np.max(dif_2))

plt. hist (fases )
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##Agora faremos a distribuicao
x = np.ones ((N))

nmb=list (range (0,N,1))
fbin=list (range (0,2000,20))

z=list (x)

for i in range(len(x)):
z[1]x=1000

print ("\n’)
print (z)
print (’\n”)

f list = []

sigma_ list = [0.001, 1, 0.53, 3]

for j in range(0,1000000,1):

select = random.sample(range(N),2)

#print (select)

#Hgamma=np . random . random ()
#gamma=0.15

dim=25
vect=np.random.random (dim)

#print (vect)

#for i in range(0,dim,1):
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#vect [i]=vect [i]xx*i
#Hae=sum (vect)/dim
Hgamma=ae
randl = random.random ()
#print (gamma )

f = (cf[select[0], —1] — cf[select[1], —1])
f = abs(np.sin(f ))

f = 1—(f *f )
print (f )
f list.append(f )

gamma = 0.33

if z[select [0]] >= z[select [1]]:

templ = z[select [0]]
temp2 = z[select [1]]

else:
templ = z[select [1]]
temp2 = z[select [0]]
if randl > f :
templ4+=gammaxtemp?2
temp2—=gammaxtemp?2

z[select [0]]=templ
z[select [1]]=temp2
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else:

temp24+=gammaxtempl
templ—=gammaxtempl
z[select [1]]=temp?2
z[select [0]]=templ

z.sort ()

print (z)

#plt . hist (z, bins = 100)

plt.style.use(’ggplot )

sns. histplot (z, kde=True, bins = 100)

plt .xlim (min(z), max(z))

plt.ylim (0, 40)

plt.xlabel (’Riqueza — W)

plt.ylabel (’Numero de agentes com riqueza W)
plt.legend(scatterpoints=1, frameon=False, labelspacing=1)
plt . text (min(z)+50, 35, f’Sigma = {sigma:.4f}’)
plt.text (min(z)+50, 32, f’Media \u0394\u03B8\ " =
{np.mean(f list):0.4f}")

plt .show ()
print (np.mean(f list))

f list2.append(np.mean(f_list))
sigma_ list2 .append (sigma)

plt.plot (f_list2)
plt.xlabel (’Valor de \u03C3/K’)
plt.ylabel ("Media \u0394\u03B8")
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ANEXO C - Figuras referentes ao capitulo 3

C.1 - Simulacdo no software Maplesoft™ para o modelo com

redistribuicao de renda

Aqui iremos apresentar algumas capturas de tela do procedimento realizado para
encontrarmos as curvas presentes na figura 23. Recomendamos ao leitor que faga a visu-

alizacao das figuras e acompanhe a descricao das etapas na pagina 65 deste trabalho.

1 2( d ) ) -
eql = 11*P(w)+?1| [EP(“)J—5'(1_“)'P(“)—U

R 5
wP(w) + %11* [iP(n'] | — 61 —w)P(w)=0
2 dw )

dsolve(egl)
12

Plw) = =

we| B(x)dx

Figura 39
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WH'[ WP(Y) dx

w

2 W ) 3 3

1
1283918464348864 — "

w 13 w W W

5748019200 4 il_{[_ 115909305827328  115909305827328 _ 106250197008384 _ 88541830840320 66406373130240

W

12
_ A44270915420160  25824700661760  12912350330880 _ 5380145571200 1793381990400 448343497600 74724249600 76‘770"0800]5-7]]

w' w® W w? W W w

1925

10981696 1 '
479981696
= 05
429981696
1925
Figura 40
=1
1925
— /=1
429981696 —
429981696
Cp = 222200
- 1925
429981696
1925
P(w)
12
429951696 e "
1925 2
Figura 41
.
B(w) = J P(x]-%d\'
o
v
11‘—-J %P(r) ¥ dv
0 2
B(w)
?gsslw 11—[43545600 Wt %11-‘ (-681091006464 w'” — 567575838720 %" — 425681879040 w® — 283787919360 w’ — 165542952960 w® — 82771476480

— 34488115200w" — 11496038400 " — 2874009600 1> — 479001600 — 39916800 ) &~ u‘*‘]

Figura 42
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Afw) = (w2 Ajw) + B(w)) P(w)
w— (11-‘3“4(10) + B(w)] Plw)

total == A(w)

429981696 1 H 1 “_3{ 5748019200 4 il_[[_ 115909305827328  115%09305827328 _ 106250197008384 _ 88541830840320

1925 Wi 5748019200 w 13w Wit Wil Wi e

_ 66406373130240 _ 44270915420160 _ 25824700661760 _ 12512350330880 _ 5380145971200 _ 1793381950400 _ 448345497600 _ 74724249600
T 5 3

W w' wh W wh W wo w

12
T 2 7
- 6227020800] e N + ?QS;W 37[43545600 w+ 1—1 w ( -681091006464 w'” — 567575838720 %" — 425681879040 " — 283787915360 1"

12
— 165542952960 w® — 82771476480 " — 34488115200 — 11486038400w" — 2874008600 w> — 479001600 w — 39916800) e ‘”]J e ¥ J

Figura 43
A(D.41)
0.001925273604
A4(0.41)
0.9997370545
B(0.41)
0.00002001451842
Figura 44
A o) niw)
eal = AgUAe)L W) =g ) + Bow))
d o, piw)
dw Alw) WP A(w) + B(w)
o B ) = w?u(w)
eq- i (w? 4(w) + B(w))
d‘u-‘ B('H) “?114(_”:) +B(1|")
_ 6(1—w) piw)
3 g ) =
eq3 HF(w). w) (“.2_‘4(“,-] + B(w)]
Ay = SUZwinl)
dw 11-“1’.4(11-‘) + B(w)
Figura 45

inc = pu(0.41) = 0.001925273604, 4(0.41) =0.9957370545, B(0.41) =0.00002001451842
p{0.41) = 0.001925273604. 4{0.41) = 0.9997370545, B(0.41) = 0.00002001451842

’ 2 . ’
] e A ) = wiw) g o woop(w) i o) = 6-(1—w)-u(w)
st G1A0w). ) [1&2-4(“‘) + B(w)] ~AFEw). ) [w?'-.f{(w) + B(w)] RO [1»‘2-:{(“‘) + B(w)]
Ao wiw) d o W w(w) d o 6(1 —w)ulw)
dw A(%) 11-"1‘,4(11-‘] + B(w) T dw B(w) 11-“1‘,4(11-‘) + B(w) Tdw k0w 11-“1‘,4(11-‘) + B(w)

Figura 46
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dsi = dsolvel {sys] inc}, mumeric, outpt = listprocedine)
[w=proc(w) ... end proc. 4(w) =proc(w) ... end proc, B(w) = proc(w) ... end proc, ji(w) = proc(w) ... end proc|

ds1(0.41)
[+(0.41) = 0.410000000000000, 4(w) (0.41) = 0.999737054500000, B(1) (0.41) = 0.0000200145184200000, () (0.41) = 0.00192527360400000]

A = evall4(w). ds])
proc(w) _.. end proc

/B == eval(B(w). ds])
proc(w) ... end proc
L= eval(p(w). ds1)

proc(w) ... end proc

Figura 47

S ()
Iflw) =
nalftn) w?'ﬂ(w) + /B(w)
Ji(w)
11-‘J‘ﬁa’(1|-‘) + /B(w)

w—

plot( finalfTw). w=10.3)
0.07

006
0os
o004
0.03
0oz

0.0

Figura 48

for i from 0.01 by 0.04 to 6 do print( finalf(i)) end do;
-0.0000564900214737638

0.00000396678046820778
3.22383336983341 10
-1.12357371308655 107

-1.89970015609720 10°8
0.00000182849773741519
0.0000508343989603833
0.000428143336685373
0.00187157992380910
0.00535169507847517
0.0114547927229046
0.0159791541518201

N NINNINTIATTIILEI T

Figura 49



