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Resumo

Nesta dissertacdo, baseando-se nos trabalhos de Bueno [5, 6], apresentamos um estudo
detalhado dos sélitons de translacdo do fluxo de curvatura média no espaco produto H? x R.
Utilizando ferramentas de equagdes diferenciais ordindrias, principio do méximo e o método
de reflexdo de Alexandrov sdo abordados resultados de existéncia de sélitons de translagcdo
rotacionalmente simétricos, um teorema de unicidade do Bow! Séliton em termos do seu
comportamento assintético e um teorema que afirma que, sob certas condi¢cdes na fronteira
de um sdliton de translacdo compacto, este soliton de translacdo € uma parte do Bow! Soéliton.
Prova-se também que nao existem soélitons de translacdo compactos sem bordo ou sélitons de

translacdo cilindricamente limitados.



Abstract

In this dissertation, based on articles due to Bueno [5, 6], we present a detailed study of
the translating solitons of the mean curvature flow in the product space H? x R. Using tools of
ordinary differential equations, the maximum principle and Alexandrov’s reflection method, we
discuss results on the existence of rotationally symmetrical translating solitons, a uniqueness of
the Bowl Soliton in terms of its asymptotic behaviour and a theorem which states that, under
certain conditions at the boundary of a compact translating soliton, this translating soliton is a
piece of the Bowl Soliton. We also prove that there is no translating solitons which is either

compact boundary or cylindrically bounded.



Conteudo

Lista de Figuras viii
Introducio 1
1 Preliminares 4
1.1 Imersdes isométricas e curvaturamédia . . . . . . .. .. .. ... ... 4
1.1.1 Férmula da Primeira Variacdo do Volume comPeso. . . . . . . . .. 11

1.2 OPlano Hiperbdlico . . . ... .. .. ... .. .. .. . ... ..., 16

1.3 Produtos Riemannianos . . . . . . .. .. ... ... .. L. 18

1.4 Principiodo Maximo . . . . . . . . . . .. .. 23

1.5 Teoremade Alexandrov . . . . . . . . . .. ... ... 30

2 Solitons de Translacao 34
2.1 Introdugdo ao Fluxo da CurvaturaMédia . . . . . . . ... ... ... .... 34

2.2 Sélitons de Translacioem R . . . . . ... L. 37
2.2.1 Unicidade do Bowl Sélitonem R . . . . . .. ... ... .. ... . 40

2.3 Solitons de Translagio em H? X R . . . . . . . . .o 50
2.3.1 Problemade Dirichlet . . . ... ... . ... ... ........ 51

232 O Método de Reflexdo de Alexandrovem H2 xR . . . .. ... ... 55

3 Sélitons de Translacao Rotacionais 60
3.1 Sdlitons de Translagdo Rotacionalmente Simétricos . . . . . . .. ... ... 60

3.2 Analise do Espago de Fase de um Soéliton de Translagdo Rotacional . . . . . . 66

3.3 Existéncia de Sdlitons de Translagdo Rotacionais . . . . . . ... ... ... 70

4 Sélitons compactos, Teoremas de Nao-Existéncia e a Unicidade do Bow! Séliton 74

4.1 Sdlitons Compactos e Teoremas de Nao-Existéncia . . . . . ... ... ... 75



Conteddo vii

4.2 Unicidade do Bowl Sélitonem HZ xR . . . . . . . . o v i 81
Bibliografia 92

Indice 95



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3

2.1
2.2
23
24
2.5
2.6
2.7
2.8
29
2.10
2.11

3.1
3.2
33

4.1
4.2
4.3
4.4

Folheacdo de planos em R?, semi-espacos, My (1) e M_(t). . . . .. ... .. 31
Primeiro ponto de contato g com o plano IT(#g). . . . . . . .. ... ... .. 32
M. (1)) ndo satisfaz as condigdes (a)e (b). . . . . . . . . ... ... ... 33
Esfera de raio r evoluindo pelo fluxo de curvatura média. . . . . . .. .. .. 36
GrimReaperem R . . . . . . . ... 39
Reflexdo em relagdio ao plano IT(r). . . . . . . . ... ... ... ... .... 42
Aestdaoladodireitode B . . . . . .. ... 42
Motivagdo para a relagdo “estar ao lado direito”. . . . . . . . . ... .. ... 43
Relagioentre M_(r) e M* (r)emR>. . . ... ... ... .. ... ..., 46
Reflexdo com respeito ao plano IT(r). . . . . . . ... ... ... ... ... 49
Folheacdo de H? x R por planos verticais, considerando H? no modelo da bola. 56

ProjecionoplanoIT . . . . . . ... ... ... .. ... L. 57
Aestdaoladodireitode B . . . . . .. ... Lo 58
Relacao “estar ao lado direito” sobre plano horizontal. . . . . . . ... ... 58
Monotonicidade de y(r). . . . . . . . .. 70
Bowl Sélitonno espaco D? X R. . . . . ... 72
Catenoide de Translagdo. . . . . . . . . . .. .. ... ... 73
Distincia T(0) . . . o o o o 78
M intersecta 3(20) transversalmente. . . . . . . ... ... ... 79
Relacdoentre MY (r)e M_(r). . . ... .. .. .. .. ... 87
Reflexdo de M emrelagio aII(r) e II(rp). . . . . . . o o o oo oo oot 89



Introducao

Os sdlitons de translagdo do fluxo de curvatura média (ou translatores) sao hipersuperficies
que evoluem pelo fluxo de curvatura média como a translacdo da superficie inicial na dire¢ao
de um certo vetor vertical v. A partir disto, verifica-se que qualquer hipersuperficie € um séliton
de translag@o quando sua curvatura média € dada pelo produto interno entre o campo normal e
o vetor v.

Nos tltimos anos, foram desenvolvidas importantes pesquisas acerca dessas superficies no
espaco Euclidiano. Citamos [9], [22], [30] e[31]. Em [22], Ilmanen prova que um soéliton de
translacdo no espaco Euclidiano € uma hipersuperficie minima em um espago conforme. Assim,
podemos utilizar importantes ferramentas da teoria de superficies minimas para investigar os
sOlitons de translagcdo, como por exemplo, o principio do mdximo geométrico.

Além disso, surgiram diversos exemplos de sélitons de translacdo em R"*! nos iltimos anos,
como o grim reaper, Bowl Soliton e o Catenoide de Translacdo. Em [30], os autores provam
um Teorema de Unicidade do grim reaper e, em [9], Clutterbuck etz. al provam que existem
sOlitons de translacdo rotacionalmente simétricos, graficos inteiros em R"*! conhecidos como
Bowl Séliton e Catenoide de Translag@o.

Martin et. al. mostram em [31] que o dnico sdliton de translacio com um fim que é
assintético ao Bowl Séliton (propriedade a ser definida no Capitulo 4) € o Bowl Séliton. Para
provar este teorema, os autores utilizam uma ferramenta fundamental na teoria de superficies, a
saber, o Método de Reflexao de Alexandrov.

Motivados por estes trabalhos, a teoria de sélitons de translacdo se estendeu a variedades
Riemannianas mais gerais, como podemos ver em [5], [6], [11] e [26]. Nosso trabalho é
baseado nestas duas primeiras referéncias. Nelos, Bueno prova a existéncia do Bowl Sdliton e
do Catenoide de Translacdo no espaco produto H? x R (inspirado por [9]). Além disto, prova
um teorema de unicidade do Bow! Séliton (como em [31]) utilizando o principio do méximo e

o método de Reflexdo de Alexandrov.
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O principio do méximo € uma poderosa ferramenta que nos permite investigar 0 maximo
(respectivamente o minimo) de solu¢des de um operador linear eliptico. No contexto geométrico,
se duas superficies cumprem o principio do mdximo (ver 1.4) e sdo tangentes em um ponto,
entdo estas superficies coincidem na vizinhanga deste ponto. Este caso denominamos principio
do maximo geométrico (ou principio da tangéncia). Embora seja frequente o uso do principio
do médximo na teoria de superficies com curvatura média constante, encontramos também
aplicacdes em outras classes de superficies, como veremos neste trabalho. Pode-se encontrar
uma boa exposicao do principio do maximo e suas aplicacdes em [14], [16], [19], e [21].

Uma das mais relevantes aplica¢des do principio do maximo € visto no Método de Reflexdao
de Alexandrov. Este método foi desenvolvido por Alexandrov em [1], onde ele demonstra
que uma superficie de R? compacta, conexa, com curvatura média constante é uma esfera
geodésica.

As ideias desenvolvidas por Alexandrov neste teorema foram generalizadas e utilizadas
em teoremas de existéncia nos quais a superficie em questao nao € necessariamente compacta.
Como feito por Schoen em [38], que utilizou o método de Alexandrov em superficies minimas.
Ainda, o método de Alexandrov foi aplicado no estudo de sdlitons de translacdo no espaco
Euclidiano e no espaco produto H? x R. Este dltimo é o principal interesse deste trabalho.

Nesta dissertacdo, discorremos sobre os solitons de translagdo em H? x R, como feito em
[5] e [6]. Prova-se que os sélitons de translagdo neste espaco produto sao também superficies
minimas em uma métrica conforme e assim, verifica-se que tais superficies cumprem um
principio de tangéncia. Entre os principais resultados neste trabalho temos o Teorema de
Existéncia do Bowl! Séliton e o Teorema de Unicidade do Bow! Séliton.

Para a prova do Teorema de Existéncia do Bowl Séliton, apresentada na Se¢ado 3.3, utiliza-se
um estudo acerca de sélitons de translacdo rotacionalmente simétricos. Em particular, prova-
se, utilizando a existéncia da solu¢do de um problema de Dirichlet (ver 2.3) e o Método de
Alexandrov, que existe um sdliton de translacdo em H? x R rotacionalmente simétrico ortogonal
ao eixo de rotagdo.

O Método de Reflex@ao de Alexandrov € usado para provar outros importantes resultados
neste trabalho. Dentre eles, o Teorema de Unicidade do Bow! Séliton. Verifica-se também
(utilizando o Método de Alexandrov) que um soéliton de translacdo compacto M, com algumas

hipéteses geométricas sob sua fronteira, € uma parte do Bow! Séliton.
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Além desses resultados, apresentamos a prova de que nao existem soélitons de translacao
compactos sem fronteira, que ndo existem soélitons de translacdo cilindricamente limitados e
que had uma estimativa de altura para sélitons de translacdo compactos.

Nosso objetivo aqui € apresentar uma demonstracao detalhada destes teoremas. Assim, no
Capitulo 1 apresentamos alguns resultados fundamentais para a prova dos teoremas principais.
Destacamos as Segdes 1.4 e 1.5 e o Teorema 1.5.

No Capitulo 2, introduzimos a teoria de sélitons de translagdo, tanto no espaco Euclidiano
quanto no espaco produto H? x R. Apresentamos, em linhas gerais, a prova do Teorema de
Unicidade do Bowl Séliton em R>. Verificamos que os solitons de translacdo em H? x R sdo
superficies minimas em um espaco conforme, que estes satisfazem um teorema de principio da
tangéncia. Analisamos, ainda, um problema de Dirichlet associado aos sélitons de translagao
em H? x R.

No Capitulo 3, vemos que os sdlitons de translacdo rotacionalmente simétricos sdo solucdes
de uma equacdo diferencial e apresentamos uma descri¢do do espacgo de fase desta equagao.
Além disto, exibimos a prova de um lema que garante a existéncia de um séliton de translagcao
rotacional. Por fim, expomos a prova do Teorema de Existéncia do Bow! Séliton.

No Capitulo 4, apresentamos a prova de resultados sobre sélitons de translagdo compac-
tos, resultados de nao existéncia e estimativa de altura. Finalizamos o trabalho exibindo a

demonstracdo do Teorema de Unicidade do Bowl Séliton em H? x R.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo faremos uma breve apresentacdo sobre imersdes isométricas e curvatura
média, modelos do espaco hiperbdlico, produtos Riemannianos, principio do maximo e Método
de Reflexdo de Alexandrov. Estes conceitos sao fundamentais para o desenvolvimento deste
trabalho, especialmente o principio do méximo e o Método de Alexandrov, os quais sdo

utilizados na prova de teoremas de ndo-existéncia e Unicidade do Bow! Séliton.

1.1 Imersoes isométricas e curvatura média

Iniciaremos nosso trabalho tratando de imersdes isométricas, definindo a segunda forma
fundamental e a curvatura média de variedades Riemannianas isometricamente imersas. Discu-
tiremos alguns pontos sobre a curvatura média, importantes para o desenvolver da dissertacao.
Sao eles: determinar a curvatura média de uma hipersuperficie ao efetuar uma mudanca con-
forme na métrica do espago ambiente e desenvolver a férmula a primeira variagdo do volume
com peso. A abordagem sobre a segunda forma fundamental e curvatura média de imersoes
isométricas discutido a seguir foram baseados em [13]. Além disso, apresentaremos a férmula
da primeira variacao do volume com peso, como em [3].

Sejam A_/I”+k uma variedade Riemanniana de dimensdo »n + k, munida de uma métrica
(,yeF:M"— M uma imersao, em que M € uma variedade diferenciavel n-dimensional.
Consideremos em M a métrica Riemanniana induzida por F dada da seguinte forma: se
u,v € T,M entdo

(,v)p := (dFp (), dFp(v)) F (p)-

Com tal métrica, F' € uma imersao isométrica.
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Para todo p € M, existe uma vizinhanca U de p tal que F restrita a U € um mergulho, de
modo que F(U) é uma subvariedade de M. Como os célculos a seguir serdo locais, no que
segue, identificaremos para cada p € M, U com F(U), g € U com F(q) € F(U) e T,M com

Tr(q)F (M). Assim, para cada p € M, podemos escrever

q)
T,M = T,M & (T,M)*

em que (7,M)" denota o complemento ortogonal de 7,M em T,M. Neste caso, escrevemos

T eyt denotam, respectivamente, a parte tangente

paracadav € Tp]\_/l, v=1l + vl, sendo que v
e normal de v em relagdo a M. Pode-se mostrar que, quando consideramos um campo de
vetores X em M, podemos estendé-lo localmente X a um campo X € X (M) Esta extensdo nio
€ necessariamente unica.

Dessa forma, sejam X e Y campos de vetores em M e X, Y suas respectivas extensdes
locais, considerando-se a métrica induzida, podemos verificar que a conexdo de Levi-Civita em
M ¢é dada por ,

VyV = (WYY) :
onde V é a conexdo de Levi-Civita em M.
No que segue, denote por (X(U))" o conjunto de campos de M que sdo normais a U C M.

Nas condi¢des estabelecidas acima, definimos a aplicagio B : X(U) x X(U) — (X(U))™ por
B(X,Y) = VgY — VxY. (1.1)

Proposicdo 1.1. Sejam X e Y em X(U), X e Y extensdes locais de X e Y, respectivamente, e
B:X(U)x X(U) — (X(U))™* definida em (1.1). Entdo B é uma aplicaco bilinear simétrica

que nio depende das extensdes X e Y.

Demonstragcdo. A condicao de bilinearidade segue imediatamente do fato de V ser uma cone-
xdo afim. Observe que, em M, [)_( ,Y} = [X,Y]. Assim,

B(X,Y) = Vg¥—[X,Y]—(VxY—[X,Y])
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de onde concluimos que B € simétrica. Para mostrarmos que B ndo depende das extensoes,

consideremos X outra extensdo de X. Temos que

(?YY - VXY> - <§Yl? - VXY) —Vy v

=

1

Note que X — X se anula em U e entdo, em U temos que
(Vx¥ = Vx¥) = (Vx,Y = Vx¥) =0,

Analogamente, tomando outra extensdo Y1 de Y, como Y — Y| ao longo de trajetérias de X em

M se anula, provamos que B nao depende da extensao de Y. ]

Pela proposi¢do acima, B(X,Y)(p) depende apenas de X e Y em p. No que segue, escre-
vendox =X (p) ey =Y(p), entdo denotaremos B(X,Y)(p) por B(x,y), de forma que x, y € T,M
e B(x,y) € (T,M)". Assim, definimos a forma bilinear simétrica Hy (x,y) := (B(x,y),n) em

que n € (T,M )L. Através dela, podemos definir também a segunda forma fundamental.

Definicao 1.1. A segunda forma fundamental de uma imersdo isométrica F' em p segundo o

vetor normal 1 € a aplicagéo 11y, : T,M — T,M dada por
1Ty (x) = Hp (x,x).

Observe que, como Hy € uma aplicagao bilinear e simétrica, podemos associar a Hy uma

aplicagdo linear Sy : T,M — T,M, auto-adjunta, tal que
H77 (xay) = <ST] (X),y)

Além disso, como pode ser visto em [13, Capitulo VI], a aplica¢do Sy, satisfaz Spx = — (ﬁxN ) T,
em que N € uma extensdo local de 11 normal a M. Denominaremos Sy, de operador forma.
Estamos interessados em estudar o caso em que a diferenca entre a dimensaon de M e a
dimensdon+kde M é 1, ou seja, k = 1. Neste caso, denominaremos F : M — M como uma
hipersuperficie. Para simplificar a notagdo e terminologia, identificaremos M com F (M) e
escreveremos M" C M. Diremos neste caso que M" é uma hipersuperficie de M. Além
disso, nos restringiremos ao caso em que M e M sdo orientdveis e estdo orientadas. Neste caso,

fica determinado um tnico vetor unitdrio normal unitario ) € (TpM )L, para todo p € M, no
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seguinte sentido: se ey, ...,e, € uma base na orientacao de M, entdo ey, ...,e,, N € uma base na
orientagio de M.

Dessa maneira, a curvatura média de M é dada como na defini¢do abaixo.

Definicéio 1.2. Sejam M uma hipersuperficie de M, p e M e n € (T,M )L o vetor normal de
M em p. Definimos a curvatura média (ndo normalizada) Hy(p) de M em p como o trago do

operador forma S, em p.

Seja ey, ...,e, uma base ortonormal em T,M e denotemos h;; := Hn(e,-,ej). Entdo, a

curvatura média Hy; pode ser escrita como

n
i=1
Observe que a curvatura média depende da métrica dada no espaco ambiente. Além disso, sendo
Sy auto-adjunta, existe uma base ortonormal ey, ..., e, de autovetores de Sy, isto €, Spe; = Aie;.

Neste caso, dizemos que ¢; eA; sdo as dire¢des principais e as curvaturas principais de M. Segue
n

da defini¢do da curvatura média que Hy, = Z Ai.
i=1
Posteriormente, provaremos um teorema em que € necessdrio relacionar a curvatura média
de uma superficie M em H? x R, munido de uma métrica g, com a curvatura média de M
tomando uma métrica conforme a g em H? x R. Para isto, precisamos do seguinte resultado

([13, Exercicio 5, Capitulo VIII]).

Proposicao 1.2. Sejam M uma variedade Riemanniana munida da métrica g, 4 : M — R uma
fungdo diferencidvel e g := g uma métrica em M conforme a g. Consideremos V e V as

conexdes Riemannianas de g e g, respectivamente. Entdo, para todo X e Y em X(M) temos que
~ 1
VxY = VY + om [(Xu)Y +(Ypu)X —g(X,Y)Vu],

onde Vu denota o gradiente de u calculado na métrica g, isto é, X (1) = g(X,Vpu).

Demonstracdo. Provaremos que V é a conexio de Levi-Civita em (M, g), ou seja, V é uma
conexao afim, simétrica e compativel com a métrica g.
Sejam X, Y, Z campos de vetoresem M e f,h: M — R fungdes em M. Os itens (i), (ii) e

(iii) a seguir nos garantem que V € uma conexao afim.
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- 1
VixewwZ = VixonwZ+ o [(fX +hY)(1)Z]

+ 5 @) X+ =g (X411 2) Vi

_ fVXZ+thZ—|—i[quZ+hYu]

1
+ o [(Zu)fX + (Zw)hY — f8(X,Z)Vu — hg(Y,Z)Vu|
= f [VXZ+ i (XpuZ+Zux —g(XZ)V#)]

1
+ h [VYZ+E(YHZ+ZNY—8(Y»Z)VN)}

= fVxZ+hVyZ;

11)

Vx(¥+2z) — Vx(Y+Z)+i X(W)(¥ +2)+ (¥ +Z) uX]

1
— - %

1
= VXY—i—VXZ—f—ﬂ[X,LLY—}-XHZ-FY‘LLX-FZAX]

- i@(x,mv“ga,zwm

1

= VXY+ﬂ(XuY+YuX—g(X,Y)Vu)
1

+ sz+ﬂ(XuZ+ZuX—g(X,Z)Vu)

= ﬁxY —+ 6){2;
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1i1)
Tx(fY) = Vx(f¥)+ i (XI)FY + (FYI)X — g (X, £Y) Vy]

_ foY+X(f)Y+i[f(Xu)Y+f(Yu)X+fg(X,Y)Vu]

= VXY F 3 (XY Y RX = (XY VR) 4 X (Y

= fVxY +X(f)Y.

Note que a condicdo de simetria de V decorre imediatamente de V ser simétrica e da
simetria de g. Resta-nos verificar que V é compativel com a métrica g, ou seja, basta provarmos
que

Xg(Y,.Z)=g(VxY,Z) + & (Y,VxZ). (1.2)

Denotemos S(X,Y) = (1/2u) [(Xu)Y + (Yu)X — g(X,Y)Vu]. Observe que o esquerdo da
equacao (1.2) é
X (ug(¥,2)) = X(u)g(Y,2) + ulg(VxY,2) +¢(Y,VxZ)]

e o lado direito €

g§(VxY,2)+5(Y,VxZ) = nlg(Vx¥,2)+g(S(X,Y),Z)]
+ ‘Lt[g(Y,VXZ)—{—g(Y,S(X,Z))].

Dessa forma, basta verificarmos que
X(u)g(Y,Z)=ulg(S(X,Y),Z) +g(¥,5(X,2))], (1.3)

o que decorre de um cdlculo direto. De fato, desenvolvendo as expressdes g (S(X,Y),Z),
g(Y,8(X,Z)) e aplicando g(Vu,W) =W (u), para qualquer W € X(M), obtemos que

g(8(X,Y),2) = i[X(N)g(Yaz)JrY(li)g(XaZ)—g(XyY)Z(N)]
g(8(X,Y),2) = i[X(H)g(Y,ZHZ(u)g(X,Y)—8(X7Z)Y(H>]~

Portanto, substituindo tais expressdes na equacao (1.3), o resultado segue. ]
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Proposicao 1.3. Sejam M uma hipersuperficie de (A_/I, g), f uma funcdo diferencidvel em M e

& uma métrica conforme a g em M definida por

gzezfg.

Entdo, a curvatura média Hy; de M em M com a métrica g, é

Hy =e™ (Hu(p)— (n—1)g(V£,1)),

em que Hys € a curvatura média de M, Vf denota o gradiente de f e 11 é o campo normal

unitario em M, dados em relacdo a métrica g.

Demonstracdo. Sejam X e Y em X(M). Denotaremos por VxY a conexio de Levi-Civita de
M em relacdao a métrica & e VxY a conexdo de M em relagdo a métrica g. Note que, pela

Proposi¢do 1.2 temos:
VxY = VxY + (X)Y + (Y )X — g(X,Y)Vf. (1.4)

Consideremos p € M, E; um referencial ortonormal em uma vizinhanga de p e 7 campo

unitario normal a M, ambos com respeito a métrica g. Entdo,
E,’ = e_fEi
¢ um referencial ortonormal de (M, g) em uma vizinhanca de p e

fl=e'n
¢ um campo de vetor unitdrio normal a (M, &) em p. Dessa forma, pela equagio (1.4), obtemos
que

6EjEi = e_f (e_fijE,‘ +Ej<e_f)E,'>
= ¢ ¥ (Vg,Ei+ (Ejf)Ei+ (Eif)E; — g (E,E;) V).
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Por outro lado, temos que g(Vg,Ei,n)(p) = (B(E},Ei),n)(p) = hij(p). Analogamente
para g. Portanto, como 1) € ortogonal a E; e Ej e g (E,-,Ej) = §;j, obtemos que
ilij = g (vgjéi7ﬁ>
= ¢ /g(VgEi—8;Vf.n).

Entao,

§1

I
I-

?l

e Tg(VEEi—Vfn)

I
™=

I
—_

= | Y b (- Vg (Vf))
i=1
= e‘f(HM—(n—l)g(Vf,n))~

]

Utilizaremos a Proposi¢do 1.3 acima para mostrar que superficies minimas em um espago
conforme a R" cumprem o principio do mdximo, em um sentido a ser estabelecido na Secéo 1.4.
Além disto, através desta proposi¢do, pode-se verificar que sélitons sdo superficies minimas
em um espago conforme (ver Teorema 2.2). Vejamos, a seguir, a Férmula da Primeira variagdo

do volume com Peso.

1.1.1 Formula da Primeira Variacao do Volume com Peso

Sejam <M"+l , g) uma variedade Riemanniana, f : M — R uma funcao diferencidvel e
F : M" — M uma imersdo. Consideraremos em M a métrica conforme dada por § = e ge,em
M, a métrica induzida pela imersao F.

Tomemos coordenadas locais x = (xp,...,x,) em M e denotamos g;; = g(dx;,dx;), para
i,j€{l,...,n}. Temos que dfi := \/ngj € um elemento de volume de M e, entdo, o volume
de M é dada pela funcao

g(m) = [ ap.
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Em nosso caso, vemos que a fun¢do G pode também ser obtida em termos da métrica g,

dado que du = 4 [e* gii = e/, /8ij = efdu. Assim, escrevemos a fung¢do G(M) como:

G(M) = /Mefdu. (1.5)

Definimos G (M), dada na equacéo (1.5), como a drea de M com peso f. Estamos interes-
sados em deduzir uma férmula para a primeira variagao de G, feito na Proposi¢do 1.5 abaixo.
As ideias aqui desenvolvidas sdo baseadas na Secdo 4 de [3].

Inicialmente, precisamos definir alguns elementos e enunciar dois resultados: a identidade
de Jacobi e o Teorema de Divergéncia. Neste sentido, definamos a variacao

F : M x (—€,€) — M com suporte compacto dada por
* F(p,0)=p,VpeM,
* Para p fora de um conjunto compacto K C M, temos que F(p,t) = F(p), Vt € (—&,¢€),

F
e consideramos Fy; = h 0 campo variacional de F.
s
No que segue, p é um ponto de M, {x;};_; um sistema de coordenadas ortonormal em torno
d
de pe M, :=F(M,s). Identificaremos F (p,s) = F (x(gq),s) comx(q) = p e Fy,(s) = a—F(p,s).
Xi

Entdo, para cada s, definimos a métrica em M; dada por

gij(S) =8 (in(s)7ij(s)) :

Assim, ?7)_( e VyX sdo as conexdes de Levi-Civitaem M e em M, respectivamente. Note que
VyX = (Vﬁ?) "

Identificaremos, ainda, f como f(s) = foF(p,s). Dessa forma, temos que f(s) : R — R
nao depende da escolha do sistema de coordenadas em M.

Definamos a fungdo

v(s) = /) /detsij(s) .
detg;;(0)

Observe que, assim como f, v também nao depende da escolha do sistema de coordenadas em
M.

Enunciemos a seguir, sem demonstrar, a Identidade de Jacobi e o Teorema da Divergéncia.
Estas demonstracdes ndo sdo relevantes para o objetivo desta subse¢do, no entanto, vemos no

Capitulo 4 de [12] que o Teorema da Divergéncia é uma consequéncia do Teorema de Stokes,
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ou ainda, uma consequéncia do Teorema de Green (ver [24], Appendix 6). A ldentidade de

Jacobi pode ser consultada [27].

Proposicio 1.4 (Identidade de Jacobi). Seja A, x,(t) uma matriz n X n. Entdo,

a0 =T (6 (4(0) £40) ).

t

Teorema 1.1 (Teorema da Divergéncia). Sejam M uma variedade Riemanniana orientada e X

um campo de vetores em M com suporte compacto. Entdo,

/ divXdy = 0.
M

Assim, enunciamos e apresentamos uma prova da variacdo do volume com peso, como
obtida por Arezzo em [3]. E importante observar que o resultado de Arezzo considera subvarie-

dades de codimensao qualquer, enquanto aqui nos restringiremos ao caso de hipersuperficies.

Proposicao 1.5. Considerando as hipéteses mencionadas acimas, a primeira variacdo do

funcional volume com peso é dada por

d —
26 = | (V) ~HyR)eldp,
N M
onde Vf € o campo gradiente de f segundo a métrica g.

Demonstracdo. Primeiramente, determinemos a derivada de v(s). Para isto, observe que
d d
%f(s) = afOF(P,S) = dfF(p,s) oFs = g(Vf(S),F;) :

Logo,

d 1 d d

= - - (5) L (5) L pf(9) £ N

dsv(s) G5 (0) ( detg,J(s)dse +e 7 detg,J(s))
f

\/detgij(S) (s) d ef(s) 1

et (0) a7 V/detg;;(0) 2\/detg;;(s) ds degii(s)
oS )
= v(s)g(Vf(s), ! i detg;;(s).

Fy)+ \/detg;;(0) 2,/detg;;(s) ds
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Pela Identidade de Jacobi, enunciada na Proposicdo 1.4, segue que

%detg,-j(s) = Tr (adJ [gij} (S)% [gij] <S)>

= detgij(s) Tr([gij(s)} [g;](s)])

= detgijTr<Z irg/rj>

r=1
o
= detg; Y g'gl),
ij

onde g'/ denota as entradas da matriz inversa de [g; ile

d - —
g;] — ag (in(s),ij(S)) et g (VFsti7ij> +g (in’VFstj) .

Dessa forma,

)+ \/detg;;(0) 2, /detg;;(s) i.j

— (s)g (VS (s), Fy) + f () Y A8 (Zg"fg’- )

d efs) 1 -
&V(S) = v(s)g(Vf(s),F (detgijzgug;j>
detg,'j (0) ij Y

— () (g(Vﬂs),Fs) - %Zg""gﬁj>
L]

Considerando um sistema de coordenadas local ortonormal em torno de p € M, temos que [g;;]

] N
¢ uma matriz diagonal. Entdo g" = — =1 ¢ g =0, para todo Vi # j. Além disto, usando que
ii
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a conexdo V & simétrica, temos que Vg Fy, = vai F;. Logo,
U 1 /
Zg glj - Ezgii(o)
1
= Y& (ViFi(0).F,(0)
i
= Y5(V5,F(0).5,0)
i
_ i v g7
= Yo (VR FH0).F(0) + L g (Ve FT (0),F,(0))
i i
= L (=Sr 0 (Fal0):Fu(0)) 470 (£(0) = Vi 0/ (0))
= —g(Hu(p),F)+divyF/ (0).
Isto implica que
d .
V) =0 = e (V) — g (Hu(p). Fy) + divuFy' (0))
= ¢ (e (VNN R) +8 (VN F) =g (Hu(p). Fy) +divuF! (0))
= o (¢((VN" = Hu(p),5) +divuF! (0)).
Portanto, a primeira variacao de
G(1,) = | v(s)y/detg;;(0)
¢ dada por
d d
SGn) = [ 2(s) oy fdetg (0
— [ & (¢((V)" ~ Hu(p). ) +divuT (0) ) au
M
Uma vez que a variagdo € de suporte compacto, pelo Teorema da Divergéncia, temos que
)= [ (V)" ~Hu(p). ) dan
ds M
e o resultado segue. [
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Portanto, por meio dessa proposi¢ao, encontramos uma condi¢io necessdria e suficiente
para garantir quando a hipersuperficie M € um ponto critico da primeira variagdo do volume
com peso. Isto é, M € ponto critico de G quando Hy = (Vf )L.

Veremos que as superficies que nos dedicamos a estudar neste trabalho, os sélitons de

translacao, tanto em R3 quanto em H? x R sdo pontos criticos de um funcional como G.

1.2 O Plano Hiperbdlico

Nesta secao apresentaremos trés modelos para o plano Hiperbdlico H?: o do semi-plano
superior, 0 do disco de Poincaré e o de Lorentz-Minkowski. Faremos apenas uma breve
introducdo sobre estes, enfatizando os principais resultados que utilizaremos no desenvolver do
trabalho. No entanto, estes e outros resultados podem ser consultados com mais detalhes em
[10], [13] e [37].

O Semi-Plano Superior: Seja Rﬁ_ o semi-plano superior em R? dado por
R = R?;x; > 0
5= {(xl,xz) eR% x> }
Definamos, no mesmo, a métrica Riemanniana

1

2 2
g = ) (dxl —|—dx2) .

)

Verifica-se que (Ri, g) é uma variedade Riemanniana isométrica a H>. Neste modelo, as
geodésicas sdo retas verticais e semi-circulos superiores que formam um angulo reto ao
intersectarem o €1X0 Xxj.

O Modelo do Disco de Poincaré: Seja D* := {(x|,x2) € R% x{+x3 < 1} um disco em

R? centrado na origem com raio 1 e p : D — R uma fun¢do dada por

2

Pl =gy

Definimos a métrica § em D? como g = p2(.,.), em que (.,.) denota o produto interno de R>.
Dessa forma, o espago (]D)z, g) , € uma variedade Riemanniana denominada Disco de Poincaré.
Pode-se ver no Capitulo 4 de [10] que as geodésicas do Disco de Poincaré sdo os arcos das

circunferéncias ortogonais a fronteira s!.
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O Modelo do Hiperboloide: Consideramos a forma quadritica Q : R — R dada por
O(x1,x2,x3) = x% -l—x% — x%, temos que Q induz uma métrica semi-Riemanniana g em R>. Neste
caso, (R?, ) é conhecido como espago de Lorentz-Minkowski denotado por L*.

Definimos o plano hiperbélico em L como o conjunto
H” := {(x1,72,%3) € L% Qx1,02,03) = —L e x3 > 0},

munido da métrica induzida por g. Este espaco pode ser visto em R> coma a folha superior de

um hiperboloide de duas folhas e é uma variedade Riemanniana com a métrica induzida por g .

Observagdo 1.1. Em [10], os autores se dedicam a estudar curvas e superficies no espaco
pseudo-Riemanniano R}. Particularmente, sdo obtidas importantes informagdes a cerca do
espaco hiperbdlico no modelo de Lorentz-Minkowski, as quais resumimos na observagao

seguinte.
i) O plano tangente a H? em um ponto p € H? é um subespaco vetorial de L3,
i1) Para cada ponto p no espaco hiperbdlico, o vetor normal a H? em p é n(p) =—p;

i) Seja f: H? — R uma funcdo diferencidvel. O gradiente de f na métrica hiperbolica é

dado por
d d d
v = (2. L5 0).

d
em que 9f denota a derivada parcial de f como sdo dadas em R?.

ax,’

Observagdo 1.2. Uma transformacao linear A : L3 — L é chamada transformagdo de Lorentz
se A preserva o produtor interno induzido por Q. No Capitulo 4 de [10], mostra-se que as

isometrias de H? sdo dadas pelas restri¢des de transformacgdes de Lorentz a H?.

Observagdo 1.3. Sejapc H? ev € Tsz. A geodésica y em H? tal que 7(0) = p e y(0) = v é

dada por
v

V]

De fato, basta observar que 7”(t) = |v|*n(y(t)), isto é, o campo 7’ é normal a H?. Logo,

Dy
—(t)=0.
s

Observagdo 1.4. Considere o caso particular em que p = (0,0,1) e v=(0,1,0). Neste caso,

¥(t) = cosh(|v|t) p+ senh(|v|r)

temos que I'(¢) = (0, senh(z),cosh(z)). Para cada r € R, considere o grupo a 1-pardmetro de
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transformacoes de Lorentz dadas pelas matrizes

1 0 0
T,=] 0 cosh(r) senh(r)
0 senh(r) cosh(r)

Observe que 7,(I'(¢)) = (I'(r+1t)). De acordo com [37], T, é chamada translagdo hiperbdlica
ao longo de I'. Para definir translacdes hiperbdlicas ao longo de uma outra geodésica ¢ de H?,
basta usar a unicidade das geodésicas para encontrar uma transformacgao de Lorentz As 1 que
leva o aT, realizar a translagdo ao longo de I' e depois aplicar A;’lr ao resultado encontrado.
Além disto, se T, € uma translacdo hiperbdlica, para cada g € HZ, pelo Teorema 5.1 de [23], a

curva a,(q) := T,(g) € uma geodésica.

Nosso objetivo neste trabalho € investigar s6litons de translacdes imersos na variedade
Riemanniana H? x R. Dessa forma, utilizaremos fortemente os resultados apresentados nesta
secdo e transitaremos entre os modelos do Espaco Hiperbdlico que nos referimos. Completamos

nosso estudo sobre o espaco H? x R tratando de Produtos Riemannianos na se¢do a seguir.

1.3 Produtos Riemannianos

Como mencionado anteriormente, os resultados apresentados neste trabalho, feito por
Bueno em [5] e [6], sdo desenvolvidos na variedade Riemanniana H? x R. Esta €, em particular,
um produto Riemanniano. Nesta secdo apresentando alguns resultados fundamentais sobre
estas variedades. Tais resultados sdo baseados em [15] e no Capitulo 3 de [35].

Sejam (M1, g1) e (M>,g>) duas variedades Riemannianas e M| x M, o produto cartesiano
entre elas, este espaco é uma variedade diferencial a qual é conhecida como variedade produto
(vide [25]).

Consideremos 7; e T, as projecdes naturais do produto cartesiano M| X M, em My e M»,
respectivamente. Tomemos um ponto (p,q) € M; X M», para quaisquer u,v € T(pgM1 X Ma,

definimos uma métrica Riemanniana em M| x M> como

g(u,v) = g1 (dm (u) ,dm (v)) + g2 (dmy (u) ,dm2 (v)) -

A métrica dada por esta equacdo acima € denominada métrica produto. Dizemos que

M x M, munida com tal métrica € um produto Riemanniano. Dadas estas defini¢cdes, podemos
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determinar a conexdo de Levi-Civita e as geodésicas no produto Riemanniano M x M;, através
de informagdes sobre as variedades M| e M;, como faremos nas proposicdes a seguir.
Primeiramente, como pode ser visto em [25], para cada (p,q) € M; x M,, podemos identi-

ficar o plano tangente de M; x M, em (p,q) da seguinte maneira:
T(p,q)Ml X My = Tle @D Tqu.

Assim, escrevemos um campo X € X (M x M) como X = X; + X, em que X| € X(M)) e
X € X(M,).

Proposicéo 1.6. Seja V! a conexio de Levi-Civita em M, e seja V2 a conexdo de Levi-Civita

em M,. Entdo, a conexdo de Levi- Civita V em M| x M, é dada por:
1 2
VYX = VY1X1 + VYQXZ'

Demonstragcdo. Observe que V estd bem definida, provemos que V é uma conexdo afim,
simétrica e compativel com a métrica produto. Note que, como V! e V2 sdo conexdes afins, ¢
imediato verificar que V é também uma conexao afim. Provaremos, agora, que V é compativel
com a métrica g.

Observe que, pela defini¢do da métrica g, temos que g(X;,Y;) = 0 para todo i # j e para
todo campo X =X+ Xz e Y =Y, + Y, em M| X M. Tomemos X, Y e Z campos em M| X M,

entao

Xg(Y,Z) = Xg(h+Y2,Z1+2)
= X[g(N,Z))+g (Y2, 2)]
= Xlgl(Yl,Zl)—l—ngz(Yz,Zz).

Pela compatibilidade da conexao V! e V2 com a métrica g1 e gz, respectivamente, concluimos
que
Xg(Y,Z) =g(VxY,Z) +g(Y,VxZ).

Por fim, pela simetria de V! e V2, é imediato verificar que V também ¢é simétrica. Logo, pela
unicidade do Teorema de Levi-Civita, obtemos que V € a conex@o Riemanniana em M| X M>,

como queriamos provar. O]
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Definiremos o campo X = X + X2 em M| X M, como um campo vertical quando a com-
ponente X; € identicamente nula. Analogamente, dizemos que X é um campo horizontal se
X, =0. Sejam X e Y dois campos horizontais em M| X M, e Z um campo qualquer também

em M x M,, pela formula de Koszul temos que

§(Vx¥.Z) = S{Xg(Y.2)+Yg(Z.X)~Zg(X.¥)}
b {2(X.7).2) +g (Z.X].Y) +8([2.Y].X)}
= %{Xlgl(Yl,Zl)+Y1g1(Zl,X1)—Zlg1(X1,Y1)}

1
+ E{gl([X17Y1]7ZI)+81([ZhXI]aYI)"'gl([ZlaYl]aXI)}
= & (Vx,1,Z1)
= g(Vlel,Z).

Logo, VxY é também um campo vertical e VxY = V;(l Y. Dessa forma, podemos também
verificar que se V e W sdo campos verticais em M| X M, entdo ViV € um campo vertical
e VyV = V%Vsz. Este resultado é dado na Proposicdo 56 do Capitulo 3 de [35], a qual
enunciaremos a seguir. Através dele, determinamos todas as geodésicas do espago produto
M X M>.

Proposicdo 1.7. Sejam X,Y € X (M; x M;) campos horizontais e V,W € X (M| x M,) campos

verticais. Entdo,
1) VxY é um campo vertical e VxY € X (M));
2) VyV é um campo horizontal e ViV € X (M>);
3) VyX =VxV =0.

Corolario 1.1. Uma curva A (1) = (A;(¢),A2(t)) é uma geodésica em M| x M, se, e somente
se, as projecdes de A; e A, em M; e M,, respectivamente, sdo geodésicas. Além disto, M| x M,

€ um espacgo completo quando M| e M, sdo também completos.

Observagdo 1.5. Uma observacdo importante sobre a geometria dos espacos produto S? xR
e H? x R é a existéncia de difeomorfismos conformes entre estes espacos e abertos Q C R,
Ou seja, suas correspondentes métricas produto sao conformes a métrica Euclidiana. Este fato

serd importante para o estudo de sélitons de translacdo em H? x R. O leitor interessado nos
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difeomorfismos mencionados acima poderd consultar [28]. Especificamente para o caso H? xR,
o difeomorfismo dado em [28] é como segue. Considere em H? 0 modelo do hiperboloide e

tome em L3 uma base pseudo-ortonormal e, e; e e, tal que (eq,eq) = (e2,e2) = 0, (eg,e2) =

1
—5 fer,e) =81, 0<i <2, Entdo ¥ : H? x R — R’ \ R € dado por
1
W(xpeo +x1€1 +x2€2,2) = x—(xl,cos(t), sen(z)).
0

Feitas essas consideragdes acerca de produtos Riemannianos, nos dedicaremos agora a
estudar superficies imersas no produto Riemanniano H? x R. Nosso objetivo € verificar que a
funcdo altura e a funcdo dngulo de uma superficie satisfazem uma certa equacio, como efetuado
no Lema 3.2.1 em [15] para espacos M? x R, em que M? é uma variedade Riemanniana.

Primeiramente, definimos a fungdo altura o : H? xR — R como a projecao natural em R.
Isto é, o(p,z) = z, para cada (p,z) € H? x R. Segue que Vo = d,, em que Vo € o gradiente da
funcdo altura ¢ em relacdo A métrica produto. A altura de uma superficie M imersa em H” x R

¢ definida como a restri¢do h = G|y

Observagdo 1.6. O campo d; é um campo paralelo. De fato, seja X = X; + X, campo em
H? xR, com X; € X (Hz) e X, € X (R). Sendo d; é uma base de X (R), podemos escrever as

componentes do campo X como
X1 =X—-g(X,0,)0; e Xp,=¢g(X,d;)0..
Assim, pelo Item (3) da Proposi¢do 1.7, temos que
Vxd. =V 0.+ V59 =V = g(X,0) V5.

Por outro lado, |

8 (Vaﬁz,az) = B

Logo, o campo V, d; = 0 e, entdo, Vxd, = 0.

azg(am az) =0.

Consideramos a superficie M imersa em H? x R com a métrica induzida e sejam 1 o
campo de vetor normal unitdrio a M e S o operador forma SX = —Vxn. Note que, a conexao

Riemanniana de M é dada por

VIY = VxY —g(SX,Y)n. (1.6)
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Finalmente, definimos a fungdo dngulo de M por v(p) = g(n,9;). Dessa forma, provamos

os principais resultados desta secao.

Proposiciio 1.8. Sejam M uma superficie imersa em H? x R, & a fungdo altura de M, v a

funcdo angulo de M e S o operador forma. Entdo, para todo campo X € X (M), temos que
VIVh=SXv,

sendo Vh o gradiente de & na métrica induzida.

Demonstracdo. Inicialmente, escrevemos o campo d, como a soma da componente normal a

M com a componente tangente 7" da superficie, ou seja,
d,=T+vn.

Como d, é o gradiente da fung¢@o altura &, entdo devemos ter que 7' = Vh.
Pela observacdo feita anteriormente, d, ¢ um campo paralelo. Combinando estes dltimos

resultados com a equagao (1.6), obtemos

0 = Vxd,=Vx(Vh+vn)=VxVh+vVxn+dv(X)n
= V¥Vh+g(SX,Vh)n —vSX +dv(X)n
= (YMVh—vSX)+ (g(SX,Vh)+dv(X))n.

Por outro lado, note que g(SX,Vh) +dv(X) é a componente normal e V¥Vh — vSX é a
componente tangente do campo Vyd,. Logo, como Vyd, = 0, cada uma das suas componentes
também sao nulas. Em particular,

VMVh = vsX.

O

Corolario 1.2. Seja Ays o operador de Laplace-Beltrami em M. Entdo, a curvatura média de
M satisfaz
Aph =2Hyv. (1.7)
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Demonstragdo. Sejam p € M e {ej,e2} uma base de T,M formada por direcdes principais.

Pela definicdo do operador Ay, temos que

aglS

Awh(p) =Y ¢ (Vo Vh(p),ei).

1

Por outro lado, pela Proposicao anterior, concluimos que

2

Awh(p) =Y g(v(p)Sei,ei) = v(p)g (Sei,ei) = v(p)Hu(p)-
i=1

]

A equacgdo 1.7 é importante para a provar que ndo existe soliton de translacdo compacto sem
bordo. A prova deste resultado serd apresentada no ultimo capitulo deste trabalho. Por agora,
expomos brevemente uma ferramente que nos permite comparar localmente duas superficies:

principio do méximo.

1.4 Principio do Maximo

Nesta secdo faremos uma breve exposi¢do a respeito do principio do maximo (PM) de
Hopf (ver [19]), baseada em [15] e [16]. Enfatizamos o principio de tangéncia e o principio do
mdximo geométrico, o qual nos permitird comparar duas hipersuperficies de R"*!. Omitiremos
a demonstracdo de alguns resultados, que podem ser vistos com mais detalhes em [15], [16],
[19] e [21].

O teorema de principio do médximo e principio do maximo geométrico sdo verificados para
operadores definidos no espago Euclidiano e, consequentemente, valem para hipersuperficies
em R"!. No entanto, Fontenele e Silva em [17] e Souam em [40] estabelecem um principio
de tangéncia para casos mais gerais. O nosso principal resultado apresentado nesta secao é
provado no Teorema 1.5, onde mostramos que uma superficie minima em um espaco conforme
a R cumpre o principio do maximo (em um sentido a ser estabelecido).

Sejam Q um dominio limitado de R" e u : Q — R uma fungdo de classe C2 (). Definamos

o operador linear de segunda ordem L por

Lu= Zaiﬂéu(x) + Y bidu(x) + cu(x)
ivj i
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em que x = (X1,...,X,) € Q, a;j, b; e ¢ sdo fungdes continuas em Q, a matriz A = (a;;) é
simétrica e d;u(x) denota a derivada parcial de u em relagéo a x;.

Classificaremos um operador linear eliptico como o operador L tal que os coeficientes da
matriz A sdo positivos. Neste caso, sejam A (x) e A(x) o minimo e 0 maximo dos auto valores

de A(x), respectivamente, entio
0 < AW)[EP <aij(x)&&; < Alx)|E

para todo & = (&1,...,&,) € R" —{0}. Dizemos que L é uniformemente eliptico quando A /A
¢ limitado. Além disto, definimos também um operador localmente uniformemente eliptico

CcoOmo segue.

Defini¢ao 1.3. Dizemos que o operador L € localmente uniformemente eliptico quando, para

todo xo, existem constantes Ay, e Ay, tais que
Ao 617 < Y aij(0) & < Ay P
i,

Definimos operadores elipticos visto que o principio do mdximo de Hopf € verificado para
estes operadores. Uma ideia geral do principio do méximo € que dada algumas hipéteses sobre
o operador L, sendo u satisfazendo Lu = 0, temos que se u atinge 0 maximo no interior de
entdo u deve ser constante.

Enunciemos o teorema do principio do maximo de Hopf no interior e na fronteira e
um coroldrio que utilizaremos para provarmos o principio da tangéncia. Como estamos
interessados em uma breve exposi¢cdo destes conceitos, ndo iremos prova-los, mas, suas

respectivas demonstracdes podem ser vistas detalhadamente em [16], [19] e [14].

Teorema 1.2 (Principio do Maximo no Interior). Seja L um operador uniformemente eliptico

em Q. Suponha que

Lu= Za,-ﬁ%u(x) + ) bidu(x) +cu(x) >0
ivj i

para uma fungdo u em C2(Q). Logo,
* se ¢ = 0 e u atinge um maximo em £ entdo u é constante em €2;

* se ¢ < 0e u atinge um maximo ndo negativo em €2, entdo u € constante em €.
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Teorema 1.3 (Principio do Mdximo na fronteira). Seja L um operador eliptico em  com

fronteira dQ duas vezes diferencidvel. Consideremos xy em JdQ tal que
« ucCl(Q)em xp;

* xo € um ponto de maximo de u em Q;

du
an

Entao,

(x0) =0, sendo 1 0 normal interior de dQ.

* se ¢ = 0 temos que u é constante;
* sec <0eu(xg) > 0temos que u é constante.

Corolario 1.3. Suponha que a fronteira dQ de Q é regular,
Lu =Y aijojju(x) + ) bidu(x) + cu(x)
L] l

€ um operador uniformemente eliptico com c¢ limitado. Seja u € C? (Q)NC(Q) com Lu > 0,

u<0emQexyc Q. Assim,
* Se xp € Qe u(xp) =0 entdo u =0 em uma vizinhancga de xo;

d
e sexp€0Q, u(xg) =0eucC(Q)emuxye a—u(xo) <0, onde N é o normal interior,

entdo u se anula em uma vizinhanga de xop em QU {xo}.

Para os propdsitos desse trabalho, que ird abordar a curvatura média de graficos de fun¢des,
serd conveniente estudar uma classe mais geral de operadores, chamados operadores quasi-
lineares. Seja u : © — R uma fungdo de classe C° (ﬁ) NC? (Q). Dizemos que Q um operador

quasi-linear quando Q é dado por
Oy := Za,-j (x,u, Vu) djju+ b (x,u, Vu)
ij

sendo que x = (x1,...,%,) € Q, a;; e b sio fungdes C' definidas em Q x R x R". Analogamente
a operadores lineares, classificamos o operador Q como eliptico, uniformemente eliptico e

uniformemente localmente eliptico.
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Em alguns casos, podemos escrever o operador Q na sua forma divergente , isto é, Q estd na
sua forma divergente quando existe uma funcéo vetorial A(x,z, p) = (A1(x,z,p),...,An(x,2,p))

e uma funcdo escalar B tal que o operador Q € pode ser escrito como
Qu =div (A (x,u,Vu))+ B (x,u,Vu). (1.8)

Exemplo 1.1. Seja M uma hipersuperficie de R"*!, para cada p € M, podemos tomar uma
vizinha de p em que M € o grafico de uma fung¢do diferencidvel u definida sobre o plano
tangente de M em p. Sem perda de generalidade, identificamos este plano tangente com
R" x {0}. Como provado no Lema 1.2.1 em [18], a curvatura média de M em p satisfaz a

seguinte equacgao:
Vu

V14 |Vul?

ou seja, podemos escrever a equacdo acima da forma Hy; = Mu, em que M & um operador

HM =div

quasi-linear na forma divergente.

Enunciemos um lema que, combinado com o principio do mdximo, nos permitird provar
o teorema a seguir. A prova deste lema pode ser encontrada em [16], [21] e [40]. Quanto ao
teorema abaixo, apés estabelecermos a condicao de hipersuperficies cumprirem o principio do

méximo, esse € fundamental para a prova do principio do méximo geométrico.

Lema 1.1. Sejam Q € R” um dominio e uy : Q — R, para k = 1,2 duas solugdes da mesma

equacdo quasilinear Q(uy) = 0. Entdo, u := u; — u, satisfaz uma equacao linear eliptica Lu = 0.

Teorema 1.4 (Principio da tangé€ncia). Sejam u; : Q — R, para k = 1,2, duas fung¢des diferen-
cidveis em um dominio convexo Q, com xp € Q e u; € C*(Q)NC(Q). Assuma que u;, sdo

solu¢des da mesma equacao quase-linear eliptica. Dessa forma,

* Se xp é um ponto interior, com u;(xg) = uz(xp) e u; < up em Q, entdo u; = up, em uma
vizinhanca de xg.

duy duy

* Se xo é um ponto de fronteira, com u; (x) = up(x), u; <up e W(xo) = W(Xo), entao
u; = up em uma vizinhancga de x.
Demonstragcdo. Definamos u := u; —up. Pelo Lema anterior, u € solu¢do de uma equagio

linear eliptica Lu = 0. Observe que u satisfaz

ulxo) =0 e u=u;—u
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quando xo é um ponto do interior de Q ou da fronteira Q. Além disso,

u _ dup duy B
%(Xo) = on W(XO) =0.

Pelo Corolério 1.3, u = 0 em uma vizinhanca de xo. Logo, u; = up em uma vizinhanca de
X0- O

Como ja mencionado, estamos interessados em utilizar o principio da tangéncia para
comparar duas superficies, em um certo sentido. Para isto, suponha que duas hipersuperficies de
R+ , M e M>, sdo escritas localmente como o grafico de uma fun¢do u; e u,, respectivamente,
sobre seu plano tangente. Definimos a seguir a condi¢do para que M;, i = 1,2, cumpra o

principio do mdximo.

Definicdo 1.4. Dizemos que M; = graf(u;), i = 1, 2, cumpre o principio do maximo quando
a diferenca u = u; — uy verifica uma equacao diferencial Lu > 0 que satisfaz a conclusao do
principio da tangéncia (Teorema 1.4), em que L € um operador invariante por isometrias de
Rn+] )

Exemplo 1.2. Sejam M| e M, duas hipersuperficies de R"*! com curvatura média constante

igual a k e denotemos por M o operador quasi-linear eliptico tal que

Vu

V14 |Vu|?

Consideremos que, localmente, M; € o gréifico de u;. Entdo, pelo Exemplo 1.1, u; e u; satisfazem

Mu = div

a equagdo Mu; —k = 0. Pelo Lema 1.1, a funcdo u := u; — uy € solugdo de um operador linear

eliptico. Logo, M| e M, cumprem o principio do méximo.

Introduziremos agora, outras duas definicdes que nos permitird enunciar principio do

maximo geométrico.

Definicao 1.5 (Ponto de Tangéncia Interior). Sejam M;, para i = 1,2, duas hipersuperficies
de R" e p um ponto no interior de M;. Dizemos que p é um ponto de tangéncia interior de
M; quando os planos tangentes T,M; e T,M; coincidem e quando o campo de vetor normal

unitario de M; e M, em p também coincidem.

Definicao 1.6 (Ponto de Tangéncia na Fronteira). Sejam M;, para i = 1,2, duas superficies

regulares com fronteiras dM; ndo-vazia e p ponto da fronteira de M;. Dizemos que p é ponto de
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tangéncia na fronteira de M; quando os planos tangentes e os vetores normais a M;, € conormais

a dM; em p coincidem.

Dadas estas defini¢Oes, podemos finalmente enunciar o principio do mdximo geométrico.
Observe que sua demonstracio decorre diretamente do Teorema 1.4. Por esta razdo, muitas

vezes nos referimos ao principio do mdximo geométrico apenas como principio da tangéncia.

Proposicao 1.9 (Principio do Maximo Geométrico). Sejam M; = graf(u;), parai = 1,2, que
cumprem o principio do mdximo. Suponha que p é um ponto de tangéncia (no interior ou na
fronteira) de M; tal que existe uma vizinhanca de p com u; < uy. Entao, M; coincide com M,

em uma vizinhanga de p.

Provaremos, agora, o principal resultado desta se¢do. Por meio dele, verificaremos no
capitulo a seguir que sélitons de translacdo em H? x R satisfazem um principio de tangéncia

andloga ao que enunciamos anteriormente.

Teorema 1.5. Seja (M""' ) uma variedade Riemanniana conforme a R"*!1. Se M; e M
sdo duas superficies minimas tangentes em um ponto p, entdo M; e M, coincidem em uma

vizinhanca de p.

Demonstragdo. Dada uma hipersuperficie M C R sejam Hjs a curvatura média de M em
relacdo a métrica Euclidiana e Hy; a curvatura média de M em relagdo a métrica conforme g.

Pela Proposicao 1.3, temos que

9
2

Hy=e 2 (Hy—(n—1)(V,n)),

sendo M o campo vetorial normal a M. Se M € uma hipersuperficie minima no espaco conforme
(ou seja, Hy; = 0), entdo
Hy—(n—1){V¢,n) =0.

Por outro lado, sem perda de generalidade, dado p € M, podemos tomar uma vizinhanga
de p em M como sendo o gréfico de uma fun¢do u diferencidvel definida sobre um aberto do
plano tangente de M, o qual identificaremos com R" x {0}, com coordenadas x = (xi,...,x,)

e n(p) = 0x,., - Logo, pela equagdo acima, cada fungdo u satisfaz

div [ ——2 ) (= 1)(Vé(x, u)m) =0, (1.9)

V 1+ |Vul?
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(Vu,—1)

V14 [Vul]?

Em particular, se M| e M,, como na hipétese, sdo dadas localmente como gréificos de

emque N =

fungdes u; e up, entdo temos que u| € up sao solugdes de uma mesma equacdo quasi-linear
do tipo Qu; = 0, onde o operador Q € dado por (1.8). Pelo Lema 1.1, u := u; — uy satisfaz
a equacdo linear eliptica Lu, assim, podemos aplicar o principio do mdximo e o resultado

segue. ]

Observagdo 1.7. Na proxima secdo veremos o Teorema de Alexandrov para superficies com-
pactas com curvatura média constante em R3. 0 propdsito ao abordar este teorema € apresentar
uma das principais técnicas utilizadas em geometria diferencial, a saber, o Método de Reflexdo
de Alexandrov, que se baseia fortemente no Principio do Maximo Geométrico apresentado nesta
secdo na Proposicao 1.9. Aplica-se este principio para mostrar que uma superficie compacta
S com curvatura média constante possui um plano de simetria em toda dire¢do. Para isso,
serd necessdrio que duas superficies M; = graf(u;) que cumpram o principio do méaximo e
sejam tangentes em um ponto p, coincidam enquanto sdo graficos de u; e ndo apenas em uma
vizinhanca de p. De acordo com Hopf [21], vale tal propriedade uma vez que superficies de
curvatura constante sdo analiticas.

De fato, de acordo com o Lema 1 do Capitulo 6 de [24], se duas aplica¢gdes analiticas
f,g: M — M, coincidem em um aberto de M, em que M e M’ sdo variedades analiticas, entdo
f e g coincidem em M. Por outro lado, o Teorema 13 do Capitulo 10 de [41] nos diz que uma
solucdo u de classe C? de uma equagdo eliptica da forma F (X, y, u, Uy, Uy, Uxy, Uxy, Uyy) = 0 &
analitica, desde que F seja uma funcdo analitica. Assim, graficos de tais solucdes sobre abertos
de R? sdo superficies analiticas.

A ideia é entdo proceder como segue. Sejam M| e M, duas superficies que cumprem o
principio do méximo para uma equacdo eliptica dada por uma funcdo F' como acima. Podemos
escrever M;, parai = 1,2, localmente o grifico de uma func¢do u; definida sobre o plano tangente.
Segue do exposto que M| e M, coincidem até que uma das destas duas superficies deixem de
ser grafico. Neste caso, temos um ponto de tangéncia limite e, pelo principio do maximo, M,
e M, coincidem novamente em outra vizinhangca em que ambas as superficies sdo tomadas
como o grafico. O argumento acima mostra que os subconjuntos de M e M, em que M; e
M, coincidem sdo abertos e fechados nas respectivas superficies. Se M| e M, sdao conexas,

concluimos que M| = M>.
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Observagdo 1.8. As técnicas que apresentamos foram desenvolvidas no espago R, No
entanto, em [17], os autores provam um principio de tangéncia para variedades Riemannianas
mais gerais. Neste caso, dizemos que uma subvariedade Riemanniana M" de M"! élocalmente
o grafico de uma fung¢do u, definida em uma vizinhanga aberta W da origem de 7,M, com

p € M, quando M € parametrizada localmente por

¢ (x) = exp, (x+u(x)n),

em que 1) € o campo normal a M.

Dessa forma, considere M; e M, hipersuperficies de M, tangentes em um ponto, localmente
graficos de u; e up sobre seus respectivos planos tangentes. Verifica-se em [17] que a fun¢ao
u :=uy — up € solucdo de um operador eliptico e, assim, obtém-se resultados de comparagao

destas.

Concluimos que o principio do maximo € uma ferramenta poderosa para o estudo de superfi-
cies com curvatura média constante, como veremos a seguir, esse principio foi fundamental para
a prova do Teorema de Alexandrov. Além de superficies com curvatura média constante, vemos
em nosso trabalho que os sélitons de translacdo, tanto em R” quanto em H? x R, sdo exemplos

de superficies que cumprem o principio do maximo e verificam o principio da tangéncia.

1.5 Teorema de Alexandrov

Nesta sec@o apresentaremos 0s principais passos para a demonstragdo do Teorema de
Alexandrov, baseados em [16]. O Teorema de Alexandrov ¢é visto na literatura como uma
das principais aplicagdes do principio do maximo. Além disto, as técnicas abordadas na
demonstracdo de tal teorema tem sido utilizadas por vérios pesquisadores para a provar teoremas
de unicidade, citamos [6], [18], [31] e [32], [38].

O Método de Reflexdo de Alexandrov foi desenvolvido para o caso de superficies compactas
deR3e podem ser estendidas para casos mais gerais. Por exemplo, Schoen [38] aplica as
técnicas de Alexandrov em superficies minimas; Martin et. al [S] e Bueno [6] utilizam o
Método de Reflexdo de Alexandrov para provarem a unicidade do Bowl Séliton em R" e em
H? x R, respectivamente.

Introduziremos algumas notacdes e definicdes essenciais para o desenvolvimento da prova

do Teorema de Alexandrov. A comecar pela defini¢do de folheacdo por planos como segue.
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Definicdo 1.7. Seja IT plano de R* com vetor normal v. Definimos a folheagdo por planos
associados a I1, denotada por I1(¢), como a familia de planos paralelos a IT a uma distancia [z|,

isto ¢, cada I(¢) é dado por
(t) ={p+tv, pel+1tv}.

Observe que, os planos I1(z) sdo uma translagdo de IT na dire¢do do vetor normal v. Dada

esta definigdo, denotaremos por IT~(¢) e IT" (¢) os semi-espagos dados por

() = [Js),

s<t

o) = [JI(s).

s>t

M_(t) = MNIT (1),
M (t) = MNII*(z).

Vejamos na Figura 1.1 um exemplo destes conceitos apresentados em que o lado direito
mostra uma folheacdo de planos em R? e o0 lado esquerdo os semi-planos e os conjuntos M (t)
e M_(1).

Figura 1.1 Folheacio de planos em R?, semi-espacos, M (1) e M_(r).
R3
H'Lz‘ IT* (1)
i A[{ (fl)
(1) o — II(t;)
} / / v ]

11 M_(t) I~ (t1)

Por fim, definamos os conjuntos M* (t) e M, () como a reflexdo de M_(t) e M (t), respec-
tivamente. Enunciaremos um lema, sem prové-lo, que seré util para garantir a conclusao do

Teorema de Alexandrov (vide Lem[21], pag.147).
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Lema 1.2. Se uma superficie compacta S tem um plano de simetria em toda dire¢do, entdo S é

uma esfera.

Teorema 1.6 (Alexandrov). Seja M uma superficie regular de RR? conexa, compacta sem bordo,

com curvatura média constante. Entdo M € uma esfera.

Demonstragdo (Principais passos): Como estamos considerando M uma superficie conexa e
compacta, temos que M separa R? em duas componentes conexas. Seja W a regido compacta
de R tal que dWW = M. Assim, pela compacidade de W, para qualquer diregao v de R?, existe
um IT ortogonal a v tal que ITUW = &.

Dessa forma, consideraremos uma folheag@o de planos IT com W C IT (0). Podemos
decrescer t até que o plano II(¢) intercepte V. Neste caso, denotaremos por fy o primeiro

instante tal que I1(zp) N W # @. A Figura 1.2 mostra um exemplo destas afirmagdes.

Figura 1.2 Primeiro ponto de contato g com o plano I1(z).

ap

/ A4

Assim, existe € > 0 tal que, para todo 7 € (fp — €,1p), temos que as condi¢des (a) e (b) sdo

1I(to)

satisfeitas:
(a) int (M7 (1)) CW;
(b) M, (t) é grifico sobre o plano I(z).

Continuemos a decrescer ¢ até que uma das duas condi¢des acima nao seja verdadeira. Tomemos
f1 o primeiro instante tal que M(z;) satisfaca (a) ou (b). Observe que o vetor normal de Mi (t1)
¢ uma reflexdo do normal de M. (1;).

Logo, caso a condi¢do (a) ndo ocorra para t = t|, temos que
M_(t)NM, (t) # @. Ainda, se p € M_(t) "M, (t), entdo p é um ponto de tangéncia no interior.

Pelo principio do mdximo geométrico e analiticidade concluimos que M’ (t;) = M_(t).



1.5 Teorema de Alexandrov 33

Analogamente, caso a condi¢do (b) ndo ocorra para t = t1, temos que existe um ponto
p € MNII(#;) tal que p é um ponto de tangéncia na fronteira. A Figura 1.3 apresenta um
exemplo das afirmagdes feitas acima. Ao lado direito da figura, a condicdo (a) ndo € satisfeita

e, ao lado esquerdo, a superficie ndo satisfaz a condi¢ao (b).

Figura 1.3 M, (¢;) ndo satisfaz as condigdes (a) e (b).

(t)

Concluimos que, em ambos o0s casos, o plano I1(z;) € um plano de simetria de M na diregdo
v. Repetindo estas mesmas técnicas para qualquer direcio em R?, pelo Lema 1.2, segue que M

é uma esfera. L]

Estenderemos, naturalmente, as técnicas de reflexdo de Alexandrov em superficies nao-
compactas de R? para superficies ndo-compactas em H? x R. Daremos mais detalhes sobre
isto no Capitulo 4. Agora, dedicaremos nossa atengdo aos conceitos mais bdsicos da teoria do

fluxo de curvatura média e de sdlitons de translagdo.



Capitulo 2
Sélitons de Translacao

Neste capitulo introduzimos os sélitons de translacao do fluxo de curvatura média, tanto
no espac¢o Euclidiano quanto na variedade produto H? x R. Como veremos, os sélitons de
translacdo constituem solugdes do fluxo de curvatura média e t€ém propriedades interessantes,
como exemplo, satisfazer o principio do maximo.

Comecamos discorrendo sobre o fluxo de curvatura média. Em seguida, na Sec¢do 2.2,
definamos sdlitons de translac@o no espago Euclidiano de dimensao n+ 1 e citamos brevemente
alguns resultados sobre tais superficies. Em particular, apresentamos a prova de Unicidade do
Bowl Séliton dada em [31].

Por fim, na Sec¢do 2.3, definimos sélitons de translacdo no espago produto H> xR e
apresentamos alguns resultados fundamentais para a teoria de sélitons de translacdo neste
espaco, como foi feito nas Secdes 1 e 2 de [S]. Além disto, introduzimos algumas definigdes e

notacdes essenciais para a aplicagdo do Método de Alexandrov em H? x R.

2.1 Introducao ao Fluxo da Curvatura Média

O estudo do fluxo de curvatura média (FCM) e suas singularidades se consolidou ao longo
dos anos e, atualmente, pode-se encontrar na literatura notdveis trabalhos que tratam a respeito
deste tema. Citamos [20] e [39], os quais nos baseamos para o desenvolver esta secao.

O fluxo de curvatura média, analiticamente, € retratado por um sistema de equacdes
diferenciais que envolve hipersuperficies em R"*! e suas respectivas curvaturas médias. As
hipersuperficies se movimentam, em cada ponto, na direcdo do seu vetor normal com a

velocidade dada pela sua curvatura média, essas ideias s@o formalizadas na definicao a seguir.
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Definicao 2.1. Seja Fy : M" — R uma imersdo. O fluxo de curvatura média (FCM) é uma
familia de imersoes F; : M — R"! com ¢ € [0, T) tal que

F(p) := F(p,t) é uma aplicagio F : M x [0,T) — R""! satisfazendo o seguinte sistema:

O Fpa) =H(p.n(p.) @.1)
F(p,0)  =F(p)

onde H(p,t) é a curvatura média de F;(M) e n(p,t) é um vetor normal a F;(M) em F(p,t).

Dada uma hipersuperficie inicial F (M), denotaremos F; (M) = M; e diremos que M evolui
pelo fluxo de curvatura média quando M satisfaz as condi¢des da Definicao 2.1.

Um questionamento natural ao se definir o fluxo de curvatura média € quando a equacado
(2.1) possui solugd@o. Para o caso de hipersuperficies compactas, [39] garante que tais solucdes
existem em um tempo finito 7. Vejamos um exemplo frequentemente encontrado na literatura
sobre a evolucdo de uma superficie compacta pelo fluxo de curvatura média, a saber, a evolugao

da esfera S% de raio r e dimensdo 2.

Exemplo 2.1. Seja Sfo uma esfera de raio ry e suponha que para cada r € [0,7) a evolucdo
de Sfo pelo fluxo de curvatura média € também uma esfera cuja dimensao € 2 e o raio € uma
fungdo r(r).

De modo geral, consideremos uma curva o : R — S,zg, R > 0, parametrizada pelo compri-

mento de arco. Observe que
(afs),d(s)) =0.

Logo, a menos de uma escolha de orientagao de S2, um campo de vetores unitdrios normais

a 5123 ¢ dado seguinte forma

Segue da equacdo acima que sabemos que a curvatura média de S,zg € constante R
Busquemos entdo como solugdo para o fluxo da curvatura média, uma familia de superficies
da forma, F(p,t) = r(t)p, em que p € $3 e r(0) = ry. Ou seja, cada M, é uma esfera de raio

r(t) e M é a esfera de raio ry. Pela defini¢do de fluxo de curvatura média, obtemos que
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Portanto, r(t) € solucdo do problema de valor inicial

de forma que

r(t) =\/rj—4t.

A Figura 2.1 retrata esta evolucdo da esfera de raio r pelo FCM, onde as setas indicam o
comportamento de SE ap6s um certo tempo ¢. Podemos observar que existe um tempo finito

T > 0 de tal forma que, quando ¢ se aproxima de 7', o raio r(¢) diminui se aproximando de 0.

Figura 2.1 Esfera de raio r evoluindo pelo fluxo de curvatura média.

Utilizando um principio do méximo para equagdes parabdlicas, pode-se mostrar unicidade
de solucdes para o FCM quando a hipersuperficie inicial € compacta (veja [20]). De forma que
a solugdo obtida acima € a inica quando consideramos uma esfera como condi¢do inicial.

Vemos neste exemplo que, depois de um certo 7 finito, a esfera Sf(T) deixa de ser uma
superficie regular. Situacdes como esta s@o conhecidos na literatura com singularidades do
fluxo de curvatura média. O que acontece nestes casos € que a norma da segunda forma
fundamental explode.

No artigo [39], Smoczyk prova que hipersuperficies compactas tem singularidades em um
tempo finito. Pode-se consultar mais a respeito de singularidades do fluxo da curvatura média
em [20] e [39].

Questionamos, entdo, o que acontece com uma superficie ndo-compacta quando evolui
pelo fluxo de curvatura média. Veremos um caso especifico de superficies ndo-compactas que
evoluem pelo FCM e ndo deixam de ser superficies regulares. Na verdade, esta evolucao se

comporta como uma translacio da superficie inicial.
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2.2 Sélitons de Translacdo em R""!

Nesta se¢do estudaremos resultados iniciais sobre a teoria de solitons de translagdo. Defini-
remos os solitons de translagdo em R"*! e, motivados por tal defini¢do, definiremos também
um séliton de translagdo no espaco H? x R. Além disso, alguns resultados obtidos na teoria de
sélitons de translagdo em R""! serdo generalizados para o espaco H? x R.

Esta secdo é baseada na Secdo 2 de [31] e na Secao 3 de [20]. No que segue, consideraremos
Fy: M" — R uma imersdo, F : M x (—¢,€) — R""! uma variacdo de F tal que F(p,0) =
Fy(p), para todo p em M e 1 campo de vetor normal unitario em M.

Definimos um sdliton de translagdo (ou translator) em R""! como uma hipersuperficie M

que evolui pelo fluxo de curvatura média da seguinte forma: V¢ € R temos que
M; =M+tv (2.2)

onde v € R""! é um vetor vertical fixado chamado veror de translagdo . Equivalentemente, M

€ um sdliton de translagdo quando a imersdo F dada por
F(p,t)=F(p,0)+1v

€ uma solucdo do fluxo de curvatura média.
Através da equacao (2.2) e da Defini¢do 2.1, obtemos uma caracterizagdo simples para os

sélitons de translacdo em R""! dada pela seguinte proposicio:

Proposicio 2.1. Uma hipersuperficie M em R""!' ¢ um séliton de translagdo, a menos de

reparametrizacgdes se, € somente se,
Hy = (n,v). (2.3)
Demonstracdo. Suponha que M € um sdliton de translagao, isto €,
M; =F(t,p) =Fo(p)+1tv (2.4)

€ uma solucdo do fluxo de curvatura média

oF
E(pJ) :HM(PJ)”(PJ) V(p,l) EMXxR.
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Entao, OF
v=-(p;t) = Hy(p.)n(p.1),

para todo (p,t) € M x R. Como M é congruente a M;, para todo 7 € R e para cada p, temos que

n(p,t) =n(p) e Hu(p,t) = Hy(p). (2.5)

Portanto,

HM:<T],V>.

Reciprocamente, suponha que Hy = (1, v), para algum vetor unitdrio v € R"!. Provaremos
que M; dada em (2.4) é uma solu¢ao do fluxo da curvatura média, a menos de reparametrizacdes.

Usando novamente (2.5), temos que

(S nip)) =)

Segue do Corolario 1.3.5 de [29] (veja também [36, Corolario 1.23]) que, a menos de repara-

metrizacoes, (2.4) € uma solucao para o fluxo da curvatura média. O]

Vejamos agora, como exemplo de séliton de translacio em R?, uma superficie parametrizada

¢ denominada por grim reaper .

- T
Exemplo 2.2. Seja & : (7, 5) — IR? uma superficie parametrizada por
G (x1,x2) = (x1,x2, —log(cosxy)).

Através de calculos dos coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental, concluimos

que

—t 1
N(xl,xz):( anx 0 )

sec2x; ' sec?(xy)
¢ um campo de vetor unitario normal a ¢4 e que

1

Hx1,x2) = sec?x;

¢ a curvatura média de &4 em ¥ (x1,x;). Observe que H = (N, e3), dessa forma, pela Proposi¢do

2.3, temos que ¢ € um sdliton de translagdao em R3.
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Figura 2.2 Grim Reaper em R?

O grim reaper é um importante exemplo na teoria dos sélitons de translacdo. Segundo os
autores em [30], se um soéliton de translacdo é dado pelo produto cartesiano de uma curva plana
e R, entdo este pode ser obtido através de uma combina¢do adequada de rotacdo e dilatacido do
grim reaper.

Outros importantes exemplos encontrados na literatura sdo o Bowl Séliton e o Catenoide de
Translagdo . Em [2], Altschuler e Wu provam a existéncia de um soliton de translagdo definido

COmo a seguir.

Definiciio 2.2 (Bowl Séliton). O Bowl Séliton imerso em R""! & um séliton de translacdo
rotacionalmente simétrico em relaciio a um eixo vertical passando pela origem de R, gréfico

inteiro e estritamente convexo.

Além disso, Clutterbuck et al. [9] mostram que o Bowl Séliton € assintético ao grifico da

funcdo u dada por
u(x) :ﬁ—llog(|x|2)+0 1
2(n—1) 2 Ix|2 )~

Os Catenoides de Translagdo sdo uma familia de um pardmetro {C,},~¢ em que cada
C, € um sdlitons de translacio rotacionalmente simétrico. Quando r — 0, pode-se ver cada
Catenoide de Translac¢do C, como dois Bowl Sélitons conectados por um pequeno neck de raio
r (ver [9], [20] e [31]).

Em [22], Ilamanen prova um dos principais resultados da teoria de séliton de translacdes.
Como consequéncia deste, uma superficie M em R3 ¢ um séliton de translacdo se, e somente se,
M € uma superficie minima no espago conforme (R3, e (., >), sendo x3 a terceira coordenada
de cada ponto.

Além disto, verifica-se em [31] que os sdlitons de translagdo cumprem o principio do
méximo e, consequentemente, o Principio da Tangéncia. Assim, utilizando o Método de

Alexandrov e o Principio da Tangéncia, Martin et al. [31] provam que o Bowl! Séliton € o tinico
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sOliton de translacdo com um fim assintético ao grafico de u. Apresentaremos as principais

ideias da prova deste teorema na secao a seguir.

2.2.1 Unicidade do BowlI Séliton em R>

Nesta secdo apresentaremos a demonstra¢ido do Teorema de unicidade do Bowl Séliton em
R™! dada por Martin et. al em [31]. Utilizaremos o Método de Reflexao de Alexandrov e o
principio de tangéncia para provarmos que um soliton de translagdo, com um fim assintdtico
ao Bowl Soliton € o Bowl Séliton. Por simplicidade, apresentaremos a prova para n = 2 e,
conforme observado por Martin et. al, a prova para o Bowl Séliton em R"*! segue uma
estrutura andloga.

Introduziremos algumas notagdes e defini¢des tteis para o desenvolvimento da prova
do Teorema de Unicidade. A comecar pela Defini¢do de superficie assintotica ao Bowl
Séliton, motivada pelo estudo do comportamento assintético de sélitons de translagdo graficos
rotacionais, feito por Clutterbuck em [9].

Como mencionamos acima, provou-se em [2] e [9] que o Bowl S6liton em R"*! ¢ um séliton
de translacdo rotacionalmente simétrico, grafico inteiro, estritamente convexo e assint6tico ao

gréfico de
x> 1 2 1
=—F—=1 O| —
) = 30—y~ loe P +0( 1)

em que x € R".

Definicao 2.3. Uma superficie M em R? ¢ assintética ao Bowl quando, para r € R suficiente-

mente grande, fora da bola B(0;r), M é o gréfico da funcdo:

1
\/x%%—x%

Esta defini¢cao garante que se M € assintética ao Bowl Séliton, entdo, fora de uma bola

1
(x% +x%) — =log (x% —|—x%) +0

g(xl,xZ) = 2

1
2

centrada na origem com raio suficientemente grande, a distancia entre M e o Bowl tende a
zero. Definamos, agora, outros elementos que serdo utilizados na aplicacdo do Método de
Alexandrov.

Seja IT o plano vertical em R? ortogonal ao vetor e; = (1,0,0), isto &,

I1= {(xl,xz,x3) eER? x| = O}.
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Denotemos por p : R’ —1la projecdo no plano IT definida como

p(xr,x2,x3) = (0,x2,x3).

Consideremos a familia de planos verticais {I1(r)},-, em que cada plano I1(r) é a transla-

cao vertical r de I1 na direcdo do vetor eq, ou seja,
II(r) = {(xl,xz,xg) eR x = r}.
Deste modo, definimos os semi-espacos I, (r) e II_(r) e os conjuntos M (r) e M_(r) como:

M (r) = Jn@)

t>r

n_(r) = Yo

t<r

M (r) = MNIL(r)
M_(r) = MNII_(r).
Denotaremos por M (r) a reflexdo de M, (r) em relagdo ao plano II(r). Observe que a

reflexdo em relagdo a I1(r) é dada por p = p+d(p,p(p))e1, onde d é a distancia Euclidiana.

Sendo assim, podemos escrever M, (r) como o conjunto de pontos
Mi(r) = {(2F—X1,X2,X3); (Xl,xZ,X3) S M+(r)} .

As defini¢des e notagdes dadas até entdo podem ser ilustradas como no exemplo dado na
Figura 2.3.

Finalmente, definamos a relacdo “estar ao lado direito” entre dois subconjuntos de R3.

Definiciio 2.4. Sejam A e B subconjuntos de R?. Dizemos que A estd ao lado direito de B e

escrevemos A > B quando para cada x € Il com
p')NA£2 e p lx)NB+#a,

temos que
inf [x;{p~" (x)NA}] > sup [x; {p~' (x) NB}],
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Figura 2.3 Reflexdo em relagﬁo ao plano IT(r).

L av

M,(‘r)

em que x;{P} denota a primeira coordenada dos pontos em P C R? e p é a projecdo sobre o

plano I1.

Observe que a relagdo “estar do lado direito” ndo € uma relagdo bem ordenada, visto que
existem subconjuntos de R? que ndo necessariamente se relacionam desta forma. Podemos ver

um exemplo da relacdo “estar ao lado direito” na Figura 2.4.

Figura 2.4 A estd ao lado direito de B

\B

Pz ﬂB X Ul(m "A

z1 {p~1(z) N B} z1 {p7(z) N A}

sup [21 {p~"(2)

Uma motivagdo para a Defini¢do 2.4 acima é dada na prova do Teorema de Alexandrov. No
caso de Alexandrov, se estuda superficies S compactas separando R? em duas componentes

conexas. Consideremos a componente conexa compacta V, cuja fronteira € S e analisamos o
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caso em que S, (r) C int()V), como observado na Segdo 1.5. Desta foram, quando tomamos
um plano vertical II(r) paralelo ao eixo z e consideramos S’ (r) a reflexdo em relagéo a tal
plano, se S% (r) C int(W), entdo S’ (r) > S_(r). Vemos um exemplo desta situagdo na Figura
2.5.

Figura 2.5 Motivagdo para a relacdo “estar ao lado direito”.

A 1I(r)

Enunciemos o Teorema de unicidade do Bowl Séliton em R>. As ideias para a sua demons-
tracdo serdo apresentadas através das provas de trés afirmacdes e utilizando um argumento de
simetria. Apresentaremos as linhas gerais das provas das afirmagdes, detalhando principalmente

aquelas etapas em que serdo baseados a prova da unicidade do Bow! Séliton em H? x R.

Teorema 2.1. Seja f: M" — R> um séliton de translacdo completo, mergulhado em R™*!,

com um unico fim e assintdtico ao Bowl Séliton. Entdo M = f(M) é o Bowl Séliton.

(Ideia da demonstragcdo.) Nosso objetivo é provar que o séliton M é simétrico em relagao
a qualquer plano vertical que passa pela origem de R?. Provaremos inicialmente que M
€ simétrico em relacdo ao plano vertical II definido anteriormente e, repetindo 0 mesmo
argumento apresentado a seguir, concluiremos que M € simétrico em relacdo a qualquer outro

plano vertical que passa pela origem de R>. Dessa forma, definimos o conjunto
A= {re[0,+e); My (r) é grafico sobre ITe M’ (r) > M_(r)}.

Prova-se, inicialmente que o conjunto .4 é ndo vazio e conexo, em seguida, que A € um
subintervalo fechado de [0,+o0) e, por fim, mostra-se que 0 = min.A e assim teremos que
0 € A. Como veremos a seguir, este fato serd fundamental para obter a simetria mencionada

acima.



2.2 Sélitons de Translagao em R ! 44

De fato, definamos o conjunto
A~ ={r<0; M_(r) é grafico sobre I1e M* (r) <M (r)},

em que o simbolo “<” denota a relagdo “estar ao lado esquerdo” definida analogamente a
relagdo “estar ao lado direito”. Assim nas Afirmacdes 2.1, 2.2 e 2.3, apresentadas a seguir,
concluimos que A~ = (—o0,0] e, entdo, M* (0) < M, (0). Portanto, M_(0) > M7 (0).

Como M_(0) < M’ (0) concluimos que M’ (0) = M_(0) e IT é um plano de simetria de M.
Repetimos estes argumentos anteriores, verificamos que M € simétrica a qualquer outro plano
vertical que passa pela origem. Dessa forma, M é uma superficie de rotagdao, com um fim, que
toca o eixo de rotagdo ortogonalmente. Logo, M é o Bowl Séliton.

No que segue, mostraremos que A é ndo vazio e, se r € A, entdo [r,o0) C A. Na sequéncia,
mostraremos que .4 é um subconjunto fechado de [r,e0). Finalmente, daremos as linhas gerais

para a demonstragdo de que 0 € A.
Afirmagdo 2.1. O conjunto A é ndo vazio. Além disso, se r € A, entdo [r,0) C A.
Provaremos esta afirmacdo através dos dois passos a seguir.

Passo 2.1. Pelo comportamento assintético de M, temos que para x% —|—x% > ' > 0 suficiente-

mente grande, podemos escrever M como o grafico da funcao

1

/.2 2
X]+x5

. d
Assim, =5 (x1,x2) > 0 quando x1 > 7. Neste caso, sendo M (') o grafico de g, o vetor normal

8x1
1 em M (') é dado por

1 1
g(x1,x) = 5 (x%—i—x%) — Elog (x%—i—x%) +0

0= 1 ( dg dg 1)
V1+|Vg? \dx1’ dxp’ 7
e, entdo, (1n,e;) > 0. Além disso, M (') ndo tem auto-interse¢des, é conexa e, pelo compor-
tamento assint6tico de M, vemos que M (') delimita o dominio M (r')Np (M, (r')) em R3.

Assim, concluimos que M (+') é grafico sobre o plano IT. Em particular, para todo r > ' temos

que M, (r) é grafico sobre II.
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Passo 2.2. Seja r > ¥ > R suficientemente grande. Pelo comportamento assintético de M,
M’ (r) é dada pelo grafico da fungdo g(x1,x2) 1= g(x1,X2), em que X = (x7,X2,X3) € a reflexdo
de x = (x1,x2,x3) em relagdo ao plano I1(r) e x estd a direita do plano I1(r).

Consideremos (x,x;) tal que x7 4+ x5 > R? e x; < r. Neste caso, (x1,x2,g(x1,x2)) é um
ponto de M_(r) e (x1,x2,8(x1,x2)) estd em M7 (r). Observe que, pela forma que definimos a

funcdo g, podemos escrevé-la como

1 1

1
g(x1,x) = 3 {(2r—x1)2+x%} - Elog{(2r—x1)2—|—x%} +0

(2r —xl)2 +x%

Queremos comparar as superficies M_(r) e M’ (r) na vizinhanca de (x1,x2).

1 1
g(x1,x) —g(x1,x) = —3 [(2r—x1)2+x% - (x%—kx%)] - Elog ((2r—x1)2+x%)

+ l10g(x%+x%)+0 : -0 :

2 (2r—x1)2—|—x% \/x%—l—x%

Y T )

2 x%—f—x%
1 1
+ 0 O| ——
(2r —xp) +x% \/x%-i-x%
1 4r(r—xp)
> 2r(r— ——1lo 1
> 2r(r—uxp) 2 g( %—i—x% )
C C

\/(21"—)61)2 —I—x% \/x% -I—x%

em que C é uma constante positiva. Por outro lado, sendo ¢’ — 1 > ¢, para todo ¢t € R, temos que

X+ X+
e ainda
(2r—x1)2+x% = (r+r—x1)2+x%

P2+ (r—x1)*+x3

R

NV,
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Logo,

2r(r—x;) 2C
g(x1,X0) —g(x1,%2) > 2r(r—x1)— ———>—-— —
8(x1,x2) — g(x1,%2) (r—x1) 212 R
2r(r—=x1), » = 5 2C
= 2 (P -=
x%_'_x% (xl X2 ) R

2r(r—x1), 2C

> T ®oh-g

2R(r —x1)(R*> — 1) —2RC

> R .

Tomemos uma constante positiva a que ndo depende de R e que r — x| > a. Entdo, para R

suficientemente grande, temos que

2Ra(R*>—1) —2RC
R? ~

g(x1,x0) — g(x1,x0) > 0. (2.6)

Utilizaremos (2.6) para verificar que M, (r) estd ao lado direito de M_(r), segundo a Defini-
¢a0 2.4. Observe que, pelo comportamento assintdtico de M, parte de M_ (r) é simultaneamente

dado pelo gréfico de g e por outro grafico sobre o plano II.

Figura 2.6 Relagdo entre M_(r) e M (r) em R’.
Z3

M (r)

S

M_(7) b
i
:
|

T2

Para analisarmos a relacdo entre M’ (r) e M_(r) é suficiente considerarmos a parte em
M_(r) que é dada pelo grafico sobre I1. Logo, para cada x € IT tal que a curva p~ ' (x) intersepta

M (r) e M_(r), estas intersecOes acontecem em um tnico ponto em cada uma das superficies.
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Sejam % e y os tinicos pontos de interse¢do da curva p~'(x) com M* (r) e com M_(r),
respectivamente. Para provarmos que M7 (r) > M_(r) é suficiente verificarmos que a primeira
coordenada de X € maior ou igual a primeira coordenada de y.

Em coordenadas, escrevemos X = (X1,%,8 (X1,%)) e y = (y1,Y2,8(y1,y2)), em que x =
(x1,x2,8(x1,x2)) € areflexdo de ¥ em relag@o ao plano II(r). Por hipdtese, %, x e y estdo sob a

curva p~ ! (x), entdo
H=x=y> e giy2)=_8§(,%)=_gl,x).
Dessa forma, obtemos que

glxr,x) —glx1,x2) = gvi,y2) —g(&1,)2)

1 1 2 4+y2 1
= —(yz—iz)——log u +0
Y] P2 +y3 2,2
172 yi+y3
1
- 0
2,2
X{+y3
Por outro lado, observe que
2, .2 2 2 2
ity N Y3 Ty
~2 .2 ~2 . 2" =2, 2 ~2 . 2
X1°+y; X1°+y; X1°+y; X1°+y;
e, entao,
2, .2 2 2
+
—log()jl2 y22) >—log(~2y1 2+1) 2—%.
X1°+y; X17+y; X1°+y;
Portanto,

- 2
) b4 C

e p_ }_ c__

7] L e \/y%+y% 21y
{(y%—fz)(flz—y%)—y%]_ c
R*(yi —i}) —2RC —y

2R '

g(x1,x2) —g(x1,x2) >
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Suponha, por contradi¢do que y% —)Z% > 0. Neste caso, para R suficientemente grande,
temos que g(x1,x2) — g(x1,x2) > 0. Contradizendo a equacdo (2.6). Portanto, M7 (r) > M_(r).
Além disto, se ry > r provamos analogamente que M7 (rp) também estd a direita de M_(ro) e,

como foi constatado na afirmag@o anterior, concluimos que se r € A, ento [r,o0) C A.
Afirmagdo 2.2. O conjunto A é um subintervalo fechado de [0, +0).

Consideremos uma sequéncia de nimeros {r, } ey em A que converge para ry e suponha,
por contradi¢@o, que ry ¢ A. Lembremos que, pela afirmagio anterior, se r € A entdo [r,+o0) C
A. Assim, {r, },en decresce para ry a menos de subsequéncias. Logo, se r; >rpe d =r; —rg
entdo existe ny € N tal que r, € (rg,r;) para todo n > ng. Portanto, r; € A e concluimos que
(ro,+o0) C A.

Nosso objetivo é provar que ry € A. Pela hipétese de contradi¢do, suponha inicialmente
que M (rp) ndo é grafico sobre o plano I1. Neste caso, existem ao menos dois pontos diferentes
P = (p1,p2,p3) € O =(q1,92,93) em M, (rg) tais que p(P) = p(Q). Entdo, sem perda de
generalidade, podemos supor que g; > p;.

Observe que, como P € M (rg), temos que p; > rg e ainda P e Q sdo pontos de M (py).
Caso p; > rg, sendo (rp,) C A, entdo M (p;) é grafico sobre o plano IT. Contudo, isto ndo
pode ocorrer, pois P e Q sdo pontos de M (p;) e estamos supondo que p(P) = p(Q). Dessa
forma, p; = rg.

Provaremos que M (ry) é gréfico sobre o plano I1. De fato, tomemos

. q1+3rg
=

Como g > p1 = rg, temos que

+3n
q1+3r >4I’0<:)>I’:—q1 ) 0 >
Isto nos diz que P € M_(r) e que r € A. Por outro lado, note também que

3
q1 + ro<

q1+3rg<4q) = r= 4

Logo, Q € M, (r).
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Consideremos Q a reflexdo de Q em relacdo ao plano I(r). Podemos escrever Q em

coordenadas como

~ . 3ro—qi
0= (41,42,43) = (2r—q1,92,93) = ( ,qz,q3>-

2
Observe que 1 = r02— 7 <rgeassim Q € M_(ry) = M_(p;). Portanto, existe um x € IT tal
que
P () NM_(r)={P} #
P @) NML(r) = {0} # 2,
e

71 = inf [x {p~" (x) NME(r)}] < ro =sup [ {p~ () NM_(r)}] .

Portanto, M (r) ndo estd ao lado direito de M_(r). Contradizendo r € A. A Figura 2.7, baseada

na Figura 5 de [31], auxilia na compreensao deste argumento.

. M (ro)

P

V p i (z)
W/Ql T

Figura 2.7 Reflex@o com respeito ao plano I1(r).

Consequentemente, M, (rg) € um grafico sobre o plano I1. Por esta condig@o e o fato de
que (rg,°) C A, concluimos por continuidade que M (rg) > M_(ry) e, entdo, ro € A.
Afirmagdo 2.3. O minimo de A é 0. Em particular, A = [0, o).

A prova desta afirmacdo € feita por Martin et al. em [31] supondo, por contradi¢do, que
5o := min. A > 0. Em seguida, os autores provam que existe € > 0 com sg — € > 0 tal que
M (so— €) é grafico sobre o plano ITe que M7 (so — €) estd a direita de M_(so — €), concluindo

que 0 = min. A. Também pode ser visto um argumento analogo a este na Secao 3.4 de [18] e
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em [30]. No entanto, ndo daremos detalhes sobre a prova desta afirmagdo visto que esta ndo
serd relevante para o Teorema de Unicidade do Bowl em H? x R.
[

2.3 Sélitons de Translacio em H” x R

Nosso objetivo nesta se¢ao € apresentar a demonstracao de alguns resultados fundamentais
para a teoria de sélitons de translagdo no espaco H? x R, como foi feito por Bueno em [5].
Exibiremos a prova de que, assim como no espago Euclidiano, os sélitons de translacdo sao
também superficies minimas com uma certa métrica conforme, enunciaremos um principio da
tangéncia e apresentaremos um problema de Dirichlet o qual permite investigar a existéncia de
gréaficos sélitons de translagdo.

Por fim, introduziremos algumas notacdes e defini¢cdes essenciais para a aplicagdo do
Método de Alexandrov. Utiliza-se a existéncia de solucdo do problema de Dirichlet e este
método para provar que existe um soliton de transla¢ao rotacionalmente simétrico em H? x R.

A partir de agora, denotaremos por M uma superficie de H? x R isometricamente imersa, n
campo unitario de vetor normal a M e tomaremos em H? x R a métrica produto usual denotada
por (.,.). Assim como em R?, definiremos um séliton de translagio em H? x R como uma

superficie M que evolui pelo fluxo de curvatura média como uma translagcdo, como segue.

Definicao 2.5. Seja M uma superficie orientdvel imersa em H? x R. Dizemos que M é um
sOliton de translacdo quando, para cada p € M, a curvatura média Hy; de M satisfaz a seguinte

equagao:

sendo 9, o gradiente da projecdo de H? x R sobre R.

Equivalentemente, M € um séliton de translacdo em H? x R quando sua curvatura média é
dada por
Hy = <71,<9z>~

Um exemplo trivial de sé6liton de translacdo em H? x R é dado pelo plano vertical Iy =
¥ x R em que ¥ é uma geodésica em H2. De fato, IT, é uma superficie minima com (n,d;) = 0.
Além dos planos verticais, pode-se encontrar em [5] outros dois exemplos de sélitons de

translacao em H? x R: o Catenoide de Translacdo e o Bowl Séliton.
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Como em sdélitons de translagdo em R?, o teorema a seguir garante que os sélitons de
translacdo em H? x R também podem ser descritos como superficies minimas com uma certa

métrica conforme.

Teorema 2.2. Seja M uma superficie imersa em H? x R e z a coordenada em R de um ponto

p € H? x R. Entdo, as afirmagdes sdo equivalentes:
1) M € um soéliton de translagdo em H? x R;
2) M ¢é uma superficie minima no espago (H2 xR, e%(.,.));
3) M € uma superficie minima com peso z.

Demonstragdo. Provaremos, primeiramente que a Afirmacdo 1) € equivalente a Afirmacdo 2),
utilizaremos a Proposicdo 1.3 que nos diz que se N é uma hipersuperficie de (N, g), f uma
funcao diferencidvelem N e g = ¢*/ ¢ uma métrica conforme a g, entdo podemos relacionar as

curvaturas médias Hy, e Hyy através da seguinte equacio:
Hy = e/ (Hu(p) =22 (Vf,n)).

No nosso problema, estamos supondo que N =H? x R, g = ¢° (.,.) e que M é uma superficie

imersa em H? x R. Nestas condi¢des, obtemos que

Hy(p) = e **(Hy — (Vz,m)).

Como Vz = dz, em que V é o gradiente em H? x R, concluimos que M é um séliton de
translacdo se, e somente se, M € uma superficie minima de H? xR. A equivaléncia entre (1) e

(3) segue diretamente da Proposi¢do 1.5. U

2.3.1 Problema de Dirichlet

Nos dedicamos agora a estudar sélitons de translacdo em H? xR gréficos de fungdes suaves
definidas em um certo dominio Q de H?. Através da proposicao a seguir, que € um caso
particular da Proposic@o 6 de [11], vemos que os sélitons de translacao graficos sdo solugdes

de um operador diferencial quasilinear eliptico.

Proposiciio 2.2. Sejau: Q C H? — R uma aplicagdo suave e M = {(x,u(x)), x € Q} C H? xR

o grafico de u. Entdo M € um sdliton de translagdo se, e somente se, a aplicacdo u satisfaz a
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seguinte equacao.

div™ vV = 2
VIHVE? ) 1+ |[VE]Z

Além disso, o vetor normal de M € dado por

Vi — 9,

T T VR

em que d. é o gradiente da funcdo altura z, V' é o gradiente de u em relagdo a métrica

hiperbdlica e divi é o operador divergente definido em H2.

Investigaremos a existéncia de sélitons de translacdo graficos no espaco H? x R. Fazemos
isto resolvendo um problema de Dirichlet para hipersuperficies f~-minima. Tal problema foi
resolvido por Casteras et. al em [8].

Dizemos que uma hipersuperficie ¥ imersa em uma variedade Riemanniana M = M x R é

uma hipersuperficie f-minima quando, dada uma funcdo diferencidvel f : M — R, temos que
H=(Vf,N),

onde N denota o vetor normal a X. Observe que um séliton de translagdo em M x R com a
fungdo f(p,t) = —t,¥(p,t) € M x R é um gréfico f-minima.
O problema de Dirichlet para gréaficos f-minima consiste em determinar uma soluc¢io u para

o0 seguinte problema:

Vu
div——— = (Vf,v), em Q,
V 1+ |Vul? Wi 2.7)
uldQ = 0,

em que os operadores div e V estdo associados a métrica de M. Sendo Q C M um dominio
limitado, 11 um campo de vetor unitdrio normal a ¥ que aponta para dentro do gréfico de u o

qual pode ser escrito como
(Vu,—1)

V14 [Vu]?

Tal problema foi resolvido em [8] provando o teorema seguinte.

Teorema 2.3. Seja Q C M" um dominio limitado com fronteira dM sendo C>%. Suponha que

f € C*(Q x R) é uma fungdo diferencidvel da forma f(x,7) = m(x) + r(¢), sendo m e r fungdes
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diferenciaveis. Se
2

F
F:=sup |[Vf| <o, Ricg>———, Hyy >F.
QxR n—1

Entdo, para todo ¢ € C(dM), existe uma solugdo u € C>* NC(Q) para a equagio (2.7) com
valores ¢ na fronteira.
No nosso caso, usaremos este teorema para provar a seguinte proposi¢ao:

Proposicio 2.3. Seja Q C H? um dominio limitado com fronteira C>* e considere ¢ €
C>%(9Q) para o € (0,1). Suponha que Hjq > 2 onde H;, representa a curvatura geodésica
de dQ. Entdo, o problema de Dirichlet

2 Vu
2Hy = ——— =div [ —— em Q,
V14 |Vul? <\/1+]Vu\2> (2.8)

u=4a em dQ,

tem uma tnica solugio u € C>%*(Q).

Demonstragdo. Precisamos verificar que esta proposi¢do satisfaz as hipéteses do Teorema 2.3.

Neste caso, tomemos f(p) =20(p), para p € Q, e definamos

F:= sup |Vf|=2sup |d;| =2.
QxR QxR

Observe que:

(1) E trivial que F < 2, satisfazendo a primeira condicdo de 2.3.

(2) Como a curvatura de Ricci de H? é igual a —1, temos Ricg = —1 > —F 2, cumprindo a

segunda hipdtese do Teorema 2.3.

(3) A condi¢do Hyq > F faz parte da hipdtese.

Portanto, podemos concluir que existe u satisfazendo a equacdo (2.7), completando a prova

desta proposicao. ]

Segue da Observacdo 1.5 e dos Teoremas 2.2 e 1.5 que dois sélitons de translacdo M; e M,
em H” x R satisfazem o principio da tangéncia enunciado a seguir. Além disso, os sélitons de
translacdo sdo superficies analiticas visto que sdo superficies minimas em um espago conforme

ao espacgo Euclidiano.
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Teorema 2.4 (Principio da Tangéncia). Sejam M; e M; dois sélitons de translacdo conexos
em H” x R com suas respectivas fronteiras dM; e dM» ndo vazias. Suponha que vale uma das

duas afirmacdes:

e Existe um p € int(M;) Nint(M,) com (11), = (M2),, em N; : M; — S* é o campo de

vetor unitario normal a M;;

e Existe um p € dIM1NdM, e (&), = (&), onde &; € o campo de vetor unitdrio normal

interior a dM;.
Entdo, M e M, coincidem em uma vizinhanga de p.

Além do Principio da Tangéncia, estabeleceremos outro critério para comparar duas superfi-
cies em H? x R. Considere S e S, duas superficies de R, tangentes em um ponto p € §; N S5.
Na vizinhanga de p, tomemos §; como o grafico de uma fungao f; definida em 7),S;. Vemos
no Exercicio 17 do Capitulo 3 de [33] que se §; estd acima de S,, ou seja, f1 > fo, entdo
H\(p) > H2(p), onde H; denota a curvatura média de S;. Assim, através dessa afirmacdo e da

Proposicdo 1.3, obtemos um resultado similar no espaco produto H? x R.

Proposicao 2.4. Sejam M; e M, duas superficies em H>xRe p e M NM, um ponto de
tangéncia. Em uma vizinhanca de p, escrevemos M; como o grafico da funcdo u; definida em
T,M;. Se M estd sobre M, isto €, u; > up, entdo Hi(p) > Hy(p).

Demonstragdo. Considere o difeomorfismo conforme entre H? x R e o espaco Euclidiano R?
que mencionamos na Observacdo 1.5, com um fator conforme e®. Sejam H; e H; as curvaturas
médias de M; com respeito as métricas de H? x R e Euclidiana, respectivamente. Pelo resultado
em [33], mencionado anteriormente, temos que H;(p) > Hz(p). Por outro lado, como p é
um ponto de tangéncia, obtemos que 1; = 12, em que 7); denota o normal a M;. Logo, pela

Proposi¢do 1.4, obtemos que

Hi(p) = e® (Hi —2¢(Vo,m)) (p)
=e? (H1 —2g(Vo,m)) (p)
> (H, —2g(Vo,m)) (p)
= H(p),

)
)

como queriamos provar. [
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O principio de tangéncia e o problema de Dirichlet sdo duas ferramentas indispensaveis
para o desenvolvimento desta dissertacdo. Em particular, na secao seguinte, usaremos ambos

resultados para provar que existe um soliton de translacao rotacionalmente simétrico (ver 2.1).

2.3.2 O Método de Reflexiio de Alexandrov em HZ x R

Nesta subsecao introduziremos algumas notacdes e definicdes fundamentais para estabelecer
0 Método de Reflexdo de Alexandrov em H? x R. Utilizaremos este método e a existéncia de
solucdes do problema de Dirichlet, visto na subse¢@o anterior, para provarmos que existe um
sOliton de translac@o rotacionalmente simétrico. Além disto, o Método de Alexandrov sera
usado também no Capitulo 4.

Consideraremos o modelo de Lorentz-Minkowski em H? e transitaremos para o modelo do
Disco de Poincaré sempre que necessario. Em geral, recorreremos ao modelo do disco para
visualizarmos os elementos geométricos definidos em algumas figuras.

Tomemos 6(r) = (01(t),z) uma geodésica em H? x R € > x R com z € R constante
e suponha que 6(0) =0 e 6’(0) = ¢, em que 0 = (0,0,1,0) denota a origem de H? x R
e e; = (1,0,0,0) € um vetor do plano tangente de H? x R na origem. Chamaremos o de
geodésica horizontal visto que e; é um vetor horizontal. Consideremos y(r) = (7 (¢),z) outra
geodésica horizontal em H? x R, tal que y(0) = 0 e ¥ (0) = e, ortogonal a e;. Definamos o
plano vertical passando pela origem &, ortogonal a e, por IT = ¥;(¢) x R. Pela Observagdo

1.3, podemos escrever IT como
IT = {(0,senh(¢),cosh(¢),z) : t,z € R}.

Seja {T,} a familia de transla¢des hiperbélicas (como definidas na Se¢do 1.2) ao longo de &
sendo 7; (6(0)) = o(r). Dizemos que a familia de planos {I1(r)}, é uma folheagdo de H> x R
por planos verticais onde cada I1(r) := T, (IT) é a translagdo de IT ao longo de ¢. Observe que

o pardmetro r € a distincia entre I1(r) ao plano IT.
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Figura 2.8 Folheacdo de H? x R por planos verticais, considerando H? no modelo da bola.

Seja M uma superficie de H? x R, definamos também os semi-espacos I, (r) e IT_(r) e os

subconjuntos M. (r) e M_(r) exatamente como feito em R, isto é:

H+(l") = UH(Z),

t>r

() = Jm),

My (r) = MATL (1),
M_(r)=MnNII_(r).

Denotaremos por M7 (r) a reflexdo de M, (r) em relagdo ao plano II(r). Esta reflexdo

€ realizada da seguinte maneira: tomamos x = (xl,xz, v/ 1 +x% +x§,x3> € M, (r) e uma

geodésica horizontal 8 sobre o plano H? x {x3}, parametrizada pelo comprimento de arco,
orientada, tal que B(0) intersecta o plano Il(r) e B(r;) = x, para algum r; > r. Entdo, a
reflexdo ¥ de x em relagdo ao plano I1(r) é o ponto ¥ = B(2r — r;). Em coordenadas, ¥ =
(x], X2, 1/ 1—|—)f%,)?%, X3).

A seguir, definamos a projecdo de um ponto no plano I1. Para cada x € H? x R, considere-

mos a curva 0 (r) := T,(x), fluxo da transla¢do hiperbdlica {7, }. Vimos no Capitulo 1 que @,

assim definida, é uma geodésica. Em particular, pela Observacao 1.3,

oy (r) = cosh(r)x + senh(z)e;.



2.3 Sélitons de Translagao em H? x R

57

A projegdo p(x) de x no plano T1 € a interse¢ao de o, (r) com IT. Observe que esta intersegdo é

tinica e, entdo, p(x) estd bem definida.

Tomaremos a curva o, (r) parametrizada pelo comprimento de arco. Sem perda de generali-

dade, podemos supor que ¢, intersecta o plano ITem r = 0, ou seja o, (0) = p(x). Além disto,

orientamos de modo que 0 ((—o0,0)) CII_(r) e 0 ((0,00)) C IT ().

Definimos também, para cada x € I, o instante I, da seguinte forma: se y € p~ ! (x), entdo
I(y) € o unico instante ry tal que y = o (rp). Note que, sendo o, uma geodésica parametrizada
pelo comprimento de arco, temos que r € a distdncia entre o ponto y ao plano I1. Denotaremos
L (AN p~! (x)), para algum subconjunto A de H? x R, como o conjunto de instantes I, (y) onde
yeAnp l(x).

Por fim, definamos a relacio entre dois conjuntos de “estar ao lado direito”, motivada pela

definicao em R>.

Defini¢ao 2.6. Sejam A e B subconjuntos de H? x R. Dizemos que A estd ao lado direito de B

quando, para cada x € Il com
pl)NA#@ep ' (x)NB#D

temos que
inf (I (pfl(x) NA)) > sup (I (pfl (x)NB)).

Como podemos ver na Figura 2.9, se x € IT estd a uma altura z da origem de H? x R, entdo
a curva p~ ! (x) = o, estd sob o plano horizontal H? x {z}. Logo, os conjuntos A Np~ ! (x) e
BNp~! (x) estdo a uma mesma altura z em relacdo a origem. Vemos um exemplo da defini¢do

de “estar ao lado direito” na Figura 2.10.
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Figura 2.10 A est4 ao lado direito de B

—_——

Podemos também interpretar “A estd a direita de B” como a condi¢do que, para cada x € I1

tal que a curva @, intersecta A e B, devemos ter que @, passa primeiro por B antes ou, em

simultaneo, que chega em A. Essa relacdo é andloga ao caso do espaco Euclidiano. Observamos

na Figura 2.11 mais exemplos desta relagao olhando apenas para uma proje¢ao sobre um plano

horizontal.

Figura 2.11 Relagdo “estar ao lado direito” sobre plano horizontal.
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Assim como em R?, a relagcdo “estar ao lado direito” ndo é bem ordenada, visto que dois

subconjuntos de H? x R ndo necessariamente se relacionam. Entretanto, é uma boa ordenago

para graficos sobre o plano II.

O Método da Reflex@o de Alexandrov serd ferramenta fundamental em demonstragdes de

resultados deste trabalho. Como primeira aplicacdo, este método serd utilizado para provar

um importante resultado sobre a geometria de solucdes para o problema de Dirichlet dada na

subsec¢do anterior.
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Lema 2.1. Existe um disco Q centrado na origem de H? e uma funcdo u : Q — R tal que a
superficie M := graf(u) é um sdliton de translagio em H? x R, rotacionalmente simétrico com
respeito ao eixo vertical passando pela origem e tocando o eixo de rotagdo ortogonalmente em
p € M. Além disto, M € o tnico gréfico, a menos de translacdo, entre os solitons de translagdo

sobre Q com dados de Dirichlet constante.

Demonstragdo. Seja € um disco centrado na origem de H? com raio suficientemente pequeno.
Pela Proposicdo 2.3, existe uma aplicagio u € C* (Q) tal que M := graf(u) é um séliton de
translacdo. Provaremos que qualquer plano vertical passando pela origem de H? x R é um
plano de simetria de M, aplicando o método de Alexandrov.

Consideremos r suficientemente grande de forma que I1(r) "M = @. Entdo, decrescemos
a distancia r até ry tal que Il(rp) intersecte M em um primeiro ponto de contato. Neste
caso, pode-se decrescer r( ainda mais até ry tal que M, (r) é grafico sobre o plano I1(r;) e
M’ (r1) > M_(r). Continuemos a decrescer r| até uma distancia r, tal que uma dessas duas
condi¢des mencionadas anteriormente ndo ocorra. Em ambas as situagdes, temos que M_(r;) e
M’ (r2), tem um ponto de tangéncia p no interior ou na fronteira.

Por outro lado, note que M7 (r2) é também um séliton de translacdo. Portanto, podemos
utilizar o principio da tangéncia (Teorema 2.4) para concluir que M7 (r,) = M_(r2). Logo,
I1(r;) € um plano de simetria.

Como M ¢ grafico sobre o disco €, entdo I1(r;) deve ser também um plano de simetria de
Q e isto s6 ocorre quando r, = 0, uma vez que Q estd centrado na origem. Dessa forma, M é
simétrica ao plano vertical I1(0) = I1. Analogamente, provamos que M é simétrica a qualquer
outro plano vertical que passa pela origem de H? x R. Concluimos que M € uma superficie
de rotacdo que passa pela origem e, pela regularidade de M, temos que M deve intersectar o
eixo de rotacdo ortogonalmente. A unicidade, a menos de translacio, segue diretamente do

principio da tangéncia. ]

No que segue, apresentamos mais informacdes sobre sélitons de transla¢do rotacionalmente
simétricos. Em particular, provamos que existe um soéliton de translacdo rotacionalmente

simétrico, grafico inteiro em HZ x R, o Bowl! Séliton.



Capitulo 3
Solitons de Translacao Rotacionais

Neste capitulo apresentamos a prova de que existe um soéliton de translacdo rotacionalmente
simétrico, grafico vertical inteiro em H” x R. Este resultado denominamos por Teorema de
Existéncia do Bowl Séliton e sua prova é apresentada na Secdo 3.3. Para a demonstracdo do
Teorema de Existéncia do Bowl Séliton, utiliza-se o Lema 2.1 e um estudo sobre o espaco de
fase de um certo sistema de equagdes diferencias.

Na primeira se¢do, discutimos brevemente acerca de sélitons de translagdo rotacionais e,
em seguida, verificamos que estas superficies sdo solucdes desse sistema de equacdes. Assim,
a Secdo 3.2 € dedicada ao estudo do espaco de fase de tal sistema. Finalizamos o capitulo
enunciando um Teorema de Existéncia dos Catenoides de Transla¢do. Todos os resultados aqui

apresentados foram provados na Sec¢ado 3 de [5].

3.1 Solitons de Translacao Rotacionalmente Simétricos

Nesta sec¢do apresentamos alguns resultados da teoria de sélitons de translacdo rotacio-
nalmente simétricos em H> x R. Realizaremos um breve estudo acerca de um tal s6liton
determinando sua curvatura média e verificando que uma parametriza¢cdo do mesmo € soluc¢ao
de uma certa equacao diferencial.

No que segue, consideramos o0 modelo de Lorentz-Minkowski e definiremos o eixo vertical
no espago HZ x R como o conjunto {(0,0,1)} x R. Seja o uma curva em H? x R, parametrizada

pelo comprimento de arco, dada por

o(t) = (senhr(z),0,coshr(t),w(t)),
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em que w,r: I C R — R sdo fungdes de classe C? (I). Ao rotacionar a curva @ em rela¢ao ao

eixo vertical obtemos em uma superficie M imersa em H? x R parametrizada por:
W(r,0) = (senhr(r)cos0,senhr(r)sen 0, coshr(r), w(t)). 3.1)

Através da parametriza¢do de M dada por W, determinamos um campo de vetor normal a

M em um ponto ¥(r, 0), como mostrado na proposi¢io a seguir.

Proposicdo 3.1. Seja M C H? x R uma superficie de rotacio parametrizada por ¥ dada na

equagdo (3.1). Para cada p = ¥(z,0) € M, o vetor normal N de M em p é dado por
N(t,8) = —(W(t)coshr(t)cos 8,w (t) coshr(t) sen @,w'(¢t) senhr(z),r (¢)).

Demonstragcdo. Escrevamos o vetor normal N em coordenadas (N, N, N3,Ny). Observe que o

vetor & = (senhr(r)cos 8, senhr(r) sen 8, coshr(z),0) é normal a H? x R em L*, de forma que

0 espaco tangente de H? x R é dado pelo complemento ortogonal de &. Além disso, ¥; = — Y,

ot

Yy = =¥ formam uma base para T,M.

26

Como N é um vetor no espaco tangente de H? x R, N satisfaz o seguinte sistema de

equacoes
g(¥o,N)=0 (3.2)
g(&,N)=0 (3.3)
g(¥,\,N)=0, (3.4)

onde g é a métrica produto em H? x R (considerando em H? x R a métrica induzida de
L*). No que segue, tome 6 tal que sen 6 # 0 e cos 6 # 0. Pela equagdo (3.2), obtemos que

sen ON| = cos ON,, equivalentemente,
sen 0 cos ON| = cos’ ON,. 3.5
Pela equacdo(3.3), obtemos que

N3 coshr = Njsenhrcos0 + Nysenhrsen6.
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Assim, multiplicando ambos os lados da equacao acima por sen 6 e substituindo sen 8 cos ON| =

cos? ON,, temos que
Nz coshr(t)sen® = N, senhr(t)

e entao

coshr(¢) senh r(r) sen N3 = senh? r(t)N>. (3.6)

Por fim, pela equacao (3.4), obtemos
0 = ¥ coshrcos ON; + ' coshsen ON, — ¥’ senh rN3 +w'Ny.
Analogamente, multiplicamos a esta equagao por sen 8 temos que

0 = 7 (r)coshr(r)cosBsen ON; +r (1) coshr(r) sen’ ON;
—  7/(t)senhr(t)sen ON3 +w'(t) sen ONy

=’ ¥/ cosh® r(t)N, — r/(t) senh r(¢) sen ON3 + sen Ow’ (t)N4

=" ¥'Ny+w'coshr(t)sen ON.

Portanto, tomando Ny = —r', podemos escrever o vetor normal N como segue:
N = —(w(t)coshr(t)cos @,w'(t) coshr(t) sen @,w'(t) senhr(t), 7 ()).

]

Agora, podemos determinar a curvatura média de M em funcdo de (z,0) utilizando a
parametrizacdo ¥ e a expressao do normal N dada na proposi¢cdo acima. Nosso principal
interesse em determinar tal curvatura €, supondo que M € um sdliton de translagdo, encontrar

uma equacao diferencial tal que r € uma solucao desta.

Proposiciio 3.2. Seja M uma superficie em H? x R dada pela rotacio da curva

o(t) = (senhr(t),0,coshr(t),w(t)), parametrizada pelo comprimento de arco. Entdo, as curva-

turas principais de M sdo

ki =kog=0w'—r'we ko = w' cothr,
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em que kq denota a curvatura geodésica de o. Além disto, a curvatura média de M é dada por
2Hy = ()W (t) — " (t)w'(t) +w'(¢) cothr(2).

Demonstragdo. Sejam X e Y campos diferencidveis em M. Denotamos por VyX, VyX e DyX
as conexdes Riemannianas em M C H? xR C ]L4, H? xR eem ]L4, respectivamente. No caso
de L*, DyX éa derivacao usual. Seja S o operador forma dado por SX = — (ﬁxN ) T, emque T
é a componente tangente de VyX.

Tomamos o campo normal N dado na Proposi¢do 3.1, note que g(N,Y) = 0. Logo, pela
compatibilidade da conexdo com a métrica, temos que g (—VxN,Y) = g(VxY,N). Assim,

para quaisquer campos X e Y em M, temos que
g(SX,Y) =g (~VxN,Y) =g(VxY,N) =g(DxY,N). 3.7)
Por outro lado, observe que também que os vetores

W, (t,0) = (r'(t)coshr(t)cos®,r (t)coshr(t)sen®,r (t)senhr(t),w'(t)) e
Wy (t,0) = (—senhr(r)senB,senhr(r)cos,0,0)

formam uma base ortogonal de 7,M em p = ¥(z,0). Pela equagio (3.7), obtemos que
g(S¥, o) = g(S¥e,¥:) = g(¥19,N) =0.
Neste caso, como {¥;, W} é uma base ortogonal, entdo
SY, =MY¥;, e SYg=L1Y.

Em particular, a base {¥;, ¥y} é uma base de dire¢des principais e os coeficientes A; e A, sdo

as curvaturas principais de M. Além disto, vemos que

;L]:g(S\Ptv‘Pt) (3:7)g(lpll:N) e /,LZ:g(SlPQ,‘PQ) (3:7)8(\1,997]\”
W2 kk [Wol? Wol?
Logo, as curvaturas principais de M sio A; = —w'r” +r'w’ e A, = w' cothr e a curvatura média

de 2Hy; = —w'r" +¥'w' +w cothr.
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Provaremos que ko = r'w” — r’w’ determinando a norma de V o’. Observe que podemos

escrever o campo ¢ como
" !/ 1
o' =Dy’ —g(a",§)¢, (3.8)

onde £ é o campo normal a H? x R. Consideremos g sobre a curva ¢, neste caso,

&(q) = —(senhr(t),0,coshr(t),0). Por outro lado, temos que
o = (r"coshr+ r?senhr,0, 7" senhr+ r coshr, w').
Entdo, por (3.8), obtemos
Vo' = (" coshr,0,r" senhr,w”).

Logo,
~ 2
ko = |VO‘/OC/‘ = WN2 + I””z.

, . . . / / ~
Como a curva @ estd parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja r 2+ w'? =1, entdo,
! I

" +w'w” = 0. Dessa forma,
0 = W//Z w/2 + 27 wWw! + 12,2
0 = W//2 _ rlzwllz + 2w wWw + r//2 _ ruzwlz
2
PN W//Z + r//2 _ ( Aw — r//W/)

3 /i /)
e concluimos que kg = rw” —r'w'.

]

Estamos interessados em analisar o caso em que M € um soéliton de translacdo, isto &,
Hy; = g(N,d,). Em particular, pela parametrizagio ¥ de M, temos que Hy; = r/(t). Observe
que garantir a existéncia desta funcao r € suficiente para provar a existéncia de um séliton de

translacdo rotacional M. Assim, segue da Proposi¢cdo 3.2 que
2 =r'w” —¥'w +w cothr. 3.9

Por simplicidade, omitimos o parametro ¢ na equagdo acima.
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Enfatizamos, por hipétese, que a curva o (¢) = (senhr(t),0,coshr(z),w(t)) estd parametri-

zada pelo comprimento de arco, ou seja,
72(t) +w (1) = 1. (3.10)

Entido, existe uma fungio 0(¢) € [0,27), com ¢ € I, tal que 7’ e w' satisfazem, adicionalmente,
o sistema de equagdes
Y (t) = cos O(t)
{w’(r) =senO(r).
Substituindo estes valores de 7' e w' na equacdo (3.9), através de um célculo direto, conclui-
mos que
0'(t) =2cosO(t) —sen B(t)cothr(t).

Assim, reescrevemos o sistema acima como

Y(t) = cosO(t)
w(t) = sen@(t) (3.11)
0'(t) = 2cosO(t)—sen(t)cothr(z).

Além disso, segue de (3.10) que
P +ww =0e w = Sm,

onde £ = sign(w’) = £1. Dessa forma, supondo que w' # 0 e entdo multiplicando (3.9) por w’
tem-se que
'Y = Pww = (W) + (W) coth(r)
= —(r’)zr” — r”(w’)2 +4/1—(r')2coth(r)
= —""+(1— (")} coth(r).

Como w' = g4/ 1 — (1), segue que
7" = (1—r?)cothr —2r'e\/1— 2. (3.12)

Portanto, r é uma solugio desta EDO em um intervalo J C I onde w' # 0.
Nosso objetivo é obter mais informacdes sobre a solucdo r e sua primeira derivada . No

entanto, a equacao diferencial acima ndo pode ser resolvida algebricamente. Desse modo,
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utilizaremos uma técnica recorrente na teoria de sistemas dinamicos, fisica e outras grandes
areas das ciéncias exatas. Associamos a equacao (3.12) a um espaco de fase , mais informagdes

a respeito de espacgos de fase podem ser vistas em [34].

3.2 Analise do Espaco de Fase de um Sdliton de Translacao

Rotacional

Nosso objetivo nesta sec@o € analisar a equacgdo (3.12) através do espago de fase e, por meio
desta andlise, provar o Lema 3.1 enunciado ao fim desta se¢do. Os resultados aqui apresentados
sdo baseados na Secao 3 de [5] e [7].

Consideramos a mudanga de coordenada y(¢) = 7/(¢), pela equagdo (3.12) obtemos um

sistema autdénomo F'(r,y) descrito por

r/ y
. ) _ 3.13
(i’,)’) < y/ ) ( (1 _yz)cothl’—ZY\/l_—yz ) ( )

Chamaremos 6rbita de F a curva y(r) = (r(t),y(t)) que satisfaz o sistema acima.

Note que, no nosso problema, para todo 7 € I, temos que r(¢) € [0,00) dado que r mede a
distancia de M ao eixo de rotagdo e y(¢) € (—1,1) pois y = ¥'(¢) = cos 6(t). Assim, definimos
0 espago de fase do sistema (3.13) como o conjunto @ := (0,c0) x (—1,1) em R? com

coordenadas (r,y).

Observagdo 3.1. Para cada ponto no espaco de fase @, o problema de Cauchy (ver [4]) garante
que existe uma unica Orbita de F' passando por este ponto. Em particular, uma 6rbita y de F ndo
pode ter como ponto final pontos da forma (xg,yo) tais que xg # 0 e yo # +1. Caso contrdrio,
se ¥ tem com ponto final (rg,yg), em que ry # 0 e yg # 1, entdo podemos estender a curva y
a (xo,y0), obtendo uma nova 6rbita de F que passa por (rg, o). Contradizendo a unicidade de

Y. Daremos mais detalhes sobre o problema de Cauchy na secdo posterior.
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Sejam (r(¢),y(t)) os pontos em O tais que y'(¢) = 0. Usando a segunda equacdo do sistema
(3.13),

l—y2

2e4/1 —y?
1—y
2¢e

tanhr =

e entao

/1_ 2
r = arctanh (_y) .

2¢ey

Denotamos a curva acima por r = I'¢(y) e definamos a I'e = O NT¢(y). Como a fungio

arctanh esta definida apenas no intervalo (—1, 1), entdo, a curva I'¢(y) esta definida apenas

Vs

2¢ey

para y tal que

-1< <1.

Vi

Temos que
a 2¢ey

< 1 e, assim, € facil verificar que

1
> —.
| 75
Lo
V5 T

Definamos os conjuntos acima e abaixo do eixo y = 0, respectivamente, por @ := @ N

Logo, a curva ' possui duas assintotas horizontais y; =

{y>0}e®, :=0:,N{y < 0}. Note que interse¢do I'y = O NT¢(y) é ndo-vazia apenas nos

NS

<0.
2¢ey

pontos em que €y > 0. Caso contrério, r = I'g(y) = arctanh

. ) . . 1
Assim, o conjunto I} estd definido em @ para os pontos y € (— 1] e, analogamente,

\/57

1
I'_; esta definido em ©_; para os pontos y € [—1, —%) Observe que I'c e 0 eixo y =0

dividem o espago O em trés componentes conexas. De fato, se € = 1, temos a regido O,
enquanto @T ¢ dividida entre as regides acima e baixo de I'. Se € = —1, tais regides sdo dadas

por @J_rl e as regides de ©_, divididas por I"_j.
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Desta forma, para € = 1, as regides acima e abaixo da curva I'¢, sdo dadas respectivamente,

por:
4 1
A = {(ny)y> —5,r>F1(y) :
A] = (@+ﬂ{ <L )U{(r K >Lr<F()}
1 1 y= 3 Y)Y \/57 1) -
Analogamente, para € = —1 temos

A, = {(r,y);y < —%’” Fl(y)}’

A, = (@1 N {y > —%}) U {(r,y);y < —%,r< F_l(y)}.

Em cada uma dessas componentes conexas as funcdes y e r sao mondtonas. De fato, suponha
que existe uma 6rbita (r(¢),y(¢)) € A tal que y'(¢) muda de sinal. Entdo, teremos que
existe (r9,y(ro)) tal que y'(rp) = 0. De modo anélogo, como y ndo muda de sinal dentro das
regides, temos que ¥ também mantém o seu sinal. Sendo assim, sempre que y # 0, podemos
escrever t em fungdo de r e considerar y como uma fun¢ao de r em cada uma das regides de

monotonicidade. Neste caso, temos

dy  dydrt
dr — dtdr
, 1
= y_/;
r

d
de forma que yd—y =y'. Entdo, pelo sistema (3.13), temos
r

d
yd—ry(r) = (1 —yz) cothr —2ye+/1 —y2. (3.14)
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d
Em particular, o sinal de d—y depende apenas do sinal de y e de r —I'¢(y), visto que
r

r—T¢(y) > 0 é equivalente a (1 —yz)cothr— 2eyy/ 1 —y? < 0. De fato,

ro > Fs(y)
/1_ 2
< r > arctanhr (_y)
2¢ey
1— 2
= tanhr>—y
2¢ey
< cothr <

2¢ey
N
& (1 —yz) cothr < 2ey+/1 —y2.

: : . . d
Sob estas condi¢des, analisaremos alguns casos de modo a determinar o sinal de —y. Para
r

isto, tomemos (rg,yo) € O¢ e suponha que:

d
(i) yo>0erg <Tg(yo). Entdo Ey(ro) > 0;
.. o d
(i1) yo>0e ro > Te(yo). Entdo Ey(ro) <0;
. d
(iii) yo < 0ero <TI'¢(yo). Entdo Ey(ro) <0;

d
(iv) yo <0erp>Te(yo). Entdo Ey(ro) > 0.

Para melhor interpretar as opgdes que temos acima, tome € = 1. Observe que se (rg,yo) €
Af, entdo ro > I'1(yo) e yo > 1/ V'3 > 0. Pelo item (ii) e pela monotonicidade desta regido,
concluimos que y(r) é decrescente a partir de rg. Além disto, se (rp,yo) € A € tal que
ro < T1(yo) e 0 < yo < 1/+/5, entdo pelo item (i) e pela monotonicidade, temos que y(r) é
crescente a partir de ry. Obtemos também resultados andlogos para o caso de € = —1.

Portanto, condensaremos essas informacgdes obtidas com o estudo do espago de fase de F
no lema a seguir. Ainda, podemos ver na Figura 3.1 as regides de monotonicidade de uma

orbita (r,y(r)) e seu comportamento.

Lema 3.1. Conforme as configuragdes acima, para qualquer (rg,yo) € O, valem as proprieda-
des:

» Se rg >T¢(yo) e yo > 0, entdo y(r) é estritamente decrescente a partir de r( (respectiva-

mente para ro < I'e(yo) € yo < 0).
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Figura 3.1 Monotonicidade de y(r).
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* Serg>Te(yo) e yo <O, entdo y(r) é estritamente crescente a partir de r( (respectivamente

para ro > I'e(yo) e yo < 0) .
* Se yg = 0 entdo a drbita passando por (rg,0) é ortogonal ao eixo r.
e Se rg =TIe(yp) entdo y'(ryg) = 0 e y(r) tem um extremo local.

Utilizaremos estes resultados na demonstracao do Teorema de Existéncia do Bow! Séliton,

apresentado na secdo seguinte.

3.3 Existéncia de Solitons de Translacao Rotacionais

Como mencionado anteriormente, assegurar que exite uma func¢ao r satisfazendo o sistema
de equacdo (3.14) € suficiente para garantirmos a existéncia de uma superficie de rotagcdo que é
um soliton de transla¢do. Dessa forma, comecemos a investigar tal sistema (3.14) através do
problema de Cauchy para sistema ndo-linear e ndo-autonomo . Podem ser vistos mais detalhes
a respeito deste problema em [4].

Motivados pelo Lema 3.1, consideremos o seguinte sistema de equacgdo diferenciais ndo-

{y(ro) = Yo

lineares e ndao autdbnomos

Y(r) = f(r.y(r)),
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em que (rg,yp) sdo pontos fixados de um aberto A C R x R e funcéo f : A — R uma funcéo
continua. A solucdo para o problema de Cauchy para sistemas como este garante que, existe
uma unica solugdo y : I — R para cada (ro,yo), com I um intervalo aberto.

Em nosso caso, tomamos a funcdo f acima como
flry)=(1 —yz) cothr —2e4/1—y2.

Observe que f ndo € uma aplicacdo continua em r = 0. Assim, ndo podemos concluir, pela
discussdo acima, a existéncia e unicidade de y(r) em r = 0. Por outro lado, o Lema 2.1 assegura
a existéncia de um soéliton de translacdo, rotacionalmente simétrico, ortogonal ao eixo de
rotacdo, grifico de uma funcao u sobre um disco centrado na origem de H? x R.

Neste sentido, usaremos a existéncia local dada pelo Lema 2.1 e os resultados obtidos na

Secdo 3.2, para provarmos o teorema que garante a existéncia do Bow! Séliton.

Teorema 3.1 (Existéncia do Bowl Sdliton). Existe um grafico vertical inteiro, orientado para

cima, séliton de translac¢io rotacionalmente simétrico em H? x R.

Demonstragdo. O Lema 2.1 garante que existe um soliton de translagdo rotacional M orientado
para cima ortogonal ao eixo de rotagdo em pg = M NI, onde / € uma linha vertical sobre o eixo

de rotacdo. Logo,

Hy(po) =v(po) = 1.

Além disto, como M € um sdliton de translacdo rotacional, podemos parametrizar M pela
rotacdo de uma curva o/(t) = (senhr(z),0,coshr(t),w(z)), em que as fungdes r e f satisfazem

o sistema de equacdes (3.11)

' (t) = cos O(t)
w(t) = sen(t)
0'(t) =2cosO(t) —sen B(t)cothr(t).

Pelo Lema 2.1, a estd bem definida em t = 0, com a(0) = py. Estudaremos o sinal de w’
em uma pequena vizinhanga de r = 0. Seja H? x {z9} um plano horizontal em H? x R que
estd a uma mesma altura zo de pg. Observe que H? x {z0} é tangente a M em pg e também
€ uma superficie totalmente geodésica em H? x R. Logo, Hyp (1 (p) =0, para todo p. Em

particular, Hyp, 1 (po) = 0.
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Suponha, por contradi¢do, que a superficie M estd abaixo do plano H? x {z0}. Pela

proposi¢do 2.4, temos que Hyp, (,1(po) =0 > 1 = Hu(po), que € uma contradi¢do. Entdo,

x{z
a superficie M estd acima do pl{a:lo H? x {z0}. Neste caso, existe uma vizinhanca (0,35)
suficientemente pequena tal que, para todo 7 nesta vizinhanga, a fungdo altura w da curva o €
crescente, isto é w'(t) > 0.

Dessa forma, nossa andlise do retrato de fase serd feita para € = sign(w’) = 1. Tomemos
uma 6rbita y(¢) := (r(z),y(t)) no espago de fase Oy, para ¢ suficientemente pequeno. Como
o séliton é ortogonal ao eixo de rotagdo, a curva ¥ comega no ponto (0,1) € ©,. Entdo, y
tem pontos em Afr perto de (0, 1) e, pela monotonicidade de A, a 6rbita y estd inteiramente
contida em Af.Como discutimos na Observagao 3.1, podemos estender a 6rbita para todo ¢ > 0.

Logo, y é uma funcio de r, isto é y = £(r), tal que f € C*([0,0) satisfaz £(0) =1, (0) =0,
1> f(r) > 1/V5e f'(r) < 0 para todo r > 0. Além disso, Como r' =y, e w' = /1 — ()2,

segue que
dw /1—f?

dr — f

Portanto, M é um séliton de translacdo gerado pela rotacdo de o (r) = (senhr,0,coshr,w(r))

com respeito ao eixo [. Segue que M é um gréfico inteiro vertical, como queriamos provar. []

A superficie M tratada no Teorema 3.1 acima € denominada Bowl Séliton e usualmente
denotada por B. Apresentamos na Figura 3.2 este sdliton de translagdo, utilizando o modelo
do disco de Poincaré no espaco hiperbélico. E importante observarmos que qualquer plano

vertical passando pela origem de H? x R é um plano de simetria do Bowl.

Figura 3.2 Bowl Séliton no espago D* x R.
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No espaco Euclidiano, Altschuler e Wu em [2] provam um resultado andlogo ao que foi
provado nesta se¢do, o qual garante a existéncia do Bowl Sdliton em R>. Além disto, [9] estuda
o comportamento deste séliton no infinito e [31] garante a unicidade do Bowl!. Neste trabalho,
nosso objetivo é apresentar com detalhes estes mesmos resultados no espaco H? x R. Na secdo
a seguir, faremos um estudo a respeito do comportamento de sélitons de translacdo rotacional
e, posteriormente, exibiremos a prova do Teorema de Unicidade do Bowl Séliton como em [6].

Antes de encerrar esta se¢do, enunciemos outro teorema o qual garante a existéncia de outro
soliton rotacional, conhecido como Catenoide de Translagdo em H? x R, provado por Bueno
em [5] na Secdo 3.2. Nao provaremos este resultado visto que nosso interesse principal neste
trabalho se limita ao estudo do Bowl Séliton. Contudo, a existéncia deste séliton de transla¢io
€ um interessante resultado para a teoria. Além disso, utilizaremos o Catenoide de Translacao

para provarmos um resultado de nio-existéncia apresentados no capitulo a seguir.

Teorema 3.2 (Existéncia de Catenoides de Translag@o). Existe uma familia de um parametro
de sdlitons de translacdo propriamente imersos, cada um com a topologia de um anel. Cada fim
do anel aponta para a direcéo d, e € um grafico fora de um conjunto compacto. Estes exemplos,

denotados por {C,},~0, sdo chamados Catenoides de Transla¢do ou wing-like solutions.

Figura 3.3 Catenoide de Translagdo.

Observagdo 3.2. O parametro r da familia de Catenoides {C,},., denota a distdncia entre cada
C, e o eixo de rotagdo. Além disto, para todo ry > r, o cilindro C(rp) centrado na origem e com
raio ry intersecta C,, em uma tnica circunferéncia chamada neck do Catenoide de Translacdo e

cada C,, estd no conjunto ndo-compacto H? x R\ C(rp).



Capitulo 4

Solitons compactos, Teoremas de
Nao-Existéncia e a Unicidade do Bowl

Soliton

Neste capitulo, daremos continuidade ao estudo de sélitons de translacdo em H? x R,
baseado em [5] e [6]. Na primeira secdo, apresentaremos resultados sobre sélitons de translagado
compactos, com e sem fronteira. Em particular, utilizando o Método de Alexandrov (ver
Subsecdo 2.3.2), exibimos a prova de que um soéliton de translagdo compacto, sob certas
hip6teses na sua fronteira, contém um pedaco do Bowl Soéliton. Prova-se também, através
do Teorema da Divergéncia, que ndo existem sélitons de translacdo compactos sem fronteira.
Ainda sobre ndo-existéncia, verifica-se que nao existem sélitons de translacdo cilindricamente
limitados.

Além disso, nessa se¢do, exibimos uma prova de um teorema de estimativa de altura,
provado por Bueno em [5], garantindo que, sob certas condi¢des na fronteira de um soéliton de
translacao compacto, devemos ter que a altura deste séliton € limitada, usamos fortemente o
Principio da Tangéncia.

Por fim, apresentaremos um teorema de Unicidade do Bowl Séliton no espaco produto
H? x R, provado por Bueno em [5] e [6]. Esta prova € baseada na demonstracdo do Teorema
de Unicidade do Bow! Séliton em R"*!, provado por Martin et. al em [31]. Em ambas as

demonstracdes, utiliza-se o0 Método de Reflexdo de Alexandrov e o Principio de Tangéncia.
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4.1 Soélitons Compactos e Teoremas de Nao-Existéncia

Comecaremos esta secdo estudando resultados para sélitons compactos, com fronteira e
sem fronteira. Para s6litons M com fronteira d M, estudaremos resultados a partir de hip6teses
sob dM. Na sequéncia, mostraremos que ndo existem sélitons de translagdo compactos e sem
fronteira. Ainda sobre ndo-existéncia, apresentaremos a prova de que ndo existem sélitons
de translagdo cilindricamente limitados. Estio resultados sdo baseados na exposicao feita na
Secdo 5 de [5].

Proposicao 4.1. Seja M um soéliton de translagdo compacto com fronteira. Entdo a altura de M

nao pode atingir um méaximo local em um ponto interior de M.

Demonstrag¢do. Suponha, por contradi¢do, que existe p € uma vizinhanga U, de p tal que
h(Up) < h(p) := p3, onde h ¢ a fungdo altura de M. Neste caso, Vi(p) =0 e assim 1, :=
(n(p),d;) = £1, em que N denota o campo de vetores normais a M.

Observe que X = H? x {p3} é uma superficie minima, tangente a M em p e que estd acima
de U,. Observe também que X pode ser orientada para cima ou para baixo de forma que a
curvatura média permane¢a a mesma. Assim, suponha que H? x {p3} estd orientada para cima e
np = 1. Logo, M estd abaixo deste plano horizontal, p estd sobre este plano e Hy(p) =1, = 1.

Pela Proposicdo 2.4, como X estd acima de M, temos que Hy(p) =0 > Hy = 1, 0 que é
uma contradi¢do. Analogamente, se 1, = —1, orientamos H? x {p3} para baixo e obtemos o

mesmo resultado. ]

Duas observacdes importantes relativas a Proposicao 4.1 sdo dadas abaixo:

Observacdo 4.1. Observe que a funcao altura de um séliton de translagdo pode alcancar um

minimo local, como € o caso do Bow! Séliton e do Catenoide.

Observagdo 4.2. Pela prova desta proposi¢ao, podemos concluir que um séliton de translagdo

compacto com fronteira sobre um plano horizontal deve estar totalmente abaixo deste plano.

O caso em que a fronteira de M é uma curva continua em um plano horizontal H? x {ry}
fornece uma importante propriedade geométrica para M. O teorema abaixo nos diz que pedacos

compactos do Bowl Séliton sdo tnicos no seguinte sentido:

Teorema 4.1. Seja I’ C H? x {tp} uma curva mergulhada, fechada, invariante por rotacdo em
torno do eixo vertical / de H” x R. Seja M um séliton de translacdo mergulhado, compacto
com fronteira dM = I'. Entdo, M é rotacionalmente simétrico e, a menos de transla¢do, é um

pedaco do Bowl Sdliton.
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Demonstragcdo. Provaremos este teorema utilizando o Método de Reflexao de Alexandrov com
respeito a planos verticais. Sem perda de generalidade, podemos transladar o eixo / para o eixo
vertical (0,0,¢), ¢ € R de forma que a curva I" é uma circunferéncia centrada na origem e com
um certo raio.

Conforme vimos na Observagio 4.2, M esti completamente abaixo de H? x {to}, isto &,
os pontos de maximo para a altura de M estdo na fronteira. Esta observagao é fundamental
para aplicarmos o Método de Alexandrov. De fato, suponha que a superficie M tenha um ponto
interior tal que a funcao altura atinge um maximo global. Neste caso, pode acontecer que, ao
refletirmos parte de M em relagdo a um plano vertical, obtemos um ponto de tangéncia que
pode estar no interior de M e na fronteira da reflexdo.

Utilizaremos as mesmas notacoes e defini¢des dadas na Se¢do 2.3.2. Provaremos aqui que
qualquer plano vertical passando pela origem de H? x R é um plano de simetria de M.

Consideremos v um vetor horizontal e um plano vertical IT ortogonal a v, passando pela
origem. Pela compacidade de M, existe r suficientemente grande tal que M NTI(r) = &. Assim,
decrescemos r até que a translacdo de IT intersecte M em um primeiro ponto de contato p.
Vamos supor que isto ocorre no instante r = ry.

Observe que para s < ry, suficientemente préximo de ry, temos que M (s) é grafico sobre
o plano I(s) e M’ (s) estd a direita de M_(s). Equivalente a condi¢do de estar ao lado direito,
temos M (s) estd dentro do domfnio delimitado por M e por H? x {y}.

Decrescemos s até o primeiro | tal que M (r;) deixa de ser grafico sobre I1(r;) ou M (1)
intersecta M_(r). No primeiro caso, M, (ry) intersecta M_(r;) em um ponto de tangéncia
na fronteira e, no segundo caso, M, (r1) intersecta M_(r;) em um ponto de tangéncia interior.
Em ambos os casos, utilizamos o Teorema 2.4 (Principio de Tangéncia) e concluimos que
M (r1) =M_(r).

Portanto, II(r;) é um plano de simetria. Em particular, a fronteira de M deve ser também
simétrica ao plano I1(r;). Como estamos supondo que dM é um circulo centrado na origem,
entao r; = 0.

Analogamente, repetimos este mesmo argumento para qualquer outra dire¢do u horizontal
concluindo que M € simétrica a qualquer plano vertical que passa pela origem de H? x R, inter-
sectando o eixo horizontal que passa pela origem ortogonalmente, ou seja, M € rotacionalmente

simétrica e pelo Lema 2.1, M é um pedaco do Bowl Séliton a menos de translacdo. [

Provaremos uma proposicao, ainda sobre sélitons de translacdo compactos, utilizando o

Principio da Tangéncia.
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Proposicio 4.2. Seja M um soéliton de translagdo compacto com fronteira I’ = dM. Se I estd

entre dois planos verticais, entdo M também estd entre estes dois planos.

Demonstragcdo. Denotemos por P; € P> os planos verticais tais que I” esteja entre estes dois
planos. Observe que cada um destes planos divide o espaco H? x R em duas componentes
conexas. Provaremos que, se I estd inteiramente contida em uma dessas regides, entdo M estd
também contida nesta mesma regio.

Denotemos por Pl+ a componente conexa em H? x R tal que I' C Pfr e P, a outra compo-
nente. Suponha, por contradigdo, que M NP, # <. Pela compacidade de M e pela hipétese
sobre I, temos que a superficie M~ := MNP, € também uma superficie compacta com fron-
teira em Pj. Dessa forma, existe um ponto interior p € M~ com maior distancia entre P; e
M.

Tomemos P;(A) plano paralelo a P; contido em P, tal que P;(A) "M = &. Podemos ver
P;(A) como uma translagdo horizontal de P a uma distincia A. Assim, movemos o pardmetro
A transladando o plano P;(A) até a uma distancia Ay em que Pj(Ag) intersecta M~ em um
primeiro ponto de contato. Neste caso, o plano P (), intersecta M em p. Entéo p é um ponto
de tangéncia interior de M e Py (Ag).

Como planos verticais sao sélitons de translagdo, ambas superficies s3o0 minimas no espaco
conforme (HZ x R, eh(., >> Pelo principio da tangéncia M = Pj(Ag). Contradizendo M ser

compacta. Aplicamos novamente este argumento para o plano P; e o resultado segue. ]

Como resultado da Proposi¢do 4.1, sélitons de translacdo compactos com fronteiras em cima
de um plano horizontal, devem estar abaixo deste plano. O que provaremos agora, basicamente,
€ que a altura de um séliton de translacdo compacto € limitada, sob certas hipdteses sobre a sua
fronteira. Esta limitacao serd dada em termos do didmetro da fronteira.

Primeiramente, introduziremos algumas notagdes uteis para a prova do proximo teorema.
Seja o uma constante positiva. Denotemos por (o) o pedagco compacto do Bowl Séliton
que tem como fronteira a circunferéncia C(0, o), contida em um plano horizontal, de raio ¢ e
centro na origem. Observe que podemos ver B(c) como a interse¢do do Bowl com um cilindro
vertical de raio o e eixo passando pela origem.

Aplicando uma translag@o vertical 7 em B(0) tal que sua fronteira esteja sobre o plano
H? x {0}, denotamos a distancia entre o vértice de T (B(c)) ao plano H? x {0} como 7(o).

Por simplicidade, fazemos a identificagdo 7 (B(o)) = B(0o).

Teorema 4.2. Seja I' uma curva fechada de didmetro o contida em um plano horizontal

H? x {9} e seja M um séliton de transla¢io conexo, compacto com fronteira dM = I. Entdo,
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Figura 4.1 Distancia 7(0)

para todo p € M, a distancia de p a H” x {fy} é menor ou igual a 7(25), onde 7 é a constante

definida acima.

Demonstrag¢do. Seja ¢ o didmetro da curva I' e D(0,20) um disco sobre o plano vertical
H? x {0} centrado na origem de raio 20. Aplicamos uma translacdo 7 sobre M tal que
T(T') € D(0,20). Por simplicidade, denotemos 7'(M) = M. Pela Proposigdo 4.1, temos que
M esta abaixo do plano H? x {0}. Vamos provar que M estd inteiramente contida na regido
delimitada por B(20) e pelo plano H? x {0}.

Como I € D(0,20), entdo parte de M esté na regido delimitada por B(26) e por H? x {0}.
Afirmamos que M estd inteiramente contida nesta regido. Suponha por contradi¢do que M
e B(20) tem interse¢do ndo vazia. Neste caso, esta interse¢do deve ser transversal. Caso
contrério, sendo M e B(20) sélitons de translagdo, pelo Principio da Tangéncia no Teorema
2.4, temos que M = B(20). Em particular, a fronteira I' de M coincide com a fronteira de
B(20), contradizendo I ter didmetro ©.

Dessa forma, apliquemos uma translagdo 7' em B(20) verticalmente para baixo a uma
distancia 7y e denotemos esta translagdo por 7;,(B(20)) = B(20,1). Procedemos com esta
translacdo até que B(20,1) "M = &. Em seguida, movemos B(20,1) para cima, aumentando
fo, até alcangarmos o primeiro ponto de contato de B(20,¢;) com M. Este ponto deve ser um
ponto de tangéncia no interior. Logo, pelo principio da tangéncia, M e B(20,t) coincidem.
Em particular, I' = dB(20,1).

Por outro lado, observe que a fronteira de B(20,;) é um circulo sobre o plano H? x {t;}
e que I' € H? x {0}. Como a intersecéo € transversal, temos necessariamente que #; < 0,
contradizendo I = dB(20,1; ). Portanto, M estd inteiramente contida na regido convexa dentro

de B(20) e, assim, obtemos a estimativa de altura desejada. ]
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Figura 4.2 M intersecta 3(20) transversalmente.

A proposi¢do a seguir € um resultado de nao-existéncia de sélitons de translacdo o qual
€ uma consequéncia forte do Teorema da Divergéncia (Teorema 1.1), enunciado no primeiro

capitulo deste trabalho.
Proposicao 4.3. Nao existe soliton de translagdo fechado (compacto sem fronteira).

Demonstragdo. Como vimos no capitulo 1, a curvatura média de uma superficie M satisfaz a
equagao (1.7),
AM/’Z = 2HMV,

em que Ay € o operador de Laplace-Beltrami em M. Logo, sendo M um séliton de translagdo,

temos que
Ayh = 2Hy v = 2v2.

O:/AMh:2/ v2.
M M

Entdo, v(p) = 0 para todo p € M. Isto é, M estd contida em um plano e, portanto, M nao pode
ser fechada. [

Pelo Teorema de divergéncia,

Observagdo 4.3. Podemos também utilizar o principio da tangéncia para provarmos a proposi-
¢ao acima. De fato, suponha por contradi¢do que M € um séliton de translacao fechado. Pela
compacidade de MU dM, podemos tomar um plano vertical IT em H? x R que tangéncia M em

algum ponto. Sendo M uma superficie minima no espago conforme <H2 x R, eh(., >> , entao
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M e IT satisfazem o principio da tangéncia de onde concluimos que M estd contida em um

plano vertical.

Observagdo 4.4. Outra demonstracdo para a proposi¢ao acima utilizando o Bowl Séliton e o
principio da tangéncia, como alternativa as duas provas acima apresentadas pelo autor. Suponha,
por contradicio, que M € um séliton de translacdo fechado. Entdo, existem ¢ e o > 0 tal que M
estd contido na regidio delimitada por B(c,t) e M NB(0,t) = &. Assim, movemos o parimetro
t até t = 1 tal que B(o,1) tangencie M em um ponto de interior. Pelo Principio da Tangéncia,

M = B(o,t) contradizendo M ser fechado sem fronteira.

Observagdo 4.5. Podemos também utilizar a Proposi¢do 4.1 para provar a Proposicio 4.3.
Suponha, por contradi¢cdo, que existe um soliton de translagdo M compacto sem fronteira.
Considere um plano vertical H? x {to} que intersecta M de forma ndo tangencial. Definamos o
conjunto
N=Mn< |J H*x{t}) ¢,
>t

ou seja, N € a parte de M cuja altura € maior que 3. Note que N € um soliton de translacao
compacto e que a funcdo altura de N atinge um valor mdximo em um ponto de interior de N,

contradizendo a Proposicao 4.1.

Observe que as demonstragdes sugeridas nas observagdes acima recorrem ao Principio do
Maximo (e entdo ao Principio da Tangéncia) sendo resultados mais fortes do que o Teorema da
Divergéncia.

Por fim, provaremos o tltimo resultado desta secdo utilizando a existéncia dos catenoides
de translagcdo e que estas superficies estdo definidas fora de um conjunto compacto, como

enunciado no Teorema 3.2 no Capitulo 3.

Teorema 4.3. Nio existe s6liton de translacdo propriamente imerso em H? x R contido num

cilindro vertical B x R, em que B é uma bola fechada de H2.

Demonstragcdo. Suponha, por contradicdo, que M esta contida em um cilindro vertical de raio
ro e denotemos este cilindro por C(rg). Transladamos M e C(ry) tal que o eixo de C(rp) é
1=(0,0,t),t € R. Consideremos uma familia de Catenoides de translagdo {C} {,~¢) rotacionais
em torno do eixo /. Pelo Teorema de Existéncia destes catenoides (Teorema 3.2) e a Observacao
3.2, temos que para cada r > ry cada C, estd no conjunto ndo-compacto W\C(m). Dessa
forma, decrescemos r até ri > ry em que C,, tangencie M em um ponto de interior. Pelo

principio da tangéncia M = C,,, contradizendo M estar no cilindro. U
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4.2 Unicidade do Bowl Séliton em H* x R

Esta secdo € dedicada a apresentar a prova do Teorema de Unicidade do Bowl Séliton
em H? x R, provado por Bueno em [5] e [6]. A demonstracdo deste teorema foi baseada na
prova do Teorema de Unicidade do Bow! Séliton em R?, dada por Martin et. al [31] a qual
apresentamos no Capitulo 2.

Motivado pelo estudo assintdtico de sélitons de translagdo rotacional no espaco Euclidiano
provado no Lema 2.2 de [9], Bueno analisa o comportamento assintético de sélitons de
translacdo rotacionalmente simétricos em H? x R na Secdo 4 de [5] e na Secdo 2 de [6]. Nestes

dois ultimos trabalhos, verifica-se que o Bowl Soéliton € assintdtico ao grafico da funcio

fBx1,x2):=2 (arcsenh(\ [x3 +x%> +¢(x1,x2)

em que ¢ satisfaz
|(P(X17X2)| + |d(x1,x2)q)(V)| < Ce—Zarcsenh x%—i—x%’

para todo (x1,xp) € R? tal que x% +x% > Rp > 0, com Ry suficientemente grande, e para todo
v € R?. Dessa forma, Bueno [6] define uma superficie assint6tica ao Bowl Séliton como segue.
A terminologia para esta defini¢do, como mencionado por Bueno em [6], é motivada pelo

Teorema A em [11].

Definicdo 4.1. Seja M um s6liton de translacio imerso em HZ x R. De acordo com [6], dizemos

que M ¢ assintético ao Bowl Séliton se M pode ser escrito, fora de uma boa de raio Ry > 0,

(Xl ,Xx2,1/ 1 —|—X% +x§, G(x1 ,X2)>

da fungdo G : R? — R, tal que para todo (x1,x;) € R? com x] 4+ x3 > R},

G(x1,xp) = 2arcsenh (\ /x3 +x%) + ¢ (x1,x2),

onde ¢ € C' (R?) satisfaz:

como o grafico vertical

— 2 >
"P(Xl,xz)] + ‘d‘Pv(Xl,)Q)‘ < Ce 2arcsenh(\/m>

para alguma constante C > 0 e para todo v € R>.
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E importante observarmos que se uma superficie M é assintGtica ao Bowl, entdo, fora de
uma bola com centro na origem e raio suficientemente grande, a distancia entre M e B tende a
zero. Aplicaremos este argumento mais de uma vez em alguns passos da demonstracao.

Estabelecida a defini¢do de superficie assintdtica ao Bowl, enunciemos novamente o Teo-

rema da Unicidade do Bow! Séliton em H? x R e procedemos com a sua prova.

Teorema 4.4. Seja M um soliton de translagdo com um fim, mergulhado em H? x R, assintético

ao Bowl Séliton. Entdo, M é o Bowl Séliton.

Demonstragdo. Nosso objetivo é provar que a superficie M € simétrica em relag@o a todo plano
vertical que passa pela origem de H? x R. Em particular, provaremos inicialmente que M é
simétrica ao plano Il. Em seguida, utilizando o mesmo argumento apds uma rotagao em torno
de uma reta vertical passando pela origem, o resultado seguird para os demais planos.
Conforme adiantamos anteriormente, a prova € baseada nas ideias utilizadas na demonstra-

¢do da unicidade do Bowl Séliton de R’. Procedemos como segue. Definimos o conjunto
A= {re0,0); M, (r) é gréfico sobre I1(r) e M (r) > M_(r)}.

Primeiramente, verificaremos que .4 é ndo vazio, garantindo que as Afirmagdes 4.1 e 4.2 abaixo
sdo verdadeiras. Em seguida, mostraremos que A é um intervalo fechado de [0, o) e, por fim,
provaremos que 0 = min .A.

Observe que, como M tem topologia finita e € uma superficie analitica, pela Observagao
1.7, concluimos que se M7 (r) coincide com M_(r) na vizinhanga de um ponto, entdo M7 (r) =
M_(r), para todo r € R,

Como mencionado em [5] e enfatizado em [32], estas Afirmacdes 4.1 e 4.2 sdo fundamentais
para iniciar o Método de Reflexdo de Alexandrov em relacdo aos planos verticais distantes da

origem.

Afirmagdo 4.1. Existe Ry suficientemente grande tal que se r > R entdo M (r) é grafico sobre

o plano I1(r).

Demonstragdo. Por hipétese, a superficie M € assintdtica ao Bowl Séliton, ou seja, existe

Ry suficientemente grande e (x1,xp) € R? tal que para x% —I—x% > Ry temos que M € o gréfico

(xl ,X2,1/ 1 —i—x% +x%, G(x ,xz)>

vertical
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da funcao

G(x1,x2) = 2arcsenh (\ [x3 +x§> + ¢ (x1,x2),

|¢ (Xl 7-x2) | + |d¢(xl ’xz) (V)| S Ce_zarCSenh<\/)m>

onde

)

para todo (x1,x») e vem R? e para alguma constante C > 0.

Em particular,

—2arcsenh (« /x2+x2>
< Ce 1 2

d¢
‘a_xl(-xlu-XZ) = 9
Logo,
_ 2 2
a—¢(X1,X2) > _Ce 2arcsenh(\/xl+x2>‘ (4.1)
ox1
Entao,
G 2x1 8(;)
—(x1,x) = + =—(x1,x2)
dxi \/1+x%—|—x%\/x%+x% dx1
(421) 2x1 _Ce—2arcsenh<\/x%+x%>.
V123333 43

Por outro lado, observe que se a e b sdo nimeros reais tais que b = arcsenha, entio

e —e“ b
2

& ¥ —2be" —1=0

o 2b+\4bT 14
_f.

senha=0b <

= €

2
Como ¢ > 0, temos que e* = b+ /b2 + 1. Logo, e2¥senht — (b +Vb%+ l) . Em particular,

considere X = (x1,x2) € R? e seja [X| = 1/x} +x3 a norma de X em R?, entio

2
p2arcsenh[X| _ (|X|+ /|X|2—|—1> :2|X|2+1‘|‘2|X| 1—|—|X|2.
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Dessa forma,

2x _ (e 2arcsenh|X]| 2x c

1
IX|\/1+ |X|? IX[/1T+X|> 2IX|2+1+2|X][/1+|X]?
C

2X1
IX|\/1+ (X2 2IX|\/1+|X|?
4X1 —C

21X|\/1+ X2

Para x; > r suficientemente grande, obtemos que a desigualdade acima € positiva e assim

G o . .
concluimos que —— > 0. Utilizamos novamente que M € assintotica ao Bow! Soliton, neste

8x1
caso, o0 ponto p = (xl,xz, \/ 1+ —I—x%,G(xl,xz)) tal que x%—l—x% > réum ponto de M, (r) e

o vetor normal de M, (r) em p é dado por

G oG

1
n - m (ax1 (XI,XZ)’a_xz(XI,XZ),O’_l) .

Portanto, (e,7n) > 0em que e; = (1,0,0,0) é o vetor normal ao plano II(r). Finalmente,

ainda por M ser assintética ao Bowl! Séliton, temos que M (r) U T, {p (M+(r))} limita uma
regido conexa em H? x R, uma vez que 7; {p (M (r))} C I1(r). Finalmente, como M (r) nio

tem auto-interse¢des, segue que M (r) é um gréfico sobre o plano I1(r). O

Observe que, a afirmagdo “M. (r) é grafico sobre o plano I1(r)” pode ser vista como: para
cada g € I1(r) e p € M, a geodésica que passa por g e por p intersepta M somente no ponto p.
Provaremos agora uma segunda afirmacdo, que junto a Afirmacdo 4.1, garante que o

conjunto 4 definido anteriormente € ndo vazio.

Afirmagdo 4.2. Existe Ry suficientemente grande tal que para todo r > Ry temos que M’ (r)
estd ao lado direito de M_(r).

Demonstracdo. Primeiramente, observe que para r suficientemente grande tal que M (r) é

grifico da fungdo G, devemos ter que a reflexdo M, (r) é grafico da fungdo G definida como
G(|X|) = G(|X|). Em seguida, considere o ponto p = (X,\/ 1+ \X\z,z> em IT_(r) com

|X| > r suficientemente grande e seja p = (X A1+ X \z,z) a reflexdao de p em relagédo ao
plano I1(r). Observe também que |X| > |X|.
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De fato, tome x = <O,xo, /1 —|—x(2),z> sobre o plano IT tal que p = a,(sg) e entdo, p =

0 (2r — 509). Em coordenadas, escrevemos

p= (senh(so),xocosh(so), /1 +x%cosh(so),z) e

p= <senh(2r —s0),X0cosh(2r —sg), /1 +x3 cosh(2r — so),z) :

Neste caso,

1X|> = senh?(s) +x3 cosh?(so) e

1X|? = senh?(2r — s0) 4 x4 cosh?(2r — sp).

Definimos a fungdo f(r) = senh®(2r —1) +x3 cosh?(2r —1) — senh?(¢) — x3 cosh?(1) e prova-
remos que f é positiva para todo ¢ < r. Em particular, provaremos que f(so) = |X|*> —|X|* > 0.

Note que

f'(t) = —(1 +x3) [2senh(2r — 1) cosh(2r — 1) + 2 senh(z) cosh(z)]
= —(1+x3) [senh(4r — 2t) +senh(21)],

sendo que a ultima igualdade decorre do fato de senh(2a) = 2senh(a) cosh(a), para qualquer
a € R. Note também que 4r —2t > 2t e 4r—2t > 0, pois r >t e r > 0. Assim, como a
fungdo senh € crescente, temos que senh(4r — 2¢) + senh(2¢) > 0. Logo, f'(t) < 0 e entdo f é
decrescente. Além disso, f(r) = 0. Dessa forma, f(¢) > 0 para todo ¢ > r, como queriamos
provar.

Portanto, se p € I1_(r), entdo
arcsenh (|X|) > arcsenh (|X|). 4.2)

Ainda, verificamos que esta diferenca se aproxima de 0 a medida que o ponto p se aproxima do
plano I1(r).
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Assim, tomemos (X A1+ X2, G(X )> em IT_(r) com |X| > r suficientemente grande.

Obtemos que:

GX)-GX) = G(X)-G(X)
= 2 (arcsenh (]X|) — arcsenh(|X|)) — ¢(X) + ¢ (X)
> 2 (arcsenh (|X|) — arcsenh(|X])) + ¢ (X) — Co—2rcsenh([X])
> 2 (arcsenh (|X|) —arcsenh(|X|)) —C (e—ZarCSCHh Xl 4 e—zarcsenh(|X\)> :

Nosso objetivo € provar que esta desigualdade acima € positiva. Dessa forma, definimos a
fungdo v (x1,x2) = 2(x1,Xx2) — C(e” > + e~ 22) e, supondo que x; > X, > r, analisamos quando
v € negativa. Seja {(x3,x7)}, <y Uma sequéncia em R? tal que, para cada n € N, temos

Xn > yn > n e suponha que v(x,,y,) < 0. Equivalentemente,
2(x,—yn) <C (efzx” +e*2y”) .

Como x,, > yy, temos que 0 < 2 (x, — y,). Assim, lim2 (x, — y,) = 0. Portanto, v é nega-
n—yoo
tiva quando a diferenca x,, — y, tende a zero. Em nosso caso, podemos tomar |X | suficientemente
grande tal que arcsenh |X| —arcsenh |X| seja suficientemente grande e v (arcsenh |X|, arcsenh X |) >

0. Portanto,

G(X)-G(X)>0 (4.3)

para |X| suficientemente grande. Utilizamos esta equacdo para provarmos que M (r) > M_(r).
Veja a Figura 4.3.

Note que M (r) é também grafico sobre o plano I(r). Além disto, como na afirmagdo
anterior, utilizando a hipétese do comportamento assintético de M, pode-se provar que parte de
M_(r), fora da bola de raio r, é grafico sobre o plano I1(r). Para compararmos as superficies
M_(r) e M’ (r) é suficiente analisarmos apenas M (r) e este pedago de M_(r) que é gréfico
sobre TI(r).

Seja x no plano I tal que p~' (x) "M (r) # @, p ' (X)NM_(r) # D ep ' (xX) "M (r) # .
Segue da discussdo acima que tais intersecOes sdo dadas por conjuntos unitdrios. Sejam u,i

e v 0s tinicos pontos em p~ ! (x) NM(r), p~ 1 (x) "M (r) e p~" (x) NM_(r), respectivamente.
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Figura 4.3 Relagdo entre M’ (r) e M_(r).

Escrevemos u,ii € v como:

u= (Xl, 1—|—|X|2,G(X1) = (Xx(Sl),

1%

)
1= (X THxEG ) = ade
)

(xz, L+ X, G (x%2)

onde s; =2r—s; e 51,5 € R.
Dessa forma, pela Defini¢do 2.6, para verificarmos que M’ (r) > M_(r), é suficiente
provarmos que §7 > s2. Suponha, por contradi¢do que s, > §7. Neste caso, utilizando um

argumento andlogo ao que fizemos anteriormente, pode-se verificar que
arcsenh (|X>|) > arcsenh (|X;)

€ entao
G(X2) > G(X)). (4.4)
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Por outro lado, como os pontos i e v estdo sobre a curva o, devemos ter que G(X;) = G(X;),

visto que esta curva tem altura constante. Logo, pela equagao 4.4 acima,
G(X1) > G(X;)

contradizendo 4.3. Portanto, concluimos que §; > s2 e que M’} (r) > M_(r). O

Afirmagdo 4.3. Se rg € A, entdo [rg,o) C A.
Para a prova dos passos dessa afirmagdo precisamos lembrar que a curva oy (rg) := T;,(x) é
uma geodésica para cada x € H>xRe,sep= o (rg) para algum x, entdo a reflexdo p de p em

relagdo a um certo plano I1(rg) também estd sob a curva o.

Demonstracdo. Seja ry > ry, provaremos que M (r) é grafico sobre o plano I(r|) e que
M (r1) > M_(ry). Note que, pela defini¢do de M (rp) e de M_(ro) devemos ter que M, (r1) C
My (ro) e M_(ro) C M_(ry).

Suponha, por contradi¢do, que r; ¢ A. Entdo, M (r) ndo é gréfico sobre o plano I1(r) ou
M’ (r1) ndo estd ao lado direito de M_(r;). Caso M, (r|) ndo seja grafico sobre o plano IT(r),
existe um x € IT tal que a curva @, intersepta M (r;) em mais de um ponto. Isto contradiz
M (ro) ser grifico sobre I1(r), visto que M (r;) C M4 (rp).

Por outro lado, suponha que M (r1) ndo estd a direita de M_(ry). Assim, como ry > r
e r € A temos que M’ (ry) intersecta M_(r;). Entdo, diminuindo r a partir de r, existe
ry € (ro,r1] tal que M7 (r) intersecta M_(r,) em um primeiro ponto de contato. Pelo principio
da tangéncia, M_(rp) = M, (r2).

Pelo comportamento assintético de M, temos que as distancias entre M’ (r2) e B’ (r2)
e entre M_(rp) e B_(r2) tendem a zero. No entanto, a distncia entre B’ (r;) e B_(r2) é
positiva e, entdo, a distancia entre M_(rp) = M, (r2) e B_(rz) também & positiva. Isto ¢ uma
contradicao.

Em ambos os casos, concluimos que r; € A, como queriamos provar. ]

Afirmagdo 4.4. O conjunto A é um subconjunto fechado de [0, ).

Demonstracdo. Seja {r,},cn uma sequéncia em 4 que converge para um certo ry € [0,o0).
Suponha, por contradi¢do, que ry ¢ A. Observe que (rp,o0) C A, visto que, pela afirmacdo
anterior [ry, o) C A, para todo n.

Suponha, por contradi¢do, que M (ry) ndo é grafico sobre I1(ry). Entdo existem p e g em

M (rp) tais que p # g e p(p) = p(g). Note que, como (rg,o0) C A, devemos ter que I,(p) = ro
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Figura 4.4 Reflexdo de M em relagdo a I1(r) e I1(rp).

ou I,(q) = ro, para algum x € IT, em que I,(y) é o instante em que a curva ¢, passa por y. Isto
€, p ou g deve estar em I1(rp). De fato, caso contrério, existiria s > ro tal que My (s) ndo é
gréfico sobre I1(s).

Sem perda de generalidade, tomemos I(p) = ro, I(q) = r e r; > ro. Definamos

. r1+3ro
= PR

r

Observe que r € Ae p € M_(r), uma vez que

r1+3rg

ri+3rg >4ro s r= )

> r0.

Por outro lado, sendo r| > rg, temos que

r1 +3ro

3ri >3rgs4r >3rg+ri<er>r= 1 ,

e, entdo, g € M (r).
Além disto, considerando g a reflexdo de g em relag@o ao plano I1(r), temos que I,(G) =
3ro—n

2
que contradiz o fato de que r € A. Portanto, M (ry) € gréfico sobre I(rp). De forma andloga a

2r—ry = < rg. Assim, M’ (r) ndo estd a direita de M_(r) pois ro = I(p) > 1(§), o

demonstrag@o da unicidade do Bow! Séliton em R3 (veja 2.2), segue da condi¢do de ser grafico
e da continuidade que M. (rp) > M_(ry). O
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Afirmagdo 4.5. O minimo do conjunto A é 0. Em particular, A = [0, ).

Demonstracdo. Suponha, por contradi¢do, que so := min.4 > 0. Entdo, para todo € > 0 tal

que sp — € > 0, uma das duas condicOes a seguir é verdadeira:

(i) My (sp— €) ndo é grifico sobre o plano II(sy — €). Neste caso, o normal 1 de M em

p € M(sp) NTI(sp) é ortogonal ao vetor normal de I(s).

(i) M (so— €) ndo estd ao lado direito de M_(so— €). Logo, como so € A, M7 (s¢) intersecta

M_(sp) tangencialmente em um ponto interior.

Note que, no caso (i), p é um ponto de tangéncia na fronteira de M_(so) e M (sp). Assim,
em ambos os casos, utilizamos o principio da tangéncia (Teorema 2.4) para concluir que
M’ (s0) = M_(s0) e, entdo, I1(sp) é um plano de simetria de M.

Por outro lado, o Bowl Séliton € simétrico apenas em rela¢do a planos verticais que passam
pela origem de H? x R, dado que B € uma superficie de rotacdo em torno do eixo vertical
I. Dessa forma, é imediato que B’} (so) estd a direita de B_(s9) o qual estd a uma distancia
positiva de B_(0).

No entanto, por hipétese sobre M, temos que a distancia entre M’ (so) e 3% (s0) tende a zero.
Entdo, M_(so) = M7 (so) tem distancia positiva de 5_(0). Contradizendo o comportamento

assintético de M. Portanto, min. A = 0. O

Por fim, definimos o conjunto
A~ = {r € (—e0,0]; M_(r) é grafico sobre II(r) e M* (r) <My (r)},

onde o simbolo “<” denota a relagdo de “estar ao lado esquerdo” definida analogamente a
relacdo de estar ao lado direito (Defini¢do 2.6).

Como fizemos nas afirmagdes anteriores, provamos que A~ é um intervalo ndo-vazio e que
min A~ = 0. Logo, M* (0) < M (0). Ap06s refletir estas duas superficies em relagéo ao plano
I1(0) = I, temos que M_(0) estd ao lado direito de M’ (0). Portanto, M_(0) = M’ (0) e IT é
um plano de simetria de M.

Analogamente, provamos que M € simétrica a qualquer outro plano vertical que passa pela
origem de H? x R. Em particular, M é uma superficie de rotacio em torno do eixo vertical
[ que toca este eixo ortogonalmente. Além disto, como por hipétese M tem um tnico fim,

concluimos (por unicidade) que M € o Bowl Séliton. [l
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Observe que a prova do Teorema de Unicidade do Bowl Séliton em H? x R é similar ao
que foi feito no espago Euclidiano. Em ambos os casos, definimos um conjunto real A, o qual
¢ essencialmente o mesmo, e provamos que A € o intervalo [0,c0). As principais diferengas
entre as demonstragdes destes dois teoremas € a forma que definimos alguns elementos e como

provamos que 0 = min A.
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