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Resumo

Fenomenos de crescimento de superficies é um tema que tem sido muito estudado
tanto do ponto de vista experimental quanto tedrico. O mesmo pode ser observado
como, por exemplo, em crescimento de filmes finos, formagao de dunas e em cres-
cimento de membranas celulares. Neste trabalho, apresentamos conceitos bésicos
relacionados ao crescimento de superficies em processos de deposicao de particulas
e, em seguida, apresentaremos os trés modelos estudados de crescimento/deposicao
de particulas em superficies rugosas em (1 + 1) dimensdes. Sendo eles: o modelo de
Deposicao Aleatoria com Relaxacao Superficial, o modelo de corrosao e o modelo de
Single-Step. Foi proposto como metodologia estudar as propriedades e caracteristi-
cas desses modelos, com o objetivo de obter o expoente de rugosidade mais proximo
do valor exato, valor exato esse que é encontrado de forma analitica por meio de
equagoes de crescimento ja estabelecidas. Assim usamos aqui diferentes métodos de
analise como, por exemplo, a obtencao desse expoente por meio de uma funcao de
correlacao. Analisamos os valores obtidos e chegamos a conclusao que dispondo de
uma funcao de correlagao é possivel encontrar um valor do expoente de rugosidade

mais proximo do valor exato.

Palavras Chaves: Crescimento de Interfaces, Expoentes de crescimento e Mode-

los de crescimento unidimensionais



Abstract

Surface growth phenomena is a topic that has been extensively studied both ex-
perimentally and theoretically. The same can be observed as, for example, in thin
film growth, dune formation, and in cell membrane growth. In this work, we present
basic concepts related to surface growth in particle deposition processes and then
present the three studied models of particle growth/deposition on rough surfaces
in (I + 1) dimensions. These are: the Random Deposition with Surface Relax-
ation model, the corrosion model, and the Single-Step model. It was proposed as
a methodology to study the properties and characteristics of three different growth
models, with the objective of obtaining the roughness exponent closest to the exact
value, which is found analytically through established growth equations. So we use
different methods of analysis here, such as obtaining this exponent by means of a
correlation function. We analyzed the values obtained and came to the conclusion
that by having a correlation function it is possible to find a value of the roughness

exponent that is closer to the exact value.

Keywords: Interface Growth, Growth Exponents and One-Dimensional Growth
Models
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Crescimento de Interfaces

O crescimento de superficies é um fenomeno amplamente estudado pela ciéncia,
devido ao seu grande nimero de aplicagoes em varias areas de conhecimento como
na fisica, biologia e quimica. Fenomenos de crescimento podem ser encontrados na
formagao de membranas celulares e crescimento bacteriano [1, 2, 3, 4, 5], de filmes
finos [6, 7] e dinamica de Spins [8]. Em particular, um dos mais estudados sao os
processos de deposicao de particulas [9, 10, 11, 12] como, por exemplo, o de flocos
de neve em uma superficie lisa, formagoes de dunas, corrosao de materiais [13, 14],
entre outros. Dessa maneira, os fenomenos de crescimento de superficies tém sido

estudado tanto do ponto de vista experimental [7, 15] quanto tedrico [9, 16]

1.1.1 Altura e Rugosidade

Definindo interface como o limite entre dois sistemas (superficie e o meio), o
crescimento de uma superficie seria a alteragao na configuracao desse limite. Para
estudar essa dinamica de crescimento da superficie é preciso definir duas fungoes
relacionadas a mesma. O significado de rugosidade se refere a uma propriedade
perceptivel, onde é possivel fazer a distincao de relevo entre as superficies. Coti-

dianamente podemos notar a diferenga entre a superficie de uma peca de ceramica



(menos rugosa) e o asfalto (mais rugosa), sendo a diferenca entre essas duas super-
ficies a variacao da altura h entre os pontos que delimitam essas superficies [9, 17].

Observe que na Figura 1.1 (a) (lado esquerdo), a altura se comporta como uma
funcao continua, isto é, para cada ponto da superficie existe um valor de altura onde
temos uma deposigao de particulas (flocos de neve) em uma superficie lisa (janela
de vidro) onde h; e hy sdo as ilustragoes de duas alturas.

No entanto, em alguns casos, a investigacao de crescimento é feito considerando
o estado como sendo discreto como mostrado na Figura 1.1 (b) (lado direito), onde
consideramos a altura da superficie h, o tamanho do substrato L e altura média
definida por A(f) que é a média das alturas nas elevacoes da superficie em um de-
terminado tempo (f), sendo representado por uma linha horizontal em vermelho.

Assim a altura média assume a seguinte forma:

_ 1 <&
h(t) = th(i, ), (1.1)
i=1

onde h(i, t) representa a altura de um determinado sitio na posicao i (i assume valores

discretos) e a soma é feita sobre todos os sitios da superficie no tempo z.

Figura 1.1: Exemplos de deposigao: (a) (lado esquerdo) mostra a deposi¢ao de
flocos de neve em uma janela de vidro. (b) (lado direito) temos a representagao
de um substrato discreto, com h em funcao de L, na direcao espacial x, num dado
tempo ¢. Além disso nota-se a indicacdo do referencial de altura média h(z) pela reta
em vermelho. Figura adaptada da [17].

Em seguida, a outra grandeza que definimos é a rugosidade W(L, ). A mesma

possui a caracteristica de quantificar as flutuagoes na altura da interface. Do ponto



de vista mateméatico corresponde ao desvio padrao da altura média h(r):

W(L,t) = J
i=1

L
LG h(t) (1.2)

&~ =

E possivel observar na Figura 1.1 (b) que quando a superficie do sistema for ini-
cialmente plana (altura iguais) a rugosidade é nula. Porém, quando as particulas
comecam a ser depositadas no substrato, podemos ter acesso a outras alturas fa-
zendo com que haja flutuagoes em torno da média, gerando assim um aumento da
rugosidade.

Ja na Figura 1.2 (a) e (b) apresentamos como exemplo o crescimento de filmes
finos de telureto de cddmio (CdTe). As particulas de CdTe foram depositadas sobre
substratos de Silicio Si(001) (pois é um material que interage muito pouco com
as particulas de CdTe fazendo com que nao altere as propriedades do mesmo). O
crescimento desse filme fino foi realizado por meio de uma técnica especifica (Hot-
wall-epitary) que possibilita ter um controle da taxa de crescimento desse filme, ou
seja, é possivel controlar o quanto de particulas sao depositadas nesse substrato.
Esse experimento é de grande importancia, uma vez que, nas dimensoes nano, os
materiais apresentam propriedades fisicas fora do comum por conta do confinamento
quantico.

O CdTe na sua forma cristalina é um semicondutor de gap direto de energia se
o vetor de onda do nivel mais alto da banda de valéncia coincide com a da banda de
condicao, tornando um poderoso material para células solares, detectores de raios-x,
raios gama e outros dispositivos optoeletronicos [7]. Entao, como exemplo a Figura
1.2 (a) e (b) mostram a rugosidade da superficie. Grandeza que nos fornece um va-
lor quantitativo da aspereza de uma superficie em funcao do tamanho do substrato,
eixo x e y para dois instantes de tempo, onde o resultado da rugosidade foi medida
com uma margem de tempo distintas. Em (a) temos ¢ = 60 min e em (b) ¢ = 240
min. B possivel notar que na Figura 1.2 (b) o substrato é totalmente coberto pelas

particulas que foram depositadas e sofreram relaxagao até saturar. Logo as Figu-



ras (a) e (b) 1.2 representam a rugosidade da superficie desse filme fino e diferem
quanto as alturas entre as particulas que sdo depositadas, pois na imagem (b) como

hé saturagao do sistema a rugosidade se torna mais suave. No que se segue apresen-

Figura 1.2: As figuras mostram as morfologias de superficie tipicas de filmes finos.
De Almeida efal. [7], com permissao de Physical Review B.

tamos os conceitos e propriedades fundamentais para analisar o comportamento do
crescimento de uma superficie como altura e rugosidade da mesma. A rugosidade
¢ uma das mais importantes propriedades, pois esta relacionada com o processo
avaliativo do comportamento temporal do sistema, veremos isso mais adiante. O
exemplo exposto nas Figuras 1.2 (a) e (b) mostram a importancia de se descrever as
morfologias dessas superficies, pois nos ajuda a compreender as propriedades fisicas
e prever as condigoes para o crescimento de novas estruturas.

Desconsiderando as singularidades que cada sistema possa ter e levando em conta
apenas a influéncia na deposicao de particulas sobre sitios vizinhos, a rugosidade
evolui de maneira qualitativa como pode ser visto na Figura 1.3.

A Figura 1.3 mostra a rugosidade em funcao do tempo, W(¢), para o Single-Step
(modelo SS), modelo esse que explanaremos melhor no Capitulo 2 [18; 19] em 1+ 1
dimensoes, a primeira dimensao indica a dimensao espacial x, onde o “tamanho”
da superficie é L, ja a segunda dimensao refere-se a direcao do crescimento definido
como a altura h da superficie. O tempo é medido em camadas de deposicao, de modo
que para t=1 uma camada foi depositada. Aqui L=256 e o resultado é uma média
sobre 10* experimentos, onde o nimero de experimentos corresponde ao nimero

de simulagoes na rede. Observamos trés escalas temporais: inicialmente ela cresce
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Figura 1.3: Grafico da evolugao da rugosidade em uma superficie de dimensao 1 +
1. Os pontos em vermelho representam uma média com relacao ao numero de
simulacoes. As linhas em preto representam o regime de crescimento #, o tempo de
saturacao ty; e a rugosidade de saturacao Wy, encontrada no regime de saturacao.

como uma lei de poténcia, W(f) ~ !, o expoente S é o expoente de crescimento,
depois a funcao muda a curvatura para um tempo ty,, que é proporcional a L?
onde o expoente z se refece a dinamica do sistema, denominado tempo de saturacao.
Posteriormente, para um tempo ¢ > t,, o sistema atinge a saturagao com um W, ~
L*, sendo a o expoente de rugosidade da superficie, representado pela linha paralela
ao eixo W(r).

Observe que na Figura 1.3 a inclina¢ao da curva W(f) no inicio do crescimento/
deposicao ¢ maior que nos tempos seguintes. Esse comportamento denota a propaga-
¢ao de correlagoes superficiais, isto €, as particulas interagem com a sua vizinhaca e a
partir disso procuram um minimo local de energia entra os vizinhos na qual essa par-
ticula foi depositada. Sistemas que apresentam esse tipo de correlacao possuem uma
caracteristica em comum, como, por exemplo, a saturacao da rugosidade apds algum

momento [20]. O comportamento observado na Figura 1.3 é encontrado em diversos



sistemas fisicos, tanto do ponto de vista experimental [1, 6, 7, 15, 21, 22, 23, 24, 25]
quanto através de simulagoes computacionais [11, 12, 16, 17, 18, 26, 27]. Outros
exemplos de modelos estudados em automatos celulares (ACs) [28] sdo a Deposicao
aleatoria (DA) e Deposicao balistica (DB).

O modelo de Deposicao Aleatéria (DA) [9, 17] é considerado um dos mais simples,
pois nao existe mecanismos de correlagao entre as particulas. A Figura (1.4) define
o crescimento da DA. A partir da escolha aleatéria de um sitio sobre uma superficie,

a particula cai verticalmente e ao atingir a superficie se fixa a essa.

L]

Figura 1.4: Esquema do modelo de Deposicao Aleatéria. Onde h é a altura do
substrato e x é a direcao espacial na qual se o tamanho do substrato L é fixo.
As trés particulas (quadrados azuis)(A, B e C) sao liberadas de posigoes aleatdrias
acima da superficie, posteriormente, tais particulas sao depositadas sobre o topo das
colunas abaixo delas (quadrados cinzas)(A’,B’ e C’).

Observa-se que nesse tipo de crescimento/deposi¢ao o fato da inexisténcia de
correlagoes entre as particulas faz com que nao haja saturacao do sistema e con-
sequentemente a rugosidade cresce de maneira ilimitada. O modelo de deposi¢ao
aleatoria é simples, pois escolhido um sitio i aleatoriamente, e aumentando a sua
altura h(i, ) em uma unidade: h(i) = h(i) + 1.

Ja o modelo de Deposigao Balistica (DB) [8, 9, 17, 29] foi introduzida como um
modelo de agregados coloidais, que apresenta um agregado com poros no volume
formado. Esse modelo inclui correlagoes entre os vizinhos mais préximos e correla-
goes com os vizinhos mais distantes. A Figura (1.5) representa esquematicamente

para a deposicao de particulas desse modelo, onde & ¢é a altura do substrato e x é a



diregao espacial e L é o tamanho do substrato.

Uma particula é sorteada para cair aleatoriamente em uma posicao da superfi-
cie. A particula segue uma trajetoria vertical e ao encontrar a superficie, fixa-se.
Quando este elemento encontra o substrato ou uma particula vizinha, ela estagna
[9]. Os elementos depositados formam um agregado gerando uma formagao de uma
estrutura rugosa, com uma geometria diferenciada que evolui com o tempo.

Apbs o sorteio aleatério do sitio onde a particula serda depositada, a altura na
qual ela ira se fixar depende dos sitios vizinhos ao sitio sorteado, assim tem-se que:
hi(t+1) = [hi_1(t); hy(t)+ 1; hi 1 (1)], onde h;_;(t) é o vizinho anterior e h;{(f) é o vizinho
posterior. Esse modelo introduz correlagoes nao lineares no sistema, produzindo

estrutura rugosa na superficie.

L]

Figura 1.5: Esquema do modelo de Deposicao Balistica.

De um modo geral, existem varios modelos que descrevem o crescimento de super-
ficies, todos eles considerando o crescimento de estruturas formadas por particulas
idénticas [9]. Ao se estudar os modelos de crescimento e as equagoes que regem seu
comportamento, é necessario definir alguns parametros essenciais.

Observe que nos modelos aqui apresentados, L determina o tamanho linear da
rede e d a dimensao espacial dessa rede; para uma rede unidimensional temos L sitios.
Objetiva-se sempre encontrar grandezas que possam caracterizar uma superficie ou
interface, como a rugosidade da superficie, a altura de uma determinada posicao na

rede.



1.1.2 Leis de Escala e Expoentes Dinamicos

Nesta secao sao apresentados os comportamentos tipicos observados quando li-
damos com o crescimento de superficies: leis de poténcia ou de escala. Uma ca-
racteristica geral observada em escalas temporais longas é a de que a rugosidade
apresenta dependéncia com relacao ao tamanho do sistema. A medida que o ta-
manho do substrato cresce, o tempo de saturacao aumenta assim como o valor da
rugosidade de saturagao. Logo é possivel sintetizar o comportamento da rugosidade
observado na Figura 1.3 através de trés expoentes criticos.

Note que na Figura 1.3 a dinamica inicial do sistema, ou seja, no regime de

crescimento a rugosidade, W(r) cresce segundo uma lei de poténcia:

W(L,t) ~* para < ty,, (1.3)

onde o expoente 8 é expoente de crescimento. Esse expoente caracteriza a dinamica
temporal da rugosidade da superficie, W(L,f) e o tempo de saturacao, t,, (tempo
entre os dois estados). Apés esse tempo, notamos que o valor da rugosidade entra em
um regime estacionario definido como rugosidade de saturagao, W,. Para tempos
longos a rugosidade de saturacao Wy, (L,t) cresce com o tamanho do sistema L

segundo uma lei de poténcia:

Wou(L,t) ~ LY para > ty,. (1.4)

O expoente @ é chamado de expoente de rugosidade e esta diretamente relacionado
a dinamica de saturacao. Logo apds o regime de crescimento é possivel notar que
existe uma regiao de transicao onde t = t, e assim como a rugosidade de saturagao
o tempo de saturagao ty, também se comporta segundo uma lei de poténcia em

relacao ao tamanho do sistema L. Assim obtemos

Lsar ~ LZ, (15)



onde z é o expoente dinamico.
Como dito anteriormente, a saturacao da rugosidade em um sistema de crescimento
¢é devido a dependeéncia que um sitio tem com relacao aos seus vizinhos, denotando
assim uma correlacao entre as alturas da interface. Assim, as flutuacées em torno
de um valor fixo diminui e a rugosidade para de crescer.

Esses expoentes estao ligados de alguma forma entre si. A fim de encontrar uma
relagdo entre esses expoentes, Family e Vicsek [30] propuseram uma lei de escala
capaz de colapsar todas as curvas de crescimento obtidas em uma tnica fungao. De

tal forma que
W(L,1) t
~fl—], 1.6
Wsat(La I~ tsat) f (lsat) ( )

) ¢ chamada funcao de escala. Se substituirmos as Equagoes (1.4) e (1.5)

t

sat

onde f (

na Equagao (1.6) encontramos a relagao de escala de Family-Vicsek [31]:

W(L, 1) ~ L"f(é). (1.7)

Na Figura 1.3, se observamos a evolucao da rugosidade W(f) ao se aproximar de

tsar, ainda no regime de crescimento, temos W(¢) ~ # . Vimos que apds o tempo

sat*

tr O sistema deixa de crescer e atinge o estado de saturacao, fazendo com que a

rugosidade inicial assuma a seguinte igualdade:
W(t) = Wy (1.8)

Sabendo que Wy, ~ L%, W(t) ~ #

' € Lsar ~ L7, temos que a partir dessas relagoes é

possivel obter #  ~ L% Substituindo essas relagoes em (1.8) podemos concluir que

sat

L% ~ L%, logo temos fz = @ que segue a relacao universal:

7= —. (1.9)

Essa relacao deixa explicita que existe uma dependéncia entre os expoentes de cres-

cimento, a, B e z, sendo valida em qualquer processo de crescimento que obedeca



a relacdo de Family-Vicsek [31]. Quando sistemas de crescimento distintos apre-
sentam propriedades similares, como quando geram os mesmos expoentes criticos,
é dito que esses sistemas pertencem a mesma classe de universalidade [9]. Entao, é
possivel classificar os diversos tipos de dinamica de superficie e estabelecer a conexao

entre os mais diversos sistemas fisicos.

1.2 Equacoes de Crescimento

Nesta se¢ao vamos apresentar as equagoes de Edwards-Wilkinson e Kardar, Parisi
e Zhang. Ambas sao equacoes diferencias estocasticas que descrevem o comporta-
mento de crescimento de superficies através do tempo. Essas equacoes constituem a
base tedrica para o fenomeno de crescimento. Neste trabalho estamos interessados
principalmente em estudar os fenomenos de crescimento que apresentam em seus

sistemas um regime de saturagao apds um certo tempo longo.

1.2.1 Equacao de Edwards-Wilkinson

Diante do exposto acima a equacao de Edwards-Wilkinson (EW) é uma das equa-
¢oes mais simples de crescimento linear, proposta por Sir. Edwards e Wilkinson em
1982 [32], visando modelar a evolucao de interfaces rugosas. Essa equagao descreve
a relaxacao sobre uma superficie e as flutuagoes aleatorias no processo de deposicao.

oh gt‘ D _ vW2h(x,t) + VD (x,1), (1.10)

onde v, chamada de tensdo superficial, é uma constante positiva (quanto maior for
o seu valor, mais rapidamente o sistema serd suavizado) e D é uma constante que
mede a intensidade do ruido. O ruido branco n(x,7) é o termo responsavel pela
aleatoriedade do sistema e por definicao possui a propriedade de ter a flutuacao

média nula:

(nx,n) = 0. (1.11)
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Usamos o ruido branco pelo fato de que a delta que se encontra nas equacoes é
nao correlacionada, ou seja, nao altera a altura média o que faz com que todas as
frequéncias contribuam de maneira igual, suavizando assim o sistema. Em seguida
temos na Equagao 1.12, que representa uma média em relagao ao tempo com auséncia
de correlacoes espaciais-temporais, onde a média sobre o produto é nula em todos

os casos, exceto quando t =¢ e x = x’. Assim temos,

nx, Om(x, 1)y = 26%x = x)o(t - 1), (1.12)

onde 6¢ a funcao delta de Dirac e d é a dimensao do substrato.

Por conta da simplicidade da Eq. de EW, (1.10), que descreve o crescimento
de superficies respeitado principios de simetria, podemos obter os expoentes a e 3,
através de argumentos de escala definidos nas Eqgs.(1.13)-(1.15). Esses argumentos
sao uteis em situacoes em que as solugoes exatas nao estao disponiveis, ou seja,
nao podem ser encontrados de maneira analitica. Para isto, foram considerados as

seguintes transformagoes de escala [9]:

x —» X =bx reescala na horizontal, (1.13)
h—Hh =b%h reescala na vertical, (1.14)
t >t = b, reescala de tempo (1.15)

onde b é um fator de escala. De modo que a Eq. (1.10) deve ser invariante sobre
essas transformagcoes. De maneira geral substituindo as Eqgs. (1.13)-(1.15) em (1.10)
¢ possivel encontrar de maneira direta os expoentes de crescimento: rugosidade «,

crescimento 8 e dinamico z:

a=——, B=—— e z=2 (1.16)

Esses sao os expoentes de crescimento vinculados a classe de EW. Observe que eles

dependem do ntimero de dimensoes d da interface. Entao, para d = 1, os expoentes

11



assumem os seguintes valores:
==, PB=- e z=2. (1.17)

Valores encontrados em simulagoes computacionais corroboram com os mostrados
aqui. Note que d = 2 é o limite superior do modelo de EW. No Capitulo 2, estudamos

um modelo de automata celular estocastico que corresponde a EW.

1.2.2 Equacao de Kardar-Parisi-Zhang

A equagao formulada por Kardar, Parisi e Zhang [33] (KPZ) consiste em uma
extensao da equacao linear de Edwards-Wilkinson [9, 32], onde um termo nao-linear
%/I(Vh)2 ¢é adicionado, esse termo é responsavel por um crescimento lateral da su-

perficie [33, 34, 35]. Deste modo a equagao KPZ é escrita como:

oh Pl
% = yVW2h + > (Vh)* + VDn (x,1), (1.18)

onde A é o parametro relacionado ao efeito desse termo nao-linear. Note que para
A =0 voltamos para a Eq. de EW (1.10).

Fazendo transformacao de escala na Eq. KPZ (1.18) obtemos

v — b, (1.19)
A — b7, (1.20)
D — b ¥/¥2ep (1.21)

O que mostra que as trés equagoes obtidas sao incoerentes entre si, uma vez que os
parametros v, 4 e D mudam com a escala. Situacgoes desse tipo demandam o uso
de grupo de renormalizacao e a determinacao do fluxo de mudanca dos parametros
e dos pontos fixos. Para d = 1 o trabalho original de KPZ [33] determina esses

expoentes como:

(1.22)



Desse modo, a Eq. (1.18) representa uma dinamica nao-linear que descreve vérios
processos de crescimento [9, 33, 36, 37]. A busca dos expoentes de crescimento
ligados a Eq. de KPZ tém atraindo o interesse de muitos pesquisadores. Porém,
mesmo com todos esses estudos, ainda estamos longe de ter uma teoria consolidada
para a Eq. de KPZ, tornando assim a mesma um dos problemas mais dificeis da
fisica matemadtica, pois mesmo nos casos unidimensionais a solugao numérica da
equagao KPZ nao é algo trivial [38, 39].

Os estudos referentes a Eq. (1.18) unidimensional mostram que a mesma esté estd
conectada com uma variedade de processos estocasticos em Fisica e Quimica. Como
exemplos temos modelos de crescimento e deposi¢ao de particulas [9, 13, 17, 40],
sendo um deles o modelo SS [19, 41, 42], uma ampla gama de trabalhos experimentais
[1, 6, 7, 15, 25, 27, 43], mecanismos de corrosao [13, 14, 34], entre outros.

Duas das principais questoes ainda em aberto sao: 1) Qual é a probabilidade de
distribuicao de altura? e 2) Quais sdo os expoentes a, B e z7 Essas perguntas foram
respondidas de maneira satisfatdria para o caso unidimensional e recentemente [34]
os expoentes foram obtidos para dimensoes d > 1.

O que sabemos é que para sistemas que possuem dimensoes onde d > 1, uma das
formas de analisar se os expoentes fazem parte da classe de universalidade KPZ é por
meio da invariancia de Galileu, uma vez que a mesma é considerada constante para
todas as dimensodes. O trabalho original de KPZ obtém ainda a famosa a invariancia
de Galileu [33]:

a+z=2, (1.23)

Note que ela uma “assinatura” de KPZ valida apenas para os modelos na classe de
universalidade KPZ.

Durante quase 35 anos da histéria da Eq. de KPZ, seus expoentes s6 foram
determinados analiticamente em (1 4+ 1) dimensoes. Muitos estudos buscam a ob-
tencao dos expoentes de KPZ para d > 1. Recentemente o trabalho de Gomes Filho
et al. [34] obteve expoentes exatos de KPZ para dimensdes 2 + 1 utilizando métodos

geométricos analiticos, onde foi proposto uma superficie fractal [44, 45]. Os autores
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fizeram a substituicao da dimensao inteira d por uma dimensao fractal d;, assim foi
possivel determinar os valores dos expoentes KPZ para 2+ 1 dimensoes. Ao associar
os expoentes de crescimento a uma superficie de dimensao fractal foi encontrado:

3-45
a= R
2

B=V5-2 e z:df:Hz\/g. (1.24)

1.2.3 Classe de Universalidade

Ao estudar as leis de escala é possivel definir as classes de universalidade que esta
relacionada com o fato de existirem alguns fatores essenciais que determinam os ex-
poentes caracteristicos das relagoes de escala [9, 30]. Assim, sistemas diferentes, que
aparentemente nao apresentam quaisquer tipos de conexoes entre si, se comportam
de uma forma muito semelhante.

Assim, sistemas que possuem o mesmo conjunto de expoentes de crescimento es-
tao dentro da mesma classe de universalidade. De forma bastante simples, podemos
dizer que a universalidade significa que podemos desconsiderar detalhes do sistema
na procura desses expoentes. O conceito de universalidade esta intimamente ligado
ao conceito de escala, pois a principal caracteristica de grandezas que se comportam
com uma lei de escala é sua invariancia [9, 17, 20|, visto que as relagoes de escala
sao utilizadas para obter os expoentes que permitem essa classificacao.

Na Tabela 1.1 tem-se os valores dos expoentes de rugosidade e dinamico associ-

ados as classes de universalidades mencionadas nesse capitulo.

Classe de universalidade | «a B Z
EW /2 1/4 2
KPZ 1/2 1/3 3/2

Tabela 1.1: Expoentes de escala para cada classe de universalidade em 1+ 1 dimen-
soes.

Como vimos em 1.2.1 para o caso unidimensional os expoentes de EW sao

encontrados por transformacao de escala e os expoentes de KPZ a partir do grupo
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de renormalizacao [9]. Tem-se que diversos modelos unidimensionais se enquadram
nas classes de universalidade descritas na Tabela 1.1. Para EW temos o modelo de
DARS, e para KPZ o modelo de DB, modelo de corrosao, entre outros.

O modelo SS pode se enquadrar tanto na classe de universalidade de EW quanto
na de KPZ, porém dependem dos parametros que definem a dinamica desse modelo;
veremos isso de maneira mais detalhada no préximo capitulo. Existem também
sistemas com d > 1 dimensoes [13] que sao classificados como pertencentes a classe

de universalidade KPZ inclusive nos casos experimentais em 2 + 1 dimensoes [7].

1.3 Automato Celular

Os Automatos Celulares (ACs) [20, 26, 28, 46] consistem em ferramentas com-
putacionais que podem representar quase todos os sistemas fisicos evolutivos como
compostos por elementos discretos e com interacoes locais. Eles sao construidos
sobre uma rede regular, que pode apresentar tamanho finito ou infinito. As condi-
¢oes de fronteira do modelo sao escolhidas de forma a ditar como o mesmo interage
em suas extremidades. O uso de ACs é interessante, pois, se apresenta como uma
6tima ferramenta computacional para a modelagem de sistemas fisicos, uma vez que
podemos trabalhos com sistemas discretos [35, 47, 48|.

Neste trabalho o fenémeno de crescimento/deposigao de particulas foram estu-
dados através de modelos de ACs, pois, sdo capazes de reproduzir a propagagao
de interfaces rugosas. Os ACs estudados aqui sao do tipo probabilisticos, também
conhecidos como automatos celulares estocasticos e sao sistemas cuja atualizacao é

determinada a partir de algumas distribuig¢oes de probabilidades.

1.4 Objetivos

Esta dissertacao tem como objetivo geral determinar o valor do expoente de
rugosidade, @, mais préximo do valor exato em (141) dimensoes atraves de diferentes

métodos de andlise.
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1.4.1 Objetivos especificos

No que concerne aos objetivos especificos os seguintes foram definidos:

1. Simular modelos de crescimento/deposigao utilizando automatos celulares, es-
tes sao: o modelo de Deposicao Aleatoria com Relaxacao Superficial, o modelo

de corrosao e o modelo de Single-step, esses seram detalhados no Capitulo 2;

2. Investigar os parametros de crescimento através de lei de poténcia e Equacao

Universal da Rugosidade, essa equagao sera melhor explanada no Capitulo 3;

3. Obter os expoentes através de diferentes métodos para cada modelo investi-

gado;
4. Apresentar e avaliar qual método fornece o melhor expoente de rugosidade.

Este trabalho se estrutura em cinco capitulos. O primeiro trata da introducao da
pesquisa. No segundo capitulo apresenta a metodologia implementada para conse-
cucao da pesquisa. O terceiro capitulo expoe os resultados encontrados a partir das
simulagoes para os trés modelos em andlise. O quarto capitulo, traz a conclusao do
trabalho onde sao destacados os principais resultados encontrados e as perspectivas
de estudos futuros. Ao final dessa dissertacao temos um apéndice que expoe outros

resultados a fim de detalhar mais ainda o nosso trabalho.
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Capitulo 2

Meétodos

Neste capitulo, apresentamos modelos de autdématos celulares (ACs) [20, 28, 46],
pois sao uma 6tima ferramenta para a modelagem de sistemas fisicos. Assim o pre-
sente trabalho estuda o fendmeno de crescimento/deposicao de particulas que serao
estudados através de trés modelos distintos de crescimento de interfaces rugosas.

Os trés modelos estudados sdao modelo I: DARS (Deposi¢ao Aleatéria com Re-
laxagao Superficial) [9, 20, 49, 50], modelo II: ET (modelo de Etching) [13, 14,
16, 17, 51] * e o modelo III: Single-step (modelo SS) [18, 19]. Apresentamos esses
modelos em dimensao 1 + 1 e as defini¢coes das regras de deposi¢ao e crescimento
correspondente a cada modelo.

Os modelos de ACs estudados foram implementados em linguagem de programa-
¢ao Fortran e desenvolvido pelo grupo de estudo do Professor Fernando Albuquerque
de Oliveira. As simulagoes foram realizadas usando o cluster de alto desempenho.
Realizamos uma revisao e estudo dos automatos celulares unidimensionais corres-

pondentes aos 3 modelos apresentados anteriormente.

!Etching-model é o termo usado em inglés, mas no presente trabalho vamos usar modelo de
corrosao e ET para a sigla. O Etching vem do processo de gravura usando dgua forte.
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2.1 Descricao dos Modelos

Nos trés modelos descritos a seguir todas as particulas sao idénticas, onde no caso
dos modelos DARS e ET as particulas sao depositadas sobre um substrato unidi-
mensional de tamanho L (tamanho da rede) e a unidade de tempo, aquele necessario
para deposicao de uma camada. O modelo SS segue os mesmos parametros do ta-
manho do substrato e unidade de tempo, porém as particulas nao sao depositadas
e sim as alturas sao rearranjadas obedecendo determinadas regras.

Nas Figuras 2.1 (a) e (b) tém as ilustragoes das configuragoes iniciais utilizados
em cada um dos modelos, sendo & a altura do substrato e x a direcao espacial. O
tamanho do substrato (isto é, o nimero de sitios) é fixo nessa dire¢ao. Além disso,
i+ 1 ei—1 representam o vizinho posterior (a direita do sitio i) e vizinho anterior (&
esquerda do sitio i), respectivamente. Em (a) temos uma superficie plana com todos
os sitios possuindo a mesma altura. Ja em (b) para o modelo SS, concluimos que
a superficie possui uma altura inicial que é definida como h;i(t = 0) = (1 + (=1)//2),

com i variando de 1 até L.

(a) (b)

| i-1 i i+1 X | i-1 i i+1 b4

Figura 2.1: Representacao esquematica da configuragao inicial dos modelos estuda-
dos, em (a) observa-se os modelos DARS e ET com £;,(0) = 0 onde o sitio amarelo
representa o sitio (i), o sitio vermelho o sitio i+1 e o sitio verde o sitio i—1. Na figura
(b) tem-se a representacao do modelo SS com A;(0) = (1/2 + (=1)//2) = [1 + (=1)']/2
onde o sitio (i) estd representado no sitio em branco e os vizinhos i + 1 e i — 1 nos
sitios vermelho e verde, respectivamente.
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2.1.1 Modelo I: Deposicao Aleatoria com Relaxacao Superficial-
DARS

O modelo DARS [9, 10, 20, 49, 50] é um modelo de deposigao que inicialmente se
assemelha com o modelo de Deposi¢ao Aleatéria [9, 20] descrito no capitulo anterior,
porém, nesse modelo temos a presenca de correlagoes espaciais onde a rugosidade
do sistema cresce segundo uma lei de poténcia. Suponha que as particulas que
estao sendo depositadas possuem energia suficiente para que ocorra uma relaxagao
superficial antes de se fixarem na superficie, ou seja, elas escolhem uma posicao com
menor altura com relacao a vizinhanca que seria um minimo local de energia para
que ocorra a deposicao.

A presenca das correlagoes espaciais (intera¢ao com os vizinhos) suaviza a inter-
face do sistema ao longo do processo, isto é, fazendo com que a rugosidade nao cresca
de maneira ilimitada, desse modo, ocorre a saturagao da rugosidade na superficie.
A Figura 2.2 apresenta a evolugao da rugosidade W(f) como funcao do tempo para
o sistema do modelo DARS. Foi utilizado um substrato de tamanho L = 256 sitios e
tomamos uma unidade de tempo apds L realizagoes, ou seja, o tempo necessario para
fazer a varredura em toda a rede. A rugosidade cresce até atingir um valor constante
W, denotando assim que a presenca de saturagao no sistema estd relacionada com
a existéncia de correlacao espacial. Considera-se esse comportamento como padrao
em sistemas onde a rugosidade atinge um estado de saturacao, pois aparece tanto

em experimentos quanto em simulagoes.
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Figura 2.2: Evolucao temporal da rugosidade em escala log-log, onde a curva verme-
lha é uma média sobre o nimero de simulagoes. Nota-se que apds um certo tempo (t)
a rugosidade do sistema para de crescer atingindo o valor W, linha pontilhada em
azul, ao saturar, esse grafico exemplifica um processo de crescimento correspondente
ao modelo DARS.

Nesse tipo de crescimento de superficie, em um sitio aleatério (i) é depositada
uma particula. Logo em seguida ela sofre uma relaxacao superficial, ou seja, ela nao
adere imediatamente ao local. Apds esse processo de relaxacao, a particula interage
com seus vizinhos préximos (i + 1,i — 1) e depois se desloca para um sitio que
possui uma altura menor e s6 entao ela fixa ao local. Porém, se o sitio inicialmente
sorteado for um minimo local ou se seus vizinhos (anterior e posterior) tenham todos
a mesma altura (h; = h;; = h;y1), a particula é imediatamente depositada. Caso isso
nao aconteca inicialmente ele seguird algumas regras definidas a seguir.

A Figura 2.3 ilustra como ocorre o processo de deposicao e interacao das parti-

culas desse modelo, além das regras que o definam seguem abaixo:
e Regra 1: No instante de tempo t, sorteia-se um sitio aleatorio i;
e Regra 2: Se hi_(t) > hi(t) > hiy (1), entao by (t+ 1) = hi (1) + 1
e Regra 3: Se hi_(t) < hi(t) < hiy((1), entao h_((t+ 1) = hi_1() + 1;

e Regra 4: Se hi(t) < h;.1(¢), entao hi(t + 1) = hi() + 1;
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e Regra 5: Se (h;+1(1)) < hi(t), entao o sistema tem a probabilidade de 50% de

escolher qualquer um dos sitios vizinhos.
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Figura 2.3: Regras para a Deposicao Aleatéria com Relaxagao Superficial. Com
h sendo a altura da superficie e x a direcao em que o substrato de tamanho L se
encontra fixado.

Na Figura 2.3 T) vamos considerar que as quatro particulas (quadrados azuis a, b,
¢ e d) sejam liberadas de posigoes aleatérias acima da superficie:regra (1), em II)
cada um dos sitios vermelhos (a), (b), (c) e (d) representam uma particula que ja
foi depositada no substrato e como esse modelo considera as correlacoes entre os
vizinhos proximos a particula observa essa vizinhanca realizando assim as demais
regras.

No sitio vermelho (a) como a posi¢ao do vizinho posterior A () é menor que
a altura do sitio escolhido h;(f) a regra (2) é aplicada. Ja no sitio (b)(quadrado

vermelho) a altura do sitio escolhido A;(f) é maior que a do vizinho anterior h;_(%),
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logo aplica-se a regra (3). Em (c)(sitio vermelho) a altura do sitio escolhido é
igual as alturas dos dois vizinhos préximos (h () e hi_1(f)), aqui a regra (4) é
implementada. Por dltimo, no sitio (d)(quadrado vermelho), tem-se que tanto o
vizinho anterior (h;-1(f)) quanto o posterior (h;;1(f)) tem a mesma altura logo a
regra (5) é considerada entdo é escolhido um dos sitios com igual probabilidade,
ou seja, 50% de cair em qualquer um dos lados (esquerda ou direita), nesse caso a
escolha foi a do vizinho anterior. Na Figura 2.3 III) nos sitios (a), (b), (c) e (d)
(quadrados verdes) observamos a posigao final das particulas apds a relaxagcao.

Observe que no modelo DARS, ao contrario do modelo DA, algumas particulas
que estao sendo depositadas na superficie podem mudar de posicao conforme sua
correlagao com os vizinhos. Nesse sentido, nosso modelo incorpora um processo de
relaxacao que é encontrado comumente na literatura [9, 20, 49, 50], que afeta apenas
a particula que esta sendo depositada.

Esse modelo também conta com condigdes de contorno/fronteira periddicas espe-
cificas. Desse modo, temos por exemplo, que para o caso unidimensional as alturas
h sao representadas por um vetor h; para todo i €1,..., L e a cada L deposigoes se
passa uma unidade de tempo. Assim consideramos condicoes de contorno periédi-
cas para sistema de 1 + 1 dimensoes, onde, o vizinho posterior do sitio i = L é o
sitio i = 1, consequentemente para o vizinho anterior do sitio i = 1, é o sitio i = L.
Essa condigao de contorno é muito utilizada em simulacoes, pois ajuda a reduzir os
efeitos de tamanho finito. As mesmas condigoes de contorno sao consideradas para

os modelos ET e SS.

2.1.2 Modelo II: modelo de Corrosao-ET

O modelo de corrosao proposto em 2001 por Mello, Oliveira e Chaves [13], pode
ser descrito como a corrosao de um sélido cristalino por um liquido corrosivo (como,
por exemplo, um &cido). E possivel definir corrosao como o processo destrutivo de
uma superficie, causada pela acao de um meio externo, como oxidacao ou de um

agente quimico, por exemplo. A corrosao é um processo que ocorre frequentemente
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no nosso cotidiano, além de ser responsavel por uma grande variedade de danos.
Porém, nao sera feito um estudo sobre as causas e efeitos. O objetivo em estudar
esse modelo é a possibilidade de associa-lo aos processos de crescimento de interfaces
rugosas. Para isso, faz-se uso de simula¢oes computacionais e, assim como no modelo
DARS, é possivel obter os expoentes de crescimento associados.

O modelo simula um processo de corrosao ou deposigao/retirada em uma super-
ficie de dimensao 1+ 1 e a cada unidade de tempo ¢ necessaria para a execugao de L
iteracoes, em que é feita a deposi¢ao de L particulas, ou seja, temos uma particula
sendo depositada em um sitio aleatério i em um determinado tempo t¢.

As regras de corrosao para o modelo ET estao associadas a um automato celular
onde considera-se um espago unidimensional, porém vale ressaltar aqui que esse
modelo também pode ser implementado em dimensoes d > 1 [17, 34, 52]. Em um
dado instante de tempo ¢, um sitio (i) é escolhido de forma aleatéria, que serd o
sitio onde o liquido vai atingir a superficie, atuando no sitio escolhido bem como nos
primeiros sitios vizinhos, cuja altura do sitio i é definida por h;, o automato celular

estd sujeito as seguintes regras:
e Regra 1: No instante de tempo t, sorteia-se um sitio i aleatoriamente;
e Regra 2: hj(t) > hi(t) faz-se hj(t + At) = h;;
e Regra 3: Se h;(t + Ar) = hi(t) — 1.

Onde hj(t) ou hj(t + At) corresponde a altura dos sitios vizinhos com relacao ao
sitio (i) escolhidos em t e 7 + At, respectivamente. Observe que no tempo, t + At,
tem-se que h;(t + At) = hi(t), ou seja, a altura da superficie diminui e passa a ter
mesma altura do sitio (i) escolhido. A execucao do algoritmo nas bordas depende
das condigoes de contorno escolhidas. A Figura 2.4 (a),(b) e (¢) mostra como ocorre
esse processo. Porém, para a obtencao de seus expoentes, sera necessario o uso de

simulagao computacional.
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Figura 2.4: Mecanismo do modelo de etching, onde h é a altura dos sitios e x

representa a direcao em que o substrato de tamanho L esta fixado. Figura extraida
de [53].

Na Figura 2.4 é apresentada uma ilustracao esquematica das regras do modelo
de corrosdo: em (a) é aplicado a regra 1, onde é escolhido aleatoriamente um sitio
(i=3) no instante de tempo ¢ = 0, nesse caso o sitio i = 3 (cor verde, h(3) = 4). Em
seguida é aplicado a regra 2, como mostrado em (b) o sitio (3) interage com seus
vizinhos, entao a altura do sitio (2) serd igual a altura do sitio (3) e a altura do sitio
(4) permanece a mesma. Por fim, em (c) aplica-se a regra 3 onde a altura do sitio
(3) diminui uma unidade.

Observe que na descri¢ao das regras executadas nesse automato celular conside-
ramos que o liquido corrosivo atua em um dado sitio (i) de modo que quando o dcido
toca na superficie corresponde a uma retirada e portanto, a corrosao assemelha-se a
um crescimento onde o crescimento dessa interface ocorre no sentido de cima para
baixo, ou seja, estamos pensando em um crescimento “negativo”, em que fazemos h
— —h a fim de evitarmos alturas negativas.

A cada retirada é realizado uma série de eventos, seguindo um conjunto de regras

associadas ao modelo de corrosao.
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2.1.3 Modelo III: modelo Single-step-SS

O terceiro modelo que vamos definir é chamado de Single-step (SS) [18, 19, 41,
42, 45], que ganhou grande destaque na literatura por apresentar uma conexao com
outros modelos como, por exemplo, modelo de Ising [8] e de vértices [8]. Os expoentes
de crescimento associados a esse modelo transita entre as classes de universalidade
de EW e KPZ. Ele pode ser definido como a diferenca entre as alturas dos vizinhos
mais proximos n = h; —h; com n = +1.

A evolugao da superficie é executado da seguinte maneira: em qualquer instante
de tempo ¢, é selecionado aleatoriamente um sitio (i), a altura da superficie h; naquele
local aumenta +2 com probabilidade p, se e somente se, esse sitio for um minimo
local, ou diminui —2 com probabilidade g apenas se o sitio escolhido for um méximo
local.

Na Figura 2.5 (a) mostramos que a condigao inicial da altura do sitio (i) ¢ definida
como: h;(0) = ((1 + (=1)))/2), sendo i um nimero inteiro, de modo que as diferencas
de alturas sao as exigidas pelo modelo.

O resultado exato para o coeficiente do termo nao-linear na equacao de KPZ,

Eq. (1.18), para o modelo SS é [9, 19]:

A=p-gq, (2.1)

Se p = g, entao 4 = 0, temos que o modelo SS se torna pertencente a classe de
universalidade de EW, pois 4 = 0 na Eq. de KPZ conduz a Eq. de EW, (1.10).
Sabendo que a soma das probabilidades é igual a 1, segue que p+¢q = 1. Desse modo,
o modelo SS pertence a classe de universalidade KPZ para p = 1 [18] enquanto que
para p = 0,5 ele pertence a classe de universalidade de EW.

As Figuras 2.5 (a), (b), (c) e (d) ilustra como ocorre o processo de escolha do

sitio e a interacao entre os seus vizinhos, quando aplicada as seguintes regras:
e Regra 1: no instante de tempo t, sorteia-se um sitio aleatorio i;

e Regra 2: se h;(t) ¢ um minimo local, faz-se h;(t + At) = h; +2 com probabilidade
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p;
e Regra 3: se h;(t) ¢ um méaximo local, faz-se h;(t+ At) = h;—2 com probabilidade

q.

ha (=
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(b1) G (b2)

shemiie 7 Sadhar

i1+l i1 i i#l

i1 d i+l -1 i i+l
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Ww

i1 i i+l i1 i i+l

Figura 2.5: Tlustragao esquematica das regras do modelo SS.

Considere que o sistema encontra-se inicialmente como ilustrado na estrutura da
Figura 2.5 (a). Aplicando a regra 1, é feita a escolha aleatéria de um sitio (i) (sitios
vermelhos) mostrado na Figura 2.5(b1) e (cl).

O sistema observa se o sitio (i) escolhido é um minimo local e executa a regra
2, esse esquema é representando na Figura 2.5 (bl). Apds aplicada a regra 2 o
sitio vermelho sobe +2 alturas, pois, é necessario manter a diferenca de +1 entre
os vizinhos préximos. Depois de aplicada essas regras a Figura 2.5 (b2) mostra o
novo rearranjo do sistema com o incremento da altura do sitio (i), onde é possivel

perceber que o sistema ainda mantém a diferenca de +1 entre os vizinhos.
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Caso o sitio (i) escolhido seja um maximo local a regra 3 é a executada como
mostrado no esquema da Figura 2.5 (c1), sendo o sitio (i) (vermelho) escolhido um
méximo local, ele reduz —2 alturas. Observe a Figura 2.5 (¢2), assim o sistema passa
a ter uma nova configuragao onde os sitios vizinhos permanecem com a diferenca de
+1.

Note que nas Figuras 2.5 (b3) e (c3) os sitios (quadrados verdes) tem uma relagao
com seus vizinhos préximos do tipo onde ele é minimo com relacao ao sitio i+ 1 e
maximo para com o sitio i — 1, ou seja, caso esses sitios (quadrados verdes) sejam
escolhidos nao havera mudanca no sistema, pois é necessario que o sitio escolhido
seja maximo local ou minimo local.

Objetivando atender as metas desta pesquisa foram adotado métodos que se
adéquam, sendo feitas as simulagoes em trés etapas: a primeira é implementar os
modelos de crescimento em linguagem de programacao Fortran; a segunda foi realizar
simulagoes (feitas no cluster da UnB); a partir dos resultados obtidos foi realizada
a terceira etapa, que consistiu em fazer o uso de ajustes de curva para obtencao dos
resultados usando o gnuplot 5.2 [54].

Depois da metodologia aplicada a esse trabalho no proximo capitulo veremos
os resultados encontrados a partir dos dados obtidos pelas simulagoes realizadas
e consequentemente podermos alcangar um dos objetivos que foi proposto nesse

trabalho.
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Capitulo 3

Resultados

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos através de simulagoes com-
putacionais para cada um dos trés modelos discutidos no Capitulo 2 (ET, SS e
DARS). Na Segao 3.1, discutimos como podemos analisar uma curva de rugosidade
e obter os parametros de crescimento. Ja na Secao 3.2, obteremos o expoente de
rugosidade a através de métodos distintos e assim poderemos definir qual método

fornece um expoente de rugosidade mais proximo do valor exato.

3.1 Analise dos dados

O objetivo principal deste trabalho consiste em obter o expoente de rugosidade
a através de trés métodos distintos e, dessa maneira, determinar qual método re-
sulta em um @ mais préximo do valor exato, @ = 1/2, em (1 + 1) dimensoes. No
entanto, iniciamos nosso estudo discutindo como podemos obter os parametros de
crescimento, por exemplo, expoente de crescimento, 8, tempo de saturacao, t,,, € a
rugosidade de saturagao, Wy, a partir de uma curva de rugosidade.

Na Figura 3.1 mostramos em escala log-log a rugosidade W(f) como fung¢ao do
tempo t. Os pontos representam os resultados obtidos para os modelos ET, SS e
DARS em 1 + 1 dimensoes com tamanho do substrato L = 1024. Cada ponto re-
presenta uma média obtida sobre 2 x 10* experimentos computacionais (diferentes

realizagoes). Além disso, em todos os casos apresentados utilizamos condigdes perié-
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Figura 3.1: Rugosidade W(#) como em funcao do tempo ¢ para os modelos ET,
SS e DARS em escala log-log. Os pontos representam a média sobre o nimero de
simulagoes e as linhas em azul o resultado do ajuste para as Eqs. (1.3) e (1.8). As
linhas na vertical denotam o valor do tempo de saturacao t,.

dicas de contorno, conforme mencionando no Capitulo 2. A linha azul em cada curva
de rugosidade representa o resultado do ajuste para as leis de poténcia apresenta-
das no Capitulo 1, isto é, o “método tradicional’ou o método comumente utilizado
para encontrar e analisar os expoentes de crescimento que consiste no uso de leis
de poténcia/escala [17, 30, 47]. No inicio do crescimento onde ¢ < t,, a rugosidade
do sistema cresce segundo uma lei de poténcia W(L, ) ~ #*. Apés o regime de cres-
cimento (linhas pretas na vertical), t > ty,, o sistema para de crescer e atinge o
regime de saturagao, nesse momento a curva de rugosidade W(t > ty,,) ~ W,

Além disso, como podemos observar existe um momento de transicao, entre o
regime de crescimento e o regime de saturagao, representado aqui pelo ponto onde
as linhas em azul se cruzam; a partir desse ponto é possivel determinar z,,. Os
valores dos ajustes encontrados para cada modelo estao listados na Tabela 3.1. E
importante salientar que para o modelo ET encontramos Bgr = 0,3232(7) e para
o modelo SS, Bss = 0,313(8), assim podemos concluir inicialmente que esses sao
valores préximos do valor exato para KPZ, 8 = 1/3. Ja para o modelo DARS temos,

Bpars = 0,23964(5), valor préximo do valor exato para EW, 8 = 1/4, como esperado.
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E conveniente ressaltar que ty, ¢ Wy, apresentam uma dependeéncia de L, portanto
a rugosidade de saturacao Wy, cresce segundo uma lei de poténcia W, (L,1) ~ L* e
o tempo de saturacao também segue uma lei de poténcia do tipo ty,, ~ L%, como ja
foi explicado no Capitulo 1. Desse modo, para obter os expoentes a e z, precisamos
variar o tamanho do sistema L.

Uma outra maneira de encontrar {8, ty;, Wy} é fazer o ajuste de curva por meio
de uma equagao geral. Nos Refs. [17, 47, 55] foi proposta uma Equagao Universal

de Rugosidade (EUR), isto é:

W(t) = Wi [1 - exp(_t/tsat)]ﬁ . (31)

Dessa forma, temos uma equagao geral que descreve a rugosidade como funcao do
tempo, sendo extremamente 1til pois nos fornece os valores de ty,, Wy, € B em um
unico ajuste, diferentemente do “método tradicional’onde os valores desses parame-
tros sao obtidos separadamente.

As figuras 3.2 (a) e (b) mostram curvas de rugosidade gerados pelos trés modelos:
DARS, ET e SS, onde os dados usados sao os mesmos da Figura 3.1. A linha continua

em azul nas figuras (a) e (b) representa o ajuste para a Equacao (3.1).

ET o

SS -

DARS e

z z

ET o
SS =
S b o DARS e
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t t

Figura 3.2: (a) Rugosidade W(f) como funcao do tempo ¢. Os pontos representam
os resultados das simulagdes enquanto a linha (azul) o resultado do ajuste para a
Equacao (3.1). Em (b), apresentamos os mesmos dados, porém na escala log-log.

Como podemos observar na Figura 3.2, em todos os casos apresentados a EUR
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se ajusta com boa precisao aos dados, pois quando utilizamos os ajustes via lei de
poténcia (LP) realizarmos dois diferentes ajustes para obter de Wy, e B, sendo o
valor de t,, estimado a partir desses dois, enquanto que EUR nos permite obter os
trés parametros através de um tnico ajuste, logo o ajuste por meio da EUR se torna
eficaz pelo fato de conseguirmos encontrar z,, de forma direta.

Ainda cabe ressaltar que ha um pequeno desvio do ajuste para tempos curtos,
t < tyy. Esse fato ja foi observado na literatura [35] para tempos curtos, os tempos
antes de iniciar as correlagoes entre os sitios, a rugosidade cresce como W(L,t) ~
t'2 conforme um processo de deposicao aleatéria e apds as correlacoes espaciais a
rugosidade cresce seguindo uma lei de poténcia.

Ao compararmos os dois ajustes utilizados (ver a Tabela 3.1) e Figuras 3.1 e 3.2,
observamos que os valores de 8 obtidos sao acurados, uma vez que, esses valores sao
proximos do valor exato, 8 = 1/3. O pior caso se refere ao SS no qual o erro relativo
ao valor exato foi de 8,6%. Além disso, como podemos observar na Tabela 3.1, ndao
ha diferenca significativa para o valor da rugosidade W, encontrado através das
duas maneiras. Ja os tempos de saturacao, t,,, sao diferentes quando obtidos via

LP e pela EUR.

Modelo Parametros Ajustaveis LP EUR
B 0,3232(7)  0,33955(9)
ET War 14,6999(5)  14,703(7)
Lsar 1414,52(3)  1294,6(4)
B 0,313(8) 0.362(3)
SS Wiar 8,8931(3) 8,907(2)
tsar 3647,36(8)  2608,12(2)
B 0,23964(5)  0,22044(4)
DARS War 6,6903(8) 6,8817(1)

t sat

12756,24(1)

17629,7(5)

Tabela 3.1: A tabela mostra os valores encontrados de B, rugosidade de saturagao
W, e tempo de saturagao t,, para os modelos ET, SS e DARS com L = 1024,
parametros ajustaveis obtidos mediante o uso de Leis de poténcia e pela EUR que
refere-se a Equagao Universal da Rugosidade, equagao (3.1). O numero, (...), re-
presenta o erro obtido em cada parametro.

Esse fato deve-se a obtencao direta dos valores ty,, por meio da EUR, isto é, t,,

obtido pela Equacao (3.1) tem uma defini¢ao precisa. No caso de KPZ em (1+1)
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dimensoes, temos:

W(tsat) = Wi [1 - l/e]l/3

~ 0,86W,y, (3.2)

e para EW:

W(tsat) = Wi [1 - 1/6]1/4

~ 0, 89W,,. (3.3)

Dessa modo, no caso da EUR o tempo de saturacao refere-se ha uma fracao da
rugosidade de saturacao, ou seja, refere-se a um tempo um pouco antes do sistema
saturar. Por outro lado, quando obtemos t,, por meio da LP, precisamos primeiro
determinar o intervalo no qual # serd ajustado que, por sua vez, traz uma certa
arbitrariedade ao processo.

Portanto, para podermos definir qual ajuste de curva nos fornece o fy,; mais
preciso, mostramos na Figura 3.3 (a) e (b) fy, como fungao do tamanho do substrato
L em escala log-log, onde L = 2" com n =6,7,8,9 e 10. Simulamos o modelo DARS
com 1000 experimentos para todos os valores de L. Ja para os modelos corrosao
e SS o numero de experimentos, varia de acordo com L, isto é, ele diminui com o
tamanho de substrato, sendo ne = 10° para o menor valor de L e ne = 10° para valor
maximo. Os pontos representam os valores do tempo de saturacao obtidos (a) a
partir da EUR e em (b) obtidos via lei de poténcia para os modelos DARS, ET e SS.
O expoente dinamico z é obtido a partir do ajuste dado pela funcao t,, = C;L* onde
C, é uma constante ajustével.! . Para o modelo DARS o tamanho do substrato
cresce como uma funcao quadratica com o tamanho do sistema, L?>. Cresce como

uma funcao crescente L*’? para os modelos ET e SS.

1€, comi=1,2,3,--- refere-se a constantes ajustaveis.
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Figura 3.3: Em (a) os pontos representam os valores de t,,, para cada modelo, DARS,
ET e SS, pontos obtidos pelo ajuste de curva da Eq. (3.1), ja a linha sélida (azul)
representa o ajuste Eq. (3.1) e com esse ajuste encontramos o valor do expoente
dindmico z para cada modelo. Em (b), apresentamos o mesmo expoente usando o
mesmo ajuste de curva (3.1), porém com dados de ty, fornecidos por LP. As linhas
pontilhadas representam o valor tedrico esperado.

De posse da Figura 3.3 (a) e (b) observamos que ambos os ajustes, EUR e
via lei de poténcia, se ajustam com bastante precisao. Na Tabela 3.2 mostramos os
valores obtidos do expoente dinamico z para cada método de ajuste e, como podemos
perceber, os valores de z sao mais proximos do valor esperado quando obtidos pela
EUR. No caso do ET temos um excelente acordo.

Desse modo, neste trabalho utilizaremos a EUR para a obten¢ao dos parametros
de crescimento, pois fica evidente que o ajuste de curva dado pela EUR fornece
melhores resultados.

A Tabela 3.2 temos os valores do expoente dinamico z para cada método de

ajuste.

Expoente dimamico LP EUR

2ET 1.31(2) 1.500(4)
Zss 1.35(3)  1.486(6)
ZDARS 1.86(3) 1.967(8)

Tabela 3.2: Valores do expoente dindmico z para os modelos ET, SS e DARS obtidos
pelos ajustes LP e EUR.
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E importante salientar que no Apéndice A mostramos os ajustes de curva bem
como os valores obtidos de S8 para diferentes tamanhos do sistema, onde, por sua vez,
obtemos um excelente valor de § para o modelo ET. No que se segue, discutiremos

a obtencao do expoente de rugosidade «.

3.2 Procedimentos para obter o expoente de rugosidade

Nesta secao apresentaremos nossos resultados para o expoente de rugosidade
a, obtidos por métodos distintos de analise, inicialmente faremos a aplicagao dos
dois ajustes de curva dado pela EUR e LP. Posteriormente, apresentaremos outras
maneiras de como se obter o expoente de rugosidade.

Similarmente ao que foi feito para a obtengao do expoente dinamico z (ver Secao
3.1) utilizando os dados obtidos de W, (obtidos tanto pela EUR quanto por LP)

como funcao do tamanho L, podemos encontrar o expoente @, da seguinte forma:
W = CZL(I’ (34)

onde C; e a sao encontrados por ajuste de curva.

Nas Figuras 3.4 (a) e (b) mostramos a rugosidade de saturagado W, como em
funcao do tamanho do sistema L (pontos), onde os valores de Wy, foram obtidos pelo
ajuste de curva EUR em a) e por meio da LP em b). A linha pontilhada representa
o ajuste de curva obtido pela Equacdo (3.4). Os valores obtidos do expoente de

rugosidade a a partir dos dados estao listados na Tabela 3.3.
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Figura 3.4: Rugosidade de saturacao Wy, versus o tamanho do sistema L, para cada
modelo, DARS, ET e SS. Em ambas as figuras temos a calculado por meio da Eq.
(1.4), linhas pontilhadas, sobre os valores de W, obtidos mediante EUR em (a) e
LP em (b).

Expoente dimamico LP EUR
QET 0,48243(2) 0,48071(7)
ass 0,49401(4) 0,49408(3)
QDARS 0,48857(3) 0,48990(2)

Tabela 3.3: Valores do expoente de rugosidade @ para cada modelo, obtidos por
meio da aplicagdo dos ajustes de curva (3.4) aos dados de Wy, fornecidos via EUR
e LP.

Diante do exposto na Tabela 3.3 notamos que nao existe uma diferenca significa-
tiva entre os valores de @ obtidos pela EUR e LP, onde por meio do erro é possivel
dizer que ambos os resultados sao similares. Desse modo, como nao é possivel de-
terminar qual método fornece o melhor expoente de rugosidade @, propomos obter
um « atribuindo o valor exato da contante C; na Eq. (3.4). Ao invés de ajustar dois
parametros, ajustaremos apenas o expoente a e, dessa forma, poderemos verificar
se 0 a obtido apresenta uma melhora significativa, vale lembrar que esse processo
sera feito apenas para os modelos pertencentes a classe de universalidade de KPZ,
ou seja, sera feito apenas para os modelos SS e ET.

Para isso, precisamos considerar as Refs. [19, 56], que demonstram uma solugao
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exata para o modelo SS em 141 dimensoes,

1/2

WalD) = (5]

onde D e v sdo os mesmos parametros existentes na equacao de KPZ (1.18).
Recentemente Gomes e colaboradores [35, 53] mostraram que no limite continuo
o modelo ET torna-se a equacao de KPZ (1.18). Além disso, eles obtiveram uma

relacao entre as constantes como:

D = a)od, (36)
_ a)()d _ 2
e
A= 2w0ddp(n—:0+) = 2D[P(1) - P(0)], (3.8)

onde o parametro w ¢é a frequéncia que conduz todos os processos, d a dimensao,
neste caso, d = 1. Além disso, P(n7) é a probabilidade de existir uma diferenca de
altura n = h; — h;x1, entre sitios i e seus primeiros vizinhos i + 1, considerando apenas

valores de n > 0. Deste modo, para o modelo de etching a Eq. (3.5) torna-se

Wi (L) = ! Ll/2 3.9
0= (prt) (3.9)

No trabalho de Gomes et al [35, 53] encontraram os valores para P(0) em vérias
dimensoes. Vamos considerar a constante, C, = ,/#(O) na Equagao (3.4) como
parametro fixo durante o ajuste.

No tocante ao modelo SS, a partir da Eq. 3.5 e chamando

c=—, (3.10)

36



onde

A=— 3.11
o (3.11)

De acordo com a Ref. [18] para o caso unidimensional, d = 1, temos A = 1. Assim
consideramos a constante, C, para o modelo SS como sendo C, = \/% , uma vez que,
para o modelo SS os P(0) nao é considerado.

A Figura 3.5 mostra o valor do expoente @ encontrado mediante o valor fixo da

constante C, para dois modelos, ET e SS.
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Figura 3.5: Rugosidade de saturacao Wy, versus o tamanho do sistema L, para cada
modelo. As linhas pontilhadas representam o ajuste da Eq. (3.4) com atribuigao da
constante C,, aplicados aos valores que foram encontrados por meio da EUR em (a)

e LP em (b).

Ajuste Expoente de rugosidade C, ajustavel C, fixo

gy 0,48243(2)  0,50464(3)

LP ass 0,49401(4)  0,49412(4)
@pr 0,48071(7)  0,50462(1)

EUR ass 0,49408(3)  0,49452(3)

Tabela 3.4: Valores do expoente de rugosidade a para cada modelo, obtidos por
meio da aplicacdo do ajuste de curva a Eq. (3.4), na terceira coluna temos os valor
de @ com C, ajustavel ja na ultima coluna a constante C, assume um valor fixo dado
na Eq. (3.9).

Na Tabela 3.4 verificamos que aplicando o valor exato da constante C, a funcao

de ajuste, Eq. (3.4), os dois modelos apresentam uma melhora, o que sugere que ao
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termos menos parametros para analisar os resultados se mostram satisfatorios, uma
vez que, os erros diminuem. A seguir mostraremos como podemos obter o expoente

de rugosidade @ via funcao de correlagao.

3.2.1 Obtendo « via funcao de correlacao

A funcao de correlagao, em geral, se refere a uma medida de correcao entre duas
variaveis. Neste caso, a variavel em questao é a altura do sitio i, h;, e como essa
altura estd relacionada com a altura do seus vizinhos, matematicamente a mesma

pode ser calculada como:
C(r) = (i + ) = R(DP) = C(1)r*, (3.12)

onde r corresponde a uma distancia do sitio i, sendo valido apenas para r pequeno
r < &, com ¢ sendo o comprimento de correlagdo. A constante C(1) é encontrada
para r = 1. Observe que nesta definicdo podemos obter a diretamente [34].
Implementamos a funcdo de correlagao, Eq. (3.12), apenas para os modelos ET
e SS. No caso do modelo SS vimos que a diferenca entre as alturas dos vizinhos
proximos é n = *1, assim a construcao da relagao entre essas varidveis pode ser

escrito da seguinte forma:
Si=h(i+1)—h(i) = 1, (3.13)

o termo S; representa a diferenca das alturas em uma superficie para o modelo SS,

onde essa diferenca admite apenas dois valores, +1. Observe que para r = 1, temos:

C(1)

(IhiGi + 1) = h(i)P?)
(5:7?)
= 1. (3.14)

Para cada instante de tempo ¢, calculamos C(r) variando r ao longo dos primeiros

38



vizinhos. No caso do ET os 8 vizinhos mais proximos foram considerados enquanto
que para o modelo SS apenas 3 vizinhos. Ao ajustarmos cada C(r) « r*®, encon-
tramos o expoente a para cada instante de tempo ¢. Por exemplo, mostramos na
Figura 3.6 o expoente a versus t com L = 1024 para o modelo SS. Observe que @
satura em um valor préximo ao valor exato, neste sentido, obtemos um expoente

médio, @, sendo representado por uma linha continua, @ = 0.49876(1).

0.499

0.4985

0.498

o 0.4975

0.497 L=1024 ——

o = 0.49876(1)

0.4965

0.496

30000 60000 90000
t

Figura 3.6: Valores de @ como em funcao tempo ¢ para o modelos SS, obtidos via
funcao de correlacao, Eq. (3.12). A linha continua em vermelho refere-se a média
obtida no intervalo de tempo 4 x 10* < t < 9 x 10*, isto é, @ = 0.49876(1).

Na Figura 3.7 mostramos o & como fun¢ao do tamanho L, obtidos para os modelos
ET e SS (pontos). Notamos que conforme aumentamos o tamanho do sistema, ou
seja, quando L — oo, temos a evidéncia de uma correspondéncia onde @ — 1/2. Isso
mostra que ha uma dependéncia dos valores do expoente com relagao a L, indicando
que possa existir efeitos de dimensao finita nesse expoente. Para eliminar os efeitos

de dimensao finita propomos um ajuste de curva da seguinte forma:

a(L) =a+ % (3.15)

Ao fazermos o uso da Eq. (3.15) obtemos a Figura 3.7, onde os pontos representam
as simulagoes para os modelos ET e SS em (1+1) dimensoes, as linhas tracejadas
evidenciam o ajuste de curva dado pela Eq. (3.15) e logo a baixo temos a Tabela

(3.5) com os valores obtidos de @ para cada modelo.
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Figura 3.7: Valores de @ como em fungao de diferentes tamanhos do substrato L
para os modelos ET e SS. As linhas pontilhadas representam o ajuste de curva,
Eq. (3.15), usada de forma que possa eliminar os efeitos de dimensao finita.

Modelos «a via funcao de correlacao

ET 0.5004(2)
SS 0.5007(6)

Tabela 3.5: Valores do expoente de rugosidade a calculados por meio da funcao de

correlagao, Eq. (3.12).

Observando os valores mostrados na Tabela 3.5 fica evidente que é possivel en-
contrarmos expoente de rugosidade @ execelentes quando obtido a partir da fungao
de correlagao (3.12). Pois os parametros a serem encontrados diminuem fazendo
com que as medidas obtidas sejam mais precisas. Sabemos que ET e SS sao modelos
pertencentes a classe de universalidade de KPZ [13, 16, 18, 19], onde para KPZ-

unidimensional o valor de @ = 1/2 [9, 33], logo os valores encontrados de @ para

ambos os modelos sao excelentes.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertagao apresentamos conceitos essenciais da nossa pesquisa quanto
ao crescimento de superficies rugosas em redes unidimensionais, as discussoes sobre
esse tema é importante devido a grande soma de fenomenos naturais que podem ser
modelados desta forma, pois esse tipo de crescimento/deposi¢ao abrange diversas
areas de conhecimento.

Para a realizacao deste trabalho fizemos a abordagem de alguns modelos de
crescimento/deposigao de particulas simples, sendo esses: Deposi¢ao Aleatéria com
Relaxacao Superficial, Modelo de Etching e Single-Step em redes unidimensionais.
Encontramos que esses modelos pertencem as duas classes de universalidades aqui
revisadas como: EW e KPZ. Utilizamos automatos celulares com um conjunto de
regras simples para simular esses modelos assim como condi¢oes de contorno periédi-
cas a fim de evitarmos efeitos de tamanho finito. O foco desse trabalho diz respeito
a obtencao do expoente de rugosidade @ e a fim de encontra-lo utilizamos métodos
distintos de analise.

Posteriormente apresentamos os resultados onde mostramos os métodos utiliza-
dos para a obtencao do expoente de rugosidade para os trés modelos estudados. Se-
guindo ainda nessa etapa verificou-se que os resultados dos expoentes de crescimento
obtidos estavam em acordo com publicagoes atuais. Com os dados encontrados, foi
possivel fazer um mapeamento das principais classes de universalidade encontradas

na literatura o que confirmou que o modelos estudados pertencem as classes EW e
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KPZ.

Em seguida, ao observar somente o expoente de rugosidade que foram fornecidos
a partir dos diferentes métodos aqui citados como: 1) Fungoes de ajuste: Lei de po-
téncias e Equagao Universal da Rugosidade; 2) via valor exato da constante (C,) que
estd inserida na Eq.(3.5), nesse método usamos a solucao exata Wy, (L) = (%L) !
proposta por Krug [19, 56] para o modelo SS em (141) dimensoes, onde considera-
mos o coeficiente fixo e ajustamos apenas o expoente a. Para isso também utilizamos
o trabalho recente de Gomes [35], que fez relagdo com o modelo de corrosao e atri-
buiu um significado fisico aos parametros de KPZ. Esse procedimento sé é feito para
modelos da classe de universalidade KPZ e por iltimo temos o método 3) funcao de
correlacao.

Constatou-se que a maioria dos valores de @ encontrados foram satisfatérios,
sendo eles, os obtidos por meio da EUR, Eq. (3.1), e ao se fixar o valor da constante
(C,) também obtivemos um valor consideravel desse expoente. Contudo, o método
3) oferece um valor do expoente de rugosidade muito préximo do valor exato para os
modelos dentro da classe de universalidade KPZ. Assim, é possivel afirmar que uma
funcao de correlacao associada a um modelo de crescimento/deposigao de particulas
em interfaces rugosas pode oferecer valores de expoentes de crescimento satisfatorios.

Tem-se como perspectiva futura a este trabalho avancar nos estudos de cres-
cimento de superficies para redes bidimensionais. Outra questao relevante a do
Teorema de flutuagao dissipagao (TFD) para d+1 dimensoes.

Temos em [44] que para d > 1, hd uma violacdo do TFD para a Equagao de
KPZ [33, 57], onde a abordagem do grupo de renormalizacao funciona para 1 + 1
dimensoes, mas falha para d + 1, quando d > 1. A violagao do TFD é conhecido na
literatura, em vidro estrutural [58, 59, 60], em proteinas [61], transferéncia de calor
em escala mesoscopica [62], e também em difusao balistica [55, 63, 64, 65, 66, 67].
Portanto, o lugar para procurar uma solucao para os expoentes de KPZ é a partir
do TFD para d + 1 dimensoes [34, 44, 45].

Deste modo serd extremamente produtivo continuar nessa diregao.
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Apeéendice A

Ajustes

Neste apéndice, mostramos os ajustes de curvas ja mencionados no capitulo 3 e
posteriormente encontramos os parametros de crescimento, W, t,, € 8 obtidos para
cada tamanho de substrato L dos trés modelos estudados, DARS, ET e SS, todos em
1 + 1 dimensoes. Em seguida mostramos o expoente de crescimento 8 como fungao

de L.

A.1 Dados dos ajustes de curva

Nas figuras A.1, A.2 e A.3, temos os dados obtidos das simulacoes. As simulagoes
foram realizadas com L = 2", com n = 6,7,8,9 ¢ 10. Como ja mencionado o ne
(nimero de experimentos) sao todos iguais para o modelo DARS, apenas para os
modelos ET e SS o ne diminui a medida que o valor do substrato L aumenta.

Todas as figuras A.1, A.2 e A.3 sao plotadas com a rugosidade, W(r), em funcao
do tempo ¢ em escala log-log. Em (a), (c), (e) sdo ajustadas com a funcao (3.1),
jé em (b), (d) e (f) elas sao ajustadas via lei de poténcia. Os pontos representam
as médias das simulagoes e os ajustes sao representados pelas linhas pontilhadas, ja
as linhas pretas na vertical indicam o momento onde as duas retas(pontilhadas) se
encontram e marca o valor medido de #,.

E possivel observar nas figuras a relagao entre o tempo de saturagao fy, € o

tamanho do substrato L pois, é evidente que para t < ty, o grafico se estabiliza
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conforme aumentamos o tamanho do sistema.
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Figura A.1: Rugosidade W(t) como em funcao do tempo ¢, para diferentes tamanhos
do substrato L obtidos para o modelo DARS onde em (a) temos o ajuste de curva
dado pela EUR e em (b) o ajuste via lei de poténcia.
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Figura A.2: Rugosidade W(f) em funcao do tempo ¢, para varios tamanhos de L,
obtidos para o modelo ET a partir dos ajustes de curva EUR em (c) e pelas leis de
poténcia em (d).

Modelo SS
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Figura A.3: Rugosidade W(t) versus o tempo ¢ com variagao do tamanho do sistema
L, calculados com os devidos ajustes de curva para o modelo SS por meio da EUR
em (e) e das leis de poténcia em (b).

A.2 Expoente de Crescimento

De forma semelhante ao que foi feito para os valores de a e z quando aplicado
o ajuste via Lei de poténcia, ver capitulo 3, podemos obter o expoente S ajustando
nossos dados a relacao de Family-Vicsek, onde para valores de ¢ < ty,,, temos W(L, t) ~
. eq.(1.3), observado no capitulo 1.

Contudo, diferentemente do ajuste de @, os valores de 8 podem ser obtidos de
mameira direta a partir da eq.(3.1), tornando a sua obten¢ao mais rapida e dimi-
nuindo a propagacao de erros. Assim, na figura A.4 apresentamos as curvas com os
valores de B obtidos para os modelo estudados obtidos por meio da EUR eq. (3.1)
em (a) e via lei de poténcia eq. (1.3) em (b).

A equagao (A.1) foi proposta para encontrar o expoente 3, ela é de tal forma que

considera-se uma maneira de eliminar os efeitos de dimensao finita, assim temos:

C
BL) =B+, (A.1)

ou seja, se consideramos que L — oo entao B(L) converge para S, ¢ ¢ uma constante

ajustavel.
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Figura A.4: Expoente de crescimento B versus o comprimento do substrato L, ajus-

tado com a EUR em (a) e via lei de poténcia em (b). E perceptivel que quando LBoo
entao B; converge para o valor esperado de .

A tabela A.1 mostra os valores de beta para cada modelo obtidos a partir da

aplicacao dos dois ajustes de curva.

Expoente dinamico LP EUR
Ber 0.326(7) 0.331(2)
Bss 0.308(6)  0.34(1)
Bpars 0.234(3) 0.249(2)

Tabela A.1: Valores de 8 para os modelos ET, SS e DARS obtidos pelos ajustes Leis
de poténcia e EUR.

Desse modo, podemos dizer que o ajuste de curva dado pela EUR fornece me-

lhores expoentes, especialmente para o modelo ET que apresentou um excelente

valor.
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