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Resumo

A modelagem de eventos extremos, observagdes méaximas ou minimas, é altamente rele-
vante em diversas dreas do conhecimento, como hidrologia, financas e atuaria. A distribui¢do
Gumbel, uma das trés distribui¢cdes que surge na teoria de valores extremos, ¢ a mais utilizada
para modelar esse tipo de dado. Diversas generalizacdes dessa distribui¢cdo buscam modelar os
dados com mais de uma moda, dentre elas as misturas de Gumbel. Assim, com o objetivo de
modelar dados de eventos extremos com comportamento heterogéneo bimodal, neste trabalho
€ proposta uma nova generalizacdo da distribuicio Gumbel com apenas trés parametros, deno-
minada Gumbel Bimodal. As principais medidas descritivas, como moda, quantis € momentos,
foram estudadas. Também foi realizado um estudo inferencial, com utilizacdo de simulagdo e

posterior aplicacdo em dados reais.

Palavras-Chave: Valores extremos; distribuicio Gumbel; Gumbel Bimodal.
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Abstract

The modeling of extreme events, maximum and minimum observations, is highly relevant in
several areas of knowledge, such as hydrology, finance and actuarial. The Gumbel distribution,
one of the three distributions that appears in the theory of extreme values, is the most used to
model this type of data. Several generalizations of this distributions can be found in the litera-
ture, including the mixtures of Gumbel in order to model data with more than one mode. Thus,
in order to model data from extreme events with heterogeneous bimodal behavior, this work
proposes a new generalization of the Gumbel distribution with only three parameters, called
Gumbel Bimodal. The main descriptive measures, such as mode, quantiles and moments, were
studied. Also an inferential study was carried out, using simulation and subsequent application

to real data.

Palavras-Chave: Extreme values; Gumbel distribution; Bimodal Gumbel.
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Capitulo 1

Introducao

Em teoria de probabilidade e estatistica, busca-se obter uma explicacdo da realidade atra-
vés da andlise de dados, normalmente amostrais. Eventos raros ou que ocorram com pouca
frequéncia possuem enorme relevancia em diversas dreas da ci€ncia e suas estimativas se tor-
nam imprencindiveis para o planejamento de atividades sujeitas as adversidades desses eventos.
Esse tipo de estudo € modelado através da teoria de valores extremos (Sansigolo, 2008).

A teoria consiste em calcular o limite da estatistica de maximo (ou minimo, se for o caso)
de uma amostra aleatdria, que tende a convergir para uma distribuic@o assintética de extremos
normalizados. Essa distribuicao assintética podera ser de trés tipos: Fréchet, Weibull negativa e
Gumbel, que sdo, em verdade, variacdes da distribui¢cdo Generalizada de Valor Extremo (GEV)
a partir alteracdo dos valores do parametro &.

A distribuicdo Weibull positiva, simétrica com a Weibull negativa, assim denominada de-
vido ao engenheiro e matematico Waloddi Weibull, possui vasto campo de aplicacdo, particu-
larmente para a engenharias, administragcdo e biologia. Segundo Rinne (2008), juntamente com
as distribui¢des normal, exponencial, t, F e quiquadrado, a Weibull € uma das mais populares e
aplicdveis da estatistica moderna.

Ja distribuicio Gumbel, também conhecida como distribuicao de valor extremo ou distri-

buicdo Fisher-Tippet tipo I, é usada para modelar a distribui¢do dos valores maximos de de-
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terminada amostra. Recebeu essa nomenclatura em homenagem ao matemético alemao Emil
Julius Gumbel, apds a publicacdo de seu livro sobre valores extremos em 1958, aperfeicoando
o trabalho de Leonard Tippett € Ronald Fisher (Beirland e Segers, 2005).

A distribuicdo Gumbel € um caso particular da distribuicdo de valores extremos e pode ser
obtida por meio do logaritmo de uma varidvel aleatéria com distribui¢io Weibull positiva. E
amplamente utilizada em dreas como hidrologia, financas, atudria e andlise de sobrevivéncia.
Em hidrologia, por exemplo, € utilizada para obter informacdes sobre riscos e tempo de retorno
de determinados niveis extremos em rios ou bacias, estudo esse fundamental para a previsao de
enchentes ou predi¢cdo das chances de ocorréncia de desabastecimentos (Naghettini, 2007).

A distribuicdo Gumbel possui diversas variagOes e generalizagdes, tais como: Distribui-
¢dao Gumbel exponencializada desenvolvida por Nadarajah (2006) e inspirada na distribui¢dao
exponencial; Distribui¢do valor extremo transmutada, definida pelos autores Shaw e Buckley
(2009), com a finalidade de obter distribui¢des assimétricas e com curtoses distintas da nor-
mal; Distribuicdo Kumaraswamy Gumbel, criada a partir da distribui¢do Kumaraswamy por
Cordeiro (2012); Distribuicao beta Gumbel concebida por Dubey (1969); dentre outras.

Uma revisao completa da distribuicdo Gumbel e suas generaliza¢des foi realizada por Pi-
nheiro (1999). Dentre essas alteragdes, a autora ressalta a mistura de dois componentes de
distribui¢do valor extremo médximo, que teve o objetivo de analisar a frequéncia de inundagdes
e gerou uma distribuicdo bimodal (Pinheiro, 1999).

Otiniano (2014), e também Escalante-Sandoval (2007), mostraram que a mistura de distri-
bui¢des Gumbel € um ajuste adequado para dados de comportamento heterogéneo em hidrolo-
gia e finangas. A desvantagem em utilizar esse tipo de modelagem reside no fato de o vetor de
parametros consistir em diversas varidveis, aumentando o custo computacional de estimagao.

O mercado financeiro, por exemplo, pode se utilizar amplamente da teoria de valores extre-
mos e seus diversos desdobramentos. As transagdes comerciais envolvendo clientes e fornece-
dores em paises distintos sdo inerentes ao mundo globalizado e a variacdo do pre¢o do ddlar

possui alto impacto nas politicas sociais e econdmicas, além de afetar diretamente o consumo

2



§1.0.

do pais. Sendo os Estados Unidos da América o pais com uma das economias mais fortes e
influentes do mundo, o ddlar tornou-se a moeda mais relevante, sendo utilizada como base para
grande parte das operagdes comerciais, especialmente no ambito do comércio exterior (Thomé,
2014).

Nesse sentido, as operagdes de importacdo e exportagdo apresentam uma dindmica em que
a desvalorizacao da moeda local frente ao ddlar favorece a exportagdo de produtos. No caso do
mercado interno brasileiro, a moeda americana também atua no poder de compra dos residentes,
considerando que os produtos importados ficam mais caros. O mesmo ocorre com algumas
matérias-primas e commodities, que também respondem diretamente ao aumento do preco do
dolar. Assim, o item final do bem adiquirido pelo consumidor também possui seu preco final
atrelado ao ddlar.

Em especial em relagdo ao petroleo, a Petrobras € frequentemente associada a essa commo-
dity, sendo empresa de capital aberto cujo o acionista majoritario é o Estado brasileiro. A sua
criacdo estd ligada ao processo de desenvolvimento da industrializacdo brasileira, e sua histéria
¢ marcada por vultuosos investimentos em pesquisa e desenvolvimento. Essa caracteristica cul-
minou no incremento tecnolégico e humano, assim como permitiu a Petrobras o pioneirismo da
exploracao de petréleo em dguas profundas (Sentyurina, 2019).

Negociados na bolsa de valores brasileira sob os cédigos PETR3 e PETR4, esses ativos,
juntamente com os papéis da gigante mineradora Vale apresentam um dos maiores niveis de
liquidez e volume negociados por dia na B3 (Sauer, 2016).

Desta forma, neste trabalho, propde-se uma generalizacao do modelo Gumbel, denominado
modelo Gumbel Bimodal, que possui apenas trés parametros e € bastante flexivel, de tal forma
que pode ser utilizado para modelar dados extremos de comportamento heterogéneo.

Além disso, objetiva avaliar a variacdo cambial do ddlar e o preco das acdes da Petrobrés
ao longo dos dltimos anos. A partir dos dados serd modelado o comportamento das varidveis e
suas caudas, sendo proposta, ainda, uma nova férmula de cilculo do VaR ou Value at Risk.

Inicialmente serd apresentada uma breve revisao da distribuicdo Gumbel. Posterioremnte,
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nos capitulos seguintes, serd apresentada a nova distribuicao Gumbel Bimodal e suas aplicacoes.




Capitulo 2

Distribuicao Gumbel Bimodal

2.1 Conceitos Preliminares

A teoria de valores extremos consiste no estudo da distribuicdo assintdtica de extremos

Xin)—an X1y—an
(n) ou (1)

normalizados. Ou seja, da distribui¢@o limite das estatisticas — b

,emque X(,) =

max{Xy,..., X, } e Xq) =min{Xy, ..., X, }, para Xy, ..., X, vaa’siid.

O papel do teorema para maximos € similar ao do teorema central do limite para médias, ex-
ceto pelo fato de este se aplica a média de uma amostra a partir de qualquer distribui¢do com va-
riancia finita, enquanto aquele, também conhecido como teorema de Fisher-Tippett-Gnedenko,
afirma que se a distribui¢do de um méximo normalizado converge, entdo o limite deve pertencer

a uma Distribui¢do Generalizada de Valores Extremos (GEV), que serd, conforme variagao de
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um de seus parametros, uma das trés seguintes classes particulares de distribuicoes:

(
exp(—(x — u)‘“), x> p,
Fréchet: ®,,,(z) = ’
0, T < [,
” o
exp(—(— M)a>, T >,
Weibull Negativa: ¥, , ,(z) = 7
0, T <,
\
T — i
Gumbel: A, ,(z) = exp| —exp(———) |,V € R (2.1
o

cujos parametros o > 0, 0 > 0 e p € R sdo de forma, escala e locacdo, respectivamente.

Neste trabalho serd desenvolvido um modelo de probabilidade que generaliza a distribui¢ao

Gumbel dada em (2.1).

A funcdo densidade de probabilidade (fdp) se uma varidvel aleatdria (v.a) X com distribui-

¢do Gumbel, X ~ Fy(+; pu,0), é dada por

fetwin) = sexpf = (L) —ew [~ ()]} zer 2

Os efeitos dos pardmetros 1 € R e o > 0 na densidade de f¢ s@o apresentado na Figura

2.1).

Na secdo a seguir € utilizada a distribuicio Gumbel com p = 0, cujas equagdes da funcao

densidade (fdp) e da fun¢do de distribuicao acumulada (fda) sd@o dadas, respectivamente, por

o) = Lo -(2) e [ ()]}

Fario) =esp{ e [~ ()]} e

6
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— p=-1

04

f(x)
0.2

L

|

()

0.0
! 1
>

(@) X ~ Fg(-0,0) (0) X ~ Fg(sp,1)

Figura 2.1: Densidade de X ~ Fg(+; i, 0)
2.2 Modelo Gumbel Bimodal

Nesta etapa € definida uma generalizac¢do da distribuicdo Gumbel, chamada da distribui¢ao
Gumbel Bimodal, a partir da equacao (2.3), e construida por meio de uma transformacao inver-
sivel. B realizado, ainda, um estudo grafico do novo modelo, bem como o estudo das principais
medidas descritivas, como moda, quantis € momentos.

A distribuicdo Gumbel Bimodal € construida a partir das equagdes (2.3) e (2.4) e a Trans-

formada 7, s definida por
Tus(x) =alz)® +p, zeR*, §>-1, peR, (2.5)
cujas primeiras derivadas sdo dadas por

T a(@) =0+ 1)z, (2.6)

T, s(x) = sign(z) (5 + 1)d|z|*"" (2.7)

sendo sign(z) a fungdo sinal.
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Entdo, a k-ésima derivada é dada por

k—2

T (2) = [sign(x)]"™ { [[6- @)] PO ) (2.8)

i=—1

Para § > —1, a Transformada 7" é ndo decrescente, entdo a func¢do inversa, denotada por

Tu_ 1 existe e é dada por

T 3(z) = N (2.9)

Definicao 2.2.1. Uma varidvel aleatéria X possui distribuicdo Gumbel Bimodal, X ~ Fgg(-; i, 0,9),

se sua funcao densidade de probabilidade (fdp) € definida por

fap(@) = fa(Tus(x);0) T, 5(x) (2.10)
= %(5 + 1)\xléexp{—<—<x|x‘? i ,u) — exp [— (_(x|x\5) i N)] }>

o

sendo 0 > —1 e u € R parimetros de forma e o > 0 parametro de escala. T" e

T’ sdao dados conforme as equagdes (2.5) a (2.6).

A funcdo distribuicdo acumulada (fda) de uma varidvel aleatéria Gumbel Bimodal, X ~

Feg(+; 1, 0,6), calculada a partir de (2.4), é dada por

Fep(z) = Fg(TWg(x);U)
- exp{—exp[— (M)H,xel&. @2.11)

g

Em geral, a modelagem estatistica de um conjunto de dados se inicia com uma andlise

descritiva dos elementos por meio das medidas de posicao e medidas de dispersdo, capazes

8
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de fornecer informagdes que descrevam o modelo em estudo. Dessa forma, a seguir, serdo
apresentadas as principais medidas da nova distribuicdo proposta, como a moda, momentos e

quantis.

2.3 Estudo grafico

Inicialmente, foi realizado o estudo grafico da nova distribuicao, a partir da equacdo (2.10),

variando seus parametros.

o

o | — 5=-05

o 5=0
—_ o ] 5= 1
£ - — 5=4

< |

< 7

o | = —_—

= | | | | I I |

-2 -1 0 1 2 3 4

Figura 2.2: Densidade de X ~ Fgp(+;0,1,0)

Na Figura 2.2 pode-se notar que ao realizar a variagdo em 0 ocorre alteracdo no compor-
tamento da distribuic@o, indicando tratar-se de um parametro de forma. A func¢do aparenta ser
bimodal com o aumento de §. Para § = 0, a funcdo torna-se uma distribuicio Gumbel tradicio-
nal.

A Figura 2.3 mostra a densidade da Gumbel Bimodal quando € realizada uma variagao no
parametro u. Percebe-se que com essa variacao, ;4 aparenta também ser um parametro de forma.

Do mesmo modo, ao realizar a variagdo em o, € possivel notar, na Figura 2.4, que trata-se de

um parametro de escala. As variagdes no seu valor, mantidos constantes os demais parametros,

9
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w0 L=
o ™
— p=-1
B p=-0.5 n |
g p=1 =
o
S g o
SR =
o o]
_ o
o _ o _
= T T T T T = T T T T T
4 2 0 2 4 2 1 0 1 2
X X
(@) X ~ Fgp(:;p,1,0) (b) X ~ Fap(-51,1,2)

Figura 2.3: Densidade de X ~ Fgp(-;u, 1,0)

T4 — =1 o
o o=2 o 7
_ o=3

. a o4 . |
o’ o™ R
= 54 = g .

_ / .

- _

= T T T T T T = T T T T T T T

4 2 0 2 4 6 -3 2 1 0 1 2 3
X X
(@) X ~ Fggp(+0,0,0) (b) X ~ Fgp(+0,0,2)

Figura 2.4: Densidade de X ~ Fip(+;0,0,9)

causam apenas compressao ou expansao do gréfico.

2.4 Moda

A moda de uma distribui¢do de probabilidade continua é o valor x em que a fdp possui seu
valor mdximo. FEla ndo necessariamente € unica, e no caso da distribuicdo Gumbel Bimodal
espera-se que possua um ou dois valores modais. Assim, para o cdlculo dessa propriedade, é
necessdrio avaliar a monotonicidade da funcdo, ou seja, estudar o sinal da primeira derivada da

densidade, f(5(x; 1, 0,9).

10



§2.5. Momentos

Proposicao 2.4.1. Seja X ~ Fgp(+; 1, 0,0). Entdo x,, ¢ um ponto de moda de X se for solugéo
da equacao diferencial:
TVo@) 1 e

C R (2.12)

Demonstragdo. Sabe-se que fap(x;11,0,0) = fa(Tus(x); i) T, 5(x). Utilizando a regra da

cadeia, € possivel chegar a seguinte expressao:

fap(@) = f&(Tus(@)) T, 5(2) T, () + fa (Tus) (@) T, 5(x) =0, (2.13)

com fq dadaem (2.3) e T}, 5 e T}/ ; dadas por (2.6) € (2.7), respectivamente.

O resultado € obtido ao substituir a fun¢do

fetwio) = fawso){ ean| - (£)] - 1]

na equacdo (2.13).

2.5 Momentos

Em um estudo descritivo de um modelo de probabilidade, é também relevante definir os
momentos de uma varidvel aledtoria. Essa andlise, no entanto, pode ainda ser utilizada, posteri-

ormente, em seu estudo inferencial.

Em estatistica, a expressdo da esperanga de uma varidvel aleatéria, ou seu momento de

ordem £k, é dada por:

B(x*) = / o f(z)da.

11
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Para a funcdo Gumbel Bimodal, corresponde ao célculo de:

B(X") = /_ :xk<fGB<x>>da: (2.14)
_ /Z WL /TR {_(@:rsc\? P | - (=) }dw'

O célculo da integral (2.14) nao ¢ trivial, e, portanto, devera ser calculada numericamente.
Por isso, outra alternativa para o cdlculo dos momentos de uma v.a. X ~ Fgp(-;pu,0,0) é

através de uma fungdo tipo geratriz de momentos.

2.5.1 Funcao tipo geratriz de momentos

Proposicao 2.5.1. Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicdo Gumbel Bimodal, X ~
Fep(+; 1, 0,6). Ento, a fungdo tipo geratriz de momentos ¢x (t) = E(e!X"™) ¢

dada por:

6+1

ox(t) = e T(1 —toyes) + eV (1 4+ (=1)F o ev). (2.15)

Demonstragdo. Por defini¢ao,

oxtt) = | T (T, () 0) Ty ()i

oo txltd —T(x)
=T (x)
_ / e e T ()da. (2.16)

g

—00

—T(x T(x)

Realizando as substitui¢des de y = e~ »« e dy = e o (—T1"(x))dx e considerando, para

ajustar os limites, que T'(x) = z|z|° + u, (2.16) pode ser reescrita por

0
©Ox (t) — / etx1+6efy(_dy)
+oo

_ / e ey, 2.17)
0

12



A partir do célculo de v,

—T(x)
y ey e o
-T

Iny = (z)
o

T(x) = —olny

e da fun¢do inversa de T, dada por (2.9),

_ 115 I3
<lny “—u) , y<es
T '(Iny ") =

o\ T u
—(u—lny > , y>eo,

§2.5. Momentos

as equacoes (2.16) e (2.17) sao reescritas em fungdo de y. Entdo a fun¢do geratriz € dada por:

arE

(e}

oy T K1)+ (u—Tny—o) T55
ox(t) = / etIny™7—p) e Vdy + /M et (=1 (u=lny™7) e Vdy
0 eo

aE

_ / et(—olny—u)e—ydy + /u e(—1)1+6t(ﬂ+0'lny)e_ydy
0 ev

= I+1I1.

(2.18)

De (2.18) é possivel notar que o cdlculo de ¢ x(t) deve ser realizado a partir da solucdo de

duas integrais, I e II. Com alguma manipulagdes algébricas calcula-se a integral 1.

af

I
0

13
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I = e_t“/ y e Vdy. (2.19)
0

De fomar andloga, calcula-se o valor da integral II,

(o)
I = / 6(—1)1+5t(u+alny)e—ydy

=3
o

I = D) / T M) v g,

I3

o

I = 7w / ooytff(—l)““e—ydy. (2.20)

ar

Por fim, a partir de (2.19) e (2.20), pode ser obtido o valor da fun¢do geratriz:

QA=

o0

ox(t) = e / YTy + oD ) / D gy
0 e

5+1

o
= ¢ "D(1 —toyes) + eV (14 (=1)7 o er),

sendo y(a;z) = fxoo to~te~tdt a fungdo Gamma incompleta inferior e, complementarmente,
Ma;x) = fo‘r to~te~t dt, a fungdo Gamma incompleta superior. Essas fungdes estdo implemen-

tadas em diversos softwares matematicos e estatisticos.

2.5.2 Funcao tipo geradora de cumulantes

Baseando-se no logaritimo da fungdo ¢x (t) = e'* "' pode ser obtida Cx(t), uma fungdo

tipo geradora de cumulantes In(px (¢)). Ao considerar a série de Taylor

14



§2.5. Momentos

para a fungdo E(e'X o ), tem-se a fun¢@o do tipo cumulantes, dada por:

(B -1 (BEeX) ~1)°
2 3

Cx(t) = n(BE(e™")) = (B(e™) - 1) -
(2.21)

As derivadas de C'x(t) em ¢ = 0 permitem que sejam obtidos momentos da v.a. X. Em

particular, da primeira e segunda derivadas, tem-se:
0 (1) = (E(etX°H xo+1 2(E(etX5+1)—1)E tXOH xro41
5Cx(t) = (E(e )) = 2= ———E(e )+ ..

7Ox(t) = (B(e™ T X20M)) — [(B(e™ T X)) — [B(e™™) — 1] + ..

a2

E, quando ¢ = 0, as derivadas sdo dadas por

0

Ecx(t) im0 = B(X°T (2.22)
2
%OX@) im0 = E(X?0TD) _[B(X°T)2 (2.23)

Proposicao 2.5.2. Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicdo Gumbel Bimodal, X ~

Fep(+; 1, 0,0), entdo:

Cx(t) =Infe ™I (1 — toyeq) 4+ ey (1 4+ (=1 o er)]  (2.24)

Demonstracdo. A prova segue diretamente das equagdes (2.15) e (2.21). [

15
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Corolario 2.5.1. Seja X ~ Fgp(-; 1, 0,0). Entdo:

E(X)=0y—p (2.25)
’/T2
Var(X) = U2E (2.26)

Demonstracdo. Ao considerar § = 0, a equacdo (2.24) pode ser reescrita da seguinte forma:
Cx(t) =In[e ™ D(1 — to; ev ) + e Hy(1 — to; e )]

=In[e "T(1 — to)].

Pela propriedade I'(z;a) + v(x;a) = T'(x), obtém-se C'x(t) = In[e **T'(1 — to)], cujas

derivadas sdao dadas por:

aC’X(t) =—pu—o¥(1-—to) (2.27)
e
o2
@(Cx(t)) =o' (1 —to), (2.28)
0 (@)

sendo W(-) a fungdo Digamma, definida por ¥(z) = =In(I'(z)) = T » COm U(l)=7,v=

constante de Euler ( 0,5722) e V(1) = %2. Ao igualar as equacdes (2.22) com (2.27) e as

equagdes (2.23) com (2.28), obtém-se a média e a variancia de X, dados, respectivamente, por




§2.6. Quantis

Observagdo. Um caso particular de X ~ Fgp ocorre quando § = 0, caso em que Fp(-; 1, 0,0) =
Fe(;—p,0), em que Fg é a funcdo de distribuicdo acumulada da Gumbel, cuja média e vari-

ancia coincidem com (2.25) e (2.26).

2.6 Quantis

Proposicao 2.6.1. Seja X ~ Fgp(-; i, 0,9). Os quantis da distribui¢do sdo dados por

T, = (2.29)

Demonstragdo.
q=P(X <) = Fgp(z,) = v, = F;5(q).

A partir da equagdo (2.11), sabe-se o valor da Fzp(-), que pode ser substituido na equagéo

acima. Assim,

() — —oxp] - T2
—oln[—In(q)] = T,s(z,)

T, = Tﬁl[—aln(—ln(q))]

M,
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Da equagao (2.9) s@o obtidas as férmulas de cdlculo da fun¢@o da Transformada Inversa, re-

petidas abaixo. Assim, € possivel utilizar esse resultado para realizar a substituicdo e encontrar

a expressao para .

T5(2) = 1
—(u—x)pra, < p
) (~otn(-1n(@) — 1) ™. ~oln(-ln() >
(it oln(-1n(@)) ™, ~oln(~In(g) < 4

(~om(-In(g) =)™, g>e

—<,LL + aln(—ln(q))> , g<e

18



Capitulo 3

Estimacao

Neste capitulo utilizou-se o método de médxima verossimilhanca para estimar os parametros
da densidade fgg(.; i, 0,d) dada em (2.10). O estimador do pardmetro de escala p possui for-

mula fechada, ja os estimadores de ¢ e ¢ sdo obtidos ao resolver numericamente duas equagoes.

3.1 Estimacao por maxima verossimilhanca

O método da maxima verossimilhanca (MLE) consiste em estimar os parametros do modelo
de estudo utilizando as estimativas que tornam maximo o valor da fungdo verossimilhanca. E
usual utilizar a aplicacdo da funcdo logaritimo no cdlculo das estimagdes. Assim, os valores
estimados dos parametros podem ser encontrados igualando as primeiras derivadas da fungdo a

Z€ro.

Assim, a partir de valores amostrais z1, Zs, ..., T, de uma populacdo X com fdp f(.;0), o
objetivo da metodologia é estimar o valor do pardmetro © que maximiza a funcio de verossi-

milhanca (L), dada por

L(©;x1, 23, ...w,) = [ [ f(a: | ©), (3.1)
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§3.1. Estimagdo por mdxima verossimilhangca

ou, ainda, maximizar a fun¢do logaritimo da verossimilhanc¢a, denotada por:

1(©;2) = log(L(©; x1, 22, ... z)) = Y _log(f(z; | ©)). (3.2)

Entdo, para valores amostrais x1, T, ..., ©, de X ~ Fgp(-;u,0,d), cuja funcdo é dada pela

equacdo (2.10), e que o vetor de parAmetros é © = (u,0,d), a fun¢do verossimilhanca é dada

por:

n

(O;2) =) { In(6 4+ 1) — In(o) + 0 1n(|z]) + [— (M) - e(““i““@"”“‘)] }

i=1

o

— I+ 1) — nln(o) + 83 Injay]) — 2 EIED TS ol
i=1

o -
=1

(3.3)

Dessa forma, a partir de (3.3), € possivel encontrar os estimadores dos parametros para a

distribuicdo Gumbel Bimodal, por meio da derivagido em relacio a cada parametro.

(a)

ol(O; )

QI3 o

> Q=

>

o (__1) Ze—(w) —0

o1n (E=+é> (3.4)




§3.1. Estimagdo por mdxima verossimilhangca

(b)

HOw) _ ([ (1ot + 1)) ] -

g -
=1
n

[Z o~ (@ilail®) ot (0*2((;@]%\5) i u)) —0 (3.5)
=1

(Sl )] - [ (e )

i=1 =1

(©)

8l(§6; z) _ (5:: - +;1n<‘xi|) _ [Z?zl(:ilxi\ )ln<2?:1(§¢!xil ))}

LN Gl Z?:l(ximi’é) 2?21(5U¢|$i!5)
—[ea;e o (—1) . ln< . ﬂ =0
Com o objetivo de encontrar os estimadores de mdxima verossimilhanca para cada um dos
parametros da distribuicio Gumbel Bimodal, € utilizado o método da otimizacdo de funcoes,
através do software estatistico R.
Neste trabalho, a estratégia para escolha dos valores iniciais dos parametros foi considerar
algumas estatisticas amostrais baseada em uma amostra aleatéria de X. Destarte, optou-se

pela média amostral para j, o desvio padrdo para o e a moda para d, apds geracao de amostra

aleatodria utilizando a distribuicdo uniforme.

21
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Capitulo 4

Simulacao

Com o objetivo de investigar a performance dos estimadores de maxima verossimilhanca
apresentados no Capitulo 3, neste capitulo sdo definidos 27 vetores de parametros e obtidas
suas estimativas médias, erro quadritico médio (EQM), viés e erro padrao através da simulacao

de Monte Carlo.

4.1 Simulacdo por Monte Carlo

Existem diversos procedimentos e algoritimos para gerar amostras a partir de uma distribui-
¢do. Um deles é o método da transformada inversa. Assim, para obter uma observagdo = de
uma varidvel aleatéria X com distribui¢ao F', primeiramente deve-se gerar uma varidvel ¢ com
distribui¢do uniforme (0,1), onde q refere-se ao quantil da distribui¢do em questio (nesse caso
a equagdo (2.29)). Em seguida, a partir de X = F~!(q), onde F~! é a inversa de F, gera-se a
amostra da distribui¢ao (Nelsen, 2006).

Assim, foram realizadas simulagdes de amostras aleatérias de X ~ Fgp(-; p, 0,0) por meio
do método da transformada inversa. Foram realizadas /M = 100 replicacdes de Monte Carlo
para trés tamanhos de amostra: n = 50, n = 100 e n = 1000.

Para cada amostra gerada os parametros yu, o e 6 foram estimados pelo método da ma-
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ximaverossimilhanga, com o uso da equagdes (3.4) a (3.6). Dessa forma, foram obtidos 100
estimadores para cada parametros e calculado o estimador de Monte Carlo. Esse estimador €
representado pelo valor esperado dos estimadores encontrados, ou seja = % Zf\il 0;.

O parametro o, por tratar-se de um parametro de escala, foi mantido constante e igual a 1
em todas as combinagdes. Os demais parametros variaram do seguinte modo: o parametro j
apresentou os valores -1, 0 e 1 e o pardmetro § os valores 0, 2 e 4, totalizando 27 vetores de
parametros.

Também foi calculado o viés entre o estimador e o valor real do pardmetro, vies(é) =
(0 —0).

Ainda, para avaliar a qualidade do estimador, foi calculado o erro quadratico médio, dado
pela expressdo EQM = - S M (6; — 6)2, e o erro padrio.

Pode-se notar que as estimativas geradas estdo proximas aos valores reais dos parametros.
Com o aumento no nimero de amostras, o erro quadratico médio e o erro padrdo reduzem
drasticamente. Assim, por apresentarem valores muito baixos e préximos a zero, indicam que
os estimadores sdo eficientes.

A partir da andlise grafica, compara-se a curva da distribuicdo com os parametros reais € a
curva dos parametros estimados. Assim, os graficos apresentados contém a variacao dos valores
estimados; a curva da distribuicao com os parametros com seus verdadeiros valores, plotada na
linha de cor preta; e a curva da distribuicdo com os parametros estimados, plotada com graficos
de pontos, em azul.

E possivel notar que, por as estimativas obtidas serem muito préximas aos valores reais, as

curvas s€ sebrepoem.
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Tabela 4.1: Estimativas via Monte Carlo (n=50)

Verdadeiro Valor Valor Esperado Viés EQM  Erro Padrao

S 9 T 29 T 0 T 9 T 9T 9T 9 T 99T 9

-1 -1.00952 -0.00952  0.02163 0.1475
1 0.97492 -0.02507  0.02765 0.1653
0 0.01114 0.01114 0.01554 0.1248
-1 -1.03142 -0.03142  0.03419 0.1831
1 1.02366 0.02366  0.02592 0.1600
2 2.05863 0.05863 0.12062 0.3440
-1 -0.99788 0.00211 0.02748 0.1666
1 0.96513 -0.03486 0.02763 0.1634
4 391971 -0.08028 0.34339 0.5834
0 0.00145 0.00145 0.02113 0.1461
1 0.99965 -0.00034 0.01646 0.1289
0 0.03047 0.03047 0.01316 0.1111
0 0.00339 0.00339  0.02363 0.1544
1 1.00572 0.00572 0.01401 0.1188
2 2.14749 0.14749 0.14933 0.3589
0 -0.02841 -0.02841 0.02129 0.1438
1 0.97091 -0.02908 0.01374 0.1141
4 4.00093 0.00093  0.26488 0.5172
1 0.95417 -0.04582  0.02859 0.1636
1 0.98530 -0.01469 0.01918 0.1384
0 0.00560 0.00560 0.01242 0.1118
1 0.96207 -0.03792  0.02218 0.1447
1 1.04081 0.04081 0.02338 0.1481
2 2.10659 0.10659 0.17084 0.4013
1 0.93990 -0.06009 0.05954 0.2376
1 0.97762 -0.02237 0.12103 0.3489
4 3.96419 -0.03580 0.91265 0.9594

25
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Tabela 4.2: Estimativas via Monte Carlo (n=100)

Verdadeiro Valor Valor Esperado Viés EQM  Erro Padrao

L -1 -0.98025 0.01974  0.01280 0.1120
o 1 0.98180 -0.01819  0.01146 0.1060
o 0 -0.00898 -0.00898  0.00780 0.0883
i -1 -0.99734 0.00265  0.01532 0.1243
o 1 0.99027 -0.00972  0.01188 0.1091
) 2 2.01504 0.01504  0.06759 0.2608
i -1 -0.99937 0.00062  0.01558 0.1254
o 1 0.97695 -0.02304 0.01185 0.1069
) 4 39113 -0.08860 0.13284 0.3553
i 0 -0.02087 -0.02087  0.01232 0.1095
o 1 0.99485 -0.00514  0.00724 0.0854
) 0 0.02235 0.02235  0.00722 0.0824
i 0 -0.01413 -0.01413  0.01182 0.1083
o 1 0.98941 -0.01058  0.00694 0.0830
4] 2 2.06691 0.06691  0.07194 0.2610
L 0 -0.00765 -0.00765 0.01211 0.1103
o 1 0.99801 -0.00198  0.00713 0.0848
4] 4 4.05904 0.05904 0.16391 0.4025
L 1 0.94706 -0.05293  0.01350 0.1039
o 1 0.98666 -0.01333  0.00964 0.0977
4] 0 -0.02825 -0.0282  0.00588 0.0717
i 1 0.96052 -0.03947 0.014831 0.1157
o 1 1.01628 0.01628  0.01126 0.1053
) 2 1.99650 -0.00349  0.06319 0.2526
! 1 0.98981 -0.01018  0.01102 0.1050
o 1 0.99397 -0.00602  0.00709 0.0844
) 4 4.02093 0.02093  0.11929 0.3464
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Tabela 4.3: Estimativas via Monte Carlo (n=1000)

Verdadeiro Valor Valor Esperado Viés EQM  Erro Padrao

S 9 T 29 T 0 T 9 T 9T 9T 9 T 99T 9

-1 -0.99837 0.00162 0.00149 0.0388
1 0.99413 -0.00586 0.00104 0.0319
0 -0.00209 -0.00209  0.00072 0.0269
-1 -0.99906 0.00093  0.00130 0.0362
1 1.00507 0.00507  0.00088 0.0293
2 2.01457 0.01457  0.00540 0.0724
-1 -0.99417 0.00582 0.00110 0.0328
1 0.99574 -0.00425 0.00091 0.03016
4 3.99378 -0.00621 0.01433 0.1201
0 -0.00232 -0.00232  0.00134 0.0367
1 1.00226 0.00226  0.00069 0.02643
0 0.00303 0.00303  0.00076 0.0277
0 -0.00322 -0.00322  0.00094 0.0307
1 0.99633 -0.00366 0.00062 0.0248
2 2.01715 0.01715  0.00587 0.0751
0 -0.00824 -0.00824 0.00114 0.0330
1 1.00379 0.00379  0.00065 0.0254
4 4.01962 0.01962 0.01519 0.1223
1 0.99310 -0.00689 0.00136 0.0365
1 0.99649 -0.00350 0.00107 0.0327
0 -0.00116 -0.00116  0.00080 0.0284
1 0.95857 -0.04142  0.00253 0.0286
1 0.99516 -0.00483  0.00104 0.0320
2 1.96530 -0.03469 0.00929 0.0904
1 0.99638 -0.00361 0.00133 0.0365
1 1.00135 0.00135 0.00108 0.0330
4 4.00819 0.00819 0.01701 0.1308
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Capitulo 5

Aplicacao

Neste capitulo, para ilustrar a aplicabilidade do modelo Gumbel Bimodal, serdo utilizados
dois conjuntos de dados de finangas. As séries utilizadas foram analisadas no sotware R e
obtidas no site https.//finance.yahoo.com.

Os dados iniciais correspondem as a¢des da Petrobras (PETR4) cotadas em ddlar no periodo
de 03/01/2000 a 01/10/2021, totalizando total de 5465 observacdes. No caso dos dados do
dolar, a série histdrica se inicia em 01/12/2003 e finaliza em 15/10/2021, totalizando 4223
observacoes.

O principal objetivo € avaliar os dados sob a luz da teoria de valores extremos e determinar

o VaR, Value at Risk, dos retornos maximos e minimos das variaveis.

5.1 Metodologia

Em financas, usualmente, calcula-se o VaR correspondente a uma das caudas da distribui¢ao
de retornos, aquela que for de maior interesse do pesquisador. O VaR € usualmente definido
como o menor valor das perdas acumuladas que ocorre com uma probabilidade « na cauda
esquerda e 1 —« na cauda direita, dentro de um horizonte de tempo. Entdo, se F'y € a distribui¢ao

acumulada dos retornos X e 1 — F'y € a funcdo sobrevivéncia, entdo o VaR, de X ¢é definido
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por

VaR,(X) =inf{z € R: Fx(z) > a} (5.1

ou, equivalentemente,

VaR,(X) =inf{z € R: Fx(z) <1—a}. (5.2)

Neste trabalho, p; serd denotado o valor do preco de uma ag@o no tempo ¢ e os retornos

logaritmicos serdo dados por

X = lﬂ(pt+1 - pt)- (5.3)

Para retornos X7, ... Xy de um investimento X, em que a variancia de X é finita, os retornos
extremos (maximos ou minimos) sdo naturalmente modelados por uma distribuicdo Gumbel,
X ~ Fg. Neste caso, para uma subamostra de maximos, a% dos retornos maximos estao
abaixo do VaR,, dentro do horizonte de tempo no qual foi construida a sub-amostra.

Como X ~ Fgp é uma distribui¢do que generaliza a distribuicdo Gumbel tradicional, neste
capitulo ela serd utilizada para modelar os dados de maximos € minimos, a0 mesmo tempo.

assim, pode-se calcular e interpretar o VaR dos retornos minimos e mdximos a partir da Fi; 5.

5.2 Analise Descritiva

Observando a variacdo cambial do ddlar, na Figura 5.1 é possivel verificar que a moeda
possui variac@o constante, com tendéncias a maior crescimento ao longo do tempo.
Em 2008, devido a recessido econdmica mundial, causada principalmente pelos altos gastos

dos Estados Unidos e as inicialmente baixas taxas de juros que financiaram a bolha imobilia-

32



§5.2. Andlise Descritiva

ria, pode-se notar um grande salto no valor do ddlar frente ao real. Outro salto consideravel
pode ser observado no ano 2020, possivelmente devido a pandemia do novo coronavirus e as

instabilidades econdmicas decorrentes.

Varia¢do Cambial

Figura 5.1: Série histdrica - variagdo do preco da ac¢do do petréleo em ddlar

Da mesma forma, a variagdo do preco das acdes do petréleo também estd em constante
mutacdo, sendo possivel notar uma oscilagdo ainda maior que a da moeda americana. Além
disso, € possivel notar que a crise econdmica de 2008 também afetou a industria petrolifera.
Os movimentos especulativos de escala global fizeram que o preco do produto subisse muito
no inicio do ano, sofrendo, posteriormente, severas quedas apds a quebra do banco americano

Lehman Brothers.

Variacdo do preco da PETR4
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Figura 5.2: Série historica - variagao do prego da a¢do do petréleo em ddlar
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Até o ano de 2019, a variacdo do ddlar parece ter mais influéncia no preco das acdes da
Petrobrds. Em 2020, as preocupacdes com o novo coronavirus afetaram bolsas pelo mundo todo
e as agOes da Petrobras despencaram 57% devido a baixa demanda de derivados do produto,
menor desempenho de vendas no Brasil, e a disputa entre Ardbia Saudita e Rissia.

Ainda, os dados ainda foram analisados a partir dos retornos logaritimicos, conforme Figu-
ras (5.3) e (5.4), dos valores de fechamento das cotacdes didrias do délar em relag@o ao real e

das a¢des da Petrobrds em ddlar.
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Figura 5.3: Distribuicao de log-retornos - Délar
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Figura 5.4: Distribuicao de log-retornos - Petréleo

Ainda, foram elaborados os histogramas dos retornos para melhor visualizacao dos dados,
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conforme Figuras (5.5) e (5.6) a seguir.
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Figura 5.5: Histograma de log-retornos - Délar
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Figura 5.6: Histograma de log-retornos - Petréleo

Observa-se que para ambas variaveis hd uma tendéncia aos valores se comportarem de forma
aleatdria em torno de uma média e que, de fato, em alguns momentos, como no inicio de 2020,
houve uma variacao mais extrema dos valores da cotagdo de ambos.

Pelo resumo dos dados, é possivel notar que a média dos valores dos log-retornos é bem

préxima de zero.
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Tabela 5.1: Resumo dos dados - Délar

Minimo 12 Quartil Mediana Média 32 Quartil Maximo
-0.3148314 -0.0056746 0.0000000 0.0001515 0.0060800 0.0966945

Tabela 5.2: Resumo dos dados - Petroleo

Minimo 1% Quartil Mediana Média  3? Quartil Maximo
-0.3523667 -0.0137843 0.0000000 0.0003036 0.0138190 0.7203695

A seguir serdo apresentadas duas abordagens para aplicagdo da Distribuicdo Gumbel Bi-
modal. A primeira utilizando a teoria de Blocos Méximos para convergir os valores maximos
e minimos para a distribui¢do, e a segunda realizando um corte nos dados para que apenas as
caudas (o« e 1 — «) sejam utilizadas para realizar um célculo alternativo para o VaR, também

utilizando a nova distribui¢do.

5.3 Blocos Maximos

No trabalho também ¢é utilizada uma técnica chamada de blocos maximos, que por sua vez
possui o intuito de extrair uma sub-amostra dos retornos extremos. Como ndo € possivel fazer
a suposicao de que os dados sdo independentes e identicamente distribuidos, foi realizado esse
estudo dos blocos maximos e, a partir dele, € possivel satisfazer a hipotese de independéncia
dos dados.

O estudo de blocos médximos consiste em dividir as observa¢des em blocos, como uma sub-
amostra. Portanto, o valores da primeira sub-amostra, seguindo o ordenamento temporal, cor-
responderdo ao primeiro grupo (M), e assim sucessivamente até a ocorréncia do ultimo bloco.
Entdo, dessas sub-amostras, o dado de maior valor é selecionado, obtendo-se uma amostra de
maximos. Da mesma forma pode ser feito para obter uma amostra de minimos.

Para os valores de X7, ... X54¢5 foi utilizado o teste de Ljung-Box com intuito de determinar
o tamanho do bloco dos quais € retirada a sub-amostra de valores maximos. Entdo, para os

dados da PETRA4, o teste € aceito a um nivel de confianca de 95% para o tamanho de bloco
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20. Assim, a cada 20 retornos € extraido um valor maximo. Dessa forma, pode-se considerar
que My, ..., My é uma amostra aleatéria de uma populacdo M ~ Fgg. O mesmo ocorre para
quando dos blocos sdo extraidos os valores minimos.

Assim, a Figura 5.7 representa os histogramas dos minimos e mdximos, respectivamente,
ajustados por uma estatistia ndo paramétrica da curva. J4 a partir da Figura 5.8, pode-se notar

que M possui densidade bimodal.
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Figura 5.7: Histogramas de sub-amostras - Petréleo
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Figura 5.8: Sub-amostras - Petréleo

Analogamente, para a cotagdo do ddlar o tamanho do bloco foi de 7" = 10. Os histogramas
das sub-amostras de retornos extremos do ddlar, assim como o gréfico 5.10, também indicam

uma distribuicao bimodal.
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Figura 5.9: Histogramas de sub-amostras - Ddlar
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Figura 5.10: Sub-amostras - Délar

Entdo, utilizando o método da maxima verossimilhanca para estimacdo dos parametros e
realizando o ajuste das subamostras conforme seus histogramas, € possivel notar um bom ajuste

dos dados pela distribui¢do Gumbel Bimodal.

Tabela 5.3: Estimativa dos parimetros - Petrdleo

i & 5
0.000009962 0.000089877 2.246255323

Tabela 5.4: Estimativa dos parametros - D6lar

i & 5
0.000016486 0.000099908 1.31295954
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Figura 5.11: Densidade ajustada para os blocos - Petréleo
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Figura 5.12: Densidade ajustada para os blocos - Délar

5.4 Calculo do VaR

Dentro da Teoria de Valores Extremos torna-se relevante realizar o célculo do chamado
Value at Risk, ou VaR. Essa estatistica ¢ um quantil que em finangas refere-se, por exemplo, ao
valor do retorno méximo de um ativo com nivel de confianca pré-determinado.

O valor em risco (VaR) € uma estatistica que quantifica a extensdo das possiveis perdas fi-
nanceiras em uma empresa em um periodo de tempo especifico. Essa métrica € mais comumente

usada por bancos comerciais e de investimento para determinar a extensao e as probabilidades
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de perdas potenciais em suas carteiras institucionais.

Existem diversas maneiras de se calcular o VaR. Por exemplo, pode-se utilizar o método
histérico, que observa o comportamento de valores anteriores e os ordena das piores perdas aos
maiores ganhos, partindo da premissa de que as informagdes anteriores predirdo os resultados
futuros.

Também € muito comum utilizar o método de variincia-covariancia. Em vez de presumir
que o passado informara o futuro, esse método presume que os ganhos e as perdas sao normal-
mente distribuidos. Dessa forma, as perdas potenciais podem ser enquadradas em termos de
eventos de desvio padrao da média.

O problema da maioria dessas abordagens € utilizar o valor de perda (ou de ganho) e espelhar
para o oposto, trabalhando com valor absoluto, ou seja, pressupondo a simetria dos dados. Dessa
forma, obtém-se 0os mesmos valores para ganhos e perdas, sem considerar o que pode de fato
ocorrer com os dois extremos da distribuicao.

Assim, sugere-se a utilizacdo da distribuicio Gumbel Bimodal para modelar a distribui¢ao
das caudas direita e esquerda, demonstrando a particularidade de cada uma delas. Em outras pa-
lavras, a modelagem € utilizada para obtencao do VaR e realizada apenas com uma distribuicao
com a utilizagdo de seus parametros para demonstrar a assimetria da caudas.

Para os dados do Petréleo, a Figura 5.13 demonstra a bimodalidade das caudas ao se utilizar
apenas 5% dos dados em cada cauda. Reduzindo ainda mais o percentual de corte, para 2%
em cada cauda, € possivel notar que a bimodalidade dos extremos € mantida, conforme Figura
5.14.

Assim, utilizando a distribui¢io Gumbel Bimodal para modelar essas caudas com o = 5%
e, posteriormente, calcular o risco, foi realizada a estimativa dos parametros pelo método da
maxima verossimilhanga utilizando, novamente, como chutes iniciais a média, o desvio padrao

¢ a moda para os parimetros j, o e d, respectivamente.
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Figura 5.13: Bimodalidade das caudas: o = 5% - Petrdleo
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Figura 5.14: Bimodalidade das caudas: o = 2% - Petréleo

Tabela 5.5: Estimativa dos parametros - Petréleo

i & 5
1.0945884 3.5328335 2.3645777904

Para visualizacdo do ajuste da distribui¢do aos dados, a Figura 5.15 apresenta o histograma

das caudas juntamente com a densidade Gumbel Bimodal ajustada para os dados extremos.
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Figura 5.15: Densidade ajustada - Petréleo

Analogamente, para os dados da variacdo cambial, é possivel observar a bimodalidade das

caudas ao realizar o corte em 90% dos dados, deixando 5% em cada cauda.
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Figura 5.16: Bimodalidade das caudas: oo = 5% - Délar

Percebe-se, novamente utilizando o método da méxima verossimilhanga, que as estimativas
do parametro se adequam bem aos dados, explicando o comportamento das caudas e, conse-
quentemente, dos valores extremos da distribuicao.

A densidade que ajustar os histogramas corresponde a distribui¢do de excessos acima do
limiar u, ou seja, P(X — u <= z||X| > u). Na pratica, ao considerar os dados truncados com

90%, o limiar serd u = —0, 5.
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Tabela 5.6: Estimativa dos parametros - D6lar

i & 5
0.000132706 0.000830183 2.246012200
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Figura 5.17: Densidade ajustada - Ddlar

Nas Figuras 5.15 e 5.17 mostra-se que a densidade Gumbel Bimodal é uma distribui¢ao dos
excessos acima de 0,5 e abaixo de -0,5. Isto €, a densidade das Figuras explica perdas e ganhos
abaixo e acima de 5%. Esse limiar pode ser escolhido ou estimado de acordo com o interesse

do especialista.
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Capitulo 6

Conclusao

A distribuicdo Gumbel Bimodal, proposta neste trabalho, buscou modelar dados extremos
que apresentam bimodalidade.

Inicialmente, foram apresentadas as principais féormulas da nova distribui¢c@o, assim como
algumas de suas medidas descritivas. Em seguida foi realizada uma simulagdo de Monte Carlo
com o objetivo de avaliar os estimadores, em que foi possivel observar cada um de seus compor-
tamentos, que se aproximaram dos verdadeiros valores da distribuicao, sendo, entdo, eficientes
e adequados.

Por fim, foi realizada uma aplicacao em dados reais considerando as a¢des da Petrobrds e a
variacdo cambial do ddlar frente ao real. As informagdes foram analisadas sob a luz da técnica
de blocos médximos e também utilizadas para aplicacdo da nova metodologia de célculo do VaR
proposta.

Conclui-se, de forma geral que, com base nas técnicas apresentadas, os dados de variacao
cambial do dodlar frente ao real e o a variagcdo do preco das acdes da Petrobrds podem ser
modeladas por essa nova distribui¢do.

Trata-se de um trabalho em aberto, com intuito futuro de investigar a relagdo entre a distri-

bui¢do de maximos e minimos e a distribui¢do dos excessos acima e abaixo de um limiar.
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