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RESUMO

Consideramos uma partícula quântica carregada se movendo no plano xy sob a ação de

um campo magnético dependente do tempo descrito por meio do potencial vetorial linear mais

geral da forma A = B(t) [−y(1 + α), x(1− α)] /2. Esses potenciais com α 6= 0 podem ser criados

dentro de solenóides in�nitos com seções transversais não circulares. As propriedades físicas, como

a energia e o momento magnético, não dependem da escolha do calibre no estado de equilíbrio

termodinâmico. No entanto, sistemas com diferentes valores de α não são equivalentes para campos

magnéticos não estacionários, devido a diferentes estruturas dos campos elétricos induzidos. Usando

a aproximação da variação em degrau do campo magnético, obtemos as fórmulas explícitas que

descrevem a evolução da compressão principal em dois pares de observáveis não comutáveis: as

coordenadas do centro de órbita e as coordenadas relativas em relação a esse centro. A análise

dessas fórmulas mostra que nenhuma compressão pode ocorrer para o calibre circular (α = 0). Por

outro lado, para qualquer valor de α diferente de zero pode-se encontrar os regimes de excitação

resultando em algum grau de compressão em ambos os pares. O grau máximo de compressão pode

ser obtido para o calibre de Landau (|α| = 1).

Também obtemos as fórmulas explícitas que descrevem a mudança da energia e do mo-

mento magnético do estado de equilíbrio inicial, criado com o auxílio de um potencial harmônico

anisotrópico fraco. Uma forte ampli�cação do momento magnético pode acontecer mesmo para

campos magnéticos que decrescem rapidamente. Além disso, o momento magnético torna-se uma

função do tempo fortemente oscilante após o salto do campo. Fortes �utuações do momento mag-

nético (descritas em termos da variância) são descobertas em todos os regimes, incluindo o estado

de equilíbrio inicial. Essas �utuações são sensíveis à forma da armadilha que con�na a partícula

inicialmente. Além disso, essas �utuações não dependem da constante de Planck no caso de alta

temperatura, e a variância do momento magnético é muito maior do que o quadrado do momento

magnético médio.

Finalmente, obtemos as fórmulas gerais para uma função arbitrária B(t) com dois valores

�xos do parâmetro de calibre α: α = 0 (calibre circular) e α = 1 (calibre de Landau). Elas

são expressas em termos das soluções para a equação clássica de movimento ε̈ + ω2
α(t)ε = 0, com

ω1 = 2ω0. Resultados explícitos são encontrados nos casos do salto repentino do campo magnético,

da ressonância paramétrica e da evolução adiabática, além de várias funções especí�cas B(t), quando

as soluções podem ser expressas em termos de funções elementares ou hipergeométricas. Esses

exemplos mostram que a evolução dos valores médios mencionados pode ser bastante diferente para

os dois calibres, se a evolução não for adiabática. Aparentemente, a aproximação adiabática falha

quando o campo magnético tende a zero. Além disso, a aproximação do salto repentino também

pode falhar nesse caso.
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ABSTRACT

We consider a quantum charged particle moving in the xy plane under the action of a

time-dependent magnetic �eld described by means of the most general linear vector potential of

the form A = B(t) [−y(1 + α), x(1− α)] /2. Such potentials with α 6= 0 can be created inside

in�nite solenoids with non-circular cross sections. The physical properties, such as energy and

magnetic moment, do not depend on the choice of gauge in the thermodynamic equilibrium state.

But systems with di�erent values of α are not equivalent for nonstationary magnetic �elds, due to

di�erent structures of induced electric �elds. Using the approximation of the stepwise variation of

the magnetic �eld, we obtain explicit formulas describing the evolution of the principal squeezing

in two pairs of non-commuting observables: the coordinates of the center of orbit and relative

coordinates with respect to this center. The analysis of these formulas shows that no squeezing can

arise for the circular gauge (α = 0). On the other hand, for any nonzero value of α one can �nd the

regimes of excitations resulting in some degree of squeezing in the both pairs. The maximal degree

of squeezing can be obtained for the Landau gauge (|α| = 1).

We also obtain explicit formulas describing the change of the energy and magnetic moment

from the initial equilibrium state, created with the aid of a weak anisotropic harmonic potential.

A strong ampli�cation of the magnetic moment can happen even for rapidly decreasing magnetic

�elds. In addition, the magnetic moment becomes a strongly oscillating function of time after the

jump of the �eld. Strong �uctuations of the magnetic moment (described in terms of the variance)

are discovered in all regimes, including the initial equilibrium state. These �uctuations are sensitive

to the shape of the trap con�ning the particle initially. Moreover, these �uctuations do not depend

on the Planck constant in the high temperature case, and the magnetic moment variance is much

bigger than the square of mean magnetic moment.

Finally, we derive general formulas for an arbitrary function B(t) with two �xed values

of the gauge parameter α: α = 0 (the circular gauge) and α = 1 (the Landau gauge). They

are expressed in terms of solutions to the classical equation of motion ε̈ + ω2
α(t)ε = 0, with ω1 =

2ω0. Explicit results are found in the cases of the sudden jump of magnetic �eld, the parametric

resonance, the adiabatic evolution, and for several speci�c functions B(t), when solutions can be

expressed in terms of elementary or hypergeometric functions. These examples show that the

evolution of the mentioned mean values can be rather di�erent for the two gauges, if the evolution

is not adiabatic. It appears that the adiabatic approximation fails when the magnetic �eld goes to

zero. Moreover, the sudden jump approximation can fail in this case, as well.
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Introdução

O comportamento quântico de partículas carregadas se movendo na presença de um campo mag-

nético uniforme estacionário B = (0, 0, B) = rot A tem sido extensivamente estudado desde o início da

mecânica quântica. Soluções da equação de Schrödinger estacionária, para esse cenário, foram encontra-

das pela primeira vez por Fock em [1] ao considerar o então chamado calibre �circular� do potencial vetor

Ac = [B × r]/2 = B (−y, x) /2 e ainda um potencial elétrico não nulo, situação também analisada por

Darwin em [2]. O caso, com o mesmo calibre, porém com o potencial elétrico nulo (quando a partícula é

livre), foi resolvido e analisado por Page em [3]. Landau em [4] obteve soluções, também com um potencial

elétrico nulo, em termos dos polinômios de Hermite para o calibre AL = B (−y, 0), que recebeu seu nome

(calibre de Landau). Além disso, mostrou que a energia das partículas é quantizada em níveis, hoje cha-

mados níveis de Landau, e que as partículas exibem, além do efeito paramagnético de seu spin, um efeito

diamagnético devido a seu movimento. As soluções para os casos em que se considerou um potencial elétrico

nulo apresentaram níveis de energia fortemente degenerados em relação ao número quântico que corresponde

ao centro do círculo no qual as partículas giram em torno.

Esses resultados foram decisivos para a descoberta de vários efeitos físicos importantes, como por

exemplo: efeitos de Haas�van Alphen (dHvA) e Shubnikov�de Haas, que consistem no comportamento

oscilatório, respectivamente, da magnetização e da resistividade de metais puros a temperaturas muito

baixas, devido a variações do campo magnético [5, 6]; efeito Aharonov-Bohm, que corresponde aos efeitos

de potenciais sobre partículas carregadas, mesmo numa região onde todos os campos (e, portanto, as forças

sobre as partículas) são nulos [7]; efeito Hall quântico, que é caracterizado pela quantização da condutividade

Hall em regimes de baixas temperaturas e fortes campos magnéticos [8].

No cenário em que o campo magnético uniforme é não-estacionário B(t), as soluções da equação

Schrödinger foram obtidas por Lewis e Riesenfeld em [9] e Malkin, Man'ko e Trifonov em [10, 11] para o

calibre �circular� do potencial vetor. O problema dependente do tempo para o calibre de Landau foi resolvido

por Dodonov, Malkin e Man'ko em [12]. Em particular, foram encontrados: as generalizações das soluções

estacionárias de Fock-Landau; as amplitudes e probabilidades de transições entre os níveis de Landau; os

propagadores exatos de um oscilador carregado não-estacionário e de uma partícula livre colocada em campos

elétrico e magnético uniformes dependentes do tempo, entre outros resultados, tanto para o calibre �circular�

do potencial vetor [9�11,13] quanto para o calibre de Landau [12].

Sabe-se, então, que a escolha do potencial vetorial não é única. Dois casos especiais foram consi-

derados na literatura disponível: o calibre �circular� Ac = [B×r]/2 = B (−y, x) /2 [10,11,14�23] e o calibre
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de Landau AL = B (−y, 0) [12,24]. Embora as funções de onda correspondentes sejam diferentes (elas foram

encontradas para o calibre de Landau em [4] e para o calibre circular em [1�3]), os resultados físicos �nais

(como a magnetização no estado de equilíbrio térmico) são idênticos, desde que o campo magnético não

dependa do tempo.

No entanto, muitas consequências físicas se mostraram profundamente diferentes para os diferentes

calibres no caso não-estacionário, como se pode ver, por exemplo, comparando as expressões explícitas

para os propagadores e amplitudes de transição para os dois calibres dados em [11] e [12]. Isso pode

ser explicado pelas geometrias distintas do campo elétrico induzido E(r, t) = −∂A(r, t)/∂(ct) (usamos o

sistema de unidades gaussiano), ou seja, quando o campo magnético depende do tempo, diferentes valores de

α correspondem a problemas físicos diferentes. Outras manifestações da não equivalência entre os calibres

circular e de Landau, nesse cenário, foram observadas nos estudos [25,26], dedicados ao problema da geração

de estados comprimidos de partículas carregadas em campos magnéticos.

Essa diferença marcante entre os dois calibres nos motivou a considerar o campo magnético homo-

gêneo dependente do tempo B(t), direcionado ao longo do eixo z, descrito por meio de um potencial vetor

linear geral

A(t) = B(t) [−yα+, xα−, 0] /2, α± = 1± α, (1)

com valores arbitrários do parâmetro real α. O calibre circular corresponde a α = 0, enquanto o calibre

de Landau corresponde a α = ±1. No apêndice A mostramos que o potencial vetorial dado pela equação

(1) descreve o campo magnético na região central interna de solenóides com seções transversais simétricas

arbitrárias [27]. Os valores |α| < 1 correspondem a seções transversais convexas, enquanto as situações com

|α| > 1 podem ser observadas em solenóides com seções côncavas.

Nosso principal objetivo é estudar o comportamento das variâncias das coordenadas �geométricas�

(xc, yc) e (xr, yr) (respectivamente, coordenadas do centro do movimento circular e coordenadas relativas

em relação ao centro), dos valores médios da energia e do momento magnético, bem como de suas variâncias,

no caso em que o campo magnético é dependente do tempo para valores arbitrários do parâmetro α. Em

particular, questões interessantes são: como se poderia criar, partindo de um estado coerente (ou seja, com

todas as variâncias iguais a ~/2mΩ), um �estado comprimido geométrico� (estado que possui variâncias de

qualquer elemento dos pares (xc, yc) ou (xr, yr) menor que ~/2mΩ)? É possível �resfriar� a partícula variando

o campo magnético ou a forma do solenóide? Quão forte pode ser a mudança do momento magnético devido

à mudança do campo magnético?

Este trabalho está disposto da seguinte forma. No capítulo 1, lembramos as de�nições das princi-

pais quantidades que caracterizam o movimento de uma partícula carregada num campo magnético, como

a energia e momento angular, enfatizando o papel das coordenadas �geométricas� (xc, yc) e (xr, yr). Além

disso, analisamos as equações dinâmicas para as variáveis canônicas e �geométricas� e discutimos a escolha

das condições iniciais. No capítulo 2, considerando um salto duplo do campo magnético com B(t) = B0

para t < 0 e t > T e B(t) = const 6= B0 para 0 < t < T , obtemos as fórmulas explícitas que descrevem

a evolução da compressão quântica dos dois pares de observáveis não comutáveis (xc, yc) e (xr, yr), publi-

camos os resultados desse capítulo no artigo [26]. No capítulo 3, considerando um salto instantâneo do

campo magnético de um valor inicial para um valor �nal, obtemos as fórmulas explícitas que descrevem a
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evolução dos valores médios da energia e do momento magnético e suas variâncias a partir do estado inicial

de equilíbrio, criado com a ajuda de um potencial harmônico anisotrópico fraco, publicamos os resultados

desse capítulo nos artigos [27, 28]. No capítulo 4, considerando particularmente os calibres circular e de

Landau, obtemos as fórmulas gerais para os valores médios dependentes do tempo da energia e do momento

magnético para variações contínuas do campo magnético B(t). Mostramos que elas são expressas em termos

das soluções para a equação clássica do movimento ε̈+ω2
α(t)ε = 0, com ω1 = 2ω0. Resultados explícitos são

encontrados nos casos do salto repentino do campo magnético, da ressonância paramétrica e da evolução

adiabática, além de várias funções especí�cas B(t), quando as soluções podem ser expressas em termos de

funções elementares ou hipergeométricas. Até o momento, os resultados desse capítulo foram publicados na

pré-impressão [29].



Capítulo 1

De�nições e equações básicas

Consideramos uma partícula quântica não-relativística de massa m e carga e, cujo movimento no

plano xy é governado pelo Hamiltoniano padrão

Ĥ = π̂2/(2m), π = p− eA(t)/c, (1.1)

com o potencial vetorial linear dado pela equação (1). Utilizamos o sistema de unidades gaussiano e descar-

tamos o movimento na direção do vetor campo magnético, uma vez que esse movimento é independente do

movimento no plano xy na aproximação não relativística.

No cenário em que o campo magnético é estacionário, as equações do movimento podem ser obtidas

pela equação de Heisenberg ~ ˆ̇A = i
[
Ĥ, Â

]
, lembrando que [p,A] = −i~∇ ·A, temos:

π̇x = −Ωπy, π̇y = Ωπx, π̇z = 0 e mṙ = π, (1.2)

onde Ω = eB/(mc) é a frequência de rotação do cíclotron, π o momento cinético e A(x, y) o potencial vetor.

As equações (1.2) implicam

d/dt (πx +mΩy) = 0 e d/dt (πy −mΩx) = 0, (1.3)

que fornecem

x̂c = x̂+ π̂y/(mΩ) = α+x̂/2 + p̂y/(mΩ), (1.4)

ŷc = ŷ − π̂x/(mΩ) = α−ŷ/2− p̂x/(mΩ), (1.5)

onde α± = 1 ± α. Os operadores (1.4) e (1.5) descrevem as coordenadas do centro do círculo, no qual a

partícula gira com a frequência de rotação do cíclotron Ω, e correspondem às integrais de movimento do

sistema, ou seja, são observáveis que permanecem constantes durante a evolução do sistema físico. Essa

interpretação foi decisiva para a obtenção da fórmula do diamagnetismo de Landau [4]. Mais tarde, o signi-

�cado dessas integrais de movimento foi enfatizado nos trabalhos [30�40]. Em particular, elas se mostraram

importantes para a construção dos estados coerentes [12,13,35,41�44] (autoestados do operador de aniquila-

ção com mínima incerteza) e dos estados comprimidos [25,45,46] (estados de mínima incerteza, porém com

4
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uma variância menor do que um estado coerente em uma das quadraturas) de uma partícula carregada em

um campo magnético uniforme.

O segundo par de observáveis físicos consiste em duas coordenadas relativas

x̂r = x̂− x̂c = −π̂y/(mΩ) = α−x̂/2− p̂y/(mΩ), (1.6)

ŷr = ŷ − ŷc = π̂x/(mΩ) = α+ŷ/2 + p̂x/(mΩ), (1.7)

que são as coordenadas da partícula em relação ao centro do movimento circular, de modo que as seguintes

relações de comutação são satisfeitas

[π̂x, π̂y] = −imΩ~, [x̂r, ŷr] = [ŷc, x̂c] = i~/(mΩ), (1.8)

[x̂r, x̂c] = [x̂r, ŷc] = [ŷr, x̂c] = [ŷr, ŷc] = 0. (1.9)

Então, o Hamiltoniano (1.1) para um campo magnético B constante pode ser escrito na forma

Ĥ = mΩ2
(
x̂2
r + ŷ2

r

)
/2, (1.10)

e seus autovalores assumem os valores discretos ~Ω(n + 1/2). Além disso, esses autovalores apresentam

grande degenerescência [4], porque eles não dependem dos valores médios dos operadores x̂c e ŷc (ou de suas

funções). Esse é um resultado esperado, pois a energia não pode depender do centro da órbita, já que o

campo magnético é uniforme e está presente em todo o espaço. Como todos os observáveis (xc, yc) e (xr, yr)

são coordenadas no espaço usual �geométrico�, foram chamados de observáveis geométricos em [25].

Além da energia, existe outra integral quadrática do movimento, que pode ser considerada como

o momento angular generalizado (as mesmas fórmulas são válidas para as variáveis clássicas e para os

operadores quânticos):

L = xπy − yπx +mΩ
(
x2 + y2

)
/2 (1.11)

= xpy − ypx +mΩα
(
x2 − y2

)
/2 (1.12)

= mΩ
(
x2
c + y2

c − x2
r − y2

r

)
/2. (1.13)

Somente no caso do calibre �circular� do potencial vetor, o operador L̂ coincide com o operador de momento

angular canônico L̂can = x̂p̂y − ŷp̂x.

Segue de (1.11) que o momento angular �cinético�, de�nido como

Lkin ≡ xπy − yπx = −mΩ(x2
r + y2

r + xcxr + ycyr), (1.14)

não é uma quantidade conservada e pode variar com o tempo no caso genérico [30, 47�51], exceto para os

casos especiais dos autoestados de energia ou de suas misturas estatísticas. Consequências importantes desse

fato são demonstradas na seção 3.3. Por outro lado, o momento angular �intrínseco�

J = xrπy − yrπx = −mΩ
(
x2
r + y2

r

)
= −2H/Ω (1.15)

é obviamente conservado para o campo magnético constante. Embora os operadores (1.10) e (1.13) comutem,

não se pode esperar que o valor médio de L possa ser preservado para funções dependentes do tempo Ω(t),

a menos que α = 0, porque d〈L̂〉/dt =
1

2
mα〈x2 − y2〉dΩ/dt.



6

1.1 Evolução temporal dos momentos de segunda ordem

Como estamos interessados na evolução das variâncias, da energia média e do momento magnético

médio, temos que calcular os valores médios de vários produtos dos operadores x̂r,c e ŷr,c em função do

tempo. À primeira vista, pode-se usar a forma mais simples da equação de Ehrenfest para obter a evolução

dos valores médios de algum operador, d〈Ô〉/dt = (i/~)〈[Ĥ, Ô]〉. Caso em que os comutadores (1.8) fornecem

d〈π̂x〉/dt = −Ω〈π̂y〉 e d〈π̂y〉/dt = Ω〈π̂x〉, sem qualquer dependência do parâmetro de calibre α. Mas isso

é verdade apenas quando a frequência Ω independe do tempo. No caso geral, deve-se usar a equação de

Ehrenfest completa,

d〈Ô〉/dt = (i/~)〈[Ĥ, Ô]〉+ 〈∂Ô/∂t〉,

levando em consideração que o operador π̂ em (1.1) contém explicitamente a dependência do tempo por

meio do potencial vetorial (1) que contém a função dependente do tempo B(t). No entanto, a equação

para d〈π̂〉/dt contém a derivada dΩ/dt além da própria função Ω(t). Por este motivo, preferimos partir

das equações para os valores médios dos operadores canônicos, uma vez que esses operadores não contêm

funções dependentes do tempo em suas de�nições. Omitindo o símbolo de média da mecânica quântica 〈· · · 〉,

obtemos as seguintes equações (coincidindo formalmente com as equações para variáveis clássicas devido à

linearidade):

ẋ = px/m+ ω(t)(1 + α)y, ẏ = py/m− ω(t)(1− α)x, (1.16)

ṗx = ω(t)(1− α)py −mω2(t)(1− α)2x, ṗy = −ω(t)(1 + α)px −mω2(t)(1 + α)2y, (1.17)

onde ω(t) = eB(t)/(2mc) é a frequência de Larmor. É conveniente introduzir o vetor Q = (x, y, px, py)

(cujos componentes são os valores médios dos operadores quânticos ou das variáveis clássicas). Então, as

soluções para o sistema (1.16)-(1.17) podem ser escritas na forma compacta

Q(t) = ΛQ(t)Q(0), (1.18)

onde ΛQ(t) é uma matriz 4×4. Além disso, é conveniente introduzir a matriz 4×4 simétrica σ = ‖σij‖, que

consiste em todos os momentos simétricos de segunda ordem σij = 〈Q̂iQ̂j + Q̂jQ̂i〉/2. Então, é conhecido

(veja, por exemplo, em [52]) que a transformação linear (1.18) resulta na seguinte relação entre as matrizes

σ(t) e σ(0):

σ(t) = ΛQ(t)σ(0)Λ̃Q(t), (1.19)

onde Λ̃Q signi�ca a matriz transposta. Do ponto de vista físico, é conveniente usar as matrizes corres-

pondentes às coordenadas �geométricas�, combinadas no vetor q = (xr, yr, xc, yc), ao invés da matriz Q(t).

Conhecendo a transformação q = UQ com

U =
1

2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α− 0 0 −r−1

0 α+ r−1 0

α+ 0 0 r−1

0 α− −r−1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, U−1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 1 0

0 1 0 1

0 rα− 0 −rα+

−rα+ 0 rα− 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

onde r = mω, chegamos à expressão �nal

σq(t) = Λq(t)σq(0)Λ̃q(t), (1.20)
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onde

Λq(t) = U(t)ΛQ(t)U−1(0). (1.21)

Aqui, a matriz U(t) contém a frequência de Larmor atual ω(t), enquanto U(0) contém a frequência inicial

ω(0).

Nesse ponto �ca claro que todas as grandezas podem ser obtidas se conhecermos a matriz Λq(t)

e a matriz de covariâncias inicial σq(0). Porém, em geral, σq(0) pode ser constituída por 10 elementos

independentes (obedecendo a algumas restrições devido às relações de incerteza). Consequentemente, é

difícil analisar o problema para os estados iniciais mais gerais. Então na próxima seção iremos discutir a

escolha de σq(0).

1.2 A escolha da matriz de covariâncias inicial

É interessante considerar a situação que parece mais natural. Ou seja, vamos assumir que a partícula

estava inicialmente no estado de equilíbrio termodinâmico, sendo con�nada por meio de uma armadilha de

potencial harmônico da forma V (x, y) = m(γ2
xx

2 + γ2
yy

2)/2. Então, o hamiltoniano inicial total pode ser

escrito na forma quadrática QBQ/2, onde Q = (px, py, x, y) e B é a matriz simétrica 4× 4 :

B =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

m−1 0 0 ωα+

0 m−1 −ωα− 0

0 −ωα− m(γ2
x + ω2α2

−)

ωα+ 0 0 m(γ2
y + ω2α2

+)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Aqui ω = eB/(2mc) = Ω/2 é a frequência de Larmor.

A função de Wigner de equilíbrio para os hamiltonianos quadráticos mais gerais foi calculada

em [53]:

Weq(Q) ∼ exp
[
~−1QΣ tan(ξΣB)Q

]
, ξ = ~β/2, (1.22)

onde β é o parâmetro de temperatura inversa. O fator pré-exponencial em (1.22) não é importante para

o nosso propósito. A matriz 4 × 4 anti-simétrica Σ = −Σ−1 tem a seguinte decomposição em blocos de

matrizes 2× 2:

Σ =

∥∥∥∥∥∥ 0 I2

−I2 0

∥∥∥∥∥∥ , (1.23)

onde In é a matriz unitária n × n. Também é conhecido (veja, por exemplo, em [52, 54]) que a função de

Wigner de qualquer estado gaussiano com 〈Q̂〉 = 0 pode ser escrita na forma

WGauss(Q) ∼ exp

(
−1

2
QQ−1Q

)
, (1.24)

onde Q é a matriz de covariâncias do estado. Comparando (1.22) com (1.24), concluímos que a matriz de

covariância no estado de equilíbrio do sistema quântico descrito pelo hamiltoniano positivo QBQ/2 tem a

forma

Qeq = (~/2) cot(ξΣB)Σ. (1.25)

A matriz (1.25) é simétrica devido às propriedades B̃ = B e Σ̃ = −Σ.



8

O método usado para calcular qualquer função matricial f(A) é bem conhecido: veja, por exemplo,

em [55]. Deve-se calcular o polinômio característico D(λ) ≡ det(λIn − A) da matriz n × n A e encontrar

suas raízes λ1, λ2, . . . , λn. Então,

f(A) =

n∑
k=1

f(λk)
∏
j 6=k

(A− λj)
(λk − λj)

. (1.26)

No nosso caso, n = 4, A = ΣB, e D(λ) = λ4 +
(
γ2
x + γ2

y + 4ω2
)
λ2 + γ2

xγ
2
y . As raízes de D(λ) = 0 são dois

pares de números imaginários puros, ±iΩ±, onde

Ω± = ω+ ± ω−, ω± =
√
ω2 + (γx ± γy)2/4. (1.27)

Observe que essas frequências não dependem do parâmetro de calibre α. No entanto, a matriz de covari-

ância no equilíbrio (1.25), correspondente às variáveis canônicas, depende deste parâmetro. Levando em

consideração que cot(ix) = −i coth(x) e

Ω2
± = 2ω2 + (γ2

x + γ2
y)/2± ω+ω−,

podemos expressar a matriz (1.25), depois de alguma álgebra, na forma

Qeq =
~

4ω+ω−

[
coth(ξΩ+)

Ω+
Q+ +

coth(ξΩ−)

Ω−
Q−
]
, (1.28)

com os seguintes elementos não nulos das matrizes Q±:

Q11
± = ±m

[
(ωα−)2(µ± − d) + γ2

x(µ± + d− 2αω2)
]
,

Q22
± = ±m

[
(ωα+)2(µ± + d) + γ2

y(µ± − d+ 2αω2)
]
,

Q14
± = Q41

± = ±ω
[
α−(µ± − d) + γ2

x

]
, Q23

± = Q32
± = ∓ω

[
α+(µ± + d) + γ2

y

]
,

Q33
± = ±(µ± + d)/m, Q44

± = ±(µ± − d)/m,

onde

µ± = ω2 ± ω+ω− e d =
(
γ2
x − γ2

y

)
/4.

A matriz de covariância R das variáveis geométricas, que consiste nos valores médios de todos os

produtos simétricos dos componentes do vetor q = (xr, yr, xc, yc), pode ser calculada como R = UQŨ , onde

a matriz de transformação U segue das de�nições (1.5)-(1.7):

U =
1

2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 −ζ α− 0

ζ 0 0 α+

0 ζ α+ 0

−ζ 0 0 α−

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, ζ = (mω)−1.

A matriz resultante Req tem a mesma estrutura que (1.28),

Req =
~

16mω2ω+ω−

∑
s=+,−

coth(ξΩs)

Ωs
Rs, (1.29)

mas a matriz R± não depende de α. Seus elementos diferentes de zero são os seguintes:

R11
± = ±

[
4ω2(µ± + d) + γ2

y(µ± − d+ 2ω2)
]
, R22

± = ±
[
4ω2(µ± − d) + γ2

x(µ± + d+ 2ω2)
]
,
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R13
± = R31

± = ∓γ2
y(µ± − d), R24

± = R42
± = ∓γ2

x(µ± + d),

R33
± = ±γ2

y(µ± − d− 2ω2), R44
± = ±γ2

x(µ± + d− 2ω2).

Essas expressões mostram a vantagem de usar as variáveis geométricas ao invés das canônicas para estudar

os efeitos do campo magnético, de acordo com [30,32�37].

No limite de partículas livres, γx,y → 0, temos ω± → ω, de modo que µ+ → 2ω2. Portanto, todos

os elementos da matriz R+ tendem a zero, exceto dois elementos, R11
+ e R22

+ , que tendem ao valor 8ω4.

A situação com a matriz R− é mais complicada porque Ω− → 0 nesse caso. Para obter os valores limites

corretos, deve-se usar as seguintes expansões em relação a pequenos valores de γx,y: µ− = −
(
γ2
x + γ2

y

)
/4 +

γ2
xγ

2
y/(8ω

2), Ω− = γxγy/(2ω). Pode-se veri�car que os elementos ρjk = Rjk− coth(ξΩ−)/Ω− tendem a zero

para j = k = 1 e j = k = 2, enquanto que os elementos ρ13 e ρ24 tendem a coincidir com valores �nitos

negativos. Os elementos ρ33 e ρ44, relacionados aos valores médios 〈x2
c〉 e 〈y2

c 〉, divergem para γx,y → 0. Isso

é fácil de entender, porque as coordenadas do centro de orientação podem assumir quaisquer valores para o

movimento ilimitado de uma partícula livre, governado pelo hamiltoniano (1.10).

Vamos supor, então, que inicialmente a partícula foi colocada dentro de algum solenóide e con�nada

por meio de algum potencial adicional fraco. E em algum momento, o potencial de con�namento é removido

instantaneamente, de modo que todos os valores médios não mudam. Nesse caso, a matriz de covariância

inicial na equação (1.19) pode ser escolhida na forma

σq(0) = G

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 −ρ 0

0 1 0 −ρ

−ρ 0 χx 0

0 −ρ 0 χy

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(1.30)

com seus quatro parâmetros positivos [28]. Para o estado de equilíbrio inicial, temos

G =
~C

4mω
, C = coth(~ωβ), ρ =

tanh(~ωβ)

~ωβ
, (1.31)

χx =
γy
γx

Υ, χy =
γx
γy

Υ, Υ =
tanh(~ωβ)

tanh(~βν)
, ν = γxγy/(4ω). (1.32)

O limite de partícula (quase)livre implica que ν � ω. Devemos dar atenção especial a dois casos limites.

No limite de alta temperatura, ~βωi � 1, temos ρ ≈ 1 e Υ � 1. Por outro lado, no limite de temperatura

extremamente baixa, ~βν � 1, temos Υ = 1, ρ = 0, e G = ~/(2mΩi).

Em condições reais, a partícula se move dentro de algum recipiente com raio efetivo R. Assim, as

aproximações e resultados deste estudo fazem sentido sob as restrições.

Tr(σq)� R2, 2G (1 + s0Υ)� R2, 2s0 = s+ s−1. (1.33)

Na temperatura zero, temos a restrição do campo magnético B � ~c/(|e|R2). Observe que a massa da

partícula não entra nesta desigualdade. Para R ∼ 1 cm, a restrição é muito fraca: B � 10−7 G. Lembre-se

que Ω ≈ 1011 s−1 para elétrons no campo B ≈ 6 × 103 G. Então, o limite de baixa temperatura signi�ca

que T � 1K. Por outro lado, o limite de alta temperatura é mais adequado para íons, cuja frequência de

cíclotron Ω possui muitas (3 a 5) ordens de magnitude menores do que a frequência do elétron.
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O cálculo da matriz de transformação Λq(t) para qualquer função arbitrária B(t) é um problema

complicado, que foi resolvido até agora apenas nos casos especiais em que α = 0 [9�11,15,17,18,20,23,56,57]

e α = ±1 [12,24]. Contudo, em alguns casos particulares ela pode ser calculada, então nos próximos capítulos

iremos estudar alguns desses casos.



Capítulo 2

Criando estados comprimidos com um salto duplo do

campo magnético

Neste capítulo, apresentaremos os resultados publicados no artigo [26]. Vamos olhar para o problema

dos estados comprimidos de partículas carregadas se movendo sob a ação de um campo magnético homogêneo.

Formalmente, tais estados foram considerados por vários autores [57�63], mas eles calcularam os coe�cientes

de compressão em relação aos pares canônicos das variáveis, como x, px e y, py, cujo signi�cado físico não

é muito claro. Portanto, foi sugerido em [25, 45, 46] analisar as variâncias dos pares (xc, yc) e (xr, yr). Os

estados que possuem variâncias de qualquer elemento dos pares (xc, yc) ou (xr, yr) menor que ~/2mΩ foram

nomeados de �estados comprimidos geométricos� (ECG) em [25], a �m de enfatizar que todos os observáveis

(xc, yc, xr, yr) têm o signi�cado de coordenadas no usual espaço �geométrico�, e não no espaço de fase.

Um problema interessante levantado em [25] é como se poderia criar um ECG partindo de estados

coerentes (tendo todas as variâncias iguais a ~/2mΩ). Para os sistemas de um modo, tal problema pode ser

resolvido efetivamente usando hamiltonianos quadráticos com coe�cientes dependentes do tempo escolhidos

adequadamente [52, 64, 65]. Mas isso pode ser feito usando campos magnéticos dependentes do tempo em

duas dimensões? Parece que a resposta depende da escolha do calibre inicial. Foi mostrado em [25] que

nenhuma compressão pode ser obtida para qualquer observável geométrico (xc, yc, xr, yr) para um campo

magnético dependente do tempo arbitrário descrito por meio do calibre circular do potencial vetor. Por

outro lado, algum grau de compressão pode ser obtido no caso do calibre de Landau. É claro que esses

comportamentos distintos se devem às diferentes con�gurações do campo elétrico induzido.

Para veri�car a possibilidade de criar um estado comprimido geométrico, partindo de estados

coerentes, devemos analisar a evolução da matriz de covariâncias Λ(t) e averiguar se a variância de algum

obervável geométrico será menor que ~/2mΩ.

11
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2.1 Evolução da matriz de covariâncias

Consideramos inicialmente o caso especial da variação do campo magnético tipo degrau:

B(t)/B0 =


1, t < 0,

Θ, 0 ≤ t ≤ T

1, t > T

. (2.1)

Embora tal dependência de tempo seja uma idealização de processos reais, ela foi frequentemente usada para

a análise de vários processos físicos. Em particular, tais modelos foram considerados por Janszky [66, 67]

e Stenholm [68] com seus co-autores. A modulação em degraus da frequência própria do oscilador foi

considerada em conexão com o problema da geração de compressão nos sistemas de um modo em [66,67,69,

70]. As variações em degrau do campo magnético foram consideradas em [36,58,62].

Com a ajuda das equações (1.4), (1.5), (1.6) e (1.7) pode-se veri�car que a relação entre os

observáveis geométricos e canônicos é dada por,

x̂ = x̂r + x̂c, ŷ = ŷr + ŷc, (2.2)

p̂x = mΩ [ŷr(1− α)− ŷc(1 + α)] /2, p̂y = mΩ [x̂c(1− α)− x̂r(1 + α)] /2. (2.3)

O Hamiltoniano (1.1) em termos dos observáveis geométricos, no intervalo 0 ≤ t ≤ T , assume a seguinte

forma [26]

Ĥ = mΩ2
[
(L+ŷr +K+ŷc)

2
+ (L−x̂r +K−x̂c)

2
]
/8, (2.4)

onde os coe�cientes dependem da função Θ ≡ 1 + κ:

L± = 2 +K±, K± = κ(1± α). (2.5)

Como o hamiltoniano (2.4) é quadrático em relação aos observáveis (xc, yc, xr, yr), seus valores

médios satisfazem o conjunto de equações diferenciais lineares ordinárias dadas pela equação de Ehrenfest

que fornece

ˆ̇xr =
Ω

4

(
L2

+ŷr +K+L+ŷc
)
, ˆ̇yr =

−Ω

4

(
L2
−x̂r +K−L−x̂c

)
ˆ̇xc =

−Ω

4

(
K+L+ŷr +K2

+ŷc
)
, ˆ̇yc =

Ω

4

(
K−L−x̂r +K2

−x̂c
)
.

(2.6)

que podem ser escritas na forma matricial como q̇ = Mq, onde q = (x̂r, ŷr, x̂c, ŷc) e

M =
Ω

4

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 L2
+ 0 K+L+

−L2
− 0 −K−L− 0

0 −K+L+ 0 −K2
+

K−L− 0 K2
− 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (2.7)

As soluções têm a forma q(t) = Λq(t)q(0), onde a matriz Λq(t) deve coincidir com a matriz unidade em t = 0.

Como os coe�cientes da matriz M não dependem do tempo no intervalo 0 < t < T , todos os elementos da

matriz Λq(t) são dados por certas combinações de funções trigonométricas. A equação característica para

matriz (2.7), det (M− xI4) = 0 (onde I4 é a matriz unitária 4 × 4), não contém o parâmetro α e é dada
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por x4 + (ΩΘ)2x2 = 0, de modo que as funções trigonométricas dependem apenas do argumento ϕ = ΩΘt.

As soluções para o sistema de equações diferenciais (2.6) são obtidas pela relação q(t) = ceλtv, onde λ são

os autovalores da matriz M, v os correspondentes autovetores e c = (c1, c2, c3, c4) são coe�cientes obtidos

através das condições iniciais e de continuidade das soluções. Dessa forma obtemos a matriz Λq(t) que, por

conveniência, será escrita na forma de bloco

Λq(t) =

∥∥∥∥∥∥ λ1 λ2

λ3 λ4

∥∥∥∥∥∥ (2.8)

Com os seguintes blocos 2× 2:

λ1 =
1

4Θ

∥∥∥∥∥∥ L+L− cos (ϕ)−K+K− L2
+ sin (ϕ)

−L2
− sin (ϕ) L+L− cos (ϕ)−K+K−

∥∥∥∥∥∥ ,

λ2 =
1

4Θ

∥∥∥∥∥∥ L+K− [cos (ϕ)− 1] K+L+ sin (ϕ)

−K−L− sin (ϕ) K+L− [cos (ϕ)− 1]

∥∥∥∥∥∥ ,
λ3 =

1

4Θ

∥∥∥∥∥∥ K+L− [1− cos (ϕ)] −K+L+ sin (ϕ)

K−L− sin (ϕ) K−L+ [1− cos (ϕ)]

∥∥∥∥∥∥ ,
λ4 =

1

4Θ

∥∥∥∥∥∥ L+L− −K+K− cos (ϕ) −K2
+ sin (ϕ)

K2
− sin (ϕ) L+L− −K+K− cos (ϕ)

∥∥∥∥∥∥ .
A força das �utuações quânticas é caracterizada pelas covariâncias σ(t) dada pela equação (1.20),

por simplicidade vamos considerar um estado inicial coerente no limite de temperaturas muito baixas com

uma armadilha de potencial isotrópica, ou seja, vamos considerar Υ = 1, ρ = 0, G = ~/(2mΩ) e χx =

χy = 1, de modo que σ(0) = [~/(2mΩ)]I4. Vamos omitir o fator ~/(2mΩ), dessa forma temos a matriz

σ(t) = Λq(t)Λ̃q(t). Então o estado é comprimido em relação ao observável qj se σjj(t) < 1.

2.2 Variâncias dos pares xryr e xcyc

É conveniente introduzir a seguinte notação para as variâncias (elementos diagonais da matriz σ)

e covariâncias (elementos fora da diagonal) no instante t = T (quando o campo magnético retorna ao seu

valor inicial e as variâncias passam a realizar oscilações harmônicas):

σxrxr
(T ) = σr−, σyryr (T ) = σr+, σxryr (T ) = σr0,

σxcxc(T ) = σc+, σycyc(T ) = σc−, σxcyc(T ) = σc0.

Então

σr± = 1 + κ sin2(φ)L∓
[
K±L0 ∓ 4αΘL∓ cos2(φ)

]
/(2Θ2), (2.9)

σc± = 1 +
κ2 sin2(φ)

2Θ2

{
2Θ
(
1− α2

)
+ (1± α)2

[
2 +K±L± ∓ 4κΘα sin2(φ)

]}
, (2.10)

σr0 = κα sin(2φ)
{

2 + κ− sin2(φ)
[
4Θ + κ2

(
1− α2

)]}
/Θ, (2.11)

σc0 = −κ2α sin(2φ)
[
1 + κ

(
1− α2

)
sin2(φ)

]
/Θ, (2.12)
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onde

L0 = 2 + κ
(
1− α2

)
e φ = ΩΘT/2. (2.13)

Se α = 0 (o calibre circular), então

σ± = 1 + sin2(φ)
(
Θ2 − 1

)2
/(2Θ2), σ0 = 0, (2.14)

tanto para o par xryr quanto para o par xcyc. Consequentemente, para quaisquer valores de Θ ou de T

nenhuma compressão pode ser obtida nesse caso, em concordância com [25], onde uma função arbitrária

Θ(t) foi considerada.

Para o calibre de Landau (α = 1) obtemos

σr+ = 1 + 4κ sin2(φ)
[
κ− 2Θ cos2(φ)

]
/Θ2, σr− = 1 + 2κΘ sin2(2φ), (2.15)

σr0 = κ sin(2φ)
[
2 + κ− 4Θ sin2(φ)

]
/Θ. (2.16)

A equação (2.15) mostra uma possibilidade de compressão em σyryr (T ) para Θ > 1 e em σxrxr
(T ) para

0 < Θ < 1, novamente de acordo com [25]. Por outro lado, a fórmula (2.10) com α = 1 produz σycyc(T ) = 1

e

σxcxc(T ) = 1 + 4κ2 sin2(φ)
[
1 + 2κΘ cos2(φ)

]
/Θ2. (2.17)

Pode-se veri�car que o lado direito da equação (2.17) excede o valor unitário para qualquer valor diferente

de zero do parâmetro κ. Portanto, não há compressão nas variáveis xc e yc em t = T para o calibre de

Landau. No caso em que Θ → 0 obtemos σxcyc
± = 1 + v2(1 ± α)2

(
1 + α2

)
/2, onde v = ΩT/2, novamente

sem compressão em t = T .

No entanto, a compressão pode existir, por exemplo, para σycyc(T ), se Θ = −1 e 0 < α < 1. Nesse

caso,

σxcyc
− = 1− 8α(1− α) sin2(φ)

[
1 + (1− α)2 − 2(1− α) sin2(φ)

]
,

o mínimo desta expressão em função de φ é obtido para

sin2(φ) =
[
1 + (1− α)2

]
/[4(1− α)]. (2.18)

A função resultante σxcyc
− (α) = 1 − α

[
(1− α)2 + 1

]2
é igual a zero para α = 1. Mas ela é válida apenas

para α ≤ α∗ =
√

3− 1, quando o lado direito de (2.18) não excede uma unidade. Logo,

σ(min)
ycyc (T ) = σ−(α∗) = 305− 176

√
3 ≈ 0.16 para Θ = −1.

Além disso, a compressão pode existir no par xcyc para conjuntos mais amplos dos parâmetros, ao se

considerar uma de�nição mais geral de compressão, discutida na seção seguinte.

2.3 �Compressão principal� nos pares xryr e xcyc

Os valores instantâneos das variâncias não podem servir como verdadeiras medidas de compressão

em todos os casos, uma vez que dependem do tempo durante a evolução do sistema físico. A melhor medida

do grau de compressão, conhecida sob os nomes �compressão principal� [71] ou �compressão invariante� [72],
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pode ser obtida ao se analisar a evolução das variâncias do sistema de um modo com um hamiltoniano

constante. No nosso caso, o Hamiltoniano retorna à sua forma inicial Ĥ = mΩ2
(
x̂r

2 + ŷr
2
)
/2 para t > T ,

dessa forma as variâncias xryr realizam oscilações harmônicas:

σxrxr
(t) = σ+ cos2 (χ) + σ− sin2 (χ) + σ0 sin (2χ) , χ = Ω(t− T ).

Minimizando essa expressão em função de χ, pode-se obter o valor mínimo da variância σxrxr
(t) (e o mesmo

para σyryr ) [25,71]

σ(PS) = τ+ −
√
τ2
− + σ2

0 , τ± = (σ+ ± σ−) /2, (2.19)

chamada de �compressão principal� em [71]. A soma τ+ +
√
τ2
− + σ2

0 produz o valor máximo das variâncias

oscilantes. O produto σ(min)σ(max) = σ+σ−−σ2
0 ≡ d não depende do tempo, sendo o exemplo mais simples

dos invariantes quânticos universais [73]. Devido à conhecida relação de incerteza de Robertson�Schrödinger,

a desigualdade d ≥ (~/2mΩ)
2 deve se manter para as variâncias dimensionais ou d ≥ 1 para as variâncias

adimensionais.

As expressões explícitas para τxryr
± têm a seguinte forma,

τxryr
+ = 1 +

κ2 sin2(φ)

2Θ2

{[
2 + κ

(
1− α2

)]2
+ 8α2Θ(2 + κ) cos2(φ)

}
, (2.20)

τxryr
− =

κα sin2(φ)

Θ2

{
κ
[
2 + κ

(
1− α2

)]
− 2Θ

[
4Θ + κ2

(
1 + α2

)]
cos2(φ)

}
. (2.21)

As variâncias das variáveis xc e yc não dependem do tempo para t > T . No entanto, pode-se considerar as

variâncias dos observáveis rotacionados [46] x̃c = xc cos(ψ)+yc sin(ψ) e ỹc = yc cos(ψ)−xc sin(ψ) e procurar

o mínimo em relação ao ângulo de rotação ψ. Então chega-se novamente ao conceito de compressão principal,

descrito pela equação (2.19) com as funções

τxcyc
+ = 1 +

κ2 sin2(φ)

2Θ2

{
κ2
(
1 + α2

)2
+ 4Θ

[
1 + κα2 cos(2φ)

]}
, (2.22)

τxcyc
− =

κ2α sin2(φ)

Θ2

{
2Θ + κ

(
1 + α2

) [
2Θ cos2(φ)− 1

]}
. (2.23)

2.3.1 Pequenas variações dos parâmetros

Se |κ| � 1, então

σ(PS)
xryr = 1− 2|κα sin(2φ)|+O(κ2), σ(PS)

xcyc = 1 + 2κ2
[
sin2(φ)− |α sin(φ)|

]
+O(κ3). (2.24)

Consequentemente, pelo menos uma pequena quantidade da compressão principal pode ser obtida para

qualquer valor diferente de zero do parâmetro α no caso de pequenas variações do campo magnético. Esse

resultado vale para o par xryr e para o par xcyc rotacionado.

Não há compressão (σ(PS)
xryr = σ(PS)

xcyc = 1) se sin(φ) = 0. Mas a compressão principal é observada

se 0 < | sin(φ)| � 1 e α 6= 0 devido às relações

σ(PS)
xryr ≈ 1− 2

∣∣sin(φ)α
(
Θ2 − 1

)
/Θ
∣∣ , σ(PS)

xcyc ≈ 1− 2
∣∣∣sin(φ)α (Θ− 1)

2
/Θ
∣∣∣ . (2.25)

Devido à presença do fator não analítico | sin(φ)|, ambas as funções possuem derivadas descontínuas em

relação a κ em todos os pontos onde sin(φ) = 0. Além disso, σ(PS)
xcyc > σ(PS)

xryr na vizinhança desses pontos
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se Θ > 0 (enquanto a desigualdade oposta se mantém para Θ < 0). No entanto, quando 0 < | sin(φ)| � 1,

os domínios de valores de κ resultando em compressão são bastante pequenos para grandes valores de |κ|,

como é mostrado na �gura 2.1. O caso excepcional é |α| = 1, que será considerado na seção 2.3.5.

xryr
xcyc

3 4 5 6 7 8
κ0

5

10

15

σPS

xryr

xcyc

11.3 11.4 11.5 11.6 11.7 11.8
κ

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

σPS

Figura 2.1: As funções σ(PS)
xryr (κ) e σ(PS)

xcyc (κ) com ΩT/2 = 1 e α = 1/2 nas proximidades dos pontos:

Esqueda: φ = 2π. Direita:φ = 4π.

2.3.2 A dependência do tempo de duração T

O tempo de duração T entra nas fórmulas através da fase φ = ΩΘT/2. Grá�cos típicos das funções

σ(PS)
xryr (φ) e σ(PS)

xcyc (φ) com valores �xos de Θ e α são mostrados nas �guras 2.2 e 2.3 (como as funções são

periódicas, consideramos o intervalo 0 ≤ φ ≤ π).

xryr

xcyc

π
4

π
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3 π
4

π
ϕ
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xryr

xcyc

π
4

π
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3 π
4

π
ϕ
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0.6

0.8

1.0

σPS

Figura 2.2: As funções σ(PS)
xryr (φ) e σ(PS)

xcyc (φ). Esqueda: α = 1/2, κ = 1/2 . Direita: α = 2, κ = 1.

Pode-se ver que o comportamento das funções σ(PS)
xryr (φ) e σ(PS)

xcyc (φ) pode ser bastante diferente,

mas elas nunca se cruzam (uma delas está sempre acima da outra, embora a ordem das curvas possa mudar),

tendo sempre um ponto comum em φ = π/2, onde os extremos locais de cada função são observados. Neste

ponto comum, σxryr
0 = σxcyc

0 = 0, logo σ(PS) = τ+ − |τ−|. Portanto, os valores extremos coincidentes para

os pares xryr e xcyc são dados pela fórmula

σ(PS)
∣∣∣
φ=π/2

= 1 +
κ2

2Θ2

∣∣2 + κ
(
1− α2

)∣∣ (∣∣2 + κ
(
1− α2

)∣∣− 2|α|
)
. (2.26)

O lado direito dos pares de funções (2.26) é igual a uma unidade para |α| = 1 e qualquer valor de κ. A segunda
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Figura 2.3: As funções σ(PS)
xryr (φ) e σ(PS)

xcyc (φ). Esqueda: α = 1/2, κ = −3. Direita: α = 3/4, κ = −2.

solução para a equação σ(PS)
∣∣∣
φ=π/2

(|α|) = 1 coincide com a solução para a equação
∣∣2 + κ

(
1− α2

)∣∣−2|α| =

0. Que é dada pela fórmula |α|∗ = |(Θ + 1)/(Θ− 1)|, que vale para qualquer valor de Θ. Mas para |Θ| > 1,

existe uma terceira solução, que segue da equação 2 +κ
(
1− α2

)
= 0, que leva a |α|∗∗ =

√
(Θ + 1)/(Θ− 1).

Portanto, o comportamento da função σ(PS)
∣∣∣
φ=π/2

(|α|) é diferente para |Θ| < 1 e |Θ| > 1, como é mostrado

na �gura 2.4. Os picos com derivada descontínua estão localizados exatamente nos pontos α∗∗(Θ).

1

2
-
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-
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Figura 2.4: A função σ(PS)
∣∣∣
φ=π/2

(α) para diferentes valores �xos do parâmetro Θ.

2.3.3 Os domínios da compressão principal permanente

A �gura 2.3 e o grá�co da direita da �gura 2.2 mostram a existência de uma �compressão permanente�

(σPS < 1) para todos os valores da fase φ 6= nπ (diferentemente do grá�co da esquerda na �gura 2.2). A

equação (2.26) sugere que tal comportamento pode ser observado para os conjuntos de parâmetros (κ, α)

satisfazendo a desigualdade
∣∣2 + κ

(
1− α2

)∣∣ ≤ 2|α|. Os domínios dos correspondentes valores de (Θ, α) são

mostrados na �gura 2.5, eles são limitados por duas hipérboles:

1 + |α|
|α| − 1

< Θ <
|α| − 1

1 + |α|
se |α| < 1,

|α| − 1

|α|+ 1
< Θ <

1 + |α|
|α| − 1

se |α| > 1. (2.27)

Dentro desses domínios, o ponto φ = π/2 corresponde ao mínimo de σ(PS)(φ). Isto é claramente visto na

fórmula explícita mais simples para o caso de Θ = −1 (uma inversão de direção abrupta do campo magnético
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Θ

Figura 2.5: O domínio dos valores dos parâmetros |α| e Θ resultando na desigualdade σPS ≤ 1 para

qualquer valor da fase φ, tanto para o par xryr quanto para o par xcyc. A linha em negrito mostra a função

α∗∗(Θ).

em t = 0, seguida por um retorno abrupto ao valor inicial e direção em t = T ):

σ(PS)
xryr (φ) = 1 + 8|α|3 sin2(φ)(|α| − 1), (2.28)

O mínimo do lado direito desta expressão é igual a 5/32. Que é encontrado para |α| = 3/4 e sin2(φ) = 1.

O comportamento da função σ(PS)
xcyc (φ) é diferente, mas seu mínimo coincide com o de σ(PS)

xryr (φ), como é

mostrado na �gura 2.3.

2.3.4 Desligando o campo magnético

Um caso especial interessante ocorre para Θ = 0 (ou κ = −1), ou seja, o abrupto desligar do campo

magnético em t = 0 e o retorno abrupto ao valor inicial em t = T . Então

σ(PS) = 1 + v2(1 + α2)2/2− v|α|
√

4 + v2(1 + α2)2, (2.29)

onde v = ΩT/2. Esta fórmula é a mesma para os pares xryr e xcyc. O mínimo de (2.29) em relação a v é

obtido para

v∗ =
[
(1 + α2)

√
|1− α2|

]−1

×

 2|α| se |α| < 1

2 se |α| > 1
.

Em ambos os casos, o mínimo em relação a v é σ(PS)
∗ =

∣∣1− α2
∣∣/ (1 + α2

)
. Esta variância mínima pode

ser arbitrariamente pequena para |α| = 1 (calibre de Landau). Formalmente, isso acontece para T → ∞.

No entanto, a expressão assintótica de (2.29) para |α| = 1 e v � 1 leva a σ(PS) ≈ (ΩT )−2. Portanto,

após alguns períodos em relação à frequência inicial Ω pode-se obter valores muito pequenos de σ(PS). Por

exemplo, após 10 períodos, obtém-se σ(PS) = (400π2)−1 ≈ 2.5× 10−4.
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2.3.5 As características excepcionais do calibre de Landau

No caso especial de α = 1 (a �gura 2.5 mostra que este caso é claramente excepcional) temos

τxryr
+ = 1 +

2κ2

Θ2
sin2(φ)

[
1 + 2Θ(2 + κ) cos2(φ)

]
, τxryr

− =
2κ

Θ2
sin2(φ)

[
κ− 2Θ

(
2Θ + κ2

)
cos2(φ)

]
, (2.30)

τxcyc
+ = 1 + τxcyc

− , τxcyc
− = 2κ2 sin2(φ)

[
1 + 2κΘ cos2(φ)

]
/Θ2, (2.31)

σxryr
0 = κ sin(2φ)

[
2 + κ− 4Θ sin2(φ)

]
/Θ, σxcyc

0 = −κ2 sin(2φ)/Θ. (2.32)

Para κ = −1, obtemos σ(PS) = 1 + 2v2 − 2v
√

1 + v2, paras os dois pares xryr e xcyc. Esta função diminui

monotonamente a zero quando v →∞.

Um comportamento interessante das funções σ(PS)
xryr (κ) e σ(PS)

xcyc (κ) com um valor �xo de T é ob-

servado para |κ| � 1. Ambas as funções assumem o valor unitário cada vez que sin(φ) = 0 ou cos(φ) = 0.

Mas eles tendem a 1/2 quando |κ| → ∞ para todos os outros valores de φ. Este comportamento peculiar é

demonstrado na �gura 2.6, que deve ser comparado com os grá�cos da �gura 2.1, onde |α| = 1/2.
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Figura 2.6: Direita: As funções σ(PS)
xryr (κ) e σ(PS)

xcyc (κ) com ΩT/2 = 1 e α = 1. Esquerda: Zoom do

primeiro pico do grá�co da esquerda.

2.4 Discussão

Neste capítulo mostramos uma rica estrutura dos coe�cientes de compressão principal dos pares

observáveis xryr e xcyc, dependendo de várias combinações de três parâmetros relevantes: o parâmetro de

calibre α, a altura do degrau de variação do campo magnético Θ e a duração dessa variação T (ou a fase φ).

Veri�camos, concordando com [25], que nenhuma compressão pode ser obtida para o calibre circular (α = 0),

mas para qualquer valor de α, mesmo que pequeno, pode-se encontrar as combinações dos parâmetros Θ e

T que resultam em alguma compressão. Em muitos casos (mas não em todos os casos!), o calibre de Landau

(|α| = 1) produz o grau máximo de compressão (isto é, o valor mínimo do coe�ciente de compressão principal

σ(PS)). Entretanto, valores intermediários de α também podem ser preferíveis em alguns casos especiais.

Por exemplo, no caso da inversão do campo magnético, o valor |α| = 3/4 é o melhor do ponto de vista da

compressão, de acordo com a equação (2.28).

Outro resultado interessante é a assimetria em relação ao aumento acentuado (|Θ| > 1) e a redução

(|Θ| < 1) do campo magnético, uma situação análoga acontece para o oscilador harmônico de frequência
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variável [74]. A compressão máxima pode ser alcançada para |Θ| � 1 (o melhor caso é Θ = 0) e |α| = 1,

considerando que a compressão no caso de |Θ| � 1 é moderada (cerca de 50% para |α| = 1) ou não existe.

Estudar as variações dos valores médios da energia e do momento magnético produzidas por um

salto duplo do campo magnético para qualquer valor de α é uma tarefa possível, mas exaustiva, porque as

equações para essas grandezas seriam muito longas e complicadas. Então, parece interessante procurar um

tipo de mudança do campo magnético que forneça equações mais simples. Sendo assim, vamos considerar

no próximo capítulo um salto único do campo magnético.



Capítulo 3

Evolução dos valores médios da energia e do momento

magnético após um salto único do campo magnético

Neste capítulo, apresentaremos os resultados publicados nos artigos [27,28]. Nosso principal objetivo

é analisar o comportamento dos valores médios da energia e do momento magnético no cenário em que

o campo magnético é dependente do tempo para valores arbitrários do parâmetro α. Em particular, são

questões interessantes: é possível �resfriar� a partícula mudando o campo magnético ou a forma do solenóide?

Como se comportam as �utuações da energia após essa mudança? Quão forte é a mudança do momento

magnético devido à mudança do campo magnético?

A matriz Λq(t) se torna muito mais simples quando comparada à matriz obtida para o salto duplo

do campo magnético (2.8) se considerarmos um salto único do campo magnético na forma

B(t)/B0 =

 1, t < 0,

Θ, t ≥ 0
, (3.1)

ou uma mudança abrupta na forma do solenoide, ou seja, uma rápida variação do parâmetro α na forma

α(t) =

 α0, t < 0,

αf , t ≥ 0
. (3.2)

Nesse cenário, as coordenadas canônicas (ou valores médios dos operadores correspondentes no caso

quântico) não mudam durante o salto �nito instantâneo dos parâmetros (a função de onda não pode mudar

instantaneamente na mecânica quântica não relativística; o mesmo resultado pode ser obtido integrando

as equações de movimento para as variáveis canônicas durante o tempo in�nitesimalmente curto do salto).

No entanto, as relações entre as variáveis canônicas e geométricas são diferentes antes e depois do salto.

Portanto, olhando para as equações (2.2) e (2.3) veri�ca-se que os elementos da matriz Λq podem ser

facilmente encontrados resolvendo as equações

x̂r0 + x̂c0 = x̂rf + x̂cf , Ω0 [x̂c0(1− α0)− x̂r0(1 + α0)] = Ωf
[
x̂cf (1− αf )− x̂rf (1 + αf )

]
e equações semelhantes para o par (yr, yc).

21
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O resultado é a matriz

Λq =

∥∥∥∥∥∥ λ1 λ2

λ3 λ4

∥∥∥∥∥∥ =
1

2Θ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

L− 0 K− 0

0 L+ 0 K+

K+ 0 L+ 0

0 K− 0 L−

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3.3)

onde

K± = κ (1± αf )±∆α, L± = 2 +K±, κ ≡ Θ− 1. (3.4)

A matriz (3.3) é igual à matriz unitária se κ = ∆α = 0, por esse motivo, muitas fórmulas nas seções

subsequentes são mais compactas se forem escritas em termos do parâmetro κ, ao invés de Θ.

3.1 Equivalência entre as partes quântica e clássica dos valores médios das

grandezas

A energia média quando o campo magnético é estacionário é dada por E = mΩ2〈x̂2
r + ŷ2

r〉/2, e pode

ser escrita como a soma de duas partes independentes:

E = Ec + Eq, Ec = mΩ2
(
〈xr〉2 + 〈yr〉2

)
/2, Eq = mΩ2 (σxrxr

+ σyryr ) /2. (3.5)

A quantidade Ec coincide com a energia da partícula clássica movendo-se ao longo da trajetória média

(〈xr〉 , 〈yr〉), enquanto a correção quântica Eq em (3.5) surge devido às �utuações quânticas, descritas por

meio das variâncias σxrxr
e σyryr das coordenadas relativas.

A mudança da parte clássica da energia média pode ser escrita em termos de alguma forma quadrá-

tica das médias quânticas das coordenadas, relativas e do centro, inicias: ∆Ec =
(
mΩ2

0/2
)∑

Wαβ〈α〉〈β〉0,

onde os coe�cientes Wαβ são certas combinações bilineares dos elementos da matriz Λq. Portanto, ∆Ec de-

pende dos quatro parâmetros iniciais. Em particular, esses parâmetros podem ser quase sempre escolhidos

de forma que a parte clássica �nal da energia seja igual a zero. Por exemplo, é su�ciente resolver as equações

〈xr〉f = 〈yr〉f = 0 em relação aos valores iniciais 〈xc〉0 e 〈yc〉0 com valores �xos de 〈xr〉0 e 〈yr〉0. A resposta

em termos dos elementos da matriz Λq é a seguinte,

〈xc〉0 = [(Λ14Λ21 − Λ24Λ11) 〈xr〉0 + (Λ14Λ22 − Λ24Λ12) 〈yr〉0] / [Λ13Λ24 − Λ23Λ14] , (3.6)

〈yc〉0 = [(Λ23Λ11 − Λ13Λ21) 〈xr〉0 + (Λ23Λ12 − Λ13Λ22) 〈yr〉0] / [Λ13Λ24 − Λ23Λ14] , (3.7)

no entanto, esta é uma situação extremamente peculiar.

Portanto, consideremos um gás rarefeito de partículas carregadas num campo magnético uni-

forme. Negligenciando a interação entre as partículas (ou seja, assumindo que o campo magnético seja

forte o su�ciente), podemos escrever a energia total como a soma das energias de cada uma das partícula

independentes. Entretanto, as posições dos centros das partículas do gás podem ser bastante arbitrá-

rias, assim como os valores concretos das coordenadas relativas de cada partícula, obedecendo a restrição

〈xr〉20 + 〈yr〉20 = ρ2
0 = 2E(0)

c /(mΩ2
0). Nesse caso, a quantidade mais interessante é o valor médio da variação

∆Ec, onde a média é realizada sobre todo o conjunto de partículas cujos valores das médias quânticas ini-

ciais são arbitrários. Designando tal média adicional por meio do traço acima da grandeza (para distinguir
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da média quântica primária), parece natural assumir a ausência de correlações iniciais e uma distribuição

isotrópica de valores médios diferentes de zero:

〈α〉0〈β〉0 = 0 se α 6= β; 〈xr〉20 = 〈yr〉20 = E(0)
c /(mΩ2

0) = ρ2
0/2, 〈xc〉20 = 〈yc〉20 = R2

0/2. (3.8)

Aqui, R2
0 é o quadrado médio da distância entre a posição do centro da órbita clássica e o centro do solenóide,

enquanto ρ2
0 é o quadrado médio do raio da órbita clássica. Sob essas suposições, a variação média da parte

clássica da energia pode ser escrita na forma

∆Ec = mΩ2
0

(
Fρρ

2
0 + FRR2

0

)
/2, (3.9)

Fρ = Θ2
(
Λ2

11 + Λ2
21 + Λ2

12 + Λ2
22

)
/2− 1 = Θ2Tr

(
λ1λ̃1

)
/2− 1, (3.10)

FR = Θ2
(
Λ2

13 + Λ2
23 + Λ2

14 + Λ2
24

)
/2 = Θ2Tr

(
λ2λ̃2

)
/2, (3.11)

onde λ̃j signi�ca a matriz transposta, consideramos aqui, por simplicidade, que ∆α = 0 (a forma do solenoide

não é alterada). O coe�ciente FR é sempre não negativo. Porém, o coe�ciente Fρ pode ser negativo, indicando

a possibilidade de resfriar o gás por meio de variações rápidas do campo magnético.

A variação da parte quântica da energia média,

∆Eq =
(
mΩ2

f/2
)

(σxrxr + σyryr )f −
(
mΩ2

0/2
)

(σxrxr + σyryr )0 , (3.12)

depende da matriz de evolução Λq e da matriz de covariância inicial σ0. Inicialmente vamos considerar uma

situação simples, em que o estado inicial possui alguma simetria de rotação, para isso, consideramos ρ = 0

e γx = γy = 1, ou seja,

σ(0) = G

∥∥∥∥∥∥ I2 0

0 ΥI2

∥∥∥∥∥∥ , (3.13)

onde I2 é a matriz unitária 2× 2. Então,

∆Eq =
(
mΩ2

fG/2
)
Tr
(
λ1λ̃1 + Υλ2λ̃2

)
−mΩ2

0G. (3.14)

Cálculos semelhantes aos anteriores fornecem as seguintes fórmulas para as partes �clássica� e

�quântica� da variação do quadrado médio da posição do centro da órbita.

∆R2
c ≡ 〈xc〉2f + 〈yc〉2f −R

2
0 =

1

2
Tr
(
λ3λ̃3ρ

2
0 + λ4λ̃4R2

0

)
−R2

0, (3.15)

∆R2
q ≡ (σxcxc + σycyc)f − (σxcxc + σycyc)0 = Tr

(
Gλ3λ̃3 + Υλ4λ̃4

)
− 2Υ. (3.16)

Pode-se ver que, sob as condições (3.8) e (3.13), as fórmulas para as partes �clássica� e �quânticas� das

quantidades ∆E e ∆R2 são idênticas, se �zermos as substituições formais GΥ → R2
0/2 e G → ρ2

0/2.

Portanto, a partir deste ponto, iremos analisar apenas a parte �quântica� das grandezas em estudo.

3.2 Variação da energia após o salto

É interessante, agora, estudar a variação da energia média após a mudança abrupta do campo

magnético quando os estados inciais são os mais gerais. Ou seja, vamos considerar que a matriz de covariância

inicial é dada pela equação (1.30).
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Dessa forma, usando as equações (1.20), (1.30) e (3.3), podemos escrever matriz σ(0+) imediata-

mente após o salto na forma

σ(0+) = sG/(2Θ)2, (3.17)

com os seguintes elementos não nulos da matriz s:

s11 = L2
− − 2ρL−K− + χxK

2
−, s22 = L2

+ − 2ρL+K+ + χyK
2
+, (3.18)

s33 = K2
+ − 2ρL+K+ + χxL

2
+, s44 = K2

− − 2ρL−K− + χyL
2
−, (3.19)

s13 = s31 = L−K+ − ρ(K−K+ + L−L+) + χxK−L+, (3.20)

s24 = s42 = L+K− − ρ(K−K+ + L−L+) + χyK+L−. (3.21)

3.2.1 Variação relativa da energia média

A energia média não depende do tempo antes e depois do salto repentino do campo magnético,

pois ela é invariante quando esse campo é estacionário. Porém, seus valores inicial E(0) e �nal E(0+), são

diferentes. A variação ∆E = E(0+)−E(0) pode assumir valores arbitrários, por esse motivo, parece razoável

analisar a relação entre essa variação e a energia inicial, ou seja, iremos estudar o comportamento da variação

relativa da energia dada por

δE = E(0+)/E(0)− 1 =
Θ2

2G

〈
x2
r + y2

r

〉
− 1 =

1

8
(s11 + s22)− 1.

A energia sempre aumenta após uma mudança do parâmetro α com um valor �xo do campo

magnético (κ = 0), usando a equação (3.18) temos que, para esse caso,

δE = ∆α2 (2 + χx + χy − 4ρ) , (3.22)

logo não é possivel �resfriar� a partícula mudando a forma do solenoide. Por outro lado, δE pode ser negativa

quando se varia o campo magnético e a forma do solenoide não é alterada (∆α = 0), nesse caso temos

δE =
κ2

8r

[
Υ
(
α2

+ + r2α2
−
)

+ 2r
(
1 + α2

)
(1− 2ρ)

]
+ κ(1− ρ), r ≡ γy/γx. (3.23)

No limite de alta temperatura, a mudança relativa da energia δE é positiva e muito grande para

quase todos os valores de κ, exceto para um minúsculo intervalo negativo de κ próximo de zero, devido às

relações Υ� 1 e 1−ρ ≈ 0. Isso acontece até para κ = −1 (ou seja, quando o campo magnético é desligado).

Além disso, a mudança relativa de energia é quatro vezes maior para κ = −2 (a inversão instantânea do

campo magnético). Para a armadilha de potencial isotrópica (r = 1) temos

δE ≈ κ2Υ
(
1 + α2

)
/4,

de tal maneira que o aumento da energia para o calibre de Landau (α = 1) é duas vezes maior do que para o

calibre circular (α = 0). No entanto, o aumento de energia pode ser signi�cativamente suprimido no caso em

que as armadilhas de potencial são anisotrópicas. Por exemplo, δE ≈ κ2Υ/(2r) para α = 1, e esta quantidade

pode diminuir rapidamente com o aumento do parâmetro r. Além disso, ajustando os parâmetros para que

r = |α+/α−|, podemos reduzir δE para o valor mínimo δEmin = κ2Υ
∣∣1− α2

∣∣ /4, embora um valor nulo não

possa ser formalmente alcançado em condições realistas.
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Um comportamento diferente pode ser observado no limite de temperatura extremamente baixa,

quando Υ = 1 e ρ = 0. Então,

δE =
1

2

[
(Θ− 1)2A+ Θ2 − 1

]
, A = (α+ − rα−)2/(4r).

Essa quantidade pode ser negativa dentro do intervalo (A − 1)/(A + 1) < Θ < 1. O mínimo é alcançado

no meio deste intervalo: δE(min) = −[2(A + 1)]−1. O mínimo absoluto δE(min)
min = −1/2 é alcançado para

A = 0, ou seja, r = α+/α−. Em particular, isso acontece para α = 0, r = 1 e Θ = 0. Por outro lado, para o

calibre de Landau com α = 1, a queda máxima de energia na armadilha isotrópica com r = 1 é apenas de

25%, isso ocorre para Θ = 1/2.

Se α = 0 e r = 1, então δE = (Θ2 − 1)/2. Portanto, não há mudança de energia para α = 0,

r = 1 e Θ = −1. Em outras palavras, a inversão instantânea do campo magnético não altera a energia do

estado fundamental inicial para o calibre circular. Entretanto, isso não ocorre para o calibre de Landau com

qualquer valor do parâmetro r. Por exemplo, δE = κΘ para α = r = 1. Nesse caso, δE = 0 para Θ = 0,

enquanto δE = 2 para Θ = −1. Grá�cos da função (3.23) no caso de baixa temperatura são mostrados na

�gura 3.1 para r = 1.
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Figura 3.1: A mudança relativa de energia após o salto δE no caso de baixa temperatura com r =

1. Esqueda: δE em função de α, para diferentes valores do parâmetro de salto Θ (mostrados próximo

às respectivas linhas). Direita: δE em função de Θ, para diferentes valores do parâmetro de calibre α

(mostrados próximo às respectivas linhas).

3.2.2 Flutuações da energia

As �utuações da energia podem ser caracterizadas pela variância σE = 〈Ĥ2〉 − 〈Ĥ〉2, onde

〈Ĥ2〉 = (2mω2)2〈x̂4
r + ŷ4

r + x̂2
r ŷ

2
r + ŷ2

r x̂
2
r〉. (3.24)

Os momentos de quarta ordem no lado direito de (3.24) podem ser facilmente calculados para o estado

de equilíbrio inicial, porque sua função de Wigner é Gaussiana. Além disso, como o hamiltoniano (1.1)

é quadrático em relação às variáveis canônicas, ele transforma qualquer estado gaussiano em outro estado

gaussiano. Portanto, podemos usar as fórmulas bem conhecidas da teoria de probabilidade clássica (com

algumas modi�cações devido à não comutatividade dos operadores das coordenadas e dos momentos) para

obter os valores médios das distribuições gaussianas. (veja, por exemplo [75]). A saber, os valores médios
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dos produtos simétricos (ou produtos de Wigner�Weyl) [76] de quatro operadores, Â, B̂, Ĉ e D̂, podem ser

expressos como a soma dos produtos dos pares de seus momentos centrais de segunda ordem [75]:

〈ABCD〉W = AB · CD +AC ·BD +AD ·BC. (3.25)

Aqui A, B, C e D podem ser qualquer uma das variáveis xr, yr, xc, yc. O símbolo 〈ABCD〉W signi�ca o

valor da média quântica da soma de todos os diferentes produtos entre os operadores Â, B̂, Ĉ, D̂, tomados

em todas as ordens possíveis, dividido pelo número de termos na soma. Os momentos centrais de segunda

ordem são de�nidos como AB ≡ 〈ÂB̂+B̂Â〉/2. Os valores médios dos produtos concretos dos operadores em

ordens prede�nidas podem ser expressos em termos dos valores médios simétricos com o auxílio das relações

de comutação. As expressões explícitas são fornecidas no apêndice B. O resultado é

σE = (mω2G)2
(
s2

11 + s2
22

)
/2− (~ωΘ)2. (3.26)

É razoável analisar a razão

D ≡ σE
E2

=
2
(
s2

11 + s2
22

)
− [8Θ tanh(~ωβ)]2

(s11 + s22)
2 . (3.27)

Observe que D ≤ 2 para todos os conjuntos de parâmetros, sempre que s11 > 0 e s22 > 0. Uma vez que

〈Ĥ2〉(0) = (2mω2)2
[
8G2 − ~2/(2mω)2

]
, temos σE(0) = (4mω2G)2 − (~ω)2 e

D(0) = 1− (4mωG/~)−2 = [cosh(~ωβ)]−2 ≤ 1.

Por isso, D(0) está perto de uma unidade para ~ωβ � 1 (temperaturas altas), enquanto D(0) está perto de

zero para ~ωβ � 1 (baixas temperaturas, quando o estado está próximo do estado fundamental com uma

energia bem de�nida).

Fórmulas simples para as �utuações da energia após o salto podem ser obtidas em dois casos

limites. No limite de alta temperatura, podemos negligenciar o termo negativo do numerador de (3.27),

bem como todos os coe�cientes nas equações (3.18), exceto os que envolvem χx,y, porque são proporcionais

a Υ� 1 (lembrando também que 1− ρ ≈ 0 nesse caso). Então, chegamos à fórmula

D(h)(0+) ≈
(
1 + 2κ2η−

)2
+
(
1 + 2κ2η+

)2
2 [1 + κ2 (η+ + η−)]

2 , η+ = α2
+χy/8, η− = α2

−χx/8.

Para valores pequenos o su�ciente de κ, ou seja, para κ2Υ � 1, obtemos D(h)(0+) ≈ 1 + κ4 (η+ − η−)
2.

Por outro lado, se o parâmetro de força do salto Θ não está muito próximo de uma unidade, ou seja, para

κ2Υ� 1, temos uma fórmula que não contém este parâmetro:

D(h)(0+) =
2
(
η2

+ + η2
−
)

(η+ + η−)
2 =

2
(
α4

+ + r4α4
−
)(

α2
+ + r2α2

−
)2 . (3.28)

O lado direito de (3.28) atinge o valor mínimo D = 1 (típico para estados térmicos de alta energia) quando

|α+/α−| = r, ou seja, para α = [(r− 1)/(r+ 1)]±1. Por outro lado, o valor máximo D = 2 é alcançado para

qualquer r, se α = ±1. Em particular, D = 2(1+r4)/(1+r2)2 para α = 0. A �gura 3.2 mostra a dependência

de D(h)(0+) em relação ao parâmetro α para três valores do parâmetro r. Aqui, vemos claramente o papel

distinto do calibre de Landau com α = ±1.

No limite de temperatura extremamente baixa, assumindo Υ = 1, ρ = 0 e tanh(~ωβ) = 1, obtemos

D(l)
αr = 2κ2

32α2 +
∑
σ=± α

2
σrσ

[
8 + 8κασ + κ2α2

σrσ
][

8Θ + κ2
(
α2
−r− + α2

+r+

)]2 . (3.29)
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Figura 3.2: A �utuação da energia relativa após o salto no regime de alta temperatura D(h)(0+) em função

do parâmetro de calibre α, para r = 1, 0.25, 0.1 (esses valores são mostrados próximos às respectivas linhas).

Daqui em diante usaremos a seguinte notação:

r− = 1 + r, r+ = r−/r, r0 = r + 1/r = r+r− − 2. (3.30)

Observe que todas as fórmulas para δE e D, tais como (3.23), (3.28) e (3.29), são invariantes em relação às

mudanças simultâneas dos parâmetros α→ −α e r → 1/r. É interessante notar que o lado direito de (3.29)

não depende do parâmetro de calibre α quando Θ = 0:

D(l)
αr

∣∣∣
Θ=0

= 2(1 + r2)/(1 + r)2. (3.31)

Para α = 0 e qualquer valor de r temos

D
(l)
0r = 2κ2(1 + r)2

[
8Θr + κ2(1 + r2)

] [
8Θr + κ2(1 + r)2

]−2
,

enquanto que para r = 1 e qualquer valor de α temos

D
(l)
α1 = κ2

[
(Θ + 1)2 + 2α2(1 + 3Θ2) + α4κ2

] [
1 + Θ2 + α2κ2

]−2
.

A fórmula mais simples é obtida para r = 1 e α = 0:

D
(l)
01 = (Θ2 − 1)2/(Θ2 + 1)2. (3.32)

Vemos que o estado fundamental permanece inalterado após a inversão do campo para α = 0. O valor

máximo D(l)
01 = 1 é alcançado quando Θ = 0, enquanto D(l)

01 = 0 se Θ = −1. Para α = 1 e um valor

arbitrário de r temos

D
(l)
1r = 2κ2

[
(2 + κr+)2 + 2/r

] [
2Θ + κ2r+

]−2
.

Em particular, para r = 1 obtemos a fórmula

D
(l)
11 = κ2(1 + 2Θ2)/(1 + κΘ)2,

que é diferente de (3.32). Agora, D(l)
11 = 4/3 para Θ = −1, embora D(l)

11 = 1 para Θ = 0. Gra�cos típicos

de D(l) são mostrados nas �guras 3.3 e 3.4. Vemos que as variações de D(l) estão entre 0 e 2 no regime

de baixa temperatura. Nenhum valor do parâmetro de calibre α (incluindo α = 0 ou α = ±1) parece ser

distinto. Além disso, não vemos diferenças qualitativas entre os casos de |α| ≤ 1 e |α| > 1.
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Figura 3.3: A �utuação da energia relativa após o salto no regime de baixa temperatura D(l)(0+) em

função do parâmetro de calibre α, para diferentes valores do parâmetro de salto Θ (mostrados próximo às

respectivas linhas). Esqueda: para r = 1. Direita: para r = 0.1.
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Figura 3.4: A �utuação da energia relativa após o salto no regime de baixa temperatura D(l)(0+) em

função do parâmetro κ = Θ − 1, para diferentes valores do parâmetro de calibre α (mostrados próximo às

respectivas linhas). Esqueda: para r = 1. Direita: para r = 0.1.

3.3 De�nição do operador momento magnético

Para calcular as propriedades magnéticas dependentes do tempo, precisamos do operador momento

magnético. Usando a de�nição padrão do momento magnético clássico [77,78],

M =
1

2c

∫
dV [r× j] , (3.33)

junto com a expressão padrão para a densidade de corrente de probabilidade quântica,

j =
ie~
2m

(ψ∇ψ∗ − ψ∗∇ψ)− e2

mc
Aψ∗ψ,

pode-se escrever o lado direito de (3.33) como o valor médio do operador

M̂ =
e

2mc
(x̂π̂y − ŷπ̂x) ≡ e

2mc
L̂kin = −(eω/c)(x̂2

r + ŷ2
r + x̂cx̂r + ŷcŷr). (3.34)

Esta de�nição vale para qualquer valor do parâmetro α, de modo que é invariante em relação ao calibre. Uma

fórmula equivalente a (3.34) foi justi�cada (para α = 0) em [79, 80] usando a abordagem termodinâmica.

Outra prova da de�nição (3.34) para um calibre arbitrário foi dado em [81] (ver também, por exemplo,

[49, 50, 82, 83]). Observe que o valor da integral em (3.33) não depende da escolha da origem do sistema

de coordenadas (invariante em relação ao deslocamento do vetor r por qualquer vetor constante a) se∫
j dV = 0, ou seja, para correntes fechadas. Veremos que isso acontece no estado quântico de equilíbrio.
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Pode-se encontrar pelo menos duas outras de�nições para o operador momento magnético na

literatura disponível. Johnson e Lippmann [30] de�niram M̂ = −∂Ĥ/∂B, provavelmente, por uma analogia

com a relação termodinâmica 〈M〉 = −∂〈E〉/∂B (embora isso não tenha sido escrito em [30] explicitamente).

No entanto, para o calibre linear geral, tal de�nição resulta na fórmula

M̂1 =
e

2mc
[x̂π̂y − ŷπ̂x − α (x̂π̂y + ŷπ̂x)] , (3.35)

que contém o parâmetro de calibre α explicitamente. Esta perda de invariância em relação ao calibre não

foi notada por Johnson e Lippmann, porque eles consideraram apenas o calibre circular (α = 0), caso em

que as fórmulas (3.35) e (3.34) coincidem (note que este calibre especial foi usado na grande maioria dos

trabalhos dedicados ao movimento de partículas quânticas num campo magnético). Além disso, usando M̂

numa forma equivalente a (3.34), Johnson e Lippmann escreveram que, uma vez que os valores esperados

de x̂r e ŷr são iguais a zero em uma representação de energia, o valor esperado de M̂ é reduzido ao valor

esperado do operador de energia (1.10), ou seja, 〈M̂〉 = −(eω/c)〈x̂2
r + ŷ2

r〉. O mesmo resultado segue da

de�nição

M̂2 = (x̂rπ̂y − ŷrπ̂x) e/(2mc) = −Ĥe/(mcΩ), (3.36)

sugerida em [84].

Mas olhando para o operador

M̂ − M̂1 = [eα/(2mc)]
(
ŷ2
r − x̂2

r + ŷcŷr − x̂cx̂r
)
,

pode-se ver que seu valor médio durante o período 2π/Ω é igual a zero, se Ω = const (pois x̂c e ŷc não

dependem do tempo, enquanto x̂r(t) e ŷr(t) oscilam com frequência Ω na representação de Heisenberg; além

disso, a diferença ŷ2
r − x̂2

r oscila com frequência 2Ω). Usando o símbolo 〈〈· · · 〉〉 para a média dupla (sobre

o estado quântico e sobre o período de rotação no campo magnético constante), temos 〈〈M̂1〉〉 = 〈〈M̂〉〉. E

ainda, tendo em vista as equações (1.14) e (1.15), temos 〈〈L̂kin〉〉 = 〈〈Ĵ〉〉. Portanto, 〈〈M̂〉〉 = −Ĥe/(mcΩ),

para qualquer de�nição do operador momento magnético. Na verdade, alguns autores usaram essa fórmula

como de�nição do momento magnético de uma partícula carregada em movimento num campo magnético

[84]. Essa relação explica por que diferentes escolhas de calibre do potencial vetor não in�uenciam os

resultados �nais para a magnetização de um gás de elétrons livres num campo magnético independente do

tempo. Mas a situação é diferente para campos magnéticos dependentes do tempo.

Para ver qual das três de�nições (3.34), (3.35) ou (3.36), é a mais adequada no caso geral, vejamos

suas consequências no estado de equilíbrio. Colocando os elementos da matriz de covariância no equilíbrio

inicial (1.30) na fórmula (3.34), obtemos a seguinte expressão para o momento magnético inicial:

Mi = µBC(ρ− 1) = µB
[
(~ωβ)−1 − coth(~ωβ)

]
, (3.37)

onde µB = e~/(2mc) é o magneton Bohr. Esta é a fórmula exata de Landau�Darwin para o diamagnetismo

de uma partícula livre [2, 4]. Observe que o lado direito de (3.37) não depende da escolha da origem do

sistema de coordenadas.

Nós vemos de (3.37), que a contribuição das correlações estatísticas 〈x̂cx̂r+ŷcŷr〉 entre as coordena-

das relativas e do centro da órbita no estado de equilíbrio termodinâmico, descritas pelo termo proporcional

ao parâmetro ρ, é crucial no limite de altas temperaturas. Sem este termo (por exemplo, usando de�nição
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(3.36) para o operador momento magnético ou os argumento de [30]), obter-se-ia uma tremenda magneti-

zação de equilíbrio da ordem de µB/(~ωβ) no limite de alta temperatura ~ωβ → 0, ao invés da fórmula

correta de Landau [4]

M(h)
i = −µB~ωβ/3. (3.38)

Isso signi�ca que a de�nição (3.36) pode ser aceita apenas para estados quânticos iniciais puros (estados de

equilíbrio em temperatura absoluta zero).

É interessante que o valor médio do termo proporcional a α na de�nição (3.35) é igual a zero para

a matriz de equilíbrio (1.30) com qualquer valor da temperatura inversa β. No entanto, acreditamos que

a de�nição correta para o operador momento magnético é dada pela equação (3.34). Na verdade, a média

termodinâmica do momento magnético em temperaturas arbitrárias é dado pela fórmula 〈M〉 = −∂F/∂B,

onde F é a energia livre, que não coincide com o valor médio do hamiltoniano (exceto no caso de temperatura

zero). Portanto, não há justi�cativas para escrever o operador de momento magnético como a derivada do

Hamiltoniano em relação ao campo magnético no caso genérico de estados quânticos mistos. Por essas razões,

daqui em diante, calcularemos o valor médioM ≡ 〈M̂〉 e a variância σM ≡ 〈M̂2〉 − 〈M̂〉2 do operador M̂

de�nido de acordo com a equação (3.34).

3.4 Variação do momento magnético médio

3.4.1 Imediatamente após o salto

Usando as equações (3.34) e (3.17), obtemos o seguinte valor médio do momento magnético após o

salto:

M(0+) = −µBC (s11 + s22 + s13 + s24) /(8Θ).

Parece útil estudar a razão R ≡M/Mi. Imediatamente após o salto, ela tem uma forma bastante simples

R(0+) = 1 + κ (1/2− ρ+ Υar) /(1− ρ), (3.39)

onde ar = (α−r + α+/r) /4. Se r = 1, então ar = 1/2 para qualquer valor de α. Consequentemente, o

momento magnético após o salto não depende da escolha do calibre para uma armadilha inicial isotrópica.

Em particular, obtemos um resultado interessanteM(l)(0+) = −µBΘ no caso de baixa temperatura (ρ = 0,

Υ = 1). No entanto, se r 6= 1, a fórmula (3.39) forcene um momento magnético diferente de zero para Θ = 0,

ou seja, quando o campo magnético é desligado. Além disso, o sinal deste valor diferente de zero pode ser

oposto ao sinal deMi.

É interessante comparar dois parâmetros de calibre distintos: α = 0 e α = 1. No caso de baixa

temperatura, temos as seguintes expressões para R(l)(0+):

α = 0 α = 1

1 + κ(r + 1)2/(4r) 1 + κ(r + 1)/(2r) para qualquer Θ

−(r − 1)2/(4r) (r − 1)/(2r) Θ = 0

−(r2 + 1)/(2r) −1/r Θ = −1



31

No caso de alta temperatura, vemos um tremendo aumento do momento magnético após o salto

(a menos que o parâmetro κ seja muito pequeno), uma vez que Υ� 1 e 1−ρ� 1:

R(h)(0+) = 3arκΥ/(~βω)2, ~βω � 1, |κ|Υ� 1.

O sinal do momento magnético em t = 0+ é oposto ao inicial se Θ < 1, incluindo o valor diferente de zero

em Θ = 0.

3.4.2 A evolução posterior: oscilações

Mas o que acontece depois? Para t > 0 temos que no hamiltoniano (1.10) e nas relações de comutação

(1.8), a frequência inicial Ω deve ser substituída por ΘΩ. Então, temos as simples equações de movimento

ẋr = ΘΩyr, ẏr = −ΘΩxr, ẋc = ẏc = 0,

resultando na matriz de evolução

Λ(t) =

∥∥∥∥∥∥ u(t) 0

0 I2

∥∥∥∥∥∥ , u(t) =

∥∥∥∥∥∥ cos(ϕ) sin(ϕ)

− sin(ϕ) cos(ϕ)

∥∥∥∥∥∥ , ϕ = ΘΩt.

Então,

σ(t) = Λ(t)σ(0+)Λ̃(t) =
G

(2Θ)2

∥∥∥∥∥∥ s1(t) s2(t)

s̃2(t) s4

∥∥∥∥∥∥ , (3.40)

com os seguintes blocos 2× 2:

s1 =

∥∥∥∥∥∥ s11 cos2 ϕ+ s22 sin2 ϕ sinϕ cosϕ(s22 − s11)

sinϕ cosϕ(s22 − s11) s22 cos2 ϕ+ s11 sin2 ϕ

∥∥∥∥∥∥ ,

s2 =

∥∥∥∥∥∥ s13 cosϕ s24 sinϕ

−s13 sinϕ s24 cosϕ

∥∥∥∥∥∥ , s4 =

∥∥∥∥∥∥ s33 0

0 s44

∥∥∥∥∥∥ .
Portanto, a soma 〈x2

r + y2
r〉 não depende do tempo (assim como a energia), enquanto que

〈xcxr + ycyr〉(t) = cos(ϕ)〈xcxr + ycyr〉(0+).

Consequentemente, o momento magnético oscila após o salto de acordo com a fórmula

M(t) = −µBC [s11 + s22 + (s13 + s24) cos(ϕ)] /(8Θ), (3.41)

que é equivalente a

R(t) = R(0+)− V sin2(Θωt), V =
4κ(1+2arΥ)+κ2α+α− (2−4ρ+Υr0)−8ρΘ

4Θ(1− ρ)
. (3.42)

Embora o termo oscilante em (3.42) é igual a zero se Θ = 0, ele pode ser muito grande para pequenos valores

de Θ diferentes de zero (exceto para certos valores especiais dos outros parâmetros). Por exemplo, no caso

de baixa temperatura (ρ = 0, Υ = 1) temos

V(l)
αr = κ

[
4 + 8ar + κ(1− α2)(2 + r0)

]
/(4Θ). (3.43)
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Se α = 0, então

M(l)
0r (t) = −µB [4Θ2 + κΘ(r0−2)− (Θ2−1)(r0+2) sin2(ϕ/2)]/(4Θ).

Se α = 0 e r = 1, então V(l)
01 = (Θ2 − 1)/Θ, logo

M(l)
01 (t) = −µB [Θ2 + 1 +

(
Θ2 − 1

)
cos(ϕ)]/(2Θ). (3.44)

Esta função não muda de sinal durante todo o período de oscilações. Mas se α = 0 e |κ|r0 � 1, então

M(l)
0r (t) ≈ −µBr0κ[Θ− (Θ + 1) sin2(ϕ/2)]/(4Θ). (3.45)

Esta função muda seu sinal se Θ > 0, enquanto mantém o sinal para Θ < 0.

Se α = 1, então M(l)
1r (t) = −µB {2Θ + κr+[κ+ cos(ϕ)]} /(2Θ). Esta função mantém seu sinal se

r = 1, mas muda o sinal se |κ| < 1 e |κ|r+ � 1.

No caso de alta temperatura (κΥ� 1) temos

M(h)
αr (t) = −µBΥκ[κ (8ar − α+α−r0) + (8ar + κα+α−r0) cos(ϕ)]/(8Θ~ωβ).

Se |α| = 1, então a funçãoM(h)
1r (t) muda seu sinal durante a evolução para qualquer valor de r, desde que

|κ| < 1. Para α = 0 temos

M(h)
0r (t) = − µBΥκr0

4Θ~ωβ
[
Θ− (Θ + 1) sin2(ϕ/2)

]
. (3.46)

Esta fórmula é muito semelhante a (3.45), com a mesma conclusão sobre a mudança de sinal, mas para

qualquer r0 agora.

3.5 Flutuações do momento magnético

As �utuações do momento magnético podem ser caracterizadas pela variância σM ≡ 〈M̂2〉−〈M̂〉2.

Usando as equações (1.10), (1.14) e (3.34), podemos escrever

M̂2 = [e/(mcΩ)]2Ĥ2 + F̂ , (3.47)

onde

F̂ = (eω/c)
2
[
x̂2
c x̂

2
r + ŷ2

c ŷ
2
r + x̂cŷcx̂rŷr + ŷcx̂cŷrx̂r + x̂c

(
ŷ2
r x̂r+x̂rŷ

2
r

)
+ ŷc

(
x̂2
r ŷr+ŷrx̂

2
r

)
+ 2

(
x̂3
rx̂c+ŷ

3
r ŷc
) ]
.

O valor médio de Ĥ2 foi calculado na seção 3.2.2. Os valores médios dos outros produtos de quarta ordem

dos operadores podem ser calculados de acordo com a regra (3.25) usando as fórmulas explícitas fornecidas

no apêndice B.

3.5.1 Flutuações do momento magnético no estado inicial

No estado inicial, obtemos

〈F̂〉(0) = µ2
B

{
C2 [r0Υ + 2ρ (3ρ− 8)] + 2

}
/4, [e/(mcΩ)]2〈Ĥ2〉(0) = µ2

B

(
2C2 − 1

)
,
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〈M̂〉2(0) = µ2
BC2 (1− ρ)

2
.

Portanto, a variância do momento magnético no estado de equilíbrio inicial (1.30) é igual a

σM (0) = µ2
B

{
C2
[
r0Υ + 2 (2− ρ)

2 − 4
]
− 2
}
/4, (3.48)

que não depende do parâmetro de calibre α. Em particular, no caso de baixa temperatura (C = Υ = 1

e ρ = 0) temos σ(l)
M (0) = µ2

B (r0 + 2) /4. Vemos que as �utuações do momento magnético da partícula

quase�livre dependem da forma da armadilha onde a partícula foi con�nada inicialmente. O valor mínimo

σ
(l)
M (0) = µ2

B = [M(0)]2 é alcançado na armadilha isotrópica com r = 1, embora possa ser muito maior se a

armadilha for anisotrópica.

Além disso, as �utuações do momento magnético não dependem da constante de Planck no caso

de alta temperatura ~ωβ � 1. Elas são extremamente grandes neste caso:

σ
(h)
M (0) ≈ µ2

BC2Υr0/4 = e2r0/[(4mcβ)2ων] = (9/4)r0(β~ω)−4(ω/ν)
[
M(h)

i

]2
. (3.49)

3.5.2 Flutuações após o salto: armadilha isotrópica

Usando a matriz de covariâncias (3.40), obtemos para t > 0:

σM
µ2
B

=
C2

(8Θ)2

[
S2 cos2(ϕ) + 4S1 cos(ϕ) + S0

]
− 1

2
, (3.50)

S2 = (s11 − s22) (s33 − s44) + (s13 + s24)
2
, S1 = s11s13 + s22s24,

S0 = 2
(
s2

11 + s2
22 − s13s24

)
+ s11s44 + s22s33.

Como as expressões explícitas em termos dos parâmetros iniciais são bastante longas, nos limitamos aos

casos limites de temperaturas iniciais baixas e altas.

Vamos começar com o caso da armadilha simétrica (r = 1). No regime de baixa temperatura,

temos

S
(l)
2 = 16κ2

(
Z2

1 − 4Θ2α2
)
, S

(l)
1 = 8κZ1Z2, S

(l)
0 = 24Z2

2 + 8κ2
(
12Θ2α2 − Z2

1

)
,

Z1 = Θ + 1− κα2, Z2 = Θ2 + 1 + κ2α2.

Em particular, para o calibre circular α = 0 temos

σ
(l)
M (t) = µ2

B

[
Θ2+1 +

(
Θ2−1

)
cos(ϕ)

]2
/(2Θ)2, (3.51)

de modo que as oscilações desaparecem quando Θ = −1 (a inversão do campo): σM = µ2
B . Por outro lado,

oscilações das �utuações do momento magnético sempre existem para o calibre de Landau α = 1, já que

neste caso nós temos

S
(l)
2 = −64κ3 (1 + Θ) , S

(l)
1 = 32κ

(
κ2 + Θ

)
, S

(l)
0 = 96(Θ + κ2)2 + 32κ2(3Θ2 − 1).

A �gura 3.5 mostra a razão Γ(ϕ) ≡ [M(ϕ)]2/σM (ϕ) para α = 1 e diferentes valores do parâmetro Θ na

baixa temperatura.

No regime de altas temperaturas, obtemos

S
(h)
2 = 4Υ2κ2

[
Z2

1 − 4α2(Θ2 − 1)
]
, S

(h)
1 = 2Υ2κ3

[
Θ + 1 + 6α2 − κα4

]
,
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Figura 3.5: A razão Γ(ϕ) ≡ [M(ϕ)]2/σM (ϕ) para α = r = 1 e diferentes valores do parâmetro Θ (mostrado

próximo às respectivas linhas) no caso de baixa temperatura. Esqueda: Θ > 0. Direita: Θ < 0.

S
(h)
0 = 4Υ2κ2

[
κ2
(
1 + α4

)
+ 2α2

(
5κ2 + 4κ+ 2

)]
.

Para o calibre circular α = 0 temos

σ
(h)
M (t) = (µBκΥ)2 [(Θ+1) cos(ϕ) + Θ−1]

2
/(4Θ)2, (3.52)

as oscilações desaparecem novamente para Θ = −1, enquanto que elas permanecem para o calibre Landau

α = 1:

S
(h)
2 = 16Υ2κ2

(
2−Θ2

)
, S

(h)
1 = 16Υ2κ3, S

(h)
0 = 16Υ2κ2

(
2κ2 + Θ2

)
.

A �gura 3.6 mostra a razão Γ(ϕ) ≡ [M(ϕ)]2/σM (ϕ) para diferentes valores dos parâmetros α e Θ no regime

de altas temperaturas.
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Figura 3.6: A razão Γ(ϕ) ≡ [M(ϕ)]2/σM (ϕ) para diferentes valores dos parâmetros α e Θ (mostrado

próximo às respectivas linhas) no regime de altas temperaturas com r = 1. Esqueda: α = 1. Direita:

α = 2.

As �guras 3.5 e 3.6 mostram que as �utuações do momento magnético são sempre muito altas e

maiores que o quadrado do valor médio do momento magnético.

3.5.3 Armadilha anisotrópica

Aqui, ilustramos o papel da anisotropia da armadilha de potencial inicial no caso especial do calibre

circular α = 0. Se r = 1, então Γ(ϕ) ≡ 1, em ambos os regimes de baixa e alta temperatura, como se pode

ver comparando as equações (3.44) e (3.46) com (3.51) e (3.52). Mas a dependência em relação a ϕ existe

para r 6= 1 e Θ 6= −1 no caso de baixa temperatura, como se pode ver na �gura 3.7. Neste caso temos
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Figura 3.7: A razão Γ(ϕ) ≡ [M(ϕ)]2/σM (ϕ) na armadilha anisotrópica, para diferentes valores do parâ-

metro Θ (mostrado próximo às respectivas linhas) no regime de baixa temperatura com α = 0. Esqueda:

r = 2. Direita: r = 10.

S
(l)
2 = 2κ2r2

+ (Θ + 1)
2 (

1 + r2
)
, S

(l)
1 = 4κr2

+ (Θ + 1)
[
κ2
(
1 + r2

)
+ 4rΘ

]
,

S
(l)
0 = 2κ4

(
r2 + 1/r2

)
+ 4r0

(
Θ2 + 1

)2
+ 4 (Θ + 1)

4
.

Se Θ = −1, então Γ não depende de ϕ, sendo igual a Γ∗ = r2
0/[2r

2
0 + r0− 6]. A dependência de Γ em relação

a ϕ também desaparece no regime de alta temperatura: Γ(h) = r2
0/[2(r2

0 − 2)].

3.6 Radiação magnética dipolar e tempo de relaxamento

Uma vez que o momento magnético médio oscila com uma frequência ΘΩ, então, após o salto a

partícula perderá sua energia devido à radiação dipolar magnética. O cálculo exato dessas perdas em siste-

mas quânticos não estacionários com parâmetros fortemente �utuantes precisa de um estudo separado (veja

alguns esquemas em [85�87]). Aqui, fornecemos apenas estimativas do efeito no caso de alta temperatura.

Esta escolha é explicada pelo fato de que a amplitude das oscilações AM = |VMi|/2 não contém a cons-

tante de Planck neste caso. Para r = 1 temos A(h)
M = |eκ(2 + κα+α−)/(2mcΘβν)|. Consequentemente, o

comportamento do momento magnético após o salto pode ser considerado clássico. Então, podemos esperar

que as perdas médias ao longo do período de oscilações possam ser avaliadas, pelo menos por uma ordem

de magnitude, com o auxílio da fórmula clássica para a radiação dipolo magnética [77,78]

dE/dt =
A2
M (ΘΩ)4

3c3
=
e2Ω4κ2Θ2(2 + κα+α−)2

12m2c5β2ν2
. (3.53)

Observe que o lado direito da equação (3.53) se transforma em zero para Θ = 1 e Θ = 0, bem como para

Θ = −1 e α = 0 (permanecendo diferente de zero se α 6= 0). Comparando a equação (3.53) com a energia

inicial após o salto no caso de alta temperatura, E(h)(0+) = E(0)(1 + δE) ≈ κ2Ω(1 + α2)/(βν), podemos

estimar o tempo de relaxamento inverso τ−1 na forma τ−1 = dE/dt/E(h)(0+), logo

τ ≈ 12m2c5βν(1 + α2)

e2Ω3Θ2(2 + κα+α−)2
, κΩ/ν � 1.

Uma estimativa muito grosseira da ordem de magnitude produz

Ωτ ∼ (mc2β)(λΩ/rc)(ν/Ω), (3.54)

onde rc = e2/(mc2) and λΩ = c/Ω. Embora suponhamos que ν/Ω � 1, os dois outros termos no produto

(3.54) são tão grandes que Ωτ � 1 para todas as condições realistas.
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3.7 Discussão

Neste capítulo mostramos que, de fato, diferentes escolhas do calibre do potencial vetorial (ou,

�sicamente, a forma do solenóide onde o campo magnético é criado) levam a valores muito diferentes da

energia média e do momento magnético, bem como de suas variâncias, após mudanças rápidas do campo

magnético. Em particular, o aumento de energia do estado inicial de alta temperatura é duas vezes maior

para o calibre de Landau do que para o circular. Por outro lado, a queda máxima de energia no caso de

baixa temperatura com o calibre Landau é duas vezes menor do que no caso do calibre circular.

Os resultados mais impressionantes estão relacionados ao comportamento do momento magnético.

Além disso, parece que eles podem lançar uma nova luz sobre as propriedades dessa intrincada grandeza

física. Por exemplo, pode-se perguntar: por que o momento magnético médio é tão pequeno no caso de

alta temperatura? A resposta termodinâmica usual é: isso ocorre porque é preciso calcular a derivada em

relação ao campo magnético não da energia E, mas da energia livre F = E − S/β, de modo que o grande

valor do produto da entropia S pela temperatura absoluta β−1 quase cancela a contribuição da energia total

E. Mas as fórmulas (3.34) e (1.30) fornecem uma resposta dinâmica complementar: isso ocorre porque o

momento magnético médio é determinado não apenas pela energia de rotação da partícula, mas também

pelas correlações estatísticas entre as coordenadas relativas e do centro. Embora essas coordenadas sejam

desacopladas dinamicamente para o campo magnético independente do tempo, elas são estatisticamente

acopladas no estado de equilíbrio de alta temperatura e esse acoplamento quase cancela a contribuição da

energia. No entanto, tal cancelamento não ocorre para a variância do momento magnético. Nesse caso,

as duas contribuições entram com o mesmo sinal, resultando em grandes valores da variância total (veja

também [88]). Observe que a variância σM é sempre maior do que o quadrado do valor médioM2, mesmo

no caso de baixa temperatura. E essa variância é tão grande no caso de altas temperaturas que se pode

questionar: é razoável falar sobre um pequeno diamagnetismo de uma única partícula no regime de alta

temperatura? Por outro lado, existe realmente um pequeno diamagnetismo para muitos materiais. Essa

aparente contradição pode ser explicada, provavelmente, se levarmos em conta que os materiais consistem

em um grande número N � 1 de partículas. Negligenciando suas interações, sabemos que o valor médio

total do momento magnético é proporcional ao número de partículas, ou seja, Mtot = NM. Ao mesmo

tempo, a variância total também é proporcional a N : σ(tot)
M = NσM . Portanto, certamente temos pequenas

�utuações relativas do momento magnético total no caso de baixa temperatura sob a condição N � 1:

σ
(tot)
M /[Mtot]

2 ∼ N−1. No caso de alta temperatura, a condição é muito mais difícil: de acordo com a

equação (3.49), a desigualdade N � (9/4)r0(β~ω)−4(ω/ν) deve ser satisfeita. Considerando ω/ν = 100 e

lembrando que ~ω = µBB, obtemos as seguintes avaliações para elétrons numa temperatura absoluta de

300K num campo magnético B = 103 G (e uma armadilha isotrópica com r0 = 2): βµBB ∼ 4 × 103, logo

N � 1017. Para objetos macroscópicos contendo elétrons (quase) livres, esse número não é muito grande.

A independência dinâmica entre as coordenadas relativas e do centro é quebrada quando o campo

magnético depende do tempo. Esse fato tem várias consequências importantes. A primeira delas é a quebra

da invariância de calibre nas expressões para as mudanças da energia e do momento magnético após o salto

do campo magnético, bem como suas variâncias. Além disso, os resultados dependem fortemente do grau

de assimetria r da distribuição inicial das coordenadas do centro. Além disso, o valor médio do momento
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magnético e sua variância oscilam na frequência do cíclotron após o salto. E a amplitude dessas oscilações

pode ser tão grande que o valor médio pode mudar periodicamente de sinal, se o sinal do campo magnético

permanecer o mesmo. Lembre-se, no entanto, de que as �utuações do momento magnético excedem seu

valor médio em todos os regimes: veja as �guras (3.5)-(3.7).

Não consideramos o grau de liberdade do spin, pois ele está acoplado diretamente ao vetor campo

magnético, sendo, portanto, independente da escolha do calibre do potencial vetorial. Logo, não é essencial

para nosso estudo.

Agora, vamos discutir as condições de validade da aproximação do salto repentino do campo

magnético. Sabe-se que, nos casos especiais de α = 0 e α = 1, o problema quântico com uma função

arbitrária B(t) pode ser reduzido a resolver a equação clássica da forma [10�12, 14] ε̈ + ω2(t)ε = 0, que é

equivalente ao estacionário da equação de Schrödinger ψ′′+k2(x)ψ = 0. Soluções analíticas exatas para essas

equações são conhecidas para várias funções ω2(t) ou k2(x), descrevendo uma transição suave da frequência

inicial ωi para a �nal ωf , com alguma duração de transição característica τ . Sua análise detalhada será

realizada no próximo capítulo. Aqui, apenas mencionamos sem prova que, para muitas funções ω2(t), a

aproximação do salto repentino surge como o caso limite da solução exata sob a condição ωiτ � 1. Além

disso, as avaliações numéricas mostram que, em muitos casos, a precisão da aproximação do salto repentino

é muito boa (com um erro da ordem de alguns por cento) se ωiτ ∼ 0.1.

Outra questão diz respeito à validade do modelo de campo magnético homogêneo e dependente

do tempo, descrito por meio do potencial vetorial linear (1). Na verdade, uma consequência imediata das

equações de Maxwell no vácuo é a equação de segunda ordem para o potencial vetorial: ∂2A/∂t2− c2∆A =

4πcj (no calibre de Coulomb divA = 0). Isso nos diz que o campo magnético uniforme dependente do tempo

não pode existir sem alguma densidade de corrente espacialmente distribuída j. Mas experimentos reais são

realizados dentro de alguns solenóides vazios, onde o campo magnético é criado por algumas correntes de

superfície. Portanto, falando formalmente, o campo magnético dependente do tempo no espaço vazio dentro

do solenóide não pode ser estritamente homogêneo, devido à reação reversa do campo elétrico induzido

dependente do tempo. No entanto, na realidade, essa falta de homogeneidade pode ser desprezada se o raio

de Larmor da partícula carregada R = v/Ω é muito menor que a escala de variações espaciais do campo

eletromagnético dependente do tempo, que é da ordem do comprimento de onda λ ∼ cδt, onde δt caracteriza

a escala de variações de tempo do campo. Se δt ∼ Ω−1, a limitação se torna v � c, signi�cando a ausência

do problema para partículas não relativísticas. Um único problema pode surgir para tempos muito curtos

δt = f/Ω com f � 1 no regime quântico, quando a velocidade não pode ser menor que (~Ω/m)1/2. Então,

a restrição na frequência do cíclotron torna-se Ω � f2mc2/~, que é equivalente à limitação da força do

campo magnético B � f2m2c3/(e~). No caso do elétron, obtém-se B � f2 × 1013 G. Consequentemente, o

modelo considerado neste capítulo é bem justi�cado para campos magnéticos típicos usados em laboratórios,

que não excedem 106 G (veja também [62]), exceto para valores extremamente pequenos do fator f . Por

exemplo, se B ∼ 104 G, então f deve ser maior que 10−4. Portanto, não há problemas se f ∼ 10−1.

Vamos enfatizar, em conexão com os dois itens discutidos acima, que as variações do campo

magnético consideradas neste capítulo são �rápidas� apenas do ponto de vista do movimento da partícula.

Ou seja, supomos que essas variações acontecem durante um curto período de tempo, muito menor do

que o período de rotação da partícula no campo magnético (na verdade, dez vezes menor é o bastante em
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muitos casos). Por outro lado, essas variações são adiabáticas do ponto de vista do campo eletromagnético,

nas condições formuladas acima. Portanto, a aproximação do campo magnético homogêneo dependente do

tempo permanece válida.

Mostramos ainda que, se o campo magnético aumentar rapidamente, o momento magnético e

suas �utuações podem aumentar signi�cativamente. Esse tipo de comportamento parece bastante esperado.

Mas um resultado surpreendente é o grande aumento do momento magnético quando o campo magnético

diminui. Provavelmente, a aproximação da partícula livre não funciona bem no limite do campo magnético

nulo (quando o raio de Larmor da órbita torna-se muito grande), principalmente quando se está interessado

nas �utuações do momento magnético (já que, em qualquer situação real, as partículas se movem em alguma

região con�nada do espaço). Este item também será discutido em mais detalhes no próximo capítulo.

Para melhor avaliar a validade e a precisão dos modelos considerados até aqui, parece razoável

estudar situações em que o campo magnético varia de forma contínua. Não foi possível resolver esse problema

analiticamente para valores arbitrários do parâmetro de calibre α, mas é possível para os calibres especiais

circular e de Landau. Portanto, no proxímo capítulo, iremos avaliar essas situações especiais em que α = 0

(calibre circular) e α = 1 (calibre de Landau), nas quais estudaremos o comportamento dos valores médios

da energia e do momento magnético para algumas mudanças contínuas do campo magnético.



Capítulo 4

Evolução dos valores médios da energia e do momento

magnético para mudanças contínuas do campo magnético

Neste capítulo, apresentamos os resultados publicados, até o momento, na pré-impressão [29].

Sabe-se que a equação de Schrödinger com o Hamiltoniano (1.1) e uma função arbitrária B(t) em (1) pode

ser resolvida exatamente para dois valores �xos do parâmetro de calibre α: α = 0 (calibre circular ou

simétrico) [10, 11, 14�23] e α = 1 (calibre de Landau) [12, 24]. Foi mostrado em [10, 11] e [12] que, nesses

casos, as soluções quânticas são determinadas completamente pela solução da equação clássica de movimento

do oscilador com uma frequência dependente do tempo,

ε̈+ ω2
α(t)ε = 0. (4.1)

No caso do calibre circular, deve-se colocar em (4.1) a frequência de Larmor ω0(t) ≡ ω(t) = eB(t)/(2mc),

enquanto que a frequência do cíclotron ω1(t) ≡ Ω(t) = eB(t)/(mc) deve ser usada no caso do calibre Landau.

Chegaremos a esses resultados nas próximas seções.

Neste ponto, vale a pena ressaltar o seguinte fato: para um campo magnético variável, a escolha

do parâmetro α deixa de ser uma escolha de calibre e passa a ser uma escolha concreta de diferentes sistemas

físicos, pois a con�guração do campo elétrico induzido depende dessa escolha.

Aqui, vamos considerar um estado inicial de equilíbrio termodinâmico, ou seja, a matriz σq(0) será

dada pela equação (1.30). Por simplicidade, vamos reescrevê-la na forma

σq(0) = G

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 −ρ 0

0 1 0 −ρ

−ρ 0 sΥ 0

0 −ρ 0 Υ/s

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (4.2)

onde o coe�ciente real s caracteriza o grau de anisotropia do potencial (s = 1 no caso isotrópico). Assim

como antes, os valores médios iniciais da energia e do momento magnético são os seguintes

Ei = ~ωiC, Mi = µBC(ρ− 1) = µB
[
(~ωiβ)−1 − coth(~ωiβ)

]
, (4.3)

39
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onde µB = e~/(2mc) é o magneton Bohr.

E, novamente, é conveniente dividir as matrizes σq(t) e Λq(t) em blocos 2× 2:

σq(t) = G

∥∥∥∥∥∥ σr σrc

σ̃rc σc

∥∥∥∥∥∥ , Λq(t) =

∥∥∥∥∥∥ λ1 λ2

λ3 λ4

∥∥∥∥∥∥ . (4.4)

As matrizes Gσr e Gσc descrevem as �utuações das coordenadas relativas e do centro, respectivamente.

A matriz Gσrc descreve as correlações entre esses dois subsistemas. Observe que as �utuações iniciais das

coordenadas do centro de orientação são mais fortes do que as das coordenadas relativas, especialmente se

Υ� 1.

Usando as fórmulas (1.20) e (4.2), podemos escrever os blocos de σq(t) do seguinte modo,

σr = λ1λ̃1 + Υλ2Sλ̃2 − ρ
(
λ2λ̃1 + λ1λ̃2

)
, σc = λ3λ̃3 + Υλ4Sλ̃4 − ρ

(
λ4λ̃3 + λ3λ̃4

)
, (4.5)

σrc = λ1λ̃3 + Υλ2Sλ̃4 − ρ
(
λ2λ̃3 + λ1λ̃4

)
, (4.6)

onde S = diag(s, s−1) é uma matriz diagonal.

Supomos que o potencial con�nante é removido no instante de tempo t = 0 e que o sistema começa

a evoluir de acordo com o hamiltoniano (1.1). Então, a principal ferramenta para calcular os valores médios

da energia e do momento magnético é a matriz de transformação Λq, que, por sua vez, é determinada pelas

soluções para o conjunto de quatro equações diferenciais lineares com coe�cientes dependentes do tempo

(1.16)-(1.17). Este conjunto pode ser reduzido a uma única equação diferencial de segunda ordem em dois

casos especiais: α = 0 e α = 1 (ou α = −1). Esses casos são estudados separadamente nas seções 4.1�4.4 e

4.5�4.6.

4.1 O calibre circular: geral

Se α = 0, então é conveniente (seguindo [10, 11, 14]) introduzir as variáveis complexas z = x + iy e

p = px + ipy. Dessa forma, o sistema de quatro equações (1.16)-(1.17) se reduz ao par de equações

ż = p/m− iω(t)z, ṗ = −iω(t)p−mω2(t)z.

Escrevendo

z = Φz̃, p = Φp̃, Φ = exp

[
−i
∫ t

0

ω(τ)dτ

]
,

chegamos às equações

˙̃z = p̃/m, ˙̃p = −mω2(t)z̃, (4.7)

cuja consequência é (4.1) com α = 0 para z̃(t). Nós �xamos o par de soluções complexas independentes ε(t)

e ε∗(t), impondo a condição ao Wronskiano [10,11]

ε̇ε∗ − ε̇∗ε = 2i ou Im (ε̇ε∗) = 1. (4.8)

Assumimos que ω(t) = ωi = const > 0 para t ≤ 0 e ε(t) = ω
−1/2
i exp (iωit) para t ≤ 0. Isso signi�ca que

escolhemos as condições iniciais

ε(0) = ω
−1/2
i , ε̇(0) = iω

1/2
i . (4.9)
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As soluções para as equações (4.7) são as combinações lineares,

z̃(t) = C1ε(t) + C2ε
∗(t), p̃(t) = m [C1ε̇(t) + C2ε̇

∗(t)] ,

onde os coe�cientes constantes C1,2 são determinados pelas condições iniciais. Assim, chegamos às fórmulas

z(t) = ω
1/2
i Φ(t) [z(0)Re(ε) + p(0)Im(ε)/(mωi)] , p(t) = mω

1/2
i Φ(t) [z(0)Re(ε̇) + p(0)Im(ε̇)/(mωi)] .

Mais detalhes dos cálculos e formas explícitas dos blocos (4.5)-(4.6) e da matriz Λq(t) (4.4) são dados no

apêndice C.

Os valores médios da energia e do momento magnético dependem dos traços das matrizes σr e σrc.

Esses traços têm as seguintes formas explícitas:

Tr(Gσr) =
Gωi

2ω2(t)

[
|F−|2 + s0Υ|F+|2 − 2ρRe(F−F+)

]
, (4.10)

Tr(Gσrc) =
Gωi

2ω2(t)

[
(1 + s0Υ)Re

(
F−F

∗
+

)
− ρRe

(
F 2
− + F 2

+

)]
, (4.11)

onde

F±(t) = ω(t)ε(t)± iε̇(t), 2s0 = s+ s−1. (4.12)

Observe que os traços (4.10) e (4.11) são invariantes em relação à transformação s→ s−1.

Existem dois casos especiais importantes, que serão analisados em mais detalhes nas seções sub-

sequentes.

1) O regime adiabático:

ε(t) ≈ [ω(t)]−1/2 exp[iϕ(t)], ε̇(t) ≈ i[ω(t)]1/2 exp[iϕ(t)], F−(t) ≈ 2[ω(t)]1/2 exp[iϕ(t)], F+(t) ≈ 0,

(4.13)

onde ϕ(t) =

∫ t

0

ω(x)dx. Neste caso, a matriz σq(t) assume a forma

σ(ad)
q (t) =

Gωi
ω(t)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 −ρ cos(2ϕ) 0

0 1 0 −ρ cos(2ϕ)

−ρ cos(2ϕ) 0 Υ 0

0 −ρ cos(2ϕ) 0 Υ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (4.14)

2) O regime assintótico, quando a frequência ω(t) assume um valor constante ωf depois de algum

intervalo de tempo T (ou assintoticamente para t → ∞). Neste caso, pode-se escrever a solução ε(t) para

t > T na forma

ε(t) = |ωf |−1/2
[
u+e

i|ωf |t + u−e
−i|ωf |t

]
, (4.15)

onde coe�cientes complexos constantes u± obedecem à relação

|u+|2 − |u−|2 = 1, (4.16)

em consequência da condição (4.8). Então, temos para t > T ,

F±(t) = 2|ωf |1/2u∓e∓i|ωf |t. (4.17)
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4.1.1 Evolução da energia média

As equaçãoes (1.10) e (4.10) levam às seguintes expressões para a energia média:

E(t) = mΩ2(t)Tr(Gσr)/2 =
Ei

4ωi

[
|F−|2 + s0Υ|F+|2 − 2ρRe(F−F+)

]
, Ei = 4mω2

iG. (4.18)

No regime assintótico (4.15), a razão da energia �nal em relação a inicial é igual a

Ef/Ei = (|ωf |/ωi)
[
|u+|2 + s0Υ|u−|2 − 2ρ Re(u+u−)

]
. (4.19)

Regime adiabático

Escrevendo a solução para a equação (4.1) na forma

ε(t) = [ω(t)]−1/2 exp[iϕ(t)], ϕ(t) =

∫ t

0

ω(x)dx, (4.20)

temos

ε̇ =

(
iω1/2 − ω̇

2ω3/2

)
exp(iϕ), ε̇ε∗ = i− ω̇

2ω2
,

então a condição Im(ε̇ε∗) = 1 é automaticamente satisfeita. Nesse caso, E(t) ≈ 4mGωiω(t), o que signi�ca

que a razão E(t)/ω(t) é o invariante adiabático conhecido, que não depende dos parâmetros ρ,Υ e s. No

entanto, este invariante existe apenas para ω(t) > 0. Na verdade, calculando a segunda derivada de ε(t),

chega-se à equação

ε̈+ ω2ε =

(
3ω̇2

4ω5/2
− ω̈

2ω3/2

)
exp(iϕ). (4.21)

O lado direito de (4.21) pode ser negligenciado sob as condições

|ω̈/ω3| � 1, |ω̇/ω2| � 1. (4.22)

Se a frequência de Larmor ω(t) muda de sinal, passando lentamente pelo valor ω = 0, as desigualdades (4.22)

não podem ser garantidas, e a situação pode ser bem diferente, essa situação será analisada na seção 4.4.1.

Salto repentino do campo magnético

Um caso especial simples é um salto instantâneo da frequência do valor ωi quando t < 0 para ωf

quando t > 0. Então nós temos para t > 0 a solução (4.15) com

u± =
|ωf | ± ωi
2
√
|ωf |ωi

, (4.23)

então

Ef/Ei =
[(
ω2
f + ω2

i

)
(1 + s0Υ)− 2ωi|ωf | (s0Υ− 1)− 2ρ

(
ω2
f − ω2

i

)]
/
(
4ω2

i

)
, (4.24)

esse resultado é equivalente à equação (3.23) com α = 0, r = 1 e Θ = 1 + κ = ωf/ωi. A equação (4.24) é

simétrica em relação à inversão ωf → −ωf . Em particular, Ef/Ei = 1 se ωf = −ωi (a inversão instantânea

do campo magnético). Outra característica interessante da fórmula (4.24) é que a razão Ef/Ei para o salto

repentino em função da frequência �nal ωf não é analítica no ponto ωf = 0 se s0Υ > 1. Esta descontinuidade

da derivada é claramente vista como uma ponta na �gura 4.7.
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A equação (4.24) prevê que a energia média não vai a zero após o salto instantâneo da frequência

para ωf = 0 (ao contrário da evolução adiabática):

Ef/Ei = [1 + s0Υ + 2ρ] /4 ≥ 1/2. (4.25)

Pode-se questionar esse resultado, porque o limite ωf → 0 não é justi�cado nas equações iniciais (4.15)

e (4.23). No entanto, a solução exata para a equação (4.1) com ω(t) = 0 quando t > 0, satisfazendo as

condições iniciais (4.9), tem a forma (esta solução foi usada em [89] em conexão com o conceito de �estilingue

quântico�)

ε(t) = ω
−1/2
i (1 + iωit). (4.26)

Por isso, F±(t) = ∓ω1/2
i , então a equação (4.18) resulta na mesma fórmula (4.25). O valor mínimo 1/2

do lado direito da equação (4.25) é alcançado para temperatura nula (Υ = 1 e ρ = 0) na armadilha

isotrópica (s0 = 1). Nesse limite, Ef/Ei = (ω2
i + ω2

f )/(2ω2
i ). Mas a energia �nal pode ser muito maior

do que a inicial após o desligamento instantâneo do campo magnético, se Υ � 1 ou s0 � 1 (o estado

inicial de alta temperatura ou uma armadilha fortemente anisotrópica). A fórmula aproximada nesse caso é

Ef/Ei = s0Υ(ωi − |ωf |)2/(4ω2
i ).

O modelo de saltos instantâneos dos parâmetros foi usado por muitos autores para a análise

de vários processos físicos [36, 58, 62, 66�70, 90�102]. Sua validade é analisada nas próximas seções. Em

particular, mostramos explicitamente na seção 4.2.1 que os resultados exatos para ωf = 0 em alguns casos

podem ser bastante diferentes de (4.25).

Ressonância paramétrica

Uma solução aproximada para a equação (4.1) na forma (4.15), com ωf = ωi e coe�cientes variando

lentamente com o tempo,

u+(t) = cosh(ωiγt), u−(t) = −i sinh(ωiγt), (4.27)

existe no caso da ressonância paramétrica, quando o campo magnético é modulado harmonicamente com

duas vezes a frequência de Larmor e uma pequena amplitude de modulação (veja, por exemplo, em [37,93,

103,104]):

ω(t) = ωi [1 + 2γ cos(2ωit)] , |γ| � 1. (4.28)

Então,

E(t)/E(0) = cosh2(ωiγt) + s0Υ sinh2(ωiγt). (4.29)

Observe que o coe�ciente ρ não aparece em (4.29), porque Re(u+u−) = 0 nesse caso.

4.1.2 Flutuações da energia

As �utuações da energia σE = 〈Ĥ2〉 − 〈Ĥ〉2, seguindo a equação (3.24) e as expressões explícitas do

apêndice B, assume a forma

σE =
[
2mω2(t)

]2 (
2σ2

11 + 2σ2
22 + [xr, yr]

2
)
.
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Comparando esta expressão com (C.5) e (4.18) no caso em que s = 1, chegamos ao simples resultado

σE(t) = E2(t)− [~ω(t)]
2
, (4.30)

que é válido para quaisquer valores dos parâmetros Υ e ρ. Se s 6= 1, então a fórmula para σE é muito

complicada (contendo funções trigonométricas de ϕ), portanto, não consideramos este caso geral aqui. Tendo

em vista a equação (4.3), o nível inicial de �utuações da energia é dado pelas fórmulas

σE(0) = (~ωi)2
(
C2 − 1

)
, σE(0)/E2

i = 1− tanh2(~ωiβ). (4.31)

4.1.3 Evolução do momento magnético médio

As equações, (3.34), (4.10) e (4.11) resultam na seguinte expressão para o valor médio do momento

magnético em função do tempo:

M(t) = −[eω(t)G/c]Tr (σr + σrc) = −(µBC/2)
{
ω(t)|ε|2 + 1 + Υs0

[
ω(t)|ε|2 − 1

]
− 2ρω(t)Re(ε2)

}
. (4.32)

Observe que a derivada ε̇(t) não entra na fórmula para o momento magnético médio, em contraste com a

fórmula (4.18) para a energia média. Em particular, no caso da temperatura extremamente baixa (C = Υ = 1,

ρ = 0) temos

M(l)(t) = −(µBC/2)
[
ω(t)|ε|2(1 + s0) + 1− s0

]
. (4.33)

Observe que o parâmetro Υ quase desaparece no caso adiabático, quando ω(t)|ε|2 − 1 ≈ 0:

Mad(t) = µBC [ρ cos(2ϕ)− 1] , ϕ(t) =

∫ t

0

ω(τ)dτ. (4.34)

Vemos que o valor médio do momento magnético é um invariante adiabático somente para ρ = 0 e C = 1

(estado inicial de temperatura zero). Se ρ > 0, Mad(t) é uma função oscilante do tempo (sendo sempre

negativa). Observe que |Mad(t)| pode atingir valores muito grandes no caso de alta temperatura, quando

C � 1. Voltaremos a este assunto na seção 4.7.

Em regimes não adiabáticos, quando a diferença ω(t)|ε|2 − 1 não se aproxima de zero (incluindo

todas as situações com ω ≤ 0), a equação (4.32) mostra que a contribuição de termos contendo o parâmetro

ρ pode ser negligenciada (porque ρ é próximo de zero para baixas temperaturas e ρ� s0Υ no caso de alta

temperatura). Essa observação nos ajudará a simpli�car muitas fórmulas.

No regime assintótico (4.15) obtemos

|ωf ||ε|2 = |u−|2 + |u+|2 + 2Re(u−u
∗
+) cos(2|ωf |t) + 2Im(u−u

∗
+) sin(2|ωf |t), (4.35)

|ωf |Re(ε2) = Re(u2
− + u2

+) cos(2|ωf |t) + Im(u2
− − u2

+) sin(2|ωf |t) + 2Re(u−u+). (4.36)

Usando a relação a cos(x) + b sin(x) =
√
a2 + b2 sin(x + φ) (onde φ é alguma fase que não é interessante

para nossos propósitos), podemos reescrever o lado direito da equação (4.32) como a soma de uma parte

constante (que é a média das oscilações temporais) e uma parte oscilante:

M(t) = 〈〈M〉〉+ ∆̃M sin(2|ωf |t+ φ), (4.37)

〈〈M〉〉 = −µBCσ
[
|uσ|2 + |u−σ|2s0Υ− 2ρRe(u−u+)

]
, σ = ωf/|ωf |, (4.38)
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|∆̃M| = |µBC|
{

(1 + s0Υ)2|u+u−|2 − 2ρ(1 + s0Υ)Re(u+u−)
(
|u+|2 + |u−|2

)
(4.39)

+ρ2
[
|u+|2 + |u−|2 + 2Re(u2

+u
2
−)
] }1/2

.

Observe que uma consequência da identidade (4.16) é a relação

|u+|2 + |u−|2 =
√

1 + 4|u+u−|2. (4.40)

Portanto, as expressões mais simples podem ser escritas para o caso inicial de temperatura zero

com s0Υ = 1 e ρ = 0:

〈〈M〉〉 = −µBCσ
√

1 + 4|u+u−|2, |∆̃M| = 2|µBCu+u−|. (4.41)

Fórmulas simples também podem ser escritas no caso de alta temperatura s0Υ� 1. Se ωf < 0, então,

〈〈M〉〉 ≈ 1

2
µBCs0Υ

(
1 +

√
1 + 4|u+u−|2

)
, |∆̃M| ≈ |µBCs0Υu+u−|. (4.42)

Vemos que a amplitude das oscilações está próxima do valor médio se |u+u−| � 1, sendo sempre menor que

o valor médio. Consequentemente,M(t) não muda o sinal no regime assintótico nesses dois casos especiais.

Em regimes não adiabáticos, os termos contendo o parâmetro ρ podem ser negligenciados nas

equações (4.38) e (4.40). Nestes casos, temos que calcular o único coe�ciente |u−|2. Em particular, para

ωf < 0 podemos usar as seguintes fórmulas aproximadas:

〈〈M〉〉 ≈ µBC
[
|u−|2(1 + s0Υ) + s0Υ

]
, |∆̃M| = µBC(1 + s0Υ)|u−|

√
1 + |u−|2. (4.43)

O caso de salto repentino

As fórmulas (4.32), (4.35) e (4.36) podem ser simpli�cadas no caso especial do salto repentino do

campo magnético, quando os coe�cientes u± são reais: veja a equação (4.23). Então, para qualquer sinal da

frequência �nal ωf , obtemos

M(t) = −µBC
{
ωf + ωi

2ωi
− ρωf

ωi
+ Υs0

ωf − ωi
2ωi

+ sin2(ωf t)

[
ρW+−

W−
2

(1 + Υs0)

]}
, (4.44)

onde W± =
ω2
f ± ω2

i

ωiωf
. Em particular, na temperatura zero, temos a razão

R ≡ |∆̃M|
|〈〈M〉〉|

=

∣∣∣∣∣ω2
f − ω2

i

ω2
f + ω2

i

∣∣∣∣∣ . (4.45)

O momento magnético muda de sinal imediatamente após o salto (em t = 0+), se

ωf < ω∗ = ωi
Υs0 − 1

Υs0 + 1− 2ρ
.

Observe que ω∗ é apenas ligeiramente menor que ωi no caso de alta temperatura (Υ � 1 e ρ ≈ 1). Mas

mesmo no caso da temperatura zero (Υ = 1 e ρ = 0), ω∗ pode estar perto de ωi em armadilhas iniciais

fortemente anisotrópicas com s0 � 1. Se ωf = 0 exatamente, então

Mf = µBC(Υs0 − 1)/2 = const ≥ 0 (4.46)
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após desligar o campo. O mesmo resultado segue da equação (4.32) com ω(t) = 0 e ε(t) = ω
−1/2
i (1 + iωit)

quando t > 0. No entanto, se ωf 6= 0, então o momento magnético oscila com a frequência 2|ωf |, e a

amplitude das oscilações pode ser bastante alta. Por exemplo, para |ωf | � ωi temos

M(t) = − µBC
2

[
1−Υs0 +

ωi
ωf

sin2(ωf t) (1+Υs0+2ρ)

]
. (4.47)

Devido à fração ωi/ωf , o momento magnético pode atingir periodicamente valores negativos muito altos

para ωf > 0 (e valores positivos para ωf < 0). Além disso, M(t) muda seu sinal durante a evolução se

ωf > 0, porque 1−Υs0 < 0.

As equações (4.46) e (4.47) mostram que a divisão do momento magnético médio nas partes cons-

tante e oscilante (4.37) é questionável para ωf → 0, quando o período de oscilações torna-se extremamente

grande. De fato, a equação (4.47) leva à razão R = |∆̃M|/|〈〈M〉〉| ≈ 1 se |1−Υs0| � |ωi/ωf | (1+Υs0+2ρ),

enquanto a equação (4.46) fornece ∆̃M = 0 se ωf = 0 exatamente.

Após a repentina inversão do campo magnético (ωf = −ωi) temos a função positiva

M(t) = µBC
[
Υs0 − ρ+ 2ρ sin2(ωit)

]
, (4.48)

vemos que a amplitude das oscilações é muito pequena em comparação com o valor médio 〈〈M〉〉 para esta

escolha especí�ca da frequência �nal.

Ressonância paramétrica

No caso da ressonância paramétrica (4.27) temos

Mres(t) = −µBC
[
cosh2(ωiγt) + Υs0 sinh2(ωiγt) + (1 + Υs0) sinh(2ωiγt) sin(2ωit)/2− ρ cos(2ωit)

]
.

(4.49)

Essa quantidade cresce com o tempo em valor absoluto, mas não muda seu sinal negativo, apesar das fortes

oscilações.

4.1.4 Flutuações do momento magnético

As expressões explícitas em termos de todos os parâmetros iniciais para as �utuações do momento

magnético σM ≡ 〈M̂2〉−〈M̂〉2, dadas pela equação (3.47), são bastante complicadas. Veja as equações (C.5)-

(C.6). Por este motivo, limitamo-nos aqui ao caso da armadilha simétrica (s = 1), com xryr = xcyc = 0.

Então, levando em consideração a fórmula (4.32) e as simetrias das matrizes (C.9)-(C.10), encontramos

σM = [eω(t)/c]
2 {

2
(
2σ2

11 − σ2
14

)
+ 8σ11σ13 + 2σ2

13 + 2σ11σ33 + [x̂r, ŷr] /2
}
. (4.50)

No entanto, mesmo esta fórmula ainda é bastante complicada, uma vez que cada termo σij é uma combinação

linear não homogênea dos parâmetros Υ e ρ com coe�cientes diferentes. Portanto, nos limitamos aqui aos

casos limites de baixas e altas temperaturas iniciais.

No caso de temperatura zero (ρ = 0, C = Υ = 1), usando as equações (C.9) e (C.10) junto com a

identidade

|ε|2|ε̇|2 − Re2(ε̇ε∗) = Im2(ε̇ε∗) ≡ 1,
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obtemos depois de alguma álgebra uma fórmula extremamente simples

σ
(l)
M (t) = µ2

B

[
ω(t)|ε|2

]2
=
[
M(l)(t)

]2
, (4.51)

ela mostra que as �utuações quânticas do momento magnético são sempre fortes, mesmo para a temperatura

zero.

No caso adiabático, a matriz (4.14) leva à fórmula

σ
(ad)
M (t) = (µBC)2

[
2 + Υ + ρ2 cos2(2ϕ)− 4ρ cos(2ϕ)

]
/2− µ2

B/2. (4.52)

Em oposição à equação (4.34) para o momento magnético médio, a variância do momento magnético contém

o termo proporcional a Υ no regime adiabático. Portanto, no caso de alta temperatura, temos σ(ad)
M ≈

(µBC)2Υ/2 � M2
ad. Além disso, σ(ad)

M (t) é quase constante para Υ � 1, uma vez que a amplitude das

oscilações é muito menor do que Υ (lembre-se de que ρ ≤ 1). Por outro lado, no regime não adiabático

obtemos, levando em consideração apenas termos proporcionais a Υ nas matrizes (C.9)-(C.10) e comparando

o resultado com (4.32), a seguinte fórmula no caso de alta temperatura:

σ
(h)
M = (µBCΥ)

2 [
ω(t)|ε|2 − 1

]2
= 4

[
M(h)

]2
, (4.53)

que é válida desde que Υ
[
ω(t)|ε|2 − 1

]
� 1.

Foi mostrado em [88] que as �utuações quânticas do momento magnético são muito grandes no

estado de equilíbrio de alta temperatura (quando o valor médio é pequeno). As fórmulas desta seção mostram

que o campo magnético dependente do tempo ampli�ca essas �utuações. Assim, em cada medição concreta

podem-se obter os valores do momento magnético de qualquer sinal, com grandes diferenças nos resultados

dos diferentes experimentos. Os desvios quadrados médios podem ser muito maiores do que os valores médios

obtidos após a média de muitos testes.

4.2 Soluções explícitas da equação do oscilador em termos de funções elemen-

tares

Soluções exatas para a equação (4.1) são conhecidas para cerca de uma dúzia de famílias de funções

ω(t): veja, por exemplo, uma lista em [52] (uma vez que consideramos o calibre circular nesta seção, ω

signi�ca a Frequência de Larmor). Na maioria dos casos, essas soluções são expressas em termos de várias

funções especiais. No entanto, existem pelo menos três exemplos especí�cos, quando as soluções podem ser

expressas em termos de funções elementares. Dois deles descrevem a redução em potência inversa do campo

magnético até o valor zero, enquanto o terceiro corresponde à redução do tipo exponencial para um valor

�nal arbitrário.

4.2.1 Redução linear inversa do campo magnético

Pode-se veri�car facilmente que a equação (4.1) com a função

ω(t) =

 ω0, t ≤ 0

ω0t0/(t+ t0) = ω0/τ, t ≥ 0
, τ = 1 + t/t0 (4.54)
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tem soluções τ1/2±r, onde r =
√

1/4− u2 e u = ω0t0 (veja, por exemplo, em [105,106]). Portanto, a função

ε(t) satisfazendo as condições iniciais (4.9) tem a seguinte forma para t > 0 (ou τ ≥ 1):

ε(t) =

√
τ

4r
√
ω0

[
(2r + 2iu− 1)τ r + (2r − 2iu+ 1)τ−r

]
,

ε̇(t) =
i
√
ω0

4r
√
τ

[
(2r + 2iu+ 1)τ r + (2r − 2iu− 1)τ−r

]
. (4.55)

Observe que os parâmetros de adiabaticidade, introduzidos na equação (4.22), têm formas muito simples e

independentes do tempo: |ω̇/ω2| = (ω0t0)−1 = u−1, |ω̈/ω3| = 2u−1. Consequentemente, o regime adiabático

corresponde a valores em que u� 1, por outro lado, o caso em que u� 1 pode ser considerado um análogo

do salto repentino. Observe que essa função (4.55) é próxima a (4.26) no limite em que τ � 1 e u � 1.

No entanto, essas funções não coincidem exatamente. Consequências importantes dessa diferença serão

mostradas a seguir.

Rápida variação do campo

Se u < 1/2, a equação (4.18) resulta na fórmula

E(t)/Ei =
[(
τ r − τ−r

)2
+ 16r2 + s0Υ

(
τ r − τ−r

)2
+ 4ρr

(
τ2r − τ−2r

)]
/(16τr2). (4.56)

Se u� 1, então t0 � ω−1
0 . Consequentemente, para quase todos os valores da variável de tempo t, que não

são extremamente pequenos, temos τ � 1. Além disso, 2r está muito próximo de uma unidade neste caso.

Negligenciando os termos τ−2r e colocando r = 1/2 nos coe�cientes da equação (4.56) (exceto pelo expoente

r = (1− δ)/2), chegamos a uma expressão simpli�cada

E(t)/Ei ≈ (1 + s0Υ + 2ρ)/(4τ δ), δ = 1− 2r ≈ 2u2 � 1. (4.57)

Portanto, a energia média cai rapidamente para o valor de salto repentino (4.25), e permanece neste nível

por um longo intervalo de tempo, quando τ δ ≈ 1. Observe que a precisão relativa da aproximação (4.57)

é melhor que 0.01 já para t > 10t0. Finalmente, a energia cairá para zero de qualquer maneira, mas

isso acontecerá para valores extremamente grandes de τ . Por exemplo, se s0Υ � 1, então a desigualdade

τ � τ∗ = (s0Υ/4)1/δ deve ser satisfeita. Se, por exemplo, u = 0.1, s0 = 1 e Υ = 40, então τ∗ ≈ 1050.

A equação (4.32) produz a seguinte expressão para o momento magnético médio:

M(τ) = −µBC
{

1 +
1 + s0Υ

16r2

[
(1− 2r)τ2r + (1 + 2r)τ−2r − 2

]
+

ρ

4r

[
(1− 2r)τ2r − (1 + 2r)τ−2r

]}
.

(4.58)

Para u� 1 e τ � 1, esta expressão pode ser escrita na simples forma

M(τ) = −µBC
{

1− s0Υ

2
+
δ

4
τ1−δ (1 + s0Υ + 2ρ)

}
. (4.59)

Negligenciando o termo proporcional a δ em (4.59), chega-se à fórmula de aproximação do salto repentino

(4.46). No entanto, isso pode ser feito desde que τ � 1/δ. Quando τ → ∞, o momento magnético cresce

ilimitadamente (mantendo o sinal inicial).

No caso intermediário em que u = 1/2, temos

E(t)/Ei =
1

τ

[
1 + ln2(τ)(1 + s0Υ)/4 + ρ ln(τ)

]
, (4.60)

M = µBC
{
ρ− 1− (1 + s0Υ)[ln2(τ)− 2 ln(τ)]/4− ρ ln(τ)

}
. (4.61)
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Lenta variação do campo

Se u > 1/2, então,

ε(t) = [ω(t)]−1/2
[
eiν + sin(ν)(2iδu − 1)/(2γ)

]
, ε̇(t) = i[ω(t)]1/2

[
eiν + sin(ν)(2iδu + 1)/(2γ)

]
, (4.62)

onde γ =
√
u2 − 1/4 = |r|, ν = γ ln(τ) e δu = u − γ. Observe que ν está perto da fase adiabática∫ t

0

ω(x)dx = u ln(τ) para u� 1, embora essas quantidades não coincidam exatamente.

Agora, a equação (4.18) assume a forma

E(t)/Ei =
1

τ

[
1 +

sin2(ν)(2 + s0Υ)

2(4u2 − 1)
+
ρ sin(2ν)√

4u2 − 1

]
. (4.63)

Esta fórmula nos dá a precisão do invariante adiabático E(t)/ω(t) = Ei/ωi para u� 1. A peculiaridade da

dependência da frequência (4.54) é que o regime adiabático é mantido mesmo quando ω(τ)→ 0, considerando

que a condição (4.22) falha para uma função genérica ω(t), se ω está próximo de zero: veja exemplos nas

seções a seguir.

Em todos os casos, a energia média tende, �nalmente, ao valor zero, embora o tempo efetivo

necessário dependa do parâmetro u. Paradoxalmente, este tempo efetivo �nal é muito maior no caso de uma

�evolução inicial rápida� (quase um salto repentino, u� 1) do que no caso de uma �evolução lenta� (quase

adiabática, u � 1). Exemplos dessa evolução são mostrados nas �guras 4.1 e 4.2. É impressionante que a

evolução ainda esteja muito longe da situação assintótica estável mesmo quando a frequência é 100 vezes

menor que o valor inicial (quando τ ≈ 4.6).
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Figura 4.1: A razão E(τ)/Ei para diferentes valores do parâmetro de assimetria s (dado próximo às curvas)

para o decaimento linear inverso do campo magnético (4.54) com u = ω0t0 = 1/2. Esquerda: o caso de

baixa temperatura, ρ = 0, Υ = 1. Direita: o caso de alta temperatura, ρ = 1, Υ = 10. As linhas tracejadas

mostram a razão ω(τ)/ωi.

O momento magnético médio é igual a

M = µBC[ρ cos(2ν)− 1]− µBC
4u2 − 1

{
(1 + s0Υ)

[
sin2(ν)− |r| sin(2ν)

]
+ 2ρ|r| sin(2ν)

}
. (4.64)

Esta fórmula dá correções para a equação adiabática (4.34), demonstrando novamente a ausência da invari-

ância adiabática para o momento magnético, exceto para o caso em que ρ = 0.
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Figura 4.2: A razão E(τ)/Ei para diferentes valores do parâmetro da velocidade de evolução u = ω0t0

(mostrados próximo às curvas) para o decaimento linear inverso do campo magnético (4.54) com o parâmetro

de assimetria s = 1 (uma armadilha isotrópica). Esquerda: o caso de baixa temperatura, ρ = 0, Υ = 1.

Direita: o caso de alta temperatura, ρ = 1, Υ = 10. As linhas tracejadas mostram a razão ω(τ)/ωi.

O momento magnético médio oscila com uma frequência logaritmicamente crescente no caso �adi-

abático� u > 1/2, enquanto aumenta ilimitadamente se u ≤ 1/2. Este comportamento é mostrado na �gura

4.3. Vemos que nem as aproximações adiabáticas nem de salto repentino funcionam em todo o eixo do

tempo, embora ambas as aproximações possam ter sentido dentro de alguns intervalos de tempo limitados.
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Figura 4.3: O momento magnético médio M(τ) para diferentes valores do parâmetro da velocidade de

evolução u = ω0t0 (mostrados próximo às curvas) para o decaimento linear inverso do campo magnético

(4.54) com o parâmetro de assimetria s = 1 (uma armadilha isotrópica). Esquerda: o caso de baixa

temperatura, ρ = 0, Υ = 1. Direita: o caso de alta temperatura, ρ = 1, Υ = 10.

4.2.2 Redução quadrática inversa do campo magnético

É interessante veri�car se existe uma função ω(t) para a qual a forma adiabática da solução (4.20)

é exata. Para encontrá-la, é preciso resolver a equação que segue a partir da fórmula (4.21): 2ωω̈ = 3ω̇2.
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Usando a técnica padrão, pode-se transformá-la na equação linear dy/dω = 3y/ω em relação à função y = ω̇2.

Finalmente, chegamos à seguinte função (assumindo que ω = ω0 = const para t ≤ 0):

ω(t) =

 ω0, τ ≤ 1

ω0/τ
2, τ ≥ 1

, τ = 1 + t/t0, u = ω0t0. (4.65)

Soluções analíticas para a equação (4.1) com esta função tem a forma τ exp(±iu/τ) (veja também, por

exemplo, em [107]).

Agora, os parâmetros adiabáticos dependem do tempo: |ω̇|/ω2 = 2τ/u, |ω̈|/ω3 = 6(τ/u)2. Observe

que τ/u = (t+t0)/(ω0t
2
0). A condição necessária para a aproximação adiabática é u� 1. No entanto, mesmo

sob esta condição, espera-se que a aproximação adiabática falhe assintoticamente, quando t � ω−1
0 u2. Por

outro lado, pode-se esperar que a aproximação de salto repentino seja muito boa para u � 1 e qualquer

valor de τ . Mas o que acontece na realidade?

Pode-se veri�car que essa função ε(t) satisfazendo as condições iniciais (4.9) é a seguinte superpo-

sição das funções τ exp(±iu/τ) quando t ≥ 0:

ε(t) =
τ

u
√
ω0

[u exp(iϕ)− sin(ϕ)] = [ω(t)]−1/2 [exp(iϕ)− sin(ϕ)/u] , (4.66)

ϕ = u(1− 1/τ) =
uω0t

u+ ω0t
≡
∫ t

0

ω(x)dx. (4.67)

A derivada em relação ao tempo é

ε̇(t) =

√
ω0

u2τ
[u(τ + iu) exp(iϕ)− τ sin(ϕ)− u cos(ϕ)]

= [ω(t)]1/2
[
i exp(iϕ)(1− iτ/u)− (τ sinϕ+ u cosϕ)/u2

]
. (4.68)

Esta fórmula mostra claramente que a condição u � 1 não é su�ciente para a validade da aproximação

adiabática: uma condição adicional τ � u deve ser satisfeita. Outras relações úteis são

F+(t) ≡ ω(t)ε(t) + iε̇(t) = [ω(t)]1/2
{

(iτ/u) exp(iϕ)− [(u+ iτ) sinϕ+ iu cosϕ] /u2
}
, (4.69)

F−(t) ≡ ω(t)ε(t)− iε̇(t) = [ω(t)]1/2
{

2 exp(iϕ)[1− iτ/(2u)] + [(iτ − u) sinϕ+ iu cosϕ] /u2
}
. (4.70)

Os valores limite quando τ →∞,

F±(∞) = ±i
√
ω0 [u exp(iu)− sin(u)] /u2, (4.71)

produzem o seguinte valor assintótico diferente de zero da energia média, de acordo com a equação (4.18):

E(∞)/Ei =
{[
u2 + sin2(u)− u sin(2u)

]
(1 + s−1

0 Υ)− 2ρ
[
u2 cos(2u) + sin2(u)− u sin(2u)

]}
/(4u4). (4.72)

Tomando o limite u→ 0 na equação (4.72), chega-se à fórmula de aproximação do salto repentino (4.25), até

os termos da ordem de u2. Por outro lado, as expansões de Taylor das funções (4.69) e (4.70) para u� 1,

F+ = −
√
ω0

[
1− τ−2 + i(u/3)

(
1− τ−1

)3
+O(u2)

]
, F− =

√
ω0

[
1 + τ−2 + i(u/3)

(
1 + 3τ−1 − 3τ−2 − τ−3

)
+O(u2)

]
,

mostram que o erro da aproximação do salto repentino é de cerca de 10% já para t = 2t0 (ou τ = 3). Para

t = 9t0 (ou τ = 10), a o erro é de cerca de 1%.
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A fórmula (4.32) para o momento magnético médio assume a seguinte forma

M = −µBC
{

1− ρ cos(2ϕ) +
1

2
(1 + s0Υ− 2ρ)

[
sin2(ϕ)

u2
− sin(2ϕ)

u

]}
. (4.73)

Se u� 1 (o regime de salto repentino), então,

M(τ) =
1

2
µBC

[
s0Υ− 1− (1 + s0Υ− 2ρ)/τ2 +O(u2)

]
, (4.74)

em acordo com a equação (4.46). Por outro lado, se u � 1 (o regime adiabático), o valor assintótico (para

τ →∞)

M(∞) = −µBC
[
1− ρ cos(2u) +O(u−1)

]
, (4.75)

parece ser muito sensível em relação ao valor concreto do parâmetro u. Neste caso, o momento magnético

médio é preservado para o estado inicial de temperatura zero (ρ = 0), embora possa ser muito maior do que

o inicial para estados iniciais de alta temperatura (ρ ≈ 1), para quase todos os valores de u. As �guras 4.4 e

4.5 mostram as funções E(τ)/Ei eM(τ) para diferentes valores do parâmetro u nas armadilhas isotrópicas

com s = 1.
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Figura 4.4: A razão E(τ)/Ei para diferentes valores do parâmetro da velocidade de evolução u = ω0t0

(mostrados próximo às curvas) para o decaimento quadrático inverso do campo magnético (4.65) com o

parâmetro de assimetria s = 1 (uma armadilha isotrópica). Esquerda: o caso de baixa temperatura, ρ = 0,

Υ = 1. Direita: o caso de alta temperatura, ρ = 1, Υ = 10. As linhas tracejadas mostram a razão ω(τ)/ωi.

4.2.3 Redução de frequência tipo exponencial para um valor �nal

A equação (4.1) pode ser resolvida em termos de funções trigonométricas e hiperbólicas para [108]

ω2(t) = ω2 +
2ω2

0

cosh2(ω0t)
. (4.76)

Este exemplo é interessante porque descreve a evolução que não é adiabática nem rápida.

Neste caso, temos ω2
i = ω2 + 2ω2

0 e ωf = ω. É conveniente introduzir a frequência �intermediária�

ω2
1 = ω2 +ω2

0 . Então, a solução satisfazendo as condições iniciais (4.9) em t = 0 pode ser escrita da seguinte

forma,

ε(t) = D+e
iωt
[
1 + i

ω0

ω
tanh(τ)

]
+D−e

−iωt
[
1− iω0

ω
tanh(τ)

]
, D± =

ω2
1 ± ωωi

2ω2
1

√
ωi

, τ = ω0t. (4.77)
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Figura 4.5: O momento magnético médio M(τ) para diferentes valores do parâmetro da velocidade de

evolução u = ω0t0 (mostrados próximo às curvas) para o decaimento quadrático inverso do campo magnético

(4.65) com o parâmetro de assimetria s = 1 (uma armadilha isotrópica). Esquerda: o caso de baixa

temperatura, ρ = 0, Υ = 1. Direita: o caso de alta temperatura, ρ = 1, Υ = 10. As linhas tracejadas

mostram a razão ω(τ)/ωi.

Esta função torna-se muito próxima da forma assintótica (4.15) já para τ > 4 (já que tanh(4) ≈ 0.9993), a

menos que a razão ω/ω0 seja extremamente pequena. Os coe�cientes u± neste caso, são dados pela fórmula

u± =
√
ωD± (1± iω0/ω). Usando a equação (4.19), obtemos a energia média assintótica

E(∞) =
Ei

4ω2
1ω

2
i

[(
ω2

1 + ωωi
)2

+ s0Υ
(
ω2

1 − ωωi
)2 − 2ρω4

0

]
. (4.78)

Se ω � ω0, então a frequência �nal é muito próxima da inicial, então E(∞) ≈ Ei para quaisquer valores dos

parâmetros Υ e ρ. Por outro lado, se ω = 0, então,

E(∞)/Ei = (1 + s0Υ− 2ρ)/8. (4.79)

O mínimo 1/4 desta relação é alcançado para a temperatura zero inicial e armadilha isotrópica, embora possa

ser bastante alto no caso de alta temperatura. A razão E(∞)/Ei é uma função monotonamente crescente

da frequência �nal ω no caso de baixa temperatura (Υ = 1). Porém, apresenta um comportamento mais

interessante em função da razão ω/ω0 no caso de alta temperatura (Υ� 1): veja a �gura 4.6. Não trazemos

aqui as fórmulas explícitas para a função dependente do tempo E(τ), uma vez que são bastante complicadas.

Uma redução para a frequência �nal zero

Tomando o limite ω → 0 na equação (4.77) e assumindo ω0 = 1 (ou seja, ωi =
√

2), obtemos a

solução

ε(t) = 2−1/4
[
1− τ tanh(τ) + i

√
2 tanh(τ)

]
, ε̇(t) =

i
√

2− τ − sinh(τ) cosh(τ)

21/4 cosh2(τ)
. (4.80)

Por isso,

|F±|2 =

√
2 [C0(τ) + C∓(τ)− 2]

2 cosh4(τ)
, Re(F−F+) =

√
2
[
C0(τ)− 3 cosh2(τ) + 2

]
2 cosh4(τ)

,
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Figura 4.6: Esquerda: A razão assintótica E(∞)/Ei em função da razão ω/ω0 para a variação exponencial

do campo magnético (4.76) nos casos de baixa temperatura (ρ = 0, Υ = 1) e alta temperatura (ρ = 1,

Υ = 10). Direita: a razão dependente do tempo E(τ)/Ei no caso de alta temperatura (ρ = 1, Υ = 10), para

diferentes valores da razão ω/ω0 (mostrado próximo às curvas relacionadas). O parâmetro de assimetria

s = 1 (a armadilha isotrópica).

C0(τ) = cosh4(τ)− 2τ cosh(τ) sinh(τ) + τ2
[
2 cosh2(τ)− 1

]
, C±(τ) = cosh2(τ) [5± 4 cosh(τ)] .

A evolução da energia média é dada pela fórmula

E(τ)/Ei =
C+ + C0 − 2 + s0Υ (C− + C0 − 2)− 2ρ

[
2 + C0 − 3 cosh2(τ)

]
8 cosh4(τ)

. (4.81)

O valor assintótico em τ →∞ é dado pela equação (4.79).

Usando a equação (4.32), obtemos a seguinte expressão para o momento magnético médio:

M(τ) =
−µBC

2 cosh(τ)

[
S + (1− s0Υ) cosh(τ)− 2Sτ tanh(τ) +

(
Sτ2 + 2S + 8ρ

)
tanh2(τ)

]
, (4.82)

onde S = 1 + s0Υ− 2ρ. O valor assintótico em τ →∞ é sempre não negativo:

M(∞) = µBC (s0Υ− 1)/2. (4.83)

É igual a zero apenas para o estado inicial de temperatura zero na armadilha isotrópica.

4.3 Soluções exatas em termos de funções hipergeométricas e cilíndricas

Nos três exemplos da seção anterior, o sinal da frequência (ou do campo magnético) não muda.

Parece que um comportamento mais interessante pode ser observado nas situações em que o campo magnético

muda de sinal. Nesta seção, consideramos um exemplo de frequência com variação exponencial no semieixo

do tempo na seguinte forma:

ω(t) =

 ωi, t ≤ 0

ωf + (ωi − ωf ) exp(−κt), t ≥ 0
(4.84)
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Soluções para a equação (4.1) com a função (4.84) foram consideradas em [15]. Elas podem ser expressas

em termos da função hipergeométrica con�uente. Isso pode ser obtido por meio da seguinte transformação:

ε = x(c−1)/2 exp(−x/2)y(x), x = x0 exp(−κt).

Então, a equação (4.1) assume a forma canônica da equação para a função hipergeométrica con�uente,

xd2y/dx2 + (c− x)dy/dx− ay = 0, (4.85)

com o seguinte conjunto de parâmetros:

x0 = 2iµ, a = 1/2, c = 1− 2iγ, µ = (ωi − ωf ) /κ, γ = ωf/κ. (4.86)

Escolhendo a solução para a equação (4.85) que é regular em x = 0 [109],

Φ(a; c;x) =

∞∑
n=0

a(a+ 1) . . . (a+ n− 1)xn

c(c+ 1) . . . (c+ n− 1)n!
, (4.87)

obtemos a solução dependente do tempo para a equação (4.1) que é regular em t =∞:

ε1(t) = ω
−1/2
i exp[iφ(t)]

Φ[1/2; 1− 2iγ; 2iµξ(t)]

Φ(1/2; 1− 2iγ; 2iµ)
, ξ(t) = exp(−κt), φ(t) = ωf t+ µ[1− ξ(t)]. (4.88)

No entanto, embora a função (4.88) satisfaça a primeira condição inicial (4.9), ε1(0) = ω
−1/2
i , ela não satisfaz

a segunda condição, devido à derivada em relação ao tempo diferente de zero da função Φ[1/2; 1−2iγ; 2iµξ(t)].

Portanto, a solução complexa correta para a equação (4.1), satisfazendo (4.9), deve ser construída como uma

combinação linear das funções ε1(t) e ε∗1(t):

ε(t) = D+ε1(t) +D−ε
∗
1(t), (4.89)

D+ =
1− λ∗/2
1− Reλ

, D− = − λ/2

1− Reλ
= 1−D+, λ =

2 (ωi − ωf ) Φ′(1/2; 1− 2iγ; 2iµ)

ωi Φ(1/2; 1− 2iγ; 2iµ)
. (4.90)

Aqui Φ′ é a derivada da função Φ(a; c;x) em relação ao seu argumento x. Elá é dada pela relação [109]

Φ′(a; c;x) = (a/c)Φ(a+ 1; c+ 1;x).

Portanto, o parâmetro λ também pode ser escrito na forma

λ =
(ωi − ωf ) Φ(3/2; 2− 2iγ; 2iµ)

ωi(1− 2iγ)Φ(1/2; 1− 2iγ; 2iµ)
. (4.91)

Quando t→∞, então ξ → 0 e Φ(a; c; 2iµξ)→ 1. Portanto, temos assintoticamente

ε1(t) =
exp [i (ωf t+ µ)]

ω
1/2
i Φ(1/2; 1− 2iγ; 2iµ)

, ε̇1(t) = iωfε1(t).

Isso signi�ca que

u+ =

√
|ωf |
ωi
×


D+ exp(iµ)

Φ(1/2; 1− 2iγ; 2iµ)
, ωf > 0

D− exp(−iµ)

[Φ(1/2; 1− 2iγ; 2iµ)]∗
, ωf < 0

,

u− =

√
|ωf |
ωi
×


D− exp(−iµ)

[Φ(1/2; 1− 2iγ; 2iµ)]∗
, ωf > 0

D+ exp(iµ)

Φ(1/2; 1− 2iγ; 2iµ)
, ωf < 0

. (4.92)
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Então, a identidade (4.8) assume a seguinte forma (para valores positivos e negativos de ωf )

(ωf/ωi)
[
(1− Reλ)|Φ(1/2; 1− 2iγ; 2iµ)|2

]−1
= 1. (4.93)

Consequentemente, os sinais de ωf e 1 − Reλ coincidem. Outras consequências de (4.93) são as seguintes

fórmulas úteis:

|u−|2 =
|λ|2

4[1− Re(λ)]
, ωf > 0; |u+|2 =

|λ|2

4[Re(λ)− 1]
, ωf < 0. (4.94)

u+u− =

(
|λ|2 − 2λ

)
ωf

4[1− Re(λ)]|ωf |
. (4.95)

4.3.1 Energia média

As equações (4.19), (4.94) e (4.95) levam à seguinte razão entre as energias médias �nal e inicial:

Ef
Ei

=
ωf
[
(1 + s0Υ− 2ρ)|λ|2 + 4ρRe(λ)

]
4ωi[1− Re(λ)]

+
ωf
ωi
×

 1, ωf > 0

s0Υ, ωf < 0
. (4.96)

No caso de temperatura inicial zero e armadilha isotrópica (ρ = 0 e s0Υ = 1), temos

Ef
Ei

=
ωf
ωi

(
1 +

|λ|2/2
1− Reλ

)
. (4.97)

A �gura 4.7 mostra a razão Ef/Ei em função da proporção ωf/ωi com vários valores �xos do

parâmetro κ, para os estados iniciais de temperatura zero e de alta temperatura. A precisão dos cálculos

numéricos (realizados com auxílio do Mathematica e do Mapple) foi veri�cada pelo cumprimento da iden-

tidade (4.93). O caso em que κ = 10ωi corresponde à aproximação de salto repentino discutida na seção

4.1.1. Pode-se ver a simetria em relação à mudança de sinal da frequência �nal ωf , bem como a cúspide em

ωf = 0 no regime de alta temperatura. No entanto, a simetria é quebrada para valores moderados de κ, e

uma grande assimetria é observada para κ � ωi. Por exemplo, a curva Ef (ωf ) é praticamente a linha reta

Ef = Eiωf/ωi para κ/ωi = 0.1 e ωf > 0 no regime de baixa temperatura. Mas se ωf < 0, nós vemos a linha

reta Ef = 3Ei|ωf |/ωi para |ωf | � ωi. Esta assimetria (incluindo o �estranho� coe�ciente 3) é explicada no

apêndice D.

A �gura 4.8 mostra a razão Ef/Ei em função da razão κ/ωi para valores positivos da frequência

�nal ωf . Essa dependência é bastante fraca, exceto para pequenos valores de ωf , quando a energia �nal

acaba sendo muito maior do que a inicial no regime de salto quase repentino com κ/ωi � 1, especialmente

no caso de alta temperatura. Para valores negativos de ωf , esta razão é mostrada na �gura 4.9 para o caso

de alta temperatura (ρ = 1, s0Υ = 10). Os grá�cos no caso de baixa temperatura parecem semelhantes,

apenas a escala vertical é diminuída.

De acordo com a �gura 4.8, a aproximação do salto repentino parece ser bastante razoável já para

κ > 5ωi. Em princípio, pode-se esperar que esta aproximação seja válida sob a condição κ� ωi. De fato, se

κ� ωi,f , então os coe�cientes µ e γ são muito pequenos. Colocando γ = µ = 0 nos argumentos das funções

hipergeométricas na equação (4.91), obtém-se λ = (ωi−ωf )/ωi. Então, é fácil veri�car que as fórmulas (4.92)

coincidem com as expressões para o salto instantâneo (4.23) para os coe�cientes u±. Melhores estimativas

da precisão desta aproximação são fornecidas no apêndice E.



57

0.1

1

10

-2 -1 1 2
ωf

1

2

3

4

ℰf /ℰi
0.1

1

10

-2 -1 0 1 2
ωf

2.5

5.0

7.5

10.0

12.5

15.0

ℰf /ℰi

Figura 4.7: A razão Ef/Ei em função da frequência �nal ωf para diferentes valores do parâmetro κ

(mostrados próximo às respectivas linhas). A frequência inicial considerada é ωi = 1. Esquerda: ρ = 0,

s0Υ = 1. Direita: ρ = 1, s0Υ = 10.

0.1

0.7

1.5

2

1 2 3 4 5
κ

0.5

1.0

1.5

2.0

ℰf /ℰi

0.1

0.7

1.5

2

1 2 3 4 5
κ

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

ℰf /ℰi

Figura 4.8: A razão Ef/Ei em função do parâmetro κ para diferentes valores positivos da frequência �nal

ωf (mostrados próximo às respectivas linhas). A frequência inicial considerada é ωi = 1. Esquerda: ρ = 0,

s0Υ = 1. Direita: ρ = 1, s0Υ = 10.

4.3.2 Momento magnético médio no regime assintótico

Tendo em vista as equações (4.37)-(4.40), se fazem necessários dois coe�cientes, |u−|2 (ou |u+|2)

e u+u−, para calcular o momento magnético médio no regime assintótico. Eles são dados pelas fórmulas

(4.94) e (4.95). As expressões explícitas são bastante complicadas. Trazemos aqui apenas a fórmula para a

razão R = |∆̃M|/|〈〈M〉〉| no caso da temperatura inicial zero. Então, as equações (4.41) e (4.95) resultam

na fórmula

R =
|λ|
√
|λ|2 + 4[1− Re(λ)]

|λ|2 + 2[1− Re(λ)]
. (4.98)

As �guras 4.10 e 4.11 mostram a razão (4.98) em função de κ para diferentes valores �xos da frequência �nal

ωf (assumindo ωi = 1) e como função de ωf para diferentes valores de κ. Vemos que a dependência R(κ) é

bastante diferente para valores positivos e negativos da frequência �nal ωf , especialmente se κ � ωi (uma
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Figura 4.9: A razão Ef/Ei em função do parâmetro κ para diferentes valores negativos da frequência �nal

ωf (mostrados próximo às respectivas linhas). A frequência inicial considerada é ωi = 1. Outros parâmetros

são: ρ = 1, s0Υ = 10.

evolução lenta). A função R(ωf ;κ) também mostra uma forte assimetria para valores pequenos e moderados

do parâmetro �xo κ. Uma simetria em relação ao sinal da frequência ωf é restaurada para κ � 1, quando

R(ωf ;∞) coincide com a fórmula de salto repentino (4.45).
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Figura 4.10: A razão R = |∆̃M|/|〈〈M〉〉| no caso da temperatura inicial zero (ρ = 0 and s0Υ = 1) em

função do parâmetro κ para diferentes valores da frequência �nal ωf (mostrados próximo às respectivas

linhas). A frequência inicial considerada é ωi = 1. Esquerda: ωf > 0. Direita: ωf < 0.

De acordo com a �gura 4.11, vemos que R = 1 para ωf = 0 e qualquer valor do parâmetro κ.

Este resultado pode ser obtido apartir da fórmula (4.98) da seguinte maneira. Se ωf = 0, então o parâmetro

γ de�nido na equação (4.86) é igual a zero. Neste caso, podemos usar a fórmula que relaciona a função

hipergeométrica con�uente com a função de Bessel [109]:

Φ(1/2; 1; 2iµ) = J0(µ)eiµ, Φ(1/2; 1;x) = J0(x/2i)ex/2. (4.99)

Então, dΦ(1/2; 1;x)/dx = (1/2)ex/2 [J0(x/2i)− iJ ′0(x/2i)]. Usando a fórmula J ′0(x) = −J1(x) e a fórmula
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Figura 4.11: A razão R = |∆̃M|/|〈〈M〉〉| no caso de temperatura inicial zero (ρ = 0 and s0Υ = 1) em

função da frequência �nal ωf , a frequência inicial considerada é ωi = 1. Esquerda: diferentes valores do

parâmetro κ (mostrados próximo às respectivas linhas). Direita: o limite quando κ→∞ .

para λ na equação (4.90), nós obtemos a expressão

λ = 1 +
iJ1(µ)

2J0(µ)
. (4.100)

Como Re(λ) = 1 nesta aproximação, a equação (4.98) fornece R = 1.

A identidade (4.93) mostra que a fração [(1− Reλ)]
−1 se comporta como (ωi/ωf ) quando ωf → 0.

Então, a equação (4.94) nos diz que os coe�cientes u2
± diverge como |ωi/ωf | neste limite. Tendo em vista a

equação (4.38), concluímos que o momento magnético médio 〈〈M〉〉 cresce ilimitadamente com o tempo se

ωf = 0.

4.3.3 Desligamento exponencial do campo: soluções em termos das funções de Hankel

Para entender melhor o comportamento da energia média no caso em que ωf = 0, notamos que a

substituição x = µ exp(−κt) com µ = ωi/κ transforma a equação (4.1) com a função ω(t) = ωi exp(−κt) na

equação de Bessel

x2f ′′ + xf ′ + x2f = 0. (4.101)

Soluções complexas para esta equação podem ser escritas como combinações lineares das funções de Hankel de

ordem zero, H0(x) = J0(x)+iY0(x) eH∗0 (x), onde J0(x) é a função de Bessel e Y0(x) a função Neumann [109].

Então, a função ε(t) pode ser escrita na forma (4.89) com

ε1 =
H0(µξ)
√
ωiH0(µ)

, ε̇1 =
ξ
√
ωiH1(µξ)

H0(µ)
, ξ = e−κt, (4.102)

assim

D+ =
1 + iR∗

2Im(R)
, D− = − 1 + iR

2Im(R)
, R =

H1(µ)

H0(µ)
, Im(R) = −2

[
πµ|H0(µ)|2

]−1
. (4.103)

As seguintes fórmulas conhecidas foram usadas aqui:

H ′0(x) = −H1(x), H0(x)H ′∗0 (x)−H ′0(x)H∗0 (x) = −4i/(πx). (4.104)
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As funções F±(t), introduzidas na equação (4.12), podem ser escritas da seguinte forma,

F±(ξ) = ξ
√
ωi
[
D+h±(ξ) +D−h

∗
∓(ξ)

]
, h±(ξ) = [H0(µξ)± iH1(µξ)] /H0(µ). (4.105)

Energia média

A energia média dependente do tempo é dada pela equação (4.18) com os seguintes coe�cientes

funcionais:

|F±(ξ)|2 =
(πµξ)2ωi

8

{
V+(ξ)V+(1)− Re

[
U∗+(1)U+(ξ)

]
∓ 16

(πµ)2ξ

}
, (4.106)

Re[F−(ξ)F+(ξ)] =
(πµξ)2ωi

8

{
Re
[
U∗−(1)U+(ξ)

]
− V+(ξ)V−(1)

}
, (4.107)

onde

V±(ξ) = |H0(µξ)|2 ± |H1(µξ)|2, U±(ξ) = H2
0 (µξ)±H2

1 (µξ). (4.108)

A expressão mais simples pode ser escrita para o estado inicial de temperatura zero:

E(t)/Ei = (πµξ)2
{
V+(1)V+(ξ)− Re

[
U∗+(1)U+(ξ)

]}
/16, (4.109)

Grá�cos típicos da razão E/Ei em função do parâmetro adimensional τ = κt são dados na �gura 4.12.

Grá�cos semelhantes para E/Ei em função da variável ξ são dados na �gura 4.13. Observe que pequenos

valores do parâmetro µ = ωi/κ correspondem ao �salto� quase instantâneo da frequência para um valor

�nal nulo, enquanto o caso em que µ� 1 corresponde a um declínio de frequência lento (quase-adiabático)

para zero. O lado esquerdo da �gura 4.13 com µ = 10 mostra evolução praticamente adiabática E/Ei = ξ

até valores muito pequenos de ξ. Porém, a adiabatidade é sempre quebrada no estágio �nal da evolução,

quando a energia média tende a um valor �nal diferente de zero, mesmo na temperatura zero. Por outro

lado, a evolução adiabática torna-se muito aproximada no caso de alta temperatura, como se pode ver no

lado direito da �gura 4.13, onde a linha com o mesmo valor µ = 10 mostra claramente as oscilações em

torno da linha reta E/Ei = ξ. A energia �nal é menor do que a inicial para qualquer valor de µ no regime

de temperatura zero. Mas pode ser muito maior do que Ei no caso de alta temperatura para µ < 2, como se

pode vernas �guras 4.12 e 4.13.

Se t → ∞, então ξ → 0, assim [109] ξH0(µξ) → 0, mas ξH1(µξ) → −2i/(πµ). Usando essas

relações, pode-se obter, após alguma álgebra, a seguinte fórmula para a energia média �nal:

Ef/Ei =
{

(1 + s0Υ)
[
J2

0 (µ) + J2
1 (µ)

]
+ 2ρ

[
J2

0 (µ)− J2
1 (µ)

]}
/4. (4.110)

O lado direito desta equação é mostrado na �gura 4.14 em função do parâmetro κ.

Se µ� 1, a fórmula (4.110) assume a forma

Ef/Ei ≈
{

(1 + s0Υ)
(
1− µ2/4

)
+ 2ρ

(
1− 3µ2/4

)}
/4.

Colocando µ = 0, retornamos à fórmula de aproximação do salto instantâneo (4.25). Vemos que a precisão

relativa desta aproximação é da ordem de µ2/4.

No limite adiabático, κ� ωi, as fórmulas assintóticas conhecidas para µ� 1,

J0(µ) ≈
√

2/(πµ) cos(µ− π/4), J1(µ) ≈
√

2/(πµ) sin(µ− π/4),
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Figura 4.12: A razão E/Ei em função do tempo adimensional τ = κt para diferentes valores do parâmetro

µ (mostrados próximo às respectivas linhas). A frequência inicial considerada é ωi = 1. Esquerda: ρ = 0,

s0Υ = 1. Direita: ρ = 1, s0Υ = 10.

0.1

1

2

10

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ξ

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
ℰ/ℰi

0.1

1

2

10

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ξ

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

ℰ/ℰi

Figura 4.13: A razão E/Ei em função da variável ξ = ω(t)/ωi para diferentes valores do parâmetro µ

(mostrados próximo às respectivas linhas). A frequência inicial considerada é ωi = 1. Esquerda: ρ = 0,

s0Υ = 1. Direita: ρ = 1, s0Υ = 10.

levam à relação

Ef/Ei ≈ κ [1 + s0Υ + 2ρ sin(2ωi/κ)] /(2πωi). (4.111)

Essa proporcionalidade inicial em relação a κ é claramente vista na �gura 4.14. Por outro lado, esta relação

demonstra fortes oscilações em função de κ no regime de alta temperatura.
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Figura 4.14: A razão Ef/Ei em função do parâmetro κ para ωi = 1. Curvas inferiores: ρ = 0, s0Υ = 1.

Curvas superiores: ρ = 1, s0Υ = 5.

4.4 Os per�s de Epstein�Eckart: soluções em termos das funções hipergeomé-

tricas de Gauss

Soluções exatas em termos da função hipergeométrica de Gauss

F (a, b; c;x) =

∞∑
n=1

(a)n(b)nx
n

(c)nn!
, (4.112)

satisfazendo a equação

x(1− x)F ′′ + (c− (a+ b+ 1)x)F ′ − abF = 0, (4.113)

podem ser encontradas para a família dos per�s de Epstein�Eckart [110,111], que são combinações de algumas

frações contendo funções exponenciais do tempo. A família total possui quatro parâmetros constantes. Para

simpli�car a análise, limitamo-nos aqui a duas subfamílias simples contendo dois ou três parâmetros.

4.4.1 Evolução em todo o eixo do tempo

O primeiro exemplo corresponde à frequência de Larmor da forma

ω(t) =
ωf exp(κt) + ωi

exp(κt) + 1
, −∞ < t <∞, κ > 0. (4.114)

Pode-se veri�car (veja o apêndice F) que a equação (4.1) com ω(t) dada pela equação (4.114) possui a solução

ε(t) = ω
−1/2
i eiωit(1 + ζ)dF (a, b; c;−ζ), ζ = eκt, (4.115)

com os seguintes parâmetros:

d = 1/2−
√

1/4− (ω̃i − ω̃f )
2
, ω̃i,k ≡ ωi,k/κ, (4.116)

a = d+ i (ω̃i + |ω̃f |) , b = d+ i (ω̃i − |ω̃f |) , c = 1 + 2iω̃i. (4.117)

Existe também a solução com d = 1/2 +
√
..., mas é a escolha (4.116) que leva à solução desejada

ω
−1/2
i exp(iωit) se ωi = ωf . Como ζ = dζ/dt = 0 para t = −∞, a função (4.115) se comporta exata-

mente como ω−1/2
i exp(iωit) quando t→ −∞.
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Observe, no entanto, que a função (4.115) é solução para a equação (4.1) apenas se t ≤ 0, quando

ζ ≤ 1. Para t ≥ 0, deve-se usar a continuação analítica da função hipergeométrica, dada pela formula 2.10(2)

de [109]:

F (a, b; c;−ζ) = B1ζ
−aF (a, 1− c+ a; 1− b+ a;−ζ−1) +B2ζ

−bF (b, 1− c+ b; 1− a+ b;−ζ−1), (4.118)

onde

B1 =
Γ(c)Γ(b− a)

Γ(b)Γ(c− a)
, B2 =

Γ(c)Γ(a− b)
Γ(a)Γ(c− b)

. (4.119)

Portanto, quando ζ →∞ chegamos a forma (4.15) de ε(t) para t→∞, com os seguintes coe�cientes u±:

u± =
(|ωf |/ωi)1/2

Γ (1 + 2iω̃i) Γ (±2i|ω̃f |)
Γ [d+ i (ω̃i ± |ω̃f |)] Γ [1 + i (ω̃i ± |ω̃f |)− d]

. (4.120)

Se |ω̃i,f | � 1, então d ≈ (ω̃i − ω̃f )
2, e a fórmula Γ(x) = Γ(1 + x)/x ≈ 1/x (válida para |x| � 1) leva

imediatamente às relações do salto repentino (4.23). Analisando o máximo da razão |ω̇/ω2| em função do

tempo para o per�l Epstein�Eckart (4.114) com ωf > 0, obtemos a condição da aproximação adiabática

κ|ωf − ωi|/(ωfωi) � 1, que é equivalente a κ � min(ωf , ωi), se as frequências inicial e �nal forem bem

diferentes.

No caso especial de ωf = −ωi, usando a fórmula Γ(z)Γ(1−z) = π/ sin(πz), obtemos uma expressão

simples

u− =
i sin(πd)

sinh (2πω̃i)
=
i cos

(
π
√

1/4− 4ω̃2
i

)
sinh (2πω̃i)

. (4.121)

No limite de transição rápida, ω̃i � 1, temos u− ≈ 2iω̃i, assim Ef está perto de Ei, de acordo com a

aproximação de salto repentino.

No limite adiabático, ω̃i � 1, temos u− ≈ i coth (2πω̃i). Observe que o parâmetro ρ não é muito

importante para a energia média: ρ = 0 na temperatura zero e ρ � s0Υ no caso de alta temperatura.

Levando em consideração esta observação, obtemos a seguinte razão limite para ω̃i > 1 (e ωf = −ωi):

Ef/Ei ≈ 2 + s0Υ (ou seja, Ef/Ei ≈ 3 na temperatura zero). Usando a equação (4.43), pode-se obter as

seguintes expressões para o momento magnético no caso em que ωf = −ωi:

〈〈M〉〉
µBC

≈

 s0Υ ω̃i � 1

1 + 2s0Υ ω̃i � 1
,

|∆̃M|
µBC

≈ (1 + s0Υ)×

 2ω̃i ω̃i � 1
√

2 ω̃i � 1
. (4.122)

Negligenciando o termo proporcional a ρ na equação (4.19), precisamos saber a única quantidade

|u−|2. Usando a fórmula [112] |Γ(ix)|2 = π[x sinh(πx)]−1, podemos escrever

|u−|2 = π2 |Γ [d+ i (ω̃i − |ω̃f |)] Γ [1 + i (ω̃i − |ω̃f |)− d]|−2
[sinh (2πω̃i) sinh (2π|ω̃f |)]−1

. (4.123)

O lado direito desta equação diverge quando ωf → 0. Consequentemente, o momento magnético cresce

ilimitadamente com o tempo se ωf = 0.

Para um valor arbitrário negativo de ωf com |ω̃f | � 1, temos d = 1/2± i (ω̃i + |ω̃f |) +O
(
|ω̃f |−1

)
,

de modo que o produto das duas funções Gamma em (4.123) assume a forma Γ [1/2 + 2iω̃i) Γ (1/2− 2i|ω̃f |).

Portanto, usando a relação [112] |Γ(1/2 + ix)|2 = π/ cosh(πx), obtemos |u−|2 ≈ coth (2πω̃i) coth (2π|ω̃f |),

de tal maenira que Ef/Ei ≈ (|ωf |/ωi)(2 + s0Υ) no limite em que κ→ 0.
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Por outro lado, se ωf > 0 e ω̃f � 1, então d ≈ 1/2 ± i (ω̃i − ω̃f ), e o produto das duas funções

Gamma em (4.123) assume a forma Γ [1/2 + 2i (ω̃i − ω̃f )] Γ (1/2). Então, usando a consequência da fórmula

de Stirling [112],

|Γ(x+ iy)|2 ≈ 2π|y|2x−1e−π|y|, |y| � 1,

obtemos

|u−|2 ≈ exp (2π|ω̃i − ω̃f |) [sinh (2πω̃i) sinh (2πω̃f )]
−1 ≈ 2 exp [−4πmin (ω̃i, ω̃f )]� 1.

Neste caso, temos o invariante adiabático conhecido Ef/Ei ≈ ωf/ωi. As �guras 4.15�4.17 mostram a razão

Ef/Ei para os mesmos valores de ωf e κ usados nas �guras 4.7�4.9, para ωi = 1, usando as equações (4.19)

e (4.123).
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Figura 4.15: A razão Ef/Ei em função da frequência �nal ωf para diferentes valores do parâmetro κ

(mostrados próximo às respectivas linhas). A frequência inicial considerada é ωi = 1. Esquerda: ρ = 0,

s0Υ = 1. Direita: ρ = 1, s0Υ = 10.
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Figura 4.16: A razão Ef/Ei em função do parâmetro κ para diferentes valores positivos da frequência �nal

ωf (mostrados próximo às respectivas linhas). A frequência inicial considerada é ωi = 1. Esquerda: ρ = 0,

s0Υ = 1. Direita: ρ = 1, s0Υ = 10.
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Figura 4.17: A razão Ef/Ei em função do parâmetro κ para diferentes valores negativos da frequência �nal

ωf (mostrados próximo às respectivas linhas). A frequência inicial considerada é ωi = 1. Esquerda: ρ = 0,

s0Υ = 1. Direita: ρ = 1, s0Υ = 10.

Vemos que as �guras 4.15 e 4.16 parecem semelhantes as �guras 4.7 e 4.8. Especialmente expressiva

é a �gura 4.15 com linhas retas no regime adiabático κ = 0.1, mas com inclinações diferentes para valores

positivos e negativos da frequência �nal ωf . Por outro lado, as �guras 4.17 e 4.9 para valores negativos da

frequência �nal ωf são diferentes: não há oscilações para pequenos valores de κ na �gura 4.17, enquanto que

tais oscilações são bem visíveis na �gura 4.9.

4.4.2 Transição �suave� para o decaimento exponencial no semi-eixo

Em todos os exemplos da evolução começando em t = 0, considerados nas seções anteriores, a

frequência ω(t) teve uma descontinuidade da derivada no instante inicial. Esta desvantagem pode ser

removida para a frequência dependente do tempo

ωm(t) = ωi/ cosh(κt), ω2
m(t) = ω2

i

[
1− tanh2(κt)

]
. (4.124)

Observe que ωm(t) > ωi exp(−κt) para t > 0 e ωm(t) ≈ 2ωi exp(−κt) para κt� 1.

A equação (4.80) mostra, por exemplo, que a solução para a equação (4.1) com a frequência

ωm(t) pode ser expressa em termos da função tanh(κt) no caso especial em que (ωi/κ)2 = 2. Portanto,

parece razoável introduzir a nova variável ξ = tanh(κt). Usando a transformação de derivadas dψ/dt =

κ
(
1− ξ2

)
dψ/dξ, pode-se transformar a equação (4.1) com a frequência dependente do tempo (4.124) na

equação de Legendre (
1− ξ2

)
d2ε/dξ2 − 2ξdε/dξ + (ωi/κ)2ε = 0 (4.125)

Sua solução geral é uma superposição das funções de Legendre do primeiro e segundo tipo, Pν(ξ) e Qν(ξ) [113]

ε(t) = DpPν(ξ) +DqQν(ξ), ν = −1/2 + r, r =
√

1/4 + (ωi/κ)2. (4.126)

[Pode-se veri�car que a segunda solução da equação ν(ν + 1) = (ωi/κ)2, ν = −1/2 − r, resulta na mesma

expressão (4.126) devido às propriedades das funções Pν(ξ) e Qν(ξ)]. Os coe�cientes complexos constantes
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Dp e Dq são determinados pelas condições iniciais (4.8). As relações a seguir são úteis para nossos propósitos

[113] (lembrando que 0 ≤ ξ < 1):

Pν(ξ) = F

(
−ν, ν + 1; 1;

1− ξ
2

)
= F

(
1/2− r, 1/2 + r; 1;

exp(−κt)
2 cosh(κt)

)
, (4.127)

Qν(ξ) =
π

2 sin(νπ)
[cos(νπ)Pν(ξ)− Pν(−ξ)] , ν 6= 0,±1,±2, . . . , (4.128)

P0(ξ) = 1, P1(ξ) = ξ, Q0(ξ) =
1

2
ln

(
1 + ξ

1− ξ

)
, Q1(ξ) =

ξ

2
ln

(
1 + ξ

1− ξ

)
− 1, (4.129)(

1− ξ2
)
dPν(ξ)/dξ = (ν + 1) [ξPν(ξ)− Pν+1(ξ)] ,

(
1− ξ2

)
dQν(ξ)/dξ = (ν + 1) [ξQν(ξ)−Qν+1(ξ)] ,

(4.130)

Pν(0) = − sin(νπ)

2π3/2
Γ

(
ν + 1

2

)
Γ
(
− ν

2

)
, Qν(0) =

1− cos(νπ)

4π1/2
Γ

(
ν + 1

2

)
Γ
(
− ν

2

)
. (4.131)

Usando as equações (4.8), (4.126) e (4.130), nós encontramos os coe�cientes

Dp =
(ν + 1)Qν+1(0) + iµQν(0)

ω
1/2
i (ν + 1) [Pν(0)Qν+1(0)−Qν(0)Pν+1(0)]

, Dq = − (ν + 1)Pν+1(0) + iµPν(0)

ω
1/2
i (ν + 1) [Pν(0)Qν+1(0)−Qν(0)Pν+1(0)]

,

(4.132)

onde µ = ωi/κ. As expressões na equação (4.132) podem ser simpli�cadas com a ajuda da equação (4.131)

e das conhecidas fórmulas para os produtos de funções Gamma, a saber Γ(x)Γ(1 − x) = π/ sin(πx) e

Γ(x)Γ(−x) = −π/[x sin(πx)]. Então, a seguinte relação pode ser veri�cada:

(ν + 1) [Pν(0)Qν+1(0)−Qν(0)Pν+1(0)] = −1.

Consequentemente,

Dp =
√
π/ωi

{
cos(νπ/2)

Γ [(ν + 2)/2]

Γ [(ν + 1)/2]
+ i(µ/ν) sin(νπ/2)

Γ [(ν + 1)/2]

Γ [ν/2]

}
, (4.133)

Dq =
2
√
πωi

{
− sin(νπ/2)

Γ [(ν + 2)/2]

Γ [(ν + 1)/2]
+ i(µ/ν) cos(νπ/2)

Γ [(ν + 1)/2]

Γ [ν/2]

}
. (4.134)

No caso especial em que µ =
√

2, quando ν = 1, as equações (4.126), (4.129), (4.133) e (4.134) fornecem a

solução (4.80).

Energia média

As funções F±(ξ) que determinam a energia média de acordo com as equações (4.12) e (4.18), podem

ser escritas da seguinte forma,

F±(ξ) = ωi
√

1− ξ2 [DpPν(ξ) +DqQν(ξ)]± iκ(ν + 1) {Dp [ξPν(ξ)− Pν+1(ξ)] +Dq [ξQν(ξ)−Qν+1(ξ)]} .

(4.135)

A �gura 4.18 mostra a evolução da razão E(τ)/Ei para µ = 0.1, 1.0, 10, 0 nos regimes de baixa e alta

temperatura. Preste atenção nas pequenas oscilações para µ = 10 na �gura da direita. Elas surgem devido

à natureza oscilatória das funções Pν(ξ) e Qν(ξ) com grandes valores do índice ν (lembre-se que Pν(ξ) é o

polinômio de Legendre se ν é um inteiro). Essas oscilações são suprimidas no regime de baixa temperatura,

mas o alto valor do parâmetro Υ ampli�ca as oscilações durante o estágio inicial da evolução. Essas oscilações

são nitidamente observadas na �gura 4.20 para o momento magnético médio.
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Figura 4.18: A razão E(τ)/Ei para o decaimento exponencial �suave� da frequência (4.124) com µ =

0.1, 1.0, 10, 0. Esquerda: ρ = 0, s0Υ = 1. Direita: ρ = 1, s0Υ = 10.

O valor assintótico da energia média quando t → ∞ é determinado pelos valores limite F±(1).

Como Pν(1) = 1 para qualquer valor de ν, o coe�ciente Dp não contribui para estes valores-limite:

F±(1) = ωiDq lim
ξ→1

{√
1− ξ2Qν(ξ)± iµ−1(ν + 1) [ξQν(ξ)−Qν+1(ξ)]

}
.

Neste ponto, a seguinte representação da função Qν(ξ) é útil (veja, por exemplo, a seção 3.6.1 de [109]):

Qν(ξ) = Pν(ξ)

[
1

2
ln

(
1 + ξ

1− ξ

)
− γ − ψ(ν + 1)

]
+

∞∑
l=1

cl(1− ξ)l,

onde γ é a constante de Euler e ψ(z) = d ln[Γ(z)]/dz é a derivada logarítmica da função Gama. A forma

explícita dos coe�cientes cl não é importante para o nosso propósito, já que a última série tende a zero para

ξ = 1. Uma vez que a divergência da função Qν(ξ) em ξ = 1 é apenas logarítmica, lim
ξ→1

[√
1− ξ2Qν(ξ)

]
= 0.

Então, usando a relação ψ(1 + z) − ψ(z) = 1/z (veja, por exemplo, a equação 1.7.1(8) de [109]), chegamos

à fórmula simples F±(1) = ±iκDq. Portanto, a energia média �nal é igual a [lembre da equação (4.18)]

Ef =
ωiEi
4µ2

[
|Dq|2 (1 + s0Υ)− 2ρRe

(
D2
q

)]
(4.136)

Grá�cos das funções µ−2|Dq|2(µ) e −µ−2Re
(
D2
q

)
(µ) são mostrados na �gura 4.19 (assumindo ωi = 1).

Se µ� 1, então, ν ≈ µ2 e Dq ≈ iµ/
√
ωi, dessa forma, a equação (4.136) tende a fórmula do salto

repentino (4.25). Para ver a dinâmica do �salto rápido�, podemos aproximar a equação (4.135), pegando

Dp ≈ 1/
√
ωi e substituindo as funções Pν(ξ) e Qν(ξ) por P0(ξ) e Q0(ξ) da equação (4.129). Então, obtemos

F±(ξ) ≈ ω1/2
i [1/ cosh(τ)∓ 1] e

E(τ)/Ei =
1

4

{
[1 + 1/ cosh(τ)]

2
+ s0Υ [1− 1/ cosh(τ)]

2
+ 2ρ tanh2(τ)

}
, τ ≡ κt. (4.137)

No limite �adiabático� µ � 1 temos ν ≈ µ − 1/2. Então, usando a fórmula de Stirling para as

funções Gamma, encontramos Dq ≈ i exp(iνπ/2)
√

2ν/(πωi) e Dp ≈ exp(iνπ/2)
√
πν/(2ωi). A energia �nal

é muito próxima daquela fornecida pela equação (4.111), mas a frequência das oscilações é diferente:

Ef/Ei ≈ κ [1 + s0Υ + 2ρ sin(πωi/κ)] /(2πωi). (4.138)
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Figura 4.19: Esquerda: As funções µ−2|Dq|2(µ) e −µ−2Re
(
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Figura 4.20: O momento magnético médio normalizado em função do tempo adimensional τ = κt para o

decaimento exponencial �suave� da frequência (4.124) com µ = 0.1, 1.0, 10, 0. Esquerda: ρ = 0, s0Υ = 1.

Direita: ρ = 1, s0Υ = 10.

Momento magnético médio

A �gura 4.20 mostra a evolução do momento magnético médio em função do tempo adimensio-

nal τ = κt, calculado de acordo com a equação (4.32). Pode-se veri�car que o produto
√
ω(t)ε(t) =

√
ωi
(
1− ξ2

)1/4
ε(ξ) tende a zero quando t→∞ (ou ξ → 1) para qualquer valor do parâmetro ν (porque a

divergência da função Qν(ξ) em ξ → 1 é apenas logarítmica). Consequentemente, a equação (4.32) resulta

no valor assintótico do momento magnético (4.83) para todos os valores da razão κ/ωi. A função ε(t) (4.126)

no caso em que µ� 1 tem a forma ε = ω
−1/2
i (1 + iµτ) = ω

−1/2
i (1 + iωit). No entanto, o termo (µτ)2 pode

ser negligenciado na fórmula para ω(τ)|ε(τ)|2 quando µ� 1 (devido à redução exponencial da frequência).

Consequentemente, a fórmula (4.32) para o momento magnético médio dependente do tempo assume a forma

M(t) = −(µBC/2) {1/ cosh(τ) + 1 + Υs0 [1/ cosh(τ)− 1]− 2ρ/ cosh(τ)} . (4.139)
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4.5 Calibre de Landau: fórmulas gerais

Para α = 1, o conjunto de equações (1.16)-(1.17) assumem a forma

ẋ = px/m+ Ω(t)y, ẏ = py/m, ṗx = 0, ṗy = −Ω(t)px −mΩ2(t)y,

onde Ω(t) é a frequência do cíclotron. Dessa forma, px = const, e chegamos à equação não homogênea

ÿ + Ω2(t)y = −Ω(t)px/m. (4.140)

Portanto, todas as soluções podem ser expressas em termos das funções complexas ε(t) e ε∗(t), satisfazendo a

equação (4.1) com α = 1 e a condição (4.8). No entanto, devido à presença da função Ω(t) no lado direito da

equação (4.140), as soluções para o conjunto completo de equações contêm três funções adicionais, obtidas

através do conhecido método de variação dos parâmetros:

σ(t) =

∫ t

t0

Ω(τ)ε(τ)dτ = −
∫ t

t0

ε̈(τ)/[Ω(τ)]dτ = − ε̇(t)

Ω(t)
+

i√
Ωi
−
∫ t

t0

ε̇(τ)Ω̇(τ)

Ω2(τ)
dτ, (4.141)

S(t) = Im(εσ∗), χ(t) =

∫ t

t0

[1− Ω(τ)S(τ)]dτ, (4.142)

onde t0 é o instante de tempo em que a frequência Ω começa a variar (de modo que Ω(t) ≡ Ωi para t ≤ t0).

As funções ε(t) e σ(t) são complexas, enquanto as funções S(t) e χ(t) são reais. Depois de alguma álgebra

direta, pode-se obter a seguinte forma da matriz ΛQ dada na equação (1.18):

ΛQ(t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1
√

ΩiRe(σ) χ/m Im(σ)/(m
√

Ωi)

0
√

ΩiRe(ε) −S/m Im(ε)/(m
√

Ωi)

0 0 1 0

0 m
√

ΩiRe(ε̇) −Ṡ Im(ε̇)/
√

Ωi

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (4.143)

A transformação (1.21) produz a matriz �nal Λq(t). Escrevendo da mesma forma que em (4.4), encontramos

as seguintes expressões para os blocos 2× 2:

λ1 =

√
Ωi

Ω(t)

∥∥∥∥∥∥ Im(ε̇) −Re(ε̇)

−Ω(t)Im(ε) Ω(t)Re(ε)

∥∥∥∥∥∥ , λ2 =

√
Ωi

Ω(t)

∥∥∥∥∥∥ 0 −Re
(
ε̇+

√
Ωi Ṡ

)
0 Re

(
Ωε−

√
Ωi χ̇

)
∥∥∥∥∥∥ , (4.144)

λ3 =

∥∥∥∥∥∥∥
1−
√

Ωi
Ω(t)

Im(Ωσ + ε̇)

√
Ωi

Ω(t)
Re(Ωσ + ε̇)

0 0

∥∥∥∥∥∥∥ , λ4 =

∥∥∥∥∥∥ 1
√

ΩiRe(σ + ε̇/Ω)− Ωi(χ− Ṡ/Ω)

0 Ωi/Ω

∥∥∥∥∥∥ .
(4.145)

4.5.1 Energia média

A energia média pode ser escrita da seguinte maneira

E(t) = (mΩiG/2)
[
KΩ(t) + s−1ΥKY (t)− 2ρKρ(t)

]
, Ei = mΩ2

iG, (4.146)

KΩ(t) = |ε̇|2 + Ω2(t)|ε|2, KY (t) = U2(t) + V 2(t), Kρ(t) = Re(ε̇)U(t) + Ω(t)Re(ε)V (t), (4.147)

V (t) = ΩRe(ε)−
√

Ωi χ̇, U(t) = Re(ε̇) +
√

Ωi Ṡ. (4.148)
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Evolução adiabática

Na aproximação adiabática, pode-se usar a solução

ε(t) ≈ [Ω(t)]−1/2 exp[iφ(t)], ε̇(t) ≈ iΩ(t)ε(t), φ(t) =

∫ t

0

Ω(τ)dτ (4.149)

Então, negligenciando a derivada Ω̇(t) em (4.141) e nas outras fórmulas, pode-se escrever

σ(t) ≈ −iε(t) +
i√
Ωi
, S(t) ≈ 1

Ω(t)
− cos(φ)√

Ω(t)Ωi
, χ(t) ≈ sin(φ)√

Ω(t)Ωi
,

 Ṡ

χ̇

 ≈√Ω(t)

Ωi

 sin(φ)

cos(φ)

 ,

dessa maneira U(t) = V (t) = 0. Portanto, a variação de energia não depende da escolha do calibre na

aproximação adiabática, desde que a frequência Ω(t) não passe pelo valor zero, quando a aproximação

(4.149) falha.

Evolução não adiabática

Mas os resultados nos casos em que α = 0 e α = 1 são diferentes para variações não adiabáticas

de Ω(t). Um dos motivos é a necessidade de saber, no regime assintótico t > T , além dos dois coe�cientes

adimensionais complexos u± da equação (4.15) (onde ωf deve ser substituído por Ωf ), um terceiro coe�ciente

complexo adimensional uσ, que descreve o comportamento da função σ(t) para t > T :

σ(t) = − ε̇(t)

Ωf
+

uσ√
Ωi
, uσ = i−

√
Ωi

∫ T

t0

ε̇(τ)Ω̇(τ)

Ω2(τ)
dτ. (4.150)

Então,

S(t) = Ω−1
f + Im[u∗σε(t)]/

√
Ωi, χ̇(t) = −Ωf Im[u∗σε(t)]/

√
Ωi, t > T.

A razão entre as energias médias �nal e inicial assume a forma

Ef/Ei = (|Ωf |/Ωi)
{

1 + 2|u−|2 + s−1Υ
[(
|a|2 + |b|2

)
/2 + Im(ba∗)

]
− ρ

[
|a|2 + Im(ba∗)

]}
, (4.151)

onde

a = u+ + u∗−, b = u+u
∗
σ − u∗−uσ. (4.152)

Salto repentino

No caso do salto instantâneo, os coe�cientes u± são reais. Calculando a primeira integral em (4.141)

com ε(t) dado por (4.15), obtemos o coe�ciente imaginário puro uσ = iΩi/Ωf (note que seu sinal depende

do sinal do campo magnético). Então, fórmula (4.151) resulta na relação

Ef/Ei =
[
Ω2
i + Ω2

f + s−1Υ(Ωi − Ωf )2 + 2ρΩf (Ωi − Ωf )
]
/(2Ω2

i ) (4.153)

Que é diferente da equação (4.24). Em particular, Ef/Ei = (1+s−1Υ)/2 quando Ωf → 0. O mesmo resultado

pode ser obtido diretamente das fórmulas (4.146)-(4.148), se usarmos a solução (4.26) (com Ω ao invés de

ω) e suas consequências: KΩ = V 2 = Ωi e U = 0. Isso signi�ca que a energia não muda se s−1Υ = 1 e

Ωf = 0 (para qualquer valor do parâmetro ρ). A energia �nal para Ωf = −Ωi também é diferente do caso

de α = 0: Ef/Ωi = 1 + 2s−1Υ− 2ρ.
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Ressonância paramétrica

A ressonância paramétrica ocorre agora para o dobro da frequência do cíclotron 2Ωi. Portanto, deve-

se substituir ω → Ω na equação (4.27) e calcular as funções ε̇, σ, S e χ, assumindo u± como coe�cientes

constantes (mas lembrando que u− é imaginário puro agora). Então, uσ = i(u+−u−) e b = −i. Nesse caso,

a equação (4.151) leva à fórmula

E(t)/Ei = cosh(2Ωiγt) + s−1Υ
[
cosh2(Ωiγt)− cosh(Ωiγt)

]
− ρ [cosh(2Ωiγt)− cosh(Ωiγt)] . (4.154)

Esta fórmula é diferente de (4.29), mesmo no caso de baixa temperatura. Além disso, contém o coe�ciente

ρ.

4.5.2 Momento magnético médio

Usando as equações, (3.34), (4.5), (4.6), (4.144) e (4.145), podemos escrever o momento magnético

médio na forma

M(t) = − µBC
2
√

Ωi

[
SΩ(t) + s−1Υ

√
ΩiSY (t)− ρSρ(t)

]
, (4.155)

onde

SΩ(t) = Im(ε̇) +
√

Ωi
[
Ω|ε|2 − Re(ε̇σ∗)

]
, (4.156)

SY (t) =
√

ΩiN(t) +M(t) + Ωi

(
χṠ − Sχ̇

)
, Sρ(t) = Im(ε̇) + ΩiN(t) + 2

√
ΩiM(t), (4.157)

N(t) = (1− 2χ̇)Re(ε) + χRe(ε̇)− ṠRe(σ), M(t) = Ω(t)Re2(ε)− Re(ε̇)Re(σ). (4.158)

A solução aproximada (4.149) resulta na seguinte fórmula no caso adiabático [quando Ω(t) > 0]:

Mad(t) = µBC

[
ρ[Ω(t) + Ωi] cos(ϕ)

2
√

Ω(t)Ωi
− 1

]
. (4.159)

Que é diferente de (4.34), porque fornece um momento magnético divergente quando Ω(t)→ 0:

Mad(t) ≈ µBC

[
ρΩi cos(ϕ)

2
√

Ω(t)Ωi
− 1

]
. (4.160)

Pode-se duvidar da fórmula (4.160), porque a solução (4.149) não é justi�cada quando Ω(t)→ 0. No entanto,

a solução exata no caso da redução linear inversa (veja a seção 4.6.1) resulta na fórmula (4.172) coincidindo

com (4.160).

A forma explícita dos coe�cientes (4.156)-(4.158) é dada no apêndice G. Eles levam à seguinte

fórmula simples no caso do salto repentino do campo magnético (note que ela é válida para valores positivos

e negativos de Ωf ):

M(t) =
−µBC
2ΩfΩi

{
Ω2
f + Ω2

i + s−1Υ (Ωf − Ωi)
2 − 2ρΩf (Ωf − Ωi)

+Ωi cos(Ωf t)
[
(Ωf − Ωi)(1 + s−1Υ)− 2ρΩf

] }
(4.161)

Para Ωf = 0 e armadilhas iniciais isotrópicas (s = 1) o resultado coincide com a fórmula do calibre circular

(4.46):

Mf = µBC
(
s−1Υ− 1

)
/2. (4.162)
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Aqui, vemos um papel importante do parâmetro de assimetria s. Se s ≤ 1, entãoMf é sempre positivo. No

entanto,Mf pode ser negativo se s� 1, mesmo no caso de alta temperatura.

O comportamento do momento magnético médio após a súbita inversão do campo magnético é

bastante diferente agora em relação aquele dado pela fórmula (4.48) para ao calibre circular:

M(t) = µBC
[
s−1Υ + 2

(
1 + s−1Υ− ρ

)
sin2(Ωit)

]
. (4.163)

Em particular, a razão R ≡ |∆̃M|/|〈〈M〉〉| varia entre 2/3 na temperatura zero e 1/2 no regime de alta

temperatura (se s = 1).

No caso da ressonância paramétrica, temos as seguintes expressões explícitas para as funções que

determinam a evolução do momento magnético médio:√
Ωiσ = [cos(Ωit)− 1] sinh(Ωiγt)+sin(Ωit) cosh(Ωiγt)− i {[cos(Ωit)− 1] cosh(Ωiγt) + sin(Ωit) sinh(Ωiγt)} ,

S = [1− cos(Ωit)]/Ωi, Ṡ = sin(ωit), χ = sin(Ωit)/Ωi, χ̇ = cos(Ωit),

SΩ = −
√

Ωi {sin(Ωit)S2(t) + cos(Ωit)C2(t)− 2 cosh(2Ωiγt)} ,

SY = [2− cos(Ωit)]C1(t)− sin(Ωit) sinh(2Ωiγt)/2,

Sρ = −
√

Ωi {sin(Ωit)S2(t) + 2 cos(Ωit) [C1(t)− 1]− 2C2(t)} ,

onde

S2(t) = sinh(2Ωiγt)− sinh(Ωiγt), C2(t) = cosh(2Ωiγt)− cosh(Ωiγt), C1(t) = cosh2(Ωiγt)− cosh(Ωiγt).

As fórmulas que descrevem as �utuações quânticas da energia e do momento magnético são muito

complicadas para o calibre de Landau. Por este motivo, não os consideramos aqui.

4.6 Calibre Landau: exemplos explícitos

4.6.1 Uma redução linear inversa do campo magnético

Expressões explícitas para todas as funções necessárias, ε(t), σ(t), S(t), χ(t), podem ser obtidas para

Ω(t) = Ω0/τ , onde a mesma notação é usada na seção 4.2.1, com a substituição ω → Ω. Com o auxilio da

solução (4.55), pode-se obter a seguinte expressão explícita para a função σ(t):

σ(t) =

√
τ
[
τ−r (2r + 1)

2 − τ r (2r − 1)
2
]
− 8r

8ur
√

Ω0

+ i
4r −

√
τ [τ−r (2r + 1) + τ r (2r − 1)]

4r
√

Ω0

. (4.164)

As expressões para as funções S(t) e χ(t) são diferentes para valores reais e imaginários do coe�ciente

r =
√

1/4− u2.

Variações rápidas

No caso em que u < 1/2 temos

S(t) =

√
τ

4rΩ0

[
4r
√
τ − τ−r (2r − 1)− τ r (2r + 1)

]
, Ṡ(t) =

8r
√
τ + τ−r (2r − 1)

2 − τ r (2r + 1)
2

8ur
√
τ

,
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χ(t) =
t0
√
τ

2r

(
τ r − τ−r

)
, χ̇(t) =

τ−r (2r − 1) + τ r (2r + 1)

4r
√
τ

.

Então, as seguintes expressões explícitas para as funções nas equações (4.146)-(4.148) podem ser obtidas:

KΩ(t) =
Ω0

4r2τ

[(
τ−r − τ r

)2
+ 8r2

]
, Kρ =

Ω0 (τ−r − τ r)
4r2τ

[
τ−r − τ r + 2r

√
τ
]
,

U(t) =

√
Ω0

u
+

√
Ω0

4ur
√
τ

[
τ−r (1− 2r)− τ r (2r + 1)

]
, V (t) =

√
Ω0

2r
√
τ

(
τ−r − τ r

)
.

Os principais termos dessas expressões para τ � 1 resultam nos seguintes coe�cientes da equação (4.147):

KΩ ≈
Ω0

4r2
τ−δ, KY ≈

Ω0

4r2
τ−δ +

Ω0

u2

[
1− 2r + 1

4r
τ−δ/2

]2

, Kρ ≈
Ω0

4r2

[
τ−δ − 2rτ−δ/2

]
, δ = 1− 2r.

Se u � 1, então r ≈ 1/2 e δ ≈ 2u2. Se a variável do tempo τ não é extremamente grande, de modo que

τ−δ ≈ 1, chegamos na fórmula E(t)/Ei = (1 + s−1Υ)/2, coincidindo com a fórmula de aproximação do salto

repentino com Ωf = 0 da seção 4.5.1. Por outro lado, se τ = ∞, então KΩ(∞) = Kρ(∞) = 0, enquanto

KY (∞) = Ω0/u
2. Isso resulta em uma razão assintótica diferente de zero

E(∞)/Ei = s−1Υ/(2u2), (4.165)

que pode ser muito alta se u � 1. Esta é uma grande diferença em relação ao caso do calibre circular

considerado na seção 4.2.1, onde a energia média decai para o valor nulo. No entanto, a razão assintótica

(4.165) pode ser alcançada para valores de tempo extremamente grandes, uma vez que as correções relativas

são da ordem de τ−u
2

. Consequentemente, um erro de 10% pode ser alcançado para τ ∼ 101/u2

. Por

exemplo, tomando u = 0.1, precisamos que τ ∼ 10100.

As funções dependentes do tempo que determinam a evolução do momento magnético médio de

acordo com a equação (4.155) tem a seguinte forma:

SΩ(t) =

√
Ω0

2rτ

(
4r
√
τ − T−

)
, (4.166)

SY (t) =

(
4r2τ + τ − 2

)
T− − 4r (τ + 1)T+ + 16r

√
τ

8ru2
√
τ

, (4.167)

Sρ(t) =

√
Ω0

16ru2
√
τ

{[
τ − 5 + 4r2 (3τ − 1)

]
T− − 2r

(
4r2 + 3

)
(τ + 1)T+ + 32r

√
τ
}
, (4.168)

onde

T+ = τ r + τ−r, T− = τ r − τ−r.

Variações lentas

Se u > 1/2, então, usando a notação γ =
√
u2 − 1/4 = ir e ν = γ ln(τ), podemos escrever

ε(t) =

√
τ

2γ
√

Ω0

[2γ cos(ν)− sin(ν) + 2iu sin(ν)] , ε̇(t) =

√
Ω0

2γ
√
τ

[2iγ cos(ν) + i sin(ν)− 2u sin(ν)] ,

KΩ = 2Ω0/τ + Ω0 sin2(ν)/(γ2τ),

σ(t) =

√
τ
[(

4γ2 − 1
)

sin(ν) + 4γ cos(ν)
]
− 4γ

4uγ
√

Ω0

+ i

√
τ [sin(ν)− 2γ cos(ν)] + 2γ

2γ
√

Ω0

,

S(t) =

√
τ

2γΩ0

[
2γ
√
τ − 2γ cos(ν)− sin(ν)

]
, Ṡ(t) =

(
4γ2 − 1

)
sin(ν) + 4γ [

√
τ − cos(ν)]

4uγ
√
τ

,
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χ(t) =
t0
√
τ sin(ν)

γ
, χ̇(t) =

2γ cos(ν) + sin(ν)

2γ
√
τ

,

V (t) = −
√

Ω0 sin(ν)

γ
√
τ

, U(t) =

√
Ω0

u
−
√

Ω0

2uγ
√
τ
{2γ cos(ν) + sin(ν)} .

A presença do termo constante
√

Ω0/u na expressão para U(t) impõe restrições à validade da aproximação

adiabática para o calibre de Landau. Se este termo estivesse ausente, teríamos a relação E(t)/Ei ≈ Ω(t)/Ωi

(com correções oscilantes da ordem de u−2 se u� 1) para qualquer valor da variável de tempo t, de forma

semelhante à equação (4.63). No entanto, no presente caso, esta relação se mantém apenas sob a condição

τ � u2, ou seja, t � t0(Ω0t0)2. Para valores maiores de t, a verdadeira energia média tende para o valor

assintótico �nito E(∞) = Eis−1Υ/(2u2). Embora este valor seja pequeno para u � 1, é diferente de zero.

Certamente, esta falha da aproximação adiabática para tempos muito grandes se deve à existência da função

σ(t), além da solução ε(t), para o calibre de Landau.

As funções dependentes do tempo determinam a evolução do momento magnético médio de acordo

com a equação (4.155) tem a seguinte forma:

SΩ(t) =

√
Ω0

4γ2
√
τ

{√
τ
[
8γ2 + sin2(ν)

]
− 4γ sin(ν)

}
, (4.169)

SY (t) =
cos(ν)

[√
τ cos(ν)− 16γ2 (τ + 1)

]
− 4γ sin(ν)

(
4γ2τ − τ + 3

)
+
√
τ
(
32γ2 − 1

)
16u2γ2

√
τ

, (4.170)

Sρ(t) =
√

Ω0

cos(ν)
[√
τ cos(ν) + 8γ2 (τ + 1)

(
2γ2 − 1

)]
− 8γ sin(ν)

[
γ2 (3τ + 1) + 2

]
+
√
τ
(
32γ2 − 1

)
16u2γ2

√
τ

.

(4.171)

Se u ≈ γ � 1 e τ � 1, então, SΩ(t) ≈ 2
√

Ω0, Sρ(t) ≈
√

Ω0τ cos(ν) e SY (t) ≈ 0 (sendo da ordem de
√
τ/γ).

Portanto,

M(t) ≈ −µBC
[
1− ρ

√
τ cos(ν)/2

]
, (4.172)

e esta fórmula coincide com (4.160) para Ω(t) = Ω0/τ .

Caso intermediário

Se u = 1/2, então,

ε(t) =

√
τ [2 + (i− 1) ln(τ)]

2
√

Ω0

, ε̇(t) =

√
Ω0 [2i+ (i− 1) ln(τ)]

2
√
τ

,

σ(t) =

√
τ [4− ln(τ)]− 4

2
√

Ω0

+ i

√
τ [ln(τ)− 2] + 2

2
√

Ω0

,

S(t) =

√
τ [2
√
τ − ln(τ)− 2]

2Ω0
, Ṡ(t) =

4
√
τ − ln(τ)− 4

2
√
τ

,

χ(t) =

√
τ ln(τ)

2Ω0
, χ̇(t) =

ln(τ) + 2

2
√
τ

,

dessa maneira, temos

E(τ)/Ei =
1

2τ

(
ln2(τ) + 2 + 2s−1Υ

{
2 (τ + 1) + [2 + ln(τ)]

[
ln(τ)− 2

√
τ
]}
− 2ρ ln(τ)

[
ln(τ)−

√
τ
])
,

(4.173)

com a razão assintótica diferente de zero E(∞)/Ei = 2s−1Υ.
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A comparação entre as funções E(t)/Ei para os calibres circular e de Landau no caso da redução

linear inversa do campo magnético B(t) = B0/(1 + t/t0) é dada na �gura 4.21. Os parametros B0 e t0

são considerados iguais para os dois calibres. O parâmetro u = Ω0t0 = 1/2 é escolhido para o calibre de

Landau. Portanto, a razão E(t)/Ei vai assintoticamente para o valor diferente de zero 2s−1Υ. No entanto,

como Ω = 2ω, o valor correspondente do parâmetro uc = ω0t0 para o calibre circular é duas vezes menor:

uc = 1/4. Isso signi�ca que a evolução no calibre circular é dada pela equação (4.56) com r =
√

3/4. Neste

caso, a razão E(t)/Ei vai assintoticamente a zero aproximadamente quando τ−0.14.
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Figura 4.21: A razão E(τ)/Ei em função do tempo adimensional τ = 1 + t/t0 para os calibres circular e

de Landau com a mesma frequência de cíclotron inicial Ω0 e parâmetro de escala de tempo t0, no caso do

decaimento linear inverso do campo magnético B(t) = B0/(1+ t/t0). Esquerda: baixa temperatura, ρ = 0,

Υ = 1. Direita: alta temperatura, ρ = 1, Υ = 10.

A �gura 4.22 mostra a evolução do momento magnético médio nas mesmas condições. O momento

magnético médio no caso do calibre Landau com u = 1/2 se comporta como

M(τ) = − µBC
2
√
τ

{
2
√
τ − ln(τ) + s−1Υ

[
ln(τ) (τ − 2)− 4

(√
τ − 1

)2]
−ρ

2

[
ln(τ) (τ − 5) + 16

√
τ − 6 (1 + τ)

] }
. (4.174)

O principal termo desta expressão para τ � 1 éM(τ) ≈ −µBC
√
τ ln(τ)

(
2s−1Υ− ρ

)
/4.

4.6.2 Redução exponencial do campo magnético

Outro exemplo de soluções explícitas em termos de funções elementares corresponde à dependência

Ω(t) = Ω0

√
2/ cosh(Ω0t). Em todos os outros casos, não conseguimos calcular a integral (4.141) analitica-

mente. Usando a solução (4.80) para ε(t) (com ω substituído por Ω), pode-se encontrar todas as funções

adicionais necessárias. Por uma questão de simplicidade, assumimos aqui que Ω0 = 1. Então,

ε(τ) = 2−1/4
[
1− τ tanh(τ) + i

√
2 tanh(τ)

]
, σ(τ) = 21/4

[
τ − i

√
2

cosh(τ)
+ i
√

2

]
, (4.175)

S(τ) =
√

2

[
1

cosh(τ)
− 1 + τ tanh(τ)

]
, χ(τ) =

2τ

cosh(τ)
+ τ − 2 tanh(τ). (4.176)
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Figura 4.22: O momento magnético médio M(τ) em função do tempo adimensional τ = 1 + t/t0 para

os calibres circular e de Landau com a mesma frequência de cíclotron inicial Ω0 e parâmetro de escala de

tempo t0, no caso do decaimento linear inverso do campo magnético B(t) = B0/(1 + t/t0). Esquerda:

baixa temperatura, ρ = 0, Υ = 1. Direita: alta temperatura, ρ = 1, Υ = 10.

Evolução da energia média

A energia média, neste caso, é dada pela equação (4.146) com os seguintes coe�cientes dependentes

do tempo:

KΩ =
2 + [τ + sinh(τ) cosh(τ)]

2

√
2 cosh4(τ)

+

√
2
{

2 tanh2(τ) + [1− τ tanh(τ)]
2
}

cosh2(τ)
, (4.177)

V (τ) =
21/4

[
2 + τ sinh(τ)− cosh2(τ)− cosh(τ)

]
cosh2(τ)

, U(τ) =
τ + sinh(τ) [cosh(τ)− 2]

21/4 cosh2(τ)
, (4.178)

Kρ =
21/4 [1− τ tanh(τ)]V (τ)

cosh(τ)
− [τ + sinh(τ) cosh(τ)]U(τ)

21/4 cosh2(τ)
. (4.179)

Quando τ →∞, então,

E(∞)/Ei = (1 + 3s−1Υ + 2ρ)/4. (4.180)

O lado direito desta equação é quatro vezes maior do que o calibre circular em armadilhas isotrópicas a

temperatura zero com a mesma razão ωi/Ω0: veja a equação (4.79). No entanto, a situação pode ser

invertida para armadilhas iniciais fortemente anisotrópicas com s� 1, quando Ecirc(∞)� ELand(∞).

Evolução do momento magnético médio

Os coe�cientes dependentes do tempo do momento magnético médio (4.155) assumem a seguinte

forma:

SΩ =
21/4

cosh2(τ)

[(
τ2 + 3

)
cosh(τ)− τ sinh(τ)− 1

]
, (4.181)

SY =

√
2

cosh2(τ)

[
− cosh2(τ) +

(
τ2 + 3

)
cosh(τ)− 3τ sinh(τ) + τ2 − 2

]
, (4.182)

Sρ =
21/4

cosh2(τ)

[
cosh2(τ)− 2

(
τ2 + 1

)
cosh(τ) + 2τ sinh(τ)− τ2 + 3

]
. (4.183)
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O valor assintótico quando τ →∞ é sempre positivo, mesmo no limite de temperatura zero:

M(∞) = µBC
(
ρ+ s−1Υ

)
/2. (4.184)

4.6.3 Dinâmica do �salto rápido para zero�

Mais um exemplo simples é o caso em que Ω(t) = Ωi/ cosh(κt) com κ� Ωi. Como foi mostrado na

seção 4.4.2, a função ε(t) neste caso, pode ser escolhida como ε(t) = Ω
−1/2
i (1 + iΩit). No entanto, ao calcular

a função σ(t), pode-se negligenciar o termo iΩit, uma vez que a função Ω(t) vai para zero exponencialmente

em t ∼ κ−1, quando Ωit ∼ Ωi/κ� 1. Consequentemente, a função σ(t) é real nesta aproximação. Portanto,

S(t) ≡ 0 e χ(t) = t. Então, as equações (4.146)-(4.148) resultam na fórmula

E(t)/Ei =
1

2

{
1 +

1

cosh2(τ)
+ s−1Υ

[
1− 1

cosh(τ)

]2

+
2ρ

cosh(τ)

[
1− 1

cosh(τ)

]}
. (4.185)

As equações (4.155)-(4.158) levam à seguinte expressão para o momento magnético médio dependente do

tempo:

M(t) = − µBC
2

{
1 +

1

cosh(τ)
− s−1Υ

[
1− 1

cosh(τ)

]
− 2ρ

cosh(τ)

}
, M(∞) = − µBC

2

(
1− s−1Υ

)
.

(4.186)

Esta fórmula coincide com (4.139) para armadilhas isotrópicas (s = 1). No entanto, o comportamento é

diferente se s 6= 1. Em particular,MLand(∞) é positivo para s−1Υ > 1 e negativo para s−1Υ < 1, enquanto

queMcirc(∞) é positivo para qualquer valor de s e Υ (a não ser que s = Υ = 1).

A comparação das funções E(τ) eM(τ) para os calibres circular e de Landau no caso da redução ex-

ponencial �suave� do campo magnéticoB(t) = B0/ cosh(κt) é feita nas �guras 4.23 e 4.24. Nós consideramos

dois valores da razão µLand = Ωi/κ (normalizada pelo frequência do cíclotron): µLand =
√

2 e µLand � 1.

No primeiro caso, usamos as funções (4.146) e (4.155) com os coe�cientes (4.177)-(4.179) e (4.181)-(4.183),

respectivamente, para o calibre Landau. No entanto, como Ω(t) = 2ω(t) para o mesmo campo magnético,

deve-se lembrar que µcirc = µLand/2. Por este motivo, os grá�cos para o calibre circular são feitos usando

as fórmulas da seção 4.4.2 com µcirc =
√

2/2. Portanto, o valor assintótico (4.180) deve ser comparado com

o valor dado pelas equações (4.134) e (4.136) para ν = (
√

3− 1)/2. Nesse caso, Dq ≈ (−0.43 + 0.48i)/
√
ωi

e Ecirc(∞)/Ei ≈ 0.21 (1 + s0Υ) + 0.05ρ.

Quando µLand � 1, este parâmetro não está nas fórmulas para E(τ) eM(τ). Neste caso, usamos

as equações (4.185) e (4.186) para o calibre de Landau. As equações usadas para o calibre circular foram

(4.137) e (4.139). A coincidência das razões ELand(∞)/Ei para dois valores do parâmetro µ no caso de baixa

temperatura é acidental: essas razões são diferentes se s−1Υ 6= 1.

4.7 Discussão

Neste capítulo obtivemos muitos resultados exatos que descrevem a dinâmica governada pelo ha-

miltoniano (1.1) com dois calibres: o circular e o de Landau. Essa dinâmica parece bastante abrangente,

vinculada à dependência concreta do campo magnético em relação ao tempo B(t). Todos os exemplos e �gu-

ras analíticas explícitas mostram claramente que a dinâmica pode ser bastante diferente para os dois calibres
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Figura 4.23: As razões E(τ)/Ei nas armadilhas isotrópicas (s = 1) em função do tempo adimensional

τ = κt para os calibres circular e de Landau com B(t) = B0/ cosh(κt). Linhas sólidas: µLand =
√

2 e

µcirc =
√

2/2. Linhas tracejadas: µLand � 1 e µcirc � 1. Esquerda: o caso de baixa temperatura,

ρ = 0, Υ = 1.Direita: o caso de alta temperatura, ρ = 1, Υ = 10.
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Figura 4.24: O momento magnético médio M(τ) nas armadilhas anisotrópicas com s = 2 em função do

tempo adimensional τ = κt para os calibres circular e de Landau com B(t) = B0/ cosh(κt). Linhas sólidas:

µLand =
√

2 e µcirc =
√

2/2. Linhas tracejadas: µLand � 1 e µcirc � 1. Esquerda: o caso de baixa

temperatura, ρ = 0, Υ = 1.Direita: o caso de alta temperatura, ρ = 1, Υ = 10.

com o mesmo campo magnético dependente do tempo, pois as geometrias dos campos elétricos induzidos são

diferentes. A única exceção é o caso da variação adiabática do campo magnético, desde que a razão entre as

frequências �nal e inicial não seja muito pequena, de tal maneira que a solução adiabática simples (4.149)

para a equação (4.1) possa ser justi�cada. Consequências importantes dos numerosos exemplos considerados

neste capítulo são as condições de validade de duas aproximações frequentemente usadas: a de �salto repen-

tino� e a adiabática. Para as variações monótonas da frequência do cíclotron Ω(t), um parâmetro simples

que distingue entre os dois casos extremos é a razão µ = Ωi/κ, onde κ
−1 é um tempo característico da

transição da frequência inicial Ωi para a �nal Ωf . Formalmente, o �salto repentino� corresponde a µ � 1,

enquanto a aproximação adiabática corresponde a µ � 1. No entanto, nossos exemplos mostram que, em

muitos casos, uma precisão razoável das aproximações pode ser alcançada quando µ é algumas vezes menor
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ou maior do que a unidade. Praticamente, os valores µ = 0.1 e µ = 10 podem ser su�cientes. Esse resultado

é importante, porque justi�ca a razoabilidade da abordagem de �salto repentino� em inúmeras aplicações, em

particular, em nossos artigos [26�28] e nos capítulos anteriores deste trabalho. No entanto, tais justi�cativas

não são universais: elas funcionam bem somente se o �tempo de transição� for bem de�nido, como nos casos

do decaimento tipo exponencial. Para leis de evolução da frequência mais lenta, a situação pode ser mais

complicada: veja as seções 4.2.1, 4.2.2 e 4.6.1.

Um caso excepcional interessante é quando Ωf = 0. Já é sabido há muito tempo (começando,

talvez, na referência [44]) que a descrição do limite de transição de um campo magnético diferente de zero

para o movimento livre é um problema não trivial. Nossos resultados mostram que os valores médios da

energia e do momento magnético tendem a alguns valores constantes, que são diferentes para os calibres

de Landau e circular. Além disso, esses valores constantes são sensíveis às formas concretas da frequência

dependente do tempo Ω(t). Por exemplo, os valores de Ecirc(∞) eMcirc(∞) não dependem da velocidade

do decaimento da frequência para o �decaimento exponencial suave� Ω(t) = Ωi/ cosh(κt). Por outro lado, os

valores �nais análogos para o calibre de Landau dependem fortemente do parâmetro κ no caso anisotrópico:

até os sinais dos momentos magnéticos �nais podem ser opostos. Imagens muito diferentes são observadas

quando as formas assintóticas da função Ω(t) são não exponenciais, por exemplo, as leis de potência inversa

Ω(t) ∼ t−b com b > 0. Se b = 2, as �guras 4.4 e 4.5 ainda mostram a existência de valores �nitos Ecirc(∞)

eMcirc(∞), que são bem diferentes do caso da redução exponencial. Por outro lado,Mcirc(t) eMLand(t)

podem crescer ilimitadamente quando t→∞ se b = 1 e a escala de tempo característica t0 for relativamente

pequena: veja as �guras 4.3 e 4.22. Outra característica intrigante do caso especial em que b = 1 é que nem

as aproximações adiabáticas nem as de salto repentino funcionam em todo o eixo do tempo, embora ambas

as aproximações possam ter sentido dentro de alguns intervalos de tempo limitados para valores apropriados

dos parâmetros. Em particular, sob a condição Ω0t0 � 1, a energia média e o momento magnético atingem

rapidamente os valores previstos pelas fórmulas de aproximação do salto repentino, como se poderia esperar.

Um resultado totalmente inesperado é que após longos intervalos de tempo as funções E(t) eM(t) tendem a

valores �nais que são muito diferentes das previsões do salto repentino (e diferentes para os calibres circular

e de Landau). Talvez isso seja consequência da ausência de um valor bem de�nido do �tempo de transição�

para esse tipo de evolução, com uma �extremidade� não exponencial muito longa. Provavelmente, um estudo

de uma situação mais geral, com um valor arbitrário do parâmetro b, poderia ser interessante. No entanto,

deixamos esse problema para um outro trabalho.

Embora a escolha de Ωf = 0 nos permita encontrar várias soluções simples e exatas para a equação

(4.1), é necessário lembrar que esse limite no hamiltoniano Ĥ0, dado pela equação (1.1), pode ser duvidoso do

ponto de vista da descrição de situações físicas reais, em que uma partícula quântica está sempre con�nada

dentro de algum recipiente ou armadilha. Provavelmente, um hamiltoniano mais adequado, neste caso, pode

ser obtido na forma

Ĥg = Ĥ0 +M
(
g2

1 x̂
2 + g2

2 ŷ
2
)
/2. (4.187)

Uma investigação preliminar nessa direção para o calibre circular e g1 = g2 foi realizada recentemente no

artigo [114]. Parece que vale a pena estudar o caso geral com g1 6= g2, especialmente em relação ao calibre

de Landau.
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Alguns resultados, principalmente relacionados ao comportamento do momento magnético, pare-

cem paradoxais. Na verdade, o valor diferente de zero do parâmetro ρ no estado inicial é necessário para que

se obtenha o valor de Landau�Darwin correto (4.3) do momento magnético médio no estado de equilíbrio de

uma partícula carregada livre em um campo magnético uniforme. No entanto, a fórmula (4.34) fornece um

momento magnético médio oscilante, mesmo no caso em que a frequência é constante ω (quando essa fórmula

é exata). Por outro lado, todos os valores médios não podem depender do tempo em qualquer estado de

equilíbrio descrito pelo operador de densidade ρ̂ = exp(−βĤ), se Ĥ é independente do tempo. Uma possível

explicação para essa controvérsia é que a matriz de covariâncias (1.30) corresponde, estritamente falando, ao

estado de equilíbrio do sistema, descrito não pelo hamiltoniano livre Ĥ0, dado pela equação (1.1), mas pelo

hamiltoniano (4.187) com gk � ωi. Parece que o desligamento abrupto do potencial parabólico con�nante

em t = 0 transforma o estado de equilíbrio do hamiltoniano Ĥg no estado de não equilíbrio do hamiltoniano

Ĥ0, assim, a evolução posterior de algumas quantidades torna-se dependente do tempo. O hamiltoniano

(1.1) possui muitas características atrativas, relacionadas à existência das constantes de movimento xc e yc.

Por outro lado, provavelmente, é simpli�cado demais em alguns aspectos, porque, por exemplo, o operador

de densidade de equilíbrio formal exp(−βĤ0) não pode ser normalizado: seu traço é igual ao in�nito. Esse

assunto precisa de um estudo mais detalhado.

Mais um problema intrigante está relacionado ao caso da variação muito lenta da frequência do

cíclotron Ω(t). À primeira vista, é su�ciente usar uma solução simples (4.149) para se calcular todos os

valores médios e probabilidades [11,115]. Uma consequência imediata é a dependência linear Ef/Ei = ωf/ωi

(o conhecido invariante adiabático), claramente visto nas �guras 4.7 e 4.15 para quaisquer valores dos

parâmetros s0Υ e ρ. Contudo, a solução (4.149) não é válida quando a frequência �ca próxima de zero,

especialmente quando passa pelo valor zero e se torna negativa. Dois exemplos para o calibre circular nas

seções 4.3.1 e 4.4.1 mostram que a razão Ef/Ei como função de |ωf |/ωi é novamente uma linha reta quando

ωf < 0, mas o coe�ciente de proporcionalidade é maior do que a unidade: é igual a 3 no regime de baixa

temperatura, enquanto pode ser ainda maior no regime de alta temperatura. Infelizmente, não sabemos o

que pode acontecer para o calibre de Landau, já que não conseguimos encontrar soluções explícitas quando

ω(t) < 0 para esse calibre (exceto para a aproximação de salto repentino). Esse é um desa�o para estudos

futuros, assim como a obtenção de soluções explícitas para o caso adiabático geral com um parâmetro de

calibre arbitrário α e frequência �nal negativa ωf .

Vale ressaltar que o potencial vetor linear (1) com qualquer função dependente do tempo B(t) é, de

fato, uma aproximação na ausência de correntes externas distribuídas. No entanto, essa aproximação é muito

boa no caso não relativístico, porque a escala de não homogeneidade espacial do campo eletromagnético é

proporcional à velocidade da luz c, enquanto o raio do cíclotron de uma partícula carregada (de�nindo a escala

de inomogeneidade admissível do campo magnético para o nosso modelo) é proporcional à velocidade da

partícula v � c, como já discutido na seção 3.7. Para mais detalhes pode-se consultar as referências [27,62].



Considerações �nais

Estudamos amplamente o comportamento das variâncias, da energia média e do momento mag-

nético médio de uma partícula carregada se movendo num campo magnético não estacionário descrito por

meio do potencial vetor linear geral dado pela equação (1).

No capítulo 2, considerando um salto duplo do campo magnético, mostramos que de fato não é

possível criar, a partir de estados coerentes, estados comprimidos para um calibre circular (α = 0). Por outro

lado, isso pode ser feito para qualquer outro valor do parâmetro de calibre α. Na maioria das situações, o

grau máximo de compressão é obtido para o calibre de Landau (|α| = 1). Porém, em alguns casos especí�cos,

valores intermediários de α produziram compressões mais intensas, por exemplo, para uma inversão do campo

magnético o valor |α| = 3/4 fornece a maior compressão.

No capítulo 3, os valores médios da energia e do momento magnético e suas �utuações quânticas

foram obtidos para um valor arbitrário de α ao se considerar uma situação mais simples, um salto único

do campo magnético. Ficou claro que a dinâmica da partícula depende da escolha do calibre do potencial

vetorial quando o campo magnético é variável. Veri�camos que em alguns casos é possível reduzir a energia

média da partícula (�resfriar� a partícula) mudando o campo magnético. Em particular, no limite de baixas

temperaturas, a queda máxima da energia para o calibre de Landau foi duas vezes menor que para o calibre

circular. Fornecemos uma nova possibilidade para se justi�car o pequeno valor do momento magnético médio

num estado de equilíbrio em regime de altas temperaturas, atribuindo esse fato ao acoplamento estatístico

entre as coordenadas relativas (xr, yr) e as coordenadas do centro (xc, yc), veja a seção 3.7. Tanto o momento

magnético médio quanto suas variâncias apresentaram fortes oscilações após o salto do campo magnético.

Nesse cenário, se o sinal do campo magnético permacer o mesmo, o momento magnético médio pode mudar

periodicamente de sinal. Os valores dessas �utuações são muito altos e sempre maiores que o quadrado do

valor médio do momento magnético, mesmo em regimes de baixas temperaturas. Além disso, os resultados

apresentam uma forte dependência em relação à simetria do potencial con�nante inicial.

No capítulo 4, considerando os calibres particulares circular e de Landau, obtivemos os valores

médios exatos da energia e do momento magnético para muitas formas de variações contínuas do campo

magnético. Mostramos que na maioria dos casos as aproximações de variação instantânea (considerada nos

capítulos anteriores) e de variação adiabática do campo magnético são razoáveis, exceto na situação em que

o campo magnético �nal é zero, quando essas aproximações podem falhar, principalmente quando t→ infty.

Alguns problemas interessantes �cam em aberto para estudos futuros. Um deles é a obtenção das
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soluções exatas para duas situações em que o campo magnético muda de forma assintótica para um valor

�nal negativo: a primeira é considerando o calibre de Landau e a segunda é considerando o caso adiabático

com um valor arbitrário do parâmetro de calibre α. Outro é o estudo mais detalhado do caso em que o

campo magnético varia de acordo com as leis de potência inversa Ω(t) ∼ t−b com um valor arbitrário do

parâmetro b.

Por �m, seria interessante veri�car os resultados deste trabalho em experimentos com elétrons

ou íons únicos se movendo no interior de solenoides de diferentes formatos para diferentes armadilhas de

potencial iniciais.



Apêndice A

Potencial vetor dentro de um solenóide in�nito com uma

seção transversal arbitrária

Nosso ponto de partida é a fórmula para o potencial vetor criado por uma distribuição arbitrária da

densidade de corrente elétrica j (no sistema de unidades gaussiano) [77]:

A(r) =
1

c

∫
j(r′)

|r− r′|
dV. (A.1)

Vamos considerar um solenóide cilíndrico de comprimento 2Z e uma seção transversal arbitrária. Dois

exemplos são mostrados na �gura A.1.

Suponha que a densidade de corrente seja diferente de zero em uma �na camada de espessura

τ , sendo direcionada perpendicularmente ao eixo do cilindro z e tendo o valor absoluto constante j0. O

elemento volumétrico de integração dV pode ser escolhido na forma dV = τdldz, onde dl é o elemento de

comprimento in�nitesimal ao longo das bordas do cilindro no plano horizontal xy. Estamos interessados no

potencial vetor no plano z = 0 (assumindo que −Z < z < Z para os pontos da superfície do solenóide),

tendo em mente assumir o limite Z → ∞. Podemos escrever jdV = Idldz, onde I = j0τ é a densidade

da corrente super�cial e dl é o vetor in�nitesimal ao longo do contorno da seção transversal. Então, (A.1)

assume a forma

A(x, y) =
I
c

∮
dl

∫ Z

−Z

dz

(ρ2 + z2)
1/2

, ρ2 = (x− ξ)2 + (y − η)2, (A.2)

onde (ξ, η) é um ponto na superfície do cilindro no plano z = 0, logo temos dl = (dξ, dη). A integral em

relação a dz pode ser facilmente calculada com o auxílio da substituição z = ρ sinh(χ):∫ Z

−Z

dz

(ρ2 + z2)
1/2

= 2χZ = 2 ln
[(
Z +

√
Z2 + ρ2

)
/ρ
]
.

Para Z � ρ, o lado direito pode ser escrito na forma 2 ln(2Z) + ρ2/(2Z2)− 2 ln ρ. Como∮
dl ln(2Z) = 0,

obtemos o seguinte limite de (A.2) para Z →∞:

A(x, y) = − I
c

∮
dl ln

(
ρ2
)
. (A.3)
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Esta fórmula geral é válida para qualquer solenóide cilíndrico in�nito, com uma seção transversal arbitrária

(desde que a densidade de corrente super�cial não dependa de z). Pode-se �car infeliz ao ver a quantidade

dimensional ρ2 no argumento da função logarítmica. No entanto, pode-se tornar esse argumento adimen-

sional, acrescentando ao lado direito da equação (A.3) a expressão
∮

dl ln(S) = 0, onde S pode ser uma

constante arbitrária com dimensão quadrática de comprimento. De qualquer maneira, nenhum erro com a

dimensionalidade aparecerá nos resultados �nais.

Para um solenóide elíptico com os eixos iguais a 2a e 2b, pode-se usar a parametrização ξ = a cosϕ

e η = b sinϕ. Então, as duas componentes do potencial vetor podem ser escritas como Ax

Ay

 = − I
c

∫ 2π

0

dϕ

 −a sinϕ

b cosϕ

 ln
[
(x− a cosϕ)2 + (y − b sinϕ)2

]
. (A.4)

Pode-se veri�car que a mudança da variável de integração ϕ = ψ − π/2, junto com as substituições x→ y,

y → −x e a ↔ b, transformam a integral para Ax na integral para Ay. Portanto, é su�ciente calcular Ax.

No entanto, o cálculo da integral (A.4) para quatro parâmetros arbitrários, a, b, x, y, é bastante complicado.

Sendo assim, vamos assumir que |x| � a e |y| � b. Isso signi�ca que consideramos o movimento em

uma região relativamente pequena dentro do solenóide cujos tamanhos perpendiculares são su�cientemente

grandes. Pode-se notar que integral (A.4) é nula para x = y = 0, já que, nesse caso, o integrando é uma

função ímpar. Levando em consideração apenas termos lineares com relação a x e y, chegamos à fórmula

Ax = − 2abyI
c

∫ 2π

0

dϕ sin2 ϕ

a2 cos2 ϕ+ b2 sin2 ϕ
. (A.5)

A integral proporcional a x é igual a zero, pois o integrando relacionado é uma função ímpar de ϕ. A integral

em (A.5) pode ser escrita na forma∫ 2π

0

dψ(1− cosψ)

a2 + b2 + (a2 − b2) cosψ
= −

∮
|z|=1

dz

iz

(z − 1)2

(a2 − b2) (z2 + 1) + 2 (a2 + b2) z
,

onde ψ = 2ϕ e z = exp(iψ). O integrando da integral de linha tem dois pólos dentro do círculo: |z| = 1:

z1 = 0 e z2 = (b− a)/(b+ a). Usando o método de resíduos, chegamos à fórmula∫ 2π

0

dϕ sin2 ϕ

a2 cos2 ϕ+ b2 sin2 ϕ
=

2π

b(a+ b)
. (A.6)

Consequentemente, as componentes do potencial vetor próximas ao centro do solenóide elíptico assumem as

formas

Ax = − Bay

a+ b
, Ay =

Bbx

a+ b
, B = 4πI/c, (A.7)

onde B é a intensidade do campo magnético uniforme dentro do solenóide. Comparando (1) com (A.7),

obtemos a relação entre o parâmetro α e os semi-eixos do solenóide elíptico:

α = (a− b)/(a+ b). (A.8)

Na verdade, o potencial vetor linear (1) existe para uma forma arbitrária da seção transversal do

solenóide, possuindo uma simetria em relação às re�exões dos eixos x e y, dentro de uma pequena região (em

comparação com os tamanhos transversais do solenóide) perto do centro. Por exemplo, vamos considerar a

seção transversal retangular −a ≤ ξ ≤ a e −b ≤ η ≤ b. Então, a fórmula (A.3) leva a

Ay =
I
c

∫ b

−b
dη ln

[
(η − y)2 + (x+ a)2

(η − y)2 + (x− a)2

]
. (A.9)
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As integrais inde�nidas correspondentes podem ser calculadas exatamente:∫
dz ln

(
z2 + g2

)
= z ln

(
z2 + g2

)
− 2z + 2g tan−1(z/g).

No entanto, a fórmula exata resultante para Ay é muito complicada. Por outro lado, expandindo o integrando

em (A.9) em relação a x e y, obtemos, em uma aproximação linear:

Ay =
I
c

∫ b

−b

4axdη

a2 + η2
= (2/π)Bx tan−1(b/a). (A.10)

Nesse caso,

α = 1− (4/π) tan−1(b/a). (A.11)

Para mostrar como o potencial vetorial (1) com |α| > 1 pode ser criado, vamos considerar o

solenóide côncavo com dois limites hiperbólicos, (ξ/a)2−(η/b)2 = 1, com as parametrizações ξ = ±a cosh(χ)

e η = b sinh(χ). Já que a corrente deve �uir ao longo do circuito fechado, supomos que −χm < χ < χm,

para que o circuito seja fechado por duas linhas retas η = ±b sinh(χm). Nesta geometria, a componente Ay

é determinada apenas pela corrente nos limites hiperbólicos. Pode ser escrita na forma (se a corrente �uir

no sentido anti-horário)

Ay =
I
c

∫ χm

−χm

b coshχdχ ln

[
(b sinhχ− y)2 + (x+ a coshχ)2

(b sinhχ− y)2 + (x− a coshχ)2

]
. (A.12)

Na aproximação linear, em relação às variáveis x e y, chegamos à integral

Ay =
4abxI
c

∫ χm

−χm

dχ cosh2 χ

a2 cosh2 χ+ b2 sinh2 χ
. (A.13)

Essa integral pode ser calculada exatamente [113]. O resultado é

Ay =
2Babx

π (a2 + b2)

[
χm +

b

a
tan−1

(
b

a
tanhχm

)]
. (A.14)

Consequentemente,

α = 1− 4ab

π (a2 + b2)

[
χm +

b

a
tan−1

(
b

a
tanhχm

)]
. (A.15)

Se χm � 1, então α é próximo à 1. Mas α pode ser menor que −1 para valores su�cientemente altos do

parâmetro χm. Em particular, se χm � 1 e a = b, então α ≈ 1/2− 2χm/π.

A aproximação linear para o potencial vetor pode ser justi�cada se o tamanho transversal do

solenóide for muito maior que o raio de Larmor da partícula carregada RL = |v/ω|. Para uma partícula

quântica com a energia mínima ~ω0/2, tem-se RL0 =
√

~/(mω0) =
√
c~/(eB0). Para se ter uma idéia

das ordens de grandeza dos parâmetros, consideramos um elétron se movendo em um campo magnético da

ordem de B0 = 103 G. Então, ω0 ∼ 2× 1010 s−1 e RL0 ∼ 10−5 cm. Portanto, a aproximação linear é muito

boa para solenóides cujas dimensões transversais são muito maiores que 1mm e campos magnéticos mais

fortes do que 1G.
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(ξ,η)
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Figura A.1: Esquerda: A seção transversal do solenóide elíptico com a razão entre os eixos a/b = 2,

produzindo o potencial vetor (1) com α = 1/3. Direita: A seção transversal do solenóide hiperbólico com

α ≈ −3/2.



Apêndice B

Os momentos de quarta ordem em termos dos de

segunda ordem para os estados gaussianos

As seguintes relações são mantidas nos estados gaussianos, como casos especiais da fórmula geral

(3.25):

x4
r = 3

(
x2
r

)2

, y4
r = 3

(
y2
r

)2

,

x2
ry

2
r = 〈x̂2

r ŷ
2
r+ŷ2

r x̂
2
r+x̂rŷrx̂rŷr+ŷrx̂rŷrx̂r+x̂rŷ

2
r x̂r+ŷrx̂

2
r ŷr〉/6 = 〈x̂2

r ŷ
2
r+ŷ2

r x̂
2
r〉/2−[x̂r, ŷr]

2/2 = x2
r·y2

r+2 (xryr)
2
.

Portanto, 〈x̂2
r ŷ

2
r + ŷ2

r x̂
2
r〉 = 2x2

r · y2
r + 4 (xryr)

2
+ [x̂r, ŷr]

2. Como [x̂r, x̂c] = [ŷr, ŷc] = 0, então

〈x̂2
c x̂

2
r + ŷ2

c ŷ
2
r〉 = x2

cx
2
r + y2

cy
2
r = x2

c · x2
r + y2

c · y2
r + 2

[
(xcxr)

2
+ (ycyr)

2
]
.

No caso de quatro operadoras diferentes, temos

xcycxryr = 〈x̂cŷcx̂rŷr+ŷcx̂cŷrx̂r+x̂cŷcŷrx̂r+ŷcx̂cx̂rŷr〉/4 = 〈x̂cŷcx̂rŷr + ŷcx̂cŷrx̂r〉/2 + [x̂r, ŷr] [ŷc, x̂c] /4

= xcyc · xryr + xcxr · ycyr + xcyr · ycxr.

No caso em estudo, xcyc = ycxc = 0 antes e depois do salto. Além disso, [x̂r, ŷr] = [ŷc, x̂c]. Portanto,

〈x̂cŷcx̂rŷr + ŷcx̂cŷrx̂r〉 = 2 (xcxr · ycyr + xcyr · ycxr)− [x̂r, ŷr]
2
/2.

Outra relação útil é xcy2
rxr = 〈x̂c

(
ŷ2
r x̂r + x̂rŷ

2
r + ŷrx̂rŷr

)
〉/3. Mas 〈ŷrx̂rŷr〉 =

〈
ŷ2
r x̂r + x̂rŷ

2
r

〉
/2.

Portanto, xcy2
rxr = 〈x̂c

(
ŷ2
r x̂r+x̂rŷ

2
r

)
〉/2 = 2xcyr · yrxr + xcxr · y2

r , logo

〈x̂c
(
ŷ2
r x̂r + x̂rŷ

2
r

)
〉 = 4xcyr · yrxr + 2xcxr · y2

r , 〈ŷc
(
x̂2
r ŷr + ŷrx̂

2
r

)
〉 = 4ycxr · xryr + 2ycyr · x2

r.

Da mesma maneira,

〈x̂3
rx̂c〉 = 3xrxc · x2

r, 〈ŷ3
r ŷc〉 = 3yryc · y2

r .
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Apêndice C

Detalhes das soluções gerais para o calibre circular

É conveniente introduzir a matriz de rotação 2× 2

R =

∥∥∥∥∥∥ cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

∥∥∥∥∥∥ , ϕ(t) =

∫ t

0

ω(τ)dτ. (C.1)

Então, a matriz ΛQ da equação (1.18) pode ser escrita na forma

ΛQ = ω
1/2
i

∥∥∥∥∥∥ Re(ε)R Im(ε)R/(mωi)

mRe(ε̇)R Im(ε̇)R/ωi

∥∥∥∥∥∥ . (C.2)

Calculando o produto da matriz (1.21), obtemos Λq(t). Seus blocos 2× 2 têm uma estrutura semelhante,

λj(t) =

√
ωi

2ω(t)

∥∥∥∥∥∥ cj(t) sj(t)

−sj(t) cj(t)

∥∥∥∥∥∥ , (C.3)

com os seguintes coe�cientes:

c1 = a+ cosϕ− b− sinϕ, s1 = a+ sinϕ+ b− cosϕ,

c2 = a− cosϕ+ b+ sinϕ, s2 = a− sinϕ− b+ cosϕ,

c3 = a− cosϕ− b+ sinϕ, s3 = a− sinϕ+ b+ cosϕ,

c4 = a+ cosϕ+ b− sinϕ, s4 = a+ sinϕ− b− cosϕ,

onde

a±(t) = ω(t)Re(ε)± Im(ε̇), b±(t) = ω(t)Im(ε)± Re(ε̇).

Então, as equações (4.5), (4.6) e (C.3) resultam nas seguintes expressões para os blocos da matriz σq(t):

Gσr =
Gωi

4ω2(t)
(C.4)

×

∥∥∥∥∥∥ c21 + s2
1 + Υ

(
sc22 + s−1s2

2

)
− 2ρ (c1c2 + s1s2) Υs2c2

(
s−1 − s

)
Υs2c2

(
s−1 − s

)
c21 + s2

1 + Υ
(
ss2

2 + s−1c22
)
− 2ρ (c1c2 + s1s2)

∥∥∥∥∥∥ ,
Gσc =

Gωi
4ω2(t)

(C.5)

×

∥∥∥∥∥∥ c23 + s2
3 + Υ

(
sc24 + s−1s2

4

)
− 2ρ (c3c4 + s3s4) Υs4c4

(
s−1 − s

)
Υs4c4

(
s−1 − s

)
c23 + s2

3 + Υ
(
ss2

4 + s−1c24
)
− 2ρ (c3c4 + s3s4)

∥∥∥∥∥∥ ,
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Gσrc =
Gωi

4ω2(t)
(Σ0 + ΥΣΥ − ρΣρ) , (C.6)

Σ0 =

∥∥∥∥∥∥ c1c3 + s1s3 s1c3 − c1s3

c1s3 − s1c3 c1c3 + s1s3

∥∥∥∥∥∥ , ΣΥ =

∥∥∥∥∥∥ sc2c4 + s−1s2s4 s−1s2c4 − sc2s4

s−1c2s4 − ss2c4 ss2s4 + s−1c2c4

∥∥∥∥∥∥ , (C.7)

Σρ =

∥∥∥∥∥∥ c1c4 + s1s4 + c2c3 + s2s3 s1c4 + s2c3 − c1s4 − c2s3

c1s4 + c2s3 − s1c4 − s2c3 c1c4 + s1s4 + c2c3 + s2s3

∥∥∥∥∥∥ . (C.8)

Vemos que uma armadilha anisotropica (s 6= 1) complica signi�cativamente todas as fórmulas.

Portanto, em alguns casos, devemos considerar o caso mais simples em que s = 1, quando as matrizes σr e

σc são proporcionais à matriz 2× 2 unitária I2:

Gσr =
Gωi

4ω2(t)

[
|F−|2 + Υ|F+|2 − 2ρRe(F−F+)

]
I2, Gσc =

Gωi
4ω2(t)

[
|F+|2 + Υ|F−|2 − 2ρRe(F−F+)

]
I2.

(C.9)

A única matriz não diagonal para s = 1 é σrc:

Gσrc =
Gωi

4ω2(t)

∥∥∥∥∥∥ (1 + Υ)Re
(
F−F

∗
+

)
− ρRe

(
F 2
− + F 2

+

)
−2ω(1 + Υ)Re (ε̇ε∗)

2ω(1 + Υ)Re (ε̇ε∗) (1 + Υ)Re
(
F−F

∗
+

)
− ρRe

(
F 2
− + F 2

+

)
∥∥∥∥∥∥ . (C.10)



Apêndice D

Fórmulas assintóticas para κ� ωi,f no caso da frequência

dependente do tempo (4.84)

Se κ� ωi e κ� ωf , então |µ| � 1 e |γ| � 1, e precisamos das fórmulas assintóticas para a função

hipergeométrica con�uente Φ(a; c;x) com grandes valores absolutos do argumento x e do segundo parâmetro

c. A fórmula mais simples pode ser encontrada, se considerarmos c(c + 1) . . . (c + n − 1) ≈ cn na equação

(4.87). Então Φ(a; c;x) ≈ (1− x/c)−a. Usando esta aproximação, temos

Φ(1/2; 1− 2iγ; 2iµ) ≈
√
ωf
ωi
, λ ≈ iκ

ω2
i

(ωi − ωf ) , K ≈ 2ωf

[
1 + κ2 (ωi − ωf )

2
/
(
2ω4

i

)]
.

No entanto, um resultado tão simples pode ser justi�cado apenas sob a condição |x/c| < 1 [109], que é

equivalente a a desigualdade ωf > ωi/2. O caso em que a frequência �nal é negativa ωf pode ser estudado

com o auxílio de uma fórmula assintótica mais complicada [veja em [109], a equação 6.13.1(2)],

Φ(a; c; iz) ≈ Γ(c)

Γ(c− a)

(
eiπ/2

z

)a
+

Γ(c)

Γ(a)
eiz(iz)a−c. (D.1)

Que vale para z → ∞, desde que z > 0 e |c| � z. A última condição não exclui a possibilidade de que

|c| � 1, se κ � |ωf | � ωi. Então, podemos usar também a fórmula de Stirling assintótica para a função

Gamma

Γ(z) ≈
√

2π exp [(z − 1/2) ln(z)− z] , |z| � 1. (D.2)

Se c = xr − 2iγ, então

ln(xr − 2iγ) = ln(−2iγ) + ln[1 + ixr/(2γ)].

E aqui surge uma grande diferença entre os casos de valores positivos e negativos do coe�ciente γ. Se γ > 0,

então ln(−2iγ) = ln(2γ)− iπ/2, e aqui o produto z ln(z) contém a parte real −πγ. Por outro lado, se γ < 0,

ln(−2iγ) = ln(2i|γ|) = ln(2|γ|) + iπ/2,

e o produto z ln(z) contém a parte real +πγ. Ao mesmo tempo, o termo ia−c = exp[iπ(a− c)/2] na equação

(D.1) sempre tem a parte real exp(−πγ). Dessa forma, o produto Γ(c)(iz)a−c é proporcional a exp(−2πγ)
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para γ > 0, de modo que o segundo termo na equação (D.1) pode ser negligenciado, se γ � 1. Como

resultado, temos as seguintes expressões quando κ� ωf � ωi:

Φ(1/2; 1− 2iγ; 2iµ) ≈ (ωf/ωi)
1/2

, λ ≈ iκ/ωi, K(∞) ≈ 2ωf
[
1 + κ2/

(
2ω2

i

)]
.

Consequentemente, Ef/Ei ≈ ωf/ωi em ambos os casos de ωf > 0, em concordância com a �gura 4.7.

Por outro lado, o segundo termo na equação (D.1) não pode ser negligenciado, se γ < 0, já que os

dois termos exponenciais, exp(πγ) e exp(−πγ), eliminam-se mutuamente. Além disso, este termo é muito

maior do que o primeiro no caso da função Φ(3/2; 2 − 2iγ; 2iµ) com µ � |γ|. Depois de alguma álgebra,

pode-se obter as seguintes expressões [aqui Φ ≡ Φ(1/2; 1− 2iγ; 2iµ)]:

Φ ≈

√
|γ|
µ

(
i+
√

2eiρ
)
, |Φ|2 ≈ |γ|

µ

(
3 + 2

√
2 sin ρ

)
, ρ = 2(µ+ γ) + 2|γ| ln(|γ|/µ),

λ ≈ 2
√

2eiρ

i+
√

2eiρ
, Reλ ≈ 4 + 2

√
2 sin ρ

3 + 2
√

2 sin ρ
, 1− Reλ ≈ −

(
3 + 2

√
2 sin ρ

)−1

.

Então, pode-se veri�car que a identidade (4.93) é exatamente satisfeita, assim, a equação (4.97) produz

K(∞) = 6|ωf |, ou seja, Ef/Ei ≈ 3|ωf |/ωi para G = χ, ωf < 0, κ� |ωf | � ωi, novamente de acordo com a

�gura 4.7. Na verdade, este simples resultado corresponde aos termos principais das expansões assintóticas

da função hipergeométrica con�uente. A razão diferente de zero ωf/ωi resulta em algumas oscilações em

torno do valor médio, que são claramente vistas na �gura 4.7. A frequência dessas oscilações aumenta com

a diminuição do parâmetro κ, como pode ser visto na fórmula do coe�ciente ρ.



Apêndice E

Correções analíticas para a aproximação de salto

repentino para κ� ωi,f no caso da frequência dependente

do tempo (4.84)

Para encontrar correções devido à aproximação de salto instantâneo no caso de grandes, mas �nitos

valores de κ, é necessária a expansão da função hipergeométrica con�uente em relação ao seu argumento,

até os termos da ordem da κ−2:

Φ(1/2; 1− 2iγ; 2iµ) ≈ 1 + iµ− 2µγ − 3µ2/4, λ ≈ ωi − ωf
ωi

(
1 + 2iγ + iµ/2− µγ/2− 4γ2

)
.

Então, pode-se veri�car que o lado direito de (4.93) é igual a unidade até os termos da ordem da κ−2,

con�rmando a identidade (4.16). Usando (4.97), obtemos a seguinte expressão para a correção da energia

�nal (4.24) devido à duração �nita do �salto� para o calibre circular:

δE = −m(G+ χ)

4κ2
(ωf − ωi)2

[
5 (ωf + ωi)

2 − 4ω2
i

]
. (E.1)

Consequentemente, a aproximação do salto repentino pode ser bem justi�cada de fato sob a condição κ �

|ωf−ωi|. A correção (E.1) pode ser positiva para valores negativos de ωf , pertencendo ao intervalo |ωf+ωi| <

2ωi/
√

5. Caso contrário, essa correção é negativa.
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Apêndice F

Solução para o per�l de Epstein�Eckart (4.114) em toda

a linha

Introduzindo a nova variável ζ = exp(κt), pode-se transformar a equação (4.1) com a função (4.114)

para a forma

(κζ)2ε′′ + κ2ζε′ +
(ωfζ + ωi)

2

(ζ + 1)2
ε = 0, (F.1)

onde a linha signi�ca a derivada em relação a ζ. Escrevendo ε(ζ) = ζλ(1 + ζ)df(ζ), chega-se à equação

(κζ)2(ζ + 1)2f ′′ + κ2ζ(ζ + 1) [1 + 2λ+ ζ(1 + 2λ+ 2d)] f ′

+
{
κ2
[
(1 + ζ)2λ2 + d(d− 1)ζ2 + dζ(1 + ζ)(2λ+ 1)

]
+ (ωfζ + ωi)

2
}
f = 0. (F.2)

A próxima etapa é encontrar os valores dos parâmetros λ e d, que transformam a equação (F.2) para a forma

ζ(1 + ζ)f ′′ + (A+Bζ)f ′ + Cf = 0, (F.3)

com alguns coe�cientes constantes A,B,C. A condição necessária é a possibilidade de dividir o coe�ciente

em f por ζ(1 + ζ). Isso signi�ca que este coe�ciente deve ir a zero para ζ = 0 e ζ = −1. Assumindo ζ = 0,

chega-se à equação κ2λ2 + ω2
i = 0. Escolhemos a solução λ = +iωi/κ, porque leva à expressão correta

ε(t) ∼ exp(+iωit) quando t → −∞. Assumindo ζ = −1, chega-se à equação κ2d(d − 1) + (ωi − ωf )
2

= 0.

Então, comparando a equação (F.3) com (4.113), pode-se obter a solução (4.115) com coe�cientes (4.116).

A escolha do parâmetro d com o sinal negativo antes da raiz quadrada na equação (4.116) garante que

ε(t) ∼ exp(+iωit) para todos os momentos se ωi = ωf .
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Apêndice G

Funções assintóticas que descrevem o momento

magnético no calibre de Landau

A dependência do momento magnético médio está contida nas funções SΩ(t), SY (t) e Sρ(t). No

regime assintótico, essas funções são determinadas pelos coe�cientes constantes uσ, u± e suas combinações

a = u+ + u∗−, b = u+u
∗
σ − u∗−uσ, a− = u+ − u∗−, b− = u+u

∗
σ + u∗−uσ.

Para simpli�car as fórmulas, é útil introduzir quatro funções que oscilam conforme exp (i|ωf |t):

A = aei|ωf |t, B = bei|ωf |t, A− = a−e
i|ωf |t, B− = b−e

i|ωf |t.

Então,

SΩ =
√
|Ωf |Re(A− − iB−) + 2|Ωf |

√
Ωi
(
|u+|2 + |u−|2

)
/Ωf ,

SY = (|Ωf |/Ωf )
{
Re(b)Im(A− iB) + |a− ib|2

}
+
√

Ωi/|Ωf |Re(A− iB)−
√
|Ωf |/ΩiRe(uσ)Im(A+ iB),

Sρ =
ΩiRe(A)√
|Ωf |

+
√
|Ωf | [Re(A−)− Re(uσ)Re(B)− 2Re(uσ)Im(A)] +

2|Ωf |
√

Ωi
Ωf

[
|a|2 + Im(ba∗) + Re(b)/2

]
.
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