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Resumo

Com base no formalismo de Wigner, serd construida uma representacao simplética de
um campo de spin 2. Para tanto, serd empregado o produto de Moyal para construir uma
representacao simplética da mecanica quantica. Nessa representacao, a funcao de onda no
espaco de fase e a funcao de Wigner sao generalizadas para spins inteiros e aplicadas ao
campo de spin 2. E, com base na teoria de Fierz e Pauli, é proposta uma lagrangiana para

a interacao do campo de spin 2 e o campo eletromagnético.

Palavras Chaves: representagao simplética, spin 2, funcao de Wigner, espaco de fase.






Abstract

Based on Wigner’s formalism, a symplectic representation of a spin 2 field will be
constructed. Therefore, the Moyal product will be used to build a symplectic representation
of quantum mechanics. In this representation, the wave function in phase space and the
Wigner function are generalized to integer spins and applied to the spin 2 field. And, based
on the theory of Fierz and Pauli, a Lagrangian is proposed for an interaction between spin

2 field and electromagnetic field.

Keywords: symplectic representation, spin 2, Wigner function, phase space.
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Capitulo 1

Introducao

A primeira proposta de que se tem registro acerca de ondas gravitacionais foi feita por
Heaviside em 1893 ' ainda como uma analogia eletromagnética. Porém, somente depois
do surgimento da Relatividade Geral de Einstein que essa ideia ganhou um grande rigor
tedrico, com a solucao linearizada de suas equacoes 2,91, Depois das evidéncias diretas
de ondas gravitacionais obtidas pela colaboragio LIGO-VIRGO [l ¢ interesse nas per-
tubagoes do campo gravitacional cresceu. Visto que a gravidade pode ser relacionada a um
campo de spin 2, a proposta desse trabalho é estudar este campo no espago de fase.

De fato, as equacoes de Einstein aceitam solucao radiativa, que no contexto de uma
aproximacao de campo fraco, leva a uma equacao de onda. Essa equagao possui uma solugao
de onda plana para um campo de spin 2. Assim, isto leva a conjectura de que o campo
gravitacional possa ser descrito pelo campo do graviton, que seria um campo de spin 2 1,

A distribuicdo de quase-probabilidade de Wigner foi introduzida por Eugene Wigner
em 1932 Il Ele entendeu que fenomenos caracteristicos da mecanica quantica deveriam
alterar a descricao do equilibrio termodinamico. Com a intencao de realizar a correcao
necessaria, ele tentou representar funcoes de onda no espaco de fase [’ incluindo as varidveis
de momento além das de posic¢ao. O trabalho também apresentou uma importante corre¢ao
na energia potencial. O mapeamento invertivel entre os operadores Hermitianos e as fungoes
reais do espaco de fase foi introduzido por Hermann Weyl em 1927 [ ], em um contexto
relacionado a teoria de representacoes. De fato, a funcao de Wigner é a transformacao de
Wigner-Weyl da matriz de densidade; dai a realizagao desse operador no espago de fase.

O formalismo proposto por Wigner é aplicavel em varias areas, como fisica quantica,
quimica, processamento de informacio, eletronica quantica e processamento de sinall'’l.

Nesse formalismo, o sistema é descrito pela fungao de Wigner, f,,(q,p), que originalmente
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foi criada com o intuito de ser uma funcao de distribuicao no espaco de fase, mas, apesar de
ser real e normalizada, pode assumir valores negativos, o que contraria o sentido usual da
ideia de distribuicao. Por esse motivo, ficou conhecida como funcao de quasi-distribuigao.
Outra caracteristica é que as variaveis dinamicas sao representadas por funcoes no espaco
de fase e nao por operadores. No formalismo de Wigner, cada operador representado por
A e definido em um espaco de Hilbert, H, é associado a uma funcao real no espaco de
fase, I', denotada por a,(q, p)[ I, Esta associacao consiste na aplicacio Q, : A — ay(q,p)
de tal forma que, a algebra associativa de operadores em H corresponde a uma algebra
associativa, porém, nao-comutativa, em I'. Assim, o produto de operadores, em H, fica
definido em I' pelo produto de Moyal, também chamado de produto-estrela. O produto de
dois operadores é, entdo, mapeado da seguinte forma €, : AB — a,(q,p) * by(q,p) (2],
Portanto, o produto-estrela entre duas fungoes no espaco de fase corresponde ao produto
de dois operadores no espago de Hilbert e é dado por[ » 1]

aw(q,p) *bw(q,p) = aw(q,p)e

Um fato importante a ser notado é que o produto acima pode ser visto como uma aplicagao

do operador A= a,,* atuando sobre a funcao b, ou seja X(bw) = Gy * by

Utilizando o produto de Moyal, a funcao de Wigner obedece a uma equagao analoga a
de Liouville-von Neumann, com os parentéses de Moyal substituindo o comutador, isto é,
0 fuw(g, p)

ZhT = {Hw, fw}M = Hw *fw — fw *Hw'

Usando as propriedades do produto de Moyal, é possivel construir problemas de autova-
lores dentro do formalismo de Wigner. Assim, esse formalismo é considerado como uma
descricao alternativa para a mecanica quantica em relacao aquela de Schrodinger, a de Hei-
senberg ou a das integrais de caminho. Por outro lado, para se ter uma descricao completa
de um sistema quantico no espaco de fase I' é necessario: resolver a equacao de Schrodinger
do problema, introduzir o operador densidade e por fim determinar a funcao de Wigner.
Este procedimento é bastante intricado. Principalmente para sistemas nao lineares ou sis-
temas quanticos relativisticos, pois a construcao de simetrias de calibre ainda nao é bem
compreendida no formalismo. E, também, nao é possivel visualizar efeitos de superposicao.
Uma solucdo para essas dificuldades foi proposta por Oliveira et al. ' '), Estudando as
representacoes unitarias da algebra de Lie do grupo de Galilei e utilizando a nocao de

estrutura simplética associada ao produto de Moyal, a funcao de Wigner é obtida por um

2 1 x Pt Produto Estrela
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caminho alternativo ao da equacao de Liouville-von Neumann. Nesse formalismo, a equagao

de Schrodinger é deduzida de forma consistente.

A procura de resultados relativisticos, utilizando operadores do tipo a,* para estudar
representacoes unitarias do grupo de Poincaré, Amorim et al.' "l mostrou como escrever
as equagoes de Klein-Gordon e de Dirac no espaco fase.

A teoria fisica mais antiga com uma simetria de calibre foi a formulada por Maxwell,
a eletrodinamica | ], que afirmava que qualquer campo vetorial que possa ser escrito
como um gradiente de uma fungao pode ser adicionado ao potencial vetorial sem afetar o
campo magnético. A importancia dessa simetria permaneceu despercebida nas primeiras
formulacoes. Da mesma forma, Hilbert derivou as equagoes de campo de Einstein pos-
tulando a invariancia da acao sob uma transformacao geral de coordenadas. Mais tarde,
Hermann Weyl, em uma tentativa de unificar a relatividade geral e o eletromagnetismo,
conjeturou que a invariancia sob uma mudanga de calibre também pode ser uma simetria
local da relatividade geral. Apds o desenvolvimento da mecanica quantica, Weyl, Vladimir
Fock e Fritz London modificaram o calibre substituindo o fator de escala por uma quan-
tidade complexa e tornaram a transformacao da escala em uma mudanca de fase, que é
uma simetria de calibre U(1). Isso explicava o efeito do campo eletromagnético na fungao
de onda de uma particula carregada. Esta foi a primeira teoria de calibre amplamente
reconhecida, popularizada por Pauli em 1941 ') Em 1954, tentando resolver algumas das
grandes confusoes na fisica de particulas elementares, Chen Ning Yang e Robert Mills in-
troduziram teorias de calibre nao abelianas como modelos para entender a forte interacao
que mantém os nicleon unidos nos nucleos atomicos”’). Generalizando a invariancia de
calibre do eletromagnetismo, eles tentaram construir uma teoria baseada na agao do grupo
SU(2) de simetria no dupleto isospin de prétons e néutrons. Isso é semelhante a agao do
grupo U(1) nos campos de spinor da eletrodinamica quantica. Na fisica de particulas, a
énfase esta no uso de teorias de calibre quantizado.

Noés procedemos como segue. No capitulo 2, uma revisao do formalismo de Wigner
¢é apresentada, mostrando as principais propriedades da funcao de Wigner. Em 3, intro-
duzimos o produto estrela e exploramos algumas de suas propriedades. Na Secao 4, a
construcao do espacgo de Hilbert simplético é mostrado. Apds a introducao do espaco de
Hilbert simplético, é aplicada a teoria de Calibre no espaco de fase para o grupo U(1)
(campos de spin 1). Na secao 5, construimos uma representacao para campos de spin 1
que é estendida para qualquer campo de spin inteiro e aplicada ao caso do campo de spin

2. Assim, é obtida uma solugao para a equacao de onda no espaco de fase e da funcao

1 % Pt Produto Estrela 3
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de Wigner para campos de qualquer spin inteiro. Por fim, é proposta uma lagrangiana
relacionando o campo de spin 2 a um campo escalar auxiliar C e, em subsequéncia, outra

lagrangiana para a interacao entre o campo eletromagnético e um campo de spin 2.

4 1 x Pt Produto Estrela



Capitulo 2

Funcao de Wigner

Houve muitas tentativas de descrever uma distribuicao de probabilidade quantica ade-
quada, positiva, e que forneca as distribuicoes quanticas individuais corretas em termos
de posicao e momento, conjuntamente. A impressao geral que prevaleceu é que existe algo
na mecanica quantica que impede a escrita de tal distribuicdo. A razao mais comumente
atribuida diz que distribuicoes adequadas nao podem existir devido ao principio da incer-
teza, mas isso nao é verdade. A fim de satisfazer a desigualdade de Heisenberg, é suficiente
que pQ(q,p) deve ter uma area efetiva de apoio no espago de fase da ordem 27h (o fator
numérico depende da forma da &drea), de modo que os produtos de (g|p|q) e (p|p|p) nao
seja menor que 1/2h.

Wigner entendeu que fenomenos caracteristicos da mecanica quantica deveriam alterar a
descrigao do equilibrio termodinamico. Com a intencao de realizar a corre¢ao necessdria, ele
tentou representar a funcao de onda no espaco de fase ™. Para tanto, fez uma transformagcao
da funcao de onda, para incluir as varidveis de momento, o que levou a uma importante
corre¢ao na energia potencial. E interessante observar que a abordagem de Wigner acabou
levando a corregoes quanticas de potencial semelhantes aquelas obtidas por Bohm. Este

capitulo foi baseado nos seguintes trabalhos 10 17 21 22, 23, 24, 20, 20,

2.1 A Matriz Densidade

A mecanica estatistica possui versao quantica, a mecanica estatistica quantica. Nela,
os estados macroscopicos sao representados pelo operador densidade. Para estados mistos,

a matriz densidade é escrita em termos dos estados {|i;)}, onde {v;} sdo estados mi-

N,
croscopicos e w; = NZ tal que w; pertence ao intervalo [0,1] e representa a probabilidade
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de encontrarmos o sistema no estado correspondente. Para um estado puro, temos

p(t) = [VO)XL(@)] - (2.1)

O valor esperado de um dado operador A pode ser obtido tomando o trago do produto

entre o operador densidade p e o operador A:
(A) =Tr(pA). (2.2)

O operador densidade possui as seguintes propriedades:
e hermeticidade: p = p';
e traco: Trp = 1.

Para realizar a evolucao temporal do operador p é empregada a equacao de Liouville-von

Neumann,

dp
— = |H(t),p(t)], 2.3
L~ [H(®), p(1) (23)
onde H ¢é a hamiltoniana do sistema.
A equacao de Liouville-von Neumann pode ser obtida a partir da equacao de Schrodin-
ger,

(o) = H0)l(). (2.4

Aqui é conveniente considerar o caso de um estado puro p(t) = [1(¢) X1 (t)|, para simplificar

a deducao. Portanto,

n 22— (2D )+ oy (L0

ot
1 1 (2.5)
= HE) [9(8) (@) = — [0 (1) ()] H (D).
Dai obtemos 5
o= (), p(t)].

Como queriamos demonstrar.
A partir de p é possivel construir uma representacao da mecanica no espaco de fase, o

método da fungao de Wigner.

6 1 % T Produto Estrela
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2.2 Funcao de Wigner e suas propriedades

Geralmente o operador densidade é representado ou no espaco das posi¢oes ou no espago
dos momentos. A representagao espaco das posigoes é dado por (q|p|¢’), enquanto a re-
presentacao no espago dos momentos é dado por (p|p|p’) . O formalismo de Wigner é
construido para ser representado no espaco de fase e, portanto, o operador densidade deve
ser representado simultaneamente em termos da posicao e do momento. Assim, a repre-
sentacao de Wigner, que foi definida a partir da transformacao de Fourier dos elementos

da matriz, foi definida por

fu(g;p) = Qp) = (27Tﬁ)_1/dz exp (%) <q - g p’q + %> : (2.6)

ou ainda

flar) =90 = Can ™ [apeo (T5) (-Gl 5). )

Dai, fica definido um mapa Q : p — fu(q,p), onde f,(q,p) é a funcdo de Wigner. Dessa
maneira, a fungao de Wigner é uma representagao do operador densidade no espaco de fase.
Note que 2 é um mapa, e pode ser utilizado para representar outros operadores no espaco

de fase. Agora é conveniente definir a fungdo de Wigner para um estado puro p = [))¢)]:
_ 1Pz z z
fula,p) = (27h)”! / dz exp (7) ot (a+3)v(a—3). (2:8)

[lustraremos algumas propriedades da funcao de Wigner observando determinados as-

pectos do oscilador harmonico no espago de fase, cujo hamiltoniano é dado por,

Consideramos unidades atomicas, de forma que m = w = 1. O estado fundamental e o

primeiro estado excitado sao, portanto,

1 % Pt Produto Estrela 7
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™

$a(g) = (f)‘l’qe-‘f.

Valendo-se da fung¢ao de Wigner para estados puros encontramos o estado fundamental

fRar) = @07 [ el (g 5) wl- e

1

Oqp) = —e @), (2.9)
T

E, para o primeiro estado excitado

filar) = @07 [erulla+ Soia- i
1

fila,p) = e @HI(2p? 4 24° — 1), (2.10)
v

As fungoes dadas pelas Egs. (2.9) e (2.10) possuem os seguintes comportamentos no espago

de fase, dadas nas Figuras (2.1) e (2.2) , respectivamente,

0.4

0.2

Figura 2.1: Func¢ao de Wigner para o oscilador harmonico, estado fundamental

Devido a funcao de Wigner apresentar amplitudes negativas, o que nao corresponde ao
que se espera de uma distribuicao de probabilidades, a funcao de Wigner nao obedece ao
primeiro axioma de Kolmogorov e, portanto, nao representa uma distribuicao de probabili-
dades. Mas, ao integrar a fungao de Wigner em todo o espaco de fase, é possivel obter uma

amplitude de probabilidades genuina. Distribuicoes com essas caracteristicas sao conheci-

8 1 % T Produto Estrela
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0.4

-0.2

—-0.4

Figura 2.2: Fung¢do de Wigner para o oscilador harmonico, primeiro estado excitado

das como distribui¢oes de quaseprobabilidade. Para avaliar o que foi mencionado, considere

que fy e fs sao duas funcoes de Wigner associadas aos estados [¢) e |¢). Entao

[(¥]g)|* = (2mh)~! / F1(a,p;t) fo(a, pit)dadp. (2.11)

O lado esquerdo dessa equagao é maior ou igual a zero. Para o caso em que os sistemas
|1) e |¢) sdo ortogonais, o resultado da integral é zero, de forma que fql(q,p; t)folq, p;t) é
nulo. Dessa forma, fy(q,p;t) e fs(q,p;t), que ndo precisam assumir valores iguais a zero,
podem apresentar valor negativo. Assim, é possivel notar que a funcao de Wigner relaxa o

primeiro axioma de Kolmogorov, como foi mencionado.

Primeiramente, a funcao de Wigner é limitada.

Demonstracao:

Tomemos como exemplo um estado puro, dado pela Eq. (2.6)

— Q(p) = (2nh)"! 22 (4= Z|ofg+ 2
fu(g,p) = Qp) = (27h) /dz exp( h) <q 5 pq+2>-
Se definirmos as fungoes de onda normalizadas
1 ipz zZ 1 z
— ——e¢e h T —_ e — =
pilz) = e vilgty) e »af2) \/E@b(q 5):

1 % Pt Produto Estrela 9
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vemos que a funcao de Wigner pode ser interpretada como o produto escalar

falan) = = [ dzol(@)enl) = = (ko).

e portanto,
Fula.0)| = 2 {erleo)]
w\q, P g P11P2/ |-
Utilizando a desigualdade de Cauchy-Scwartz
[(B1]@2)]” < (p1lp1) (02lip2)
temos que, ja que as fungoes ¢; e @, sao normalizadas.
(1|2} |* < 1.
Portanto,
fula.p)| < — (212)
wl\q;P)| = o .

A desigualdade | f,,(q,p)| < # implica que a funcao de Wigner é diferente de zero em uma
regiao cuja a drea do espago de fase é menor ou igual a h/2 7, Assim, a funcao de Wigner
para um estado puro carrega intrinsecamente a informacao sobre o principio de incerteza,

isto é, g e p nao podem ser infinitamente localizados em um tnico ponto do espaco de fase.

Segue-se diretamente das Eqgs. (2.6) e (2.7) que

p(q)? = / fudp = (alola)., (2.13)

(@) = / fudd = (lolp). (2.14)

Demonstracao:

Para demonstrar a Eq.(2.13) basta introduzir a Eq.(2.6) em [ f,dp o que nos leva a

/dpfw — (2nh)"! /dpdz <q - g‘p‘q+ §> exp (%) . (2.15)

10 1 % T Produto Estrela



2 FUNCAO DE WIGNER % universidade de Brasilia

Se for feita primeiramente a integracao em p, temos que

/dz <q . %’p‘cﬁ— §> (/dp(27rh)_1 exp (%)) , (2.16)

onde o termo entre paréntesis é a "func¢ao”delta de Dirac, §(z). Com isso temos

[z (a=3fola+5)66) = talola) = ot (2.17)

Analogamente, substituindo Eq.(2.14) na Eq.(2.6),

/dqfw = (27?71)_1/ dkdq exp (%qk:) <p — g‘p‘p + §> ) (2.18)

E, se for feita primeiramente a integracao em ¢, temos que

/dk <p— g‘p‘p—l— §> (/dq (2mh) ™! exp <_Zlk)> , (2.19)

onde o termo entre paréntesis é a delta de Dirac, 6(k). Com isso temos

k

Ja=(v- g\p\p+ 5 )80 = Gloln) = v (2.20)

Mostraremos agora a normalizacao da funcao de Wigner, isto é

/fw(q,p)dqdp =Trp=1 (2.21)

Demonstracao:

Substituindo a Eq. (2.6) em (2.21), obtemos

[ fatadady = ) [ asapdy exp (B2 (o~ 5

Se calcularmos primeiro em p, temos

/fw(q,p)dqdp = /dqu <q— g‘p’(ﬁ §> ((%h)l/dpeigz) : (2.23)

p‘q—l— §> (2.22)

1 % Pt Produto Estrela 11
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O termo entre parénteses é a delta de Dirac. Com isso, temos

/fw(q,p)dqdp = /dqu <q - g‘p’q + %> 4(2), (2.24)
= /dq (qlplg) = Trp =1, (2.25)

como queriamos demonstrar.

Agora se a integracao sobre o espaco de fase for realizada em um produto de duas
fungoes de Wigner a dois estados distintos, caracterizados por p; e ps, encontraremos uma

propriedade que diz respeito ao traco do produto de duas matrizes de densidade.

1
Tr(p1p2)- (2.26)

/ dqdp fu1(q, p) fu2(q, p) = Dy r(

Demonstracao:

Usando a equagao (2.6), segue que

1 P (4
/dqdpfwl(Qap)wa(va) = (%> /dqdpdzld22 e (1t22)

z1 z9
- 2> <q 2 ‘pQ

V4
a+2),

21
x <q_5‘p1 2

integrando em p, temos uma delta de Dirac 0(z; + z2), de forma que, apds integrar em zo

temos

1 z z z z
/dqdpfwl(q,p)fwg(q,p) = (%> /dqdzl <q— é‘m)tﬁ 51> <q— é‘pglfu 51>

Fazendo a mudancga de variaveis

chegamos a

/ dqdp fu1(q,p) fw2(q, ) = (%) / dq'dq" (q'|p1lg") (d"|p2ld") - (2.27)
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Utilizando a relagao de completeza, temos

/ dqdp fu1(q, p) fuz(a,p) = (%) / dq' (q'|p1p2ld)

_ (_) Tr(pupa), (2.28)

como queriamos demonstrar.

Agora nos questionamos se é possivel encontrar para qualquer operador quantico A(Q, P),
onde @ e P sao os operadores de posigdo e momento, uma fungao correspondente, A, (q,p),
na representagao de Wigner. A resposta é positiva. De forma andloga ao que foi feito

na definicao da fungdo de Wigner, definimos as fungoes A, (g, p) associadas ao operador
A(Q, P)dada por,

Aw(q,p) = /dz exp (%) <q . g‘A(Q,P)‘q+ §> (2.29)
Ay(q.p) = /dk; exp (_;_qu> <p— g‘A(Q,P)‘er §> (2.30)

Chamaremos estas fungoes de fungoes equivalentes de Wigner dos operadores A(Q, P).
Podemos, entao, dizer que a funcao de Wigner é a funcao equivalente de Wigner para o

operador p
fu = 27h) " pu. (2.31)

Com a definicao dos equivalentes de Wigner a quaisquer operadores quanticos na re-
presentacao de Wigner, temos que o valor esperado de um observével, num estado |¢)) é

representado como

(A) = (YlA|p) = /dpquw(q,p)fw(q,p) =Tr(Ap). (2.32)

Demonstracao:
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Substituindo as equagoes (2.6) e (2.30) em (2.32), temos

(A) = /dpdq Aw(q,p) fula,p) = Tr(pA) = (%) /dqdpdz'dz” exp (ZZ;_LZ )
Z/
ot

A integragao em p resulta em uma delta de Dirac §(2’ + 2”). Com isso, integrando em z”

1

AQ, P)‘q + ’%> . (2.33)

A(Q,P)‘fﬁ %> <q - %

Z/ Z/ Z/ Z/
W= [atz (- 3a@ P+ 3) (o-Faarfer3). e
Introduzindo a mudanca de variaveis,
!/ _ Z_/ "o _|_ Z_/l
q - q 2 ) q - q 2 ’
temos
) = [ dad” @IAQ. P 'lpla’) = Tr(pA) (2:35)

Como queriamos demonstrar.

O problema agora consiste em mostrar a correspondéncia univoca entre um operador
quantico A(Q, P) e o reciproco na representacao de Wigner A, (g, p). Isso pode ser feito
via a regra de quantizacao de Weyl que é definida da seguinte forma. Dada uma fung¢ao no
espago de fase, a7, o), entao existe um operador quantico no espago de Hilbert, A(Q, P),

associado a a(1,0) tal que

1 i(o TP
AQ.P) = 5= / drdo ¢ (1, 0), (2.36)

onde T esta associado a coordenada de posicao e o a coordenada de momento no espaco

de fase. Se escrevermos A(Q, P) em termos de A,(q,p) tem-se o seguinte resultado

i(cQ+TP)

a(r,a):/dqdpe R Ay(g,p). (2.37)

Para verificar essa equivaléncia, deve ser mostrado que o operador definido por W(Q, P) =
i(0Q+7P) . , . .
, satisfaz uma espécie de ortogonalidade e completeza no espaco dos operadores do
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tipo A(Q, P). Utilizando a formula de Glauber, dada por eA*8 = e4eP e~ 248 rescrevemos
entdo W (P, Q) como

onde usamos o fato de que [@Q, P] = th. Podemos entao calcular o valor da expressao

iy ’ 0Q 17’P iocT
(q'|e=r 0P g) = (g'|e™ ™ eF et q) .

Sabe-se que Q|q) = q|q), entao e £59Q lg) =€ 500 lg) e utilizando a propriedade do opera-

dor translacio, e % |q) = |¢ — 7), obtemos
(q/|e*r 7@ P)g) = X GIE5(g — g+ 7),
que implica
Tre 2(°Q-7F) = (2wh)o(0)d(7),
pois, por defini¢ao TrA = [ dqdp (¢'|Alg) = (2nh)™" [ dgdpA, (g, p). Portanto,
Tre #(@"F)  — (QWh)_l/dqdp/dz exp(ipz) <q—§

= (2nh)7! /dqdp/dz exp(ipz) exp(io(q — z — 7))d(z + 7).

e HQTP)g 1 =) @38)

Utilizando a delta de Dirac e integrando em z, temos
Tre #(©Q~7P) — = (2wh)~ /dqdp e et (2.39)
Identificamos, assim, duas deltas na forma integral, ou seja,
Tre MeQt™P) — (27h)5(0)d(T).
Isso nos leva as relagoes de ortogonalidade
Tre # (@ P)e=7(0Q"P) = (2xh)§(0’ — 0)5(r' — 7). (2.40)

Para provar a equivaléncia entre as Eqgs. (2.30) e (2.31) e as Egs. (2.36) e (2.37), assumimos

1 % Pt Produto Estrela 15
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que a expansao
A(Q,P) = /dO'dT afo, T)e%(”Q/J“TP/), (2.41)

existe. Sendo assim, usando a relacao de ortogonalidade mostrada anteriormente, facilmente

notamos que

1 7 / /
alo, 1) = %Tr {A(Q, P)e_ﬁ(”Q trP )} )

Para provar a existéncia da equagao (2.41), substituimos a equagao

0,7 = [ dgdpe Ko A, 0,p) (2.42)

na prépria equagao (2.41). Calculando os elementos de matriz na representacao de posgao,

chegamos a

(qlAQ, P)l¢) = (2nh)™° / dodrdq"dq" (¢"|A(Q, P)lq")

% <q/l/|€%(UQ/+TP/)’q//> <q|e%(aQ+7P)’q/> _
E ainda com o uso da Eq. (2.40), obtemos a seguinte identidade

(alAQ, P)ld) = (alA(Q, P)l¢)- (2.43)

O que prova a existéncia da expansao (2.41). Isso prova também que é possivel usar as
Egs. (2.41) e (2.42) para trabalhar em ambas diregoes: dado A(Q, P), podemos determinar

Ay, (g, p) univocamente e vice-versa.

2.3 Equivaléncia dos Operadores na Representacao de Wigner

O objetivo dessa secao é demonstrar algumas propriedades referentes a equivaléncia
entre os operadores escritos na representacao usual da mecanica quantica e seus respectivos
equivalentes na representacao de Wigner, que podem ser deduzidas a partir de resultados

ja obtidos.

Se A = A(P) (isto é, independente de Q), entao A, = A(p). Ou seja, eles terdo a

mesma forma, com a ressalva que os operadores P serao substituidos pelas variaveis p.
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Demonstragao:

Um operador A(P) pode ser expandido em uma série de P, como

A(P) = A(0) + PA'(0) + P;A’”(O) +oee (2.44)

Utilizando agora a Eq. (2.29), ja substituindo A(Q, P) pela expansao, tem-se

Au(q,p) = /dlc exp G%) <p - g'A(O) + PA0) + ];—!QA”(O) + ...’p—l— §> . (2.45)

Sabendo que P |p) = p|p) temos,

gk (p+ %) k| k
+ A(O)”/dk exp (—%) p 2‘2) <p—§‘p+§>+...

Observando também que <p — g‘p + §> = 0k e utilizando a propriedade da delta para

calcular a integral em k, chega-se a

Au(p) = A(0) + pA'(0) + 7;—?/4”(0) + .= Ap). (2.46)

Como queriamos demonstrar.

Analogamente, usando a Eq. (2.30), chegamos a, se A = A(Q), entao A,(q,p) = A(q).

Se A(Q,P) = l¢, onde ¢ é uma constante (isto é, A(Q, P) é multiplo do operador
identidade 1), entao A, = c.

Demonstracao:

Esta propriedade é demonstrada de forma imediata. Basta tomar a Eq. (2.29), e no

lugar de A(Q, P) colocar uma constante c. Como uma constante nao age nos kets, temos

Au(g,p) = /dz exp (%) <q— g‘c‘q+§>,
Aulq,p) = c/dz exp (%) <q—§ g+ §> (2.47)
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Utilizando o fato que <p — %’ P+ §> = 0k e integrando em z, obtemos

Ay(q,p) =c. (2.48)

Como queriamos demonstrar.

O TrA = (2rh)™! [ dgdp Aw(q,p) -

Demonstragao:

Utilizando (2nh)~" [ dgdp A, (g, p) e substituindo nela a eq (2.29), temos

(27Th)_1/dqdp Au(g.p) = /dqdp/dz exp (%) <q— —‘A Q, P) ‘q+ >

Integrando em p, ¢é identificada a fungao de delta de Dirac na forma integral,

(27rh)_1/dqdp Aw(g,p) = /dqdp <q— —’A Q, P) ‘q+ >/dz exp (”;:) .

Utilizando a delta para integrar em z, temos

(2rh) ! /dqdp Aw(q,p) = /dqdz <q - %)A(Q, P)‘q + g> 0(2). (2.49)

Ficamos com

(2ﬂh)1/dqdp Aulq,p) = /dq (qlA(Q, P)lg) = TrA. (2.50)

Como queriamos demonstrar.

Da demonstragdo acima vé-se que [dp A,(q,p) = (2mh)~{q|Alq) e [dq Au(q,p) =
(27h)~! (p|A|p), simplesmente substituimos a Eq. (2.29) na primeira propriedade e a Eq.
(2.30) na segunda, utilizando o mesmo processo feito na demonstragao acima.

Por fim temos que (q|A(Q, P)|¢) = (2rh)™! [do € e alo,q — ¢'), onde a(o,T) é a
transformada de Fourrier de A, (q, p).

Demonstragao:

Utilizando a expressao A(Q, P) = 5= [ dodr, temos

27rh

| (2.51)

(gl AQ, P)l¢') = /dadT alo,7) (gle "
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E usando a Eq. (2.40), segue que

(@A@. P)lg) = ) [ do o a(o,q - o). 252

Como queriamos demonstrar.

Agora que ja sabemos como se da a equivaléncia de operadores na representacao de
Wigner, nosso objetivo é descobrir como ¢é que se representa a equivaléncia de produtos de
operadores na representacao de Wigner, pois isto é fundamental para o desenvolvimento

da dinamica.
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Capitulo 3
O Produto-estrela e propriedades

Em 1949, José Enrique Moyal '), que independentemente derivou o formalismo de
Wigner no espaco de fase, reconheceu-o como o gerador funcional do momento quantico,
e como base para uma elegante codificacao de todos os valores esperados e, portanto, da
mecanica quantica. Mapeando, porém, o espaco de fase da mecanica hamiltoniana classica
em um espaco de fase quantico através da substituicao das variaveis ¢ e p, por operadores
hermitianos @ e ﬁ, respectivamente, que satisfazem a relagao [@, ﬁ] = ih1, percebe-se que
a noc¢ao de ponto é perdida e a constante de Planck, A, limita o valor de uma area minima
no espago de fase (células de Bohr). Recupera-se a nogao de ponto quando se toma o limite
classico, ou seja, h — 0. Apresentaremos nesse capitulo uma revisao sobre o produto estrela

(ou de Moyal) e suas propriedades, baseados nos trabalhos ['0 17 21 22 29, 24,20, 25, 20]

3.1 O Produto de Weyl-Moyal

O produto de dois operadores quanticos AB na representagao de Wigner é escrito na

forma
g :
(AB)w:/dze z <q 2)AB‘(]+2>. (3.1)

Introduzindo a relagao de fechamento [ dg|¢)(g| = 1, temos

(AB), = /dqu S <q — %‘A‘q> <q‘B‘q + §>, (3.2)

21
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Usando a Eq. (2.52)

(AB)w — (27Th) l/dqul ei‘;‘z/do_do_lei;»l(Q‘i‘q/(Q‘i’q/;))a(o.’ q/ _q+ %)

% ei%(q-ﬁ-q’(q-%q’—%))ﬁ(gf’ q— q/ + %)

Fazendo as mudangas de varidveis; 7 = ¢ —q+ 5 e 7' = ¢ — ¢’ + 3, chega-se a

.(;-/7—2~;La‘r//8(0_/7 7_/>ei0/q<£7'/10 . <33)

-ot+T7q i

(AB), = (27rh)1/dada’d7d7" e oalo,T)e

U/T+o7'/

O fator e 2n ~ pode ser substituido de modo equivalente por e%, onde A é o operador

bidiferencial

A_:

glet
S
S
S|l

As setas indicam o sentido onde os operadores devem ser aplicados. Portanto, utilizando

;0q+Tp corgtr’p

de, A, = [dqdpe’ % a(o,7) e B, = [dgdpe’ = (o', 7'), o produto de operadores na

representacao de Wigner fica escirto como
(AB).y = Au(q, p)e Bu(g.p),
ou
(AB)y = Bu(a.p)e % Au(a,p).
Dessa forma, a operacao denominada de produto-estrela fica definida como
(AB)w = Au(q, p)e? Bu(g,p) = Au(a,p) * Bu(a,p).

Notemos que o produto-estrela nao é comutativo, e relaciona o formalismo proposto por

Wigner com o formalismo de quantizacao proposto por Weyl.
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3.2 Evolugao Temporal

Podemos determinar a evolugao temporal da funcao de Wigner ou qualquer operador

na representacao de Wigner partindo da equacao de Liouville Von-Neumann dada por
thoyp = Hp — pH, (3.4)

onde p é a matriz densidade e H é o hamiltoniano. Usando a aplicacao de Wigner, €2 nesta

equacao, temos

i) (0p) = Q(Hp) — QpH). (3.5)
Como
L Ofu
zhﬁ ={Hy, fu}m, (3.6)

onde Hy, fuy = Hy * fu — fu* Hy € 0 parentese de Moyal. O paréntese de Moyal pode

ser ainda escrito na seguinte forma,

— —
{a,b}yy = axb—b*a=2ia(q,p)sen [g (E%@Ep — gp%)] b(q,p), (3.7)

onde, utilizamos do fato, /2 — ¢=hA/2 — 9jsen (h%)

Expandindo em série de poténcias o seno da tultima expressao que define o parénteses

de Moyal, obtemos,

A RA 1 /. AN 1 /. AN°

No limite em que h — 0, obtemos como resultado que a funcao de Wigner obedece a

equagao de Liouville classica, com H,, no lugar da funcao hamiltoniana, isto é

Ofw OHyOf, OHyO0fy

ot  dq op  Op 0g = {Hu, ful (3.9)
e ainda
OH, . oH, .
_ — g 1
0 —P e o (3.10)
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Entao, o formalismo de Wigner recupera as equagoes canonicas da mecanica cldssica,
quando tomamos o limite classico, o que mostra que esse formalismo é compativel com
o principio da correspondeéncia, fortalecendo a importancia da descricao de Wigner na
mecanica quantica no estudo do limite classico e no desenvolvimento de métodos se-
miclassicos. O estudo apresentado sobre o método de Wigner, até o momento, foi baseado
na descricao de Schrodinger da mecanica quantica, ou seja, considerando que apenas os
estados (e nao os operadores) evoluem com o tempo. No entanto, é possivel desenvolver um
tratamento andlogo em termos de operadores expressos na descricao de Heisenberg (onde

os operadores evoluem com o tempo, e os estados ficam estaticos), sem maiores problemas.

3.3 Propriedades do Produto Estrela

O produto estrela ou produto de Weyl entre duas fungoes f(q,p) e g(q,p) é definindo

por

e —
f(a,p)*9(q,p) = f(q,p) exp [%—L (23 - 23)] 9(q, p). (3.11)

Apresentaremos a seguir algumas propriedades do produto estrela.

Seja ¢ € C. Entao

cx f(q,p) = f(q,p) *c = cf(q,p). (3.12)

Demonstracgao:

Expandindo o produto estrela em série de poténcias, temos

m(%ﬁ 53) 1(@)2(53 ]

5 5 a_qa_p_8_p8_q> + ... ¢ fla;p).

dq0p Opdq

cx flg,p) =cq1+ T

Os operadores que atuam c¢ pelo lado esquerdo se anularao, pois ¢ é uma constante. O
mesmo acontece se c estiver do lado direito, sobrando assim somente o operador identidade
1.

O produto estrela é nao-comutativo, isto é

fla,p)*9(q,p) # 9(a,p) * f(q,p). (3.13)
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ihA

Ou seja, f(q,p)e™s g(q,p) # g(q.p)e’* f(g,p). Pois na verdade,

ihA ihA

fla,p)e 2 g(q,p) = g(a,p)e” 2 flq,p).

Demonstracgao:
Caso 1:
*p=|q+ ma =qp+ ih
gqxp =149 o Yp p=qp 9"
Caso 2:

o (o, ik
pPxqg=\P o Y% q = pq 9

Como queriamos demonstrar.

O produto estrela realizado entre duas funcoes no espaco de fase promove uma delas a

categoria de operador,

— —
h O h O
fle,p)*g(q,p) = f <q+ %a—p,p— Z——q) 9(q,p)

Demonstragao:

sl

Fazendo a = azp e b= <2, temos

o)

fla,p) * g(q,p) = f(q,p)e%%%*b%)g(q,p)‘

Considerando que e f(x) = f(z + a), obtemos

fla,p)xg(g,p) = f (q + %a,p - %ib) 9(p,q).
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Assim

2ap? " 207

f(q,p)*g(g,p):f<q 7 Zh_é?) 9(p. q).

Portanto definimos o operador-estrela,

~

f=fla,p)*

A conjugacgao complexa troca a ordem do produto estrela,

(fxg)t=g" % fl. (3.14)

Demonstracgao:

A eq. (3.11) pode ser reescrita como
ih (0 0 0 0 ;o
f(a,p) * (g p) = exp {— (5_610_]9/ - a—p%)] fa,p)a(d, )

2
Expandindo a exponencial numa série de poténcias, temos

ih =1 [iR\" "
exp [g(aqap’ - (9,,8[1/)} - Z ! <§> (0g0p — Op0y)"

(3.15)

q.p'=q;p

E, ainda, escrevendo a expressao (0,0, — 0,0,)" usando o bindémio de Newton,

n - m n n—m m

03 - 0,0, = Y (-0 ( 1) o, 001" (3.16)
m=0

Portanto, o produto estrela pode ser escrito como

flg,p)x9(q,p) = Z — <%:L> Z(—l)m (;) (0,70, f(a,p)] [07' 0y g(q, )] -(3.17)

1
n!
n= m=0
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Tomando o complexo conjugado da equacao acima, temos

e o) = S+ (5) {<—1>” > oy e
X [aglag—mgf(q,pﬂ}, (3.18)

onde o termo (—1)" surge da conjugacao commplexa do termo (ih/2)". Este termo pode

ser associado ao binomio, isto é
n = m n n—m m
100 - 0,00 = (1" (1) B2 08,1
m=0
Aplicando estes operadores em duas fungoes no espaco de fase, temos
! / - m n n—1m Qm m aQAm—n
(aqap’ o apaq/>f<Q7p)g<q 7p) = Z(_l) |:aq ap f(Q7p)i| |:aq 8p g(Q7p):| .

m
m=0

(=) (04D — 0,0)f(a,0)a(d 1) = f_j(—l)m (Z) ooy g(a,n)| 00y ).

Comparando estas duas ultimas equagoes, obtemos

(=0)" Yoo (=)™ () [0 f g, p)] [0 8y 9(q, )]
= Yo _o(=D)™(2) [ormorg(q, )] [Orom T fg.p)] - (3.19)

Substituindo a eq. (3.19) em (3.18)

(f(q,p) *g(q,p))T = g% (%i)n {(—1)" mn_o(—l)m (TT;) [83%52"9*(%))}

< |oren (e p) }

= g'(q,p)* f(g.p).
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Como queriamos demonstrar.

O produto estrela é associativo.

Considerando f, g e h como fungoes no espaco de fase, temos

(f(Q-p) * g(q,p)) *h(q,p) = f(q,p)* (g(q,p) * h(q,p))- (3.20)

Demonstragao:

Temos que

; . L4 L=
(f(qp) *g(q,p)) *h(q,p) = {f <q+ g%p - ?%) g(q,p)} h (q - %%,w %%) :
- m? ind nd indy,
= f Ty '’ 20g g Q+§8_p’ 2 0q (¢:p),
por outro lado,
— — —
8 h 0 ih O ih O
f(q,p) * (g(q,p) *h(q,p)> = f <q+ %18]3 %B—q) {g(q,p)h (q - %a—p,p+ %B—q) } :

— flq+ i@ _ @E L0 th 5) _ @E h(q, p)
Como queriamos demonstrar.

Aqui, utilizamos o fato de que os operadores diferenciais compreendidos sao associativos.

Neste caso, podemos concluir que o produto-estrela é associativo.
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Capitulo 4
Mecanica Quantica Simplética

Neste capitulo, definiremos um conjunto de operadores estrelas para construir repre-
sentacoes unitarias do grupo de Poincaré em um espaco de Hilbert associado a uma va-
riedade simplética, e, como consequéncia, derivamos uma equacao do tipo Klein-Gordon
descrita no espaco de fase. Assim, incorporamos na descricao da mecanica quantica no
espago de fase a nocao de espaco de Hilbert, H(T'). Essa variedade, entao, é fornecida com
uma funcao de onda, na qual damos a esse objeto uma interpretacao fisica. Também sa-
bemos que, com a construcao do espaco de fase a partir de uma teoria de representacoes,
o formalismo se torna autocontido e pode ser generalizado para outros contextos, como
a teoria quantica de campos, por exemplo. Para simplificar, consideramos neste capitulo
h = ¢ = 1. Finalmente fazemos a representacao de spin 1 no espaco de fase via teoria de

calibre. Este capitulo é baseado nas seguintes referénciasl' "+ 21 20 2% 0 92 99

4.1 Espacgo de Hilbert e a Estrutura Simplética

Seja G uma variedade diferencial n-dimensional, onde cada ponto é representado por
coordenadas ¢ = (¢', ....q"). No espago cotangente, TG, as coordenadas de cada ponto sao
dadas por (q,p) = (¢',...q",p',...p"). O espaco cotangente pode entao ser equipado com

uma estrutura simplética, dada pela 2-forma
w = dg" Ndp,, w=12 .. N (4.1)

chamada de forma simplética. Essa forma simplética, em conjunto com o operador

AZ(%@? 33)

Oq" Op,, B Op* dq,,

(4.2)
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tal que para as funcoes f(q,p) e g(g,p) C°°, temos,

w(fA,gA) = fAg={f g}, (4.3)

onde {f,g} = %a% — %% é o paréntesis de Poisson. O espaco T*G dotado dessa

estrutura simplética é chamado de espaco de fase e sera denotado por I', tal que um vetor

é especificado por w = (w!,...,w") = (¢*,....,¢", p", ... p") e q= (¢*,....q") e p= (p', ..., p")

os vetores em G. Onde, na equacgao (4.3), utilizamos o fato de que os operadores,

_of 0 of o
~ Oq*9p, OptOq,’

X, = fA (4.4)

0 0Jg 0 0Jg
X, =Ag= A 4,

determinam campo vetoriais sobre I'. Dessas defini¢coes gerais, podemos utilizar I' para

introduzir o espaco de Hilbert associado ao espaco de fase I'.

Cosideremos o conjuto das fungées complexas de quadrado integrével, ¢(q, p) em T', tal

que

/dpdq ©(q,p)'p(q,p) < 0,

é uma forma bilinear real. Nesse caso, podemos escrever ¢(q,p) = (q, p|¢), com auxilio de

/dqdp \q, pXq,p| =1,

sendo (p| o vetor dual de |¢). Este espago de Hilbert simplético é denotado por H(I")

4.2 Operadores no Espaco de Hilbert Simplético

A atuagao de um operador linear em H(I') é um mapeamento Q : H(I') — H(T'), tal

que para dois vetores pertencentes a H(I'),|¢) e |¢)) podemos fazer a seguinte associagao

Qp) = [¢).
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O operador ¢ linear se

Qer [¥) + 2 |p)) = a1 [h) + e p) .

O conjunto de operadores lineares, x = (£2,0,...), atuando em H(I'), é munido com a

estrutura de um espaco vetorial a partir das defini¢oes das operagoes de soma vetorial

(Q+0)[p) = Q[Y) +Oy)
e de mutiplicacao de um escalar por um vetor
() [9) = c(Q]4)).
Em geral, o ket w [¢)) e o bra (1| (2, nao sdo duais entre si, pois
Qly) < (Y19
E consequentemente,
(OO « o'l

O operador QF é chamado de adjunto de €. Caso seja um operador hermitiano, valerd a

relacao
Q=ql
Se for o caso, temos que
(W1Qle) = (el )T

E possivel construir um operador a partir do produto de dois vetores de estado. Esse

produto é conhecido como produto externo e é definido como

A= |p)d|
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e seu adjunto,

AT = [l .

Quando um operador linear €2 atua em um ket |w) gerando outro, proporcional a este,

dizemos que |w) é autovetor ou autoestado de 2. Ou seja,
Qo) =wlw),

em que w é um autovalor. Caso () seja hermitiano seus autovalores sao reais, razao pela
qual operadores desse tipo quase sempre se revelam como aqueles que representam algum

tipo de observavel fisico.

4.2.1 Operadores Unitarios

Um operador U ¢ dito unitéario se obedecer a seguinte condicao
UUt=UU =1

ou seja UT = U1, seu adjunto é igual a seu inverso. Assim, dois vetores arbitrarios [t/1) e

|1h2) podem ser transformados da seguinte maneira

Ulp)=1vh) e Ulg) =[vh).

Porém, temos que

(Wilwh) = (r|UTUha) = (hr]eb) .

Assim concluimos que o produto escalar, e consequentemente a norma ¢é deixada inalterada

sob uma transformagao unitaria.

4.2.2 Operador Translagao

Agora iremos construir um operador que desloca o estado espacialmente e temporal-
mente, mantendo as outras caracteristicas intocadas. Tal operagao é chamada de translagao

infinitesimal. Tal operador deve observar quatro propriedades. Vamos denoté-lo por T'(a*),
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definido por

T(@ (e 1) = (e + 5 ), (1.6

onde €% é uma fase arbitraria.

A primeira propriedade vem da conservagao da probabilidade. Isto é, se o estado [))
¢ normalizado, entdo o estado transladado T'(a") [¢)) também o serd. Isso implica que a

translacao infinitesimal deve ser unitéria, pois

(W) = @I ()T (a")|v)

A segunda propriedade é consequéncia de translacoes infinitesimais sucessivas nao neces-
sariamente na mesma direcao. Por exemplo, uma translacao infinitesimal a* seguida por
outra b* pode ser interpretada como uma unica translacao que seja a soma vetorial de

a* 4+ b*, ou seja
T(a")T(V") =T(a" + b").

A terceira propriedade vem do fato que uma translagdo no sentido oposto seja o mesmo

que o inverso da translacao original, portanto
T(—a") =T (a").

E a quarte propriedade se refere ao fato que se a* — 0, a operacao de translacao se reduz

ao operador identidade, isto é
lim T'(a*) = 1.

at—0

Um operador que satisfaz essas propriedades pode ser escrito como
T(a") = ethua”.

O que, através da relacao de de Broglie, Igu = Eu, fica
T(a") = ¢ Puc.

Portanto, nessa representacao o operador de momento é o gerador de translacoes, produ-
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zindo, também, uma fase. Resta-nos saber a forma deste operador. Utilizando a Eq. (4.6)

e o fato que a expansao em primeira ordem do operador translacao é dada por
T(a") =1+ zﬁua“
temos

D i i,
(1+iPua")e(g",p") = e0(¢" + —,p").

2
Usando o fato de que f(z + a) = e f(z), chegamos a
Pi(a” p) = ¢ TR ¢ TR 4.7
Vg, p") = 0 p") = 000" ). (4.7)
Como o termo % ¢ um numero, podemos, entao, escrever
¢ _
—=c
a
Assim,
¢ = ac,

fazendo-nos concluir que ¢ tem unidade de momento. Fazendo, entao, ¢ = p, o operador

momento fica dado por

~ i
Pt =pt — -0~
LA
Note que esse operador é hermitiano, pois 9* = —d"' sendo portanto um observével.
Claramente vemos que
pr = pHox.

Nosso proximo passo sera a construgao do operador posicao.
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4.2.3 O Operador @

O operador Q*, assim como o operador momento, deve ser um observavel e, além disso,

deve respeitar a transformacao
T(a)QT (a) = Q + a. (4.8)

E, para que Q" possa ser fisicamente interpretado como posicao, deve obedecer a relagao
de Heisenberg [Q#, P*] = i§""1. Iremos, entdo, considerar um operador posi¢ao arbitrario

da forma

~ 0 0
Q' =A¢"+Bp'+C— + D—,
94, Opu
onde A, B,C' e D sao constantes. Aplicando a relacao de Heisenberg, com o operador P

dado por

0 0 10
A¢' + Bp' + Co—+ D p— 2| =1, 4.9
8qu apu 28qﬂ ( )

0 que nos leva a

1A .

—+ D =i.

2
Logo, ha uma infinidade de formas de escrever o operador posi¢ao, todas igualmente validas.
Iremos escolher aqui uma para nossa representacao que nos conduza a interpretacao fisica
do formalismo. Assim, vamos adotar A = 1, que implica em D = 3. Assim o operador

posicao sera

~ i 0
Q“:q“+§%, (410)
"
que pode ser escrito como
QF = q" *. (4.11)
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E importante ressaltar que fica satisfeita a eq. (4.8), pois
eiﬁ#a“@e—iﬁua“ — Q\ 4 a,

em que foi usada a relacao de Baker-Hausdorff

eABe ™ = Z[A, Bl,,

n=0

onde
[A7 B]O = B, [A7 B]l = [Av B]v i) [AaB]n = [A7 [A7 B]n—1]7 n > 2.

Observa-se também que tal operador pode gerar translacao nos momentos, além, também,

de uma fase.

4.3 O Grupo de Poincaré e o espaco de Hilbert Simplético

Nesta secao, estudaremos o grupo Poincaré, considerando H(I") como o espago de repre-
sentagoes. Para fazer isso, vamos considerar as transformacoes unitérias U:H(I') — H(T)
tal que (11]19) seja invariante.

Usando o operador A, definimos um mapeamento ¢i2 = «' x I' — I chamado de

produto de Moyal (ou estrela),

frg = flapesp |t 079 073 (¢.p)
9 = farew 5\ 500, apag | | 907

i 0 0 g 0 .
= exp |5 lirwwrirw 4,p)9(q,p 4.12
{2 (861“ apL Op* 3%)} f< >g< ) q.p'=q,p ( )
Os geradores de U podem ser introduzidos pelos seguintes operadores-estrela:
~ 1 0 1 0
F = — ey gt — —— ). 4.13
fla,p)x=f (q + 2 apy 26%) (4.13)

Para construir uma representacao da algebra de Poincaré em H, usaremos os seguintes
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operadores,
~ i 0
Pt = prx=pt— —— 4.14
o — b fi 4.14b
Q g% = q" + 2 op, (4.14b)
e
M,, = Myx=Q,P, —Q,P,. (4.14c)

Onde M, sao os geradores de transformacgoes homogéneas e P, das nao-homogéneas. A
partir deste conjunto de operadores unitarios obtemos, apds alguns calculos simples, o

seguinte conjunto de relacoes de comutagoes,

|:Mw/a Mpa_ = _i(nupMuo - n;,LO'Ml/p + nule/a - nVUMVp)a
[Pm Mpo_ = —i(Mup Lo — Mo Fp),
BB =0

Os invariantes desta algebra sao

I, = PP (4.15)
L = W,W* (4.16)

onde W* é o pseudo-vetor de Pauli-Lubanski.

4.4 Representacao na Mecanica Quantica Relativistica

Usando os invariantes de Casimir e fazendo I = 0 (Campo Escalar), e aplicando em
U, temos

~

Pl = —m2 0, (4.17)
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Assim, obtemos
1
(p“pu —iphd, — Za“au + m2) v =0,

que é a equacao de Klein-Gordon no espaco de fase para a particula livre com massa
m ! }, sua equacao e seu complexo conjugado também podem ser obtidos pela densidade

lagrangiana no espacgo de fase (usamos 0* = 0/0q,,)

1 i
L = 70"U(g,p)0% (q,p) + 57"[¥(g,)0"¥ (g, p)
— Vg, 0)0"W(g,p)] + [p"p +m?] VI,

A associacao dessa representagao com o formalismo de Wigner é dada por

fula,p) = ¥(q,p) » V(g p)

onde f,(q,p) é a fungdo Wigner. Para provar isso, lembramos que a eq. (4.17) pode ser

escrita como
P, Pl = p* % ¥(q, ).
Multiplicando o lado direito da equacdo acima por W', obtemos
(p? x U) % U = m? W 5 T, (4.18)
mas, U« p? = —m2UT, assim
U (UT % p?) = —m?W % U, (4.19)
Subtraindo a Eq. (4.19) da Eq. (4.18), nds temos

p°* fula,p) — fula,p) *p* =0, (4.20)

que é o parenteses de Moyal, {p?, fu } -

A equagao de spin 1/2 é representada de maneira similar & equacao de Dirac

(Ypux —m)p = 0.
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A associacao com o formalismo de Wigner é dada por

fwl(a,p) = ¥(q, p) *¥(q,p),

onde 1) = %1,
4.5 Campos de Spin 1 no Espaco de Fase Via Calibre

A equacao

(v*purx —m)y =0

nao é invariante sob transformacao de Calibre. Para contornar essa situacao utilizamos o

quadrivetor auxiliar A*, que se transforma via calibre da forma
A — AP 4 { AP N} —i0M N x .
Tomando D* = (p* — eAH), temos
(YD, *—m)y =0

invariante sob calibre. Podemos construir o tensor de forga do campo de A* no espaco

de fase da seguinte maneira:

P =={D", D"}y
:é <{p“ —eAt p¥ — eA”}M> (4.21)
1
== (00 b = 10, A s = {49 s + (A, A%

o que leva a
FH =" AP — OF AV + ie{ A", A"}y (4.22)

Esse é o campo de spin 1 no espago de fase, de onde é possivel derivar as equagoes de

Maxwell no espago de fase. A Eq. (4.22) pode ser obtida pela lagrangiana

1
L=~ FE,,. (4.23)
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Para esse caso, a lagrangiana pode ser dada como
U (~H 1 (2%
L=VY("D,*—m)¥ — ZF F. (4.24)

Portanto, uma vez construida a representacao simplética da mecanica quantica, a re-
alizacao do calibre se torna semelhante a maneira usual. Contudo, devido as condicoes
do espaco de fase, podemos notar diferencas para para a expressao do campo de spin 1
quando descrito no espaco de fase. Nesse caso, o campo apresenta um termo dependente

do paréntese de Moyal do campo A*.
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Capitulo 5

Representacao de Spin inteiro

O objetivo principal deste capitulo é estender a representacao simplética ja empregada
em campos escalares para campos de spin 2. Para tanto, utilizamos uma generalizacao da
lagrangiana para campos livres de spin inteiro.

Afim de desenvolver a generalizacao desejada, primeiro foi construida a representacao
do campo de spin 1 a partir do tensor de campo e da funcao de onda. Essa construgao ficou
diferente daquela apresentada no capitulo anterior, que foi realizada via calibre. Feita a
representacao, foi possivel encontrar de forma simples a solugao para a funcao de onda no
espago de fase, bem como a fungao de Wigner e a lagrangiana para spin 1. Esta lagrangiana
foi generalizada e aplicada a um campo de spin 2. Como resultado, o campo obedeceu as
condicoes de simetria, trago nulo, transversalidade e a equagao de segunda ordem. Assim,
foi possivel apresentar uma solucao para a funcao de onda e encontrar a fungao de Wigner
para um campo de spin 2. A solugao para o campo e a funcao de Wigner sao entao
generalizadas para campos de spin inteiro.

Em relacao ao campo livre de spin 2, acredita-se que o campo gravitacional possa ser
explicado por meio de um campo de spin 2 e massa nula. De fato, as equagoes de Einstein
aceitam solucgoes radiativas. As equagoes sao altamente nao lineares, e uma forma comum
de se resolver esse problema é recorrer a uma aproximacao de campo fraco. Nesse caso, a
solucao para um volume finito leva a solucao de onda plana para uma particula de spin 2.
Como a radiacao apresenta longo alcance e velocidade idéntica a da luz, a massa do campo
deveria ser nula.

Ao analisar a interacao com o campo eletromagnético, seguimos a teoria de Fierz e
Pauli para propor uma lagrangiana de interacao entre os campos de spin 1 e 2. Os autores
ressaltam que o desenvolvimento de equagoes do movimento, considerando as interacoes

eletromagnéticas, leva a inconsisténcias algébricas. Isso acontece porque ao substituir as
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derivadas ordindrias por derivadas covariantes, algumas condigoes (como trago nulo e ener-
gia positiva) deixam de ser compativeis entre si. A sugestao dos autores é partir de uma
lagrangiana generalizada composta por campos auxiliares e, depois, derivar as equagoes de
movimento por meio do principio variacional. Esse processo possibilita definir os coeficien-
tes de cada termo oriundo da lagrangiana de maneira que satisfacam as condicoes exigidas,
sem a necessidade de derivar diretamente termos que garantam a compatibilidade. Os co-
eficientes empregados aqui sao os mesmo calculados por Fierz e Pauli. Este capitulo foi

baseado em [ [ [9],

5.1 Representacao de Spin 1

Uma particula com spin 1 é descrita como um quadrivetor ¥* ou com componentes
mistos de um quadritensor anti-simétrico ¥*”.

A equacao dinamica é uma relacao entre as quantidades ¢* e """, e sera escrito como [0}

iwuu = ﬁuwu_ﬁuwm (51)
P, = im*y,, (5.2)

onde 1, ¢ o tensor de campo e P = px. Dali, ¢ possivel obter a equacao de Maxwell-Proca

no espaco de fase. Aplicando o operador P* em ambos os lados da Eq. (5.2), temos
Prap, = 0. (5.3)

Sendo que 1, é anti-simétrica. Assim, multiplicando P* em (5.1) e substituindo ﬁ“tﬁ““

por meio da Eq. (5.2), obtemos
(p® +m?) x " =0, (5.4)

ou

(p“pu —ip"0, — ;16“(3# + mz) Y =0, (5.5)

onde m é a massa da particula. Portanto, uma particula livre de spin 1 pode ser descrita
pela Eq. (5.5) com a condigao adicional Eq. (5.3).
A solucao para a Eq. (5.5) dada pelo tensor de polarizagao é 57

VY (s @) = uE(py)e ", (5.6)
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onde &(p,,) depende das condicoes de contorno e u* obedece

wut =—1 (5.7)

"

e também
u'P, = 0. (5.8)

Portanto, a funcao de Wigner pode ser obtida a partir da funcao de onda, através de
fu=—0" %l (5.9)
Note que

Pl =) x (uye)
=ulu;, ¢ % o (5.10)
= - fw7

onde ¢(q,p) é o campo escalar no espago de fase e o sinal é devido a assinatura da métrica.

A Eq. (5.1) e Eq. (5.2) pode ser deduzida a partir da lagrangiana
L= Ut = 30 (B, — Papy) = 50 (b’ = Pag") + mPoypt. - (5.11)
A lagrangiana acima pode ser reescrita como 59,
L= — %wwwipg”g”’) +mP P, gt (5.12)
Substituindo v, por meio da Eq. (5.1):

L =— (Br)(Py”) + (BA) (Prab,) + mPb,

O SN S (5.13)
= — (P (PMy) +mPiph + P, (4 PHyY) — oy PEPYY.

Omitindo a derivada total no pentltimo termo e ciente de que o ultimo termo é nulo, temos
L =— (P (P'y") +m* . (5.14)

Note que a lagrangiana acima tem a mesma forma da lagrangiana para particulas de spin

nulo. A diferenca é devida ao campo 1), que é um vetor tipo-espaco nesse caso (,9"* < 0).
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Vale a pena ressaltar que eq. (4.22) e eq. (5.1) sdo diferentes teorias de spin 1 mesmo

no caso quando m — 0 na eq. (5.2).

5.2 Representacao de Spin 2

Aqui, pretendemos propor uma representacao para o campo do graviton, com massa
nula e spin 2. Afinal, no limite de campo fraco, as equacoes de Einstein aceitam uma
solugao de onda plana (61,

A generalizacdo da lagrangiana apresentada para o caso de spin 1, eq. (5.14), pode
ser estendida a campos livres de qualquer spin inteiro. Para tanto, é necessario que a
representacao do campo apresente rank igual ao spin do campo. Portanto, a lagrangiana

para um campo de spin 2 pode ser dada por
£ == (B, J(PP™) + m* 0. (5.15)

Explicitando a expressao no espaco de fase,

i

L= 00+ ol () (5.16)
bOUI] — () (5.17)

semelhante aquela para o caso de spin 1.

O campo v, deve ser simétrico e de trago nulo:

Vi = Yo (5.18)
Yr, = 0.
Devido a transversalidade,
Ptap,, =0, (5.19)
e cada componente satisfaz
(p* —m?) x P, = 0. (5.20)

Note que o campo v, obedece as condi¢oes para uma radiacao gravitacional originada
no infinito. Na verdade, a Eq. (5.20) é exatamente a encontrada por meio da aproximagao
de campo fraco para as equacoes de Einstein, de acordo com Weinberg 1, Contudo, aqui
a equacao ja é apresentada em sua versao no espagco de fase.

Seguindo o que foi feito para o caso de spin 1, a solucao da Eq. 5.20 em termos do
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tensor de polarizacao é tal que

U (py, qy) = uE(py)e 9 (5.21)

onde u*” obedece
uy, u = —1 (5.22)
u" P, = 0. (5.23)

Portanto, semelhante ao caso para o campo de spin 1, a fungao de Wigner fica:

fw = —T/JW*IUW- (524)

No caso geral para qualquer ordem de spin inteiro, temos

Y (pygy) = wE(py)e (5.25)
fw = _%b'uum*dﬂ,uu...’ (526)

que sao as generalizacoes da fungao de onda e da funcao de Wigner para particulas livres

de spin inteiro.

5.3 Campo escalar auxiliar C

Para analisar a interacao com o campo eletromagnético, seguindo o método de Fierz e
Pauli, torna-se necessério o emprego de um campo auxiliar de ordem mais baixa. Ao levar
em conta a interacao, a mudanca do operador p pelo operador Dx = (p — eA)* torna as
Egs. (5.19) e (5.20) incompativeis, pois os operadores D? e D nio comutam. Nesse sentido,
a adicao de um campo escalar auxiliar é uma conveniéncia, realizada de forma artificial,
para que a lagrangiana satisfaca a condig¢ao (5.19) (341,

Considerando A, e C reais, onde A,, ¢ o campo de spin 2, a lagrangiana pode ser

dada por

L =m?A,, A" + PyA,, P A" — 2PV A, P, A"
3 B s s
- ZmQCQ — gPAC’PAC + P7A,,P'C

(5.27)
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Lagrangiana com campo escalar C' no espago de fase

L =m?A,, A" + (pyx Au) (ph x A7) — 2(p7" x A,) (py x A™)
3 (5.28)

et =2 ) 5 0 + (07 5 A0 O,

Como p,x = (pu — %au),

) 1
L :mQAWAW +p2AWA“” — %[pAAW(éVA“”) + (OAAW)pAAW] —1
1 1
—2{p7AwpnA’7” - é[vaw(anAny) + (07 Ay )py A — 1 GVAW)((?”A"”)}
3 3 1 1
=m0 = {pp O = SpaC(0Y) + (97 Apy A™)] = (0 A,,)(9,4™) }

P A pC — %[pmw(a”c*) + (07 A, pC)]

(02 A (97 A)
(5.29)

- 1(074,)(0C).

Rearranjando os termos

1 1
£ = Ay A — (03 Ay (0P A) 4 (07 A, ) (0,A™)
B T4
+p2AuVA“V - 2p’7pnA’WA77V - gpQOQ + p’ypVAﬂyl/O (530)

(OAC)(DC) — £(97A,,)(9"C)

— S A0 A + i A (8, A) + Sep C(0°C) — S A, (0°C)

LA A 4 (07 A AT 4 D (OO — (07 A C

Repare que as duas primeiras linhas da lagrangiana acima sao uma lagrangiana do tipo

Fierz-Pauli.

5.4 Interacao do campo de spin 2 com o campo eletromagnético

Agora, é possivel adicionar termos convenientes afim de incluir a interacao entre o
campo de spin 2 (A,,) com outros campos. A interacao do campo eletromagnético com o
campo de spin 2 é dada via interagdo com o campo de spin 1 (A,,). Porém, é importante que,
ao adicionar tais termos, se verifique a validade das condicoes subsididrias estabelecidas
por Fierz e Pauli 134, Tsso porque ao ligar e desligar a interacao, a dimensionalidade da
variedade de estados poderia ser alterada, levando a singularidades.

Aqui, ao tomar a derivada covariante, empregamos aquela ja apresentada ao desenvolver
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o calibre de spin 1 no espaco de fase, D,x = (p, —eA,)*. Lembrando também que é possivel
expressar o campo eletromagnético no espago de fase por meio do comutador de Moyal da
derivada covariante como na Eq. (4.21).

Desta maneira, a lagrangiana para um campo de spin 2 no espaco de fase, com a

interacao eletromagnética, pode ser escrita como

L=m> A%, A" 4 (D % AP) (D % A%,) — 2(Dy % A7) (D7 % A7) + Fl' % A7 A7,

F S [(Dy x AP)(D x C) (D7 5 AL, ) (DY % C) (5.31)
3 3

— Z—lmzc'*C - g(D)\‘kC)<D§*C*>,

onde D* = p — eA*, A" ¢ o quadripotencial eletromagnético e F*” = g""F* ¢ o tensor de
campo eletromagnético no espago de fase dado pela Eq.(4.22).

A partir desta lagrangiana, podemos propor uma equac¢ao do movimento ou uma ex-
pressao para o vetor carga-corrente elétrica, tomando as derivadas da lagrangiana em
relagao ao quadripotencial.

Também é possivel apresentar mais explicitamente a lagrangiana, de forma enfadonha,

mas direta. Entao, desenvolvendo a derivada covariante de forma direta, temos

L :mQA:‘WA‘“’ + (p* % AM) (py * A) — e(pt x AM) (A} % A)
—e(AM % AM)(prx A, + €2(AN + A (Af * A7)
—2[(py * A7)(p" x A;,) — e(py x A7) (AT % A;)]
—2[—e(Ay * A¥)(p" % AL,) + €Ay x AT)(AT % AL )] + Pl x AV AT

+%[(pw * AT)(py # C7) = e(py x A7) (A C7)]
1 (5.32)
+§[_€(A7 * A7) (p x CF) + GQ(AW * A7) (AL x C)]
L[ A C) = e+ A ) (4 O)
+%[—6(A7* * AL (p" * C) + (A7 x AL ) (AY x C)] — %mQC’*C’
=2 % O)prx C°) = efp? x C) (A3 C7) = (A% C)(pr » O°) + (A £ O) (A} % O7)]
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Aplicando o produto estrela nos momentos,

* v * v Z v * 1 * 1 v *
L=m>A;, A" + p* A% AP — 5[p&aw (OAAL,) + (OPA™ )pr AT ] — Z(@*A” )(OnA3,)

* * i v * * v * i v *
[P AT (A H AL) = S(OUAN (AT AL + (A% A (prAL,) — S (A A) (0343,
+e? (A)‘ * AP (A} * A;V)

14 * Z 14 * 14 * 1 1% *
_2{p7A’Y pnAnu - §[p’VA’y (677"4771/) + (aVA’Y )pnAm/] - 1(87147 )(anAm/)}

v * 2 v * v * Z * *
+2e [pWA”’ (A" % A,,) — —(67/17 JA™ % Ay) + (A, x AP AL, — E(A” * AW)@”AW)}

—2e(A, x A) (AT % Ay) + Fl % A AL,

_l’_
[\DI('B DO | —

* v * * ]' v *
P AT, C" = LI AT (D,C7) 4 (0, p,C7] — (0,A™)(@,C%) )

[p (A7) = J(0, AN (AL % C°) (A, 5 AVpC" = S(A = 4D, (559

| g

(A * A7) (A" *C*)

+

wmz [\3"‘1\3

o {PALC LA (0°C) + (0747, C) - (07 4,)(0°C) )

[pm* (A" % C) — 5(37,4:;,,)@4” « C) + (A7 % A2,)p'C — %(AW* * A;V)(a”(})}
e (AT % A;V)(AV *C) — zmQCC’*

HPOo - LPC0,0) + (@O0t - @00 )

Flelp Ay eCn - %aA(A; £ C%) + (A % C)(paC) — %(AA < 0)(0:0")]

—geZ(AA*C)(A;*C*).
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Rearranjando os termos, a lagrangiana fica

* v 1 v * 1 v * v A*
L :mZA,uyAu - Zl(aAA'u )(a)\Apl/) + 5(8’7147 )(8T]Amx) + F'I;L * A7 A,uzx
3 3

~5l0,A™)0,0) + (07 42,)(°C)) - TmPCC + (@ O)(D,C7)
3

1
PP AL AR = 2p, AP AT 5 [P A, O 4 pT AT p"C] — §p202

—ep A (A % AL+ 2ep AT (AT % Ay) — [ AV (AL CF) 4 py AS, (A 5 )]

e
2
3 A A* * *
+gep AL (AL +C)
e
oA % A YA, 2e(Ay % AV NIA, — S[(Ay % AT+ (A7 5 A2, )pC)

3
1+ 2e(AN % C)ppC

8

i A Apv * YV (AN A* 1 % * v oA * v 3 by *
P A ,A,) — 2, A(OA;,) + Sy AT (0,07) + A (07C)] — A C(0RCY) §5.34)

1 1 3
—{ @A), = 20,4745, + S0, A7), O + (97 43,)p°Cl = S(DC)DC) }
—%e[—(aAAW) (A5 % A7) + 2(0, A7) (A7 x A,,)]

_%{Ka«/A'yl’)(Al*/ *C*) + (8'7Afw)<Al/ *C)] + g(@AAj)(Ai *C*)}
—%6[—(1‘1A * AP ) (ONAL,) + 2(Ays x A7) (07 A7)
_%{KA'}/ * A7) (0,C) + (A7 % A7) (0"C)] + 2(1@ * C)(@C*)}

Fe2[(AN 5 APY (AL % A7) — 2(Ay % AT)(AT % A7)
1 v * * * * v 3 * *
+562[(A7*A7 (AL % C*) + (A7 % A2 ) (A % O)] — §e2(AA*C)(AA*C ).

As duas primeiras linhas da lagrangiana acima formam uma lagrangiana do tipo Fierz-
Pauli para a interacao de um campo de spin 1 com um campo de spin 2.

Dada a representacao simplética para a lagrangiana de um campo de spin 2 interagindo
com um campo eletromagnético, é possivel desenvolver as equagoes dinamicas do sistema
direto no espaco de fase. E, embora o cédlculo da forma mais explicita da lagrangiana seja
demasiado tedioso, obtemos como beneficio termos adicionais originados da descrigao reali-
zada no espago de fase. Esses termos podem apresentar novos vinculos a serem considerados

no estudo desse tipo de sistema.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Fizemos uma revisao do formalismo de Wigner no espago de fase detalhando as pro-
priedades do produto estrela. Logo apds, revisamos o formalismo da mecéanica quantica
simplética, onde detalhamos o procedimento de simetrias de Calibre na teoria. A partir
dai, generalizamos a representacao simplética de campos de spin inteiro e aplicamos, em
especial, ao campo de spin 2.

A mecanica quantica no espaco de fase facilita correcoes de potenciais e ajuda a evi-
dencia-las nas analises experimentais. Para um campo de spin 2, foi definida a funcao de
onda no espago de fase, bem como a fun¢ao de Wigner.

Feita a representacao da lagrangiana para o campo livre, foi proposta a relagao entre
o campo de spin 2 e um campo auxiliar C. Uma vez feito isto, foi possivel propor uma
lagrangiana para a interacao entre um campo eletromagnético e um campo de spin 2.

Em relacao as perspectivas para futuros trabalhos, é interessante continuar estudando
a representacao do campo de spin 2 no espaco de fase e, entao, realizar a termalizacao do
campo. Uma outra possibilidade é estudar a relacao entre a representagao simplética do
campo de spin 2 e teorias como a de Cartan-Einstein e o Teleparalelismo Equivalente a
Relatividade Geral.
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