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Resumo

Neste trabalho, estudamos o Modelo de Markov com Parti¢cdo, estabelecido na literatura
como um modelo de Cadeia de Markov de ordem finita, no qual o espagco de estados é
particionado em classes de equivaléncia formadas por estados com as mesmas probabilidades de
transicdo. Apresentamos em detalhes as propriedades de consisténcia do método de estimagao
da Parti¢do Minima, baseado no Critério de Informacao Bayesiano (BIC), proposto por Garcia
e Gonzélez-Lépez (2017). Além disso, fundamentados nesse estudo, propomos a utilizagao
do Critério de Determinagao Eficiente (EDC), que estende o BIC, para a sele¢cao do Modelo
de Markov de Particdo Minima e estabelecemos a consisténcia da particao estimadora sob

condig¢des suaves.

Palavras-chave: Cadeias de Markov de ordem superior, Critério de Informagao Bayesiano,

Critério de Determinacao Eficiente.






Abstract

In this work, we study the Partition Markov Model, established in the literature as a finite
order Markov Chain model, in which the state space is partitioned into equivalence classes
formed by states with the same transition probabilities. We present in details the consistency
properties of the minimum partition estimation method, based on the Bayesian Information
Criterion (BIC), proposed by Garcia and Gonzélez-Lopez (2017). Furthermore, based on this
study, we propose the use of the Efficient Determination Criterion (EDC), which extends the
BIC, for the selection of the Minimum Partition Markov Model and the consistency of the

estimating partition is established under mild conditions.

Keywords: High-Order Markov Chains, Bayesian Information Criterion, Efficient Determina-

tion Criterion.
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1.1 Probabilidades de Transicao



Introducao

Os processos com estrutura Markoviana tém sido amplamente utilizados na modelagem de
fendmenos nas mais diferentes areas.

Nas situagdes em que a informagao em um dado instante depende das informagdes em um
numero fixo de instantes anteriores, os modelos de Cadeias de Markov de ordem fixa tém se
mostrado eficientes em iniimeras aplicacdes, como, por exemplo, em meteorologia ([20]), em
genética ([3]), entre muitas outras.

Em outras situagdes, o modelo mais apropriado pode ser aquele em que a ordem da Cadeia
de Markov nao ¢ fixa, denominados modelos de Cadeias de Markov de Comprimento Varidvel
(VLMCO) ([2], [6]). Neste caso, a memoria da cadeia depende dos denominados contextos e as
sequéncias de estados anteriores com o mesmo contexto possuem as mesmas probabilidades de
transi¢cdo, sendo, entdo, agrupados.

Do ponto de vista da estimago, a vantagem de considerar um modelo de Cadeia de Markov
de Comprimento Varidvel sobre um modelo de Cadeia de Markov completa de ordem fixa € a
reducdo e flexibilizacdo do nimero de parametros a serem estimados, que no modelo de Cadeia
de Markov completa de ordem fixa M e espaco de estados A finito, cresce exponencialmente
com a ordem M.

Inspirados pelas ideias do VLMC e considerando que “‘em base de dados com estrutura
Markoviana é frequentemente observado um grau consideravel de redundancia, o que significa
que diferentes sequéncias de simbolos t€ém o mesmo efeito sobre a lei de probabilidade do
processo ” ([13], traducao nossa), Garcia e Gonzdlez-Lopez, em [11], visando minimizar o
nuimero de pardmetros a serem estimados para modelar o processo através dessa redundancia,
introduziram o entdo chamado Modelo de Markov Minimo (Minimal Markov Model), que
posteriormente em [12] e [13] foi denominado Modelo de Markov com Parti¢ao (Partition
Markov Model).

Nesse modelo a redundincia é minimizada considerando-se uma parti¢do £* do espaco
S =AM, gerada por uma relacio de equivaléncia na qual elementos de S com as mesmas

probabilidades de transicdo sdo equivalentes.
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Esse modelo engloba tanto o modelo de Cadeia de Markov (completa) de ordem finita,
quanto o modelo VLMC e pode apresentar um nimero menor de pardmetros a serem estimados.
Exemplos de diferentes aplicacdes e estudos relacionados aos Modelos de Markov com Parti¢io
podem ser encontrados em [9], [10], [12] e [14].

Em [13], para processos estaciondrios com espacgo de estados finito, Garcia e Gonzalez-
Lopez propuseram a utilizacdo do Critério de Informacdo Bayesiano (BIC) para construir uma
estratégia consistente que consiste em encontrar, a partir de n observa¢des da cadeia, o modelo
com particdo contendo um nimero minimo de partes, para representar a lei de probabilidade do
processo. Um algoritmo para a sele¢do da parti¢do estimadora da Particdo Minima £*, baseado
no BIC, € apresentado pelos autores e € demonstrado que a sequéncia de parti¢cdes produzidas
pelo algoritmo converge quase certamente para a parti¢do £*.

O BIC é um critério de selecdo de modelos amplamente utilizado em diferentes situagdes.
No contexto de cadeias de Markov de ordem finita desconhecida foi utilizado por Katz em
[19] para a obtengdo de um estimador da ordem da cadeia e em [S] uma prova formal da
consisténcia forte (quase certa) desse estimador € apresentada. Nesse sentido, em [23], Zhao,
Dorea e Gongalves propuseram a utilizacdo do Critério de Determinacdo Eficiente (EDC), que
generaliza o BIC, para a estimac¢@o da ordem de uma Cadeia de Markov e, assumindo que
um limitante superior da ordem da cadeia é conhecido, demonstraram a consisténcia forte do
estimador, sob condi¢des suaves.

Posteriormente, em [7], Dorea demonstrou a consisténcia forte do EDC para a estimacgdo
da ordem da cadeia, sem a necessidade da hipétese do conhecimento prévio de um limitante,
sob condi¢des mais brandas sobre o termo de penalidade e propds um termo de penalidade
6timo para o EDC, propondo teoricamente que o EDC com termo de penalidade 6timo pode
ser um critério de informacao fortemente consistente que permita uma estimacao mais eficiente
que o BIC, isto é, diminuindo a subestimacdo da ordem verdadeira da cadeia com um tamanho
amostral menor.

Diante disso, duas questdes surgem naturalmente. E possivel utilizar, de forma similar
a [23] o EDC para a estimacdo da Particdo Minima do Modelo de Markov com Parti¢ao,
preservando a consisténcia forte, ou seja, estimando a Particdo Minima de forma quase certa
com uma amostra suficientemente grande? Se sim, € possivel propor algum termo de penalidade
6timo, como em [7], de tal forma a obter um estimador consistente para a Particdo Minima que
seja, em algum sentido, mais eficiente que o BIC?

Neste trabalho, baseados em [13] e [23], nos propomos a responder a primeira questao,
utilizando o EDC para a obtenc¢do de um estimador consistente mais geral para a Particao

Minima de uma Cadeia de Markov com Parti¢3o.
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A andlise da segunda questdo sobre a busca por um possivel termo de penalidade 6timo
para o EDC na estimagdo da Particio Minima, que, em algum sentido de estimacao, possa se
mostrar mais eficiente que o BIC e a suavizacgdo das condi¢des para a consisténcia do estimador
proposto, baseado no EDC, serdo objetos de estudos futuros. De qualquer modo, uma breve
discussao sobre o assunto € apresentada na Sec¢do 3.4, sob a 6tica dos trabalhos [7], [8] e [13].

Assim, no Capitulo 1 apresentamos inicialmente conceitos preliminares gerais € 0s prin-
cipais elementos relativos ao estudo de Cadeia de Markov de ordem superior. Mais ainda,
baseados no artigo de Garcia e Gonzélez-L6pez [13], apresentamos o conceito de Cadeia de
Markov com Particdo, as principais notagdes utilizadas e a deducdo da fungcdo de méaxima
verossimilhanca modificada, que serd empregada na defini¢ao dos critérios BIC e EDC para a
estimacdo da Particio Minima da cadeia.

No Capitulo 2 apresentamos em detalhes a estratégia baseada no BIC proposta por Garcia e
Gonzélez-Lopez e os principais resultados obtidos em [13].

No Capitulo 3, motivados e seguindo as mesmas ideias de Garcia e Gonzélez-Lopez em [13],
estabelecemos o conceito do critério £EDC no contexto do Modelo de Markov com Particao
e obtemos, sob as mesmas condi¢des sobre o termo de penalidade do EDC, dadas em [23], a
consisténcia forte do EDC para a estimac¢ao da Particdo Minima do Modelo de Markov com
Particdo. Além disso, apresentamos uma versao estendida, utilizando o EDC, do algoritmo
para a selecdo da Particdo Minima apresentado em [13] e estabelecemos, ainda, a consisténcia
forte da sequéncia de particdes geradas por esse algoritmo.

Por fim, sdo apresentadas as Conclusdes do estudo realizado nesta dissertacao.



Capitulo 1

Cadeias de Markov com Particao

O objetivo central deste capitulo € apresentar o conceito e os principais elementos do
Modelo de Markov com Parti¢do, que € o objeto de estudo desta dissertagao.

Além disso, apresentamos inicialmente alguns conceitos e resultados preliminares que serdo
utilizados nos capitulos posteriores.

Assim, na Sec¢do 1.1, apresentamos conceitos e resultados gerais bdsicos e, na Secdo 1.2,
expomos os principais elementos relativos as Cadeias de Markov de ordem superior.

Finalmente, na Se¢do 1.3, baseados no artigo de Garcia e Gonzalez-Lopez [13], apresenta-
mos o conceito de Cadeia de Markov com Particao, as notagdes a serem utilizadas e concluimos
com a deducdo da fun¢do de maxima verossimilhan¢a modificada, a qual serd empregada para
a definicao dos critérios de informacao BIC e EDC para a estimagao da Particio Minima da
cadeia que serdo apresentados e estudados no Capitulo 2 e no Capitulo 3, respectivamente.

As referéncias bibliogréficas utilizadas neste capitulo sao: [1], [2], [4], [7], [13], [15], [16],
[17], [18] e [22].

1.1 Preliminares

Nesta secdo, apresentamos alguns conceitos e resultados bdsicos, que serdo uteis no decorrer
desta dissertagdo.
As referéncias bibliogréficas desta secao sao: [1], [13], [17] e [18].

Definicdo 1.1. Seja (Q,F,P), um espaco de probabilidade. Dizemos que uma sequéncia de

eventos A, € F,n=1,2..., ocorre quase certamente quando n — oo, se

P(ocorréncia de A, para todo n suficientemente grande) = 1, (1.1)
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ou equivalentemente, se

P (D ﬁ Ak> _Pp (ligingn) —1.

n=1k=n

Defini¢ao 1.2 (Entropia Relativa). Sejam p = (p(xl),...,p(xn)> eq= (q(xl),...,q(xn))
duas medidas de probabilidade discretas em X = {xy,...,x,} C R. Definimos a entropia

relativa de p com relag¢do a g como sendo

p(slla) = X, ptin (2, (12

xeX Q(x)

A entropia relativa também € chamada de divergéncia (ou distancia) de Kullback-Leibler e
pode ser interpretada como uma medida de proximidade entre duas distribui¢cdes. No entanto,
ela ndo define uma métrica, pois ndo € simétrica.

A seguir, apresentamos duas propriedades bésicas de entropia relativa que serdo utilizadas
nos proximos capitulos. Um estudo mais detalhado sobre entropia relativa pode ser encontrado,

por exemplo, em [17].

Proposicio 1.1 (Positividade da Entropia Relativa). Sejam p = <p(x), xexXx ) eq= (q(x), x€

X ) duas distribui¢des de probabilidade discretas em X = {x1,x3,...,x,} C R, entdo

D(pllg) =0 (1.3)
e a igualdade ocorre se, e somente se, p(x) =¢q(x), Vxe X

Demonstracao. Vamos utilizar a conhecida desigualdade
1
In(x) >1——-,¥x>0, (1.4)
X

onde a igualdade ocorre se, e somente se, x = 1.

Assim, usando (1.4) em (1.2), obtemos
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Além disso, se p(x) = g(x), V x € X, é imediato que D<p\|q> = 0. Por outro lado, se
D<p| |q) = 0, entdo temos

n . .
Y p(x) {ln (_p(x,)) — <1 — _q(x,))} =0
i=1 q(xi) p(x;)
Agora, por (1.4), temos que todas as parcelas da soma anterior sdo ndo negativas. Logo,

p(xz')> (G

q(xi) p(xi)’
x = 1. Portanto, segue que p(x;) = q(x;),Vi=1,...,n

devemos ter In ( Vi=1,2,...,n. Mas aigualdade em (1.4) s6 € valida para

]

Observacao 1.1. Como consequéncia da Proposi¢do 1.1, podemos obter o seguinte resultado,

conhecido como Desigualdade de log-soma:
n n

Sejam ay,...,ay, by,...,b, nimeros reais positivos. Se a = Z aeb= Z b;, entdo
i=1 i=1

iailn (;i) >a-In (g) (1.5)
i=1 l

. a; a .
e a igualdade ocorre se, e somente se, b—’ = B constante, Vi=1,...,n.
i
a; bi
De fato, basta considerar p; = — e ¢; = —, i = 1,2,...,n. Entdo p = (p1,...,pn) €
q=(q1,---,qn) sdo distribui¢do de probabilidades discretas com p; > 0e g; > 0.

Logo, de (1.3) segue que

n

Ou seja,
1 & a; a
e temos (1.5).
Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, p; = qi_ Zl =gq;,Vi=1,...,n,0useja,
a
ai

a
E:l—),constante,‘v’i:1,...,n. 0
1

Proposicao 1.2. Sob as mesmas hipéteses da Proposicdo 1.1, temos que

(1.6)

p(sla) < ¥ () —a)”

XEX Q(x)
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1
Demonstraciao. Podemos reescrever (1.4) com — no lugar de x e obter
X
In(x) <x—1,Vx>0. (1.7)

Usando (1.7) em (1.2) temos

D<p||q> <Y plx) (M - 1)

xekX q(x)
v PP p() g)
xeX Q(x>

Completando quadrados na expressao do lado direito e como Z p(x) = Z qx) =1,
xeX xXeEX
obtemos

2
p(plle) < ¥ (p@q_;),(x)) + ¥ (pl)—a()

xeX

1.2 Cadeias de Markov de ordem superior

Nesta se¢do, apresentaremos conceitos e resultados sobre Cadeias de Markov de ordem
superior que serdo necessarios para o desenvolvimento dos proximos capitulos.

As referéncias bibliogréficas utilizadas nesta se¢do sdo: [4], [7], [13], [16], [18] e [22].

Para o que segue, consideramos {X;} = {X;, r =1,2,... }, um processo estocéstico a tempo
discreto definido sobre um mesmo espago de probabilidade (2, F,P) e com espago de estados
discreto A, ou seja, A C R é enumerdvel e P(X; € A, r =1,2,...) = 1.

No contexto da Teoria da Informacgdo, o espaco de estados A € comumente chamado o

alfabeto sobre o qual as varidveis aleatdrias X;, t > 1, tomam seus valores.
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Por facilidade, param < p e [ < j, inteiros positivos, denotamos

anz = (Xm,Xm+1,...,Xp);
ab = (am,am+1,...,ap),onde a; € A,V i>1; (1.8)

aﬁlb{ = (am,am+1,...,ap,bl,bl+1 ...7bj), aj,bjc A, Vi>1.

Definicso 1.3. Um processo estocdstico {X;} a tempo discreto e espaco de estados discreto A
¢ chamado uma Cadeia de Markov de ordem M € N, homogénea ao longo do tempo, se, para
ai€A,i=1,2,...,n+1, satisfaz

() P(Xor1 =any1 | X{ =) =P (Xor1 = @ns1 | Xy =dpyiyp). Y >M
(Propriedade de Markov);

(i) P (Xp1 = ani1 | Xoiopr = @npiop) =P (X1 = @1 | X1 2y = @pyi—m)s
YV n,m > M (Homogénea ao longo do tempo).

Neste trabalho, consideramos sempre cadeias homogéneas no tempo. Desse modo, frequen-
temente, por simplicidade, omitimos o termo “homogéneas no tempo”.

Se {X;} é uma Cadeia de Markov de ordem M e espaco de estados A, chamamos de
probabilidades de transicdo da cadeia as probabilidades

Plald") =PXy1=a| XM =a}) =PXys1=a| X" _y=a"),Yn>MeacA. (1.9)

Se M = 1, chamamos {X;} simplesmente de Cadeia de Markov (C.M.). Assumimos
conhecidos os resultados bésicos da teoria classica de Cadeia de Markov que serdo utilizados
em diversas situacdes neste texto. Como referéncias para essa teoria, citamos [16] e [18].
Uma forma de estudar as propriedades de uma Cadeia de Markov de ordem M, através das
propriedades de uma C.M. ¢ através dos processos k-derivados de {X;} definidos a seguir.

Definicao 1.4. Dada {X; }, uma Cadeia de Markov de ordem M e espago de estados A, definimos
{Yt(k) } com Y,(k) =X — (X, ... X, 1) € AX, 0 processo k-derivado de {X,}, com k € N.

Mostramos a seguir que o processo k-derivado de {X;} é uma C.M. para k > M.

Proposicao 1.3. Se {X;} é uma Cadeia de Markov de ordem M e espaco de estados A, entdo,
para k > M, seu processo k-derivado, {Yt(k) }, ¢ uma Cadeia de Markov de ordem 1, chamada

de Cadeia de Markov k-derivada de {X;}, com espago de estados A*.

Demonstracao. Primeiramente, como o espaco de estados A de {X;} € discreto, entdo Ak o
espaco de estados de {Yt(k) }, também ¢ discreto.
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Para provar que o processo {Y,(k) }, com k > M, satisfaz a Propriedade de Markov, isto é,
Vn>1,

k k k k k k)Y _ (k) (k)
P<Yn(+)1:a;(1421 Y”():a’g)7"'>yl():al >—P(Yn+1— n—l—l‘Y )v
com al(k) =(aj1,...,aik) € A, observe primeiramente que a probabilidade

k k
P(1) =l

k k k k
v = af ),...,Yl( ) =a§ )> Z]P’<Xn+k = Apilks--->Xn+tl = Ant1,1 ’
(Xl’h' --an+k—l) = (amla"'?an,k)?' "7<X17'~'7Xk) = (a1,17~"7a17k)>

(k)

¢ positiva somente para os g; ', tais que a; ; = a;—1,j+1, quando i € {2,3,....n+1} e j €
{1,2,...,k—1}. Por facilidade de notacdo, denote a; ;1 =a;;, Vi€ {l,....n+1} e jc

1,....k}.

Assim, podemos escrever

(Y, = | 19 = ..t =) =

P(Xpik = Gnir - - Xnt1 = iyt | Xpgk—1 = Qpyk—1,-. ., X1 =a1) =
. nt+tk—1 _ nt+k—1
P (Xn+k =dAantk | X =ay ) .

Agora, como {X; } satisfaz a Propriedade de Markov (i) da Defini¢do 1.3, segue que

k k k k _
IP)<Yn(-i-)l - an—H ‘ Yy ( )""7Y1( ) :ag )) = ]P)(Xn—l—k = dp+k ‘ Xnnilf 1\1/1 = aZiilew)

_ _ n+k—1 _ n+k—1
= P(Xn+k = dp+k | Xn = an )

k k k=1 _ k—1
—P(xf = ZL |X"+ ay)
_o(y® (b
_]P<Yn+l n+1 ‘ Yy = an )

Além disso, usando os mesmos argumentos e notagdes anteriores e como {X; } ¢ homogénea

no tempo, ou seja, satisfaz o item (ii) da Defini¢do 1.3, podemos obter
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]P’(Y(k) —q® ‘ y = a}(f))

_ n+k—1 _  n+k—1
ntl = Gyt IP)(anuk = Gp i | Xoik-m = an+ka>

=P <an+k | aZi’,ﬁ:L)

P <Xk+1 = dpik ]Xl = a"+k 1)

_p <Xk+1 Zﬁ | Xk = gtk 1)
(1 —al?, | ¥ = ).

Ou seja, para k > M, {Y,(k)} ¢ uma Cadeia de Markov homogénea no tempo.
[

Observe, por (1.9), que as probabilidades de transi¢ao dos casos possiveis de {Y,(k)} sdo
dadas, para todo t > 1, por

k k
P(r =as" |1 =db) = Placsi [ af_y). (1.10)
Em particular, para o caso k = M, obtemos

M) M+1
]P<Yt+l =4a "

y, ™) —aﬁ”) Plays1 | ). (1.11)

Assim, associamos as probabilidades de transicao de uma Cadeia de Markov {X;} de ordem
M, com as probabilidades de transi¢ao de sua Cadeia de Markov M-derivada {YI(M) } que é
uma Cadeia de Markov de ordem 1.

Para a estimacdo em Cadeias de Markov, € natural estudar o comportamento da cadeia ap6s
um nimero n grande de realizac¢des, ou seja, seu comportamento limite. Na proposicao a seguir,
veremos uma condi¢do suficiente sobre as probabilidades de transicao de uma cadeia {X;} de
ordem M, com espaco de estados finito, para que as suas cadeias k-derivadas, k > M, sejam
ergddicas. Para isso, utilizamos os conceitos e resultados cldssicos da teoria de Cadeias de
Markov.

Proposicao 1.4. Seja {X;} uma Cadeia de Markov de ordem M e espaco de estados finito A.

Se as suas probabilidades de transi¢do sdo estritamente positivas, isto €,
Pla|a)!) >0,V a,a; €A, (1.12)

entdo, V k > M, a sua cadeia k-derivada {Yt(k)} ¢ irredutivel, aperiddica e recorrente positiva,

consequentemente, ergdédica.



1.2 Cadeias de Markov de ordem superior 11

Demonstracao. Sejam a®) = a]f e Ake p) = b]f e A*, dois elementos quaisquer do espaco
de estados de {Yt(k) } Entdo, podemos obter

k k k k - k k
(1 =p0 | 1 =a®) 2P (r ) = bk a1 = dbby |1 = df).

Por outro lado pela Proposi¢ao 1.3, {Y,(k) } ¢ uma Cadeia de Markov de ordem 1, segue que

v

k . .
P(r %) =p® | 9 = o) H] P (v =dtb] | v =dp] ),
j:

em que convencionamos aﬁﬂb’f =k, alb) =dt, df = ap e bl =by.

Agora, por (1.10), para k > M, temos
(k) k (k) k < k i—1 £ i—1
P<Yk+l = b ) Y =d )> 2 I—[1P<bj | @ ae b1 > ' H 1P(bj | b;-M)
J= j=M+

e, usando (1.11), para k = M, temos

P(v,1) = b ’ 0 =) > ﬁlP (b 1ab] ).
p

Assim, pela hipétese (1.12), segue que, V k > M,

P(v® = b0 | ¥H =a) > 0,va), 5 € A%,
Ou seja, todos os estados da cadeia {Yt(k)} comunicam-se entre si e a cadeia € irredutivel.

Logo, como seu espago de estados Ak ¢ finito, pois A € finito, e a cadeia ¢ irredutivel, temos
que {Y,(k)} € recorrente positiva.

Por fim, para (a,a, ,...,a) € A¥, temos que

P(Yz(k) — (a,a,...,a) Yl(k) — (a,a,.__,a)) :]P)<XM+1 =a

Xuy=a,....Xq :a> > 0.

£ T . k £ T
Logo, (a,a,,...,a) é aperiddico e, consequentemente, a cadeia {Yt( )} ¢ aperiddica.
]

A seguir, apresentamos a definicdo de Cadeia de Markov de ordem superior irredutivel sob

a concepgao de [4].
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Defini¢cdo 1.5. Uma Cadeia de Markov {X;} de ordem M e espago de estados finito A ¢é dita

irredutivel, se {Yt( )} sua cadeia M-derivada € uma C.M. irredutivel, ou seja, para quaisquer

a™) = alf € AM ¢ pM) =¥ ¢ AM tais que
P <YI(M) = a(M)> > 0, paraalgum¢ > 1e P (Y,(M) = b(M)> > 0, para algum ¢ > 1,

(M) (M)

temos que @'’ se comunica com b\, isto €, existe ¢ > 1 tal que

P <Yt(M) — pM) | yM — a(M)> > 0.

Pela Proposicdo 1.4, € direto observar que, se as probabilidades de transi¢do da cadeia sdao
estritamente positivas, entdo a cadeia € irredutivel.

A seguir, apresentamos dois resultados adaptados de outros trabalhos que tratam sobre a
relagdo entre as as probabilidades de transicdo P(a | a}!) da cadeia e seus respectivos estimado-
res. O primeiro € uma adaptacdo do Corolario 2 de [4] e o segundo é uma adaptacdo do Lema
2 de [7].

Denotamos, V F € F, a indicadora do evento F, I(F'), definida por

l,seweF

I(F)(@) =
O,sew ¢ F
Proposicdo 1.5. Sejam {X;} uma Cadeia de Markov de ordem M, irredutivel, com espago de
estados finito A, e x{, n valores amostrados da cadeia, com n > k. Entdo, dado € > 0, existe
o > 0 dependendo das probabilidades de transi¢do da cadeia, P( - | -), tal que, quase certamente

quando n — oo,

n—k+1 n—k—+1
LI = a) e-m( LI :a’;—l))
= k—1 =
P —Plax [ a;_y)| < pa . (1.13)
El (X2 = gk 1y t; (X2 = gk

para todo k tal que M < k < aln(n) e para aqueles a’f e AF ocorrendo em uma amostra

suficientemente grande.

Demonstracao. Ver o Corolario 2 de [4].
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Lema 1.1. Sejam {X;} uma Cadeia de Markov de ordem M, com espago de estados finito A e
x|, n valores amostrados, comn >k > M e alfrl c A¥1 Se {Y,(M) }, a cadeia M-derivada de
{X:}, é érgddica e 7 é sua distribuicdo estaciondria, entdo quase certamente

t=1

n—k n—k+1
( YT = b Xy = arn) — Plag | a’/i_MH) < Zl I(XfH! = a]f)> )
=

;
TP n-In(In(n))

=2r (a’f“) (1 — Pag+ | ai—M—H)) ;

onde denotamos 7 (a’f“) =n(a)) - Playsr | af) - P(@ T | d_ypiy)-
Demonstracao. Ver o Lema 2 de [7]. L]

Neste trabalho, concentramos nosso estudo ao caso em que a Cadeia de Markov de ordem

superior € estaciondria, conforme a defini¢do a seguir.

Defini¢do 1.6. Uma processo estocastico {X;} é chamado estaciondrio se, para cadai > 0 e
m > 1 inteiros e quaisquer indices 1 <t; <tp < --+ <y, 0s vetores (Xiis,,Xitsys- -, Xits,) ©

(X:,, Xy, -, X;,) possuem a mesma distribuicdo conjunta.

Observacdo 1.2. Seja {X;} Cadeia de Markov de ordem M € N, estaciondria e {Yt(k)} sua
Cadeia de Markov k-derivada com k > M.

(a) Segue diretamente da Defini¢ao 1.6:

(a.1) Vn,p>1, X, e X, sdo igualmente distribuidos;

(a.2) Vn>1, temos que Yn(k) tem a mesma distribuicao que Y, l(k)

Em particular, para k = M, Yn(M) = (Xu, ..., Xn+m—1) tem a mesma distribuigdo de

Y™ = (Xi,.... Xn).

(b) Neste caso, por facilidade, vamos adotar as seguintes notagdes simplificadas:

(b.1) S =AM o espaco de estados da C.M. {Yt(M)} M-derivada de {X; };
(b2) VaceA,seSet>M+1,

P(s,a) =P (X =sX=a) =P (X =5, Xys1 =a), (1.15)
=P (X =5) =P (X} =5) =P (1" =) (1.16)

t_

P(s)
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(b.3) Se L={Ly,Ly,...,Ljz} € uma parti¢do arbitrdria de S, entdo denotamos, V L € L,

VaceA,
P(L,a) =) P(s,a), (1.17)
seL
P(L)=Y_P(s), (1.18)
seL
Pa|L) :%, se P(L) > 0. (1.19)
O

Finalizamos esta secdo apresentando um resultado basico sobre convergéncia de estimadores
em uma C.M.

Lema 1.2. Seja {Y;}, uma C.M. irredutivel, aperiédica e recorrente positiva, com espago de
estados finito S e s € S, entdo

. =
lim —— = 7(s), quase certamente,
n—oo n

onde 7(s) é a distribuicdo estaciondria da cadeia.

Em particular, se {Y;} é estaciondria,

. t=
lim

= P(Y, = s), quase certamente.
n—oo n

Demonstracao. Para a primeira parte da prova, ver o Coroldrio 6 do Capitulo 2 de [16].

No caso em que {Y;} € estaciondria, pela Defini¢do 1.6, em particular, a distribui¢do de ¥;
independe de . Quando tal condicdo € satisfeita, a distribuicao inicial da cadeia € a distribuicao
estaciondria (ver [16], por exemplo), logo 7(s) = P(Y; = s), concluindo a demonstragao.

O

1.3 Cadeias de Markov com Particao

Nesta secdo, baseados no artigo de Garcia e Gonzalez-Lopez [13], introduzimos o con-
ceito de Cadeias de Markov com Particdo e apresentamos alguns resultados preliminares que
utilizamos nos préximos capitulos.

As referéncias bibliogréficas desta se¢ao sao: [2], [13] e [15].
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1.3.1 Definicao e Notacoes

Daqui para frente, consideramos somente as Cadeias de Markov de ordem M que sdo
estaciondrias e utilizamos as notagdes introduzidas na secao anterior.

Assim, considere {X;} uma Cadeia de Markov de ordem M (M € N), estaciondria e com
espaco de estados finito A.

Neste caso, pela Proposi¢ao 1.3 e a Observacao 1.2, a cadeia M-derivada {Y,(M)} € uma

C.M. homogénea no tempo, com espago de estados finito S = A, tal que as varidveis aleatérias
Yt(M), t > 1, sdo identicamente distribuidas com distribuigdo P(s), s € S, dada em (1.16).

Se, além disso, as probabilidades de transi¢cdo forem estritamente positivas, ou seja, P(a |
s)>0,VaceAeVseS, temos que a C.M. M-derivada {Yt(M)} ¢ irredutivel, aperiddica e
recorrente positiva, pela Proposicao 1.4.

Na proxima proposi¢do, seguindo [13], introduzimos uma relagdo de equivaléncia sobre o

(M)

espaco de estados S = AM da cadeia M-derivada {Y, } sobre a qual estd baseado o conceito

de Cadeia de Markov com Particiao, que definimos logo em seguida.

Proposicao 1.6. Seja {X;}, uma Cadeia de Markov de ordem M, estaciondria, com espago de
estados finito A, tal que P(a |s) >0,VacAeV s e S. Arelagdo ~, definida por

s~pr <= Pla|s)=P(a|r),VacA (1.20)

é uma relacio de equivaléncia sobre o espago de estados S = AM da cadeia M-derivada {Y,(M) }

Demonstracio. E imediato que a relagdo (1.20) é reflexiva e simétrica.

Agora, sejam s, r, g € S, tais que s ~, r € r ~,, g. Entdo, por (1.20) segue que
Pla|s)=P(a|r)eP(a|r)=P(a|q),VacA.

Logo, P(a|s) =P(a|q),VacA,ouseja,s~,q.
Assim, a relagdo ~, € também transitiva.
]

Observe que a relagdo ~, particiona o espago de estados § = AM em classes de equivaléncia

disjuntas. Desta forma, podemos definir:

Definicdo 1.7. Dada {X;}, uma Cadeia de Markov de ordem M, estacionéria, com espago de
estados finito A e probabilidades de transi¢do P(a |s) >0,Va€AeV s € S, dizemos que
{Xi} ¢ uma Cadeia de Markov com Parti¢do L™ = {LY,L;,...,L{;-}, se L* & a parti¢do de S
determinada pela relacdo de equivaléncia ~ ,, definida em (1.20). Usualmente £* é denominada

a Particdo Minima da cadeia.
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Note que neste caso, temos

s,reL; = P(a|s)=P(a|r),VacA

s€lierelL;,i#j= JacAtalqueP(a|s)#P(a|r).

Como motivacao para o uso do Modelo de Markov com Parti¢ao, Garcia e Gonzalez-Lopéz,
destacam a reducdo do nimero de pardmetros necessarios para especificar uma Cadeia de
Markov de ordem M e, consequentemente, a diminui¢cdo do nimero de parametros a serem
estimados.

Especificamente, para uma Cadeia de Markov {X;} de ordem M, os parimetros a serem
estimados, considerando seu modelo completo, sdo suas probabilidades de transicdo. Tais

probabilidades podem ser agregadas na matriz estocastica reduzida de sua cadeia M-derivada:

al ap e a|A|
S1 P(a1 |S1) P(az\sl) P(aw ’Sl)
sy| Plar|s2) Plazlsa) -+ Plaa|s2) (121)
sisp \P(ar | sis) Plaa|sis) -+ Plaglss)
|A]

Por ser uma matriz estocdstica, temos que Y P(a;|s;) =1,V 1 <i < |S|= |AIM. Desse
j=1
modo, basta estimar as (JA|—1) probabilidades de cada linha, P(a; | s;), visto que o jo-ésimo
A|
elemento restante da linha serd naturalmente estimado por 1 — Z P(aj|s;).
J#Jo

Assim, ao todo, considerando o modelo completo, temos um total de [A[™-(|A|—1) parame-
tros livres. Uma quantidade que cresce exponencialmente com a ordem M da cadeia, o que
dificulta a estima¢do em cadeias de ordem muito grande.

Entretanto, € possivel que tenhamos elementos em S, equivalentes com respeito a relacdo
de equivaléncia ~, definida em (1.20). Sendo esse o caso, teriamos que as linhas na matriz
estocdstica referentes a tais elementos seriam iguais e bastaria estimar as (|A|—1) probabilidades
de transi¢do de uma dessas linhas.

Logo, no caso do Modelo de Markov com Particdo £* = {L},L3,...,L. }, a matriz

estocéstica da cadeia poderia ser sintetizada, reduzindo linhas redundantes, da seguinte forma:
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al az .. a‘Al
Ly ( Pla|L}) Plaa|Ly) -+ Plau|Ly)
Ly| P(ai|L; Play | L5) -+ Play | L)
: ( -’ 2) ( .\ 2) Al k2 (122)
oo \Plar | Lize) Plaz|Lige) -+ Plapy | Ligs)

Seguindo o raciocinio anterior, o nimero de parametros livres a serem estimados totaliza
|£*]-(JA|—1). Como L£* é uma partigdo de S, entdo |£*|< |S|= |A|™. Logo temos, em geral,
uma redugdo do niimero de pardmetros a serem estimados.

Note também que, neste caso, os elementos de cada linha da matriz (1.22) sdo tais que para
cada parte L* € L, se s € L*, entdo

Pla|s)=P(a|L"),VacA. (1.23)
De fato, se s € L*, entdo para todo a € A,
P(a|s)=P(als;),Vi=1,2,...,|L"|,

e por (1.14) a (1.19), podemos escrever

P(s,a) _ P(s;,a)
P(s) P(si)

Vi=1,2,...,[L",
o que implica que

11;21 [P(s;l()‘g(sl')]

L%

Y P(si)
=

P(a|L") = =P(a|s),VacAeVseclL".

1

Dessa forma, considerando-se o nimero de parametros livres a serem estimados para o
modelo completo, teremos sempre um nimero total fixo de |A[™-(|A|—1) parimetros, enquanto,
no Modelo com Particdo, tal quantidade depende da quantidade de elementos da particao
associada, apresentando, assim, uma estrutura mais flexivel.

O Modelo de Markov com Particio ndo € o unico que apresenta essas vantagens em
comparacao ao modelo completo. Outra classe de modelos € a das Cadeias de Markov de

Alcance Varidvel (VLMC, sigla de seu nome em inglés “Variable Length Markov Chains”).
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Tal modelo, detalhado em [2], por exemplo, também considera Cadeias de Markov de
ordem finita. Entretanto, a ordem da cadeia varia conforme o que se chama de “contexto”, isto
¢, a depender dos ultimos estados da cadeia, que podem apresentar tamanhos diferentes. Essa
nocdo é matematicamente sintetizada pelo conjunto 7, denominado drvore de contexto.

Especificamente, 7 € um conjunto composto por sequéncias de elementos do espago de
estados A da cadeia, com comprimentos varidveis.

No caso da ordem da Cadeia de Markov ser finita, temos |7|< o e podemos definir
M = max{{(t) | T € T}, onde ¢ é a fun¢do comprimento. Nesse caso, 7 caracteriza-se pelo
fato de que qualquer sequéncia af = s de elementos de A com comprimento maior ou igual a
M possui algum elemento de 7 como seu sufixo de maior tamanho possivel. Tal elemento,
denotado por c(s), é denominado o contexto da sequéncia.

Nesse modelo, as probabilidades de transicio de Cadeias de Markov de ordem finita
dependem, ndo de sequéncias de elementos de A com um tamanho fixo, mas dos contextos
presentes em 7, que t&€m tamanhos varidveis, isto é, seja £; = E(c(s)), as probabilidades de
transi¢cdo sao

P(Xn+1 =al|X{ = s) = P(Xn+1 =alX) , = c(s)) = ]P’(X&H =a |Xf°’ = c(s)) = PT<a | c(s)).

Assim, seguindo a légica apresentada anteriormente, o nimero de parametros a serem
estimados seria dado por |7]-(|A|—1).

O exemplo a seguir indica, de forma simplificada, que modelos VLMC de ordem finita
podem ser apropriadamente identificados com o modelo de Cadeia de Markov com Parti¢io
introduzido na Defini¢do 1.7.

Exemplo 1.1. Seja {X;}, uma Cadeia de Markov de ordem finita, com espago de estados
A =1{0,1,2}, estaciondria, com probabilidades de transi¢do estritamente positivas e drvore de
contexto 7 = {0,1,01,02,12,22}. Note que M = max{{(t) |t € T} = 2.

Neste caso, para identificar tal cadeia com o Modelo de Markov com Parti¢ido observe que
a cadeia é de ordem M = 2.

De fato, sejan > 2 e af, uma sequéncia qualquer de elementos de A, entdo ¢ (a}) = c (d)_; ),
ja que ambas as sequéncias, af e a,_;, possuem o mesmo sufixo de maior tamanho possivel
em 7. Desse modo, temos

ﬂ»(xn+1 —a| X! = a'{) :PT(a | c(a’l‘)) :PT(a | c(aZ_1)> - IP’(X3 —a|X?= a:_l),

ou seja, a ordem da cadeia é M = 2.
Tomemos, inicialmente, a particio de AY = A? que contenha elementos com mesmo
contexto, isto é, £ = {Lo,Ly,Lo1,Lo2,L12,L22}, onde definimos L; = {s € AM | c(s) = t}.
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Assim, temos: L() = {00, 10,20}, L1 = {11,21}, L()1 = {01}, L()z = {02}, L12 = {12} € L22 =
{22}.

Agora, observe que s ~, r, Vs, r € L, e V T € T, pois as probabilidades de transi¢do de
sequéncias com 0 mesmo contexto sio iguais. Além disso, para s; € L; e s¢ € Ly, temos duas

possibilidades:

(i) s¢ %p sy, ¥V T#7T €T e neste caso, L = L éa particdo definida pela relagao de

equivaléncia ~, dada em (1.20);

(i1) existem partes distintas de £ com elementos equivalentes entre si, isto é, elementos que
possuem as mesmas probabilidades de transi¢do. Neste caso, a particdo L* é dada pela
unido de todas as partes de £ que possuem elementos com as mesmas probabilidades de

transicdo entre si, satisfazendo a Defini¢do 1.7.
v

A seguir, nos moldes do Exemplo 1.1, podemos notar a redu¢do do nimero de parametros
livres que a concepc¢ao do Modelo de Markov com Parti¢do pode gerar para a estimacao, em

comparacao com a concep¢ao do modelo completo, ou de VLCM.

Exemplo 1.2. Seja {X;}, uma Cadeia de Markov de ordem 2, com espago de estados A =
{0,1,2}, estaciondria, com as seguintes probabilidades de transi¢do:

Tabela 1.1 Probabilidades de Transi¢ao

s 060 10 20 O1 11 21 02 12 22
P(O|s) 04 04 04 03 02 02 04 03 02
P(1]s) 03 03 03 03 02 02 03 03 02
P(2|s) 03 03 03 04 06 06 03 04 006

Considerando o modelo de Cadeia de Markov completa temos um total de parametros a
serem estimados igual a [A[M-(JA|—1)=3%-(3—1) =18.

Entretanto, podemos identificar a cadeia pelo modelo VLMC com a arvore de contexto
T ={0,1,01,02,12,22}, apresentada no Exemplo 1.1. Considerando esse modelo, o nimero

total de parAmetros livres se reduz a |T|-(JA|—1) =6-(3—1) = 12.
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Por fim, analisando as probabilidades de transi¢do P( - | s), observamos as seguintes

equivaléncias entre os estados em A%

00 ~p 10 ~, 20 ~,, 02;
01 ~, 12;

11 ~p 21~ 22;

00 »p 01 ¢, 11 o, 00.

Desse modo, pela Defini¢do 1.7, {X;} é uma Cadeia de Markov com Parti¢io L* =
{00,01,11} = {L},L};,L}}, onde L} =01 = {00,10,20,02}, L; =01 = {01,12} e Ly = 11 =
{11,21,22}. Nesse modelo, a quantidade de pardmetros a serem estimados diminui para
|IL*|-(JA|-1)=3-(3—1) =6. v

Com as motivacdes e vantagens do uso do modelo de Cadeias de Markov com Parti¢do
apresentadas, concentramos nosso interesse no problema de estimar a Particdo Minima £* do
modelo, o qual serd abordado nos proximos capitulos.

Para isso, vamos estabelecer mais uma lista de nota¢des a serem utilizadas, por simplicidade.

Observacao 1.3. Considere {X;}, uma Cadeia de Markov de ordem M, com espaco de estados
finito A, estaciondria, tal que P(a | s) >0,VacAeVseS=A" eseja L={L,,L,,... Ligi}s
uma particdo arbitréria de S.

(a) Dada uma amostra da cadeia, de tamanho n > M, X{' = (Xy,...,X,), denotamos

n—M
= Y 1xM" ! =5, Xy =a),

o nimero de ocorréncias, na amostra, da sequéncia s sucedida pelo elemento a;

n—M 1
M+t—
I(X 5),
t=1

o nimero de ocorréncias, na amostra, da sequéncia s sucedida por qualquer elemento de

A;
a) = ZNn(s,a),

seL
o nimero de ocorréncias, na amostra, de sequéncias da parte L € L sucedidas pelo

elemento a;
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(b)

(©)

= Z Ny (s)

seL
o nimero de ocorréncias, na amostra, de sequéncias da parte L € £ sucedidas por qualquer

elemento de A.

Para todos 1 <i < j < |L|, denotamos
‘Clj = {L17 l luLlijl+17 "7Lj*17Lj+17"'7L|,C|}7

onde Lij =1L; ULJ'.
Note que como L; N L; = 0, entdo para todo a € A, temos

P(Lij,a) = Z P(s,a) ZP(s,a)+ ZP(s,a)zP(Li,a)+P(Lj,a)
SEL;j seL; s€L;

e, de maneira andloga, podemos obter

P(L;j) =P(L;)+P(L;)
Ny(Lij,a) = Ny(Li,a) +Nu(Lj,a)
Nu(Lij) = Nu(Li) 4+ Nu(L;).

Considerando, de maneira mais geral, se 7 C {1,2,...,|£|} € um conjunto de indices,
denotamos £, a particdo que une as partes de £ com indices em 7', isto &,

Lr =] L.

Neste caso, seguindo o mesmo raciocinio de (b), podemos obter

LT7 Z P Lk7
keT

=) P(L)

keT

LT7 ZN Lka
keT

=) Na(Ly).

keT
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Finalizamos esta se¢d@o, provando a consisténcia forte, isto €, a convergéncia quase certa, dos
estimadores para P(L) e P(L,a), descritos em [13], apresentando os estimadores de maxima
verossimilhanca de P(a | L) para cada L uma parte de uma particdo arbitrdria Lea € A e
deduzimos a expressao da funcao de Médxima Verossimilhanca modificada

1.3.2 Maxima Verossimilhanca Modificada

Com as notacoes introduzidas na Observagdo 1.3 (a) e na Observagdo 1.2, provamos na
sequéncia a consisténcia forte dos estimadores para P(L) e P(a,L), apresentados em [13], para

cadeias estaciondrias.

Proposicao 1.7. Seja {X;} uma Cadeia de Markov de ordem M, com espago de estados finito
A, estaciondria, tal que P(a | s) >0,VacAeVsec S =AM e sejam x}, n valores amostrados,
comn>M. Se L ={Ly,La,...,Liz} € uma parti¢do de S, entdo para L € L e a € A, temos

N, (L
lim ( )

n—oo n n—oo n

= P(L,a), quase certamente.

n—M n—
Demonstragiio. Observe que N,(s)= Y I(X" " '=5)= Y I (Y,(M) = s) , onde {Y,(M)} éa
t=1 =1

Cadeia de Markov M-derivada de {X;,}. -
Desse modo, temos, Vs € S = AM,

. Ny(s . 1= . =
lim (s) = lim = lim .
n—e  n n—eo n n—eo n—M n

(M)

Mas, pela Proposicao 1.4, {Y, } ¢ uma C.M. irredutivel, aperiédica e recorrente positiva

e da Observagdo 1.2 temos que, V1 > 1, IP’(Y,(M) =s5) = P(s),Vs€S. Assim, pelo Lema 1.2,
segue que

n—M m
y I(YI(M) _ S) y I(Yt(M) _ s)
lim = = lim =L~ = — P(s), quase certamente.
n—soo n—M Mm—>oo m

Portanto, para L € £, como |L|< oo, podemos obter

N, (L N, N
tim M) _ iy Y NS g gy NalS) s i,
nree R n_>°°s€L n sELn_>°° n seL
ou seja, lim ML) = P(L) , quase certamente.

n—yoo n
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N, (L
De forma andloga, podemos provar que lim M =P(L,a),YacAeLeL.

n—oo n

[

Considere {X;} uma Cadeia de Markov com Parti¢do £*, de ordem M, conforme a Definigéo
1.7.

Seja X{', uma amostra de tamanho n > M da cadeia {X; } e considere as nota¢des introduzi-

das na Observacao 1.3 (a) e na Observacgdo 1.2.

Proposicdo 1.8. Para cada L € £, com N,(L) > 0, o estimador de médxima verossimilhanga
de P(a | L), para cada a € A, é dado por

Nu(L,a)
Nu(L)

Ba|L)= (1.24)

e a fungdo de maxima verossimilhanga modificada baseada em n valores observados x7, da

Cadeia de Markov {X; }, assumindo uma parti¢do arbitraria £ de S, é dada por

N, L, Nu(L,a)
mv(c,2) = [I ( N((L‘)’)) , (1.25)
acA, Lel n

onde o produtério é tomado para L € L tal que N,(L) > 0.

Demonstracdo. Primeiramente, como X' é uma amostra da Cadeia de Markov {X;} de ordem
M, homogénea no tempo, a fun¢do de verossimilhanga associada € obtida, usando a regra do

produto e as propriedades (i) e (ii) da Definicdo 1.3, da seguinte forma

P(X] = x}) =P(Xy = x0 | X}y = X0 3) - POon1 | X037 ) - POaaayr [ x)7) - P(x}")
= P(xy |xZ:]1V1)-P(xn_1 |xZ:12\4—1>"'P(xM+1 |3HIW)P(x/1W)

Ou seja, para n valores observados x, temos

P(Xj = x}) = P(") - T]P(a| M0 (1.26)

acA seS

Agora, considerando que {X;} é uma Cadeia de Markov com Parti¢cdo L£*, entéo, por (1.23),

temos para cada L € L*,
Pla|s)=P(a|s)=Pa|L),Vs,s €L.

Assim, agrupando em (1.26) as probabilidades de transicdo presentes em uma mesma parte,

temos que a fung@o de verossimilhanga dos valores observados x| da amostra da Cadeia de
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Markov com Parti¢do £* é dada por

f(Pla L)) = P TTP(a] L)Ebd) = p(t) TTPGa | YNG9, (1.27)

acA Lel* acA Le/l*

Observe que se N,(L) = 0, entdo N,(L,a) =0,V a € A. Assim, (1.27) reduz-se a

f(PalL)|2t) = Py - [T P(a] L)), (1.28)

acA LeLl”

em que o produtério é considerado sobre L € L* tais que N, (L) > 0.
Como In(-) é uma fungio crescente, os estimadores 2, (a | L) que maximizam a fungio

P(a|L)|x}) sdo os mesmos que maximizam a funcao log-verossimilhanga que € dada por
1 q ¢ g caq

1n(f(P(ayL)\x7)>: ( ) Zln( a\L) (L,a), (1.29)

para L € £* tal que N,(L) > 0.
Agora, suponha que A = {ajy,...ajq }. Se Ny(Lo) > 0, para algum Lo € L”, entdo existe
algum ay, € A tal que N,(Lo,ar,) > 0. Lembrando que ) P(a|L) =1,V L € L", entdo
acA
Plag, |L)=1-) P(a|L).

a#ar,
Assim, podemos reescrever (1.29) como

in((ptal2)151) ) = n (PC49) + i (Plal D)tk + En(Ples | ) atL )

atary
( );;m( ) (L,a) —i—Zln( a;‘P \L) (L,az,).

Derivando parcialmente a expressdo acima em rela¢do a P(a | Ly) e igualando a 0, para
cada a # ay,, obtemos a seguinte relagao:

Nn(L(),a) _ Nn(L(),aLo) _
Fi(a[Ly) 1— X Pula|Lo)
a#ar,

Como, N, (Lo, ar,) > 0, obtemos que

(1= £ Alelt) MiLoa)

a#ay

_ B.(ar, | Lo) - Nu(Lo,a)
N, (Lo, ar,) N, (Lo,ar,) ’

Pu(a] Lo) = (1.30)
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mas, para que Y P,(a|Lo) = 1, devemos ter por (1.30) que

acA
A N, L(),a
B,(ay, ]LO):W. (1.31)
Assim, por (1.30) e (1.31), segue que
. N, (Lo, a)
P, Ly)=——"—-—-"7-,V A.
w(a | Lo) No(Lo) ac

Repetindo o mesmo processo, V L € L* tal que N,(L) > 0, obtemos que o estimador de
maxima verossimilhanca de P(a | L) é

ﬁn(a|L):%

,VaeAVLe L comN,(L)>0. (1.32)
Assim, a fun¢do de mdxima verossimilhanga modificada da Cadeia de Markov {X; } com
Particdo L, baseada nos n valores observados x|, quando uma parti¢do £ é assumida, é dada

por

Ny(L,a)\ M=)
MV (L,x]) = ( - ) , (1.33)
AL @)
em que o produtério é considerado sobre toda L € L tal que N, (L) > 0.

O

Observe que, pela Proposicio 1.7, segue que o estimador B, (a | L), definido em (1.24), é
fortemente consistente.

Concluimos este capitulo, observando que na Secdo 1.1, apresentamos conceitos e resultados
gerais bdsicos que serdo necessarios para o formalismo técnico das demonstracdes dos principais
teoremas do trabalho.

Na Secdo 1.2, apresentamos o conceito de processo k-derivado para permitir a utilizagdo
de resultados bésicos de Cadeias de Markov de ordem 1 no contexto de Cadeias de Markov
de ordem superior M e apresentamos alguns conceitos e resultados ja conhecidos de cadeias
de ordem superior, que serdo importantes para auxiliar no estabelecimento dos principais
resultados de estimacdo do Modelo de Markov com Parti¢ao.

Por fim, na Secao 1.3, apresentamos o modelo de Cadeia de Markov com Parti¢do e suas
vantagens em relacdo a outros modelos para Cadeias de Markov de ordem superior. Obtemos os
estimadores de maxima verossimilhanga dos pardmetros do modelo e a médxima verossimilhanga
modificada do modelo, que serd necessaria para definicdo dos critérios de informacgdo que serdo

utilizados para estimagao da Particio Minima do modelo nos préximos capitulos.



Capitulo 2

Estimacao pelo Critério de Informacao
Bayesiano

O amplamente conhecido Critério de Informac¢do Bayesiano para a selecdo de um modelo,
dentre K modelos, M, ..., Mg, que melhor aproxima o modelo verdadeiro, baseia-se na medida
de similaridade entre um modelo M} e o modelo verdadeiro, dada por

dk ln(n)

BIC(k) = In(MV (k)) = ==

onde MV (k) é a fun¢do de maxima verossimilhan¢a modificada do modelo associada a uma
amostra de tamanho n da populagdo e d; a dimensdo do modelo M, isto é, o nimero de
parametros a serem estimados no modelo.

Dessa forma, seleciona-se o modelo My tal que

k* = argmax BIC(k).
ke{1,2,....K}

No contexto de Cadeias de Markov com Particdo, em [13], Garcia e Gonzalez-Lopez
propuseram a utilizacdo do Critério de Informacdo Bayesiano para construir uma estratégia
consistente que se propde, a partir de n observagdes da cadeia, a encontrar o modelo, dentre a
classe de Modelos de Markov com Parti¢cao, que contém um nimero minimo de partes para
representar a lei de probabilidade do processo.

Neste capitulo, nés apresentamos em detalhes conceitos e resultados estabelecidos por
Garcia e Gonzélez-Lépez [13] que garantem a consisténcia tedrica da estimacgdo da Particdo
Minima do Modelo de Markov com Particao.
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Assim, na Secao 2.1 apresentamos o critério BIC no contexto de Cadeias de Markov com
Particao e apresentamos conceitos e resultados auxiliares para a estimagdo consistente da
Particio Minima da cadeia.

Na Sec¢do 2.2, apresentamos os principais resultados em [13] que demonstram a consisténcia
forte do BIC na estimacdo da Particdo Minima do Modelo de Markov com Parti¢do, isto €,
quase certamente quando n — oo, 0 critério auxilia de forma efetiva na estimacao da Parti¢dao

Minima.

2.1 O BIC em Cadeias de Markov com Particao

Considere {X;} uma Cadeia de Markov com Parti¢do £, conforme a Defini¢do 1.7, de
ordem M e espago de estados A finito. Lembrando que, neste caso, {X;} é estaciondria e
assumimos que

Pla|s)>0,YacAeVscS=AM.

Dados n valores observados xj da cadeia e assumindo uma parti¢do £ = {Ly,...,Lz|}
arbitréria, dentre a classe P de todas as parti¢cdes de S, vimos na Proposi¢do 1.8, que a funcdo

de méxima verossimilhanca modificada é dada por

. Nn(L,a>)N"‘L’“)
MV (L) = Dnind) , 2.1
cxn= T (W

onde o produtério é tomado para L € L tal que N, (L) > 0.
Dessa forma, Garcia e Gonzalez-Lopez ([13]) definiram o BIC do Modelo {X;} com
Partigcdo L por

Al-1)1e]

BIC(L,x") = In (MV(/;,x';)) ! (n), 2.2)

como medida de similaridade entre 0 modelo assumindo a particdo £ e o modelo verdadeiro
com parti¢do L£*.

Note que, neste caso, a constante (JA|—1)|L| no termo de penalidade de (2.2), refere-se ao
nimero de parametros livres a serem estimados.

Utilizando (2.2), Garcia e Gonzélez-Lopez propuseram, em [13], obter como parti¢dao

estimadora £, para £* aquela que maximiza (2.2) dentre todas as parti¢des em P. Ou seja,

L, = argmax{BIC(L,x})}. (2.3)
LeP
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No entanto, na prética, encontrar o0 maximo global (2.3) dentre todas as parti¢des possiveis
em P seria provavelmente impossivel, mesmo para um espago de estados S = AM, da cadeia
M-derivada, de tamanho moderado.

Dessa forma, os citados autores propuseram a determina¢ao de uma particao estimadora ﬁ;:
que, quase certamente quando n — oo, se iguale a L* e satisfaga (2.3). A estratégia para obter
[ﬁfl, a qual sera detalhada na Secdo 3.3, € iniciar a busca por uma dada parti¢do inicial, como
por exemplo, o préprio espaco S, e entdo reduzir o tamanho da particao inicial passo a passo,
de tal forma a unir determinadas partes de maneira apropriadamente escolhida.

A estratégia proposta baseia-se nos conceitos de parte boa e particdo boa, conforme a

definicao a seguir.

Definicdo 2.1. Seja{X;} uma Cadeia de Markov de ordem M, com espago de estados finito
A, estaciondria tal que P(a|s) >0,VacAeVsecS=A". Se L ={L,,L,,... L)}, € uma

parti¢do de S, entdo dizemos que:

(i) L € £ éuma parte boa, se

Vs,s' €L, Plals)=P(al|s),VacA,istoé, s~,s.

(ii) £ é dita particdo boa, se,V L € L, L é uma parte boa.
Exemplo 2.1.

(a) £ =S ¢éuma parti¢do boa de S, pois, Vs € {s}, s~ s.
Aqui cometemos um pequeno abuso de notacdo com £ = S. No rigor matemadtico, temos

L={{s}]|seS}

(b) A particdo £* da Definigdo 1.7 é uma parti¢do boa, pois € a particdo gerada por ~,.
Logo,Vs,s' € L,comL € L* s~ .
(¢) A particdo £ = {Lg,Ly,Lo1,Lo2,L12,L2} do Exemplo 1.1 é uma parti¢io boa.

De fato, como os elementos de cada parte possuem 0 mesmo contexto, apresentam as

mesmas probabilidades de transicao, ou seja, V s, s €L,comTeET, s~ » s

Logo cada parte L; € £ € uma parte boa e, consequentemente, £ € uma particio boa.

v

Observacio 2.1. Seja £ = {Ly,...,L|;|}, uma parti¢do boa para a Cadeia de Markov {X; } de
ordem M, satisfazendo as condi¢des da Defini¢do 2.1.
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(a) Repetindo os mesmos argumentos utilizados para obter (1.23), podemos mostrar que, se
L € L, entdo
Pla|s)=P(a|L),VseL.

(b) Pela Observagao 1.3 segue que: se L;, L;j € L sdo tais que P( - | L;) =P(-|L;), entdo a
particao

Li— {LI;'~-aLi—l,Lij;Li+1;-~~7Lj—1;Lj+1,'-~;L\L\}, comL;; =L;UL;,

¢ também uma particao boa.

Mais ainda, se P( - | Ly) =P(-|Ly),VkleT C{1,2,...,|L

Ly = U Ly e Rt = {Ly | k € T}. Entdo a parti¢ao
keT

}, com k # £, considere

L' = (L\Rr)U{Lr}

que une as partes de £ com indice em 7 em uma tnica parte L7, também é uma parti¢ao

boa.

O

Dessa forma, a estratégia proposta por Garcia e Gonzélez-Lépez para obter a particao
estimadora EA;’; que, quase certamente quando n — oo, satisfaz (2.3), se baseia no método de
construcdo de parti¢do a partir de partes boas, com o objetivo de reduzir o tamanho da parti¢ao
passo a passo.

Especificamente, duas partes boas L; e L; de uma mesma parti¢do arbitrdria £ (ndo necessa-
riamente uma parti¢io boa) serdo unidas para formar uma nova particio £, considerada de

acordo com as notacdes da Observacao 2.1, se
BIC(LY,x}) > BIC(L,x}), (2.4)

para x| valores observados do processo
Para estabelecer a consisténcia de (2.4) e, consequentemente, do estimador £ dado em

(2.3), o seguinte resultado auxiliar, apresentado em [13], serd necessario.

Proposicdo 2.1. Sejam {X;} uma Cadeia de Markov de ordem M, com espago de estados finito
A, estaciondriae P(a|s) >0,Vac€AeVseS =AM [ = {Ly,L,,... ’L\C\}’ uma particdo de
S e x{, n valores observados do processo, com n > M.
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Se L € L é uma parte boa, entdo, dado d > 0, temos, quase certamente quando n — o,

Nu(L,a)
Ny(L)

—P(a] L)‘ < |2 1n0) (2.5)

ML)

Demonstracdo. Pela Proposicdo 1.4, {X;} é irredutivel, pois as probabilidades de transi¢do da
cadeia sdo estritamente positivas. Assim, usando a Proposi¢do 1.5, dado € > 0, existe & > 0

dependendo das probabilidades de transi¢do P(- | -) da cadeia tal que, quase certamente quando

n— oo,
n—k+1 n—k+1
Zl I(thJrkfl — a’f) e-In ( Zl I(Xtt+k72 — al{l))
= k—1 1=
n—k+1 —Plag | a=))| < ) . (2.6)
[;1 I(XIH»kfz — alffl) tgl I(th+k72 _ al{*l)

para todo k tal que M < k < aln(n) e para aqueles alf € A¥ ocorrendo em uma amostra
suficientemente grande.

Considerando n grande, tal que oIn(n) > M + 1, podemos tomar k = M + 1. Assim, para
§ = azlw € Sea=ap+1, um elemento de A, podemos reescrever (2.6) da seguinte forma

_ n—-M
Y IXIM =5 X =a) e-ln( I(x/ M-l —s)>
S —P(a|s)| < — L 2.7)
Y Ix M =) 1M1 =)
t=1 t=1
€, consequentemente, temos
N, €-In(N,
2(958) _ pigig)| < ERWNals) (2.8)
Nu(s) Na(s)

Mas, como P(a | s) >0,V s €S eac€ A, entdo segue que N,(s) > 0 quase certamente,
conforme n — oo e podemos concluir que (2.8) € vdlida, V s € S e a € A, quase certamente
quando n — oo,

o
Logo, dado 0 > 0, escolhendo € = W, por (2.8), temos

B ma(s) _ Nals.a)

s, 0 -In(Ny(s))
[A[PM-N, (s) Ni(s)

—Pla|s) < AN, (5)
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e, como N, (s) > 0, segue que

/8 -In(Na(s)) - Na(s)

A[M

\/5 In (N, ()

<Ny(s,a) —P(a|s)-Ny( ]A|M

Pela Observacdo 2.1 (a), temos que P(a |s) = P(a | L), V s € L, pois L é uma parte boa.
Entdo, como |L|< oo, segue que

Z\/8 (N ()<ZNn(s,a)—ZP(a|L)- <Z\/6 In (N, (),

seL |A ‘M N sel seL SEL ‘A ’M

o que implica

‘A,MZJN u(5)) < Nu(L,a) —P(a|L)-N, WMZW (5)).

seL seL

Mas, como, N,(s) <n e Ny(s) <m = max{N,(s) | s € L}, podemos obter

/8- In(n) - /m- L] ML) —P@|D)N, \/3 In(n) - /n- |L|

IAIM IAIM

Agora, temos que |L|< [A[M, pois L C S, e m = max{N,(s) | s € L} < Y Nu(s) =Nu(L). Logo,
segue que et

—/8-In(n) - /N,(L L,a)—P(a|L)-Ny(L) < /8 -In(n)-\/N,(L

Portanto, como N, (L) > 0 podemos concluir que, quase certamente quando n — oo,

/5 In(n V <Nl b1y < /5 TGy Y

Na(L) Nu(L)

ou seja,

Na(L,a) (@) )‘ 6 -In(n)
Na(L) T\ Nu(L)




32 Estimacdo pelo Critério de Informacao Bayesiano

2.2 Consisténcia

Nesta secao, apresentamos em detalhes os resultados obtidos em [13] que estabelecem a
consisténcia forte da utilizacdo do BIC para a estimacdo da Particio Minima de uma Cadeia de
Markov com Particao.

O primeiro resultado mostra que o BIC é um critério fortemente consistente para decidir se
duas partes boas devem ser unidas, conforme descrito na secao anterior em (2.4).

Teorema 2.1. Seja {X;} uma Cadeia de Markov de ordem M, com espago de estados finito A,
estaciondria, tal que P(a | s) >0,V acAeVsc S =AM e sejam 7, n valores observados de
{Xi}. Se L= {Ly,Ly,...,Liz} € uma particdo de S, para a qual existem i < j € {1,2,...,[L]}

tais que L; e L; sdo partes boas, entdo
Pla|L))=P(a|L;),VacA (2.9
se, € somente se, quase certamente quando n — oo,
BIC(LY,x}) > BIC(L,x}). (2.10)

Demonstracio. Primeiramente, como vamos comparar BIC(L" x?) e BIC(L,x}) quando
n — oo, podemos considerar n suficientemente grande tal que N, (L) > 0, para toda L parte de S.
Desse modo, substituindo (2.1) em (2.2), podemos obter

Nu(Lya)\  (JA[-1)-[£]
BIC(L,x] Ny(L,a) — -In(n
: aeAz;ieﬂ ( N"(L) ) 2 ( )

1)Ll
BIC(LY x}) =Y Ny(L,a)1 (N]’\’[(L;’)) _ (Al 12) £ |-1n(n).
achiLeri n(L)

Denotando £° = £\ {L;,L;} e observando que |£|= |£|—1, podemos reescrever as

expressoes acima do seguinte modo

BIC(L,x") ZN (L,a) (N (L, a)) — (|A|_;) 1£] -In(n)

acA, LeL0 Na(L) @2.11)

+ Y Ny(Li,a)In (%) + ) Na(Lj,a)In <%>

acA acA
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BIC £1] xl ZN L a (N]r\zlr(ll(dl:c)l)) . (’A|_;) . |£‘ ll’l(l’l)

) acA, LeL® MlEona) (2.12)
— y nilij, &)
+ ) -ln(n)‘l—%Nn(Ll]?a) In ( Nn(Ll]) )

Agora, subtraindo (2.12) de (2.11), obtemos

BIC(L,¥]) ~ BIC(L,}) = ¥ {Nn(Li,a)ln (N—“l’“)) T N(Lj.a)1n (N_"@f’“))

ach Na(Li) Na(Lj)
— Ny(Lij,a)In <N]’\l[i?’ijc)’)) } - (|A|2_1) ‘In(n). (2.13)

Por um lado, suponha que (2.9) esta satisfeita. Consequentemente, temos que L;; € uma
parte boade S e

P(-|Lij)=P(-|L)=P(-|Lj). (2.14)

Nu(Lij,a)

Agora, pela Proposic¢ao 1.8,
g p posi¢ No(Ls))

€ o estimador de mdxima verossimilhanga de P(a |

L;j). Logo, temos
y Na(Lij,a) No(Lijsa
H (Nn(LmCl)) > H <P(a|L,-j)) (Lij,a)
acA Nn(Lij) acA

e de (2.13), segue que

BIC(L, ") — BIC(LY ) < ZA{ (Li,a)In (%) +Na(Lj,a) In (W)

(A1

—Na(Lij,a)ln (P(a | Lij)> } - ) “In(n).

Como Nn(Lij,a) = N,,(Li,a) +Nn(Lj,a) e P(a | Lij) = P(a | Li) = P(a | Lj), VacA,

podemos reescrever a inequagao anterior como
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BIC(L, X)) —BIC(LY x}) < Y {Nn(Li,(l> <ln (N"(L"’“)) —In <P(a | LD))

acA N"( i)

st () )}

Na(Li-a) Nn((L.n?) =
_ _ Na(Li) _ Na(Lj _ —1)
=Y {Nn(L,,a) In (P(a | Li)) +Ny(Lj,a)In (P(a | Lj)> } 5 In(n)

No(Liva) (s Nallya) (Wi

_NA(T n(Lisa) | Nl | n(Lja), [ N

—N"WZ{ ML) <P<a|L,->>}+N"(L’>a§{ L) ! (P(aW))}
(|A|2_1) n(n).

Agora, usando o conceito de entropia relativa na Defini¢ao 1.2, temos que

Nyu(L;,-)
N (L;)

BIC(L,x}) — BIC(LY,x%) < N,,(L,-)D( ’ ‘P(~ | L,-)) +N,(L;)D <1\1]v((LLJj)) ‘ ‘P(~ \ L,-))

_ (A|2_1) ‘In(n). (2.15)

Mas, por (1.6) da Proposigio 1.2 e pela Proposi¢do 2.1, dado 6 > 0, temos, quase certamente
quando n — oo, que

2
Nau(Lia) —P(a | L') S1n(n)
N,(Li,") H ) ( Na(Li) ’ (L)
D ——=||P(- L) | < < (2.16)
( (L |PC18)) = X —parr) Ll L)
€ 2
Nn(L'7a)
L —P(a | L') d1n(n)
Nn(LJ7) H ) < Nn(L]) / ) Nn(Lj)
D P(-|L;) | < < (2.17)
G R e L FalL)
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Entdo, usando (2.16) e (2.17) em (2.15), segue que, quase certamente quando n — oo, temos

BIC(L,}) = BIC(LY x}) < N, (Ly) %)) L ﬁ *N"(Lf’zévffg; L P<a1| L))
—@ In(n).
(2.18)

Agora, como A é finitoe P(a|L) >0,VacAeV Le L, usando (2.9) concluimos que
p=min{P(a|L;)} =min{P(a|Lj)} > 0.
acA acA
Logo, por (2.18), temos

< 2|A[61n(n)  (|A[-1)

BIC(L,x}) — BIC(LV,x}) 5 5 In(n).
Assim, escolhendo 6 < %Zl), obtemos
y Al—1 Al—1
BIC(L,x}) —BIC(LY,x}) < <(‘ |2 )_( ‘2 )) In(n) =0.

Portanto, segue (2.10), ou seja, quase certamente quando n — co, temos
BIC(LY,x}) > BIC(L,x").

Por outro lado, suponha que (2.10) € satisfeita. Por facilidade denote

NalL,d) e ru(L) = . (2.19)

La) =
rn(L,a) n n

Entdo, para n suficientemente grande, dividindo (2.13) por n, obtemos

e {rn(Li,a)ln (’”"(L""”) +ra(Lj,a)In (r"@f’“))

n acA rn(Li) rn(Lj)
Ly (@)Y U (A=1) In(n)
n(Lij;a)l ( (L) )} 5 . (2.20)

Como, ry,(L;), ra(Lj), ra(Li,a) e ra(Lj,a), ¥ a € A, sdo ndo negativos, r,(L;i,a) +r,(Lj,a) =

rn(Lij,a) e ro(Li) + ra(L;) = ra(Lij), usando (1.5), temos que cada parcela do somatorio em
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(2.20) € ndo negativa. Logo, para n suficientemente grande,

BIC(L,x") — BIC(LY,x%) ~_(A]=1) In(n)
n - 2 n
Ou seja, -
BIC(L,x") — BIC(LY ,x"
11_r>n ( xl) ( xl) > 0, quase certamente. (2.21)
n—oo n

Mas, pela hipétese (2.10), temos que, quase certamente quando n — oo, BIC(L,x}) <
BIC(LV,¥7). Assim, quase certamente,
BIC(L,x") — BIC(LY  x"
lim 21CWEx) ZBICLLT. YY) (2.22)

n—oo n

ny _ ij n
Logo, por (2.21) e (2.22), segue que lim BIC(L,x7) BIC(£ X

=0, g.c. Assim, aplicando
o limite quando n — o em (2.20), conclu1mos que, quase certamente,

i L (o (55 ) et (55 ) -niom (525
i (A1) (o)

n—oo n

=0.

Ou seja,

o (<) it (S2) o () o

Agora, como o somatdrio € sobre A, finito, e In(x) é continua sobre x > 0, podemos utilizar

as propriedades de limite e a Proposicao 1.7 para concluir que

L;‘ {P(L,-,a) In (P&Z:ﬁ) +P(Lj,a)ln (P;?—ij‘)’)) — P(Lij,a)In (%) } =0.
(2.23)

Finalmente, como P(L;), P(L;), P(L;,a) e P(Lj,a), ¥ a € A, sdo ndo negativos, P(L;,a) +
P(Lj,a) = P(Lij,a) e P(L;)+ P(Lj) = P(L;;), segue de (1.5) que cada parcela do somatério
acima € ndo negativa, mas, por (2.23), isso implica que,

P(Liaa) _ P(Lj7a)

VASA TSIy TP
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Portanto, obtemos (2.9), ou seja,
VacaA, P(a | Ll') :P(a | Lj).

]

Seguindo o raciocinio utilizado na demonstra¢do do teorema anterior, € possivel utilizar o
mesmo critério, para decidir se duas ou mais partes devem ser unidas. E o que estabelece o

corolério a seguir.

Corolario 2.1. Sejam {X;} uma Cadeia de Markov de ordem M, com espacgo de estados
finito A, estaciondria, tal que P(a |s) >0, VacAeVse S = AM ¢ x|, n > M valores

observados do processo. Se L = {Ll,...,L|£|} € uma particdo de S com K partes boas,
{L;}X_, e T c{1,...,K} é um subconjunto de indices das partes boas, entio
Pla|Ly)=P(a|L;),VacAklecT (2.24)

se, € somente se, quase certamente quando n — oo,
BIC(LT %7 > BIC(Lx}), (2.25)

onde £T denota a particio que une as |T'| partes boas em Ly = U L;.
keT

Demonstracao. Primeiramente, observe que, seguindo a mesma ideia utilizada para encontrar
(2.13), para toda parte L de S, podemos obter, para n suficientemente grande tal que N,(L) > 0,

que

acA \ keT

— N, (L7, a)In <M) } _ (Al=D(TI=1) n(n). (2.26)

BIC(L,x}) —BIC(L" x}) =Y { Y [Nn(Lik,a)ln (%ﬁ?ﬁ?)]

N, (L) 2

Agora, por um lado, assumindo que (2.24) € valida, segue que L7 € uma parte boa e
Pla|Lr)=P(a|Ly),VkeT.
Nn (LT, Cl)
N, (L)
P (a | Lr). Desse modo, realizando os passos andlogos aos passos da demonstra¢do do Teorema

Pela Proposi¢ao 1.8, temos que € o estimador de maxima verossimilhanga de
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2.1 que deduziram (2.15) e lembrando que Z N,(Lj,,a) = N, (Lr) , concluimos que
keT

BIC(L,x}) —BIC(L" x}) < Y { )y {Nn(Lfk’a)ln (M)]

acA \keT Nn(Lik)
(A[=D(T|-1)

~ Ny (Lr,a)ln (P(a | LT)>}— In(n).

Ou seja,

(Al=D(T]=1)

BIC(L,x}) — BIC(LT 1) < ¥ Nu(Li,)D <N”<L"k"> ‘In(n).

keT Ny (Lik)

P 1L) -

Assim, seguindo o mesmo raciocinio da demonstragdo do Teorema 2.1, dado 6 >0 e
denotando p = min{P(a | L; ) | a € A, k € T}, podemos obter que, quase certamente quando
n —» oo,

(Al=D(T]=1)

BIC(L,x}) — BIC(LT ,x}) < @m(n) — 5 In(n)
_ T1lA16 — (JA[-1)(IT|-1)
—ln(n)( P > )

p_ (A=D(T|-1)
| T[A] 2

BIC(L,x}) — BIC(LT ) < 1n(n)(|T!A| |T1|D|A| (|A|—1)2(|T|—1) _ (|A|—1)2(|T|—1>> o,

Portanto, escolhendo 6 < , concluimos que

ou seja, quase certamente quando n — oo, temos
BIC(LT %)) > BIC(L,x})

e obtemos (2.25).
Por outro lado, assuma que (2.25) é valida.

Por (2.26), temos que

BIC(L,x{) —BIC(LT ,x}) _ y { y {rn(Lik,a) n (%”

acA \keT

Ly, o (rn (Lr, a)) } - (]A\—l)z(\T]—l) ‘1n,(1n)‘ 07
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Agora, como r,(Lj,a) e ro(L;), Va € A eV k € T, sdo ndo negativos, Z ra(Liy,a) =

keT
ra(Lr,a)e Z rn(Li,) = rn (L), entdo por (1.5) na Observagdo 1.1, temos que, cada parcela
keT
do somatdrio sobre A em (2.27) € ndo negativa.
Logo, concluimos que
BIC(L,x) —BIC(LT X}
lim 21CL1) (E0%) S 0. g (2.28)
n—yoo n
Mas, pela hipétese, (2.25), segue de (2.28) que
BIC(L,x}) —BIC(L” x|
lim BIC(£:41) (£5.x) _, g.c. (2.29)

n—soo n
Assim, de (2.27) e (2.29) e pela Proposicao 1.7, segue que

B (g riwam(ieg)-raron(iz) ) -0 e

acA \ keT

Agora, como P(L; ,a) e P(L;,) sdo ndo negativos,VacAeVkeT,P(Lr,a)= Y P(Ly.a
keT
P(Lr)= Z P(L;, ), novamente (1.5) implica que cada parcela do somatorio em A € ndo negativa,
keT
o que implica por (2.30) que cada parcela ndo negativa do somatério em A é também nula.

Portanto, segue que
P(a |Lik) =P(a | L,-l),Va €Ak leT

e obtemos (2.24). ]

O corolério a seguir estabelece a consisténcia do BIC para decidir quando duas ou mais
partes boas ndo devem ser unidas, aspecto importante para a estratégia de estimagdo que sera
detalhada na Sec¢do 3.3.

Corolario 2.2. Sob as mesmas hipédteses do Coroldrio 2.1, temos que: se
P(a|Ly)#P(a|L;) paraalgumacAek, €T,
entdo, quase certamente quando n — oo,

BIC(L,x}) > BIC(LT x).
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Demonstracao. Por (2.27) e por (1.5), temos que, quase certamente

. BIC(L,x}) —BIC(LT x}) _ - \n P(Ly,a)\ . P(Lr,a)
o " QEZA{ICEZTP(L’“ (i) - paranm (5 >}>0'

Assim, quase certamente, para todo n suficientemente grande,

BIC(L,x}) —BIC(LT ,x})
n

>0,

ou seja, BIC(L,x}) > BIC(LT ¥, quase certamente quando n — oo.
O]

Finalmente, podemos mostrar que o critério BIC € fortemente consistente para estimar a

Particdo Minima de uma Cadeia de Markov com Parti¢ao.

Teorema 2.2. Seja{X;} uma Cadeia de Markov com Parti¢do L* de ordem M, com espaco de
estados finito A, estaciondria, tal que P(a|s) >0,Vac€AeVseS= AM.

Dados n valores amostrados x| da cadeia, com n > M, entdo, quase certamente quando
n — oo,

L, = argmax{BIC(L,x])} = L",
LeP

7z

onde P denota a cole¢do de todas as possiveis parti¢des de S e L* € a parti¢io boa minima,
conforme a Defini¢do 1.7.

Demonstracdo. Vamos denotar por P*, o conjunto de todas as parti¢des boas de S. Como A é
finito, entdo a colecdo P também ¢é finita.

Primeiramente, observe que se £, = {R1,R2,...,R|z,|} € P\ P* é uma parti¢io qualquer
que ndo seja parti¢do boa, entdo L, possui a0 menos uma parte que nao satisfaz o item (i) da
Defini¢ado 2.1.

Suponha sem perda de generalidade que R; = {s1,52,...,5x, } seja tal parte. Entdo, existem
1 <i< j<mtais que, para algum a € A, temos P(a | s;) # P(a | sj).

Considere £, = {{s1}.{s2},---, {sm},R2,R3,...,R|z,|} # L.

Como, Lmj{s,} =R , cada {s;} é uma parte boa, Vi=1,2,...,m,e P(a|s) = P(a| {s}),

i=1
VaecAeVseS,entio pelo Coroldrio 2.2, segue que, quase certamente quando n — oo,

BIC(L.,x!) > BIC(L,,x}),

ou seja, L, # L,, quase certamente, para todo n suficientemente grande.
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Como L, é uma particdo qualquer do conjunto finito P \ P*, entdo
L) € P*, quase certamente quando n — o. (2.31)

Agora, considere L, = {B1,Ba,...,B|, } € P*\{L"}, isto €, uma parti¢do boa, diferente
da Particio Minima da Defini¢do 1.7.

Como L, é parti¢do boa, entdo contém apenas partes boas. Porém, ndo é a parti¢do L*,
gerada pela relagdo de equivaléncia ~, logo, existe uma parte B; € Ly, comi=1,2,...,|Lp|,
tal que, B; # [si], onde [si] é a classe de equivaléncia de s' € B;. Ou seja, existe, s/ € B j» com
j #1i, tal que s/ ~p s'. Desse modo, como B; e Bj sdo partes boas, temos que, existe i # j, tal
que

P(a|B;))=P(a|s')=P(a|s/)=P(a|B;),Ya €A,

onde a primeira e a ultima igualdades seguem da Observagdo 2.1 e a segunda igualdade segue
de s/ ~, s'.
Assim, pelo Teorema 2.1, sem perda de generalidade, supondo i < j, temos que, quase
certamente quando n — oo,
BIC(LyV ,x1) > BIC(Ly,x}),

ou seja, L, # L}, quase certamente, para todo n suficientemente grande.
Por (2.31) e por L, ser uma particdo qualquer do conjunto finito P*\ {L"}, segue que
L, = L quase certamente quando n — co.
]

Finalizamos este capitulo, observando que foram apresentados os principais conceitos e
resultados estabelecidos por Garcia e Gonzélez-Lopez em [11] e [13] que garantem a consis-
téncia tedrica da estimagdo da Partigio Minima £* do Modelo de Markov com Parti¢do através
do BIC, por meio da parti¢do estimadora £, proposta em ambos os trabalhos.

Além disso, os resultados apresentados serdo fundamentais para a obten¢do da consisténcia
prética da estimacdo por meio da parti¢do estimadora ﬁ; A estratégia proposta por Garcia e

Gonzélez-Lopez para o encontro de tal parti¢do € detalhada no Capitulo 3.



Capitulo 3

Estimacao pelo Critério de Determinacao
Eficiente

A utilizagao do BIC para obtencdo de um estimador consistente para a ordem de uma
Cadeia de Markov de ordem superior foi proposta por Katz (1981) em [19]. Uma prova formal
da consisténcia forte desse estimador € apresentada em [5].

Nesse contexto, em [23], Zhao, Dorea e Gongalves propuseram o Critério de Determinacao
Eficiente (EDC), que generaliza o BIC, para a estimacdo da ordem de uma Cadeia de Markov e
demonstraram a consisténcia forte do estimador, sob condi¢des suaves.

Especificamente, assumindo que a ordem verdadeira M da cadeia é tal que 0 < M < M*,
onde M* > 0 é previamente conhecido, o estimador de M, baseado em uma amostra de tamanho

n da cadeia, é dado por

M, = argmax{EDC(k), k=0,1,...,M*} (3.1

EDC(k) = In(MV (k)) — y(k) - cn, (3.2)

onde y(k) é uma fungdo estritamente crescente com a ordem da cadeia k e o termo {c, } é uma
sequéncia de nlimeros reais positivos (ou de maneira mais geral, uma sequéncia de varidveis
aleatdrias positivas) apropriadamente escolhida. A vantagem desse critério € a flexibilidade na
escolha do termo de penalidade.

A consisténcia forte do estimador foi estabelecida em [23], sob as condi¢des
Cn Cn

——0 g¢.
n e o T In(in(n)) e

> 4o g.c. (3.3)
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AlF(|A|-1
_ M e ¢, =1In(n), o EDC reduz-se ao BIC.

Neste capitulo, motivados pelo trabalho de Garcia e Gonzdlez-Lopez ([13]), cujos resultados

Observe que, considerando (k)

foram apresentados no Capitulo 2, propomos a utilizagdo do EDC para a obtenc¢do de um
estimador mais geral para a Particdo Minima de uma Cadeia de Markov com Particdo e, sob as
mesmas condi¢des sobre o termo de penalidade dadas em (3.3), estabelecemos a consisténcia
forte do estimador proposto.

Assim, na Secdo 3.1 estabelecemos o conceito do critério £DC no contexto do Modelo de
Markov com Particio e apresentamos alguns resultados auxiliares para a estimacao da Parti¢do
Minima pelo critério EDC.

Na Secao 3.2, demonstramos, para o EDC, resultados andlogos aos da Secao 2.2 que
demonstram a consisténcia forte do critério na estimac¢ao da Particio Minima do Modelo de
Markov com Particao.

Em seguida, na Secdo 3.3, abordamos o problema da estimag¢io da Particio Minima L£*
por meio da parti¢do estimadora £, que maximiza o critério EDC dentre todas as parti¢des
possiveis. Para tanto, demonstramos a convergéncia para £* da sequéncia de particdes {EAZ}
gerada pelo algoritmo de selegc@o proposto por Garcia e Gonzalez-Lopez em [11], adaptado ao
critério EDC.

Por fim, na Secao 3.4, apresentamos uma breve discussdo sobre a busca por um termo de
penalidade 6timo no EDC para estimacédo da Parti¢do Minima £*, nos moldes dos trabalhos de
Dorea em [7] e de Dorea, Resende e Gongalves em [8].

As referéncias bibliogréficas utilizadas neste capitulo sdo: [7], [8], [11], [13],[21] e [23].

3.1 O EDC em Cadeias de Markov com Particao

Seja {X;} uma Cadeia de Markov com Parti¢cdo L*, conforme a Defini¢do 1.7, de ordem
M e espago de estados finito A. Neste caso, em especial, {X;} € estaciondria e assumimos
Pla|s)>0,VacAeVscS=AY

Dados n valores observados x, n > M, da cadeia e assumindo uma parti¢do arbitraria
L ={Ly,Ly,...,L} dentre a classe P de todas as parti¢des de S, 0 EDC do Modelo {X,},

com Partigcdo L, é definido por
EDC(L,3) =In (ML(L,¥}) ) = V(L)) -en, (3.4)

onde MV (L,x}) é a fun¢do de maxima verossimilhanca modificada para o modelo da Cadeia

de Markov com Parti¢do £, dada em (2.1), y(k) é uma funcdo real qualquer estritamente
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crescente em k e {c,} é uma sequéncia de niimeros reais positivos (ou, de forma mais geral,
uma sequéncia de varidveis aleatdrias positivas).

Substituindo (2.1) em (3.4), do mesmo modo que foi feito com o BIC, podemos obter a
seguinte expressao para o EDC:

EDC(LX)= Y NuL.a)-In (N"(L’“)) — L)) - cn. (3.5)
acALeL, Nn(L)
Ny(L) >0

Neste caso, a parti¢do estimadora £, para L* é tal que

L, =argmax{EDC(L,x})}. (3.6)
LeP
Al—1)k
Note que, de fato, o EDC estende o BIC, pois (k) = % € uma funcgdo estritamente

crescente e ¢, = In(n) é uma sequéncia de valores positivos a partir de n = 2. Além disso,
¢, = In(n) satisfaz as condigdes (3.3).

Como ja mencionado na Secdo 2.1 para o critério BIC, encontrar uma particdo que maximize
o critério EDC dentre todas as particoes possiveis de S pode ser impossivel no caso em que S
tenha tamanho moderado.

Assim, seguimos a mesma estratégia adotada em [13] proposta por Garcia e Gonzélez-
Lépez, que se baseia no método de redugdo de parti¢ao pela unido de partes boas até encontrar
uma particao estimadora ﬁ;: que, quase certamente quando n — oo, se iguale a L* e satisfaga
(3.6).

Nesse sentido, estendemos os resultados de Garcia e Gonzalez-Lopez apresentados no Ca-
pitulo 2 para o EDC. Para isso, necessitamos de alguns resultados auxiliares que apresentamos
a seguir.

Primeiramente, adaptamos o Lema 2 apresentado por Dorea em [7], para o Modelo de

Markov com Particao.

Lema 3.1. Sejam {X;}, uma Cadeia de Markov de ordem M, com espago de estados finito A,
estaciondria, tal que P(a |s) >0,VacAeVseS=A", L ={L,,L,,... ,L|z|}, uma parti¢do
de S e x7, n valores observados da cadeia, com n > M. Se L € L é uma parte boa, entdo, para
a€Aes €S, temos

2
I (Ma(s,0) = P(a] ) Nals)) " 2p(a [ 5)(1 = Pa] $))P(s)
Toap No(L) In (In(n)) - P(L)

,g.cC. 3.7
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Demonstracdo. Como, por hipétese, P(a | s) > 0, pela Proposi¢do 1.4, temos que {Y,(M) },
a Cadeia de Markov M-derivada, é ergdédica e como {X; } é estaciondria, temos que, V¢ > 1,
P(X ™M1 =) = P(s) = n(s), Vs € S =AM,

Assim, podemos aplicar o Lema 1.1, considerando, k =M, ay; 1 =ac€Ae ajlw =seS=AM,
e obter que quase certamente, temos

2
(”ETI(X,M* =l = 5, Xy =a)—P(a] s) <niz41+1 I(xMH-1 = s)) )
fimsup 7 (In(n))
=2P(s)P(a|s)(1—P(als)).

-M —-M
Agora, como N(s,a) Z XMH V= 5, Xar 44 =a) e Ny( Z XMH = 5), po-
=1

demos reescrever o limite a01ma e obter que quase certamente

2
limsup <N”(s’“) —Plal S)N"(s)> L P@l )X yy1 = 5) Nals,a) = Pla| 5)Na(s)
n—eo n-1n(In(n)) In (In(n)) "

(Plal 1Kz 101 =)
n-1n(In(n))

N —2P(s)P(a|s)(1—P(a|s)).

Denotando

2
P(a|s)I(X) pri1 =5) Nu(s,a) — P(a | s)Ny(s) B — (P(a | ) (X) = s))

An=2 In (In(n)) n n-In(In(n)) ’

podemos reescrever a expressao anterior como

<Nn(s,a) —P(a] s)Nn(s)>2

li —A,+B,| =2P(s)P 1-P . 3.8

lfln_i}jp n-1In (hl(n)) n + n (S) (Cl | S)( (a | S)) ( )
P (X" =

Como lim (@] Xy =) = 0, quase certamente, pois o numerador € limitado e como

n—yoo In(In(n))

Nn(s,a)—i(a | $)Nu(s) <1, pois —n < —Ny(s) < Nu(s,a) — P(a | s)Nu(s) < Ny(s,a) < n,
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entio segue que

P(a | $)I(X3 yy1 = 5) Nu(s,a) — P(a | 5)Na(s)

limA, = lim 2 =0,q.c 3.9

n—soo n—roo In(In(n)) n
e
i 2
lim B, = li (Ple 91087111 =9) 0 3.10
nve " e n-In(In(n)) =5 ac (3-10)
Logo, por (3.8) a (3.10), temos que quase certamente,
2
L (Ml Plal M)
i =2P(s)P 1-P .
msup A (5)P(a] $)(1 —Plal 1)
Agora, pela Proposi¢do 1.7, lim (L) P(L) > 0, logo lim - ! >0
: = , =——>0,q.c.

Entao, segue que

2 2
) (Nn(s,a)—P(a\s)Nn(s)) | (Nn(s,a)—P(a|s)Nn(s)) o
TN In(n(n)) e n-1n(In(n)) N (L)

]

Usando o lema anterior, obtemos o resultado a seguir que serd utilizado para a demonstragao

da consisténcia forte do EDC a qual serd apresentada na proxima se¢ao.

Proposicao 3.1. Sejam {X;}, uma Cadeia de Markov de ordem M, com espaco de estados
finito A, estaciondria tal que P(a |s) >0,VacAeVscS=A", L ={L,,L,,... ;L) }, uma
particao de S e x7, n valores observados da cadeia, com n > M. Se L € £ é uma parte boa tal
que N, (L) > 0, entdo para a € A, existe uma constante R, dependente apenas das probabilidades

da cadeia, tal que, quase certamente quando n — oo, temos

2

L Rln(1

(N"( ’a)—P(a]L)> < Rin(In(n)) 3.11)
Ni(L) Ny (L)
Demonstracao. Pelo Lema 3.1, dadosa € A e s € S, temos
2
(Nals,0) = P(a] 5)Nu(s))

limsup =C(a,s,L), q.c, (3.12)

P No(L) -In(In(n))
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onde 2P(s)P(a|s)(1—p(a| S))_

C(a,s,L) = P

Considere,
C =max{C(a,s,L)|a€A,seS,Le L},

que estd bem definido, pois A X S x L € finito.
Assim, para L € £ uma parte boa, de (3.11), dados a € A e s € L, existe K(s,a) > 1
suficientemente grande, tal que, V n > K(s,a),

2
(Nn(s,a) —Pa| s)Nn(s))
Ny(L)-In(In(n))

<C+1,q.c,

o que implica que, paran > K(a) = max{K(s,a), s € L}, temos que, V s € L,

—/(C+1)-N,(L)In(In(n)) < Ny(s,a) — P(a | s)Nu(s) < \/(C+1)-Ny(L)In(In(n)), g.c.
(3.13)
Agora, como L é uma parte boa temos que P(a | s) = P(a | L), se s € L. Entdo, como

Ny(L,a) = Z Ny(s,a) e Ny(L) = Z Ny (s), considerando a soma V s € L em (3.13), obtemos,
seL seL
para todo n suficientemente grande,

—ILIWV(CH 1) -Ny(L)In (In(n)) < Ny(L,a) — P(a | L)N,(L) < |L|\/(C+1)-N,(L)In(In(n)), g.c.

Assim, como N, (L) > 0, para todo n suficientemente grande, segue que

Ny(L,a) 2 JL*-(C+1)-In(In(n))
( Ny (L) —P(a|L)) < No(D) , q.cC. (3.14)

Agora, basta escolher R = |S|?- (C+ 1), que depende somente das probabilidades da cadeia
e é tal que ]L\z-(C + 1) <R. Portanto, de (3.14), segue que, quase certamente quando n — eo,

(Nn(L,a) _Pla) L)>2 _ Rin(inn))

Na(L) Na(L)
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3.2 Consisténcia

Nesta se¢do, seguindo os mesmos argumentos utilizados por Garcia e Gonzélez-Lépez,
estabelecemos resultados analogos aos do Teorema 2.1 e Teorema 2.2, para o EDC.
Iniciamos provando que, sob condi¢des suaves, o EDC € um critério fortemente consistente

para decidir se duas partes boas devem ser unidas.

Teorema 3.1. Sejam {X; }, uma Cadeia de Markov de ordem M, com espago de estados finito A,
estaciondria, com P(a | s) > 0,Va €A, s€S= AM ¢ x, n valores observados da cadeia, com
n>M.Seja L={Ly,Ly,...,L|z}, uma particio de S para a qual existemi < j € {1,2,...,|L[}

tais que L; e L; sdo partes boas. Entdo, para o EDC definido em (3.4), com {c,} satisfazendo

Cn Cn e
r}l_r&;—O q.c er}grgoln(ln( ))—+ ,q.c, (3.15)
temos que
Pla|L)=Pa|Lj),VacA (3.16)
se, € somente se, quase certamente quando n — oo,
EDC(LY,x") > EDC(L,x}). (3.17)

Demonstracao. Seja n suficientemente grande tal que quase certamente N, (L) > 0, para toda

LeP
Por um lado, suponha que (3.16) ¢ satisfeita. Por (3.5), temos

. - a Nu(Lisa) (Li,a Ny (Lj.a)
soctes-anciey (1 (45) ™) oo (11 (i)™

(I () ™) - (2D -2 )

acA

Agora, pela Proposi¢do 1.8, segue que

Nn(Lij’a))Nn(Lijva) N (L~a)
e > T Pla| L))",
H < Nn(Lij) H ( | .I)

acA acA

Logo, podemos obter que

pC(C.a)~EDC(Ea) < T (tain (UG ) + Bty (T

= L Nattijan(Plal L) = (v(1£) = (7] Jen

acA
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Como N, (L;jj,a) = Ny(Li,a) +N,(L;j,a) e por hipétese P(a | L;) = P(a | Lj) = P(a | L;j),
YV a € A, usando o conceito de entropia relativa dado na Definicdo 1.2, podemos reescrever a
: Nu(Ls, ") Na(Lj, )
epc(e.) - epc(ead) < Nwp (S et 1)) e (Tl e 1

~(reh=7(1£¥) Jen G19)

Agora, pela Proposi¢do 1.2 e Proposi¢ao 3.1, temos que existe uma constante R, dependente
apenas das probabilidades do processo, tal que, quase certamente quando n — oo, temos

desigualdade anterior da seguinte forma:

2
Nn(Li,fi) —Pla| L,~)>
N, (Li,-) ( Na(Li) RIn(In(n))
o lrm) < B < Lnwres

2
Ny(Lj,a) )
ni) —Plal Lf)> Rin(In(n))

l%%@””Lﬂ<Z< PalL) S LML)l

acA acA

Desse modo, aplicando as desigualdades acima em (3.18), segue que, quase certamente,
para todo n suficientemente grande,

Rln (In(n)

<|L *Z

acA

EDC(L,x{) —EDC(LY ) < ) = Rln ln (n)

acA

L (v(le]) - 7 (1)) e
Considere p =min{P(a|L;) =P(a|L;),¥acA}. Como A ¢ finito e por hipétese, V a € A,
P(a|L;)=P(a|L;)>0,temos que p > 0 e da desigualdade anterior obtemos

EDC(L,x")—EDC(LY,x") _2|AR y Cn
in (in() - _<y(‘£|)_7(‘”|)>'1n(1n(n))'

Ou seja, podemos escrever

EDC(LU, X" — EDC(L,¥") > 0(1n(1n(n))) + (y(}.c\) —y(\sz\)) Cn. (3.19)

Agora, como ¥(-) é estritamente crescente e |£|< |£|, temos que (}/(’L}) —v(|£")) ) >0

Portanto, como por (3.15), hm

= In(In(n))

EDC(LY.xX}) > EDC(L,x})

= 4o, g.c, de (3.19), segue que, quase certamente

quando n — oo,

e temos (3.17).

Reciprocamente, suponha que (3.17) seja satisfeita quase certamente quando n — oo.
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Para n suficientemente grande, por (3.15) e usando as notagdes em (2.19), obtemos

EDC(L.x) ~EDCIL. X)) _ v {rn(L,-,a)ln (28 ) g (25250

n = ra(Li) ra(L;)
— ra(Lij,a) In (rr(ﬁ—Lf]‘)’)) } ~(r(1eh-r(c)) % (3.20)

Seguindo os mesmos argumentos utilizados na demonstragdo do Teorema 2.1 para obter
(2.21), e como pela hipétese (3.15) temos 1i_r>n G _ 0, g.c, podemos concluir de (3.20) que,
n—oeo n

quase certamente,

lim EDC(L,x") —EDC(LY x) > lim <_ (Y(|ﬁ|) _7(|£ij’)> .C_n> —0.

n—o0 n n—oo n

Assim, pela hipétese (3.17), segue que

EDC(L,x") —EDC(LY x"
lim (£, ) (£7, 1>:0,q.c.
n—oo n

Agora, seguindo os passos finais da demonstragdo do Teorema 2.1, podemos obter (3.16).
[]

Observacao 3.1. Note que, no caso que ¢, = In(n), o0 EDC reduz-se ao BIC e como, neste caso
{cn} satisfaz (3.15), o Teorema 2.1 segue do Teorema 3.1. Além disso, observe a importincia

. - C c
das condigdes sobre {c,}, para a demonstragio do teorema. A condig¢io lim ———— =
n—eo In(In(n))
. R & .
+o0 é fundamental para demonstragdo da ida e a condig¢do lim — = 0 é fundamental para
n—oco n
demonstracdo da volta do teorema. O

De forma andloga, podemos obter como consequéncia do Teorema 3.1, as respectivas

versoes do Corolario 2.1 e do Corolario 2.2 para o EDC.

Corolario 3.1. Sejam {X;}, uma Cadeia de Markov de ordem M, com espago de estados finito
A, estaciondria, com P(a|s) >0,Vac€AeVse S = AM ¢ x|, n > M valores observados
do processo. Se L = {L,Lp,...,L|;|} é uma particio de S com K partes boas, (L )5 | e
T C{1,...,K} é um subconjunto do conjunto de indices das partes boas com |T'|> 2 e se a
condicdo (3.15) ¢ satisfeita, entdo

P(a|Ly)=Pla|L;),YVacAkIleT
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se, € somente se, quase certamente quando n — oo,
EDC(LT ¥}) > EDC(L,x}).

Demonstracao. Segue os mesmos passos da prova do Coroldrio 2.1, observando que a Propo-
sicdo 3.1 € utilizada aqui, nos mesmos moldes em que a Proposicdo 2.1 foi utilizada no caso do
BIC.

[]

Corolario 3.2. Sob as mesmas hipéteses do Corolério 3.1, temos que se
P(a|L;)# P(a|L;)paraalgumacAek, €T,
entdo quase certamente quando n — oo,
EDC(L,x}) > EDC(LT ,x}).

~ . . C . )
Demonstraciio. Por hipétese (3.15), temos lim — = 0, g.c. Assim, podemos seguir os mes-
n—oo 71

mos argumentos utilizados na demonstracdao do Corolério 2.2 e o resultado segue. ]

Observamos que o Coroléario 3.1 estabelece a consisténcia do EDC para decidir se duas ou
mais partes boas devem ser unidas e o Coroldrio 3.2 estabelece a consisténcia do EDC para
decidir quando duas ou mais partes boas ndo devem ser unidas. Essa caracteristica vai ser
fundamental para o a obten¢do da consisténcia prética do algoritmo de sele¢do proposto por
Garcia e Gonzalez-Lopez em [11], que serd adaptado ao EDC na Secao 3.3.

E possivel, ainda, mostrar um resultado semelhante ao Corolario 2.2 aplicado ao caso em
que L seja uma parti¢ao boa.

Lema 3.2. Seja {X;}, uma Cadeia de Markov de ordem M, com espacgo de estados finito A,
estaciondria, com P(a|s) >0,VacAeVseS=AM eseja L={Ly,L,,...,L;}, uma parti¢io
boa de S. Considere x| , n > M valores observados da cadeia. Se G = {G,Ga,...,G|g|} € uma
particdo de S que ndo é boae é talque VL C L, L C G, para algum G € G, e a condicdo (3.3) é
satisfeita, entdo

EDC(L,x|) > EDC(G,x), quase certamente quando n — .
Demonstracao. Seja T; C {1,2,...,|L|},comi=1,2,...,|G|, o conjunto de indices tal que

Ly C Gi,VkeT,entio Ly = | J Ly C G;.
keT;
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Agora, como G € particdo, G;NG; =0, Vi # j, segue que

G\ JL=0vi=1,..g]|. (3.21)

keT;

De fato, caso contrdrio se existisse s’ € G; \ U Ly, com s’ € S, terfamos s’ € L, para algum
kET;
p<{1,2,...,|L]} \ T;. Mas, por hipétese L, C G; para algum j = 1,2,...,|G| com j # i, pois
p ¢ T;. Assim, teriamos s €Gin G|, 0 que € um absurdo.
Assim, temos de (3.21) que G; = U Ly = L7, e, por (3.5), podemos escrever
keT;

EDC(L,x)) =Y ¥ Ni(L (N (L’“)>_y(\£|).cn

acALel Nfl (L)

4
~ ¥ Y LMt (M) - y)-q

acAi=1keT;
e
EDC(G.x}) Z%N L (N"(Ln’a)) 7(1G)) -
7,4 Eversaell b “Cp.
1 acAi= N"(LTi)

Seguindo a notagdo dada em (2.19), obtemos

EDC(L,%}) —EDC(G,x})

n

EAL|E (e (5555) ) -niemam (58| |- (e -rto0)

Logo, como {c,} satisfaz a condi¢do (3.3), usando a Proposi¢do 1.7, podemos obter que,

quase certamente,

- EDC(L,x}) — EDC(G.x)) _

{E[E (o (M) - ()

DN o [ FLea) \ o [ FEna)
Denotando, C(i,a) _kgﬁ (P(Lk, )1 < P >) P(Lz,a)l ( Py > , segue de (1.5)

que temos C(i,a) >0,VacAei=1,2,...,|G|. Mas, como G ndo é uma parti¢do boa, entdo
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P(Ly,a0) , P(L;,ap)

existem ag € A, e k,l € T, para algum ip = 1,2,..., |G|, tais que P(Ly) # Py Portanto,
C(ip,ap) > 0.
g
Como C(i,a) >0,VacAei=1,2,...,|G| e C(ip,ap) > 0, entdo Y Y C(i,a) > 0. Desse
acAi=1

modo, quase certamente,

EDC(L,x})—EDC "
n—yoo n

ou seja, quase certamente quando n — oo, temos
EDC(L,x}) > EDC(G,x}).

]

Finalmente, utilizando os resultados obtidos anteriormente, podemos mostrar que a parti¢ao
estimadora £ definida em (3.6) e em (3.4), sob as hipdteses (3.15), é consistente para a

estimagdo da Particdo Minima £* do Modelo de Markov com Partigéo.

Teorema 3.2. Sejam {X;}, uma Cadeia de Markov com Particdo £* de ordem M, com espago
de estados finito A, estaciondria, tal que P(a |s) >0,VacAeVscS=AYexl,n>M
valores observados da cadeia. Se a condicao em (3.15) € satisfeita, entdo, quase certamente
quando n — oo,

L, = argmax{EDC(L,x})} = L",
LeP

onde P denota a colec¢do de todas as possiveis particdes de S e £ é a Partigdio Minima da
cadeia, conforme a Defini¢do 1.7.

Demonstracdo. Denotando por P*, o conjunto de todas as particdes boas de S. A demonstra-
cdo serd feita em dois passos:

(i) L, # L, quase certamente quando n — oo,V L, € P\ P*;
(i) L} # Ly, quase certamente quando n — oo, V L, € P*\ {L*}.

Pela Defini¢do 1.1, queremos mostrar que P(O*) = 1, onde O* = 1irr_1>inf{a) eEQL, =L}
n—roo
Portanto, se (i) e (ii) valem, entdo o teorema esta demonstrado.
De fato, denote o evento O = liminf{w € Q | L # L} para L € P. Por (i) e (ii), P(O,) =
H—>00

1,V L # L%, 1ogo P(O) =1, onde O = ﬂOL. Fixando ® € O, temos que @ € O, ,V L # L7,
LAL*
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ou seja, existe No(w) € N, suficientemente grande tal que £, (@) # £ para todo n > N (o),
com £ # L*. Tomando N(®) = max{N.(®) | £L # L*}, entdo, para todo n > N(®),

Li(@) £ LY LA LY,

ou seja, L, (@) = L, para todo n > N(w), logo ® € O*. Como o foi tomado arbitrariamente
no conjunto O, mostramos que O C O, o que implica que P(O*) = 1.

Para mostrarmos (i), considere £, = {R1,Ra,...Rz,|} € P\ P", uma parti¢do qualquer que
ndo sejaboae L = {{s} es } a parti¢do boa dada pelo préprio conjunto S. Como, V {s} € L,

{s} C R, para algum R € L,, entdo, pelo Lema 3.2, quase certamente quando n — oo,
EDC(L,x]) > EDC(L,,x),

ou seja, L, # L, e temos (i).

Agora, para provar (ii), considere £, = {B1,Ba, ..., B, } € P*\ {L"}, isto é, uma parti¢do
boa diferente da Particio Minima £* da Defini¢do 1.7. Por nio ser a Parti¢io Minima, existem
partes boas B; e B; € Ly, com i < j, tal que

P(a|B;)=P(a|Bj).VacA.

Entdo, pelo Teorema 3.1 segue que, quase certamente quando n — oo,
EDC(LY ,x}) > EDC(Ly,x}),

ou seja, L, # L}, e temos (ii). O

3.3 Selecao da Particao Minima

Assim como foi observado no Capitulo 2, para o caso do BIC, o estimador L, proposto em
(3.6), € a parti¢do que maximiza o EDC(L,x7), dentre todas as parti¢cdes possiveis do conjunto
S =AM

Em [21], por exemplo, vemos que se |S|= k, o nimero de parti¢cdes diferentes possiveis do
conjunto S é dado por By, o k-ésimo nimero de Bell. Tais nimeros crescem de maneira muito

rapida. Para se ter uma nocao, os nimeros de Bell seguem a seguinte férmula recursiva:

m

Buy1 =Y (’Z)Bk,mz leB =1.

k=0
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Desse modo, para um conjunto com um namero impar 2m + 1 de elementos, por exemplo,

podemos obter

2m

2m
Byni1 =Y, < . >Bk > Bom + (2m)Boym—1 > (2m)Boy—1 + (2m)Boy—1 = (4m)Bo(y—1)41 =
k=0

(4m)(4(m —1))By(m-2)41

e assim, sucessivamente, podemos concluir que By, 1 > 4"'m!.
Portanto, com essa simples cota inferior para os nimeros de Bell, ja é possivel verificar um

crescimento no minimo fatorial, quanto maior for o nimero de elementos de um conjunto.

Exemplo 3.1. Em uma Cadeia de Markov {X;} com espaco de estados finito A, onde |[A|=2
e ordem M = 4. Sendo § =AM, temos |S|= |A|M= 2% = 16. Nesse simples caso, se P é o
conjunto das possiveis particdes de S, entdo com auxilio de uma tabela com os nimeros de Bell

disponivel em [21], por exemplo, temos que |P|= B} = 10480142147. v

No exemplo acima, se fossemos tentar estimar a Particdo Minima da cadeia, a partir de
uma dada amostra, seria necessdrio de algum modo listar e calcular o EDC para 10480142147
Modelos com Parti¢cdo e finalmente identificar, dentre todas essas possiveis particdes aquela
que maximiza o EDC. Fica claro que tal busca se torna invidvel na pratica, mesmo em um
exemplo simples como o apresentado. Nesse sentido, Garcia e Gonzdlez-Lopez propuseram em
[11] e reapresentaram em [13] uma estratégia para encontrar um estimador da Particdo Minima
da cadeia que ndo demande uma andlise de tantos modelos.

Nesta se¢do, apresentamos o mesmo algoritmo proposto em [11], adaptado para o EDC e
provamos que a sequéncia de parti¢coes ﬁ:‘l, gerada pelo algoritmo, quase certamente quando
n — oo, converge a Particio Minima £, dada pela Defini¢do 1.7.

Vale observar que quase certamente, para n suficientemente grande, temos que ﬁ,ﬁ éa
parti¢do L, definida em (3.6), que maximiza o EDC dentre todas as parti¢des possiveis de S.

Para isso, seja {X;} uma Cadeia de Markov com Parti¢do L£*, conforme a Defini¢do 1.7, de
ordem M, com espago de estados finito A, com P(a |s) >0,VacAeVsec S =AY,

Assim, como em [13], dados n > M valores observados da cadeia, denotamos para cada
particdo £ = {Ly,Lp,...,Li|} e para todos i, j € {1,2,...,|L[}, com i < j,

{Nn(Li,co In (W) L Ny(Lj,a)n (W) ~ Nu(Lijsa)In <W> } .

(3.22)

Em linhas gerais, a ideia do algoritmo € iniciar a busca, a partir de uma parti¢cao boa inicial

delif)=— ¥

ngcA

previamente escolhida. A partir dessa particdao, procuram-se duas partes que compartilhem
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as mesmas probabilidades de transi¢do. Caso isso aconteca, unem-se as duas partes € a nova
particdo permanece boa. Repete-se esse processo até obter-se a particdo boa minima de acordo
com o critério escolhido.

Especificamente, baseado no resultado do Teorema 3.1, dada uma parti¢do boa L =

{Ly,... Lic }, procuram-se duas partes L; e L; de tal modo que EDC(L,x}) — EDC(LY,x}) < 0.
Ou seja, em termos de (3.22) e observando que |£Y|= |£|—1, faz-se uma busca para

encontrar i, j € {1,...,|£]|}, com i < j, tais que
de(i,j) < (v(1£) =7(1£1-1)). (3.23)

Sendo esse o caso, repete-se 0 mesmo processo agora para £, a particdo que une essas
duas partes. O processo segue até que se obtenha uma parti¢do final £, na qual ndo existam
duas partes que satisfagam tal critério.

Dessa forma, o algoritmo adaptado segue o seguinte fluxograma geral:
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Algoritmo (A): Selecdo da Parti¢io Minima L~
Entrada: £
Saida: £
inicio

i< 0,j« 1,m«+ |L]

enquanto | < m— 1 faca

i<—i+1

Jji

enquanto j < m faca

j—j+1

d < dc(i, )

enquanto d < (y(m) —y(m— 1)) faca
L; <—Ll'ULj

se j < m— 1 entao

para /= j até m — 1 faca
| Ly« Ly

fim
fim
m—m—1, L+ {Ly,....Ly}, i< 1, j<2,d<dg(i,))
se m < 2 entao
| pareeretorna £ ={Ly,...,L,}

fim

fim

fim

fim
retorna £} = {Ly,...,L,,}

fim

Finalmente, no teorema a seguir, podemos provar a convergéncia da sequéncia de particoes
{£*}, produzida pelo Algoritmo (A), na estimacdo de £*, a Particio Minima do Modelo de

Markov com Parti¢do.

Teorema 3.3. Seja {X;}, uma Cadeia de Markov com Parti¢do L* de ordem M, de acordo
com a Defini¢do 1.7. Dados n > M valores observados x| da cadeia, entdo a sequéncia EA;‘Z de
particdes geradas pelo Algoritmo (A), dada uma particdo boa inicial £ e assumindo a condi¢ao

(3.3), converge, quase certamente quando n — oo, para L*.



58 Estimacdo pelo Critério de Determinagao Eficiente

Demonstracdo. Seja P o conjunto de todas as parti¢des de S e P* o conjunto das parti¢des

boas de S. Assim como na demonstracdo do Teorema 3.2, vamos demonstra-lo em dois passos:
(1) EA;'; # L,, quase certamente quando n — oo, V L, € P\ P*;
(ii) £ # L;, quase certamente quando n — oo, ¥ £, € P*\ {£*}.

Dada uma particdo boa inicial £, observe que pelo Algoritmo (A), cada parte de £, ou
permaneceu inalterada ao longo do processo e € também uma parte de ﬁ;';, ou se uniu a alguma
outra parte durante o processo, gerando uma parte formada por unido de elementos de £. Assim,
todo elemento de £ € subconjunto (préprio, ou ndo) de algum elemento de ﬁ:

Além disso, o algoritmo “engrossa” a parti¢do boa inicial £ em um ndmero p finito de
passos: L=Lo— L1 — ... = L, = /f;i, onde temos Ly = £2j, Vk=0,..., p—1,seguindo
a notacao da Observacgdo 1.3.

Como dr, (i,)) < (y(|£k|) - y(\£k|—1)) em cada um desses passos, entdo, por (3.23), temos
EDC(L;;,x}) > EDC(L,—1,x}) > -+ > EDC(L,x}). (3.24)

Para provar (i), considere £, € P\ P*, uma particdo que ndo seja boa. Por um lado, se
L, ndo € uma particdo que foi obtida unindo as partes de £, entdo pela propria constru¢io do
algoritmo EAZ # L,, quase certamente quando n — co.

Se, por outro lado, £, € tal que “engrosse” L da forma descrita acima, entdo, por (3.24) e

pelo Lema 3.2, quase certamente quando n — oo, temos
EDC(L},x}) > EDC(L,x}) > EDC(L,,x"),

ou seja, L # L,, g.c quando n — oo,
Agora, para provar (ii), observe primeiramente que o algoritmo € finalizado quando
dg. (i,]) > (y(]ﬁ,’;\) —y(]ﬁ;;\—l)) Vi< je{1,2,...,|£%|}, ou seja, quando

EDC(L;,x{) > EDC(L;7 X)), Vi< je{1,2,...,|L;[}. (3.25)

Seja Ly, = {B1,Ba;...,B|, |} € P*\ {L"}, uma parti¢io boa distinta da Particdo Minima
L* da cadeia, caracterizada na Definig¢do 1.7.
Desse modo, existem i < j € {1,2,...,|L|} tais que P(a | B;) = P(a| Bj), V a € A. Entio,

pelo Teorema 3.1, quase certamente quando n — oo, temos

EDC(Ly,x}) < EDC(LY x1),
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ou seja, L, ndo satisfaz (3.25) quase certamente, para todo n suficientemente grande e, conse-
quentemente, temos (ii).
Portanto, de (i) e (ii) segue que EAZ = L*, quase certamente quando n — oo,
[]

Corolario 3.3. Dados x/, n valores observados de uma Cadeia de Markov com Parti¢do £*, de
ordem M, de acordo com a Defini¢do 1.7, com n > M, entdo ﬁn dado pelo Algoritmo 3.1 [11],

ou seja, considerando o BIC, converge, quase certamente quando n — oo, para L.

Demonstracio. Basta considerar, no Algoritmo (A) de Selegdo da Parti¢io Minima L*, y(k) =

Al—1)k
(Al=1k e ¢, = In(n) que o critério EDC reduz-se ao BIC. Assim, a convergéncia segue do
Teorema 3.3.

]

A seguir, considerando o caso descrito no Exemplo 3.1, vamos comparar as diferencas na
quantidade de modelos a serem analisados utilizando-se o Algoritmo (A) com a situagdo em

que analisamos todos os modelos, como seria necessario utilizando o Teorema 3.2 literalmente.

Exemplo 3.2. Suponha uma Cadeia de Markov como no Exemplo 3.1. Como vimos na
demonstragao do Teorema 3.3, o Algoritmo (A) “engrossa” a parti¢dao boa inicial £ em um
ntimero p < |£|—1 < |S|—1de passos: L =Ly — L1 — ... — L, = L.

No caso em que teriamos o maior nimero de passos possiveis, a particao boa inicial é
Lo = S e realizar-se-iam |S|—1 passos até a tltima parti¢do, que seria uma parti¢ao contendo
apenas um elemento, o préprio S. Neste caso, para cada particdo Ly, calcula-se d, (i, j) no

madximo para toda as combinagdes (i, j) tais que i < j € {1,2,...,|L|}, exceto, obviamente,
para a ultima parti¢cdo que conteria apenas uma parte.

Para cada fungo dg, (i, j), calcula-se também a diferenca (y(|£k|) - y(!£k|—1)>. Em suma,
realizam-se ao todo no processo um nimero maximo Djs de comparagdes entre modelos, por

meio de fungdes d, (i, j) e constantes (y(]ﬁk|) — y(\ﬁk]—l)), onde

Dys) =<‘£20|> + (£21|> R <|5s22|>
_<\§I) N (rS|2—1> o @ _ OS’H)(?)('S’_U.

Comparando com o Exemplo 3.1, enquanto o niimero de modelos a serem analisados € de

|P|= B1g = 10480142147, o0 nimero maximo de comparagdes entre modelos realizadas pelo
17-16-15
Algoritmo (A) seria de D¢ = — = 680. v
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A partir desse simples exemplo, fica claro o quanto a utilizagdo do Algoritmo (A) permite
diminuir consideravelmente a quantidade de modelos a serem analisados e torna o processo de

estimagao mais vidvel.

3.4 A busca por um termo de penalidade 6timo

Acabamos de mostrar que, ndo apenas com o uso do BIC, mas utilizando o critério EDC,
mais geral, que permite diversas combinag¢des de fungdes y e sequéncias {c,} para compor o
termo de penalidade do critério, é possivel realizar uma estimacao fortemente consistente da
Particdo Minima do Modelo de Markov com Parti¢do. Desse modo, € natural questionar se ha
vantagens ou desvantagens na escolha dentre esses diferentes termos de penalidades.

No contexto de estima¢do da ordem de uma Cadeia de Markov de ordem r finita, desconhe-
cida, Dorea (2008), em [7], obteve a consisténcia forte do estimador obtido utilizando-se do
EDC, sob condi¢des mais fracas do que (3.3), dadas por

1 —=0 1 f > 3.26
P =0 ¢ RS In(In(n)) < JA-1 (3.26)
e propds o termo de penalidade 6timo para o EDC(k), descrito em (3.2), considerando
AlF(|A]-1 2|A
(k) = w e = |A:—|1 In(In(n)). (3.27)

Em [7], argumenta-se teoricamente que, em pequenas amostras, o BIC pode apresentar uma
tendéncia de subestimar a ordem da cadeia, indicando que seu termo de penalidade poderia
estar exagerando na penalizacdo de cadeias com ordens ndao pequenas.

Nesse sentido, buscou-se um termo de penalidade mais brando, porém, que ainda satisfizesse
condi¢Oes para que a estimacdo apresentasse uma consisténcia forte, de modo que, para k < r,
tivéssemos EDC (k) — EDC(r) < BIC(k) —BIC(r). Assim, se EDC (k) > EDC(r), o que levaria,
em geral, a uma subestimagdo da ordem da cadeia pelo EDC, entdo BIC(k) > BIC(r) e o
BIC também subestimaria. Porém, o contrdrio ndo valeria necessariamente, ou seja, poderia
acontecer que BIC(k) > BIC(r), o que acarretaria uma subestimacao da ordem da cadeia pelo
BIC, mas pelo EDC isso ndo ocorrer, ja que seria possivel EDC (k) < EDC(r).

Nesse sentido, dentre as possiveis escolhas das funcdes 7, estritamente crescentes, e de ¢,
satisfazendo (3.26), Dorea (2008) propde entdo as escolhas em (3.27) para obter um termo de
penalidade 6timo como sendo o mais brando possivel.

Tal comportamento € observado, ndo s6 teoricamente em [7], mas também por meio de

simulacdes numéricas em [8]. Neste tltimo trabalho observou-se, em geral, nos casos estudados,
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que tanto o EDC com o termo de penalidade 6timo quanto o BIC tendem a subestimar a ordem
da cadeia em pequenas amostras, entretanto, o EDC comete tal equivoco de estimagdo numa
propor¢ao menor de simulagdes mantendo-se fixo um mesmo tamanho de amostra. Além disso,
0 EDC com tal termo, alcangava uma proporc¢ao alta de acerto na estima¢do de maneira mais
rapida que o BIC, isto €, com um menor tamanho amostral.

Considerando os resultados apresentados em [7] e [22], é natural pensarmos em obter
conclusdes semelhantes para o EDC adaptado ao contexto de Cadeias de Markov com Particdo,
que apresentamos na Sec¢do 3.1.

Nesse contexto, faz-se necessdria a andlise de alguns aspectos especificos para a adaptagao
da escolha do termo de penalidade 6timo. Observamos, por exemplo, que ao estimar a ordem
da cadeia, os possiveis erros sdo subestimag@o ou superestimagdo da ordem verdadeira. Ja ao
estimar uma parti¢do de um conjunto, até poderiamos estabelecer um paralelo de subestimacio
e superestimacg@o em relacdo a cardinalidade da particdo, ou seja, estimar particoes com mais ou
menos elementos que a Particio Minima da cadeia. Porém, existem vérias parti¢des distintas,
de um mesmo conjunto, com 0 mesmo nimero de partes.

Além disso, na aplicacdo ao modelo de padrdes de navegagdo na internet apresentado na
Secdo 4 de [13], além do Algoritmo (A) com o BIC no lugar do EDC, sdo testadas outras
variacOes de estratégias para a busca da particdo que maximiza o BIC. Neste sentido, € natural
questionar: como essas variacdes se comportam com mudancas no termo de penalidade do
critério EDC?

A andlise dessas e de outras possiveis questdes sobre a melhor escolha do termo de
penalidade para o EDC e a possibilidade de obtermos o mesmo resultado do Teorema 3.3, sob
as condi¢des mais fracas (3.26), serdo objeto de estudos futuros.

Finalizamos este capitulo concluindo que € possivel estender o BIC para o EDC para
realizar uma estimacao consistente da Particdo Minima de uma Cadeia de Markov com Particao,
seja tedrica, tomando a parti¢do £, que maximiza o critério, ou pratica, tomando a parti¢do ﬁ;:
retornada pelo algoritmo de sele¢ao de modelos apresentado.

Para tanto, estendemos a estratégia proposta por Garcia e Gonzélez-Lopez para estimacao,
agora utilizando o EDC no lugar do BIC, e observamos que, em termos de demonstracao,
a diferenca crucial reside na utilizacdo da Proposicao 3.1 no lugar da Proposi¢ao 2.1 como

resultado auxiliar para demonstracdo do Teorema 3.1 que estende o Teorema 2.1.
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Com este trabalho, foi possivel estudar e apresentar conceitos, resultados e exemplos, ja
estabelecidos por Garcia e Gonzdlez-Lépez a respeito do modelo de Cadeia de Markov com
Parti¢ao, buscando estabelecer os subsidios necessarios para a continuidade da pesquisa no
assunto.

Foi possivel também, no Capitulo 3, apresentar a extensdao do BIC para o EDC na estimag¢ao
do modelo, mantendo sua consisténcia forte, sob as condi¢des (3.3) para a sequéncia {c, } do
termo de penalidade do critério.

Tal extensdo foi feita, adaptando a estratégia e os resultados propostos por Garcia e
Gonzélez-Lopez em [11] e [13], para o uso do EDC, de forma quase direta.

Partindo de uma parti¢@o boa inicial, sdo unidas partes boas que compartilhem as mesmas
probabilidades de transi¢c@o, de forma consistente através do EDC (Teorema 3.1) e partes boas
que ndo devem ser unidas, ou seja, possuem distribuicdes de transicdo diferentes, também nao
sdo unidas de forma consistente, pelo EDC (Corolério 3.2).

A partir disso foi possivel obter a consisténcia tedrica da estimacdo da Particio Minima
do modelo pelo EDC (Teorema 3.2) e a consisténcia prética (Teorema 3.3), por meio de uma
particdo estimadora retornada pelo Algoritmo (A), que estende o Algoritmo 3.1 de selecdo de
modelos apresentado em [11] para o uso do EDC.

A diferenca crucial, em termos técnicos, para demonstracdo dos resultados estendidos,
reside na utilizacdo da Proposicao 3.1 no lugar da Proposicdo 2.1 como resultado auxiliar para
demonstracdo do principal teorema do trabalho, o Teorema 3.1.

Buscando um paralelo com o termo de penalidade 6timo do EDC para estimagao da ordem
de uma cadeia de Markov apresentado em [7], fica como sugestao para futuros trabalhos a busca
por um termo de penalidade 6timo, sob algum sentido, para o EDC na estimacgdo da Parti¢ao
Minima de uma Cadeia de Markov com Particdo. Outra possibilidade de trabalho futuro é
buscar implementar computacionalmente a estimagao da Particio Minima do modelo em bases
de dados de diferentes tamanhos, com diferentes termos de penalidade do EDC, incluindo o

BIC, para tornar passivel uma andlise comparativa de efici€ncia entre os critérios.
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Por fim, espera-se que este trabalho possa servir como uma boa referéncia em portugués
para um estudo inicial sobre o modelo de Cadeias de Markov com Particdo que permita,

posteriormente, um entendimento de trabalhos mais especificos sobre o tema.
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