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Resumo

O objetivo desse trabalho € investigar a influéncia do conjunto dos comutadores na estrutura
do subgrupo derivado de um grupo. Os principais resultados abordados estdo associados a
condig¢des de finitude para dados subgrupos do subgrupo comutador e a questao de quando
podemos assegurar que o subgrupo comutador difere do conjunto de todos os comutadores

de um grupo.

Palavras-chave: Comutadores. Subgrupo Comutador. Condig¢des de finitude.



Abstract

The aim of this work is to investigate the influence of the set of commutators in the structure
of the commutator subgroup. We study two kind of results: finiteness conditions for some

subgroup of the commutator subgroup and when we can ensure that the set of all commutators
differs from the commutator subgroup.

Keywords: Commutators. Commutator subgroup. Finiteness conditions.
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Introducao

Neste trabalho estudamos duas classes de questdes envolvendo comutadores em grupos:
condi¢des de finitude para um dado subgrupo do subgrupo comutador e sob que condi¢des po-
demos assegurar que o subgrupo comutador € diferente do conjunto de todos os comutadores

de um grupo.

Por uma questio de completude cabe mencionar os matematicos, resultados e trabalhos
que influenciaram direta ou indiretamente a elaboragdo desta dissertacao: Reinhold Baer
(Teorema D, abaixo), John D. Dixon [2, Capitulo 5], lan D. MacDonald [9], Bernhard H.
Neumann (Teorema B, abaixo), Derek J. S. Robinson [10, Capitulos 10 e 14], Maxwell
Rosenlicht [11], Issai Schur (Teorema A, abaixo) e James Wiegold [12, Capitulo 4].

Condicoes de Finitude: Para simplificar a nota¢do, usaremos o termo "{m,n,...}-
limitado” para expressar que uma quantidade € finita e limitada superiormente por uma

funcdo que depende somente dos pardmetros m,n, .. ..

Seja G um grupo. Escrevemos G’ e Z(G) para denotar o subgrupo comutador e o centro

de G, respectivamente. Dizemos que G ¢ central-por-finito, se o indice |G : Z(G)| é finito.

Podemos observar que G € abelino se, e somente se |G : Z(G)| = 1, e isto ocorre se, e somente

se, |G'| = 1. De modo geral, no caso de G ndo ser abeliano, serd que também existe uma
relagiio entre |G : Z(G)| e a ordem de G'? A resposta é sim e a (primeira) conexio vem do
famoso Teorema de Issai Schur:

Teorema A: (I. Schur): Seja G um grupo central-por-finito. Suponha que |G : Z(G)| = n.
Entdo, o subgrupo comutador G’ é finito e tem ordem n-limitada. Além disso, o expoente
exp(G') divide n.

Seja G um grupo. Dado x € G, escrevemos xY para a classe de conjugagdo de G contendo
x. O grupo G ¢ dito FC-grupo se as classes de conjugacdo sdo finitas. Adicionalmente, se
existir uma constante (uniforme) k € N de tal modo que |x®| < k para todo x € G, entdo G é
dito um BFC-grupo. De certa forma, Bernhard H. Neumann estendeu o Teorema de Schur

dando uma caracterizacdo dos grupos nos quais o subgrupo comutador € finito em termos de
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BFC-grupos e/ou da finitude do conjunto dos comutadores (veja também Lema 2.2.2 para

um resultado de natureza quantitativo):

Teorema B: (B. H. Neumann): Seja G um grupo. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) O conjunto de comutadores I'(G) = {[x,y] | x,y € G} é finito;
(b) G ¢é BFC-grupo;

(c) O subgrupo comutador G’ é finito.

O Teorema de Maxwell Rosenlicht [11] pode ser visto como uma generalizag¢ao dos itens (a)

e (c) do Teorema B.

Teorema C: (M. Rosenlicht) Sejam H e N subgrupos de um grupo G, com N < G. Supo-
nhamos que o conjunto de comutadores {[n,h] | n € N,h € H} seja finito, com m elementos.

Entdo [N, H]| é finito, de ordem m-limitada.

A partir do Teorema C estendemos um resultado devido a Reinhold Baer [10, 14.5.2].
Na referéncia supracitada € suposto que todos os subgrupos envolvidos sdo normais; € na
demonstracado € usado “produtos tensoriais de grupos abelianos” (cf. Lema 2.4.1, abaixo).
Além disso, conseguimos “retirar’” a normalidade de alguns dos subgrupos envolvidos e em
nossa demonstragao usamos propriedade de comutadores. Esse resultado serd utilizado na

demonstracdo do Teorema D a seguir.

Denotamos por Z;(G) e por ¥+1(G) os termos das séries centrais superior e inferior de
um grupo G, respectivamente. O grupo G ser nilpotente de classe i, |G/Z;(G)| = 1 e também
equivale a condi¢do de que |y;11(G)| = 1. Dessa forma, também € natural se perguntar qual é
arelagdo entre G/Z;(G) e ¥+1(G) no caso geral em que G ndo é necessariamente nilpotente.
Respondendo a tal questionamento Reinhold Baer generalizou o Teorema de Schur para os

demais termos das séries centrais superior e inferior de G.

Teorema D: (R. Baer) Seja G um grupo. Se |G : Z;(G)| =n, com i > 1, entdo o (i+ 1)-ésimo

termo da série central inferior ¥4 (G) € finito, de ordem n-limitada.

Tentamos incluir as condicdes de finitude envolvendo certos subgrupos e comutadores
levando em conta aspectos quantitativos. Entretanto, os limites mencionados no trabalho siao

de cardcter meramente tedrico e ndo buscamos cotas “optimais”.

Comutadores e o Subgrupo Comutador: Agora nosso foco serd construir exemplos
de grupos que possuem elementos no subgrupo derivado que nao sdo comutadores. Mais
precisamente, estudamos grupos finitos de matrizes, com estrutura relativamente “facil” de

manusear (p-grupos finitos de classe 2), nos quais o conjunto dos comutadores € diferente do
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subgrupo comutador (nesse caso dizemos que existem elementos ndo comutadores). Tais

exemplos foram propostos por Ian D. MacDonald [9].

Vale a pena explicar a natureza dos exemplos que apresentamos. A grosso modo, a
analogia que usamos para “justificar” o Teorema de Schur também € capaz de sugerir uma
maneira de criar grupos com elementos ndo comutadores. Mais precisamente, se G é um
grupo no qual |G : Z(G)|* < |G'|, entdo G contém elementos no seu derivado que nio sio
comutadores (veja Lema 3.1.2). Com isso, temos uma critério capaz de assegurar quando um
grupo contém elementos nao comutadores. Seguindo o trabalho de Ian D. MacDonald [9],

temos:

Teorema E: (I. D. MacDonald) Seja p um ndmero primo. Existe um p-grupo 6-gerado
G, nilpotente de classe 2 com |G| = p*!' e |G'| = |Z(G)| = p'°. Em particular, G contém

elementos no subgrupo derivado que nao sdo comutadores.

Para simplificar a escrita dessa Introducio optamos por nomear os resultados principais de
forma linear: Teorema A — Teorema E. Entretanto, ao longo do texto os teoremas aparecem

com uma numerag¢do independente.
Este trabalho esté dividido em trés capitulos:

No Capitulo 1, apresentamos alguns resultados preliminares da Teoria de Grupos, Teo-
rema dos indices, Lema de Poincaré, um caso particular do Teorema dos Grupos Abelianos
Finitamente Gerados, propriedades bésicas de comutadores, série derivada, série centrais
superior e inferior, acdo de um grupo, o homomorfismo transfer, propriedades bésicas de
FC-grupos e BFC-grupos. Trazemos também o Principio Fundamental de Contagem e o

Principio da Casa dos Pombos que serdo aplicados no capitulo seguinte.

No Capitulo 2, inicialmente expomos alguns resultados basicos e demonstramos o
Teorema A. Posteriormente, apresentamos alguns resultados sobre FC-grupos e BFC-grupos,
bem como o famoso Lema de Dietzmann para, em seguida, demonstrar o Teorema B. A
secdo seguinte é baseada no artigo do M. Rosenlicht [11] e tem como objetivo demonstrar o
Teorema C. Na ultima se¢do deste capitulo demonstramos o Teorema D.

O capitulo final € baseado no trabalho do MacDonald [9]. Inicialmente abordamos um
resultado que assegura quando um grupo contém elementos ndo comutadores. Na secdo
seguinte, apresentamos cdlculos envolvendo matrizes, com entradas inteiras Z (ou, no corpo
dos inteiros médulo p, Z,), que serdao usados no decorrer do capitulo. Subsequentemente,
construimos exemplos de grupos de matrizes, nilpotentes de classe 2, sendo que alguns

desses grupos possuem elementos ndo comutadores em seu subgrupo comutador. Com isso,
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demonstraremos o Teorema E. Veremos que os exemplos explicitados nesse teorema nos

fornecem uma “mdquina’capaz de gerar p-grupos com elementos nao comutadores.



Capitulo 1

Preliminares

Assumimos que o leitor tem familiaridade com os conceitos bdsicos da Teoria de Grupos.
Alguns teoremas como o Teorema de Lagrange e os Teoremas de Isomorfismo também
sdo assumidos como conhecidos, podendo serem encontrados em vérios referéncias, em
particular em [5]. A construgdo deste capitulo foi baseada em [10, Capitulos 1,5,10 e 14].

1.1 Grupos e Subgrupos

Definicao 1.1.1. Dado um subconjunto ndo vazio X de um grupo G, definimos o subgrupo
gerado por X, denotado por (X), como sendo o menor subgrupo de G contendo X, ou seja,

X) € a intersecdo de todos os subgrupos de G que contém X.
¢ grup q
Proposicao 1.1.2. Seja X C G ndo vazio. Entdo,
(X) = {x]'x5.. x| x; €X,6==£1,k € N}

(quando k = 0 podemos interpretar o produto como 1). No caso em que X = {x} é um
conjunto unitdrio, temos (X) = {x" | n € Z}.

Demonstragdo. Considere S = {x{'x5*...x;* | x; € X,& = £1,k € N}. De fato, S é um

subgrupo de G, pois: 1 =xxleS, xeX, e sex:x?xgz...x,f",y:y?‘ygz...yf’ € S, temos
—1 -1
xy :x‘?xgz...x,f"(y[flygz...yf])
:x‘flxgz...xlfkyfﬁ' ...y;ﬁzy;l}’ €S.

Sendo § < G e como X C S, tem-se que (X) < S. Por outro lado, S < (X), caso contrario,
existiria um elemento z € S tal que z ¢ (X), mas (X) < G e z é da forma z = z}'z5* ... 2",

onde z; € X, 1 <i <k, ouseja, z € (X) e temos uma contradi¢do. Portanto, (X) = S. O
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Definicao 1.1.3. (Transversal) Seja G um grupo e H < G. Um subconjunto T C G ¢é dito ser

um transversal (a esquerda) de H em G, quando
G=|JH.
teT

Proposicao 1.1.4. (Teorema dos indices). Sejam H, K subgrupos de um grupo G. Suponha-
mos que H < K < G. Entdo,

|G:H|=|G:K||K:H|
A demostragdo do resultado acima pode ser encontrado em [10, 1.3.5].
Teorema 1.1.5. (Lema de Poincaré) Sejam H,K subgrupo de um grupo G. Entdo
|G:HNK|<|G:H||G:K|.
Ademais, se os indices |G : H| e |G : K| sd@o coprimos, entdo |G: HNK|=|G: H||G: K]|.
O resultado acima pode ser encontrado em [10, 1.3.11].

Definicao 1.1.6. Seja G um grupo. Dados os elementos g,h € G o conjugado de g por h é o

elemento
gh =hlghedG.

Definicao 1.1.7. Um subconjunto X de um grupo G é dito normal (em G), se x5 € X para
todo x € X e todo g € G.

Tal defini¢ao nos sugere o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.8. Sejam G um grupo e X C G um conjunto ndo vazio normal (em G). Entdo,

(X) é normal em G.

Definicao 1.1.9. Um grupo G é dito finitamente gerado se existe um subconjunto finito
X C G tal que G = (X).

Proposicao 1.1.10. Seja G um grupo finitamamente gerado. Suponhamos que H é um
subgrupo de G com indice |G : H| finito. Entdo H ¢ finitamente gerado.

O resultado acima pode ser encontrado em [10, 1.6.11].
Definicao 1.1.11. Seja G um grupo e X C G ndo vazio. Definimos por

Co(X)={g€G|gx=xg,Vxe G},
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o centralizador de X em G. Em particular, se X = {x}, escreveremos apenas Cg(x). E
Neg(X)={geG|x* X VxeX}

o normalizador de X em G.

Definicao 1.1.12. O centro Z(G) de um grupo G é definido como,
Z(G):={z€G|zg=gz,Vg € G}

Proposicao 1.1.13. Seja G um grupo finitamente gerado. Suponha que G = (x1,x7,...Xp).

Entdo

ﬂ C(;(xi) = Z(G)
i=1

n
Demonstracdo. Se 'y € ﬂ Cc(xi), entdo yx; = x;y, 1 <i<n, logo y comuta com todos os
i=1

n
elementos de G. Dai, y € Z(G), e portanto, ﬂ Cs(xi) <Z(G). Por outro lado, se z € Z(G),

i=1
n

n
entdo zx; = x;z. Logo z € ﬂ Cq(xi), e assim, Z(G) < ﬂ Cs(x;). O
i=1

i=1
Definicao 1.1.14. Seja G um grupo. Definimos o expoente de G, como o seguinte niimero

(se existir):
exp(G) = mmc{|g| | g € G}.

Assim, dizemos que G tem expoente n, se n é o menor inteiro positivo tal que g" = 1 para

todo g € G. Definimos por
Tor(G):={g€ G| |g| < 4},
o conjunto de torg¢do de G. Dizemos que um G é de tor¢cdo se G = Tor(G).

A seguir temos um caso particular do Teorema dos Grupos Abelianos Finitamente
Gerados:

Proposicao 1.1.15. Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Entdo Tor(G) é finito.
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1.2 Comutadores

Definicao 1.2.1. Seja G um grupo. Dados os elementos x e y em G o comutador de x e y é o

elemento
xyl=x"y lxyeG
Mas geralmente, um comutador de comprimento n > 2 define-se intuitivamente por
[X1,X2, -y Xn] = [[X1,%25 - - - s Xn—1], Xn)-

Proposicao 1.2.2. Sejam x,y e z elementos de um gupo G. Entdo, valem:

(a) [x,y] =1 se, e somente se, xy = yx;

(b) [x,y] =27

(¢) [eyl" =y

(d) [x,yz] = [x,z][x,y];

(e) [xy,z] = [x,2]'[»2];

1

0 by = (P )7

1

(8) b hyl = (bey )7

Demonstragcdo. A demontragdo segue da definicao de comutadores:

(a)
oyl =l<=xy y=1=xy=yx
(b)
eyl =xy ey = (0 ) T =l
©)

1

ey =z ylz=z""x "y Tz

=z ' Nz )y N ee x(zz Dz
= (DAY = ()77 T

=¥y
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(d)
be,yzl =x7 ey yz = a0 e (e I )y ez
=[x, 2z )z = [, 2] fx,y)
(e
v,z =y e yz =y e e I (ayy e Dz
=y 'Ix,2yn 2] = 2P D2l
(H)
e,y N =xtyy = (e ly ) !
=y oy D = (P )
€3]

]

Definicao 1.2.3. Dados os subconjunto X,X,...,X, ndo vazios de um grupo G. Definimos,

por
[X1,X2] := ([x1,%2] | x1 € X1,%2 € X),

o subgrupo comutador de X, e X,. Em particular, se X| = X, = G, denotaremos por I'(G),
o conjunto de todos os comutadores de G, isto é, I'(G) := {[x,y] | x,y € G}, definimos o

subgrupo comutador (ou subgrupo derivado) de G, denotado por G', como sendo
G :=([(G)) = (x| |xy € G);

e de modo mais geral

onde n > 2.

Observacao 1.2.4. Usando o item (a) da Proposigdo 1.2.2 podemos mostrar que um grupo

, . /
G é abeliano se, e somente se, G' = 1.
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Proposicao 1.2.5. Sejam H, K e N subgrupos de um grupo G. Entdo,
(a) Se N <G, entdo [HN/N,KN/N|=[H,K|N/N;
(b) H < Cg(K) se, e somente se, [H,K] = 1;
(¢c) H<Ng(K) se, e somente se, [H,K| < K;
(d) Se HN < G e H < Ng(K), entdo [HN,K] = [H,K][N,K];
(e) O subgrupo [H,K| é normal em (H,K).

Demonstragdo. (a) De fato,

[HN/N,KN/N) = (|hN,kN]|h € H,k € K) < G/N

[H,K] = ([h,K]|h € H,K € K).

Assim, a imagem [H,K|N /N de [H,K]| pelo homomorfismo candnico de G em G/N ¢
gerado pelos elementos do tipo [h,k|N, com h € H e k € K. Por outro lado, [AN,kN] = [h,k|N
paratodo i € H e k € K, ou seja, os geradores de [HN/N,KN/N] e de [H,K]N/N coincidem.

(b) De fato,

H<Cg(K) < [hkl|=1<=[H,K]=1
paratodo h € H etodo k € K.
(c) De fato, paratodo h € H etodo k € K,
H<NgKK) <= k'e K< [hkl=h"'k'hkec K <= [H K| <K

(d) Para mostrar que [H,K]|[N,K]| < G, ¢é suficiente provar que [H,K]| < Ng([N,K]).
Como H < Ng(K), temos que [H,K] < K, por (c). Além disso,

[n7k]k1 = [n7kl]_1[nak1][nvk]kl = [n7k1]_1[nakk1] € [N,K], Vhe H er,kl €K,

e assim, K < Ng([N,K]). Portanto, [H,K| < Ng(|N,K]). Agora veja que,

[hn, k] = [h,k]"[n,k] = [h, k] ([h, k] 0 [k, k]n)[n, k]
= [hvk][[hvk]7n] [n’k] = [hvk] [n7 [hvk]]_l[n’k] € [HvK] [NvK]v

paratodo h € H,n € N e k € K, pois [h,k] € K. Logo, [HN,K] < [H,K][N,K].
Por outro lado, [H,K] < [HN,K] e [N,K| < [HN,K], e entdo, [H,K][N,K] < [HN,K].
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(e) Para mostrar que [H,K| < (H,K) é suficiente mostrar que H,K < Ng([H,K]). Dados
h,h; € H e k,k| € K, note que:

[hhy k) = [, k)" [y K] = [h, k)™ = [l K] (B, k)~ € [H K]

[h,kky] = [h, k][, k" = [h, k)5 = [h, ki) " R, k] € [H,K].
Entdo, pela arbitrariedade dos elementos envolvidos, H,K < Ng([H,K]) e, consequente-
mente, (H,K) < Ng([H,K]). O

O seguinte resultado é conhecido como Lema dos Trés Subgrupos, sua demonstracio

pode ser encontrada em [10, 5.1.10].

Lema 1.2.6. Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Se dois dos subgrupos [H,K L],

[L,H,K] e [K,L,H] estdo contidos em N, entdo o outro também estd contido em N.
Proposicao 1.2.7. Seja G um grupo. Entdo, o subgrupo comutador G' é nornal em G.
Demonstragdo. Dados g € G e a = [x1,y1][x2,y2] - - [xt,yx] € G'. Temos que,
af = ([xi,y1]lx2,y2] - [, i )#
=[x, )82,y s e
= [ yilbs, 03] I vl € G
Como os elementos g e & foram dados arbitrérios, segue que G’ é normal em G. [l

Proposicao 1.2.8. Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Entdo, o grupo quociente

G/N é abeliano se, e somente se, G <N.Em particular, G/ G' ¢é abeliano.

Demonstragcdo. Dados os elementos x, y € G. Suponha que G/N ¢ abeliano, logo
xyN = xNyN = yNxN = yxN,

e assim, [x,y] € N. Como x e y foram dados arbitrarios, G' <N. Reciprocamente, se G <N,

temos
xNyN = xyN = yx|x,y]N = yxN = yNxN,
isto é, G/N ¢ abeliano. O

Lema 1.2.9. Seja G um grupo em que G' < Z(G). Entdo,



14 Preliminares

(a) [xy,z] = [x,2][y.2];
(b) [x,yz] = [x,y][x,2];

(c) V' x] = [y,x]" = [y,x"]. Em particular, [x",y"] = [x,y]"™" ;
n(n—1)
(d) ()" =[] "2

para todos x,y,z € G e todos os inteiros positivos m,n.

Demonstragdo. Temos que, G' < Z(G). Assim, [x,y]* = [x,y] para todos x,,z € G. Logo,

[xy,z] = [X,Z]y[y,z] = [X,Z] LY,Z]

[, yz] = [x, 2] [x,y]° = [x,2][x, ]
o que demonstra (a) e (b).
Agora, demonstraremos (c) e (d) por inducdo sobre n: Inicialmente,vamos mostrar que

[v,x]" = [y"",x]. Paran = 1 é imediato. Suponha que a identidade vale para algum n. Assim,

DX = [y, x] [, a]" =y Ty o
=y e =y ey ) e

:yf(n+1)x71yn+1x: [ n-+1 x].

Yy o

Para mostrar que [y, x]" = [y,x"] basta observar que [y,x"] = [x",y] !

= eyl = ™.
Do mesmo modo, a identidade (d) € verdadeira para n = 1: Prosseguiremos novamente
por inducdo sobre n. Suponha que o resultado seja védlido para algum n, lembrando que cada
[x,y] € Z(G) e pelo item anterior, temos que y"x = [y,x]"xy". Logo,
yH = () = ] T
n(n—1) n(n—1)

= x"(y"x)y[y,x] 2 KB

(xy

=x"[y,x]"xy"yly,x] 2
n(n—1)
= X"xy"y[y, x]" [y, x] 2

S NS R AL
_xn yn [y,X] 2 )

+n(nz—l)

— xn+1 n+1[

Y "

0 que completa a demonstragao. [
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1.2.1 Séries: Derivada e Centrais

Definicao 1.2.10. Seja G um grupo. Uma sequéncia finita de subgrupos de G
$:1=G6Gp <G <...<G, =G,

é dita ser série subnormal se G; < G, e série normal se G; ]G, 0 <i<n— 1. Ademais,
os subgrupos G; sdo chamados de termos da série S ; os grupos quocientes Gy /G; sdo os

fatores da série S.
Definicio 1.2.11. Seja G um grupo. Considere G\*) = G, GV) = G' = [G, G| e definamos:
G =[G" D G, paran> 1.
Tal construgdo formam um série
G>G>G">,
de tal forma que G\ < G. Esta série é chamada de série derivada de G.

Definicao 1.2.12. (Série Central Inferior). Seja G um grupo. Considere ¥1(G) = G e

defininamos:
%+1(G) = [(G), G,
para todo n > 1. Tais subgrupos forma uma série
G=1%(G) 2 n(G) == h(G) =,

de tal forma que ¥(G)/Yi+1(G) < Z(G/%+1(G)). Tal série é chamada de série central
inferior de G.

A partir da defini¢do de série central inferior € de uma condicdo de finitude sobre ela,
definimos uma classe muito importante de grupos: os grupos nilpotentes.

Definicao 1.2.13. Dizemos que um grupo G é nilpotente de classe c, quando c é o menor

niimero natural tal que Y.11(G) = 1.

Definicio 1.2.14. (Série Central Superior). Seja G um grupo. Consideremos Zy(G) = 1,
Z1(G) = Z(G) e definamos:

Zi(G)/Zi-1(G) = Z(G/Zi-1(G)),

para todo i > 1. Assim, definimos a série central superior de G:



16 Preliminares

1=70(G) <Z1(G) =Z(G) <Z»(G) < --- < Z(G) < -+
Proposicao 1.2.15. Seja G um grupo. Entdo,
Zi(G)={x€G|[x,g1,.--,8] = 1,Yg1,...,8: € G},
para todo i > 1.

Demonstragdo. Demonstraremos por inducao sobre i. O caso i = 1 € imediato, visto que
Z1(G)=Z(G)={x € G| [x,g1] = 1,Vg; € G}. Suponha que o resultado seja vélido para
algum . Pela definicdo de Z;11(G),

Zi1(G) ={x € G| xZi(G) € Z(G/Z(G)) }
= {XG G| [x,gl] EZi(G),Vgl € G}
={x€G|x,g1,...,8+1] = 1,Yg1,...,8i+1 € G},

onde a dltima igualdade é consequéncia da hipétese de inducdo. E completamos a demons-
tragao. 0

Lema 1.2.16. Sejam G um grupo e i < j inteiros positivos. Entdo,
[1(G),Z;(G)] < Z;-i(G)
Em particular, Z;(G) centraliza ¥(G).
Demonstragdo. Demontraremos por indugdo sobre i. Parai =1,
[%(G).Z;(G)] = [G.Z;(G)] < Zj—1(G).

Agora, suponha que o resultado seja valido para algum i. Pelo Lema dos Trés Subgrupos,

[%+1(G),2(G)] = [%(G), G, Z;(G)] < [Z;(G), %(G), GlIG, Z;(G), %(G)].

Por hipétese de indugdo,
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Portanto,

[%i+1(G), Zi(G)] < Zj_(i+1)(G).
Isto conclui a demonstracao. 0

Lema 1.2.17. Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Entdo, ¥;(G/N) = %:(G)N/N,
para todo i > 1.

Demonstragdo. Vamos demonstrar por inducio sobre i. Para i = 1, o resultador é verdadeiro,
pois 71 (G/N) = G/N = GN/N = y;(G)N/N. Agora, suponhamos que o resultado ¢ vdlido

para algum i > 1. Assim,
¥i+1(G/N) = [%(G/N),G/N] = [¥(G)N/N,G/N|.

Pelo Lema 1.2.5 segue que,
[%(G)N/N,G/N] = [%(G)N/N,GN/N][%(G),GIN/N = %+1(G)N/N.

Portanto, %(G/N) = 7;(G)N/N, para todo i > 1.

Lema 1.2.18. Seja G um grupo e i, j > 0. Entdo, Z;(G/Z;(G)) = Zi+j(G)/Z;(G).
Demonstragdo. Pela Proposigdo 1.2.15, o elemento xZ;(G) € Z;(G/Z;(G)) se, e somente
se,

Z](G> = [XZ](G)ngZ](G)7 s 7ngj<G)] = [X,gl,. .- 7gl]Z](G)a
para todo g1Z;(G),...,&Z;(G) € Zi(G/Z;(G), ou seja, xZ;(G) € Z;(G/Z;(G) se, e somente

se, [x,81,...,8] € Z;(G), paratodo gi,...,& € G. Isso ocorre, se, e somente se,

X,81,-- .88t 15, 8ivj) = (.81, -, &), &it1,-- -, &irj] = 1

para todo giy1,..,8i+j € G. Assim, xZ;(G) € Z;(G/Z;(G)) se, e somente se, x € Z ;j(G),
que é equivalente a xZ;(G) € Zi1 j(G)/Z;(G), o que completa a demonstragio. O

1.3 Acao de Grupo

Definicao 1.3.1. Seja G um grupo. Dizemos que G age (a esquerda) sobre o conjunto ndo
vazio X se € dada uma fun¢do G x X — X, (g,Xx) —> gx com as seguintes:

(a) 1x =x, para todo € X;
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(b) g(hx) = (gh)x, para todo x € X e para todo g,h € G.

Observacao 1.3.2. Da mesma forma pode-se definir o grupo G agindo no conjunto X a

direita. Toda acdo a direita pode ser substituida por uma acdo a esquerda via: gx := xg_l,

xeXegeG. SeH<GeGage sobre X, entdo H também age sobre X, a acdo de H sobre

X sendo definida pela mesma regra que define a acdo de G sobre X.

Definicao 1.3.3. Sejam X um conjunto ndo vazio e G um grupo. Suponha que G age sobre
X. Dado x € X defina por

G={g€CG|gx=x} <G
o estabilizador de x e
Og(x) ={gx[g€ G} CX

a orbita (ou G-orbita) de x. A¢do é dita ser transitiva se existe x € X tal que Og(x) = X,
isto é, se existe apenas uma orbita.

Proposicao 1.3.4. Suponha que o grupo G age sobre o conjunto X. Entdo, X é igual a unido
disjunta das G-orbitas.

Proposicao 1.3.5. Suponha que o grupo G age sobre X e x € X. Entdo,

|06(x)| =[G : Gy

|Gl

Em particular, se G for finito, entdo |Og(x)| = Gl
X

O resultado acima pode ser encontrado em [7, 1.2.2 Corollary].

Seja X um conjunto ndo vazio. Uma permutac¢ao de X € uma funcdo bijetiva X — X.
Denotamos por Sy o conjunto das permutagdes de X. Além disso, Sy com a operacdo de
composicao de fungdes € um grupo, chamado o grupo das permutacdes de X. Uma acdo de
G sobre X pode ser vista como um homomorfismo:

Proposicao 1.3.6. Sejam G um grupo e X um conjunto ndo vazio.

(a) Se A:GxX — X, (g,x) —> gx, é uma acdo de G sobre X, entdo o homomorfismo
correspondente é Wy : G — Sx, Wa(g) : X — X, x— gx;

(b) Se y: G — Sx € um homomorfismo, entdo a agdo correspondente é Ay : G x X — X,
(g,%) — w(g)(x).
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Seja H um subgrupo de um grupo G e Considere Hg := ﬂ gHg !, Temos que Hg € um
geG
subgrupo normal de G contido em H, e o chamaremos de cora¢ao normal de H em G. Em

particular, H < G se, e somente se, H = Hg.

Lema 1.3.7. Seja H um subgrupo de um grupo G. Se o indice |G : H| = n, entdo a ordem do

grupo quociente G/Hg divide n!

O resultado acima pode ser encontrado em [10, 1.6.9]

1.4 Homomorfismo Transfer

O objetivo dessa secdo serd desenvolver homomorfismos de grupos a partir de homomorfis-

mos dados em alguns subgrupos de G.

Definicio 1.4.1. Sejam H um subgrupo proprio de um grupo G com |G : H| = n, A um
grupo abeliano e 0 : H — A um homomorfismo de grupos. Consideramos um transversal

T=A{t1,tp,...,t,} de H em G, ou seja,
[ ]
G= U Hzt;.
i=1,...n

E dado qualquer elemento x € G: existe um tinico par (h,t;) € H X T tal que x = ht;.
Agora, consideramos a seguinte agdo nas classes laterais: Htix := Ht;,, assim tixt(;)lx €EH.

Definamos a seguinte aplicacdo:

0*:G — A
n

X H(t,-xt(:)lx)e.
i=1

Uma vez que A é abeliano, a ordem dos fatores no produto é irrelevante.

Observaciio 1.4.2. Note que a aplicagdo i — (i)x é uma permutacdo de {1,2,...,n}. E
suficiente observar que a aplicagao € injetiva. De fato, se (i)x = (j)x, entdo Ht;), = Htj).
Dai, Ht;x = Htjx implica que t,‘tj*1 € H, ou seja, t; = tj e obtemos i = j.

Lema 1.4.3. Sejam H um subgrupo préprio de um grupo G com |G : H| = n, A um grupo
abeliano e 0 : H — A um homomorfismo de grupos. Consideramos um transversal (a direita)
T=A{t1,tp,...,ty} de H em G. Entdo

(a) 0" é um homomorfismo de grupos;
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(b) O homomorfismo 0 independe da escolha do transversal T de H em G

Demonstragdo. Lembrando que A € abeliano e 6 ¢ um homomorfismo. Dados os elementos
x,y € Gt
(a) Da definigao: Htixy = Ht(;),y = H1((;)),. Por outro lado, Htixy = Ht;),,. Logo,

HY((i)x)y = H(i)xy» € aSSIM, £(j),, = 1(()x)- Entdo,

Xy?

n n n

(x)?" = H(tixyt(;);y)e = I_!(t,-xyt(( 1) )y)" = I—!(tixt(.)l t -)xyt(*(.l) 1y )°

=1 i= i=

Portanto, 8* é um homomorfismo conforme afirmado.

(b) Tomemos ' = {¢{,#,...,t,} um outro transversal de H em G. Calcule 0 homomor-
fismo associado a 7. Chamemos tal homomorfismo de 6.

Sem perda de generalidade podemos supor que Ht; = Ht; (a menos de uma reordenagio

dentro do transversal). Assim, t{ = h;t;, com h; € H. Agora veja que
thi)x = Htl-’x =Hhitix=Ht;ix = Ht(i)x'

E temos que tEi)x = (i)t (i)x> cOm h(;), € H Portanto,

Observacio 1.4.4. O homomorfismo 0% serd chamado de homomorfismo transfer associ-

ado a 0 e tal homomorfismo independe do grupo abeliano A.

Lema 1.4.5. (Cdlculo do homomorfismo 0%). Sejam A um grupo abeliano e H um subgrupo
de indice finito no grupo G. Suponhamos que existe um homomorfismo 6 : H — A e

|G : H| = n. Entdo, para cada x € G existem l1,lp,...,l,, EN e sy,s2,...,5n € G tais que
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Demonstragdo. Vamos escolher um transversal conveniente e depois efetivaremos o célculo
do homomorfismo transfer.
Primeiro iremos descrever o tal transversal de H em G. Tomemos s; € G (qualquer). Dai,

existem exatamente, [ classes laterais associadas ao elemento s :
Hsl,Hsl)c,...,Hslxl1 = Hs;.

De fato existe um nimero natural /; com tal propriedade, pois |G : H| = n. Caso [} = n,
temos que T = {t; = s1,...,0p = slxll_l} € um transversal para H em G. Caso contrdrio

l1 < netomemos s, € G tal que

I—1

s & UHslle.

71=0

Da finitude do indice |G : H| = n, temos que existem I, classes laterais associadas ao

elemento s7:
Hsy, Hsyx, ... ,Hsle2 =Hs,.

Caso 1 + 1, = n, obtemos que T = {t; =s1,...,1;, = slxll_l,t11+1 =80, 0= slez_l}

€ um transversal para H em G. Caso contrério /] + [, < n e tomemos s3 € G tal que

Lh—1 lh—1
53 € U Hsix'U U Hsox/?
J1=0 Jj2=0

Prosseguindo com o argumento acima e baseado na finitude do indice |G : H| = n,
obtemos: elementos sy,s2,53,...,5, € G e nimeros naturais [1,[,[3,...,1, tais que [; + [, +

...+ 1, =ntais que

Hs; , Hsix, Hs;x*, ..., Hsx'""!' | Hs;x!' = Hs,
Hsy , Hsyx, Hs)x* | ..., Hspxl2™! , Hs)x2 = Hs,
Hsy , Hssx, Hssx* , ..., Hsyx® 7' Hs3xP3 = Hs;
) o . 9 e 9 e e e 9 e g e 9 s 9 e 9 e —
Hs Hspx , Hspx? Hspx"='  Hs,x'm = Hs
m mi oy m g ey m y m = me

E, pela construcao, obtemos a seguinte decomposicao de G em classes laterais de H:
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-1 . L—1 . In—1 .
= ( U Hslx“) U ( U Hszx”) U...u ( U Hsmxf”‘> )
Jj1=0 Jj2=0 jm=0

Notemos que para o primeiro bloco com /; elementos temos:

Htyx = Hs;x = Hty e, temos fx =10

Hox = Hslxz = Ht; e, temos l‘(z)x:t3
Htllflx = Hslxllfl = I-Il‘l1 €, temos Ly —1x =1y

Htllx = Hslxll = Ht; e, temos t(ll)x:tl

E, em particular, por um argumento de “série telescopica’:
~1\6 ~1\6 ~1 ] ~1 16
(tlxt(l)x) (tzxt(z)x) ...(tll_lxt(ll_l)x) (tl]xt(ll)x) =
= (nxty )0 (1O (e, O (a2 O = (mxe 1P

Facamos o mesmo em cada um dos m — 1 blocos restantes e obtemos a férmula desejada:

m
X = [ 1 xlis1)e.
]

Definicao 1.4.6. Dizemos que um grupo G é central-por-finito se o indice |G : Z(G)| é finito.

Lema 1.4.7. Seja G um grupo central-por-finito. Suponhamos que o indice |G : Z(G)| =n
e 0:Z(G) — Z(G) é o homomorfismo identidade. Entdo o homomorfismo transfer 0™
associado 0 ¢ dado por (x)® = x".

Demonstracdo. Dado x € G. Pelo Lema 1.4.5, existem [y,lp,...,[, e Nesi,s0,...,5, €G

tais que
" m m
(x)? = H(sixlisfl)e = H sixlsT Hx = xLisihi =y

pois 8 é o homomorfismo identidade, six'is; ! € Z(G), i € {1,2,...,n} e Zl,- = n. Essa
i=1

andlise somente dependeu do indice |G : Z(G)| e, consequentemente, (x)® = x”, para todo

xeG. ]



1.5 FC-grupo e BFC-grupo 23

1.5 FC-grupo e BFC-grupo

Definicao 1.5.1. Seja G um grupo. Dado x € G o conjunto
¥ ={x¥geGl,
de todos os conjugados de x em G, é chamado de classe de conjugacdo de x (em G).

Proposicao 1.5.2. Seja G um grupo. Dado x € G, o niimero de conjugados de x em G é

igual ao indice do seu centralizador em G, isto é,
x4 =G : Co(x).

Demonstragdo. Dado x € G, considere C = Cg(x) e K =xY. Seja X o conjunto de todos
as classes laterais a direta de C. Sabemos que |X| = |G : C|, defina ¢ : X — K dada por
(Cg)‘p = x%. Inicialmente, vamos verificar se ¢ é bem definida. De fato, se Cg = Ch, entdo
gh™! € C, e assim (gh™')x = x(gh™!), que pode ser escrito x" = x%, e isso mostrar que
(Ch)? = (Cg)°.

Agora, vamos mostrar que @ é injetora. Suponha que (Cg)? = (Ch)?, assim x® = x", que
pode ser escrito x(gh™!) = (gh~!)x, mas isso implica que gh~! € C. Portanto, Cg = Ch. 1

Por fim, @ é sobrejetora. Seja k € K um elemento qualquer, existe g € G tal que k = x° .

Observe que, (Hg 1)? = x¢ =k E completamos a demostracao. O

Se o numero de elementos em cada classe de conjugacdo de um grupo for finito (ou

uniformemente limitado), entdo o grupo recebe um nome especial.

Definicao 1.5.3. Um grupo G é dito um FC-grupo se para todo x € G temos que a classe
de conjugacdo X0 é finita. Adicionalmente, se existir uma constante (uniforme) k € N de tal
“

modo que |x”| < k para todo x € G, entdo G é dito um BFC-grupo.

Exemplo 1.5.4. Os grupos abelianos e os grupos finitos sdo exemplos de FC-grupos. Nos
grupos abelianos cada classe de conjugagdo possui apenas um tinico elemento; e, natural-
mente, toda classe de conjugacdo de um grupo finito é finita (e uniformente limitada pela
ordem do grupo). Em particular, todo grupo que é BFC-grupo é também um FC-grupo.
Além disso, no proximo resultado demostraremos que todo grupo central-por-finito é um

exemplo de um BFC-grupo.

Lema 1.5.5. Seja G um grupo central-por-finito. Entdo G é BFC-grupo.

Demonstracdo. Suponha que |G : Z(G)| = n. Dado qualquer x € G, temos que Z(G) < Cg(x).
Pela Proposicdo 1.5.2,

X9 =1G: Co(x)| <1G: Z(G)| = n,



24 Preliminares

consequentemente |xG| < n, para todo x € G. Pontanto, G € um BFC-grupo. [l
Lema 1.5.6. Seja G um FC-grupo finitamente gerado. Entdo G é central-por-finito.
Demonstragdo. Sejam x1,x3,...,x, € G tais que

G = (X],X2,...,Xpn).
Lembrando que G € FC-grupo, chamemos

m; = |x%| = |G : Cg(x;)

, 1 <i<n.

n
Sabemos que Z(G) = ﬂ Cq(xi), pela Proposicdo 1.1.13. Dai, pelo Lema de Poincaré,
i=1

r r

G:Z2(G)|=|G: ([ Coxi)| <TTIG : Co(xi)| <mimy...my < +oo.
i=1 i=1

Portanto, G € central-por-finito. [

Observacao 1.5.7. Dos Lemas 1.5.5 e 1.5.6, podemos verificar que todo FC-grupo finita-

mente gerado é um BFC-grupo.

Na Secdo 2.2 veremos que existe uma classificacdo para BFC-grupos devida a B. H.
Neumann em termos da finitude do seu subgrupo derivado (e do conjunto dos comutadores)
(cf. [10, 14.5.11]).

1.6 Contagem e o Principio da Casa dos Pombos

Por uma questdo de completude incluimos os enunciados dos Principio Fundamental da
Contagem e o Principio da Casa dos Pombos. Ambos os resultados sdo frequentemente
abordados em cursos de Matematica Discreta. Seguem os seus enunciados junto com

referéncias nas quais esse tema sao trabalhados com mais detalhes.

Lema 1.6.1. (Principio Fundamental de Contagem). Se hda m modos de tomar a decisdo D
e, tomada a decisdo Dy, hd n modos de tomar a decisdo D>, entdo o niimero de modos de

tomar as decisoes Dy e D, (sucessivamente) é mn.
O resultado acima pode ser encontrado em [8, pag. 81].

Lema 1.6.2. (Principio da Casa dos Pombos) Se n+ 1 objetos sdo colocados em n casas,

entdo, pelo menos uma casa recebe mais de um objeto.

Para uma demonstracao desse fato, veja [8, pag. 134].



Capitulo 2

Condicoes de Finitude para o Subgrupo
Comutador

O objetivo deste capitulo € estudar certos teoremas que envolvem a finitute de um dado
subgrupo do subgrupo comutador em termos de seus comutadores. Focaremos nos teoremas
de Issai Schur [10], Bernhard Neumman [10, 14.5.11], Reinhold Baer [10, 14.5.1 e 14.5.2] e
Maxwell Rosenlicht [11].

Nesse capitulo, para simplificar a nota¢@o, usaremos o termo "{m,n, ...}-limitado” para
expressar que uma quantidade € finita e limitada superiormente por uma fun¢io que depende

somente dos parAmetros m,n, . . ..

2.1 Teorema de Schur

O objetivo dessa secdo € demonstrar o famoso Teorema de Schur: Se G € um grupo com
|G : Z(G)| finito, entdo podemos concluir que o subgrupo comutador G’ é finito. A grosso
modo, isso significa que, se o centro de G for grande, entdo o subgrupo comutador G’ serd

pequeno. Inicialmente mostraremos que G’ é finitamente gerado.

Lema 2.1.1. Seja G um grupo com |G : Z(G)| = n. Entdo o subgrupo comutador G’ é

. . . ! - 2.
finitamente gerado. Mais ainda, G' é gerado por, no mdximo, n? geradores.

Demonstragdo. Seja T = {t1,t2,...,t,} um transversal de Z(G) em G. Dados x, y € G,
existem i, j € I :={1,2,...,n} e elementos z1, z> € Z(G) tais que x = z1t;, y = 2ot; € G.
Note que

b, y] = [zt zatj] = (z1t) " (zat) (i) (zat)

-1 _—-1,—-1_-1 —1,-1
=1zt % utinntj =1 t; titj = [ti,t]],
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pois z1, 22 € Z(G). Logo, G’ = ([x,y] |x,y € G) = ([t;,t;]|i, j € I}, 0 que completa a demons-
tragdo. 0

O préximo resultado mostra que, se o centro de um grupo G tiver indice n, entdo a
(n+ 1)-ésima poténcia de qualquer comutador (em G) é igual ao produto de n comutadores.
Lema 2.1.2. Seja um grupo G com |G : Z(G)| = n. Entao, [x,y]"™" = [x,y*][x*,y]" ! para
todo x,y € G.

Demonstragdo. Como G/Z(G) tem ordem n, segue que [x,y]" € Z(G) para todo x, y € G.

Entao,
e, ¥ = 3] y] = Py y Ty
=x "y e,y = 2y e v eyt y
=x "y 2yl ly =2y 2ty iy ly

=[x,y )"
0

Lema 2.1.3. Seja um grupo G com |G : Z(G)| = n. Entdo, todo elemento do subgrupo

3

/ . L .
comutador G pode ser escrito como um produto de, no mdximo, n” comutadores.

Demonstragdo. Suponhamos que existe ot € G’ tal que & pode ser escrito como um produto

de n° + 1 comutadores e nio menos que "+ 1, isto €,

a=cCic2...Cp34 1,

2 comutadores em G, pelo Lema 2.1.1.

onde ¢; = [x;,y;]. Por outro lado, existem no maximo n
Assim, pelo Lema 1.6.2, existe pelo menos um comutador, digamos [x,y], que ocorre mais

de n vezes nesse produto. Dai, podemos reescrever & da seguinte forma

o =[xy ) ok Oy
/
J
[x,y]. Segue do Lema 2.1.2 que

onde cada ¢’; € um comutador conjugado a um dos comutadores ¢; sob alguma poténcia de

o 211,y L n—1 7 / /
x= [X,y ][x ;y] Cn+2cn+3"'cn3+1’
ou seja, & € um produto de n’ comutadores, uma contradi¢do. U

Agora estamos em condicdes de demonstrar o Teorma de Schur.
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Teorema 2.1.4. (Schur) Seja G um grupo central-por-finito. Suponha que |G : Z(G)| = n.
Entdo, o subgrupo comutador G' é finito e tem ordem n-limitada. Além disso, exp(G') divide

n.

Demonstracdo. Sabemos pelo Lema 1.4.7 que a aplicagdo 0" : G — Z(G) definida por
(x)®" = ¥", é 0 homomorfismo transfer associado a identidade 6 : Z(G) — Z(G), sendo
n=|G:Z(G)|. Por defini¢do, ker(6*) = {g € G | g" = 1}. Segue do primerio Teorema de
Isomorfismo que

G/ker(0%) = Im(6*) < Z(G).
Logo, G/ker(0*) é abeliano, donde segue da Proposi¢io 1.2.8 que G’ < ker(0*), e portanto,

exp(G') divide n.

Resta mostar que |G’ 2

comutadores

€ n-limitada. Sabemos que existem no maximo n
distintos em G, pelo Lema 2.1.1. Além disso, pelo Lema 2.1.3 cada elemento o € G’ pode

3

ser escrito como um produto de, no méximo, n” comutadores, isto €,

O =1C1Cp...Cp3,

) L 3 3
segue do Lema 1.6.1, que existem, no maximo, (nz)” = n?" elementos em G'. O

As demonstragdes dos resultados apresentados nesta se¢ao foram baseadas no livro do
John Dixon [2, Capitulo 5].

2.2 Teorema de Neumann

Essa secao tem por objetivo demonstrar o cldssico Teorema de B. Neumann. Para isso,
demonstraremos alguns resultados sobre FC-grupos. Mas, inicialmente demonstraremos que
se o conjunto de todos comutadores de um grupo G for finito, entdao G € um BFC-grupo e,

., ! - .
nessa mesma hipétese, o subgrupo comutador G € finito.

Lema 2.2.1. Sejam G um grupo e I'(G) = {[x1,y1], [x2,y2], -, [Xm»Ym|} 0 conjunto de todos
os comutadores de G. Suponhamos que X = {x1,y1,...,Xm,ym} C G e H = (X). Entdo,

(a) H =G'.

(b) G é um BFC-grupo.
Demonstracdo. (a) De fato, {[h,k]| | h,k € H} C G', pois todo comutador de H € também
um comutador de G. Logo, H' < G'. Por outro lado, I'(G) C H', pois cada [x;,y;] € H’,

1 <i<m,eassim, G <H'. Portanto, H = G'.
(b) Para cada x € G fixo e qualquer g € G, temos que
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x8 = g_lxg = (xx_l)g_lxg = x[x, g|.

Como G tem m comutadores, segue que |x°| = |{x[x,g] | ¢ € G}| < m. Portanto, G é um
BFC-grupo. [

Lema 2.2.2. Sejam G um grupo e T'(G) = {[x1,y1], [x2,¥2], - - -, [Xm,ym|} 0 conjunto de todos
os comutadores de G. Suponhamos que X = {x1,y1,...,Xm,ym} € G e H = (X). Entdo,

H' = G é finito de ordem m-limitada.

Demonstragdo. De fato, para cada x € X temos que
|H : C(x)| = || = [{x[x,h] | h € H}| <m,

pela Proposicdo 1.5.2. Além disso, Z(G) = ﬂ Cy(x), pela Proposic¢ao 1.1.13. Lembrando

xeX
que |X | = 2m, segue do Lema de Poincaré que

H: () Cu(x)| < []IH : Cu(x)| <m™.

xeX xeX

Dai, |[H:Z(H)| < m*™. Pelo Teorema de Schur, H' é finito, mais ainda,

|H/| < (mZm)Z(mz’")3

b

0 que completa a demonstragao. [

A cota para a ordem do Subgrupo comutador obtida no Lema acima ndo tem a preten¢ao
de ser a melhor possivel! A incluimos apenas com o interesse de expressar a m-limitagdo.
Cotas mais razodveis dependem de técnicas mais avangadas e ndo serdo desenvolvidas nessa
dissertacdo. Para maiores detalhes veja o trabalho de James Wiegold [12, Theorem 4.7].

Agora, vamos incluir alguns resultados sobre FC-grupo, bem como o Lema de Dietzmann,
e definir grupo localmente finito. Com isso, teremos condi¢des para demonstrar o Teorema

de Neumann.
Lema 2.2.3. Se G é um FC-grupo, entdo o grupo quociente G/Z(G) é de tor¢do.

x%| = |G : Cg(x)|. Como G é FC-grupo,
|G : Cg(x)| = k < oo, para algum inteiro positivo k. Seja T = {t1,1,, ...t} um transversal
k
de Cg(x) em G. Considere H = ) Cg(1;), pelo Lema de Poincaré,
i=1

Demonstragdo. Dado x € G. Pela Proposigdo 1.5.2,

k k
|G:H|=|G: ﬂCG(t,-)| <T1IG:Cs(t;)| =n < +oo,
1

i=1 i=
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para algum inteiro positivo n. Seja Hg o coragdo normal de H em G. Pelo Lema 1.3.7
|G/Hg| divide n!. Dat,
e, assim, x"'t; = t;x™, 1 < i <k. Como 7 e Cg(x) geram G, segue que x"* € Z(G). Logo,
G/Z(G) é de torgao. O

G/Hg| = m, para algum inteiro m. Consequentemente x" € Hg < H

Teorema 2.2.4. (Lema de Dietzmann). Seja X um subconjunto finito de um grupo G. Su-
ponhamos que X seja normal (em G) e que |x| seja finita para todo x € X. Entdo (X) é um

subgrupo normal finito de G

Demonstragdo. Considere H = (X). Vamos mostrar que H ¢é finito. Note que,
|H : Cy(x)| = x| < xC] < |X| < 4o0,Vx € X.

Temos que Z(H) = ﬂ Cy(x), pela Proposi¢ao 1.1.13 e, assim, pelo Lema de Poincaré,
xeX
o indice |H : Z(H)| é finito. Logo, H' ¢ finito, pelo Teorema de Schur. Para finalizar é

necessario mostrar que H /H' é finito. De fato, H/H' é um grupo abeliano finitamente gerado

e de torgdo, pois cada gerador de H tem ordem finita. Logo, H/H' é finito e concluimos a

demonstracao. [

Lema 2.2.5. Seja G um grupo de tor¢do. Entdo, G é um FC-grupo se, e somente se, cada

subconjunto finito de G estd contido em um subgrupo normal finito de G.

Demonstragdo. Suponhamos que G seja FC-grupo. Seja X um subconjunto finito de G.
Assim, o subconjunto Y = {x | x € X, g € G} é normal finito em G. Como G é um grupo de
tor¢do, segue pelo Teorema 2.2.4, que ( Y) é um subgrupo normal finito em G contendo X.
Reciprocamente, suponha que todo subconjuto finito de G esteja contido em um subgrupo
normal finito de G. Entdo, para cada x € G, x pertence a algum subgrupo normal finito N de
G e, assim, a classe de conjugacdo x® C N é finita. Logo, G é um FC-grupo. [

Definicao 2.2.6. Um grupo G é considerado localmente finito se cada subgrupo finitamente
gerado H < G ¢ finito.

Lema 2.2.7. Seja G um FC-grupo. Entdo o subgrupo comutador G' é um grupo de torcdo.

Além disso, Tor(G) é um subgrupo caracteristico de G contendo G'.

Demonstragdo. Pelo Lema 2.2.3, G/Z(G) é de tor¢do. Além disso, G/Z(G) é FC-grupo;
segue pelo Lema 2.2.5 que cada subconjunto finito de G/Z(G) estd contido em um subgrupo
normal finito, donde obtemos que G/Z(G) é localmente finito. Agora, dado a € G, pode-se
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escrever o = ¢i¢y...cx, onde ¢; = [x;,vi], 1 <i<k. Se H=(x1,y1,%2,2,-.Xk, k), €Ntd0
temos que HZ(G)/Z(G) ¢ finitamente gerado e, portanto, finito. Assim,

H/Z(H)=H/HNZ(G) ~ HZ(G)/Z(G)

¢ finito. Logo, pelo Teorema de Schur, H "¢ finito. Com isso, o € H' tem ordem finita. Sendo
o € G arbitrdrio, segue que G’ é um grupo de tor¢do. Claramente, G' C Tor(G).

Agora, vamos demonstrar que o conjunto Tor(G) é um subgrupo caracteristico de G
contendo G'. De fato, 1 € Tor(G), pois 1 tem ordem finita. Dados x,y € Tor(G), existem
inteiros positivos m e n tais que X = 1 =y". logo, (x )" =1e

()G = "G = () ()G =G,

7z

visto que G/G’ € abeliano. Dai, (xy)"™" € G'; lembrando que G’ € de tor¢do, existe um
inteiro / tal que ((xy)™")! = 1. Logo Tor(G) < G. Dado quaisquer ¥ € Aut(G), temos que
())"="Y =(1)Y =1,istoé, (x)¥ € Tor(G), para todo x € Tor(G) e todo Y € Aut(G).

Logo, Tor(G) é caracteristico em G. O
Lema 2.2.8. Seja N um subgrupo de um BFC-grupo G. Entdo, N é um BFC-grupo.

Demonstracdo. Basta observar que n'¥ C n®, para todo n € N. Como G é um BFC-grupo,

segue que N também o €. [
Lema 2.2.9. Seja G um FC-grupo finitamente gerado. Entdo, Tor(G) é finito.

Demonstragdo. Combinando o Lema 1.5.6 e o Teorema de Schur, segue que G € central-
por-finito e, consequentemente, o subgrupo derivado € finito. Agora, pelo Lema 2.2.7,
Tor(G) < G. Pelo Teorema de Lagrange, é suficiente mostrar que Tor(G)/G' é finito. De
fato, Tor(G) /G’ é um subgrupo de torgio do grupo abeliano finitamente gerado G/G’. Pela
Proposi¢do 1.1.15, segue que Tor(G)/G’ é um grupo finito. O

Agora estamos em condicdes de demonstrar o Teorema de B. H. Neumann.

Teorema 2.2.10. ( B. H. Neumann) Seja G um grupo. As seguintes afirmacoes sdo equiva-

lentes:
(a) O conjunto de comutadores I'(G) = {[x,y] | x,y € G} € finito;
(b) G é BFC-grupo;

(c) O subgrupo comutador G' é finito.
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Demonstragdo. De fato, (a) = (b) pelo Lema 2.2.1 e, pelo Lema 2.2.2, (a) <= (c). Agora

vamos mostrar que (b) =-(c). Se G € um BFC-grupo tal que |xG| < m, para todo x € G,

escolhemos a € G tal que |a®| = m e, assim, |G : Cg(a)| = m. Seja {t1,12,...,t} um
m

transversal de Cg(a) em G, logo a® = {a',a",... ,a"™}. Defina C = () Ca(t); pelo Lema
i=1

m m

de Poincaré, |G:C| = |G : ﬂ Co(t)] < H |G : Cs(t;)| < m™. Entao, para algum k < m™,
i=1 i=1

existe um transversal T = {s1,s2,....,5¢} de C em G.

Agora, considere

N={a,si,s2,....,5)C.

Como G é um BFC-grupo, temos que N € um BFC-grupo (Lema 2.2.8). Em particular, N é
¢ finita, pelo Lema 1.5.6. Pelo Lema 2.2.9,
Tor(N) ¢ finito. Combinando os Lemas 2.2.7 € 2.2.9 € suficiente provar que G' < N.

FC-grupo finitamente gerado, entdo |N : Z(N)

Seja x € C. Entdo, (xa) = t; 'xat; = xa". A partir disso, podemos observar que os m
elementos xa'!, xa, ..., xa™ sdo distintos e, assim, representam todos os conjugados de xa
em G, pois |(xa)®| < m. Consequentemente, se y € C, existe i tal que (xa)’ = xa". Dai,

X =xd (@), Assim,
b,y =x ' =x"xdi(@) " = di(a) T €N.
Logo, C' < N. Observe que G = CN, pois G é gerado por T C N e C. Portanto,
G = (NC) <NC'=N.

2.3 Teorema de Baer-Rosenlicht

O objetivo desta se¢ao ¢ demonstrar o Teorema de Baer-Rosenlicht. Esse resultado consiste
em deduzir a finitude de um subgrupo [N,H| de um grupo G em termos da finitude do
conjunto gerador {[n,h] |n € N,h € H} . Tal resultado foi demonstrado por Rosenlicht em
[11] e generaliza o Lema 2.2.2 caso em que N = H = G. Colocamos os nomes R. Baer e M.
Rosenlicht juntos como homenagem ao trabalho de ambos neste contexto. Na proxima secao

ficara claro a inclusdo de ambos 0s nomes.

Lema 2.3.1. Sejam N e H subgrupos de um grupo G, com N < G. Suponha que o conjunto

de comutadores C = {[n,h] | n € N, h € H} possui m elementos. Entdo, o conjunto

X ={[n,h""]|n,ni e N,h e H}
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PpOssui, no mdximo, m? elementos. Em particular, X gera [H ,N].

Demonstracdo. sejam n,n; € N e h € H. Note que

[, 1] = [y B = ([, B s R)™
= [nn, W[yt W)™ = [nyn, hny ! (ngh™ 'y T

= [nmin, h)[h,n1] = [y, B)[ny, B~ € cC'.

Como C tem m elementos, temos que c! possui m elementos. Como n,ny e Nehe H
foram dados arbitrarios, segue que X possui, no miximo, m? elementos. Observe que
CCX=A{[nHn"]|nn €N,he H}. Logo, X gera [N,H|. O

Lema 2.3.2. Sejam H e N subgrupos de um grupo G, com N < G. Entdo, o conjunto
X ={[n,n"] |n,n; e N;he H}
é um conjunto normal de NH. Em particular, [N,H]| <NH.

Demonstragdo. Dados n,ny € N, h € H e ab € NH. Note que,

W =b~la ny hmab = b~ (ma) " b(b hb)b ! (mia)b
= ((ma)®) " (b~ ) (ma)* = (b~ 'hb) M),

Assim, [n, i"]% = [0, /M) = (1 (b~ hb)"M9)"] € X, pois n?, (n1a)? € N e b~'hb € H.
Como os elementos foram tomados arbitrariamente, segue que X é normal em NH e, portanto,
[N,H|<NH. O]

Lema 2.3.3. Sejam H e N subgrupos de um grupo G, com N < G. Suponha que G = NH e
que o conjunto de comutadores {|n,h]|n € N,h € H} seja finito, com m elementos. Entdo

existe um subgrupo M < G, com indice |G : M| m-limitado, que centraliza [N,H]|.

Demonstragdo. Consideremos X = {[n,h"'||n,n; € N,h € H}. Pelos Lemas 2.3.1 e 2.3.2,
temos que X é um subconjunto normal finito em G que gera [N, H|. Agora defina a aplica¢do

v:G— Sy

g—r Y X — X

—1
x —x8

Note que, para cada g € G, temos que Y, € uma permutagao de X. E suficiente mostrar que
... -1 -1 .
Y, é injetiva, dados x,y € X tal que Wy(x) = W,(y), temos que, x¥ =y , e assim, x =y.
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Além disso, ¥ € uma acdo de G sobre o conjunto X. De fato, ¥ € um homomorfismos de
grupos, veja que,
Y (gh) = Wen = Ve Wi = W(8) ¥ (h)

pois, Y (x) =X = 7!
para todo x € X. Note que,

= (Y(0))¢ = Ye(i(x)) = Yy (x) para todo g, h € G e

ker(y)={geG|y,=1Idx} ={g € G\ngl =x,VxeX}
={geGlxg=gx,Vxe X} =Cs(X).

Assim, pelo primeiro Teorema Isomorfismo, G/ ker(y) = G/Cs(X) = y(G) < Sx.
Pelo Lema 2.3.1, temos que |X| < m?. Logo, |G : Cg(X)| < [Sx| = [X|! < (m?)!. Além
disso, temos que X gera [N, H|, e assim, C;(X) centraliza [N, H|. Basta tomar M = Cg(X) e

completamos a demonstracgao. [

Agora estamos em condi¢des de demonstrar o Teorema de Baer-Rosenlicht. No final da
demonstragdo incluiremos um reticulado no qual aparecem os subgrupos “mais importantes”

que surgem ao longo da demonstracdo do resultado.
Teorema 2.3.4. (Baer-Rosenlicht) Sejam H e N subgrupos de um grupo G, com N <G.

Suponhamos que o conjunto de comutadores {[n,h| | n € N,h € H} seja finito, com m

elementos. Entdo [N,H| é finito, de ordem m-limitada.

Demonstragcdo. Podemos supor que G = NH, pois analisaremos apenas alguns subgrupos de
NH. Seja X = {[n,h"'] | n,n; € N,h € H} e considere E = [N, H]. Por hipétese o conjunto
de comutadores {[n,h]|n € N, h € H} é finito. Entdo:

* X é um conjunto normal finito de G tal que (X) = E <G, pelos Lemas 2.3.1 € 2.3.2;
* Existe um subgrupo M <G, com indice |G : M| m-limitado, que centraliza E, pelo
Lema 2.3.3.

Com isso MNE < Z(E) e, assim, |ME : M| < |G : M| é m-limitado. Pelo Segundo
Teorema de Isomorfismo, E/MNE = ME /M. Dai, |E : Z(E)|< |[E:MNE|=|ME:M

m-limitado. Portando, pelo Teorema de Schur temos que C := E F= [N.H ]' é finito, de ordem

é

m-limitada.
Afirmamos que o subgrupo B := [[N,H|,H| é normal em E. Lembrando que N <G,
[n,h] = nlnhen paratodos n € N, h € H; assim B < E. Veja que

le,h]t = e e ' hlehe; = (ee1) 'h ! (eer)h(h™ e  hey)
= [eey, h][h,e1] = [eey,h][er,h] ' € B,
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para todos e,e; € E e para todo h € H. Logo, B € normal em E. Além disso, C JE, pois
E=[N,H]eC=[N,H] = E’. Entdo o subgrupo D := BC também ¢ normal em E.
Agora, vamos mostrar que

E/D={[n,h]D|neN,he H)e D/C = ([[n,h],hi]C|n € N,hh € H)

sao finitos. De fato, E /D € abeliano, pois E/C é abeliano e E/D = E /C/D/C, pelo terceiro
Teorema de Isomorfismo. Lembrando que {[n,/h]||n € N,h € H} possui m elementos, o
conjunto de geradores de E/D tem m elementos. Além disso, cada gerador [n,h|D tem
ordem, no maximo, m. Basta verificar que [n,2'|D = ([n,h]D)' = [n,h]'D, para todo i > 1,
donde decorre que E /D é finito. Usando indugdo sobre i, temos que para i = 1 é imediato e

parai =2,

[n, k1D = [n,h][n, k"D = [n,h]*[n,h] "' h~[n, h]hD
= [n,h)?[[n, ], h]D = [n,h]*D,

pois [[n,h],h] € B < D. Suponha que o resultado seja verdadeiro para algum i. Assim,

[n, k"D = [n, k)~ [n, K']hD = [n, B [n, k) "~ [n, h]hD
= [n,h] [, bV, WD = [0, ) [0, 1Y), B]D
— [n,h]i_HD,

pois [[n,h]',h] € B < D. Note que cada elemento de E/D, que é abeliano, é da forma
ci¢y...cmD, onde ¢j € {[n,h]|n € N,h € H}. Logo, E /D possui, no maximo, m"™ elementos,
pelo Principio Fundamental de Contagem.

Do mesmo modo, D/C < E/C é abeliano, pois E /C é abeliano. Como cada comutador de
[N,H] e de H é um comutador de N e de H, respectivamente, {[[n,h],h|C|n € N,h,h) € H}
tem, no méximo, m elementos. Além disso, [[n,h]’,h;]C = [[n,h],h1]'C para todo i > 1. De

fato, fazendo indugdo sobre i, temos que o caso i = 1 € imediato e, para i = 2,

[[nvh]vhl][mm [[n’h]’hl]c
Hmh]?hl]([[nah]ahl]_l [[nah]7h1][n’h])[[nah]7hl]c
anh]7h1] Hn>h]7h1]7 [I’l,/’l]][[l’l,h],hl]c = [[nvh]vhl]zca

[n,h)?, hy]C
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pois [[n,h],hi],[n,h]] € C. Suponha que o resultado seja vélido para algum i. Logo,

(I, 1) )€ = ([, B ] "M [, ) )€
= [n. 4]~ {[n, ), 1] [, ) [, ] ) ©
= [[n, 2], ) ([, ) )™ [, B) ™ [, 1], ) o, ) [, ) )
= [[n, 1), ] [l ), ] I, )} [, ) 1 JC = ([, ), ]I

pois [[n,h], k)", [n,h]] € C. Logo, D/C tem, no méximo, m™ elementos.

Dessa forma, sendo
C=|[N,H),E/D=[N,H|/|[N,H|,H|[N,H] e D/C = [[N,H],H|[N,H)'/[N,H]'

finitos de ordens m-limitadas, segue do Teorema de Lagrange que [N, H| é finito, de ordem

m-limitada. O]

Reticulado da demonstra¢do anterior:

/\N
\/

1

= (v, H] HY

2.4 Teorema de Baer

O objetivo desta secao € mostrar um resultado de R. Baer que generaliza o Teorema de Schur
para os termos das séries centrais superior e inferior, mostrando que se G/Z;(G) é finito para
algum i > 0, entdo ¥;41(G) é finito.

Inicialmente, a partir do Teorema de Baer-Rosenlicht, vamos generalizar um resultado
devido a R. Baer [10, 14.5.2]. Na referéncia supracitada é suposto que todos os subgrupos

envolvidos sdo normais, e na demonstracdo € usado “produtos tensoriais de grupos abelianos”.
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Aqui, conseguimos “retirar” a normalidade de alguns dos subgrupos envolvidos e a demons-
tragdo apresentada usamos apenas ideias de comutadores e o Teorema de Baer-Rosenlicht.

Mais precisamente:

Lema 2.4.1. Sejam M < H e K < N subgrupos de um grupo G, com N < G. Suponha
que |[H:M|=r, |[N:K|=seque [H,K| =1=[M,N|. Entdo, [N,H| ¢ finito de ordem
{r,s}-limitada.

Demonstragdo. Por hipétese, |H : M| =re |[N: K| =s. Sejam 1) = {t1,1,,...,1,} um trans-
versal de M em H, e 7) = {uy,u,...,us} um transversal de K em N. Dados,h€ Hen € N,
existem inicosx e M,y € K, i€ {1,2,....,r} e je {1,2,...,s}, taisque h =xt; e n = yu;. Da

hipétese [K,H| =1 = [N, M], temos

[n7h] = [naxti] = [nati] [n7x]ti = [yuj7ti]
= [y,ti]”f[uj,t,-] = [uj,ti] S {[uj,t,-] [1<j<s 1<i<r},

pois, [n,x] = 1 = [y,1;]. Logo, {[n,h]|n € N,h € H} possui no maximo sr elementos. Lem-
brando que N < G. Entdo, pelo Teorema de Baer-Rosenlicht [N,H| € finito de ordem
{r,s}-limitada. O

Teorema 2.4.2. (Baer) Seja G um grupo. Se |G : Z;(G)| =n, comi > 1, entdo o (i+ 1)-ésimo

termo da série central inferior Y11 (G) € finito, de ordem n-limitada.

Demonstracdo. Temos que |G : Z;(G)| = n. Demonstraremos por indugio sobre i. O caso
i = 1 é exatamente o Teorema de Schur. Argumentaremos para i > 1. Pela Proposi¢ao 1.2.18,
temos que Z;_1(G/Z(G)) = Zi(G)/Z(G). Dai,

G/Z(G) : 2i1(G/Z(G))| = |G/Z(G) : Zi(G) /Z(G)| = |G : Zi(G)| = n.

Por hipétese de induc@o %;(G/Z(G)) é finito de ordem n-limitada. Pelo Lema 1.2.17 temos
que, % (G/Z(G)) = %(G)Z(G)/Z(G) e, assim, ¥%(G)Z(G) /Z(G) é finito de ordem n-limitada.

Sejam H = ¥%(G)Z(G), K = Z;(G), M = Z(G) e N = G. Assim, pela observagao acima
|H :M| = |%(G)Z(G) : Z(G)| é limitado em fun¢do de ne [N : K| = |G : Z;(G)| = n, por hip6-
tese. Além disso, [N,M] =[G,Z(G)]|=1e¢[H,K]| = [Yi(G)Z(G),Z;(G)] = [%(G),Zi(G)] =1,
pelo Lema 1.2.16. Segue do Lema 2.4.1 que

IN,H] =[G, %(G)Z(G)] = [G, %(G)][G, 2(G)] = [G, %(G)] = i+1(G)

¢ finito de ordem n-limitada. O]



Capitulo 3
Comutadores e seus Produtos

E bem conhecido que o produto de dois comutadores em um grupo (arbitrdrio) nio &,
necessariamente, um comutador. O primeiro a estabelecer este fato foi W. B. Fite [3, Capitulo
3]. Desde entdo vérios exemplos foram apresentados. Por exemplo, [1], [4], [6].

Os grupos com os quais os alunos de um primeiro curso de dlgebra estao familiarizados
tendem a ter ordens pequenas ou estruturas mais "simples". Aparentemente, produtos de
comutadores em tais grupos tendem a ser comutadores. Assim, parece razodvel supor que
elementos “ndo comutadores” sdo raros. Nosso objetivo € mostrar que elementos “ndo
comutadores” existem em uma infinidade de grupos. Mais ainda, tais grupos sao p-grupos
finitos de classe 2 (“grupos de matrizes”). Este capitulo é baseado no trabalho de Ian D.
MacDonald [9].

3.1 Elementos nao comutadores em grupos

Neste capitulo estamos interessados em descrever p-grupos G nos quais o subgrupo comu-
tador G’ ¢ diferente do conjunto de todos os comutadores I'(G), isto é, G’ \ T'(G) # 0. Dat,
para simplificar a escrita dos nossos resultados introduziremos a defini¢do de elementos ndo

comutadores em um grupo.

Definicdo 3.1.1. Seja G um grupo. Dizemos que um elemento « € G' é um elemento néo

comutador (em G) se ndo existem elementos x,y € G tais que & = [x,y].
Lema 3.1.2. Seja G um grupo. Suponha que
IG:Z(G)|* < |G|,

entdo existem elementos ndo comutadores (em G).
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Demonstragdo. Suponha que |G : Z(G)| = n. Entdo, o conjunto de comutadores
I'(G) = {[x,y] | x,y € G}
tem, no maximo, n*> elementos, pelo Lema 2.1.1. Por hipétese, |G : Z(G)|> < |G|, e assim,
T(G) <n* =G Z(G)* < |G,

Entio, existe pelo menos um elemento em G’ que niio é um comutador. [

Lema 3.1.3. Seja G um grupo. Suponha que G = {(ay,ay,...,a,). Entdo cada elemento

a € G pode ser escrito como

_ Sk ka k,
a=day ...a,,q,
sendo que ki, ks, ..., k, sdo niimeros inteiros e a € G
Demonstragdo. De fato, como G é gerado pelos elementos ay,a, ..., a,, temos que G/G’ é
gerado pelos elementos a;G’,a,G', ..., a,G’. Dado qualquer a € G e lembrando que o grupo
quociente G/ G’ é abeliano, existem niimeros inteiros ki, kz, ..., k, tais que

kit kot koo~ ki ko ky !
aG =a; Gay G ...a)G =aydy ...a,)'G.

Dai, (a]flagz ...d")"la € G’ e, assim, existe & € G’ tal que o = (allcl a];z ...d")~1a. Portanto,

_ ki k> k
a=a,dy ...a,"o.
O]

Observacio 3.1.4. Lembrando, se um grupo G é nilpotente de classe 2, entdo 13(G) = 1.
Assim, 1 = 13(G) = [(G),G] = [G',G] e G' < Z(G).

Lema 3.1.5. Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Suponha que G = (ay,ay,...,a). Se
a,b € G, entdo

[a,b] = H[ai’aj]kilj*kjli’

i<j

sendo que ky,ka,. ..k, 11,02, ...1, € Z. Mais ainda, o subgrupo comutador G' é gerado pelos

comutadores |a;,aj|, com 1 <i< j<n.
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Demonstragdo. Dados a,b € G, temos que a = allqag2 dvhaeb= alll alz2 ...a" B, sendo

que ki, kp, .. .ky, l1,b, ... I, €EZ e o, B € G'. Como G é nilpotente de classe 2, temos que
o, B € Z(G). Segue pelos itens (a), (b) e (c) do Lema 1.2.9 que

la,b] = [allqagz...a’,‘l”(x,alllalzz...aifﬁ] = [alflagz...aﬁ",all‘alzz...af,"]
n n
ki 1y 1 ki i ki L ki 1Lj
:H[ai’,a]‘af...afg’] = H [ai’,ai’]H[ai’7a]:’]n[ai‘,a]=’]
i=1 i=j=1 i<j i>j
kil kil koL i
= H[ail7aj']]H[ail7aj]] = H[ail7a/'j]H[aj'j’ail] :
i<j i>] i<j i>j
=Tlai,a;)" T]la; ai]~"* = [lai,a;)" T ]lai,a;] "
i<j i>j i<j i<j
— H[ai,aj]kilj*kjli,
i<j

n
pois H [a{-"',af"] =1le H[aj,a,-]_l-fk" = H[ai,aj]_k«fl", o que completa a demonstragdo. [

i=j=1 i>j i<j
Observacao 3.1.6. A partir do lema acima, se G = (aj,a,...,a,) € nilpotente de classe
n(n—1)

~ ! - s .
<2, entdo G é gerado por, no mdximo, comutadores.

3.2 Calculos com matrizes

Os célculos que estamos interessados envolvem matrizes com entradas inteiras Z (ou, no

corpo dos inteiros médulo p, Zp).

Definicao 3.2.1. Seja m um inteiro positivo. Definimos E(i,j) para 1 <i < j <m, como
sendo a matriz com o inteiro 1 na linha i e coluna j, e O em todas as outras entradas.
Denotaremos por I, a matriz identidade m X m, isto é, I = (aij), onde ajj=1, sei=je

a;j=0,sei#j.
Exemplo 3.2.2. Alguns exemplos associados a definicdo acima:

(a) Se m =3, entdo as matrizes

100 010 000
I=|0o 1 0|;E1,2)=[0 0 0|eE23)=|0 0 I
00 1 00 0 000

(b) Se m =4, entdo as matrizes
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1 000 01 00 0 00O
01 00 0 00O 0 00O
I = ;E(1,2) = eE(3,4) =
0010 0 00O 0 0 01
0 0 01 0 00O 0 00O
(c) Se m = 6, entdo temos
1 00 00O 000O0O0OO
01 00O0O0 000O0OT1FPO0
1
[— 00 000 CE(2,5) = 00 0O0O0OTO ’_
0001O0O0 00 0O0O0OO
00O0O0OT1FPO 00 0O0O0OTO
00 0O0O0O°1 00 0O0O0OTO
00 0O0O0OO 00 0O0O0OO
00 0O0O0OO 00 0O0O0OO
000O0OT1OQO0 00 0O0O0OO
E(3,5) = eE(4,6) =
0 00O0O0OO©O 0 00O0O0°1
00 0O0O0OO 00 0O0O0OO
00 0O0O0OO 00 0O0O0OO

O resultado a seguir € semelhante ao resultado do trabalho de Ian D. MacDonald [9], ape-
nas incluimos mais alguns itens e reforcamos algumas hipéteses (cf. Observacao 3.2.4). Este
resultado nos ajudard a simplificar algumas contas no decorrer do trabalho. Principalmente

no célculo de alguns comutadores “de matrizes”.
Proposicao 3.2.3. Sejamm € Ne q1,q2,...,q, € Z. Tomemos
1<i,j,k,Liy i, ipy J1yJ2s- s jr <m,
com indices iy < ji,...,i, < jn, I < jek <I; eas matrizes m X m dadas por
A=I+E(i,j),B=I14+Ekd)eC=14+qE(i1,)1)+...+qE(ir, jr)-
Vale que:
(a) Se j =k, entdo E(i,j)E(k,l) = E(i,l) e, se j # k entdo E(i, j)E(k,1) = 0;
(b) AB=I1+E(i,j)+E(k1)+E(i, j)E(k,I);

(c) AV =1—E(i,));
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(d) Se {ir,ir,....i,} N {j1.j2,--.jr} =0, entdo C"' =TI —q E(iy, j1) — ... — q-E(ir, jr):
(e) Se j=k, entdo [A,B] =1+E(i,l);
(f) Sei=1, entdo [A,B) =1—E(k,j);
(g) Se j£kei#l, entdo AB=BA, isto é, [A,B] =I;
(h) Se {i,i1,iz,....i} "V {j, j1,j2,-.. jr} =0, entdo [A,C] = I.
Demonstracdo. (a) Veja que, o elemento da linha i e coluna / da matriz E (i, j)E(k,[) é 1, se

j=k,e0se j#k. Logo, E(i,j)E(k,l) =E(i,l),se j=k,e E(i,j)E(k,l) =0, se j # k.

(b) Segue da propriedade distributiva de matrizes que
AB=(I+E(i,j))I+E(k1))=1+E(i,j)+Ek,1)+E(i,j)E(k,I).
(c) De fato,

A(I-E(i,j)) = I+ E(, )T - E(i, )
:I_E<i7j)+E<i7j) _E(iaj)E(iaj)
=1

e do mesmo modo, (I — E(i,j))A =1, pois, i # j, e assim, E(i, j)E(i,j) = 0. Portanto,
AT =T—-E(i,j).
(d) De fato,

N N

S
C(I— Z(qrE ir,jr)) = I+Z q-E(ir, jr)) Z E(ir, jr))
r=1

r=1

=1— Z (qrE (i, jr) + Z E(iy, jr) — Z Z qrq:E (ir, jr)E(ir, i)

s s s s
r= r=1 r=1t=1

—_

=1

S
e do mesmo modo podemos mostrar que (I — Z(q,E (ir, jr))C = I, pois por hipétese,

r=1

S N
{i,iz, . iry {1, jo, - e} =0 e assim, Y Y q,qE iy, jr)E(ir, ji) = 0.
r=1t=1

Portanto, C~' =1—Y (¢,E(ir, jr))
1

N

r



42 Comutadores e seus Produtos

Agora vamos demonstrar (e), (f) e (g). Temos que A~ = I—E(i,j)e B l=1 —E(k,1),

pelo item (c). Note que,

[A,Bl=A"'B'AB=(I—E(i,)))I —E(k,))I+E(i, j)) (I +E(k,I))
= (I—E(i,j)—E(k,)+E(i, )E(k,))I+E(i,j)+E(k,1)+E(i, ) E(k,I))
—I+E(i,j)+E(k,)+E(i, )E(k,1)—E(i, j) — E(i, j)E(k,1) — E (k,1)—
—E(k,)E(i,j)— E(k,)E(i, j)E(k,]) + E(i, ) E (k,1)+
+E(i, ))E(kDE(i, j) + (E(i, ) E(k,1))?
=1-E(kDE(, j)—E(kDE(i, )E (k1) +E(i, ))E(k,1)+
+E(i, )E(k,DE(i, j) + (E(i, ) E(k,1))*.

Usando o item (a): Se j =k, i < j=k <, e assim, i # [. Logo,
[A,B] =1+ E(i,l).
Sei=1k<Il=i<j,eassim, k# j. Assim,
[A,B] = I —E(k, j).
Se j # k, i # [, temos que
[A,B] =1.

E demonstramos (e), (f) e (g).
(h) Suponha que {i,i1,i2,...,ir} N {Jj, j1,j2,--. jr} = 0. Note que:

AT = (I=Ei, )T = qiE (i1, 1) = . — 4 (ir, Ji))
=I1—qE(i1,j1)— ... — q-E(ir, jr)
_E(lv.]) +q1E(l7])E(ll7]1)++qrE(l7]>E<lr7]V)
:I_QIE(ilajl) T _QrE(ir,jr) _E(l7])7
e AC=1+qE(i1,j1)+...+q-E(ir, jr) +E(i,j). Entdo, [A,C] = L. O

Observacao 3.2.4. No artigo de lan D. MacDonald [9, p. 442] estd mencionado que a

matriz

I_l—QIE(lla]l)_'_+qi’E(lra]r>7
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onde q1,q3, . ..,q, Sdo niimeros inteiros, tem inversa

I_qlE(ilajl)_"'_qrE(ira.jr)

e também que [A,B] =1, se j #k, onde A=I1+E(i,j) e B=1+E(k,l). Entretanto isso ndo

é vdlido. Considere a matriz 6 X 6,
I+2E(2,3)+3E(3,5)+4E(5,0).
Note que,
(I+2E(2,3)+3E(3,5)+4E(5,6))(I —2E(2,3) —3E(3,5) —4E(5,6)) =
=1-2E(2,3)—3E(3,5)—4E(5,6)+2E(2,3)

—6E(2,5)+3E(3,5) — 12E(3,6) +4E(5,6)
=1—6E(2,5)— 12E(3,6) #1.

Agora, considere as matrizes 5 x5, A=1+E(3,5) e B=1+E(2,3). Veja que, 5 # 2, mas

[A,B] = (I—E(3,5)(I —E(2,3))(I+E(3,5)) (I +E(2,3))
= (I-E(2,3)—E(3,5)((I+E(2,3)+E(3,5))
—[+E(2,3)+E(3,5) —E(2,3) —E(2,5) —E(3,5)
—1—E(Q2,5) #1.

3.3 Exemplos de Grupos Nilpotentes de Classe 2 (Parte 1)

Nesta secdo vamos construir exemplos de grupos de matrizes nilpotentes de classe 2 (com
um numero pequeno de geradores). O proximo resultado sobre matrizes também serd titil no
restante.

Lema 3.3.1. Sejam m e n inteiros positivos. Tomemos 1 < iy,...,i,, j1,...,Jr < m, sendo

que {iy,in,...i;}N{Jj1,J2,-- -, Jr} =0, i1 < j1,...,iy < jr € a matrizmx m
A=I1+E(i1,j1)+...+E(ir, jr)
Entdo,

A" =T +nE(i1, j1)+...+nE(ir, jy).
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Demonstragdo. Demonstraremos por indugdo sobre n. Para n = 1 € imediato. Suponhamos

que a identidade seja valida para algum n. Entao,

ATV = A"A = (14 nE(iy, 1)+ ...+ nE (i, j) I+ E(i1, j1)+ ...+ E(ir, jr))
=1+E(i1, 1)+ +E(r, jr) +nE(ir, j1) +nE(i, )EG )+ +
+nE(i1, j1)E(ir, jr) + ... +nE(ir, jr) +nE(ir, jr)E(i1, j1) + - .. + nE (ir, jr)E (ir, jr)
=1+E(i1,j1)+...+E(ir, jr) +nE(ir, 1) + ... +nE(ir, jr)
=1+ (n+1)E(i1,j1)+...+(n+ D)E(ir, jr),

ja que, pela Proposicéo 3.2.3, o produto nE (i, jx)E(if, j;) =0, com 1 < k,I < r, visto que
{ir,i2,... iy} N4{j1,J2,---,Jr} = 0. O que completa a demonstragdo. O

Observacao 3.3.2. Veja que ndo existe inteiro positivo n tal que A" = 1. Para os grupos que
pretendemos construir, tomaremos uma quantidade finita de geradores da forma da matriz
m x m do lema anterior, isto é, matrizes m x m da forma A =1+ E(i1, j1)+ ...+ E(ir, jr),
com {iy,iz,...ir} N{Jj1,j2,--,Jr} =0, sob algumas condi¢bes envolvendo os indices. Com

isso, os grupos desejados sdo infinitos.

Por uma questao de completude apresentaremos uma andlise detalhada dos subgrupos
Z(G) e G’ para um dado grupo de matrizes G (3-gerado):

Exemplo 3.3.3. Construiremos um grupo G 3-gerado, nilpotente de classe 2, em que o
33-1)

= 3 comutadores.

subgrupo comutador G' é gerado por

Demonstragdo. Primeiro considere as matrizes 9 x 9:

A =T+E(1,2);
Ay =I1+E(3,4)+E(2,7);
A3 =I+E(5,6)+E(2,8)+E(4,9).

Aplicando a Proposi¢do 3.2.3:

AT'A = (I-E(1,2)(I - E(3,4) —E(2,7))
=I1—-E(3,4)—E2,7)—E(1,2)+E(1,2)E(2,7)
=I—E(3,4)—E2,7)—E(1,2)+E

eA1Ay =1+E(3,4)+E(2,7)+E(1,2)+E(1,7).
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Logo,

ATTAS A A = T+ E(3,4)+E(2,7)+E(1,2) + E(1,7) —E(3,4) — E(2,7) — E(1,2)—
—E(1,2)E(2,7)+E(1,7)
—I+E(1,7).

Do mesmo modo,

AT'AT = (1-E(1,2))(I - E(5,6) — E(2,8) —E(4,9))
=[—E(5,6)—E(2,8)—E(4,9)—
—E(1,2)4+E(1,2)E(5,6) + E(1,2)E(2,8) + E(1,2)E(4,9)
—1—E(5,6)—E(2,8) —E(4,9) —E(1,2) + E(1,8);

A1A3=I1+E(5,6)+E(2,8)+E(4,9)+E(1,2)+E(L,8).

Assim,

AT'ATIAJA =T+ E(5,6) +E(2,8) + E(4,9) + E(1,2) + E(1,8) —E(5,6) — E(2,8)—
—E(4,9)—E(1,2)—E(1,2)E(2,8) +E(1,8)
=I1+E(1,8);

Também,

A'AT = (I-E(3,4)—E(2,7))(I - E(5,6) —E(2,8) — E(4,9))
=I1—E(5,6)—E(2,8)—E(4,9)
—E(3,4)+E(3,4)E(5,6) +E(3,4)E(2,8) + E(3,4)E(4,9)
—E(2,7)+E(2,7)E(5,6) + E(2,7)E(2,8) +E(2,7)E(4,9)
— 1 —E(5,6) —E(2,8) —E(4,9) —E(3,4) +E(3,9) — E(2,7)

AsA3 =1+E(5,6)+E(2,8)+E(4,9)+E(3,4)+E(3,9)+E(2,7).
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Entao,

A2_1A§1A2A3:I+E(5,6)+E(2,8)+E(4,9>+E(3,4)+E(3,9)+E(2,7)—E(5,6)—
—E(2,8)—E(4,9)—E(3,4)—E(3,4)E(4,9)—|—E(3,9)—E(2,7)
— 1+ E(3,9).
Portanto, [Al,Az] :I+E(1,7), [AI,A3] :I+E(1,8) e [AQ,Ag] :I+E(3,9).

Agora vamos verificar que G € nilpotente de classe 2, aplicando item (h) da Proposicao
3.2.3:

e De [A1,A)] =1+ E(1,7), Ay =1+ E(1,2) e {1}N{2,7} = 0, logo
[A1, A2, Av] =1

* De [A1,Ay] =T+E(1,7),Ay =1+E(3,4)+E(2,7) e {1,2,3} N {4,7} = 0, temos
[[A1,A2],A0] = I

* De [A1,A2] =1+E(1,7), A3 =1+E(5,6)+E(2,8) + E(4,9) e também temos que
{1,2,4,5}n{6,7,8,9} = 0, logo

[[A1,A2],A3] = I

* De [A],A3] =T+E(1,8),A; =1+E(1,2) e {1} N{2,8} =0, temos
[[A1,A3],A1] = T

* De [A1,A3] =1+E(1,8),Ay =1+E(3,4)+E(2,7)e {1,2,3}n{4,7,8} = 0. Logo,
[[A1,A3],A)] = I

* De [A],A3) =1+ E(1,8) A3 =1+E(5,6)+E(2,8) +E(4,9) e também temos que
{1,2,4,5}n{6,8,9} = 0, logo

HA17A3])A3] =1
* De [A2,A3] =1+E(3,9),A1 =1+E(1,2) e {1,3}N{2,9} =0, temos

[[A2,A3],A1] = I



3.3 Exemplos de Grupos Nilpotentes de Classe 2 (Parte 1) 47

* De [A2,A3] =T+E(3,9) e Ay =1+E(3,4)+E(2,7) e {2,3}n{4,7,9} = 0, temos
HA27A3];A2] =1

e De[Ay,A3| =I+E(3,9), A3 =I+E(5,6)+E(2,8)+E(4,9) ¢ {2,3,4,5}1{6,8,9} =

0, temos,
[[A2,A3],A3] = 1.
Entdo, G’ < Z(G), e assim, G é nilpotente de classe 2. Mais ainda, G’ = Z(G). De fato, se
z € Z(G), entdo existem [, lp,13 € Z tais que
z= AIIIAIZZA?OC,
sendo que & € G' < Z(G). Pelo Lema 1.2.9
I=1[A1,2] = [A, AV AR A o] = [A1, AV ARAS] = [A1, Ay)2[A1,A5)",

ou seja, (I+E(1,7))2 =[A1,A5]? = [A|,A3] 5 = (I1+E(1,8)) 5. Pelo Lema 3.3.1 temos
que, (I+5LE(1,7)) = (I —KE(1,8)), e assim, LE(1,7) = —3E(1,8). Dai, [, =3 =0¢
z :Alfoc. Do mesmo modo, I = [A3,7] = [Az,All1 al = [AZ,AZII] = [A2,Aq]" = [A}, Ay "
Logo,lij =0ez=a € G'. Portanto, Z(G) < G’ e concluimos a demonstracao. O]

Observacao 3.3.4. A escolha dos niimeros na apresentacdo do grupo acima ndo é tinica!

Poderiamos escolher: G = (B},B2,B3), sendo que

B =1+E(1,2)
B, =1+E(3,4)+E(2,9)
B3 =I+E(5,6)+E(2,8)+E(4,7).
A seguir incluimos exemplos de grupos m-gerados nilpotentes de classe 2 com 4 < m < 6:

Exemplo 3.3.5. Considere G = (A1,A2,A3,A4), sendo que

A =1+E(1,2)
Ay =I1+E(3,4)+E(2,9)
A3 =1+E(5,6)+E(2,10)+E(4,12)
Ay =I+E(7,8)+E(2,11)+E(4,13) + E(6,14).
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sdo matrizes 14 x 14. Os 6 elementos que geram o subgrupo comutador G' sdo:

[A1,A5] =I+E(1,9) [A1,A3) =T+E(1,10)  [A;,A)) =I+E(1,11)
[A2,A3) =T+E(3,12)  [A3,A))=I+E3,13)  [A3,A4] =I+E(5,14).

De modo andlogo, podemos verificar que G' = Z(G), isto é, G é nilpotente de classe 2.

Exemplo 3.3.6. Considere G = (A1,A2,A3,A4,As), sendo que

A =1+E(1,2)

Ay =1+E(3,4)+E(2,11)

A3 =1+E(5,6)+E(2,12) +E(4,15)

Ay =1+E(7,8)+E(2,13)+E(4,16) + E(6,18)
As=1+E(9,10)+E(2,14) + E(4,17) + E(6,19) + E(8,20).

sdo matrizes 20 x 20. Os 10 elementos que geram o subgrupo comutodor G' sdo:

[A1,Ay] =T+ E(1,11) [A1,A3] =T+E(1,12)  [A,A4 =T+E(1,13)
[A1,As| =T+E(1,14) [A2,A3] =T+E(3,15)  [As,A4) =T+E(3,16)
[Ay,As| =TI+ E(3,17) [A3,As) =1+E(5,18)  [A3,As] =1+E(5,19)
[A4,As] = I+ E(7,20).

Também é possivel verificar que G' = Z(G) e G é um grupo nilpotente de classe 2.

Exemplo 3.3.7. Agora considere G = (A1,A,A3,A4,As5,Aq) sendo que

Ay =1+E(1,2)

Ay =I+E(3,4)+E(2,13)

A3 =1+E(5,6)+E(2,14) + E(4,18)

Ay =I+E(7,8)+E(2,15) +E(4,19) + E(6,22)

A5_I+E(9 10) + E(2,16) + E(4,20) + E(6,23) + E(8,25)
—I+E(11,12)+ E(2,17) + E(4,21) + E(6,24) + E(8,26) + E(10,27).
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matrizes 27 x 27. Os 15 geradores que G' sdo:

[A1,A)) =T+E(1,13)  [A|,A3]=I+E(1,14)  [A},Aq] =I+E(1,15)
[A1,As| =1+E(1,16)  [A,Ae] =I+E(1,17)  [Ay,A3] =I1+E(3,18)
[A2,Ay) =I+E(3,19)  [A3,As]=I+E(3,20)  [A3,A¢] =I+E(3,21)
[A3,Ay) =T1+E(5,22)  [A3,As]|=I+E(5,23)  [A3,Aq¢] =+ E(5,24)
[Ag,As| =T+E(7,25)  [As,Ag)=I+E(7,26)  [As,A¢] =I+E(9,27)

Do mesmo modo, G' = Z(G) e temos que G é nilpotente de classe 2.

3.4 Exemplos de Grupos Nilpotentes de Classe 2 (Parte 2)

Seja p um nimero primo. A partir de agora consideraremos os grupos de matrizes G nos quais
as entradas estdo em Zj, corpo dos inteiros médulo p. Todos os argumentos e construgdes
dadas anteriormente continuam validos com a vantagem dos “novos” grupos serem finitos.

Ian D. MacDonald menciona em [9] que matrizes m x m da forma I + E (i, j) tém ordem
p. Além disso, podemos verificar que matrizes da forma I + E(iy, j1) + ...+ E (i, j,), sobe
algumas condig¢des envolvendo os indices também t€m ordem p, como veremos no lema a
seguir. Na verdade o proximo resultado € equivalente ao do Lema 3.3.1, a diferencga é que

aqui as matrizes consideradas tém entradas em Z,.
Lema 3.4.1. Sejam m um inteiro positivo e p um niimero primo. Tomemos
V< ityennyips jloeens r <m,
sendo que {i1,in,...i;} {Jj1,j2,-- s Jr} =0, i1 < j1,...,0r < jr e amatrizm xm
A=I1+E(i1,j1)+...+E(ir, jr)
Entdo, AP = 1.
Demonstragdo. Pelo Lema 3.3.1,
AP = (I4+E(i1, j1)+...+E(ir, jr)*

=1

pois pE(i1, j1) =...= pE(ir, jr)) =0. 0
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Exemplo 3.4.2. Considere o grupo G = G(3,p) = (A1,A3,A3), sendo que

Ay =1+E(1,2);
Ay =I1+E3,4)+E(2,7);
A3 =I1+E(5,6)+E(2,8)+E(4,9).

sdo 9 x 9. Entdo, G é p-grupo nilpotente de classe 2, onde Z(G) = G', |G/Z(G)| = p’,

G| =p’e|G|=p"

Demonstragdo. De fato, pelo Exemplo 3.3.3, G’ = Z(G) e G é nilpotente de classe 2. Consi-
dere os subgrupos Hy = ([A1,Az]), Hy = ([A1,A3]) e H3 = ([A2,A3]), e assim, G’ = H{H,H.

Observe que cada um destes subgrupo tem ordem p pois:
o [A1,A))P =(I+E(1,7)P =1+pE(1,7) =1,
* [A1,A3]P =(I+E(1,8))) =I1+pE(1,8) =1,
* [A2,A3)? = (I+E(3,9)” =1+pE(3,9) = 1.

Além disso, H; <G', i = 1,2, 3, pois o subgrupo comutador G’ = Z(G) é abeliano. Dado
x € H N H>H;3, entdo x = [Al,Az]ll = [AI,A3]I2 [A27A3]l3, com 1,1, 13 € Z. Pela Proposi¢ao
3.3.1,

I+1E(1,7) = [A1,A))" = [A1,A3]2[A2,A3]% = (I + LE(1,8))(I +E(3,9))
=1+5KE(3,9)+5LE(1,8)+LLE(1,8)E(3,9)) =1+ 1E(3,9) + LE(1,8).

Dai, [y =1, =13 =0e x = 1. Pontanto, H N HyH3 = I. Do mesmo modo podemos verificar
que HyNH{Hs =1e HyNH{H, =I. Entdo, G' = H; x H, x Hy ¢ |G'| = p°.

Agora considere, N| = (A1Z(G)), N, = (A2Z(G)) e N3 = (A3Z(G)). Temos que, 0 grupo
quociente G/Z(G) = N1N,N3, pois G/Z(G) é abeliano e gerado por A Z(G), A2Z(G) e
A3Z(G). Além disso, pela Proposi¢do 3.4.1, Ay, A, e A3 tem ordem p, e assim, cada |N;| = p,
i=1,2,3. Dado y € Ny NNN3, y = ANZ(G) = ARABZ(G), com ky,ka,ky € Z. Assim,
ATMARAD € 7(G). Logo, pelo Lema 1.2.9 1 = [A,A[ 1 A2A%] = [4},4,)%[A1,45]% ou
seja,

I=(I+kE(1,7)(I+kE(1,8))
=1+kE(1,8)+kE(1,7) +koksE(1,7)E(1,8)
:I—l—k3E(1,8) +k2E(1,7),
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mas isso vale se, e somente ky = k3 = 0. Do mesmo modo, I = [Az,Afkl] =[A; ,Az]k1 , € assim,
k; = 0. Dai, y = Z(G). Portanto, Ny N1 N,N3 = Z(G). Analogamente, podemos verificar que
N> NNi{N3 = N3N N|N3 ZZ(G). Entao, G/Z(G) =N XNy xXN3e |G/Z(G)| = p3. Por fim,

G| = p°. O
Exemplo 3.4.3. Sejam p um primo e G = G(4,p) = (A,A2,A3,A4), com matrizes 14 x 14
dadas por

A =1+E(1,2)

Ay =I+E(3,4)+E(2,11)

Ay =I1+E(5,6)+E(2,10) +E(4,13)

Ay =1+E(7,8)+E(2,9)+E(4,12) + E(6,14).

Como no exemplo anterior, podemos mostrar que G é p-grupo nilpotente de classe 2. Mais
ainda, |G| = p'°, com |G/Z(G)| = p* ¢ |G'| = p°
Exemplo 3.4.4. Considere G = G(5,p) = (A1,A3,A3,A4,As), sendo que

Ay _1+E(1,2)
—I+E(3,4)+E(2,11)
A3 =I+E(5,6)+E(2,12)+E(4,15)
Ay =1+E(7,8)+E(2,13)+E(4,16) + E(6,18)
As =1+E(9,10)+E(2,14) + E(4,17) + E(6,19) + E(8,20).

sao matrizes 20 x 20. Podemos verificar que G é p-grupo nilpotente de classe 2 com
G =2(G). 1G/Z(G)| = p’, |G| =p" e |G| = p"
Exemplo 3.4.5. Considere G = G(6,p) = (A1,A2,...,Aq), sendo que

Ay _I+E(1,2)
—I+E(3,4)+E(2,13)
—I+E(5,6)+E(2,14)+E(4,18)
Ay =1+E(7,8)+E(2,15)+E(4,19) + E(6,22)
As =1+E(9,10)+E(2,16) + E(4,20) + E(6,23) + E(8,25)
A =I+E(11,12) +E(2,17) + E(4,21) + E(6,24) + E(8,26) + E(10,27),

matrizes 27 x 27. Entdo, G é um p-grupo nilpotende de classe 2. Mais ainda, G' = Z(G),
G/Z(G)|=p PelGl=p*
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Demonstragdo. De fato, os 15 elementos que geram subgrupo comutador G’ sio:

[A1,A)) =T+E(1,13)  [A,A3]=I+E(1,14)  [A},Aq] =I+E(1,15)
[A1,As| =1+E(1,16)  [A,Ae] =I+E(1,17)  [Ay,A3] =I1+E(3,18)
[A2,Ay) =I+E(3,19)  [A3,As]=1+E(3,20)  [A3,A¢] =I+E(3,21)
[A3,Ay) =T1+E(5,22)  [A3,As]=I+E(5,23)  [A3,Aq¢] = I+E(5,24)
[As,As| =T+E(7,25)  [As,Ag)=I+E(7,26)  [As,A¢] =I1+E(9,27).

Primeiro vamos mostrar que Z(G) = G'. Observe que [[A;,A;],Al] =1,1 <, j,k <6, pelo
item (h) da Proposido 3.2.3. Assim, temos que G’ < Z(G). Reciprocamente, tome qualquer
7€ Z(G), entdo existem I1,5,...,ls € Ze a € G tais que 7 :A111A122AZ33AZ‘A155A16"05. Aplicando
os Lemas 1.2.9 ¢ 3.3.1:

1= [A1,2) = [A1L AV AZATAAS A 0] = [A1, A{ATATALATAG]

= [A1,A2]"[A1,A3]B (A1, A4)*[A1, As])5[Ar Ag)s

— (I +LE(1,13))(I + KE(1,14))(I + LE(1,15))(I + sE(1,16)) (I + l¢E(1,17))
= (I4+BE(1,14) + hE(1,13)) (I + 5E(1,16) + LE(1,15)) (I + [E(1, 17))

— (I +15E(1,16) + L4E(1,15) + LE(1,14) + LE(1,13)) (I + lE(1,17))

=T+I6E(1,17) +IsE(1,16) + I4E(1,15) + KE(1,14) + LE(1,13).

Logo,h=hL=L=I5=1lg=0ez= All' o. Do mesmo modo,
I=[Ay,7 = [A2,Al 0] = [Ap,Al] = A}, 45) 71

Logo,l; =0ez= o € G' e Z(G) < G'. Portanto, G' = Z(G).
Agora vamos calcular as ordens |Z(G)| e |G/Z(G)|. Pelo Lema 3.4.1 Temos que:

« Al =I1+pE(1,2)=1,
« Al =1+ pE(7,8)+pE(2,15) + pE(4,19) + pE(6,22) = I;
U [Al,Az]p:I+pE(1,13):I;

d [Az,A3]p:I+pE(3,18):I.
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Os demais gerados de G e G’ t8m ordem p. Agora, considere os subgrupos:

Hy = ([A1,A2]); Hy = ([A1,A3]); Hy = ([A1,A4]);
Hy = ([A1,As]); Hs = ([A1,Aq]); He = ([A2,A3]);
Hy = ([A2,A4]); Hg = ([A2,As]); Hy = ([A2,A¢));
Hyo = ([A3,A4]); Hy1 = ([A3,As]); Hyy = ([A3,A6));
Hyz = ([A4,As]); Hyy = ([A4,A¢]); Hys = ([As,Ag)).

Estes subgrupos tém ordem p e sdo normais em G, pois G’ = Z(G) é abeliano. Além disso,
G = H\H,...Hs. Dado x € Hy N (HyH5...H;5), existem elementos my,my, ...,ms € Z

tais que
[A1,Ax)™ = [A1,A3]™ .. [A1,Ag]™[A2,A3])"0 ... [A2,Ag|™[A3,A4]™0 ... [A5,Ag]™5
Assim,

I+mE(1,13) =1+myE(1,14) + m3E(1,15) + myE(1,16) +msE(1,17) +meE (3, 18)+
—l—m7E(37 19) —|—ng(3,20) —|—+m9E(3,21) —|—m10E(5,22) +my 1E(5,23)—|—
+l’l’l12E(5,24) +m13E(7,25) +m14E(7,26) +ml5E(9,27).

Logo, m; =my = ... =mj5 =0 e x = 1. Pontanto, H) N (HyHs...H}5) = 1. Do mesmo
modo, podemos mostrar que H; N (Hy...H;_1H;y1...H;s) =1, com 1 <i<15. Com isso,
G =~ H| x Hy X ... x Hys. Portanto, |G| = .

Sabemos que G/Z(G) = (A1Z(G), A2Z(G), A3Z(G), AsZ(G), AsZ(G), A6Z(G)). Agora,

considere:

N1 = (A1Z(G)); Ny = (A2Z(G)); N3 = (A3Z(G));
Ny = (A4Z(G)); Ns = (AsZ(G)); Ne = (A6Z(G)).

Estes subgrupos tém ordem p e também sio normais em G/Z(G), pois Z(G) = G ¢ G/G
¢ abeliano. Mais ainda, G/Z(G) = N{N,...Ng. Dado y € N; N (N2N3...Ng), existem
kiska, .. ke € Z tais que AN Z(G) = ARAY . A Z(G). Dai, AT ARAD AR A AL € 7(G).
Pelo mesmo argumento dado no inicio da demonstracao, temos que ky =k, = ... = kg =0.
Logo, y =Z(G) e NN (NN3...Ng) = Z(G). Para finalizar, podemos também verificar que
cada N;jN\(Ni...Nj_iNj1...Ng) = Z(G), com 1 < j < 6. Logo,

G/Z(G) 2 Ny x Ny X ... X Ng.
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Assim, G| = p?. O

G/Z(G)| = p°. Por fim, pelo Teorema de Lagrange,

Uma consequéncia de [9, Proposi¢do 2] é:

Teorema 3.4.6. (MacDonald) Seja p um niimero primo. O grupo G = G(6, p) contém um

elemento oo € G tal que o ndo é um comutador:

Demonstragdo. Pelo Exemplo 3.4.5, temos que |G : Z(G)| = p® ¢ |G'| = p'°. Observe que,
G:2(G)P =p" <p"=|G.

Entdo, pelo Lema 3.1.2, o subgrupo comutador G’ contém um elemento ¢ que nio é um
comutador. Mais ainda, existem, pelo menos, p15 — p12 elementos nao comutadores em
G. O

Observacao 3.4.7. Em vista do Lema 3.1.2, podemos dizer que o resultado acima ndo é o
melhor possivel. Isso estd explicito no trabalho [9]. Usando o GAP, é possivel mostrar que o

grupo G(2,4) (de ordem 219 possui elementos ndo comutadores.

A grosso modo, os exemplos explicitados no Teorema 3.4.6 nos fornecem uma “méquina”
capaz de gerar p-grupos com elementos ndo comutadores (a partir de uma determinada

ordem). Mais precisamente:

Exemplo 3.4.8. Sejam p um niimero primo, H um p-grupo abeliano finito e G = G(6, p).

Entdo, K = G X H possui elementos que ndo sao comutadores.

Demonstragdo. De fato, Z(K) = Z(G) x H e o subgrupo comutador K’ = G’ x 1. Suponha-

mos que |H| = p", para algum inteiro positivo n. Como |G| = p*' e |G'| = |Z(G)| = p®°,

temos que, as ordens de K e de Z(K) sdo p" ! e p"*13, respectivamente. Assim, o indice

pn+21
K:Z(K)| = POsE

que existem elementos ndo comutadores em K. [

= p®e |K'| = |G'| = p"°. Argumentando como no Teorema 3.4.6, temos

Finalmente, combinando o Teorema 3.4.6 € o Exemplo 3.4.8, podemos reescrever o

teorema anterior como:

Teorema 3.4.9. Seja p um primo. Para cada m > 21, existe um p-grupo de ordem p" de

classe 2 com elementos ndo comutadores.
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