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Resumo

Uma superficie de translacido no espago Euclidiano de trés dimensdes € uma superficie
gerada pela soma de duas curvas, chamadas curvas geradoras. Nesta dissertacdo, estudamos
superficies de translacio minimas, baseado nos trabalhos de Rafael Lépez e Oscar Perdomo
e de Thomas Hasanis e Rafael Lopez. Primeiramente, baseado no trabalho de Rafael Lépez
e Oscar Perdomo, apresentamos uma caracterizacdo das superficies minimas de translagdo
no caso em que as curvas geradoras sao curvas nao planas. Tal caracterizac@o € dada através
de uma relacdo entre curvatura e a tor¢do de ambas curvas, a saber, o produto do quadrado
da curvatura pela torcdo é constante. Além disso, a menos de um movimento rigido, uma
dilatacdo e uma reparametrizagc@o das curvas geradoras destas superficies, todas elas podem ser
descritas por curvas geradoras congruentes e determinadas por dois pardmetros reais a € b. Em
seguida, baseado no artigo de Thomas Hasanis e Rafael Lopez, apresentamos resultados de
classificagcdo para estas superficies e um método para a construcdo de exemplos. Além do plano
e das superficies do tipo Scherk, a classificagdo € dada em termos de solugdes de uma classe de
equacdes diferenciais ordindrias autdnomas, em que tais solucdes fornecem as curvaturas das
curvas geradoras das superficies, enquanto as respectivas tor¢des serdo determinadas por uma
equacgdo que depende somente da curvatura e de uma constante. Finalmente, através do método

de construcao apresentado, serdo exibidos alguns exemplos.

Palavras-chave: superficies minimas, superficies de translagdo, curvas regulares, espaco

Euclidiano.



Abstract

A translation surface in the three-dimensional Euclidian space is a surface generated by
the sum of two curves, called generating curves. In this dissertation, we studied the minimal
translation surfaces based on the works of Rafael Lopez and Oscar Perdomo, and of Thomas
Hasanis and Rafael Lépez. First, based on the work of Rafael Lépez and Oscar Perdomo, we
show a characterization of minimal translation surfaces and in the case that the generating
curves are non-plane. Such characterization is given through the relation between the curvature
and the torsion of both curves, namely, the product of the square of the curvature by the
torsion is constant. Beyond that, up to a rigid motion, a dilatation, and a reparametrization
of the generating curves of these surfaces, all of them can be by congruent generating curves
and determined by two real parameters a and b. Afterward, based on the article of Thomas
Hasanis and Rafael Lépez, we show classification results for these surfaces and a method for the
construction of examples. Beyond the plane and the surfaces of Scherk kind, the classification
is given in terms of solutions of an autonomous ordinary differential equations class, where
such solutions provide the curvatures of the surface’s generating curves, while the respective
torsions will be determined by an equation that depends only in the curvature and a constant.

Finally, through the method of construction, it will be presented some examples.

Keywords: minimal surfaces, translation surfaces, regular curves, Euclidean space.
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Introducao

Uma superficie de transla¢do no espago Euclidiano R3 é uma superficie gerada pela soma
de duas curvas regulares & e 3. De acordo com Hasanis e Lépez [8], tais superficies tém
origem nos textos classicos de Darboux [3], onde as entdo chamadas "surfaces définies pour
des propertiétés cinématiques" sao consideradas, e posteriormente conhecidas como superficies
de Darboux na literatura. Uma superficie de Darboux é definida como o movimento de uma
curva por uma familia a 1-parametro de movimentos rigidos em R’. Uma parametrizagdo de tal
superficie é dada por W(s,7) = A(r) - at(s) + B (), onde o e B sdo duas curvas espaciais e A(t)
¢ uma matriz ortogonal. Desta forma, as superficies de translagdo sdo dadas quando A(t) = Id
para todo 7, ou seja, dadas pela soma ¥(s,7) = o/(s) + B(r) de duas curvas ot : I CR - R3¢
B:JCR— R>. As curvas o e B sdo chamadas curvas geradoras de S. No caso particular em
que « e 3 sdo curvas planas, a superficie é chamada superficie de translago do tipo planar.

Este nome "translagdo"se deve ao fato de que S pode ser obtida pela translacao de o ao
longo de 3 (ou vice versa pois os papéis de o e B podem ser trocados). E natural se questionar
sobre a classificagdo das superficies de translacdo sob alguma condi¢do em sua curvatura, seja
curvatura Gaussiana ou média. Nesta dissertacdo, baseado nos trabalhos de Lépez e Perdomo
[18] e de Hasanis e Lépez [8], a classe de superficies a ser estudada serdo as ''as superficies
minimas de translacido''. Cabe ressaltar que, de acordo com Hasanis e Lépez, na literatura,
outros trabalhos foram feitos em relacdo ao estudo de superficies de translagdo com curvatura
média constante, e também em outros espacos: nos referimos a [5, 14-16, 19, 20]. Para o caso
de curvatura Gaussiana constante, a referéncia apresentada € [9].

Lembramos que uma superficie minima no espaco Euclidiano R? é uma superficie com
curvatura média H nula em todos os pontos. E bem sabido que, além do plano, a tnica
superficie minima dada pelo grafico de uma fungdo z(x,y) da forma z(x,y) = f{x)+g(y) para
duas funcgdes reais f e g € a superficie de Scherk [23] (veja também [1, 2]):

2(x,y) = é(log(ICOS(ay)l)) — (log(|cos(ax)|)), a > 0. (1)
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A solucdo acima é obtida resolvendo-se a equacdo H = 0, no caso particular em que
z(x,y) = f(x) + g(y), usando separagdo de varidveis. Observamos também que uma superficie
parametrizada por ¥(x,y) = (x,y, f(x) + g(y)) também pode ser expressa como a soma de duas
curvas planas, no caso & = (x,0, f(x)) e B = (0,y,8(y)), isto é, uma superficie de translaggo.
Assim, a superficie de Scherk € uma superficie minima de translacdo. Outra superficie minima
que pode ser escrita como a soma de duas curvas, que ja era conhecida por Lie, € o helicéide.
Tanto o helicéide quanto a superficie de Scherk serdo tratado com detalhes no Capitulo 1, sob o
ponto de superficies minimas de translacao.

De acordo com Loépez e Perdomo [18], as superficies de translagao foram inicialmente
introduzidas por Sophus Lie e atrairam o interesse de gedmetras estudando certos tipos
especiais,[4, 7, 21, 24]. De fato, no contexto de curvas complexas, Lie provou que uma
superficie analitica ¢ minima se, e s se, puder ser representada como a soma de curvas
isotropicas complexas e sua conjugada complexa [12], ver também [22, §148].

Tem sido um problema aberto durante muito tempo se o plano, o helicoide, e a superficie
de Scherk sdo as unicas superficies de translacio minimas em R>. Por exemplo, a superficie
descrita em (1) pertence a uma familia mais geral de superficies de translagdo descoberta por
Scherk de superficies minimas onde ambas geradoras sdo curvas planas mas nao necessaria-
mente em planos ortogonais. Um resultado parcial para essa questao foi dado em [5], onde os
autores mostraram que se uma das curvas geradoras estd em um plano, entdo a superficie é
um plano ou uma superficie de Scherk. Além disso e ainda de acordo com [18], seguindo a
mesma ideia de separacdo de varidveis, € possivel estender este tipo de problema para achar
superficies de translagdo em outros espagos prescrevendo outras curvaturas: veja por exemplo,
[10, 14, 17, 28, 29]. As demostracdes de tais resultados sdo normalmente longos e tediosos
célculos envolvendo um numero de sub-casos. Entdo se mostra necessdrio utilizar novas
técnicas para o problema, especialmente para se considerar o caso geral onde as geradoras sdao
curvas espaciais, que nunca foi estudado até hoje.

Helicoide a esquerda e superficie de Scherk a direita.
(fonte: Wikipédia)
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Como dito anteriormente, este texto apresenta um estudo de superficies minimas de trans-
lagdo destacando resultados de caracterizagdo e descri¢do (baseado em [18]), bem como
resultados de classificacdo e um método de construcdo (baseado em [8]). A dissertacao é

organizada da seguinte forma:

* No Capitulo 1 apresentamos resultados, notagdes e conceitos bdsicos necessarios para
a compreensdo do texto. Além disso, sdo abordadas como superficies minimas de

translacdo tanto o helicéide (Exemplo 1.2), quanto a superficie de Scherk (Exemplo 1.3).

* No Capitulo 2 apresentamos uma caracterizac¢ao para as superficies minimas de translacao
em termos da curvatura k e da tor¢cdo 7 de suas geradoras (Teorema 2.1). Além disso,
uma descricao de tais superficies € dada através de uma familia a dois pardmetros de

superficies (Teorema 2.2). Através desta descricdo sao exibidos alguns exemplos.

* No Capitulo 3 apresentamos resultados de classificagdo e um método de construg¢do para
superficies minimas de translacio de R3. Sdo abordados dois resultados jé conhecidos
com provas alternativas, a saber, uma classificacdo das superficies minimas de translacao
quando uma das geratrizes € plana (Teorema 3.1) e quando uma das geratrizes é uma
hélice circular (Teorema 3.2). Em seguida, apresentamos um resultado de classificacdo
em termos de solucdes de uma classe de equacdes diferenciais ordindrias autdonomas
(Teorema 3.3). Finalizamos o capitulo apresentando um algoritmo que permite construir
superficies minimas de translacdo. Tal algoritmo é empregado na apresentacdo de

exemplos.



Capitulo 1

Conceitos e resultados preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados iniciais que serdo importantes
para o entendimento deste texto. O leitor que ja estiver familiarizado com tais resultados deve

se atentar apenas a algumas notagdes que serdo introduzidas ao longo do capitulo.

1.1 Resultados gerais

Esta secdo sera reservada para alguns resultados de geometria diferencial, com foco nas
superficies minimas de translacio. Introduziremos o conceito de superficie minima de transla-
¢do e veremos como a superficie de Scherk e o helicéide surgem como os primeiros exemplos
desta classe de superficies. Encerraremos a sec@o apresentando alguns resultados de dlgebra
linear, que serdo uteis nos capitulos seguintes.

Inicialmente lembramos da definicao de superficie minima, ou seja, aquela superficie cuja
curvatura média H se anula em todo ponto. Lembremos também que, utilizando os coeficientes
da primeira e segunda formas fundamentais E, G, F e e, g, f respectivamente, a curvatura

média pode ser calculada da seguinte maneira

1 (eG—2fF+Eg)
H=— -
2 (EG-F?)

Com esta equacao em mente, introduziremos o seguinte exemplo, que € motivador para este

trabalho. Como referéncias em que foram baseadas os cdlculos a seguir, citamos [1, 2].

Exemplo 1.1. A Superficie de Scherk é conhecida por ser um exemplo de uma superficie
minima dada por um gréfico. Utilizando a mesma parametrizagdo local ¢ para a superficie
de Scherk apresentada na introducéo, escreveremos ¢ (x,y) = (x,y,z(x,y)). Para o cdlculo da
curvatura média H deste tipo de superficie, ou seja, superficies que sdo graficos, podemos
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utilizar a seguinte férmula, que é demostrada no Exemplo 5 de [2, §3.3]

1(1+ z)zc)zyy — 22xZyZay + (1 + zﬁ)zxx
2 (14+22+22)32 ’

onde

_dz(x,y) _ dz(x,y)
ST YT dy

Sendo assim, supondo uma solugdo do tipo z(x,y) = f(x) 4+ g(y), temos que zy = f'(x), zy =
) 2 = f"(x), 75y = &" (), zxy = 0 e entdio

g LA (02" () =0+ (1+8'(0))f"(x).

2 (14 f/(x)2+ &' (y)?)3/?

Assim, H = 0 € equivalente a

I 4 ) N i ©))
1+¢'(y)? 14 f(x)?*

Como os dois lados da equagdo dependem de varidveis diferentes, temos

&0 "W
1+¢'(y)? 1+ f/(x)?

em que a € R € uma constante. Se a = 0, temos que f e g sdo fungdes lineares e nossa superficie
¢ um plano. Sendo assim, iremos considerar a # 0. Integrando a primeira equagdo com relacio

ay, temos
arctan(g'(y)) = —(ay+b1),

entdo g'(y) = tan(—(ay+b1)) = —tan(ay + b; ). Uma nova integra¢do nos leva a
1
8(y) =~ log(|cos(ay +b1)[) +e1,

1
em que b; e c| sdo constantes de integragdo. Analogamente f(x) = — p log(|cos(ax+by)|)+c2,

podemos considerar a menos de translacdes by = by, = ¢, = ¢p = 0, e portanto

2(x,y) = f(x) +¢(y) = é[log(\ cos(ay)|) —log(|cos(ax)|)],

ou seja, a parametriza¢do que apresentamos na introducao.
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Como mencionado na introdugdo, o objetivo central deste trabalho € estudar uma classe
de superficies minimas, conhecidas como superficies minimas de translacao. Neste sentido,
daremos abaixo a defini¢do formal e as primeiras propriedades deste tipo de superficie, de
acordo com [18] e [8].

Definicao 1.1. Uma superficie S C R? é chamada superficie de translacao se pode ser local-
mente escrita como a soma @ (s,¢) = o(s) + B(¢) de duas curvas diferencidveis ot : / C R — R
ef:JCR— RR3, onde as curvas o e B sdo chamadas curvas geradoras de S. No caso particular

em que & e 3 sdo curvas planas, a superficie é chamada superficie de transla¢ao do tipo planar.

Observe que que uma superficie de translacdo € uma superficie parametrizada regular, se e
somente se, cada uma das curvas geradoras sdo regulares e satisfazem a'(s) x §’(t) # 0, para
todo ponto (s,7) € I x J.

Uma vez definidas tais superficies, vamos calcular a expressao da sua curvatura média.
Como as superficies estudadas serdo regulares, podemos assumir, sem perda de generalidade

que s e ¢ sdo comprimentos de arco, e utilizando a seguinte notacdo para derivadas parciais

0 0
T =i, =00,
calculamos
Ps(s,1) = OC/(SO,) ZSSES’;) :Z//((:)), N Os X ¢ a' x B’
S = - - .
(5,1) = e ’ 95 < @] |o/ x B
an=pa. )"

Portanto, obtemos
E=1d'(s)], G=|B'(1)]*, F = (& (5),8'(1)),

)
_ (o) x &'(5). (1)) -, _ (B'(1) < B(1), &'(s))
ja’(s) x B'(@)] |a'(s) < B'(1)]

, =0,
€ assim escrevemos

1B (0)*{a" (s) x o'(s), B'(2)) +| ' (s) P (B (1) x B" (1), &'()))
2 o' (s) x B! (1) | (| (s) 1P B' (1) > = (&' (s), B'(¢)))

H =

= B/ (1) (e () x o (5), B (1)) + e (s) (B (r) x B" (1), o' (5))] = 0
2|/ (s) x B'(2)[2

como |a/(s)| = |B'(t)| = 1, pois sdo curvas p.c.a, entdo H = 0 é equivalente a

(o (s) x o'(s), B'(1)) + (B'(t) x B" (1), & (5)) = O (L.1)
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onde x denota o produto vetorial em R3.

Resumimos entdo o cdlculo acima na seguinte proposicao

Proposicao 1.1. Uma superficie de translagdo localmente parametrizada por ¢ (s,7) = ot(s) +
B(t), para curvas regulares o : I C R — R®> e B :J C R — R?, é uma superficie minima se e

somente se

B ()P (a"(s) x & (5), B (1)) + o' (s) (B (¢) x B"(t), 0'(s)) = 0.
Em particular se & e B sdo curvas p.c.a vale a equacéo (1.1).

Observagdo 1.1. Considere duas curvas &, f e u(s) = / o], v(t / |B’| seus respectivos

comprimentos de arco. Assim tendo a(s) = @&(u(s)) e B(t)B(v(t)) como curvas p.c.a. e

omitindo os parametros s e ¢ por simplicidade, calculamos

a a’d” |o|
ds
e também p
a// /a/ 2 56/— OC/.
o+ |
Analogamente temos
~,dv
B =B =B,
e também J
B =B"IB'*+B 1B
Portanto

d
OC” > OC/ — (O~CN|OC/’2+56/d—|(X/‘) % (56/|O£/D — |OC/|3(O~CN % 56/),
s
analogamente 8" x B’ = |B'|>(B" x B). Sendo assim, temos

|ﬁ/|2<OCH w OC/,ﬁ/> + |a/|2<B/ % ﬁ”,a’>
=B’ P(a" x &), B'1B'l) + o/ (1B (B B) a'la])
(@

=Bl )’[ o B')+(B" x p',a)].

Concluimos entdo que uma superficie ®(s,t) = a(s) + B(t) é minima se e s6 se P(s,t) =

&(s)+p(1)oé
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Conforme [18], uma superficie importante introduzida por Sophus Lie como uma superficie

minima de translacdo, € um aberto do helicéide que apresentaremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.2. Considere a parametriza¢do do helicéide dada por

¢ (u,v) = (cos(v)cos(u),cos(v)sen(u),u).

Mostraremos que essa parametrizacdo € obtida como a soma de duas hélices circulares. De

fato, considere a parametrizagdo da hélice circular dada por

a(s) = %(cos(s), sen(s),s).

Assim, dado um segundo pardmetro real 7, considere a soma a(s) + a(t) :

a(s) + at) = (%(cos(s) +cos(r), %(sen(s) +sen(r), %(S—H)) .

1 1
Fazendo a mudancga de coordenadas u = E(s +1),v= 5 (s—1), equivalentemente s = u + v,

t=u—v, temos
(i +v) + a(u—v) = (%(cos(u+v)+cos(u—v>),%(sen(uw) —l—sen(u—v)),u) |

de forma que

cos(u+v)+cos(u—v) = cos(u)cos(v)—sen(u)sen(v)+ cos(u)cos(v) +sen(u)sen(v).

= 2cos(u)cos(v).
Analogamente, sen(u+v) + sen(u —v) = 2cos(v)sen(u). Portanto
o(u+v)+oa(u—v)=¢(u,v).

Voltemos agora para o exemplo da superficie de Scherk, considerando-a desta vez como a

soma de duas curvas, ou seja, uma superficie de translagdo.

Exemplo 1.3. Seja S uma superficie de Scherk parametrizada localmente como ¢ (x,y) =

(x,v,2(x,y)), sendo z(x,y) = f(x) +g(y) como em (1), e considere as curvas a(x) = (x,0, f(x))
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e B(y) =(0,y,g(y)), naturalmente vemos que ¢ (x,y) = ct(x) + B(y), entdo temos

oy = 070’ /! — //’
o= (0. =a, | T OOTIEE w070,
o= 01g)=p. | > TO0= e — 00
y ) ’ ¢xy:(07070)’ ,U,U).

Agora f"(x) = —sec(ax)?, g"(v) = sec(ay)?, |o/'(x)] = /1 +tan(ax)* = sec(ax), |B'(y)| =
\/1+tan(ay)* = sec(ay), entdo pela Proposicio 1.1, podemos calcular

B0 (e" (s) > o' (5), B (1)) + e’ (x) P (B'(r) x B" (1), &' (5)) =

sec(ay)? " (x) +sec(ax)?g" (v) = —sec(ay)? sec(ax)* 4 sec(ax)? sec(ay)* = 0.

Assim concluimos que que a superficie de Scherk é uma superficie minima de translagao.

Na sequéncia apresentamos alguns resultados de dlgebra linear que serdo importantes no

decorrer do trabalho.

Lema 1.1. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e sejam U; e U, subespacos de V.

Entdo a dimensdo do sub-espaco U; + U, pode ser obtida com a formula
dim(U1 + Uz) = dim(Ul) + dim(Uz) - dim(U1 N Uz).

A demostragdo deste lema pode ser encontrada com detalhes em [13, §7].

Lembraremos agora da defini¢do do produto misto

Definiciio 1.2. Sejam X, Y, Z € R, entdo o produto misto destes vetores se da por
(X,Y,Z)=(XxY,Z)=(X,Y X Z).

Considerando agora também o € R, valem as seguinte propriedades

1. (aX,Y,Z) = (X,aY,Z) = (X,Y,aZ) = a(X,Y,Z)

2. (X,Y,2)=—-(Y,X,Z)
Utilizando essa definicdo podemos demostrar um outro resultado importante que €

Lema 1.2. Seja Q uma matriz 3 x 3 real invertivel e a e b vetores em R3, entao

Qa x Qb = det(Q)Q T (a x b).
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Demonstragdo. Sejaw = a X b, entdo w € o Uinico vetor que satisfaz
det(a,b,x) = (a x b,x) = (w,x), Vx € R?

entao temos

det(Q){a x b,x) = det(Q)det(a,b,x)
=det(Qa,Qb,Ox)
= (Qa x 0b, Ox)
= (0" (Qa x Ob),x).

Segue que det(Q)(a x b) = QT (Qa x Qb), e como Q & invertivel

det(0)0 T (a x b) = Qa x Qb.

]

Aqui vale observar que no caso em que Q é uma matriz ortogonal entdo det(Q) = +1 e

_ N T )
) = QT, entdo Q T — QT = (, e assim teremos

+Q(a x b) = Qa x Qb.

Utilizando este resultado podemos provar o seguinte lema, introduzido em [18], que sera

importante para o Capitulo 2.

Lema 1.3. Seja S uma superficie regular minima de R3 parametrizada localmente por @ (s,1),
entao

1. Se P é uma matriz ortogonal, entdo a superficie Po ¢(s,t) = ¢(s,t) é também uma

superficie minima.
2. Dado um nimero ndo nulo A, a superficie A¢(s,7) é também uma superficie minima.

Demonstragdo. Caso (1) - Primeiramente como P € linear temos:

Po(s,1) _ ,99(s,1)

ds ds

= P

andlogo para P¢;.
Podemos observar que como P € ortogonal, entdo € um isomorfismo, preservando assim

o produto interno, ou seja (P@y, P¢;) = (@, @), onde ¢ ¢ sdo as derivadas parciais de ¢ em
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relagdo a s e ¢ respectivamente. Assim teremos: £ = (P@, P@s) = (¢, @) = E e analogamente
G=GeF=F.

Derivando novamente, teremos

d2Po¢(s,1)
dsds

9%Po ¢ (s,1)
dtot

9%Po ¢ (s,1)

:P(pSS? asat

:P(z)tl‘a :P¢Sl‘-

Agora para aplicacdo normal de Gauss vamos lembrar do Lema (1.2) o fato de que como P é
ortogonal entdo Pa X Pb = +P(a x b), e assim

Pos X Po, _iP(d’sx‘Pt)
|Pos x POy |P(s < )|

N =

Com isso podemos entdo calcular

e = <N7P¢ss> — :E<P(¢S X (pl)?P(pSS) — :i:<(¢s X ¢Z)7¢ss> _ :H((PS X ¢Z)‘€: :|:€,

|[P(9s % ¢1)] [P(9s % ¢1)] |[P(9s % )]

analo gamente teremos

§=(N,Py) =£g, f = (N,Ppa) = £f.
Por fim concluimos que

g:l(éG—ZfF+E§) _ 1[£eG-2(fF)+Eg] _  1(eG—2fF +Eg)

1
2 (EG-F?) 2 (EG —F?) 2 (EG-F?)

=+H =0,
ou seja, Po ¢(s,t) = @(s,¢) é minima.

Caso (2) - Aqui, a partir dos fatos que (Aa,b) = A{a,b) e Aaxb=claxb), VA €R e
Va,b € R?, e que
92.00(s:1) _, 90(s1)

ds ds A0s,

analogamente

dAod(s,t)
T—l(]),.

Assim teremos que

E= <)L¢svk¢s> = l2<¢s:¢s> = AzE?
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analogamente G = A2G, F = A’F.

Além disso ;sz ¢) (q) (2))
N s X Q) _ P XP) _
N= 20000 " Toxool

entao
é= <N72’¢SS> :A'e7 g: <N7A¢Zl> :)Lga f: <N7a’¢st> = )'f
Portanto . o
7 1(eG-2fF+Eg) _ A’ (eG-2fF+Eg) H 0
2 (EG-F  2A% (EG-F%) A
Ou seja, A¢(s,t) é minima. O

Por fim, o seguinte lema bésico de dlgebra linear serd importante para o Capitulo 3.

Lema 1.4. Seja A uma matriz real n X n. Se A € uma matriz simétrica entdo € auto adjunta, isto

z

é
(Ax,x) = (x,Ax), Vx € R.

Demonstragdo. Considerando uma base ortonormal {ey,e3,....,e,} e umamatrizA = (a;;), i,j =
1, 2,,...,n, simétrica em relacdo a esta base teremos

Ae; =Y ajey,

k

entao

<A€i,€j> = Qjj-

Como A é simétrica, entdo a;; = aj;, Vi, j, isto € (Ae;,ej) = (e;,Ae;).

Sejam entdo u = Xu;e; € v = Xvje;, teremos

Au,’ = Z uiAei,
i

ou seja
(Au,v) = Zuivj<A€i,€j> = Z”ivj@i,Aej) = {(u,Av).
ij LJ
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1.2 Resultados auxiliares

Nesta sec¢do apresentaremos alguns resultados auxiliares e relagdes envolvendo a curvatura
e a tor¢do de uma curva regular, que serdo uteis no Capitulo 3. Os resultados desta se¢do podem
ser encontrados em [8].

Dada uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco s € I C R, lembremos
do triedro de Frenet {t,n,b}, sendo t, n, b os vetores tangente, normal e binormal a curva em

cada s respectivamente, e das equacgdes de Frenet

t = kn.
n = —kt+1b.
b = —1n.

Tendo agora em mente as equagdes de Frenet, tomando as curvas o/(s) e B(¢) parametrizadas
pelo comprimento de arco e utilizando o subindice o e 3 para fazer referéncia a curva em

questdo, segue das equagdes de Frenet que

(o (s) < o (s), B"(1)) + (B'(r) x B"(2), &' (5)) = —ka(ba,tg) + kg (b, ta)-

Sendo ¢ (s,t) = ot(s) + B(¢) uma parametriza¢do para uma superficie minima de translacéo,

por (1.1) concluimos que —kq (bo,tg) +kg(bg,te) = 0 e portanto
ka<ba’tﬁ> :kﬁ<bﬁ,ta>- (1.2)

No que segue, deduziremos a partir da equagdo (1.2), equacdes que serdo importantes no
Capitulo 3. Comecamos tomando a derivada com respeito a s de (1.2):

k/a<ba,tﬁ> ‘|‘ka<biptﬁ> = kﬁ <bB7tix> = ka(na,kﬁbﬁ),

como b, = —Tyn € colocando tg em evidéncia em relagéo ao produto interno obtemos
k/
<_Tana+k_aba,tﬁ> - <na,kﬁbﬁ>. (13)
(04

Derivando novamente com respeito a s obtemos

ks K
< - T/ana + Takata - Téba + (k_a> ba - k_afana,tﬁ> = <—kata + Taba,kﬁbﬁ)
o o
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Reorganizando os termos, obtemos

ko \' k,
<Takata + <_T§6 + (k_a> ) ba - (k_af(x + T(/X) na’tﬁ> = —kakﬁ <ta7bﬁ> + Ta(ba,kﬁbﬁ>.
(04 (04

Agora, a partir de kg (bg,ty) = ko (bq, tg), concluimos entdo que
k;x / k/a , 2 2
Takata— _Ta+fa na+ k_ ‘I—ka—fa ba,tﬁ - Ta(ba,kﬁbﬁ> (14)
04 04

Da mesma maneira para a curva 3 temos

K 5
<rﬁkﬁt[3 — (Erﬁ +17;3) ng + ((5) +kj —r[%) bﬁ,ta> = 15(bg.kaba). (1.5

As equacdes importantes mencionadas, que utilizaremos no Capitulo 3, sdo as equacdes (1.2),
(1.3), (1.4) e (1.5).

De agora em diante, vamos assumir que as curvas & e 3 ndo sio planas. Vamos introduzir
a seguinte notacao para uma curva nao plana, parametrizada pelo comprimento de arco, com

curvatura k e torcao 7. Escrevemos

K K\’
R= -+, Y= (E) + k> — 12 (1.6)

Os subindices & ou B em R ou ¥ indicardo que estamos trabalhando com a curva correspon-
dente & ou f.

Mostraremos agora o seguinte resultado chave
Proposicao 1.2. Se ¢ (s,7) = a(s)+ B(¢) € uma superficie minima de translag@o, entdo

b b
kgTa = c1 #0, kéfﬁzzl#()? T_a_TaZCZ7 —B—T;a:Ez, (1.7)
o

B
onde ¢y, ¢y, C1 € ¢p sdo constantes.

Demonstracdo. Dividindo (1.4) por T, obtemos

)y
<kata _Rana + T_aba7tﬁ> = <ba,kﬁbﬁ>
o
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Diferenciando essa equagdo com respeito a s temos

Lo

To

/
<k§xta +king —Ring + Ry (kot + Taba) + ( > b, —Zaba,tﬂ> = —Tq(ng,kghg).

Reorganizando os termos, conseguimos
Z /
<(kix +Raka)ta + (k(zx - RZX - Za)na + ((T_a> - RaTa) ba,tﬁ> = Ta<na,kﬁbﬁ>.
a

Levando agora em conta a equagdo (1.3) escrevemos

/

k
_Toc< — TaNg + k—abwt[}> = _Ta<naakﬁbﬁ>a
o

€ portanto

Yo\’ T
a

Ta
Definindo a funcao vetorial u por
/ 2 pf 2 DAY Tayr
u.= (k(X +Raka)ta+(ka_Ra—Za—Ta)na+ T_ —Ral’a—f—k—ka bOh
[0 o

temos entdo que
(u,tlg> =0. (1.8)

Derivando (1.8) com respeito a t e como kg > 0, temos kg (u,ng) = 0, logo
(u,mg) =0. (1.9)

Finalmente, derivando (1.9) com respeito a 7 e, levando em conta (1.8) e 73 =# 0, obtemos
—kg (u,tg) + 7 (u,bg) = 0, ou seja
<u,bﬁ> =0. (1.10)

Usando as equacodes (1.8), (1.9) e (1.10), concluimos que u# = 0 e assim,

kix‘f—Raka :()7
kg — Ry —Za—Tq =0, (1.11)

AR y g g
Ta o kaa_.
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A primeira igualdade de (1.11) implica em

k/
Ry = _k_o‘, (1.12)
o
Pela definicdo de Ry em (1.6), conseguimos
k,, _R K, + T’
ke Y ke

€ portanto

Segue que existe uma constante ¢ # 0 tal que ké Tq =C].

Por defini¢do de X, em (1.6), a segunda equacao de (1.11) pode ser escrita como

k/
( (k) k§+r)—R’a—r§+ké:O,
o
k/
(k>+R —o,
o

que € valida por causa de (1.12). A terceira equacdo de (1.11), junto com a definicdo de Ry,

ou seja

nos da

Yo\ Ta ., >\ (K, T Ta ., o\
— | —RqTaq+—kg=|— | | —+—|Ta+—ky=|—) —74=0
(T(X) * a+ka “ To ka+fa OH_ka « To « ’

ou seja

para alguma constante c;.
De uma maneira similar, podemos deduzir resultados correspondentes para a curva § usando
(1.5). [

Observagdo 1.2. Derivando (1.2) com respeito a s obtemos (1.3), derivando novamente com

respeito a s temos (1.4), isto &,

K., K\
<Takata— (k Ta+ra) na+ ((k ) +k2 _T(X) ba,tﬁ> — Ta<ba,kﬁbﬁ>
o o
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Dividindo ambos os lados por 7, e utilizando (1.6) obtemos

Yo
<kat(x Raﬂa‘f’ ba,tﬁ> = <ba,kﬁbﬁ>.
Derivando agora (1.3), dessa vez com respeito a t encontramos

k, kp,
- Tana + éba,tﬁ - - Tana + k/ ba,kanﬁ

= Ng, +
(na,kbbﬁ — kﬁrﬁnﬁ>

Pela equagdo (1.12) temos kj, = —kq R, € entdo
kﬁ< ToNg — Raba,nﬁ> (na,—kﬁrﬁnﬁ —kﬂRﬁbﬁ> :kﬁ(na,—fﬁnﬁ _Rﬁbﬁ>’
ou seja

Procedendo de modo andlogo com as demais derivagdes parciais sucessivas de (1.2), sdo
obtidas relacdes similares as dadas acima. Resumimos abaixo tais relacdes, correspondentes as

derivadas com respeito a s, ss, t, tf, ts, sst, tts e ttss, respectivamente

;

<—Tana R(xbOh ﬁ> = na7kﬁtﬁ>

<kat(x Rana+ ba,tﬁ — ba,kﬁbﬁ

<kocta7 [3> = <ta,—Tﬁn[3 —Rﬁbﬁ>
Y
<kﬁba,bﬁ> = ta,kﬁtﬁ —RﬁnB + T—ll:bﬁ>,
<_Tana _R(xbaan[j> — <nOC7_Tﬁnﬁ Rﬁbﬁ> (113)

—~

X
<kata—Ral‘la+T—aba,l‘lﬁ = ba,—T[gl‘lﬁ—Rﬁbﬁ>.

a

h
<_Tana_Raba7bﬁ> <Il kﬁtﬁ Rﬁnﬁ+_§bﬁ>

2p
ba,kﬁtﬁ Rﬁnﬁ + _bﬁ>

)Y
<kata _Rana + _aba,bﬁ>
y E g

a

Outro resultado ttil € o seguinte
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Proposiciio 1.3. Seja o uma curva em R> parametrizada pelo comprimento de arco com

curvatura ko > 0 e tor¢do 74 # 0. Se 01 # 0 e 0, sdo duas constantes tais que
2 Lo
kyTa =01 #0 e — — 1Ty = 0o, (1.14)
Ta
entdo ky € uma solucdo positiva da EDO auténoma
2

o
(y’)2+y4+63y2+y—§+6162=0, (1.15)

para alguma constante 03.
Reciprocamente, sejam c¢; # 0 e ¢ duas contantes. Entdo para qualquer solucdo positiva
ndo constante k(s) de (1.15) e escolhendo 7(s) = oy /k(s)?, a curva o parametrizada pelo

comprimento de arco s com curvatura ky, € torcao Ty, satisfaz

)y
=2ty =0y, Lq+REHKE =05, (1.16)

Ta

para alguma constante 03.

Demonstracdo. A segunda igualdade de (1.14), nos da

K\
CyTq =Xo— T2 = <k—“) + k2 —212.
(04

. ~ o 01 ~
Levando em consideracdo a primeira igualdade temos Ty = —- € entdo

kg
k:x)/ 2 0'2 0102
) k-2t - =0.
<ka Ok, kg

/ / ~ .
Fazendo agora w = In(k), temos k = ¢" e w' = k' /k. Reescrevemos a equagdo acima como

4w

w4 e™ — 2(71267 — o100 2" = 0.

Para resolver essa EDO, facamos z = w' e considere 7 = z(w). Neste caso, teremos

p_ 4z, dz 1d(z%)
W =

T dw dw” 2 dw ’

entao
1d(2%)

e 2612e_4w — 0100 2 =0.
2 dw
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Alternativamente
d(?) = [-2¢*" +40te " + 20100 2" ]dw.
Integrando, obtemos
2= /d(zz) = /[—2€2W +40te M +26100¢ ] = —e® — ol M — G100e P — 03,
ou seja
(W)? = —e® —6le ™™ — 6100¢ 2" — 03,

para alguma constante 03. Como w = In(k) obtemos

ke ? 2 0102
(E> tha k4 2 to=0

2
(03
(kL)% + kb, + o3k? — 2k—21 ~ 010, =0,

o

ou equivalentemente

o que prova (1.15).
Para provar a reciproca desta proposi¢do, seja k(s) uma soluc@o positiva e ndo constante de
(1.15) e escreva t(s) = o1/ k? (s). Considere o uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco com curvatura k e tor¢do 7. De (1.15) temos

k/ 2 2 2
“a) 42 —0. 117
(ka) * k4 k2 © (117)

Derivando com respeito a s obtemos

K\ (K
2 (i) <ka) + 2kgkl, — 407k, kL, — 20102k Kkl = 0.

Como kix # 0, simplificando temos

k/ ! 2 62 0102
K2 —2—L =2 —o.
<ka) B )

A partir da equacdo acima e de 7(s) = o1 /k*(s), concluimos que

k/
(k ) +k2 2r§—o'2ra=0.
(04
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Assim, segue da defini¢do de X, em (1.6) que
_ 42 _
Yo =Ty+ 02Tq = Ta(Ta + 02),

de forma que

Além disso, segue da equacdo acima que

K\ 2
Yo = ‘L'é + 0Ty = Glczkgz + Glzk(;4 = — (k_a> _k(zx — 03,
(04

teremos portanto

K\
m+(i>+@:—@.

Observando agora que
, 201ky  2kyTaky

T, = =
o k?x kgt )
e entao , ,
To _ _2kg
Ta ko

A partir da defini¢do de Ry em (1.6), obtemos

AR A A AL
ko = Ta ko ka)
E entdo concluimos que
Yo+ R+, = —0s.

]

Observagdo 1.3. Com a notagd@o da Proposicdo 1.2, as curvas geradoras ¢, B de uma superficie
minima de translagao W(s,7) = o(s) + B(z) satisfazem as condi¢des da Proposi¢do 1.3 com

O] =1, Oy = € O] = €1, Oy = Cp, respectivamente. Entdo encontramos
2 2 2 _ 2 2 2 = = _
Ry +kg+Tg+c2tat+c3=0 e Rg+kg+15+0218+03=0,

para algumas contantes c3 e ¢3.
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Motivados pelas equagdo (1.2) e pelo conjunto de equacdes em (1.13), definimos as funcdes

Vi=Vi(s), Wi = W;(t), 1 <i <3 por

Vl == kaba

V2 = —TgNg _Raba

Y

b
V3 = kotq — Rong + T_aba W3 =

o

Agora podemos calcular

k/

W = kﬁbﬁ
W, = —Tﬁnﬁ _Rﬁbﬁ

2p
kﬁtﬁ —ngn/g + _bﬁ

g

Vl, = kixba +kab:x == k (—ba - Tana) - kavz

ko

ko \'
Utilizando o fato de que 7' = t[R — (K’ /k)] e Z—k* = < O‘) — 72 temos

VZ/ — _T(/Xna - Tan:x —Rixba —Rabix

/

ke,
= —1/ng — Takaty — T5bo + (k
o

/

k kq,
= _TaRana — Tak_ana - Takata T ba + (

o

Yo k2

= Tg (Roc kate — T—ba - —b(x>

o Ta

o

by
— Ta (Ra — kata — T_aba> — kéba

- Tav3 - kaVl .

/

ke

/
) by +RaTaba

/

ko

!/
) ba + Rafaba

(1.18)

k /
Lembrando agra que k> + (—a) —L=1’eque (Z/7+7) =0, ouseja (X/7) = 7, teremos

ke

Lo
04

/

ke,
=kl to +king + (
ke

- —Ta(—'tana - baRa)

ba +=bl,

o

/
Xa
) ng — k/ata Rafaba + (T > ba Zana
o

k., K.
= ng <k§+(k ) za) +ba[—Rafa+(Rafa—rak°‘)}
o o
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Portanto, podemos ver que, procedendo de maneira andloga para os casos de W;, as equacdes

do tipo Frenet a seguir serdo satisfeitas

V] = ka2, Wi = kgWs,
Vy=—kaVi+TaV3, Wi = —kgWi+ 155,
V3= —14V2, W3 = —15W,.

Além disso, por (1.18). podemos calcular os produtos mistos

X
(V17V27V3) - <kaba X (—Tana —Raba),kata _Rana + T_aba>
04

>
= <Takata7kata —Rgng + I__aba>

o
2
- kafa

=C1.

Analogamente
(Wi, W, W3) = kg =21

Com a notacdo acima, a identidade (1.2) e as oito relacdes de (1.13) podem ser escritas,

respectivamente, como

)=

)=

)=
(Vi,ng) = (tq, W2),
<Vlvbﬁ> = <ta,W3>»
(V2,ng) = (ng, W2),
(Vs,mg) = (bg, W2),
(Va,bg) = (ng, W3),
(V3,bg) = (b, W3).

(1.19)



Capitulo 2

Superficies minimas de translacao:
caracterizacao e descricao

Neste capitulo, iremos apresentar uma caracterizacdo e uma descri¢do das superficies
minimas de translag¢do no espaco Euclidiano, baseado nos resultados obtidos no artigo [18]. No
caso em que ¢ e 3 sdo curvas ndo planas, apresentaremos uma prova de que a curvatura k e a
tor¢do T de ambas as curvas satisfazem a equacao k>t = C onde C é contante. Mostraremos
também que, a menos de um movimento rigido e uma dilatagdo no espaco Euclidiano, e a
menos de uma reparametrizagdo das curvas geradoras destas superficies, as superficies minimas

de translagdo sdo descritas por dois parametros reais a,b € R onde a superficie € entdo da forma
O (s,1) = Bap(s) + Bap(t).
2.1 Uma caracterizacao em termos da curvatura e torcao
Lembremos da equacgdo (1.1) que caracteriza as superficies minimas de translacao
(" (s) x o' (s), B'()) + (B'(r) x B"(2), o/ (5)) = 0.

Munidos deste resultado, e motivados por ele, escrevemos R® = R3 x R? e consideramos os

subespacos vetoriais de R® definidos por
Hy = span{(d'(s) x o (s), ' (s)) : s €I},

Hy = span{(B'(t),B'(r) x B" (1)) :1 € J}.

Através desta defini¢do podemos apresentar o seguinte lema
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Lema 2.1. Os subspagos H; e H; sdo perpendiculares e dim(H;) = dim(H,) = 3.

Demonstracdo. A ideia da prova para a primeira parte € observar que, se escrevemos v =
(vi,v2), w= (wy, w2) em que v;,w;, 1 <i,j <2 sdo vetores de R3, entdo o produto interno
(v, w) de R® é dado por

(vyw) = (vi,wi)ps + (va,w2)gs.

No que segue, para ndo carregar a nota¢do, usaremos (,) para o produto interno de R",
sem indicar o espaco correspondente, sempre que ficar entendido em qual espago estamos
trabalhando. Desta forma, a propriedade de ortogonalidade pode ser obtida de

((&(s) x a(s), (), (B'(1). B'(t) x B" (1)) =
(o (s) x a(s), B'(1)) + (B'(t) x B" (1), & (5)) = 0.

Para a segunda parte, assuma inicialmente que dim(H;) < 2. Se a dimensdo for igual a
2, entdo existem {(v{,v2), (wi,w2)} € R® x R? dois vetores linearmente independentes em
RS que geram H;. Entdo Vs € I, existem A(s), 1(s) € R tais que (o (s) x o/'(s), 0/ (s)) =
A(s)(vi,v2) + 1 (s)(wi,wz). Em particular &' (s) = A (s)v2 + tt(s)wa, 0 que prova que o é uma
curva plana, uma contradi¢do. Podemos fazer algo similar para dim(H;) = 1 e andlogo para
H,. Portanto dim(H, ),dim(H,) > 3. Como H; L H,, entao H) NHp = 0, pelo Lema 1.1, isto
implica em H; e H, serem espacos de dimensao 3. O]

Apresentaremos agora o seguinte lema, que € um resultado chave para este trabalho.

Lema 2.2. Seja A uma matriz real 3 x 3. Se existe uma curva X (r) na esfera unitaria S tal

que:
1. |JAX|>0e |X'(¢)| #0.
2. O conjunto B={X,Y,Z} com Z = AX/|AX| e Y = Z x X é uma base ortonormal.

3. A matriz da transformacdo W — AW com respeito a base B € a matriz da forma

p

I
Qo o
U > o

a
c|,a>0.
e

Entdo A € uma matriz simétrica.
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Demonstracdo. Fixe um ty e seja Bg = {X(to),Y (t9),Z(f0)}. Pela hipétese 3 sabemos que a

matriz da transformagdo W — AW com respeito a base B € a matriz

0 0 ao
Ag=|0 by «],
ap do eg

para alguns ay, bg, co,do, eg, com ag > 0. Se Qg € a matriz a qual a primeira, segunda e terceira

colunas sdo os vetores X (fg),Y (f9) e Z(tp) respectivamente, temos

A= 004000, 2.1)

pois Qp é uma matriz de mudanca de base ortogonal. Analogamente, se denotarmos Q(t) a
matriz a qual a primeira, segunda e terceira colunas sdo os vetores X (¢),Y (¢) e Z(t) respectiva-
mente, entio A = QAQT. Além disso, se P = Qy” Q(r) entio

PT = (0" 0()" = 0(t)" Qo,
PO = Q0"
o()P" = Qy,

logo
Ao = QjAQy = PQO(t)"AQ(1)P" = PAPT.

Defina agora X,Y e Z como a primeira segunda e terceira colunas da matriz P, ou seja
P = (X,Y,Z), entdo temos

AoX = PAPTX = PA((X,X),(Y,X),(Z,X)) = PA(1,0,0) = P(0,0,a) = aZ.

(7,7),0) = P(0,b,d) = af +dZ.
AoZ = PAPTY = PA(0,0,(Z,7)) = P(a,c,e) = aX +c¥ +eZ.

Como observagao, notemos que Q € ortogonal, entdo 0 '=0"e portanto

P(to) = 0} 0(10) = Q¥ Qo = 1d.
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Por (2.1), mostraremos que a matriz A é simétrica mostrando que a matriz Ag o é, e isso €

possivel pois, se A = QOAOQOT, entio
AT = (QuAoQ0")" = 0" A§ 00" = 0oA§ 0"
Se Ay é simétrica, entdo Ay = Ag € assim teremos
A" = 004§ 00" = Q0AoQo" =A.

Provaremos entdo que Ag € simétrica, utilizando o teorema da funcdo inversa aplicado a
uma aplicacdo que descreveremos a seguir. Para todo g = (x,y,z,u,v,w,r,s) proximo a gp =

(1,0,0,a9,bo, co,do, ep), definimos as fungdes:

X X
(@) () 1 x
pi\g)=1y\|, p3\g9)= = = Y|, P2=PpP3 XDl
. (Aop1,Aop1)
folq) =X +y*+22— 1= (p1,p1) — 1,
f1(q) = (Aop1, p1),
(f2, f3, f2)T = Aopa —vpa — rp3,

)
(fs, fo, f1)T = Aops — vp1 — wpa — sp3,
(fs, fo, f10)" = Aop1 —ups.

Note que p1(qo) = e1, Age; = ape3 e assim p3(qo) = e3. Portanto py(qo) = e; x e3 = e2. Segue

das equacdes acima que

fo(qo) = fi(q0) =0,
(f2, f3. f4)" = (boez +does) — boes — does =0,
(f5. fo, f1)" = (ager +coes +epez) — agey — coes — egez =0,
(f3,.fo,f10)" = (age3) — ages = 0.

Observe agora que, para pontos da forma § = (%, ¥,Z, i, 7, w, 7, §) com (%,%,2)T =X e (ii,7,w, 7,§) =
(a,b,c,d,e), temos também f;(§) = 0,0 < i < 10. De fato, para tais pontos, se

pi(@) =X,
A()X :aZ,
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entao
() =7,
(G =XxZ=7,
e assim
fo(qo) = f1(q0) =0,
(fo. 3, fa) =AgY —a¥ —dZ = (a¥ +dZ) —a¥ —dZ = 0.
Analogamente

(fs, for f1) =A0Z —aX — ¥ —eZ =0,
(f8s fo, fi0)T =AoX —aZ =0.

Defina agoraF(‘]) = <f07f17f3af47f57f6af77f10)' Denote g = (x,y,z,u,v,w,r,s) por
q = (x1,X2,X3,X4,X5,X¢,Xx7,X3). Observe que F(qop) = F(g) = 0. Denote a matriz Jacobiana de

F por
ofo  9f /o
dx;  dxp  dxg
of N ofi
dF = 8)61 8x2 o 8x8

dfio 9fo  dfio

axl aX2 o 8x8
Analisaremos a matriz Jacobiana de F, aplicada no ponto go e mostraremos que det(dF (go)) =
4ay(dy — cp). Uma vez que ag > 0, se co # dy, teriamos det(dF (go)) # 0. Sendo assim, pelo
Teorema da Fungdo Inversa, existiria V vizinhanga aberta de gg e F (V) vizinhanga aberta de
F(go) = 0 tal que F € um homeomorfismo de V em F(V), de onde F seria injetiva em V, ou
seja, F(q) #0,Yq# qo,q € V.

Por outro lado, sabemos que todo ponto § como definido anteriormente satisfaz F(g) =
(0,...,0). Observando que §(t) = (X(t),a,b,c,d,e), em que X (¢) é a primeira coluna da matriz
P e que P(ty) = Id, entdo X (fy) = (1,0,0) e portanto G(¢) é uma curva que passa pelo ponto g,
e por fim, como uma curva € continua, entao para toda vizinhanca aberta W C V de go, 3 t; tal
que G(t;) € W, um absurdo. Logo segue que dy = co, e portanto Ay é simétrica.

Vamos entdo mostrar que det(dF (qo)) = 4ao(do — cp). Para mostrar isso, consideraremos

cada uma das derivadas parciais:
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1. Caso fy

d
of _ ) 2AGp) =2(enpr), =123,

8x,~

0, i>3.

0
De forma que fo (qo) =26y;.
ax,-

2. Caso f}
dfi 8AOpl ~ api ~ ~
2L a0 = (22221 o)+ (o, S22 o) = (o ) + (o e,
l 1 1
Agora
Aoel = (0,0,a()),
Ager = (0,bo,dy),
Ages = (ao,co,do),
e entdo
dfi dfi dfi
- =0, =— =0, =— =2 = 2ay.
In: (q0) =0, 9o (90) =0, s (q0) = 2{aoes, e3) = 2ag
) Ifi .
De forma andloga ao caso fy teremos Y 0 para todo i > 3.
Xi

Para os proximos casos, calcularemos explicitamente apenas as derivadas parciais em relagdo a
x; parai > 3. A razdo ficard clara ao calcular o determinante.

3. Caso f3

H= (s 1) e) = (Aopa,er) — (vpa,e) — (rps,ea)
= (Aopa,e2) —xs5(pa,e2) —x7(p3,e2),

07 l:476,8
dx; (90) =4 —(p2(q0),e2) = —1, i=5
—(p3(q0),e2) =0. i=7

4. O caso para f4 € andlogo ao anterior trocando e por e3, assim teremos

9 0 i=4,6,8
fa ‘
ox; (90) =9 —(p2(qo),e3) =0, i=5

—(p3(qo),e3) =—1. i=17
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5. Para os casos de fs, fg, f7, de maneira semelhante, basta observar que:

fasi = A(fs, fo, f1)7,ej) = (Aopa,ej) —xalp1,e;) —xe(pa,e;) —xs(p3,ej), j=1,2,3.
Portanto

dfayj 0 fayj

0 .
f4+] (q()) = —<el,€j>, aX5 (qO) = 0; aX(, (q0> = _<627€j>7

0x4

0 fay; 0 farj
8);] (90) =0, W?(Qo) = —(e3,¢j).

Assim teremos

dfs B e, \ _
a_M(CIO) =—1, a—xé(%) =—1, a—xS(CIo) =—1L

Para os casos restantes, segue que

Ofavj, .
axi (QO) _05 l7é 17273~
6. Caso fio
fari = {(f3: fo, f10)",e3) = (Aop1,e3) — x4(p3, €3),
e entao 5
a’zl_o (q0) = 0,i>5

?(Clo) = —(p3(qo),e3) = —1
X4
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Concluimos dos casos acima que:

2 0 0 O 0 O 0 O
0 0 20 0 O O O O
Ifs 9 9 v 1 0 o0 o
gxl dx,  0x3

fa dfs dfs 0 0 0 —1 0
8)61 8x2 8)63

det(dF(qo)) = det afS afS 8f5 1 0 0 0 0 =

gxl dx,  0x3

fo 9 9 4 o 1 o o
gxl g)CQ a)C3

f1 dfi 9f 0 0 0 0 -1
% i 2

10 10 10

dx;  dxa dx3 - o000
% 0O -1 0 0 0
2
ﬁ 0 0 0O -1 0
a)Q
dfs

— 2(—2ag)det | 2%2 — _4apdet(D).

d
9fs 0O 0 -1 0 O

%

oh 0O 0 0 0 -1

i

oo ;g 9 0 o0

0x>
Uma observacdo € que as linhas 3 e 6 de D sdo iguais a menos do primeiro elemento, a saber,
dfs dfio : : .
—— e ——, respectivamente, de onde podemos concluir o seguinte:
ox,  Jdx

9 9 9 9 9 9
det(D) = (TQ) 0— (a—z) 0+ (a_ﬁ) det(A) — (a—fz) 0+ (a—Z) 0— (%20) det(B)

Em que
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0
0

det(A)=det| 0 0 —-1 0 0 |=1,
0

O -1 0 0 O
O 0O 0 -1 o0
det(B)=det| -1 0 0 0 O |=1
O 0 -1 0 O
O o0 0 0 -1
Logo
_ dfs dfio) _ dfio  dfs
det(dF(qo)) = —461() (a—xz — a—xz) = 4Cl() <a—x2 — a—xz .
Agora
s (. (5,973 I 92 93
xs (q0) = <Ao 95 (QO):el> —ao< 95 (90),e1 ) —co 9% (90),e1 ) —eo 95 (90),e1 ),

e como p3 = Agp1/|Agp1], temos

~ a ~
dp3 L (z9m (AoFEr, Aopr) )

I~ 0 - = 01
dxy  |Aop1| | 9x2 [Aopi|?

Avaliando em ¢, segue que

Ip3 1 (Apez,Aper)

283 (40) = —(0,bo,do) — 0,0,a0) = —
8X2 (q()) aO( y V0, 0) a(3) ( ’ ,610) a0 al

de forma que
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Como ﬂ(qo) = e, concluimos que

0x>
dfs, /I
8_x2<q0) = Co<(9—xz(610)7€1>-
No entanto
dp> ~ (9p3 Ip1 _bo
8_x2(q0) = (8x2 X Pl) (90) + (P3 X 9%, (q0) = o (e2xer)+e3 xen,
€ portanto
0
&_)JZ(%) = —co(e3z X ez,€1) = cp.

Por fim, calculando a derivada de fjo em relacdo a x, temos

0 - d d ~ b?
%120((]0) = <Aoa—i;(%) —boa—S(CIo),€3> = <Aoez — a—gez,€3> = dj.

Concluimos entdo que det(dF(qo)) = 4ao(do — co).

Utilizando os lemas acima poderemos mostrar o seguinte teorema

Teorema 2.1. Seja ¢(s,¢) = a(s)+ B(¢) uma superficie minima de translagdo com a e 3
curvas ndo-planas parametrizadas pelo comprimento de arco. Se k e T denotam a curvatura e a
tor¢ao de uma geradora desta superficie, entdo Kt=C para alguma constante C. Além disso
existe uma matriz simétrica invertivel A tal que B’(¢) x B"(¢t) = AB'(¢).

Demonstracdo. Seja T(t) = B'(¢) o vetor tangente, N(t) o vetor normal unitdrio, e B(t) =

T(t) x N(r). As equacdes de Frenet da curva f3 sdo dadas por

T' = kN,
N = —kT + 1B,
B = —1N,

eseja Hy = span{(B'(1), B’ (t) x B"(t)) :1 € J} C R®. Pelo Lema 2.1 sabemos que dim(H>) = 3.
Como a curva 3 ndo estd contida em um plano, seus vetores velocidade §'(¢) ndo estdo contidos
em um plano e isto nos permite tomar uma base para H, da forma {(vi,wy), (va,w2), (v3,w3)}
onde os vetores {vi,v2,v3} sdo uma base para R3. Ap6s uma mudanca de bases do espago

vetorial H,, podemos assumir que {vi,v,,v3} é a base candnica de R3 {e1 = (1,0,0),e; =
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(0,1,0),e3 =(0,0,1)}. Sejam &; = &;(¢) as fungdes suaves tais que
3
(ﬁ/( ) ﬁ Xﬁ// Z elawl
entdo f'(t) = (1) = (&i(t),&2(), &3(¢)), e assim
3
B X B// Z

Entido nés escrevemos

B'(t) x B"(1) = &(1) x &'(t) = A& (1),

(2.2)

onde A é uma matriz 3 x 3 cujas colunas ndo wy, wp e wz. Como a curva 8 € ndo plana, vamos

considerar uma vizinhanga aberta onde k(f) # 0. Em termos do triedro de Frenet nos temos

que & =T e entdo (2.2) se reduz a
TxT' =T xkN =kB =AT.

Derivando (2.3) com respeito a ¢, obtemos k'B — kTN = kAN e assim

/

AN:%B—TN.

Derivando agora a equacdo (2.4) nés temos

K\’ K
—kAT 4 TAB = (%> B— er — 7'N+1kT — 2B

usando a equacdo (2.3), obtemos

— kAT + TAB = —k*B + TAB.

1 K\’ K
AB=— —) —?+k*)B— (1~ -7 | N+ kT |,
T k k
1K k2 Ko7
AB=(~ (%) e+ S ) B (S B\ N4aT
T\ k T k 7

Logo

€ portanto

(2.3)

(2.4)

(2.5)
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Por causa das equagdes (2.3), (2.4), (2.5), nés concluimos que a matriz da transformacao linear
W — AW em termos da base T, N e B é dada por

com

/ / 2
)= ()~ w0+ 55,

A= 0 —1(t) 4@ |- (2.6)

Mais ainda, a identidade b(¢) = d(¢) implica em

K v K

PRI
1
ou equivalentemente, 0 = 27k’ + k1’ = z (sz)’. Concluimos entdo que k>t = C, onde C é uma

constante. Com a nota¢@o usada no Lema 2.2, note que A = QAQ". Entio o determinante de A
édet(A) = —k?t = —C. Podemos observar que C # 0 porque a curva 3 € ndo plana e portanto

A é invertivel. Pela simetria dos argumentos 0 mesmo vale para a curva Q. U

Observacdo 2.1. A condi¢do KPt=C para uma curva espacial aparece como a segunda equacao

que satisfaz a eldstica, uma curva a qual é um ponto critico do funcional / k2 ds. Isto pode ser
visto com mais detalhes em [11].
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2.2 Descricao das superficies minimas de translacao

Nesta sec¢do iremos descrever todas as superficies minimas de translacdo as quais as
geradoras sdo curvas ndo planas. Essencialmente, vamos provar que existem tantas superficies
de translacdo quanto existem cones quadraticos em R>. Toda forma quadrética x — (Ax,x) com
uma matriz simétrica ndo singular A, define uma superficie de transla¢do ¢ (s,z) = B(z) + B (s)
tal que B'(¢) estd no cone {x € R : (Ax,x) = 0} e tal que a torgdo vezes a curvatura ao quadrado
de B € igual a menos o determinante de A.

O préximo resultado mostra como a matriz A no Teorema 2.1 muda de acordo com movi-

mentos rigidos e homotetias.

Lema 2.3. Seja ¢(s,7) = a(s) + B(¢) uma superficie minima de translagdo e seja A a matriz

. s, . . . . ! /
simétrica invertivel que satisfaz B’ x B = AB’.

1. Se P é uma matriz ortogonal, entio a superficie Po ¢(s,t) = ¢(s,t) é também uma

s,t) ét
superficie minima de translagdo, cujas geradoras sdo &(s) = Poa(s) e f(1) = PoB(t) e
a matriz A do Teorema 2.1 é A = PAP”.

2. Dado um nimero ndo nulo A, a superficie A ¢ (s,¢) é uma superficie minima de translagéo,
cujas geradoras sdo &(s) = Aa(s) e B(r) = AB(r) e amatriz A do Teorema 2.1 6 A = LA

Demonstragdo. Este resultado segue diretamente do Lema 1.3, restando mostrar:

Caso (1) - Lembramos aqui que como P € linear temos

§(s,1) = Pog(s,) = Po (at(s) + B(s)) = Poax(s) + Po B(s) = &(s) + B(2).

ou seja, & e B serdo as geradoras de ¢ (s,7). Quanto 2 matriz A basta observar que do Lema 1.2

concluimos que
PR’ x PB" = P(B' x B") = PAB' = PAPT (PB'),

e entao
A =PAPT.

Caso(2) - Aqui, lembramos que
A9 (s.1) = 2(a(s) + B(s)) = Aax(s) + AB(s) = a(s) + B (1),
ou seja, & e B serdo as geradoras de A ¢ (s,). Neste caso, para a matriz A teremos

A x 2B" = 22(B' x B") = A°AB' = 2A(AB'),
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eentio A = AA. O

Usando o Lema 2.3, sabemos que a menos de um movimento rigido de uma superficie
minima de translacdo ¢(s,z) = o(s) + B(¢), podemos assumir que a matriz A que satisfaz
B’ x B” = AB’ é diagonal. Isso é possivel pois A é simétrica e portanto diagonalizdvel e além
disso basta considerar a matriz P do lema como sendo a matriz da troca de base para a base
dos autovetores. Denotaremos por A1, A e A3 os autovalores de A. Como /(1) € S? e B(¢)
satisfaz ' x B = AB’, logo (AB’, B') = 0 e portanto B’ esta em

C =SN{(x1,x2,x3) € R : A1 + Aox5 + A3x3 = O}

Entdo concluimos que nem todo A; pode ter o mesmo sinal. Mais do que isso, o Lema 2.3 nos
permite assumir que A; e A, sdo nimeros reais positivos e que A3 = —1 pois como A é uma

matriz invertivel temos A;, A, A3 sdo diferentes de 0, assim basta considerar o A do lema como

1 . . . ..
sendo A = T Portanto, a menos de um movimento rigido e uma dilatagao da superficie,
3

podemos assumir que
2 2 2
7L]x1 +A/2X2 — X3 0,
2, .2, 2
xl + X2 + X3 = 1 .

Somando as equacdes temos
M+ D+ (A +1)x3 =1,

0 que nos possibilita escrever

cos(s) = A+ lxy,
sen(s) = /Ay + Lx.

Sendo assim, para algum 0 < a < 1 e para algum 0 < b < 1 nds temos que x; = acos(s) e

1-a? 1-b?
xp = bsen(s), em que A} = _2a el = —

e Ay como (1 —a?)/a* e (1 —b*)/b* é devido ao fato que neste caso, uma das componentes

. A razdo pela qual decidimos escrever A;

conexas de C pode ser parametrizada como

(x1,x2,x3) = (acos (@), bsen(@), \/1 —a2cos? (@) — b2sen?(9)).
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Assim, considerando essa mudanca de varidvel, podemos reescrever a matriz A como

1— 2
L 0 o
a 2
A= 1—b . 2.7)
0 — 0
o 0 -l

Munidos deste resultado podemos provar o seguinte Teorema.

Teorema 2.2. Seja ¢(s,7) = a(s) + B(¢) uma superficie minima de translagdo, com o e 8
parametrizadas pelo comprimento de arco e ambas curvas ndo planas. Entdo a menos de uma

reparametriza¢do, uma dilatacdo e um movimento rigido, temos que

B(t)=oa(t) = /t(acos (f(2)),bsen(f(1)), \/1 —a?cos? (f(t)) —b%sen?(f(t)))dt, (2.8)

onde a funcdo f satisfaz a equacdo diferencial

V1 —a?cos?(f(t)) _bZSenz(f(t)).

@)= " (2.9)

Reciprocamente, se f é solucgdo de (2.9), a superficie ¢ (s,7) = a(s) + B(¢) com B definida
como em (2.8) é minima.

Demonstragéo. Pelo Lema 2.3 podemos assumir que 8’ (¢) satisfaz a equagdo (B'(¢),AB’(¢)) =

0 onde A é a matriz dada em (2.7), ou seja, podemos escrever o 8’(¢) como sendo

B'(t) = (acos (f(2)),bsen(f \/1 —a?cos? (f(1)) —bzsenz(f(t))) ,

pois fB'(t) pertence ao cone C. Desta forma, podemos entéo definir §(z) como sendo

B(t) = /t (acos (f(2)),bsen(f \/1 a®cos? (f(1)) —bzsen2(f(t))> dr.

Da demostragdo do Teorema 2.1, temos que se k e T denotam a curvatura e a tor¢ao de 3,
respectivamente, entao
(1—a®)(1-b?)

KT =—det(A) = 5

(2.10)

Agora 3 é p.c.a., entdo como no item 3 da demostracéo da Proposicdo 3.1 , temos

<B/(t) x B//(t),ﬁ///(t» — sz.
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Com a notagdo f(t) = f, escrevemos

"cos(f)sen(f)[a* — b?
M@:(%ﬁmm&ﬁmm’f (f)sen(f)[a® — b?] )

VI @ cos() — bPsen®(])

Derivando novamente e utilizando a nota¢io 8 = (1 —a*cos?(f) — b*sen’(f)), obtemos

B"(t) = (61,6,65) = <— al(f')*cos(f) + f"sen(f)], b[f" cos(f) — (f')*sen(f)],

(® = b%)(f"sin(f) cos(f) + (/)2 cos>(f) — (f')*sen?(f))(8) — (a® — b*)*(f") sen’(f) cos® (f))
§3/2

—al[(f')*cos(f) + f"sen(f)]

_ blf" cos(f) — (f')*sen(f)]
(@) (f"sen(f)cos(f)(8) + (f')*(cos?(f) — a®cos*(f) — sen?(f) + b?sen*(f)))
§3/2

Y

€ entdao bf’ cos(f) (a2 )
NES
B'(t) x B"(1) = | —af'sen(f)(1-b?)

SISS
|
~
29 8
N—

abf’
Para calcular (B'(¢) x B"(¢), " (¢)) = 61601 + 626, + 0363, € utilizando a notagdo
b

8 = (1 —a®cos®(f) — b*sen’(f)), observemos que

bf'cos(f)(a*>—1)8
§3/2 !

6161 = —a[(f")*cos(f) + f"sen(f)]

af'sen(f)(1—b?)5

026, = =b[f"cos(f) = (f')sen()] ST

%ﬁgbz){ 8 f"sen(f) cos(f)+ (f')?[cos’(f) — a* cos* f —sen®(f) +b>sen’ f]}.

Resulta dai que 010; + 0,60, é igual a

0303 =

_a(é?{/f { COS a — 1) —senz(f)(l _bZ)] +f"cos(f)sen(f)[(a2— 1)+ (1 —bz)]}
= —ag3f/25{ Cl cos? )+b23en (f)— 1]+fUCOS(f)Sen(f)[(a2—bz)]}

- ‘% {=8(f")*+ f" cos(f)sen(f)[(a*> — 7))},
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e portanto, somando com 6363 o termo que multiplica f” é nulo, de fato

aé)z{‘/’zé {f"sen(f)cos(f)(a* —b*) — f" cos(f)sen(f)(a* —b*)} = 0.

Sendo assim, temos que

\3
0101 + 026, +030; = al;(3_1;2) [52+(a2 —b%)(cos?(f) —azcos4f—senz(f)+bzsen4f)} :

Uma vez que
8% = 1—2d% cos®(f) — 2b%sen’(f) 4 2a*b* cos? (f)sen®(f) +a®* cos*(f) + b*sen*(f),
e ainda, (a® — b?)(cos?(f) — a*cos*(f) — sen®(f) + b*sen*(f)) sendo igual a

a?cos?(f) —a*cos*(f) — a®sen®(f) 4+ a’b?sen*(f) — b? cos? (f)+
+a?b? cos*(f) + b?sen’(f) — b*sen*(f),

temos que 82 + (a* — b?)(cos>(f) — a*cos* f —sen?(f) 4 b*sen* f) se resume a

1 —a?cos?(f) — b*sen®(f) 4 2a*b* cos®(f)sen®(f)
—a*sen’(f) +a*b*sen*(f) — b cos®(f) +a*b*cos*(f) = 1—a*—b*+
+a*b* [sen*(f) +cos*(f)] ?
= 1—a*—b*+a°p?
(1—a*)(1—b%).

Concluimos que
b(F 3
010, + 0,0, + 0365 = 616(3—];2)(1 —az)(l —bz).

De onde enfim escrevemos

ab(1—a®)(1 = B2)f (1)}

Kt = (B'(e) x B" (1), B" (1)) = (1—a2cos?(f(r)) —b2sen(f(1)))3/?

E assim, utilizando a equagdo (2.10) conseguimos

ab(1—a?)(1 =) f' (1)} (1-a®)(1-B?)

(1 —a2cos?(f(r)) —b2sen?(f(r)))3/2 a’b? ’
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entao

fl)=

((1 — a?cos2(f (1)) — b2sen?( f(t)))3/2> 173 V1o (1) — Bsen’ (F(1))
ab3 ab ’

ou seja, deduzimos a equagdo diferencial ordindria (2.9) a qual f satisfaz.
Para provar que a menos de uma reparametrizacdo podemos tomar ¢ (¢) = f(¢), vamos

relembrar as definicdes dos subespacos vetoriais Hy e H, de RS:
Hy = span{(a'(s) x o' (s), ' (s)) : s € I},

Hy = span{ (B'(1). B'(t) x B(1)) : 1 € J}.

Se lembrarmos a interpretacdo da matriz A com respeito ao espago vetorial H, dada na prova

do Teorema 2.1, temos que os vetores wy, wo € w3 sdo as colunas da matriz A, logo

1—-ad? 1-b?
w1 = (77070) y W2 = (O’b—2’0> y W3 = (0707_1)

Assim os seguinte vetores formam uma base para H,

2

1—a 1 —b?
(1,0,0,7,0,0) , (0, 1,0,0,7,0> ,(0,0,1,0,0,—1).

Pelo Lema 2.1 sabemos que H; é o complemento ortogonal de H, e portanto

2

l—a -0
V]Z _77070717070 7V2: 07—770707170 7V3:(0707_1707O’1)

formam uma base para H;. Por definicao de H; obtemos que
3
(o (s) x &"(s),0(s) = }_ &ils)Vi,
n=1
assim, (&1(s), & (s),&(s)) = &' (s) e portanto

a'(s) x o (s) =Ad(s).

Uma observagao importante que deduzimos aqui € que a mesma matriz A que funciona para
a curva f3 funciona para curva «. De fato, isto pode ser observado da maneira como é definida

a base {V,V»,V3} e da demostragdo do Teorema 2.1. O mesmo argumento construido acima
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mostra que o' (s) pode ser escrito como o vetor 8’(¢). Assim, o' (s) também estard contida em
C. Considerando entdo a curva &(s) = a(—s) se necessdrio, teremos ¢’ (s) e () na mesma
componente conexa de C.

Entdo sendo a mesma matriz para ambas as curvas, podemos concluir que a fungio f(s)
que satisfaz a equagdo (2.9) para o caso da curva a(s) é a mesma que f(¢) a menos de condi¢do
inicial. Desta forma, podemos concluir que o intervalo maximal de defini¢do da funcao f(r) é
o mesmo de f(s) a menos de um deslocamento por m € R, isto é, f(s+m) = f(t). A partir
deste raciocinio, considerando a curva &(s) = o(s+m) se necessdrio, poderemos assumir que
o(s) = B(s).

Reciprocamente, seja ¢ (s,t) = B(s) + B(¢) uma superficie com 8 como em (2.8) e f'(t)
como em (2.9). Entdo, segue de (1.1) que H = 0 € equivalente a

(B"(s)x B"(s),B"(1)) + (B(r) x B"(1), B'(s)) = 0.
Utilizando desta vez a notacdo
{ 8 = (1—a’cos’f(s)— bzsen2f<s>> f’<s> =/8,/ab,
& = (1—d?cos® f(t) —bsen’f (1)) , f'(t) = /& ab,

€SCrevemos

B'(t) = (acos (f(t)),bsen(f \/gt> ,
(5))

B'(s) = (acos (f(s)),bsen(f \/gs>
(_\/Esenf( s) \/_scosf(s) cos(f )sen(f)[az—bz]).

b ’ a ab
Entao
sen’f(s)cos f(5)a® ~ 7] _ &cos (s
BY(s) x Bl(s) = | _senf(s)cost f(s)la®—b?)  Sysenf(s)
VB0 105 +sent ()
L et ps)fa? 7] 8) | (@)
= | M cos o)l )-8 | 7 [ ) |

e V&,
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em que os vetores foram escritos na forma de coluna para melhor visualizagdo. Portanto
(B'(5) % B" (), B'(1)) = ((a® = 1) os (£(1)) c0s (£(s)), (6% = Dsen( £ (1) sen(F(5)), /5 /3,).
Por simetria

(B'(1) % B"(1),B'()) = (@ = 1) o (£(s)) cos (£(1)), (62— Dysen(F(s))sen( (1)), /8.5,

€ entao
(B'(s) x B"(s), B'(t)) — (B'() x B"(r), B'(s)) = 0.

Concluimos assim que ¢ (s,¢) é minima. O

Observacdo 2.2. A equacdo diferencial (2.9) pode ser solucionada da seguinte maneira:

Escrevemos

df  /1—a*cos?(f)—b*sen®(f))
e ab '
Considerando-se a condi¢ao inicial f(0) = 0, integrando temos

/f(t) ab
0 /1—a2cos?(y) —b2sen?(y))

dy =t,

A integral acima pode ser resolvida da seguinte forma. Observe inicialmente que

\/1 —a?cos?(y) +b%sen?(y) = \/1 —a?(1 —sen?(y)) + b%sen?(y)
= \J1-a— (1 a)sen’(y)

b2 — a2
= \/l—az\/l— 2 sen?(y),

ou seja, podemos escrever a integral como

V1—a? /f(f> 1 J
= R
ab 0 /1—K2sen?(y) Y

Utilizando a notagdo de [25], reescrevemos a equacgao acima como

V1—a? /ﬂt) 1
=
ab 0 /1—K2%sen?(o)

do =F(f(t)|K?),
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Cl2 _ b2
a—1
m=K 2, sendo resolvida em termos da funcio amplitude de Jacobi de forma

f(t) =am ( la; azt,K2> .

Funcdes deste tipo sdo suaves e definidas em toda a reta como pode ser observado com mais
detalhes em [26].

onde K? = ( > e F(f(t)|m) é a integral eliptica de primeira ordem com parimetro

Observagdo 2.3. Se B(t) é uma curva ndo plana em R3 parametrizada pelo comprimento
de arco, e existe uma matriz simétrica invertivel A tal que B'(¢) x B”(t) = AB'(t), entdo
o (s,t) = B(s) + B(t) parametriza uma superficie minima, e podemos ver isso devido ao fato
de que H = 0 € equivalente a

(B"(s) x B'(s), B()) + (B'(s), B'(¢) x B" (1)) = 0.

Como B'(¢) x B"(t) = AB'(¢), entdo a equagio se torna

—(AB'(s),B"(1)) + (B'(s),AB'(t)) =0,

o que € trivial porque a matriz A é simétrica e portanto auto-adjunta, como visto no Lema 1.4.

O préximo coroldrio mostra que podemos ver o Teorema 2.2 como a reciproca do Teorema
2.1.

Corolario 2.1. Se 8 = B(t) é uma curva regular ndo plana tal que k>t = C e B’(¢) esta contido
em um cone da forma {x € R? : (Ax,x) = 0}, entdo ¢ (s,z) = B(s) + B(¢) define uma superficie

minima.

Demonstragdo. seja B uma parametrizagdo de B pelo comprimento de arco. E claro que B'
também pertence ao cone {x € R3: (Ax,x) = 0}. Agora, observando que A é simétrica e néo
singular, teremos que det(A) = o # 0, considerando A = {/—C/ o obteremos que

det(AA) = A3det(A) %Cdet(A) ~_¢

ou seja, trocando A por AA para algum A diferente de zero se necessario, podemos assumir
que C = —det(A). Como na demostracio do Teorema 2.2, a equacio k>t = —det(A) junto com
B’ (¢) estar em

C=S*N{xeR’: (Ax,x) = 0}
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implica em, a menos de um movimento rigido, uma reparametrizacio e uma dilatacao, 8 tem a

forma

/ (acos (f(2)),bsen(f(1)), \/1 —a?cos? (f(1)) — bzsenz(f(t))) dt,

onde f(t) satisfaz a equacdo diferencial

V1= @0 (7)) = Psen (1))
ab ’

fle)=

para niimeros reais a e b. Entdo ¢(s,r) = B(s) + B(r) é uma superficie minima e portanto
o (s,t) = B(s)+ B(r) também o é, uma vez que a curvatura média ndo é afetada por movimento

rigidos, reparametrizagdes e/ou homotetias, como foi mostrado na Observacgao 1.1. [

Pelo Teorema 2.2, sabemos que as geradoras de uma superficie minima de translacdo
satisfazem k>t = C para alguma constante C. Primeiros exemplos de tais curvas sdo as
curvas em que k e T sdo constantes, que sdo chamadas de hélices circulares. Para qualquer
hélice circular B parametrizada pelo comprimento de arco, a menos de um movimento rigido,
podemos parametrizar 3 da seguinte maneira §(¢) = (acos(t),asen(t),bt) e portanto §'(t) =
(—asen(t),acos(t),b) para a e b niimeros reais tais que a* +b*> = 1, ou b*> = 1 —a°. E facil

ver que
Z ~

/ N
B’ e {(%)’,Z) eR :c7+47_ﬁ20} =C,
um cone que pode ser descrito como

C={X eR®: (AX,X) =0},

onde a matriz A pode ser escrita como

2 1— 2
o o L 0 0
a 2 a 2
A: b = l_a 5
0 % 0 0 —— 0
0 0 -1 0 0 -1

ou seja, a matriz de (2.7) com a = b. Assim sendo, pelo Corolério 2.1 e pelo Teorema 2.2
obtemos

Corolario 2.2. Seja § = B(s) uma hélice circular. Entdo a superficie ¢ (s,z) = B(s) + B(¢) é
minima. Mais ainda, se ¢(s,7) = ot(s) + B(¢) é uma superficie minima, entdo a menos de um
movimento rigido, uma dilatacdo e uma reparametrizagdo, temos que o (s) = B(s). A superficie

neste corolario € um helicoide.
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Demonstragdo. Com as obervagdes feitas anteriormente sobre hélices circulares, o primeiro
resultado desse Lema segue direto do Corolario 2.1. O segundo resultado segue direto do
Teorema 2.2. Para o dltimo resultado, procedemos como no Exemplo 1.2. Basta observar que,
fazendo u = b(s+t),v=>b(s—1), teremos

B(s)+B(t) = (a(cos(s) +cos(t)),a(sen(s) +sen(z)),b(s+1))

(oo (%) () (o () oo (1)) )

= (2a(sen(Ou)cos(0v)),2a(cos(Ou)sen(0v)),u) = ¢ (u,v),

ou seja, um helicéide com 6 = 1/2b. O]

Vamos agora fazer uma checagem de que a as superficies do Teorema 2.2 com a = b sdo
helicéides observando que a equagio (2.9) se reduz a f/(t) = £/ 1 —a / a” e sua solugdo é
f(t)=At+pcomA ==++v1—a?/a* e u € R. Entdo

B'(¢) = (acos(At +p),asen(At + ), A).

A menos de uma constante de integragdo temos a curva

B(t) = %(asen(?tt + 1), —acos(Ar+ ), A%).

Esta cuva é uma hélice circular com raio a/(1 — az) /4 ¢ passo \/ 1 —a?/ a® e sabemos que
pelo Corolério 2.2 que esta superficie € um helicéide.

Antes de apresentarmos os exemplos vamos fazer uma observacdo importante.

Observagdo 2.4. A curvatura e a tor¢do de uma curva que atende aos resultados apresentados
neste capitulo serdo calculadas a seguir:

Primeiramente, levando em consideracdo a seguinte derivagcao

"Ta?cos(f)(—s 2e S
%(\/l—aZCosz(f)_bZSen2(f)) 2 zvif)(azczr;(zf))+l;2861;(2®<):o (f)]
sen(2f)(a*> —b?)f'
2y/1—d2cos?(f) —b%sen2(f)’

teremos

Sen (12— 2
B'(1) = /' (—asen<f>,bcos<f>, Gf)a —b) )

2¢/1—a2cos?(f) — b2sen?(f)
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Entdo usando (2.9) escrevemos

sen? a® —b*)?
‘ﬁ”(t)’z (Zf)( b ) )

N2 [ 2can2 2 cos?
(f) (a sen”(f) + b“ cos (f)+1—a2cosz(f)—b286ﬂ2(f)

#[(azsenz (f) + b2 cos?(f))(1 — a*cos?(f) — bPsen’(f))
+ sen?(f)cos?(f)(a® —b*)?]
)

- 21[92 [a®sen®(f) + b* cos?(f) — a*sen®(f) cos?(f) — a*b*sen*(f)

— bzlctzcos4(f)—b4sen2(f)co (f) +sen?(f)cos®(f)(a* — 2a*b* + b*)]

= 3 ——[a®sen®(f) + b* cos?(f) — a®b*(sen*(f) + cos*(f) + 2sen®(f) cos?(f))]
1

= 22 —— [a*sen®(f) + b cos?(f) — a*b?).

Desta forma concluimos que

Varsen?(f(t)) +b2cos?(f(t)) — a2b?

K0 = 1B"()] = =

Como

1-a®)(1-b?
eIy (K]
obtemos a tor¢ao
B (1—a?)(1-0%)
Tlt) = a?sen(f(t)) +b2cos?(f(t)) —a?b?

Vamos agora dar dois exemplos numéricos de superficies minimas de translagao.

Exemplo 2.1. Considere a =2/3 ¢ b = 1/2 no Teorema 2.2. Teremos

2r (1-a®)(1-0%) 15
- a’b? 4

Neste caso k assume o valor

V/16sen2(f(t)) +9cos2(f(t)) — 4
5 :

k(t) =
Observamos dai também que a tor¢ao é

15
16sen2(f(t)) +9cos2(f(t)) — 4"

(1) =
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Utilizando agora o valor inicial f(0) = 0, encontramos uma solugéo de

710 =31~ feast(0) S ()
£(0)=0

Como sendo

f(t) =am (\/gt

7
20)°

onde am(x|m) € a funcdo amplitude de Jacobi, e suas propriedades podem ser observadas em
[26].
Na figura abaixo , plotamos a curvatura k e a tor¢ao 7 de 3 obtidas em (2.8) mostrando que

nem k nem T Sao constantes.

Curvatura a esquerda e torcao a direita.

Na figura a seguir, plotamos a curva geradora § com condi¢ao inicial f(0) = (2,1,0) e a
superficie de translagdo ¢ (s,7) = B(s) + B ().
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B3

<17
Curva geradora a esquerda e a superficie a direita.

O exemplo a seguir € autoral e foi feito para apresentar um exemplo semelhante, porém

para valores diferentes

Exemplo 2.2. Considere a = 1/4 e b= 1/3 no teorema (2.2). Teremos

(1-a®)(1-0%)

2. _ _
kT = oy = 120.

Neste caso k assume o valor

A torgdo é
120

) = Sem2 (F(0)) T 16002 (F (1)) = 1"

Utilizando agora o valor inicial f(0) = 0, encontramos uma solucao de

£(0) = 12\/ = ccos2(f(0)) ~ gsin? (1))
£(0)=0

Como sendo

f(t) =am (3\/Et %) :

Na figura abaixo , plotamos a curvatura k e a tor¢do T de  obtidas em (2.8) mostrando,

novamente, que nem k nem 7T sdo constantes.
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Curvatura a esquerda e tor¢ao a direita.

Na figura a seguir, plotamos a curva geradora 3 com condig¢do inicial B(0) = (2,1,0) e a
superficie de translagio ¢ (s,z) = B(s) + B(z).

[~

034

464

Curva geradora a esquerda e a superficie a direita.



Capitulo 3

Superficies minimas de translacao:
classificacao e construcao

Neste capitulo, apresentaremos resultados de classificacdo e um método de construcdo
para superficies minimas de translagio de R?, baseado no artigo [8]. Iniciaremos abordando
dois resultados ja conhecidos, que foram apresentados em [8] com provas alternativas, a saber,
uma classificagdo das superficies minimas de translacao quando uma das geratrizes € plana
(Teorema 3.1) e quando uma das geratrizes é uma hélice circular (Teorema 3.2). Em seguida,
serd provado que, além do plano e das superficies minimas do tipo Scherk, e a menos de
reparametrizacdes das curvas geradoras, qualquer superficie minima de translacao pode ser
descrita como W(s,7) = a(s) + o(t), onde & é uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco s, sua curvatura k é uma solu¢do da EDO auténoma (y' )2 + y4 + 03y2 + c%y_2 +cicp =0
e sua tor¢do é 1(s) = ¢ /k(s)?. Aqui ¢; # 0, ¢2 e ¢3 sdo constantes tais que a equacio
ctibica —A3 4+ coA2% — ¢34 + ¢ = 0 tem trés raizes reais A1, A, e A3. Finalizaremos o capitulo
apresentando um algoritmo que permite construir superficies minimas de transla¢do no espago

Euclidiano.

3.1 Resultados de classificacao

O resultado a seguir, segundo Hasanis e Lopez, oferece uma demonstracio alternativa ao
resultado provado originalmente em [5], que diz respeito a uma superficie minima de translacio

quando uma das curvas geratriz € uma curva plana.

Teorema 3.1. Seja S uma superficie minima de translacdo ndo plana. Assuma que uma,

digamos ¢, das curvas geradoras € uma curva plana. Entdo
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1. A curvatura k, de o satisfaz a EDO auténoma
AN
(;) +y>=0. (3.1)

2. A curva o € um movimento rigido de
o(u) 0,~ Log(cos(cw)) ), ue (=, T 3.2)
u)=u,0,—- cu u —, = . .
] c g Y 2C ) 2C

3. acurva geradora 3 é também uma curva plana e S é uma superficie do tipo Scherk.
Demonstracdo. Seja @ (s,t) = a(s)+ B(t) parametrizacdo local de S.

1. Sendo o curva plana, temos 7, = 0. Segue de (1.4) que

K\
((k—“) +k3,> (ba,tg) =0,Vser.
o

al /
ComO II/S — a/ ’lljf = ﬁ/’ l)USS == a”’ ll[[l = B// € II/SI = O’ teremos N = W%l’;/’ € portanto
— €g—f2 _ _<a/7a//7ﬁl><a/7ﬁﬂvﬁ/> _ _<kaba’tﬁ><ta’kﬁbﬁ>
T EG-—F2 ’alxﬁ/’4 - ’alxﬁ/’4 :
Assim concluimos que
KRB i ) (tasb 3.3
_W< > tg) (ta; bg). (3.3)

Se (ba,tﬁ> = 0 em um conjunto aberto, teremos por (3.3) que K =0. Agorase K =0¢
H =0 entdo S é um plano, uma contradi¢do. Entdo neste caso devemos ter

K\
(i) +k5 =0.

2. A EDO autdénoma (3.1) pode ser reescrita como sendo

1
Y — ;(y')2 +y* =0,
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dw 1d
Considere a substituicdo de varidvel w(y) = (y/ ) entio d—y =2y"y, ousejay”’ = Ed_w
y y
Assim podemos reescrever a EDO como sendo
d
2 =0. (3.4)
dy 'y

Considere portanto para a solugdo o fator integrante

2 oln 1
u(y) — el T3V = 200 :F.

1
Multiplicando entdo a (3.4) por — obtemos
y

1 dw w
————2 = _2y7
ydy 7y
ou seja
d
Aw0) _ _,,
dy y*
Integrando com relacdo a y teremos
w
e

isto é, w = —y4 + Cy2 = y2 (C— yz), em que C > 0 é uma constante. Portanto podemos

calcular
dy

dt

0= [ s o= g /€27

Multiplicando a equag¢do acima por —/C, temos

C —+2
+(ct +c1) = tanh ™! < Cy ) :

Aplicando a tangente hiperbdlica em ambos os lados concluimos que

y3(C—y?)

como

e(ct+c‘1) o e—(ct—l—cl) C— yz

tanh(£(ct +c1)) = elcrter) ¢ o—(erte) C
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Portanto,
y? = C(1 —tanh?(%(ct +¢1)) = Csech?(£(ct +c1)).

Como ¢ = V/C, temos y(1) = csech(%(ct +cl1)), isto é

2C€:t(ct+c1)

y(t) =

- 1+ei2(ct+cl)’
de onde fazendo y = kq(¢) concluimos que

Dcet(ct+er)

k(1) RSl

onde ¢ > 0, ¢; sdo constantes. Fazendo s = £(ct + ¢ ), veremos que a curvatura de o é
a mesma da seguinte curva

- 7T

Yu) = (u,O,—%ln(cos(cu))) ue (2— —) | (3.5)

¢’ 2c
quando parametrizada pelo comprimento de arco s. De fato,
Y (u) = (1,0,tan(cu)))
Y'(u) = (0,0,csec?(cu))).

Calculando o comprimento de arco

5 — /Ou 1Y (u)| du = /0” \/HTHZ(C”)CZM _ /0“ COS}CM) du— ln(tan(cu)c—l- sec(cu))7

assim

e® = tan(cu) + sec(cu).

Podemos determinar a curvatura de uma curva nao p.c.a. pela seguinte equagao

b = LY@V @]  esele) c
! 1y (u) 1P (1+tan2(cu))3/2  sec(cu)’

agora

c 2c¢(tan(cu) +sec(cu)) _ 2c(tan(cu) +sec(cu)) _2ce”
sec(cu)  2sec(cu)(tan(cu) +sec(cu)) 1+ (tan(cu)+sec(cu))? 1+ €28’
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€ portanto

2ce**

k5) = T

Pelo teorema fundamental das curvas planas, a curva o € igual a 7, a menos de um

movimento rigido.

3. Apds um movimento rigido, podemos supor que & é como em (3.5). Seja B(v) =
(B1(v),B2(v),B3(v)) a outra curva geradora de S parametrizada pelo comprimento de

arco v. Usaremos a condi¢do de minimalidade

B/ (1) (o' (s) > a"(s), B'(1)) = et (1) (' (1), B' () x B"(s)), (3.6)

proveniente da Proposicao 1.1. Temos que

BIBY — BBy 0
B'xB"=| BB —BiBs |, o' x o = | —¢/cos*(cu) |,
BIBY — B! 0

portanto

(o, B" x B") = (BsB3 — B3By) +ran(cu) (15 — B2BY')

<ﬁ/, o % OC”> _ CO_S;([iZu).

Agora como |B'> = 1, |&'|* = 1 +tan®(cu) = 1/ cos*(cu), obtemos

P (BB — B3BY) +tan(cu) (BB — BT

cos?(cu)  cos?(cu)

entao
sen(cu)

cPo+ (B3 = BsBy) + T (BiBy = B2Bi)] = 0,

s(cu)

e concluimos que

cos(cu)[cBy + a3 — B3Py + sen(cu) [Bi By — B2y’ = 0.

Sabendo que sen(cu) e cos(cu) sdo linearmente independentes, podemos deduzir que

B+ BBy — BBy =0, BBy — BB =0. (3.7)
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Antes de prosseguir, observe que, como f3 € p.c.a. e considerando o triedro de Frenet,

temos
(B'(1),B"(1),B" (1)) = (B'(t)xB"(1),B"(r))
= <tB xknﬁ,k'nﬁ —I—knb)
= k<b/3,k,n[3 —|—k(—ktﬁ+’€b[3)> .
= k*(bg,thg)
szﬁ.
Portanto,
.. BB"B") _ (BB = BiBy) + B (BB — BiBy) + By (BiB) — B.BY)
S K5 |

Se f; ¢ uma fungdo constante, entdo 3 é uma curva plana, para ver isso basta observar que
pois B/ = B/ = B/ = 0. Assim, se B; é constante, 8 € uma curva plana. Caso contrario,
observando que 85 = 3381 /B1, podemos combinar as equagdes para obter

cBiB; + BiBBy — B3 By BY
Bi

=0,

ou seja
Ba(B3Br’ — cBi — Biy) = 0.

Se B, é uma fungdo constante, temos novamente que 3 é uma curva plana. Caso contrario,
a equacdo acima implica em

B3BY’ = cBi + 1B’

Levando em consideracio a segunda equacdo em (3.7), temos

(BiB) = BBy + BBy = BBy + BB, = (BI'Ba),

assim {33 = B;{" B5. Aplicando essa identidade em conjunto com (3.7), temos

(B".B",B") = —cBi" B — B"(BiB5 — B3Bi') = —Bs"(cBi + i3 — B3py') = 0.

O que como foi observado anteriormente implica em 7g = 0 € portanto 3 € uma curva
plana. Agora de acordo com o item 2 desta proposi¢ao, 8 é, a menos de um movimento
rigido, a curva parametrizada em (3.5). Colocando (v) = Ac(v), onde A é uma matriz
ortogonal e 6(v) = (v,0,—(1/d)In(cos(dv))) com d > 0 uma constante. Aplicando a
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condi¢do de minimalidade (3.6) novamente e lembrando que A € linear, temos
Ac’ ()] (a' (1) x @ (u), AT’ (v)) = & ()| (e (u),AT (v) x Ac” (v)),
como A é ortogonal teremos

46’ (V)]” = (A0’ (v),Ad’ (v)) = (0’ (v),6'(v)) = |0’ (V) 2,

e também
|6'(v)]> = 1+tan*(dv) = 1/cos?(dv),
o (W)]> = 1/cos*(cu),
a xa” = (0,—c/cos*(cu),0)

Considerando agora A = (a;j), i, j = 1,2,3 obtemos

Ao’ = (a1 +ajztan(dv),ay +axztan(dv), a3 +azztan(dv)),

d
Ac” = m (0137612376133) )

assim

ass (0121 +ax tan(dv)) —an (6131 “+aszz tan(dv))
Ao XAoc' = —V a13(a31 +asz tan(dv)) —a33(a11 +a13tan(a’v)) ,
a23(a11 —|—a13tan(dv)) — a13(a21 + a3 tan(dv))

e entao

1 d
cos?(cu) cos?(dv)
—ap3(az) +azstan(dv)) + tan(cu)[arz (a1 + apztan(dv)) — ay3(az; +azstan(dv))]} =

_ 1 —c(a21 + a3 tan(dv))
~ cos?(dv) cos?(cu)

o' (u)[*(Ac’ x Ac” o) =

{asz(az) +axztan(du))—

=|o'(v)](o x &, Ac”),

portanto podemos calcular

. ( sen(dv)

axl +ans
c

os(dv)

+tan(cu)[azs(ay) +aztan(dv)) — ay3(az; + axstan(dv))|} = d{aszar; — axzaz +

> = d{a33 (a21 +a tan(du)) —an3 (a31 +asz tan(dv))—l—

—|—tan(dv) (a33a23 — a23a33) —|—tan(cu) [a23a|1 —apzan —Han(dv) (a23a13 — a13a23)]} =
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sen(cu
=d <a336121 —axaz; + ( )(a236111 —0136121)) -
cos(cu)

Como os dois lados da equagdo acima dependem de varidveis diferentes teremos

sen(dv sen(cu
—c | az1 + a3 (dv) = A =d | azzay; —axaz + sen(cu) (apzai —aizazy) |,
cos(dv) cos(cu)

em que A é uma constante. Segue da primeira igualdade que
—c(ap; cos(dv) +assen(dv)) = Acos(dv),

logo
(A +capy)cos(dv) + caxzsen(dv)) = 0.
Como cos(dv) e sen(dv) sdo fungdes linearmente independentes e ¢ > 0 devemos ter
az; =0 e A = —cay;. Usando este fato na segunda igualdade, teremos
—cap) cos(cu) = dazzay) cos(cu) —dajzazysen(cu),
ou seja
(cap; +daszayy) cos(cu) — dayzaz sen(cu) = 0.

Desta vez, da independéncia linear de cos(cu) e sen(cu) concluimos que

aizax =0, cay) +daziazz = 0.

No caso em que az; = 0, e usando o fato de que A é ortogonal, ou seja AAT = Id, temos

a%l + a%z =1 e portanto ap; = %1, assim poderemos ver que

ajy ap ap
A=10 axn 0 |,

asy dzz 4ass

entdo
v A (v)
AG =A 0 = o |,
—(1/d)log(cos(dv)) Aa(v)

ou seja, B estd contida no plano xz, que é o mesmo plano de «, ou seja, S é um plano,
uma contradi¢do. Entdo ay; # 0, a;3 =0, ¢ = —das3. Usando novamente o fato de que
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A é ortogonal teremos det(A) = +1, além disso como a;3 = 0, temos

2 2 2
az +az+az =1,
aziay +azax =0,

aziaz; +azaxp =0,

Como det(A) = a33(a22a11 — a21a12) 7§ 0, temos que axai; — azia? 75 0 e as duas
ultimas equagdes do sistema acima implicam que a3; = a3, = 0. Da primeira equagao,

temos a3z = £1. Em particular, como c e d sdo positivos, teremos a3z = —1.

Definitivamente, a matriz A tem a forma

ajir app O
A= \|ay axn O

0 0 -1
Entao
4
ayay —apay = *1
2 2
ap +ap =1
2 2
ay +ay =1
(a11a21 +apaxp =0
a2a - 2 .
logo aj; = — , entdo — ary) —ajpay; = +1 e assim
az az

2 2
—aip(ayn +ay;) = +ay,
portanto ajp = Fap;. Assim teremos também a;; = +as; e entdo

al :f:alz 0
A= ain :|:a11 0
0 0 -1

Como a?| +a}, = 1, podemos escrever a;; = cos(8), ajp = sen(6) e por fim temos duas

possibilidades para a matriz A

cos(6) sen(B) O cos(f) —sen(6) O
A= |[sen(6) —cos(6) 0 | e A=|sen(f) cos(8) O
0 0o -1 0 0 -1
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Em ambos casos, a parametrizagio ¥ (u,v) é

W(u,v) = () + Ao (v) = (u—l—vcos(@),vsen(@), %m (COS(“’VD) ,

cos(cu
e S € a superficie Sy que pertence a familia de superficies do tipo Scherk.
[

Vamos provar agora que o helicoide € uma superficie minima de translagio obtida como a
soma de uma hélice circular com ela mesma. Este resultado fornece uma prova alternativa e

independente ao Coroldrio 2.2.

Teorema 3.2. Seja S uma superficie minima de translacdo. Se uma das curvas geradoras € uma

hélice circular, entdo a outra curva € uma hélice circular congruente a ela e S € o helicoide.

Demonstragcdo. Assuma que a curva geradora & de S € uma hélice circular parametrizada pelo

comprimento de arco s

a(s) = (acos(p(s)),asen(@(s)),b ¢(s)),

onde ¢(s) =s/va*>+b?, a >0, b+ 0sdo duas constantes. Entdo

(o/(s) = (—a(@')sen(@(s)),aq cos(9(s)),b(¢")),
)

)
a’(s) = (—a(@')>cos(¢(s)), —a(@')*sen(9(s)),0),
" (s) = (a(@') sen(@(s)), —a(¢')> cos(¢(s)),0),
L&/ (5) x &/ (s) = a(")’ (bsen(¢(s)), —bcos(9(s)),a),
assim
a !l I a N3
fa =o' = 2 (0) = . = G —ate ) b=

Além disso

ta(s) = ¢'(—asen(¢(s)),acos(¢(s)),b),

bals) = % _ ¢/ (bsen(9(s)), —beos(p(s)),a).
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€ a outra curva geradora parametrizada pelo comprimento de

Se B(t) = (Bi (1), B2(r), B3(1))
[B'(t) x B"(t)]. tg = (B1. B2, B3) e

arco ¢, entdo kg = |B"(1)| =

1 /X i / " !/ "
bﬁzm((ﬁ B)1,(B" < B")2, (B x B")3).
Concluimos entao que
ka(basts) = a(@')’(bBisen((s)) —bPscos((s)) +aps)

kg(bg,ta) = @'(=a(B’x B")1sen(@(s)) +a(B’ x B")2cos((s)) +b(B’ x B)3)

Aplicando a condi¢@o de minimalidade (1.2) e o fato de que as fungdes {1,cos(@(s)),sen(¢(s))}

sdo linearmente independentes obtemos

1=—(B"xB")1 =—BB5 + B3 Bs,
) =—(B' x B")2=—B3B" + B3 Bi, (3.8)
a*(¢')*By = b(B' x B")2 = b(Bi By — Bi'B3)-

Multiplicando a primeira e a segunda equagdes acima por 3{ e 35 respectivamente e somando

elas, deduzimos que

a2(02(B)?
b0/ I8+ (B2)°] = BB — iy = PP

ou seja
a2 2
(B2 + (g3 = T

onde na ultima igualde usamos a terceira equacio de (3.8). Como B é p.c.a, temos (B])> +

(B3)? = 1—(B})? e entio (B3)? = ———

(B> +(B3)* = Py

Observando agora que 35 = +b¢’, vamos assumir que 35 = b¢@'. Entdo as imagens dos vetores

tangentes de & e f§ estardo no mesmo hemisfério. Entdo devemos ter

Bi(t) = —ag'(t)sen(@(t)), By(1) = ag'(t) cos(e(r)).
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Assim, a menos de uma translagdo, f(z) = (acos(@(t)),asen(@(t)),b¢(t)) coincide com
a. Observe por fim que se B = —b¢' o resultado é andlogo, bastando considerar uma

reparametriza¢ao por —¢. [

Seja § C R® uma superficie minima de translagdo com parametrizagio ¥(s,r) = a(s) + B (),
onde supomos que o e 3 sdo parametrizadas pelo comprimento de arco. Motivados pelas
relagdes (1.18), para cada ponto a(s) e B(t), definimos um conjunto de transformagdes lineares
Los):Lp R? — R? com matrizes

0 0 kals) 0 0 kslt)
La(s) = 0 _TOC(S) _ZR;(X(S) , L,B(t) = 0 _Tﬁ (t) _Ziﬁ (t> ,
ka(s) —Ra(s) E(s) kg(r) —Rg(7) E(I)

com respeito as bases {tq(s),ng(s),ba(s)} e {tg(r),ng(¢),bg(t)} respectivamente.

Podemos observar agora que pelo Lema 1.4, como A € simétrica, entdo vale (Ae;,e;) = (e;,Ae;),
isto €, A € auto adjunta. Sendo assim, como a matriz Ly;) € simétrica com respeito a uma
base ortonormal, a transformagéo linear Ly ) € auto adjunta para todo s. Seu polindmio

caracteristico é

)y
det(Ly(y) — Ald) = —A° + (T—“ - ra) A2+ (Zq +RE+ KA+ k570 = 0.

[0

Agora lembrando de (1.7) e (1.16) podemos rescrever a equagao acima como
p(A) =13+ A% — 34 +¢1 =0,

de onde podemos calcular seus autovalores 41, 4, € A3, observando que como L) € uma matriz
simétrica, e portanto diagonalizdvel, ou seja, uma matriz simétrica A pode ser decomposta em
um produto A = QAQT, ou seja, A= QTAQ onde A é uma matriz diagonal com os autovalores
de A e Q € uma matriz ortogonal. Como Q e A sdo matrizes reais, seu produto serd uma matriz
real e portanto A;,A,,A3 € R. Sabendo entdo que os autovalores sdo raizes de p(A), podemos

escrever

p(x) = (M —x)(A2—x)(A3 —x)
= (Mids — Aix — Aox+x2) (A3 — x)
= M oA — A Aox — A Asx + A x> — o dsx + ox? + Agx> —x°
=—x —l—xz(ll + A3+ 43) —x(M A + A3 + AA3) + A1 A A3,
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e portanto A, A, e A3 sdo constantes que ndo dependem de s satisfazendo

=M+ A3+ A3,
c3 = MAr+ A3+ 3, (3.9
c1 = M A3.

Analogamente os autovalores reais [, Up € U3 de Lg ;) serdo também constantes e irdo satisfazer

Cy = My + U3+ U3,
€3 = Mo+ i3 + o U3, (3.10)
C1 = Mo 3.

Observagdo 3.1. Quando a equagdo cubica
—x —|—c2x2 —c3x+c1 =0
tem 3 raizes distintas, seu discriminante satisfaz
A=18cicrc3 — 4C1C3 + c%c% — 4c§ — 27c% > 0.

Para o caso em que A = 0, a equagdo cubica tem uma raiz multipla.

Agora vamos provar a propriedade chave de que todas as transformagdes Ly(s) € Lg(y)

coincidem para todo s e ¢.

Proposicao 3.1. Seja W(s,7) = a(s) + B(r) uma superficie minima de translagdo. Entdo
Los) = Lp() paratodos €l t € J.

Demonstragdo. Iremos provar que Lg(,) € a matriz adjunta de L) para todo s e ¢ e portanto,
como Ly, € auto-adjunta, entdo Ly sy = Lg(;), provando o resultado.
Para isso precisamos mostrar que (L) (v),w) = (v, Lg(;)(w)) para todo v,w € R3.
Sejam
v =aitg(s) +amg(s) +azbg(s), w=bitg(t) +bang(t) +b3bg(t),

onde a; = a;(s), bi = b;(t) € R. Entdo

<La(s) (v),w) = <a1Loc(s) (to) +a2La(s) (ng) +a3La(S) (ba),bltﬁ —i—bzn[; +b3bﬁ>,
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onde omitimos por simplicidade a dependéncia de s e . Do lado direito dessa identidade

aparecem as seguintes relagdes, onde usando as equacdes de (1.19) pra simplificé-las. Teremos

<a1L afs )(ta) b1t3> = alb1<kaba,tﬁ> = a1b1<V1,tﬁ>
= arbi(ta, W1) = a1bi(ta,kgbg) = (aita,b1Lg ) (tg))

Analogamente teremos para as outras

( (a1L, a(s) (ta), bang) = a1by(Vi,ng) = a1by(ta, W) = (aita, b2l (ng))
(a1Lg(s)(ta),b3bg) = a1b3(V1,bg) = a1bs(ta, Ws) = (aita,b3Lg ) (bg))
(a2Lg(s)(ng), b1tg) = axb(Va, tg) = azbi(ng, W) = (axng, b1Lg ) (tg))
(a2Lq(5)(ng), bong) = a2ba(Va,mg) = azbr(ng, Wa) = (azng, baLg ) (ng))
(a2Lg(5)(ng), b3bg) = axb3(Va,bg) = azbs(ng, Ws) = (axng, b3Lg ) (bg))
(a3Lg(s)(ba), bitg) = azbi(V3,tg) = azbi(ba, W) = (azba, b1Lg ) (tg))
(a3Lq(s)(ba), bang) = azba(V3,mg) = azby(ba, Wa) = (azba, baLg ) (ng))
L (@3Lg(s5)(ba),b3bg) = azb3(V3,bg) = azb3 (b, W3) = (asbea,b3Lg(;)(bg))

Com os resultados acima podemos concluir que

(Las)(v),w) = (v,b1Lg(y)(tg) +baLg(y(ng) +b3Lg ) (b)) = (v,Lg(s)(W)),
como queriamos. [

Como temos L) = Lg(;) para todo s e 7, entdo podemos concluir que os autovalores de
Lg(s) © Lg(;) coincidem. Fagamos entdo A1, A2 e A3 denotarem esses autovalores. Segue de
(3.9)e (3.10) que ¢c; =¢;, 1 <i < 3. Além disso, La(s) eLg (1) tem um auto-sistema em comum
independente de s e t, paratodo s € I, ¢t € J.

Considere agora o auto-sistema em comum de Ly ¢ Lg como um sistema ortonormal de
referencia. Com respeito a esse sistema, escrevemos o em coordenadas, digamos, a(s) =
(ay(s),a(s),a3(s)), sendo s o comprimento de arco. Entdo

ta(s) = of(s) = (1 (s), 0 (s), 05(s)),
ka(5)bo(s) = La(ta(s)) = (4101 (s), A205(s), A305(s))

Nos permite escrever as identidades (tq,ty) = 1 € (tg,kgbg) =0 como

o) (s)2+ o5 (s)> + o5(s)> =1, (3.11)
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Ma () + Aa05(s)> + Az ai(s)* = 0, (3.12)

respectivamente. Pela terceira equagéo de (3.9) e (3.12), concluimos que todos A4;, 1 <i < 3,
sdo ndo nulos e ndo podem ter o0 mesmo sinal. No caso em que ¢y > 0, e renumerando os
eixos se necessario, podemos escolher A} < A, < 0 < A3. Analogamente, se ¢; < 0, podemos
escolher A > A, > 0 > A3. Em ambos casos, subtraindo (3.12) de (3.11) multiplicada por A3,
temos

(A3 = A1) (s)° + (A3 — A2) o (5)* = 2,

dividindo ambos lados por A3

13_11 12 A3_12 rrnN2
( P )(xl(s)+< P )ocz(s) =1.

=M A=A
A >0e PR

Observe que > 0 e assim, podemos escrever

em que

Segue entdo de (3.11) que

0 (s) = /1~ A2cos?(wi(s)) — Brsen? (w(s)).
Podemos notar que se o4(s) = 0, entdo

1 = A% cos?(s) + B*sen’(s).

Assim
(13 — ﬂ,l ) (7[,3 — ;Lz) = 7L3 ()«3 — lz) COSZ(S) -+ 13 (2,3 — A] )sen2 (S),
logo
—ll 13 — 12243 + /11 )\,2 = —13),2 COS2 (S) — 1324186112 (S),
€ portanto

Az = A3y (1 —cos?(s)) 4+ A3 (1 —sen®(s)) = A3da(sen>(s)) + AzA; (cos?(s)).
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A equag@o acima nos leva a um absurdo, que pode ser observado devido ao fato de que A; A3 < 0,
a3 < 0e A Ay > 0. Segue que 04(s) # 0 para todo s.
No que segue, escreveremos

& (s) = (Acos(w(s)). Bsen(w(s)), 04 (s)).
Com o objetivo de calcular kg (s) € Tq (), precisamos calcular a”(s) e o’ (s). Temos

(A?> — B?) cos(w(s))sen(w(s))) 7

a’(s) =w'(s) (—Asen(w(s)),Bcos(w(s)),

05 (s)
e também
—Asen(w(s))
MeQY — w(s Bcos(w(s))
TS =W 42 B2 costu(s)Jsen(n(s)) |
05 (s)
—Acos(w(s))
+ (W (s))? —Bsen(w(s)) |
(A% — B?)[(1 — A? cosz(w(s)))cosz(w(s3) — (1 —B%sen?(w(s)))sen?(w(s))]
(a')3

em que escrevemos os vetores em colunas para melhor visualizd-los. Como
(04)? =1 —A%cos?(w(s)) — B*sen®(w(s)),

emes sen’(w(s)) (A2 —B*) —d(s)> = A*—1,
—cos?(w(s)) (A2 —B*) — d4(s)> = B*—1.

Assim calculamos

o' (s) x @"(s) = =% | —A(A% — B?)sen(w(s)) cos*(w(s)) — o4 (s)Asen(w(s))
o4 (s)[ABsen’ (w(s)) +ABcos’(w(s))]

Wiy [BeostHe) A - >)

B(A? — B)sen®(w(s)) cos(w(s)) — o (s)Bcos(w(s)) )

(3.13)

= Asen(w(s))(B* 1)
ABd(s)
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e também o produto misto

(@60 (5)."(5) = " A (42— 1) cos(u(s)sen(n(s)

+ (B? — 1) cos(w(s))sen(w(s)) + (A2 + B*) cos(w(s))sen(w(s))]
w'(s)3AB
o3(s)

[(1 — A? cosz(w(s)))cosz(w(s)) —(1 —stenz(w(s)))senz(w(s))]}

{—(A2 — 1)COSZ(W(S)) - (32 - l)senz(w(s))

_ W (s)AB cos(w(s))sen(w(s))[B*> — A% + (A% — B?)]

&)
iy (A2 B A cos(n(s)
{ “”{ A=+ (o)2(s) }

o[ s W B Ben’(w(s))
* ””{ (B =1+ (o)2(s) ”

w'(s)’AB
03(s)

Como o5(s)? = 1 — A cos?(w(s)) — B*sen(w(s)), obtemos

{cos?(w(s))[1 —A®cos®(w(s)) — B*sen(w(s)) + A’B> — B*]
+sen?(w(s))[1 — A2008 (w(s)) — B*sen® (w(s ))+A232 A%}
= {14+A%B> — A%cos?(w(s)) — B*sen®(w(s)) — cos®(w(s))B* — sen®(w(s))A%}
= {14 A%B> — (A> + B?) cos®(w(s)) — (A% + B*)sen®(w(s))}
= {14+ A’B*> — A% - B?}.

Concluimos entdo que

w'(s)*AB

IR {1+A’B> - A% - B} (3.14)
3

(o (s), " (s), " (s)) =

Sabemos que T, = (&'(s), & (s), &’ (5)) /K. Assim, utilizando (1.7) e a terceira equacio de
(3.9), teremos (&' (s), o (s), " (s)) = c1 = M A2 As.
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Além disso, observando que

13[132-1- (l3 —/11)(13 —lz) —13(13 — A+ A3 —11)]
(A= A1) (A — 4) /2
_ 13[132—1312—11134-1112—1324-1312—/1324-1311 —l—)t_%]
(A3 = A1) (A3 — 242372

AB{1+A%B*— A% —B?*} =

MAr Az
(A3 — A1) (A3 — 1) ]3/%

concluimos que

w (s 3 . o 3/2
(aé((s>)) - (MAZ%)WS 11)1(75;313 LI (A= A1) (A3 = 22)]/2.

Portanto
w'(s)
o5 (s)

Lembrando que k2 = |a’ x " |?/|o/|® = |’ x «

=V —4) (A3 — ). (3.15)

12 pois o é p.c.a e omitindo s por simplici-

dade, podemos calcular ké a partir de (3.13) como segue

K= ((;”2; [B? cos?(w) (A% — 1)? +A%sen? (w) (B? — 1)> + A>B2(})?]
= ((Z;); [B?cos?(w)(A* —24% + 1) + A%sen®(w) (B* — 2B> + 1) + A2B*(044)?]
= ((Z;); [—2A%B% + cos?(w) (A*B? + B?) +sen®(w) (B*A% + A%) + A’B*(0)?]
- ((;”;); [A2B%(—2 + cos?(w)A2 + sen? (w) B2 + (4)?) + cos®(w) B2 + sen?(w)A?]
= ((;”3); [A2B*(—1— (a})? + (04)?) + cos? (w) B+ sen’ (w)A?]
- ((;”2; [cos(w)B% + sen?(w)A2 — A2B?
- ((;V;); [B? — sen®(w)B2 + A2 — cos?(w)A% — A2B?]
- ((;”2; B>+ A% — A>B> — 1+ (c)?]
(w)?

= (B> +A%2 —A%B* — 1]+ (w2
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De forma que podemos escrever

K2 (s) — (W) (s) = %:)2“) A%+ B2 - AR 1].

Utilizando os valores de A e B calculamos

B —M)+ A (A —A) — A7 — (A=) (A3 — L)

A2+ B2 —A’B*—1=
(A3 —241) (A3 — A2)

ks
(A3 —=AM)(A3—A)

Junto com este resultado e (3.15) podemos reescrever a equagio k2 (s) — (w')*(s) = =4 Az e

concluir que

w(s) = /K& (s) + A Aa.

Para o caso da curva f3 basta fazer um argumento similar para termos um resultado anélogo.
Em adi¢do ao que foi feito acima, precisamos calcular entéo ky(s) que serd solugdo da
EDO (1.15), como foi provado na Proposicao 1.3. Vamos nos atentar ao fato de que por (3.9)

podemos escrever a EDO auténoma

2
C
(y’)2 +yt ey’ + y—é +c1cp =0,

como
2)(”22&2

) 3+ 4hay? + A A3y + Modsy? + L2 4 AR A + A As + AR A Ay

=)+ ylz(y6 3 A+ 23+ A3) +3P (A + A+ A3) (M ads)) =
Agora observando que
02+ A2) 0%+ 4ds) =y + 32 (A + M Az) + (MAads) A,
entao

(P + ) 57 + 1 A3) (17 + AA3) =0+ (M A + MiAs + oA3) + Y2 (A Aads) (A +Aa +A3),
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ou seja, a EDO toma a forma
ne 1o 2 2
") +)7(y + M)+ MA3) (v + A3) =0. (3.16)

As curvaturas kq(s), kg(f) sdo solugdes positivas de (3.16). As solugdes de equilibrio, isto
é, solugdes em que y'(s) =0, sdo y; = v/ =M A3 e y2 = v/ —AxA3, pois A € A tem 0 mesmo
sinal, e dao solugdes estaciondrias para (3.16).

No que segue provaremos que solu¢des nao constantes estdo contidas entre y; € y,. Sabendo
que (y’)2 >0e y2 + A1A2 > 0, pois A1 e A, tem o mesmo sinal, entdo para que (3.16) tenha
solugdio precisamos que y> + A1 A3 e y> 4+ A»A3 tenham sinais distintos. Suponha entio que
y1 > y2 (0 caso para y; > y; é andlgo), se kg (s) >y entdo

(ko () 4+ 2123) > 0, (ka(s5)* 4+ 2223) > 0,
logo ndo serd solugdo de (3.16), se 0 < kg (s) < y» entdo
(ko () 4+ 21 2A3) <0, (ko (s)* 4+ 2223) <0,

portanto também nao serd solugdo de (3.16), o caso para kg (t) é andlogo. Entdo as solucdes
positivas kq(s) e kg(t) estdo incluidas na faixa limitada por y; e y;. Usaremos este fato para
mostra que kg(¢) € uma translagdo horizontal de kg (s). Para simplificar o argumento, usaremos
desta vez que y; < y;.

De fato, isto pode ser observado a partir do seguinte argumento. Considere uma EDO
x' =F(x),emque F : U C R — R é uma fungdo de classe C !, Entdo, se existem duas solucdes
X1 € xp tais que

xl(O) = X0, X2(t0> = XQ.

Definimos x3(t) := x (7 +1p) e teremos
xX3(t) = x3(t+10) = F(xa(t +10)) = F(x3(t)),

segue que x3 € solu¢do. Como x3(0) = x2(0+19) = x2(f9) = X0, logo, x1(0) = x3(0). Como x;

e x3 sdo solugdes, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, temos que
x1(t) =x3(t) = x2(t +19).

Além disso, podemos observar que neste caso x’' # 0, Vx € (y1,y2) e portanto x é monétona

crescente ou decrescente de acordo com o sinal de x’. Podemos fazer uma observagio sobre o
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intervalo maximal destas solucdes que serd toda a reta real uma vez que sdo continuas e sao
mondtonas decrescentes ou crescentes contidas na faixa y; e yp, um resultado semelhante pode
ser observado dos gréificos das curvaturas dos exemplos no final do capitulo.

Em seguida, segue do fato provado anteriormente de que solugdes ndo constantes de
(3.16) estao contidas na faixa delimitada por y; e y, e da teoria de continuacdo de equagdes
diferenciais ordindrias (veja Teorema 10.12 em [6]), que as solu¢des ndo constantes kq € kﬁ
estdo definidas em R. Como o sinal de y' é constante para y; <y < y», segue que y ¢ mondtona,
com tgr_nwy(t) =y e tETwy(t) = y,, se y é crescente e ,Eri,y@ =ye tgrfmy(t) =y, seyé
decrescente (este fato pode ser observado dos graficos das curvaturas dos exemplos no final do
capitulo). Em todo caso, para qualquer valor yg € (y1,y2), existe #y tal que y(tg) = tp. Assim,
dado yo € (y1,y2), existem ty € tg tais que kq(to) = kg (tg = yo. Segue do argumento acima
que kg(t) = kg (Et +1,), to € R, em que o sinal positivo ou negativo depende dos sinais das
derivadas das fung¢des.

Por uma reparametrizagdo de 8, concluimos que kg(t) = kq(t) e que por (1.7) temos
7g(t) = Ta(t). Portanto as curvas o e 3 sdo congruentes.

Considerando todos os argumentos acima, provamos o seguinte resultado de classificacao

Teorema 3.3. Seja ¥(s,t) = a(s)+ B(f) uma superficie minima de translacdo com « e 8
parametrizadas por comprimento de arco. Suponha que kg, kg > 0 € T # 0, 75 # 0 em todo
ponto. Entdo:

1. Existem duas constantes cy,c¢; € R, ¢] # 0, tais que

Lo T, —Z—ﬁ—f =
o — B—Cz.

2. 2.
kg Ta —kﬁrﬁ =cy, E_ %

2. A curvatura kg, kg sdo solugdes positivas da EDO autonoma

2
¢
(y’)2 +y*F e’ + y—é +c1cp =0,

para alguma constante c3, ¢ as curvas o e 3 tem a mesma Orbita.

3. A menos de um movimento rigido, temos

a(s) = (A / cos(w(s)), B / sin(w(s)), / 1A% 082 (w(s)) —stenZ(w(s))> ,

B(1) = (A / " cos(w(t)),B / 'sin(w(t)), / 1= Ao (w(1)) —stenz(w(t))) |
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. [m
Ve n PV

e A1 <A, <0< A3 ou respectivamente A; > A, > 0 > A3 sdo as raizes da equagao cubica
—13 —l—Cz)Lz —c3A+c;=0e

w(s) = /S,/ka(s)zmlxz. (3.17)

3.2 Construcao de superficies minimas de translacao

onde

Nesta secdo, provaremos mais um resultado que € a reciproca do Teorema 3.3. Além disso,

este resultado nos da uma ttil ferramenta para construir superficies minimas de translagdo.

Teorema 3.4. Suponha que ¢ # 0, ¢2, c3 s@0 constantes tais que a equagio ctbica
— A teA? —cA+e1 =0 (3.18)

tem 3 raizes reais A1, A, A3. Considere a EDO autdnoma

2
C
(y’)2+y4+C3y2+y—§+CIC2 =0, (3.19)

e seja kg (s) = kg (s;c1,c¢2,c¢3) uma solugdo ndo constante positiva de (3.19). Denote por a(s)
a curva parametrizada pelo comprimento de arco s com curvatura kq(s) e torcio Ty(s) =
¢1/kq(s)?. Entdo a superficie de translacdo ¥(s,7) = a(s) 4 a(¢) é minima.

Demonstragdo. Como calculado anteriormente, a EDO (3.19) toma a forma (3.16). Entdo
teremos A; # 0, ndo todos com o mesmo sinal. No caso em que ¢; > 0, podemos escolher
A < A3 < 0 < A3 (analogamente, se ¢ < 0, escolhemos A; > A, > 0 > A3). Pela reciproca da

Proposi¢do 1.3, deduzimos para a curva & que

2 Za 2 2
kaTa:CI, T__Tazcz, Za+Ra+ka:—C3.
o

No ponto a(s), definimos uma transformacéo linear Lg) pelas relagdes

Los)(ta(s)) = ka(s)ba(s),
Loy(s) (ne(s)) = —Ta(s)na(s) — Ra(s)bals), (3.20)
Los)(ba(s)) = ka(s)ta(s) — Ra(s)nq(s) + i—a(S)ba(S)-

04



3.2 Construgdo de superficies minimas de translacao 72

A matriz desta transformagdo com respeito a base {tq(s),ng(s),bg(s)} é

0 0 ko (s)
Law— | 0 Tl ~Rals) |,
Lo
ka(s) —Ra(s) E(S)

que € claramente simétrica e, como mostrado no inicio desta se¢do, € auto-adjunta. A equacao
caracteristica de L) € dada pela equagdo (3.18) para todo s. Mais ainda, derivando (3.20) com

respeito a s, e levando em consideracio as equagdes de Frenet e as relagdes (1.18), encontramos

[Lo(s) (ta(5))] = Ly (ta(5)) + Lays) (tals)’) = [ka(s)ba(s)]'-

Agora
[ka(5)ba(s)] = (V1) = ka(5)V2 = ka(s)[~Ta(s)na(s) — Ra(s)ba(s)] = ka(s)Lo(s) (Mal(s))

e entao
Loys) (ta(s)") = ka(5) Loy (na(s)),
de onde concluimos que

Ly (ta(s)) = 0.

De maneira inteiramente andloga teremos

L:x(s) (ng(s)) =0, Lix(s) (bg(s)) =0.

Portanto, Ly, € uma transformagdo constante e por isso tem um auto-sistema constante
para todo s. Tomando o auto-sistema como o referencial do Teorema 3.3 obtemos o' (s) =
(A cos(w(s)),B sin(w(s)), a5(s)), onde

0 (s) = /1~ A2c0s2(w(s) — Bsen?(w(s))),
eA= 13/(13—11)632 /13/(13—12).Mais ainda

/ 3
(0461, (51, 5)) = K = 1 = Madaa = iy SAB{1+ A8 A~ 5°).
3

entao

ko (s) —w(s)? = =i As.
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Provaremos agora que a superficies ¥(s,7) = a(s) + o(t) é minima. Lembremos mais uma

vez que, sendo o € p.c.a., H =0 é equivalente a
(o (s) x a(s), o (1)) = (&' (s), &' (1) x &" (1)).
Além disso, segue de (3.13) que

o/ (s) x ' (s) = <Z§—8(Bcos(w(s))(A2 — 1), Asen(w(s))(B* — 1),ABd, (s))) :

entao

w'(s)

(0/(5) % o' (5), ) = g

ABJ[(A%? — 1) cos(w(s))cos(w(r))

De maneira analoga

+(B? — 1)sen(w(s))sen(w(r)) + o3(s)) o3 (7).
Logo a superficie serd minima se provarmos que

w(s)  w(r)

TAORCAn N
e isso é possivel, pois de (3.15) obtemos
w(s) _ ()
o (5) = V(M —A)(A— 1) = o)

]

Observacdo 3.2. Se a equagao caracteristica (3.18) tiver raiz dupla, isto é, A; = A, entdo
A=B=+/A3/(A3—A;), e assim

a/(s) = (Acos(w(s)),Asen(w(s)), /1 —A2),
o (s) = w'(s)(—Asen(w(s)),Acos(w(s)),0),
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entdo k2 = A%(w')%. Como (w')? = k2 + A1 A2, vemos que

k2
ké = (W/)z —2,17(,2 = A—g —Alﬂ,z,
e portanto
A? A
2 _ 2_ M2
kOC — mll — —A—l)tl — —13)4.
Assim Ty = ¢y /k% = MAaA3/(—23A1) = —A;. Como a curvatura e a tor¢do sdo constantes, a

curva o é uma hélice circular. Por outro lado, a EDO auténoma (3.19) se torna
1
0+ y—z(y2 +27) (7 +MA3)* =0.

Observando agora que (y')> > 0 e também que B = (y* + A?)(y*> + A143)?/y* > 0, entdo
(y’)2 +B =0se, e sé se y=K # 0, onde K € R é uma constante. Assim, como A;A3 < 0,
teremos |
y—z(y2+/112)(y2+/117ts)2 =0,
logo K%+ 4143 = 0 e portanto
K =%+ —MA3,

ou seja, ndo existem solucdes ndo constantes para a EDO (3.19).

Observacdo 3.3. A equacdo (3.19) nos dé a curvatura k da curva geradora o da superficie

minima de translacio W(s,7) = o(s) + B(r). Considerando a mudanca de varidvel u = —(k* +
3
c_3)’ e assim k% = —M, teremos
3 3
W = —2kK
€ portanto
(k/)2 — _ 3(”’)2 ,
4(3u+c3)

logo podemos escrever a equagdo (3.19) como

3)? (Butcs)? c3(But 3¢
__3) | Butes)” es@Buies) 3¢ Lerep =
43u+c3) 9 3 (Bu+c3)
_ =27(u)? +4(3u+c3)* — 12¢3(3u+c3)* — 108¢1 +36(3u+ c3)cic2

36(3u—+c3)
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Reescrevendo de maneira mais simples temos

4 4 4 4
— () + 4 +desi® 4+ ~u+ —c3 —desu® — Zcqu— —c3 —4eT —4dcicu+ 3C16203 =

3 27°¢ 3 9
4 8 4
= — () +du® —u (§c§ — 46102) — (ﬁcg +4ct - 5610263) =0.
Considerando 4 3 4
g = §C% —4cicy, g3 = ﬁcg +4C% - §C1€2C37

obtemos por fim
(u')? — 4 + gou+ g3 = 0.

Entdo, como pode ser observado em [27], u € a forma real da P-funcdo de Weierstrass com
invariantes g; e g3. Portanto k pode ser explicitamente escrita em termos das formas reais de
equagoes elipticas.

Finalizamos mostrando exemplos do procedimento de construc¢do de superficies minimas
de translagdo com curvas geradoras ndo planas de acordo com o Teorema 3.4. Lembrando que
do item 1 do Teorema 3.3, se a curva geradora & tem curvatura constante (respectivamente
tor¢do constante), entdo sua tor¢ao (respectivamente curvatura) é constante também, assim a
curva é uma hélice circular e a superficie resultante € um helicoide como o Teorema 3.2.
Observagdo 3.4. A familia de superficies minimas de translagdo € construida em termos das
raizes do polindmio ciibico —A> 4 242 — ¢34 +¢; = 0. Aplicando uma homotetia do espago
ambiente R3, que preserva a minimalidade da superficie e a propriedade de ser uma superficie
de translacdo, podemos fixar uma das raizes dessa equagdo. Como consequéncia, as superficies

minimas de translagdo podem ser parametrizadas por 2 parametros.

Utilizando os Teoremas 3.3 e 3.4, apresentamos aqui um esquema através de passos para
construir exemplos de superficies minimas de translagdo no espaco Euclidiano. Lembramos

aqui que fixar as constantes c; é equivalente a fixar as raizes A; do polinémio cibico (3.18).

1. Fixe as raizes A; de (3.18). Por simplicidade podemos considerar .} < A; <0< A3. A
raiz A3 sera fixada pra ser A3 = 1. Calcule A e B.

2. Calcule ¢; e o polindmio Eq. (3.18) através das relagdes (3.9) e (3.10).
3. Calcule os pontos de equilibrio y; = \/ —AxA3 € y2 = \/ —A1 A3 de (3.19).
4. Fixe o valor inicial yg de (3.19), onde y; < yg < y».

5. Resolva numericamente a equacao (3.19). Fixe um valor inicial wg para resolver numeri-

camente a equagdo (3.17) e a funcdo w.
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6. Calcule a curva ¢.

A seguir apresentaremos 3 exemplos da aplicac@o deste método. Os dois primeiros exemplos

estdo contidos em [8], enquanto o terceiro € autoral.

Exemplo 3.1. Caso do helicoide. Escolha a raiz dupla A; = A, = —1. Entéo (3.18) se torna
AP A4 A+1=0eA=B= 1/\/5 Os pontos de equilibrio serdo y; = y» = 1. Assim
tome yp = 1 como a condi¢@o inicial em (3.19). Entdo a solug@o € k(s) = 1 e portanto 7 = 1.
Segue que & é uma hélice e entdo, concluimos a partir do Teorema 3.2 que a superficie € um
helicoide.

Exemplo 3.2. Tome A; = —4 e A, = —1. Entdo (3.18) se torna —A°> —4A% + A +4 = 0, entdo
A =0.447 e B=0.707. Os pontos de equilibrio serdao y; = 1 e yo = 2. Escolha yj = 1.3 como
condi¢@o inicial em (3.19). A curvatura k(¢)da curva a pode ser observada no gréfico a seguir
comz e [—1,1]CR

(]
]

0.5+

A superficie pode ser observada na figura abaixo, onde a imagem da esquerda foi plotada
considerando a variagdo (z,s) € [0,1] x [0,2] C R? enquanto a da direita varia em (f,s) €
[0,4] x [0,4] C R?
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p051152

Exemplo 3.3. . Tome A; = —2 e A, = —1. Entdo (3.18) se torna —A> — 212+ A +2 =0, entdo
A =0.577 e B=0.707. Os pontos de equilibrio serao y; = 1.412 e y; = 1. Escolha yg = 1.1
como condi¢do inicial em (3.19). A curvatura k(¢)da curva o pode ser observada no gréfico a

seguir com € [—1,1] CR.

2
LA
1

R
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A superficie pode ser observada na figura abaixo, onde a imagem da esquerda foi plotada
considerando a variagdo (¢,s) € [0,1] x [0,2] C R? enquanto a da direita varia em (z,s) €
[0,4] x [0,4] C R%.

e —

26022403 1
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