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Resumo

Sejam G um grupo solavel finito e G*) o k-ésimo subgrupo comutador de G. Provamos
que G® ¢ nilpotente se, e somente se, |ab| = |a||b| para todos dj-valores a,b € G de
ordens coprimas. No decorrer da prova, estabelecemos o seguinte resultado de interesse
independente: Seja P um p-subgrupo de Sylow de G. Entdo, P N G®) ¢ gerado pelos
Op-valores contidos em P. Isso esta relacionado ao chamado Teorema do Subgrupo

Focal.

Palavras-chave: Nilpoténcia, Grupo Finito, Série Derivada, Comutadores.



Abstract

Let G be a finite soluble group and G*) the kth term of the derived series of G.
We prove that G is nilpotent if and only if |ab| = |a||b| for any d;-values a,b € G
of coprime orders. In the course of the proof we establish the following result of
independent interest: If P is a Sylow p-subgroup of G, then P N G®) is generated by

dr-values contained in P. This is related to the so called Focal Subgroup Theorem.

Keywords: Nilpotence, Finite Group, Derived Series, Commutators.



Lista de Simbolos

G, K, XY grupo, subgrupos, conjuntos, subconjutos.
h,l,m,n inteiros positivos.

7(G) conjunto de nimeros primos que dividem a ordem de G.
a,b,x,y, g elementos de um grupo/conjunto.

Y ytay.

(X) subgrupo gerado pelo subconjunto X.
(Xa; A €N) subgrupo gerado pelo subconjunto X.

|| ordem do elemento .

| X| ordem (cardinalidade) do conjunto X.

¢ classe de conjugagao de x em G.

X¢ {29 |z € X,g € G}.

w palavra de grupo.

Gy conjunto dos w-valores de G.

w(Q) subgrupo verbal associado a w em G.

[z,y] =z 'y lxy comutador dos elementos z e y.
Z(QG) centro do grupo G.

H? {v|yeH}.



G X ... x Gy

fecho normal de H em G.

core de H em G.

centralizador do elemento x em G.
centralizador de H em G.
normalizador de H em G.

indice do subgrupo H em G.

N é um subgrupo do grupo G.

N é um subgrupo proprio do grupo G.
N é um subgrupo normal do grupo G.
produto cartesiano dos grupos Gy, ..., G.
produto semidireto de H e N.

subgrupo comutador.

grupo quociente de G pelo subgrupo normal H.

subgrupo derivado de G.

grupo de automorfismos de G.

n-ésimo termo da série central inferior de G.
o residual nilpotente de um grupo G.
n-ésimo subgrupo derivado de G.

n-ésimo centro de G.

hipercentro de G.

1-ésimo termo da série superior de Fitting.
1-ésimo termo da série inferior de Fitting.
p-radical de G.

subgrupo de Fitting.
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Introducao

Em teoria dos grupos finitos, a nilpoténcia de um grupo pode ser analizada
estudando o comportamento dos seus elementos de ordens coprimas. Baseado nesse
conceito, em [5], B. Baumslag e J. Wiegold estabeleceram uma condigao suficiente para

a nilpoténcia de um grupo finito GG, provando o seguinte resultado:

Teorema 1. Seja G um grupo finito, tal que, |ab| = |a||b| para todos elementos a e b

de ordens coprimas. FEntao, G é nilpotente.

Aqui o simbolo |z| representa a ordem do elemento z no grupo GG. Nessa tendéncia,
em 2016, uma condicao suficiente semelhante foi obtida para o subgrupo comutador
G’. R. Bastos e P. Shumyatsky em [2] estabeleceram uma caracteriza¢do de grupos

finitos cujo subgrupo comutador é nilpotente.

Teorema 2. Seja G um grupo finito, tal que, |ab| = |a||b| para todos comutadores a e

b de ordens coprimas. Entao, G' é nilpotente.

O Teorema [2] representa a primeira tentativa bem sucedida de estender o Teorema
ao universo das palavras de grupos.

Em ambos os resultados, as condi¢oes anteriormente mencionadas sao necessarias
para a nilpoténcia de G e G, respectivamente. Neste trabalho, um dos nossos objetivos
¢ obter um critério similar de nilpoténcia para os termos da série derivada de um grupo
finito G. No entanto, nossa motivacgao para esse estudo é baseada em um problema
mais geral sobre subgrupos verbais.

Antes de mencionar tal problema, vamos relembrar algumas notacoes e alguns
conceitos. Lembre-se que uma palavra (ou palavra de grupo) é um elemento nao-trivial
do grupo livre F' = F(X), onde X = {x1,5,...} é o conjunto de geradores livres de

F. Sejam G um grupo e w = w(xy, s, ..., x,) uma palavra. Dados g1, ¢2,...,9, € G,
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Introducao

o elemento w(g1,92,...,9,) ¢ chamado de w-valor em G. O conjunto de todos os
w-valores é denotado por G, isto é, Gy, = {w(g1,92,---,9x) | g € G}. Definimos o
subgrupo verbal de G associado a w, denotado por w(G), como sendo o subgrupo de G
gerado por todos os w-valores, ou seja, w(G) = (Gy,). A palavra w é chamada palavra
comutador se w € F’. Essencialmente, w é uma palavra comutador se, e somente se,
a soma dos expoentes de cada variavel envolvida em w é igual a zero. Os Teoremas
e [2l mostram que a nilpoténcia dos subgrupos verbais G e G’ é verificada impondo
condigbes sob as ordens dos w-valores para w = x e w = [z, y|, respectivamente. Em
razao disto, somos motivados a questionar se um critério de nilpoténcia semelhante vale
para outras palavras comutadores. Nossas discusoes estao focadas em fatos relacionados

ao problema a seguir, ainda em aberto, sugerido por R. Bastos e P. Shumyatsky em
2]

Problema 3. Sejam w uma palavra comutador multilinear e G um grupo finito, tal que
lab| = |a||b| para todos w-valores a e b de ordens coprimas em G. Entao, o subgrupo

verbal w(G) € nilpotente?

Uma palavra w é um comutador multilinear de peso £ quando w possui a forma
de um comutador obtido do agrupamento de comutadores simples usando sempre
varidveis distintas (um mondémio multilinear de Lie em exatamente k varidveis
independentes). Lembremos que as familias mais importantes de palavras comutadores
multilineares sao as palavras v e dx.

A palavra ~; indica a k-ésima palavra central inferior definida indutivamente da

seguinte forma:

(1) =91 € (g1, -, 96) = [e=1(915 - - -, Ge—1)5 Gk

onde g; € G para todo . Naturalmente, o subgrupo verbal associado a palavra 7 € o
k-ésimo termo da série central inferior de G.
J& a palavra 0 indica a k-ésima palavra derivada definida indutivamente da

seguinte forma:

50(91) =0 € 5k(g17 cee 792’“) = [5k71<gl> cee 792k_1)7 5k71(g2k—1+17 o 792’“)]7

onde g; € G para todo i. Evidentemente, o subgrupo verbal associado & palavra 6 é o

k-ésimo termo da série derivada de G.

14



Introducao

E importante observar que a condicdo mencionada para w, que é uma palavra
comutador multilinear no Problema [3] é essencial, pois um problema semelhante para
w = x™, que é uma palavra nao-comutador, tem resposta negativa (veja detalhes na
p. 56).

Ainda a respeito do Problema , R. Bastos, C. Monetta e P. Shumyatsky em [3]
provaram que a resposta é positiva sempre que w é uma palavra central inferior. Mais

especificamente, demonstraram o resultado a seguir:

Teorema 4. Seja k um inteiro positivo. O k-ésimo termo da série central inferior de
um grupo finito G € nilpotente se, e somente se, |ab| = |a||b| para todos ~-comutadores

a,b € G de ordens coprimas.

Mais recentemente, C. Monetta e A. Tortora estenderam o Teorema [4] para uma

familia de palavras comutadores (ver [16, Teorema 1.1]), provando o seguinte resultado:

Teorema 5. Seja w = [z, ,z;,] uma palavra comutador, onde iy # i; para cada
j€1{2,3,....,n} ei; € {1,--- ,k} para cada j. Se G € um grupo finito, entao w(G)
¢ nilpotente se, e somente se, |ab| = |a||b| para todos w-valores a,b € G, de ordens

CoOprimas.

Dos principais resultados que apresentamos nesta tese, um deles refere-se a
confirmacao do Problema |3| quando G é um grupo solivel finito e os comutadores

multilineares sao as palavras derivadas. De fato, obtemos o seguinte resultado:

Teorema A. Seja k um inteiro positivo. O k-ésimo termo da série derivada de um
grupo sélivel finito G € nilpotente se, e somente se, |ab| = |a||b| para todos 0y-valores

a,b € G de ordens coprimas.

A demonstracao do Teorema A foi obtida com o auxilio dos resultados
encontrados pelas aplicacoes de algumas propriedades fundamentais dos
normalizadores de sistemas em grupos soluveis finitos [19, pag. 261].

Um resultado relevante que surgiu no decorrer da prova do Teorema A, estéa
relacionado ao chamado Teorema do Subgrupo Focal, ou seja, dados G um grupo finito e
P um p-subgrupo de Sylow de GG, uma consequéncia imediata do Teorema do Subgrupo

Focal |10, Teorema 7.3], determina que P N G’ é gerado por comutadores contidos em

15



Introducao

P. Um problema em aberto é se essa consequéncia do Teorema do Subgrupo Focal
pode ser generalizada para outras palavras comutadores. Nesse contexto, C. Acciarri,

G. A. Fernandez-Alcober e P. Shumyatsky propoem em [1] o seguinte problema:

Problema 6. Seja w uma palavra de grupo. Suponha que P € um p-subgrupo de Sylow

de um grupo finito G. E verdade que PNw(G) € gerado por w-valores contidos em P,

isto €, PNw(G) = (PNGy)?
Em relag¢do ao Problema [6, obtemos o seguinte avango:

Teorema B. Seja k um inteiro positivo. Suponha que P é um p-subgrupo de Sylow
de um grupo soliwel finito G. Entio, PN G® ¢ gerado por §,-valores contidos em P,

isto 6, PNG® = (PN Gs,).

Esta tese estd organizada em dois capitulos, o primeiro apresenta
alguns resultados basicos e defini¢oes da teoria dos grupos. Além de abordar assuntos
como palavras de grupos, comutadores, grupos soltveis e algumas de suas propriedades
que serao uteis no capitulo final.

O segundo capitulo foi dividido em trés se¢oes, onde o objetivo principal é
demonstrar os Teoremas A e B. Na primeira secao, trabalhamos com sistemas de
Sylow e normalizadores de sistemas, demonstrando alguns resultados que fornecem
informagoes sobre a estrutura dos grupos soliveis finitos. Na segunda se¢ao provamos
o Teorema B. Na tultima secao, apresentamos um critério de nilpoténcia em grupos
finitos expondo alguns dos principais resultados ja publicados e provamos o Teorema
A.

Terminamos esta introdug¢ao mencionando que existem varios resultados recentes
relacionados ao Teorema de Baumslag e Wiegold (veja em particular [9] 17, 16, [4], 1T,

15]). Os principais resultados apresentados nesta tese foram publicados em [6].

16



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo estabelecemos alguns conceitos basicos, defini¢oes e resultados
preliminares da Teoria dos Grupos que serao utilizados no préximo capitulo.
Basicamente, os resultados e mnotagoes apresentados nesta tese podem ser

encontrados em [10], [19], [12], [13] e [21], entre outras referéncias classicas.

1.1 Conceitos Basicos da Teoria dos Grupos

Seja X um subconjunto nao-vazio de um grupo G. Definimos o subgrupo gerado
por X, denotado por (X), como sendo o menor subgrupo de G que contém X. Em
outras palavras, (X) é a interse¢ao de todos os subgrupos em G que contém X. Note
que o subgrupo gerado por X é o conjunto de todos os produtos finitos de elementos

em X ou X!, isto &,
(X)) ={z1z2-- -2, |nENz; € XUX 1}

Um grupo G é finitamente gerado quando G = (X) para algum conjunto finito

Dados dois subgrupos H e K de um grupo G, o subgrupo gerado por H e K &
(H U K) e usualmente escrevemos (H, K). Em geral, (Hy | A € A) denota o subgrupo
gerado por uma familia arbitraria { H)} ca de subgrupos.

Sejam z e y elementos de um grupo G. O conjugado de z por y, denotado por

zY, é o elemento

¥ =y loy.

17



1.1. Conceitos Basicos da Teoria dos Grupos

Definicao 1.1.1. Sejam G um grupo e x,y € G. Dizemos que y € um conjugado de x

em G sey = z9 para algum g € G.

E possivel verificar que a relacao definida acima é uma relacio de equivaléncia.
A classe de equivaléncia de um elemento x € G, sob essa relagao, é chamada de classe
de conjugacao de z e é denotada por 2¢. E claro que a classe de conjugacio =% é o
conjunto de todos os conjugados de x em G.

Sejam X um subconjunto de um grupo G e x € GG. O subconjunto
X9 ={a29 |z € X}

¢ chamado de conjunto conjugado de X por g. Em particular, se X é um subgrupo
de G o conjunto X9 = {29 | x € X} é um subgrupo de G chamado de subgrupo
conjugado de X por g.

Vamos definir agora o subgrupo centralizador de um elemento x € G.

Definigao 1.1.2. Sejam G um grupo e x € G. O centralizador de x em G € o

subgrupo Cg(x) constituido de todos os elementos de G que comutam com x, isto €,
Ca(z) ={9 € G | zg = gx}.

De modo analogo a definicao de centralizador de um elemento g € G, podemos

definir o centralizador de um subconjunto arbitrario X de G.

Definicao 1.1.3. Seja X um subconjunto nao-vazio de um grupo G. O centralizador

de X em G € o conjunto
Cq(X) ={9 € G| gx =g, para todo v € X}.

Note que Cg(X) é um subgrupo de G. Em particular, quando X = G, o

centralizador de G em G é chamado de centro de G e o denotamos por Z(G). Isto é,
Z(G) = Cs(G) ={y € G | yx = zy, para todo x € G}.

Definicao 1.1.4. Um subgrupo H de um grupo G € um subgrupo normal em G se,

e somente se, Hg = gH para todo g € G. Usaremos a notagao H I G.

Definicao 1.1.5. Um subgrupo normal H de um grupo G é um subgrupo nmormal

minimal se H # 1 e nao existe nenhum subgrupo normal K de G com 1 < K < H.

18



1.1. Conceitos Basicos da Teoria dos Grupos

Lema 1.1.6. Seja H um subgrupo de G. Se H9 < H para todo g € G, entio H é um

subgrupo normal de G.

Demonstracao. Como HY < H para todo g € GG, temos:

1

H = (H%9" <HI "

1

Como o resultado acima vale para qualquer g € G, colocando ¢~ ao invés de g,

obtemos:

Portanto, H = HY.
O

Seja H um subgrupo de um grupo G. O fecho normal de H em G, denotado

por HY, ¢ o subgrupo
HY = (HY| g € G).

Em outras palavras, H% é a intersecio de todos os subgrupos normais de G’ que contém
H. Note que H% ¢ o menor subgrupo normal de G contendo H. O nticleo normal
ou core de H em G, denotado por Hg, é o subgrupo gerado pelos subgrupos normais
de G contidos em H. Mais especificamente,

%:ﬂm.

9€G
E claro que Hg é o maior subgrupo normal de G contido em H.

Lembremos que uma aplicagdo ¢ de um grupo G em um grupo K ¢é um
homomorfismo quando (zy)? = z¥y¥ para quaisquer z,y € G. E dizemos que ¢ é
um isomorfismo de grupos se ¢ é um homomorfismo bijetivo.

Seja G um grupo. Se ¢ é um isomorfismo de G em G, entao ¢ é chamado
de automorfismo do grupo G. O conjunto de todos os automorfismos do grupo G,
munido da operagao composigao, ¢ o grupo chamado de grupo de automofismos

de G que denotamos por Aut(G).

Definicao 1.1.7. Um subgrupo H de um grupo G € um subgrupo caracteristico em

G, se H? = H para todo automorfismo ¢ de G.

19



1.1. Conceitos Basicos da Teoria dos Grupos

Proposicao 1.1.8 (|21], Lema 5.20, p. 104). Sejam H e K subgrupos de um grupo G.

(1) Se H ¢ subgrupo caracteristico em K e K € subgrupo normal em G, entao H é

subgrupo normal em G;

(ii) Se H ¢ subgrupo caracteristico em K e K é subgrupo caracteristico em G, entdo

H € subgrupo caracteristico em G;

(iii) Se H C K, H ¢ subgrupo caracteristico em G e K/H € subgrupo caracteristico

em G/H, entao K € subgrupo caracteristico em G.
Sejam X e Y subconjuntos de um grupo G. O produto de X e Y é o conjunto
XY ={zy|ze X yeY}

Note que mesmo quando X e Y sao subgrupos de G, nao podemos garantir que
o produto XY é um subgrupo de GG. Porém, existem condig¢oes nas quais XY é um

subgrupo de G.

Lema 1.1.9 ([19], 1.3.13, p. 15). Sejam H e K dois subgrupos de G. Entao, HK ¢
subgrupo de G se, e somente se, HK = KH.

O proéximo resultado é simples, mas muito tutil.

Teorema 1.1.10 (Lei Modular de Dedekind). Sejam H, K e L subgrupos de um grupo
G com H < L. Entao, HKNL=H(KNL).

Demonstracao. Seja x € HK N L. Entao, x = ab,onde a € H eb e K. Como H < L,
a,atc€Lealv=bec L valequebc KNL,istoé, x=ab,ondeac Hebc KNL.
Logo, x € H(K N L). Consequentemente, HK N L C H(K N L).

Agora, sejay € H(K N L). Entdo, y = ax, onde a € H e x € KN L. Como
H< Lea,x e L,segue que y € L. Eainda, a € Hex € K, logoy =axr € HK.
Logo, y € HK N L e, portanto H(K NL) C HKN L.

Do Lema [1.1.9] obtemos a seguinte proporsicao.

Proposicao 1.1.11 ([12], Corolario 2.28, p. 25). Sejam H e K dois subgrupos de G.
Se H<G ou K <G, entato HK = KH e, portanto, temos que HK ¢é subgrupo de G.

Além disso, se ambos H e K sao normais em G, entiao HK ¢ normal em G.

20



1.1. Conceitos Basicos da Teoria dos Grupos

Quando um subgrupo H nao é subgrupo normal em um grupo G, é importante
obter algum subgrupo K de G tal que H é subgrupo normal em K. Partindo desta

ideia, vamos definir o normalizador de um subconjunto de G.

Definigao 1.1.12. Seja X wum subconjunto de um grupo G. O mnormalizador

de X em G € o conjunto
Na(X) = {g€ G| X9 = X}.
Lema 1.1.13 ([12], Lema 2.29, p. 26). Seja X um subconjunto de um grupo G. Entdo:
(i) Ng(X) € subgrupo de G;
(ii) Se X € um subgrupo de G, entao X € subgrupo de Ng(X).
Corolario 1.1.14 (|12], Corolario 2.30, p. 26). Seja H um subgrupo de G. Entdo:
(1) H é subgrupo normal de Ng(H);
(ii) se H < K < G, entao H € subgrupo normal de K se, e somente se, K < Ng(H).

Sabemos que se H é subgrupo normal em G, pela Proposicao[1.1.11) HK = KH

e portanto H K ¢é subgrupo de GG. Uma consequéncia deste fato é o resultado a seguir.

Corolario 1.1.15 ([12], Corolario 2.31, p. 26). Sejam H e K dois subgrupos
nao-triviais de G. Se H C Ng(K) ou K C Ng(H), entao o produto HK ¢é um subgrupo
de G.

O préximo passo € introduzir os conceitos de comutadores de elementos e
comutadores de subconjuntos nao-vazios de um grupo e apresentar alguns resultados
acerca deste topico, com o proposito de fornecer informacoes para compreender alguns
conceitos incluidos na proxima sec¢ao.

Sejam x e y elementos de um grupo G. Definimos o comutador de = e y,

denotado por [z, y], como sendo o elemento

[v,y] = v~y ay.

Partindo do conceito de comutador entre dois elementos de um grupo G, se k > 3
e T, To, ..., T, sao elementos em G, definimos de maneira indutiva o comutador simples

de k elementos por
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[zla s 7’:1:]6—173:]{2] = Hl'la cee 7$k—1]7xk]-

O lema a seguir apresenta algumas propriedades satisfeitas pelos comutadores de

elementos em um grupo.

Lema 1.1.16 ([10], p. 18 a4 20). Sejam x, y e z elementos arbitrdrios de um grupo G.

Entao:

(i) [y, o] = [, 97"

(ii) [zy, 2] = [z, 2" [y, 2] = [z, 2][z, 2, ylly, 2],
(iii) [z, yz] = [z, 2][z,y]" = [z, 2]z, yl[x, y, 2];
(iv) [z, 7" 2y, 2L, o)z, 271 y]* = 1 (identidade de Hall-Witt).

Sejam X e Y subconjuntos nao-vazios de um grupo G. O subgrupo comutador
de X e Y, denotado por [X, Y], é definido como o subgrupo de G gerado pelo conjunto
{[z,y] | v € X,y € Y}, ou seja,

(X, Y] = ([z,y] |z e X,yeY).

Por outro lado, se k& > 3 e X, Xs,..., X} sao subconjuntos de GG, o subgrupo

comutador de k£ subconjuntos é difinido indutivamente por
[Xh s 7Xk—17Xk] = [[Xh cee an—1]7Xk’]-

Um caso especial do subgrupo comutador ¢é quando admitimos que
X =Y = G, ou seja, [G,G] = ([z,y] | z,y € G), este subgrupo é chamado de
subgrupo derivado ou subgrupo comutador de G e é denotado por G'. Note que
o grupo G’ é gerado por todos os comutadores em (G, mas nao consiste, necessariamente,
apenas de comutadores.

A seguinte proposicao é util em diversas situacoes sempre que o conceito de

subgrupo comutador for usado.

Proposigao 1.1.17 (J10], Teorema 2.1, p. 18). Sejam H e K subgrupos de um grupo
G. Entao, [H, K| = [K, H].
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Em geral, [H, K| nao ¢é igual ao conjunto dos comutadores dos elementos de H
com elementos de K, mas é o subgrupo gerado por este conjunto, ou equivalentemente,
[H, K] é o menor subgrupo de G que contém todos esses comutadores.

O proximo lema engloba algumas das propriedades de comutadores de subgrupos

mais conhecidas.

Lema 1.1.18 ([10], Teorema 2.1, p. 18). Sejam H e K dois subgrupos de um

grupo G. Entao, as sequintes afirmacoes valem:
(i) [H, K] < (H, K);

(i) [H,K] < H se, e somente se, K < Ng(H). Em particular, H é normal em G se,

e somente se, [H,G) < H;

(iii) Se H e K sao subgrupos normais (caracteristicos) de G, entdao [H, K] é um

subgrupo normal (caracteristico) de G;

(iv) Se H é um subgrupo normal de G, entao G/H € abeliano se, e somente se,

G'<H;
(v) Sejam K <G e K < H < G. Entao, |[G,H] < K se, e somente se,

H/K < Z(G/K).

Lema 1.1.19 ([13], Lema 4.2, p. 114). Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de
G. Suponha que K e H sio subgrupos de G. Escreva G = G/N. Denotamos por M a
imagem de um subgrupo M de G em G/N. Entdio, [H, K| = [H, K|. E, em particular,

H e K centralizam um ao outro em G se, e somente se, [H,K] C N.

A propriedade de comutadores de subgrupos mais relevante em nosso trabalho é

apresentada a seguir:

Lema 1.1.20 (|7], 7.4, p. 23). Sejam K,N e H subgrupos de um grupo G. Se
N < Ng(K) N Ne(H), entio [KN, H] = [K, H|[N, H].

Demonstracao. Como N < Ng(K), pela Corolario [1.1.15] segue que
KN={zz|ze K,ze N} <G.

Além disso,
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[KN,H] = ([zz,y] |x € K,z € N,y € H).

Pelo Lema [1.1.18| (i), [K,H] < (K,H). Como N < N¢g(H), pelo Lema [1.1.1§ (ii),
[N,H] < H. Assim,

e, portanto [K, H|[N, H|] < G.
Dados x € K, z € N ey € H, pelo Lema [1.1.16] (ii), temos:
[z, y] = [2,y*[2, 9] = [2*, y*][2, ] € [K, H][N, H].
Logo, [KN, H] < [K, H|[N, H].
Por outro lado, como K < KN e N < KN, segue que
[K,H|[N,H] < [KN, H|,

e o resultado esta provado.

]

Sejam H e N grupos. Dizemos que H age por automorfismos sobre N se esta

definido um homomorfismo

¢: H — Aut(N)

h +—— o,

onde Aut(N) é o grupo formado por todos automorfismos de N. Assim, podemos
sempre construir um grupo, unicamente determinado por H, N e o homomorfismo ¢,
que é o produto semidireto de H e N, que denotamos por N x H. Particularmente,
o grupo de automorfismos de um grupo G serd considerado como um subgrupo do
produto semidireto G x Aut(G).

Dado um grupo de automorfismos A de um grupo G, podemos apresentar dois

subgrupos de GG. O subgrupo dos pontos fixos de A em G dado por
Cg(A) ={x € G| x2* =z, para todo a € A}
e o subgrupo comutador de A e G dado por

G Al = (z7'2% |z € Geac A).
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Observagao 1.1.21.

(a) [G, A] é um subgrupo normal de G, uma vez que no produto semidireto G X A,

temos [G, A] < (G, A);

(b) [G, A] é A-invariante, pois [x,a]’® = [2°,a®] € [G, A] para todo b € A e para todo
[z,a] € [G, A] e, assim, o subgrupo [[G, A, A] de |G, A] estd bem definido;

(c) Cg(A) € A-invariante, isto €, g* € Cq(A) para todo g € Ca(A) e todo a € A;
(d) A age trivialmente sobre G se, e somente se, |G, Al = 1.

Nosso interesse em comutadores que surgem quando A age via automorfismos

sobre G esta concentrado em ag¢oes comprimas.

Definigao 1.1.22. Seja A um grupo de automorfismos de um grupo finito G. Dizemos
que a agdo de A sobre G € coprima quando (|G|, |A]) = 1.

Lema 1.1.23 ([13], Lema 4.28, p. 138). Seja A um grupo de automorfismo de um
grupo finito G e suponha que A ou G € soluvel e (|G|, |A]) = 1. Entao,

G = Ca(A)[G, Al.

Lema 1.1.24 ([13], Lema 4.29, p. 138). Seja A um grupo finito agindo sobre um grupo
finito G e suponha que (|G|, |A]) = 1. Entao,

G, A, A] =[G, A].

1.2 Grupos Soluveis

Iniciamos esta secao apresentando o conceito de série e, em seguida,
definimos alguns tipos de séries muito conhecidas na Teoria dos Grupos. E, por
fim, introduzimos duas classes bem conhecidas de grupos e algumas propriedades
importantes dos mesmos, assim como, as séries centrais e derivada de um grupo G.

Seja G um grupo. Uma série de G é uma sequéncia

de subgrupos de GG, onde cada H; é um subgrupo de H;.
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Os subgrupos H; desta série sao chamados de termos.

Uma série é chamada prépria se dois termos nao sao iguais, isto ¢, H; < H,; 4
paratodoi=0,...,n— 1.

Se H; < H;y1, ent@o o grupo quociente H; 1/H; é chamado de grupo fator (ou
simplesmente fator) da série.

Uma segunda série
{1} =K <K;<--<K,=G (1.2)

é um refinamento da série se cada termo H; em também ocorre em ,
ou seja, a nova série é simplesmente obtida pela inser¢ao de subgrupos em (1.1]), ndo
necessariamente distintos. O refinamento (1.2)) é préoprio se ele possui no minimo um
novo termo, isto é, se subgrupos novos forem acrescentados.

Exibiremos agora trés tipos especiais de séries.
Definigao 1.2.1. Uma série subnormal de um grupo G é uma sequéncia
{1} =Gy <G <-- <G, =G,
tal que G; I G411 para todo .
Definicao 1.2.2. Uma série normal de um grupo G é uma sequéncia
{1} =G <G <--- <G, =G,
tal que G; I G para todo 1.

Definicao 1.2.3. Uma série normal propria de G é chamada de série principal se
para cada i € {1,2,...,n}, tem-se G;/G;_1 € normal minimal em G/G;_;. Neste caso,

0s grupos quocientes G;/G;_1 sao chamados fatores principais.

Observacao 1.2.4. Como a normalidade nao € transitiva podemos notar que a
propriedade dada na Defini¢ao[1.2.3 ¢é mais forte do que a dada na Defini¢ao
L2

Dedicamos agora um pouco desta secao para exibir duas clases de grupos

classificadas pela propriedade dos grupos quocientes.
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Definicao 1.2.5. Um grupo G ¢é nilpotente quando possui uma série normal
{I} =Gy <G <--- <G, =G,

onde cada quociente Gi1/G; estd contido em Z(G/G;), ou equivalentemente,
|Git1,G] < G; para todo i. Uma série que satisfaz essa propriedade é chamada de

série central.

Observacao 1.2.6.

(a) Grupos abelianos sao nilpotentes;
(b) Todo p-grupo finito € nilpotente.

Na Secao definimos o subgrupo comutador G’ e o centro Z(G) de um grupo G.
Ampliando essas no¢oes podemos definir de maneira indutiva importantes subgrupos
caracteristicos de GG e construir duas séries centrais tteis para verificarmos quando um
dado grupo G ¢ nilpotente.

Seja G um grupo. O subgrupo caracteristico Z;(G) de G é definido indutivamente

por

Zo(G)=1 e Zin(G)={2€G|lz,9] € Z(G), para todo g€ G} (1.3)

para todo 1.
Por outro lado, o subgrupo caracteristico v;(G) de G é definido indutivamente

por
1n(G) =G e vun(G) =[v(G),G] (1.4)

para todo 1.

Observagao 1.2.7.

(a) Z1(G) € o centro de G, isto é, Z1(G) = Z(G);

(b) Se G é um grupo abeliano, entio Z;(G) = G para todo i;
(c) %(G) € o subgrupo derivado de G, isto €, y(G) = G';

(d) Se G =G, entio v;(G) = G para todo i. Neste caso, dizemos que G € um grupo
perfeito.
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Com base em ([1.3) e (1.4), construimos a seguir duas séries bastante

conhecidas.
Definicao 1.2.8. Seja G um grupo. As cadeias de subgrupos

G =7(G) B 7%(G) > 3i3(G). ..

sao chamadas de série central inferior e série central superior de G,

respectivamente.

Observagao 1.2.9. A série central superior nao atinge o grupo G necessariamente,
mas se G € finito a série se estabiliza em um subgrupo chamado de hipercentro de G,

denotado por Z(G).

Teorema 1.2.10. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. FEntao,

7v(G/N) =~ (G)N/N para todo i > 1.

Demonstra¢ao. Argumentamos por inducao sobre i. Quando ¢ = 1 segue o

resultado. Supondo que o resultado vale para i, temos que:
%1+1(G/N) = [n(G/N),G/N] = [i(G)N/N,G/N].

Do Lema segue que:
i(G)N/N,G/N] = [v:(G), GIN/N = 711 (G)N/N.

Isto conclui a inducao e o resultado segue. O

Definigao 1.2.11. Seja G um grupo. O residual nilpotente de G ¢ o subgrupo
Yoo (@) = () :(@),
i=1
onde o subgrupo v;(G) € o i-ésimo termo da série central inferior de G.

Se G é um grupo finito, entdo o residual nilpotente de G é igual a 7, (G) para

todos os n suficientemente grandes.
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Teorema 1.2.12 ([19], Teorema 5.1.9, p. 125). Seja 1 =Gy < G; < --- <G, =G

uma série central de um grupo nilpotente G. Entao:
(i) ’}/’L(G> S Gn—i-i—l;
(i) Gi < G(G).

Uma relagao bastante interessante que podemos observar entre a série

central inferior e a série central superior é apresentada no proximo resultado.

Teorema 1.2.13 ([2I], Teorema 5.31, p. 113). Sejam G um grupo e n um
inteiro positivo. Entao, Z,(G) = G se, e somente se, v,+1(G) = 1. Neste caso,

Yis1(G) < Z,,_i(G) para todo i.

Esse teorema mostra que, quando GG é um grupo nilpotente, as suas séries centrais
superior e inferior sao séries normais de mesmo comprimento, cujo numero de termos

nao-triviais determina exatamente a classe de nilpoténcia de G.

Definicao 1.2.14. Um grupo G € nilpotente de classe n, quando n € o menor

nuamero inteiro positivo, tal que v,41(G) = 1.

Lema 1.2.15. Sejam G um grupo finito e N um subgrupo normal de G. Se G/N ¢é
nilpotente, entio v-(G) C N.

Demonstragao. De fato, se G/N é nilpotente, segue que existe um inteiro positivo n,

tal que, 7,41(G/N) = 1. Pelo Teorema [1.2.10 temos v,,+1(G/N) = 7,41(G)N/N = 1.
Portanto, 7,+1(G) < N e, logo 7,,(G) < N. O

Descreveremos a seguir algumas das propriedades basicas de grupos nilpotentes,

cujas demonstragoes podem ser encontradas em [10, Teorema 2.3.3, p. 22|.
Teorema 1.2.16. Seja G um grupo.

(1) Se G € nilpotente e H € um subgrupo de G, entao H € nilpotente;

(ii) Se G € nilpotente e K Q G, entao G/K ¢ nilpotente.

Teorema 1.2.17. Se G e H sao grupos nilpotentes, entao G X H ¢é nilpotente. Em

geral, o produto cartesiano de uma familia finita de grupos nilpotentes é nilpotente.
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Vamos agora descrever alguns fatos elementares de grupos nilpotentes finitos que

sao usadas constantemente.

Teorema 1.2.18 ([19], 5.2.4., p. 23). Seja G um grupo finito. Entao, as seguintes

propriedades sao equivalentes:

(i) G ¢€ nilpotente;

(ii) Todo subgrupo de G € subnormal;

(iii) Todo subgrupo mazximal de G é normal;

(iv) G € o produto direto de seus subgrupos de Sylow.

Nos proximos enunciados mencionamos algumas condigoes suficientes para

determinar quando um grupo ¢é nilpotente.

Teorema 1.2.19. Seja G um grupo. Se N < Z(G) e G/N € nilpotente, entio G é

nilpotente.

Teorema 1.2.20 (P. Hall, [19], 5.2.10, p. 134). Sejam G um grupo e N <G. Se N

e G/N' sao nilpotentes, entao G € nilpotente.

Apresentamos agora uma condi¢cao necessaria e suficiente que garante a

nilpoténcia de um grupo.
Proposigao 1.2.21. Sejam G um grupo e n > 1. Entao,

f)/n(G) = <[91792,~--,gn] ‘ 91,92, ---,9n € G>

Demonstracao. Argumentamos por inducao sobre n. O caso n = 1 é trivial. Assuma
por inducao que 7, (G) é gerado pelo conjunto X = {[g1,...,9a] | 91,---, 9. € G}. Por

definicao,

1(G) = ([z, 9] [ © € m(G), g € G).

Entao, pela hipotese de indugao, um elemento gerador em ~,.1(G) pode ser escrito

como [¢; -+ ¢k, g], com g € Gecy,...,q € XNXL Pelo Lemall.1.16| (ii), temos que

[Cl e Ck:7g] - [Clag]al T [Cka g]ak
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com ay,...,a; € G. Por um lado, se ¢; € X, entao [¢;, g]% = [¢}*, %] é um comutador
em v, 1(G), pois ¢ € X. Por outro lado, se ¢; € X!, entdo ¢; = d; ' , onde d; € X.

Logo,
iy 91" = [di%, 91" = (([ding) )% )% = ([dig) D)% @ = [ ™), g% )7L (15)

-1
Assim, [¢;, g]% é o inverso de um comutador em 7, 1 (G), pois dl(di “ e X, Portanto, os
fatores do produto em (|1.5) sdo comutadores ou inversos de comutadores em ~,1(G),

isto é,
7n+1(G) - <[glv s 7gn+1] | gi,---59n+1 € G>

Como queriamos provar.

[]

Corolario 1.2.22. Um grupo G € nilpotente de classe no mdximo c se, e somente se,

[gla s 7gc+1] =1 para todos 91,5 9ct1 € G.

A préxima condicao de nilpoténcia diz respeito aos elementos cujas ordens

nao tem fatores comuns.

Proposicao 1.2.23 (|20], Teorema 10.8, p. 215). Um grupo finito G é nilpotente se,

e somente se, dados a,b € G com (|al, |b]) =1, tem-se ab = ba.

Iniciamos agora o estudo dos fatos bésicos de outra classe importante de grupos.
Vamos comegar definindo um grupo soltivel com auxilio do conceito elementar de série

subnormal.

Definicao 1.2.24. Um grupo G é soluvel se possuir uma série subnormal
{1} =Gy <G <--- <G, =G,

onde cada grupo quociente G;1/G; € abeliano para todo i =0,1,2,...,n— 1.

Observagao 1.2.25. Se G € solivel, entao a série que satisfaz as condigoes acima €

chamada de série soluvel ou série abeliana de G.

Existe uma maneira consistente de investigar grupos soluveis fundamentada no

uso dos subgrupos derivados. Recorde que o subgrupo derivado G’ de um grupo G
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¢, por defini¢do, o menor subgrupo de G gerado por todos os comutadores [z,y] para
z,y € G. De maneira geral, o i-ésimo subgrupo derivado G de G ¢é definido da

seguinte maneira:
GO =G, G+ = (G(z‘))f
para todo 1.
Definicao 1.2.26. A sequéncia de subgrupos
GO>GO>GEO>GEO > ..

¢ chamada de série derivada de G.

Observe que G+ & caracteristico em G.

Evidentemente a série derivada de um grupo G pode nao atingir o subgrupo
trivial {1}, a ndo ser que o grupo seja solavel, como podemos constatar no proximo
teorema. Porém, se G ¢ finito essa sequéncia também é finita e, portanto estacionéria,
isto ¢, existe um inteiro positivo ko, tal que, G*0) = G*) para todo k > ky. Na série
derivada, cada grupo quociente G™ /G & abeliano e o primeiro quociente G /G’ &

também denotado por Gyy.

Definicao 1.2.27. Seja G um grupo solivel. O comprimento derivado de G € o
menor inteiro k, tal que o k-ésimo termo da série derivada de G € trivial, ou seja,

G®) = {1}. Denotamos o comprimento derivado de G por dl(G).

A série derivada é bastante ttel no estudo para determinar a solubilidade de um

grupo, pois proporciona uma caracterizacao para a classe dos grupos soliveis.
Teorema 1.2.28 (|19], 5.1.8., p. 124). Seja G um grupo solivel. Se
{I}=Gy<Gi<--- <0G, =G

¢ uma série abeliana, entio GV < G,_;. Em particular, G™ = {1}, ou seja, o

comprimento derivado de G € igual ao comprimento da série derivada de G.

Definicao 1.2.29. Dizemos que um grupo soliuvel com comprimento derivado igual a
2 € metabeliano. Em outras palavras, G € metabeliano se possui um subgrupo normal

abeliano cujo quociente € abeliano.
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Observagao 1.2.30.
(a) Um grupo abeliano é solivel de comprimento derivado igual a 1;
(b) Todo grupo nilpotente € solivel .

Apresentaremos agora os resultados que indicam a importancia da teoria
dos grupos soluveis. As demonstragoes serao omitidas e podem ser encontradas

em [20] e [21].
Teorema 1.2.31 ([20], Teoremas 11.2 e 11.3, p. 231 e 232). Seja G um grupo.
(i) Se G ¢é solivel e H é um subgrupo de G, entao H ¢é solivel.
(ii) Se G € solivel e K <G, entio G/K ¢é solivel.
Destacamos a seguir a reciproca do teorema anterior.

Teorema 1.2.32 ([20], Teorema 11.4, p. 232). Se K < G e ambos K ¢ G/K sao

soliveis, entao G € solivel.

Corolario 1.2.33 (|21], Corolario 5.18, p. 103). Se H e K sao grupos soliveis, entdo
H x K ¢ solivel.

Nenhuma discussao sobre grupos soliiveis poderia omitir o celebrado e
surpreendente teorema que fornece uma extensa colecao de exemplos de grupos
soltiveis. Conjecturado por Burnside em 1911, foram necessarias 255 paginas para

ser provado.

Teorema 1.2.34 (W. Feit, J.G. Thompson, [8]). Todo grupo de ordem impar € solivel.

1.3 O Subgrupo de Fitting

Vamos agora considerar subgrupos nilpotentes de wum grupo finito,
particularmente subgrupos normais nilpotentes. O préximo resultado é a base para o
estudo de subgrupos normais nilpotentes, pois garante que o produto de dois

subgrupos normais nilpotentes ¢ um subgrupo normal nilpotente.
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Teorema 1.3.1 (de Fitting, [19], 5.2.8, p. 133). Sejam M e N subgrupos normais de
um grupo G. Se M e N sao nilpotentes de classes de nilpoténcia m en respectivamente,

entao M N € nilpotente de classe de nilpoténcia no mdrimo m + n.

Motivados pelo resultado anterior definimos um subgrupo muito importante na

teoria dos grupos.

Definicao 1.3.2. Seja G um grupo. O subgrupo de Fitting de G, denotado por

F(G), € o subgrupo gerado por todos os subgrupos normais nilpotentes de G, ou seja,
F(G)=(N|N<G e N é nilpotente).

Note que se o grupo G ¢ finito, entdo F(G) é o tnico subgrupo normal
nilpotente maximal de G. E evidentemente F(G) ¢ um subgrupo caracteristico de
G. E claro que dado um grupo G qualquer, F(G) pode ser trivial. Por outro lado,
isso nao acontece quando G ¢é soluvel, pois nesse caso F(G) contém o menor termo

nao-trivial da série derivada e, portanto F(G) ¢ nao-trivial.

Corolario 1.3.3. Sejam G um grupo e N um subgrupo mnormal de G. FEntao,

NNF(G) = F(N).

Demonstracao. Certamentemente F'(N) é subgrupo caracteristico nilpotente em N.
Como N <G, segue que F(N) C NN F(G). Agora, F(G) <G e, assim, NNF(G)<IN.
Note que N N F(G) é subgrupo normal nipotente de N, entdo N N F(G) esta contido
em F(N).

[l

O subgrupo de Fitting é particularmente importante para os grupos soluveis.

Desta forma, podemos destacar o seguinte resultado.

Teorema 1.3.4 ([19], 5.4.4, p. 149). Sejam G um grupo solivel e F(G) o subgrupo de
Fitting de G.

(i) Se 1# N <G, entdio N contém um subgrupo normal abeliano ndao-trivial e

NNF(G)#1;

(i) Co(F(G)) = Z(F(G)).
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1.3. O Subgrupo de Fitting

Definicao 1.3.5. Sejam p um primo, G um grupo finito e Py,..., P. uma lista de
todos os p-subgrupos de Sylow de G. Entao,

O p-subgrupo maximal normal O,(G) é chamado de p-radical de G. Observe
que se G tem um tnico p-subgrupo de Sylow Pj, entao O,(G) = P, < G. E mesmo,

quando G tem varios p-subgrupos de Sylow, ainda assim, temos O,(G) < G.

Teorema 1.3.6. Sejam G um grupo finito € p1,...,p,. 08 numeros primos que dividem

|G|. Entao,
F(G) = 0p,(G) -+ 0y, (G).

Demonstracao. Para cada p; todos os p;-subgrupos de Sylow de GG sao conjugados em
G e, por isso, O,,(G) é o nucleo de cada membro desta classe e, portanto, é normal em
G. Como p-grupos sao nilpotentes, temos O,,(G) < F(G) para cada p; que divide |G|.

Portanto,
[0 (@ c F@).
i=1

Por outro lado, se @) é um p;-subgrupo de Sylow de F(G), entdo @ esté contido em
alguns p;-subgrupo de Sylow P de G. Como @ é subgrupo normal em F(G) e F(G)
¢ subgrupo caracteristico em G, concluimos que @ < G, dai @ C O,,(G) e, assim,

F(GQ) C H O,,(G). E o resultado esta provado.
i=1

A seguir vamos dar a defini¢ao de elemento Engel em um grupo G.

Definicao 1.3.7. Seja G um grupo. Um elemento g € chamado elemento Engel
(direita) se para todo x em G existe um inteiro n = n(x, g), dependendo possivelmente

de x e g, tal que,

g, z,..., 2] = 1.

n vezes

De modo analogo podemos definir elemento Engel a esquerda. Nesta tese vamos

considerar elementos Engel & direita e os chamaremos apenas de elementos Engel.

35



1.3. O Subgrupo de Fitting

O proximo resultado, devido a Baer, nos oferece uma importante informacao
sobre os elementos Engel de um grupo finito. Os detalhes da prova podem ser vistos

em [19] 12.3].

Teorema 1.3.8. Sejam G um grupo finito e F(G) o subgrupo de Fitting de G. Se x é

um elemento Engel, entao x € F(G).

Expressaremos agora mais duas séries importantes no estudo de grupos soltuveis

finitos.

Definigao 1.3.9. Sejam G um grupo finito e n um inteiro positivo. O subgrupo K, (G)

¢ determinado recursivamente da sequinte forma:
Ko(G) =G e Kit1(G) = 70 (Ki(G)).
para cada v > 0.
Diante disso, a sequéncia de subgrupos
G = Ko(G) > Ki(G) = K»(G) > ...

¢ chamada de série inferior de Fitting.
Note que K;(G)/K;+1(G) é o maior quociente nilpotente de K;(G) para todo i.

E claramente K;(G) sdo subgrupos caracteristicos de G.

Definigao 1.3.10. Sejam G um grupo finito e n um inteiro positivo. O subgrupo F,(G)

¢ determinado recursivamente da sequinte forma:
Fo(G) ={1} e F(G)
€ o unico subgrupo normal em G, tal que,
Fy(G)/Fi1(G) = F(G/Fi1(G))
para cada v > 1.

Diante disso, a sequéncia de subgrupos

(1} = Fy(G) < Fi(G) < FR(G) < ...
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1.4. O Teorema do Subgrupo Focal

¢ chamada de série superior de Fitting ou, como ¢ mais conhecida, série de Fitting.
Observe que G é um grupo soluvel finito se, e somente se, F,(G) = G para algum
inteiro positivo n. Em geral, a série de Fitting de um grupo finito que nao é soluvel se

estabeliza no radical soluvel.

Definigao 1.3.11. Seja G um grupo soluvel finito. O menor nimero inteiro positivo

n, tal que F,,(G) = G € chamado de altura de Fitting de G e o denotamos por h(G).

O teorema a seguir expressa uma relagao entre a altura de Fitting e a série inferior

de Fitting.

Teorema 1.3.12 (23], Teorema 2.6). Sejam G um grupo finito e h um nimero inteiro
positivo. Entao, K,(G) = {1} se, e somente se, G é solivel de altura de Fitting no

mdximo h.

1.4 O Teorema do Subgrupo Focal

O objetivo desta se¢ao é demonstrar um famoso teorema devido a D. Higman
sobre os p-subgrupos de Sylow do subgrupo derivado de um grupo finito. Para essa
segdo, tomamos [I19] como referéncia. Inicialmente vamos definir o homomorfismo
transfer e apresentar algumas de suas propriedades.

Sejam G um grupo e H um subgrupo em G de indice finito n. Escolhendo um

transversal a direita T = {t1,t2,...,t,} para H em G, temos

Como o conjunto das classes laterais a direita particiona o grupo G, para qualquer
elemento g € G, o elemento t;g pode ser escrito na forma xt;, para algum z € H.
Considerando a acgao por multiplicacao a direita de ¢ € G no conjunto das classes
laterais de H e uma fungao ¢, que leva ¢ em (i)g de modo que Ht;g = Ht(;,, temos
tigt&)lg € H, para todo g € G.

Note que ¢, é uma permutagao do conjunto {1,2,...,n}. De fato, suponha que
by(i) = ¢4(4), assim t;g = xty e t;g = a't,. Logo, g 't;'at), = 1 = gfltj_la:’tk isto

/

implica que t;t;° V= 2271, Como t; e t; sao elementos de T, segue que ¢ = j. Portanto,

¢g € uma permutagao.
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1.4. O Teorema do Subgrupo Focal

Definicao 1.4.1. Sejam H um subgrupo de indice finito em um grupo G e A um grupo

abeliano. Considere um homomorfismo 60 : H — A. O transfer de 0 ¢ a aplicacao

. G — A
L)
r > H txt( )x ,
onde T = {t1,ta,...,t,} € um transversal a direita para H em G.

Claro que nao precisamos nos preocupar com a ordem dos fatores no produto, pois
A é abeliano.

Nos proximos resultados estamos considerando as ideias estabelecidas
anteriormente nesta secao. A seguir, destacamos o lema que garante que a

aplicacao 6* é um homomorfismo que nao depende da escolha do transversal T .

Lema 1.4.2 ([19], 10.1.1, p. 285). A funcao 0* : G — A é um homomorfismo de

grupos que nao depende da escolha do transversal T .

Observe que o transfer é uma aplicacdo em um grupo abeliano e, portanto o
nucleo dele contém G’. Assim, se G é um grupo perfeito o transfer é sempre trivial.
Com base no lema anterior podemos determinar um outro transversal a direita

de H em G a partir de um transversal dado, por meio do seguinte resultado:

Lema 1.4.3 ([19], 10.1.2, p. 287). Seja T = {t1,ta,...,t,} um transversal & direita de
H em G. Entao, para cada elemento x, existem si,Ss,...,5x € T e inteiros positivos

li,lo, ... 1, tais que,
(Hsi,Hsix,...,Hsiwlfl)’ i=1,2,... .k

s@o as (x)-orbitas de um conjunto de classes laterais a direita de H em G, tais que, se

0: H— A éum homomorfismo de H em um grupo abeliano A, entao

k

2 = H(sixlisfl)e.

i=1

O caso mais importante do transfer surge quando ¢ é o homomorfismo candnico
de H em H/H', isto é, 2 = H'z. Neste caso, 0* : G — H/H' é chamado de transfer
de G em H. Um caso especial é quando H é um p-subgrupo de Sylow de G. Se P
¢ um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito G e 7 : G — P/P’ é o transfer do
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1.4. O Teorema do Subgrupo Focal

homomorfismo canénico de P em P/P’, entdao G/Ker 7 é um p-grupo abeliano. Com
isso em mente denotamos por G'(p) a interse¢ao de todos subgrupos normais N, tais
que, G/N é um p-grupo abeliano. Assim, G/G’(p) é o maior p-quociente abeliano de
G. A notacdo G'(p) nos lembra do subgrupo derivado de GG, mas levando em conta que
G/G'(p) € um p-grupo abeliano, concluimos que G’ C G'(p). O proximo resultado nos

fornece uma maneira de determinar G'(p).

Proposicao 1.4.4 ([19], 10.1.5, p. 288). Seja 1 : G — P/P’ 0o homomorfismo transfer
de um grupo finito G em um p-subgrupo de Sylow P. Entdo, G'(p) € o nicleo de T e

P NG € o nicleo da restrigao de T a P.

Observagao 1.4.5. Uma consequéncia imediata da Proposi¢ao ¢ que
Im 7 ~ G/G'(p). No entanto, G/G'(p) € isomorfo ao p-subgrupo de Sylow de G/G’,
15t0 €,

G/G'(p) ~ PG'/G' ~ P/(PNG).

Logo, Im 7~ P/(PNG").

Corolario 1.4.6. Sejam G um grupo e P um p-subgrupo de Sylow de G. FEntao,
PNG'(p)=PNG e

G/G'(p) ~ P/(PNG).
O subgrupo P NG’ é o subgrupo focal de P em G.

Teorema 1.4.7 (Teorema do Subgrupo Focal, D. Higman). Se G é um grupo finito e
P um p-subgrupo de Sylow de G, entao

PNG =([z.g]|z,2? € P.ge G)=(x"'y | z,y € Py =29 para algum g € G).

Demonstragao. Seja Q = (z7'y | z,y € P,y = 29 para algum g € G). Note que
P’ < @ uma vez que @ cotém [x,g] para x,g € P. Em particular, Q < P e P/Q é
abeliano. Além disso, claramente QQ < G’ e, assim P’ < Q < PNG'.

Sejam 6 : P — P/Q o homomorfismo canoénico e 7 o transfer de ¢. Entao,
T € Hom(G, P/Q).

Agora, sejam x € P e T = {t1,ta,...,t,} um transversal de P em G, onde
d

n=|G: P|. Escolha d € {1,2,...,n} e os inteiros r; com Zri = n. Deste modo,
i=1
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Como P/Q é abeliano,
d d

v = Q[ ) = QL) ([ [ taa™t,)).

i=1 i=1 i=1
O segundo produto ¢ formado por comutadores [z, ;'] que esta contido em @ por

defini¢ao. Logo,

d
Ao = @ = Qo
=1

Como n e p sao coprimos, Qz™ = @ se, e somente se, x € (). Logo, Ker 7N P = Q.

Uma vez que G/Ker 7 é um p-grupo abeliano, segue que G'(p) < Ker 7. Entao,
PNG' =PnG'(p) <PnNKerr=0Q.

Portanto, P NG’ = @) e o resultado esta provado.

1.5 Subgrupos Verbais

Uma palavra de grupo, ou simplesmente palavra, é um elemento nao-trivial

do grupo livre F' = F(X), onde X é um conjunto de geradores livres {xy,za,...}.

Considere uma palavra w = w(x1,Zs, ..., z,) . Podemos escrever
Y (5} Y3
w =yt
onde n; é um numero inteiro e i; € {1,2,...,r}, j = 1,2,...,r. Nesta tese, todas as

palavras serao consideradas em sua forma reduzida.
Seja G um grupo. Podemos associar a seguinte aplicagdo de G X ... x G (r vezes)

em (7:

(r vezes)

——
Op: GX...xG — G

(gla"'vgr) — w<glv'-'7g7“)u

ou seja, considerando os elementos g¢y,...,g, € G e uma palavra w = w(zy,...,z,),

a imagem de (g1,...,9,) via ¢, ¢é dada por
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w(g1,-.-,9-) € G.

Definicao 1.5.1. Dizemos que um elemento g € G € um w-valor em G se existem

elementos g1, ..., g, € G de tal modo que g pode ser escrito como:

g=w(g1,--,Gr).

Denotamos por G, o conjunto dos w-valores em G, isto é,

G'w :{w(gl7"'7g7") | gi,---,9r GG}

Definigao 1.5.2. Sejam G um grupo e w(xy,...,x.) uma palavra. O subgrupo
verbal associado a palavra w em G € o subgrupo de G gerado por todos os w-valores

em G.
Denotamos o subgrupo verbal por w(G), ou seja,

w(G) = (w(gi,--.9) | g1, 9r € G) = (Gu).

Proposicao 1.5.3. Sejam G um grupo e w uma palavra de grupo. Entao, o subgrupo

verbal w(G) é um subgrupo caracteristico de G.
Uma demonstragao desta proposigao pode ser encontrada em [19, p. 56].

Exemplo 1.5.4. Sejam F = F(X) um grupo livre e X um conjunto de geradores

livres. Sao palavras:

1. u=u(xy, 19, 23) = [11, 22|73, onde x1, 79,73 € X ;

k

2. A k-ésima poténcia v =v(x) = x", onde x € X e k € um inteiro positivo;

3. O comutador w = [x;, x| nos geradores x; e xj, com 1 # j;

S

. Seja k > 1. Definimos a k-ésima palavra central inferior vy da sequinte forma:

71($1) =x € %(xh e 7xk—17xk) = [%-1(%, .. 7$k—1)7$k];

onde x; € X para todo i;

(934

. Seja k > 0. Definimos a k-ésima palavra derivada ) da sequinte forma:

do(x1) =1 e O (21, ... wor) = [Ok—1(T1, ..o, Tor—1), Op—1 (Tor—141, . .., Tk )],
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onde x; € X para todo i,

6. Sejak > 0. Consideramos e = ex(x,y) a k-ésima palavra de Engel dada da sequinte

forma:

er = [z, y, ...,y = [z, Y],

k wvezes

onde as palavras sao definidas indutivamente:

o= [z,0y] = = e &y = [2,4y] = [[z, k-19], Y]
para x,y € X.

Definigao 1.5.5. Seja G um grupo. Dizemos que uma palavra de grupo w € uma

palavra comutador se a soma dos expoentes de cada varidvel envolvida em w € zero.

Nas palavras comutadores existe uma familia muito significativa que sao os

comutadores multilineares.

Definigao 1.5.6. Seja X = {x1,za,...} um conjunto de geradores livres. Assumimos

por comutador multilinear de peso 1, simplesmente as palavras da forma w = x;, para

algum i. Dizemos que uma palavra w € um comutador multilinear de peso k > 1, se ela

tem a forma w = |wy, wy|, onde wy e wy sdo comutadores multilineares em varidveis
9 )

distintas de peso s e r, respectivamente, com s +r = k.
Observagao 1.5.7. Seja k € N.
(a) Ok, Yk € ex sao comutadores;

(b) % € 0 sdao comutadores multilineareas. Enquanto isso € ndo € um comutador

multilinear para k > 2;

(c) Seja k > 2. Costuma-se escrever G*) para denotar o k-ésimo termo da série
deriwada do grupo G. Mas sequindo a notagao do FExemplo deveriamos

escrever 0,(G), no geral essa forma é menos usual.

Observacgao 1.5.8. Para um estudo mais aprofundado e completo sobre subgrupos

vebais consulte [18] ou [22).
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Capitulo 2

Resultados Principais

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos envolvendo as palavras
derivadas. Como comentamos na introduc¢ao, nosso principal interesse é em grupos
soluveis finitos e nos termos da série derivada.

Sejam G um grupo finito e P um p-subgrupo de Sylow de GG. Recorde que G’ é
o subgrupo verbal de GG gerado por todos os d;-valores. Uma consequéncia imeditata
do Teorema do Subgrupo Focal é que P NG’ é gerado por ;- valores contidos em P.
Um problema em aberto é se podemos generalizar esse teorema para outras palavras
derivadas d; para k > 2 (veja [I]). Neste contexto, ao assumirmos que G é um grupo
solavel finito, obtemos que P N G®) ¢ gerado por §;-valores contidos em P. Além
disso, obtemos que o k-ésimo termo da série derivada G*) ¢ nilpotente se, e somente
se, |ab| = |al|b|] para todo dx-valores a,b € G de ordens coprimas.

A primeira secao deste capitulo, tem o objetivo de listar algumas propriedades
do subgrupo chamado de normalizador de sistema. A segunda secao, é dedicada em
mostrar uma generalizacao do Teorema do Subgrupo Focal no caso que G é um grupo
soluvel finito. Na tltima secao, apresentamos um critério de nilpoténcia em grupos
finitos. E, por fim, demonstramos o resultado que estabelece um critério de nilpoténcia

para G¥).

2.1 Sistemas de Sylow e Normalizadores de Sistemas

Dado um primo p que divide a ordem de um grupo finito GG, sabemos que um

p-subgrupo de Sylow é um p-subgrupo maximal de G.
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Iniciamos esta se¢ao estudando os subgrupos de Hall que amplia o conceito
apresentado anteriormente. Para isso, vamos estabelecer alguns conceitos estruturais
para posteriormente definir os subgrupos de Hall e exibir o teorema de P. Hall que
tem papel substancial na caracterizagao dos grupos soliveis finitos. As referéncias

utilizadas para esta secao sao [10], [19] e [7].

Definicao 2.1.1. Seja m um conjunto nao-vazio de numeros primos. Um m-nimero

¢ um inteiro, tal que, todos os seus fatores primos pertencem a .

Definicao 2.1.2. Seja m um conjunto nao-vazio de numeros primos. Um grupo G é

um m-grupo se todo primo p que divide a ordem de G pertence a 7.

Indicamos o conjunto dos primos que dividem a ordem de G por 7(G). A partir
de agora, m é um subconjunto qualquer de 7(G) e 7’ é o complemento de m em 7(G),

ou seja, ' é o conjunto dos primos que nao pertencem a m em w(G).

Definicao 2.1.3. Seja G um grupo finito. Um m-subgrupo H de G é chamado de

m-subgrupo de Hall quando |G : H] é um 7' -nimero.

Lema 2.1.4 ([7], 3.2, p. 216). Sejam H um w-subgrupo de Hall de G e M, N < G.

Entao:

(1) HY € um m-subgrupo de Hall de G para todo g € G

(i) HN/N € um m-subgrupo de Hall de G/N;

(iii) H NN é um m-subgrupo de Hall de N;

(iv) (HNM)HNN)=HNMN ¢é um m-subgrupo de Hall de M N.

No geral, os m-subgrupos de Hall nem sempre existem. Por exemplo, considere o
grupo G = As e o conjunto dos nimeros primos 7 = {3,5}. Sabendo que |A5| = 22.3.5,
se existisse um m-subgrupo de Hall nessas condigoes tal subgrupo teria indice 4 e ordem
15, porém ele nao existe.

Como ja sabemos os p-subgrupos de Sylow sempre existem e sao conjugados
entre si. Mas os subgrupos de Hall nem sempre existem, como ja vimos anteriormente.
Neste momento vamos estabelecer as condi¢oes sobre as quais tais subgrupos existem

e, quando existem, se sao conjugados entre si. O préximo teorema garante que, em
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grupos soltveis, os m-subgrupos de Hall sempre existem e também sao conjugados entre

si. A demonstragao pode ser encontrada em [19, 9.1.6 e 9.1.7, p. 257|.
Teorema 2.1.5 (P. Hall). Sejam G um grupo solivel finito e # C w(G). Entao:
(i) G contém um w-subgrupo de Hall para qualquer conjunto de primos m;

(il) Quaisquer dois w-subgrupo de Hall de G' sao conjugados;

(iii) Qualquer w-subgrupo de G estd contido em um mw-subgrupo de Hall.

No teorema a seguir veremos que vale a reciproca do resultado apresentado

anteriormente. A demonstragdo pode ser encontrada em |19, 9.1.8, p. 258|.

Teorema 2.1.6 (P. Hall). Se G é um grupo finito que possui um p'-subgrupo de Hall

para todo primo p € w(G), entao G € solivel.

Definicao 2.1.7. Seja K um subgrupo de um grupo G. Dizemos que um subgrupo

H de G ¢ complemento de K em G se KNH=1 e¢ G=KH.

A seguir apresentamos o resultado que fornece uma caracterizacao para os grupos
soluveis finitos. A demonstracao segue imediatamente dos Teoremas de P. Hall (para

mais detalhes ver [10, p. 233]).

Teorema 2.1.8. Um grupo finito G € solivel se, e somente se, todo p-subgrupo de

Sylow de G possui complemento em G.
Seja G um grupo soluvel finito de ordem
G| =p'ps* .. py,

onde pq,pa, ..., pr sao os divisores primos distintos da ordem de G. Pelo Teorema de
Hall, G tém um p}-subgrupo de Hall @); para cada primo divisor de |G|. Considere os
pi-subgrupos de Hall Q1, Qa, ..., Q. Entao,

|Qil = |GI/pi" e |G Qi = pi".

Oberve agora que Q1 N -+~ N Qy é um {psy1, ..., px-subgrupo de Hall de G. De fato,
isso certamente é verdade quando t = 1. Assumindo, por inducao, que a intersecao

H=0Q:N---NQ; éum {p;11,...,px}-subgrupo de Hall de G, temos que
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H| =p/ ..o e |G H| =pi*...p}.
Agora, é claro que H e (Q;41 tém indices coprimos, logo
G HN Q| = |G : H|[G 2 Q| = p* .. -p?fil'

Assim, |H N Q1| = piih° ... pi¥ e, consequentemente H N Quy1 = Q1N+ NQ N Qi

éum {p;io,...,pr}-subgrupo de Hall de G. Desta maneira, a afirmacao é verdadeira.

Definicao 2.1.9. Sejam G um grupo finito e py,pa, ..., pr 0S divisores primos distintos
da ordem de G. Um sistema de Sylow é uma colecao de subgrupos QQ1, Qs, ..., Qk,

tal que, Q; € um p-subgrupo de Hall para i =1,2,... k.

Teorema 2.1.10 ([19], 9.2.1, p. 261). Seja Q1, Q2, ..., Qr um sistema de Sylow de

um grupo soluvel finito G. Entao:

(i) Se m € wm conjunto de primos distintos divisores de |G|, entao m Q; € um

pigm
m-subgrupo de Hall de G. Em particular, P; = ﬂ Qj € um p;-subgrupo de Sylow
J#
de G;
(ii) Os subgrupos de Sylow Py, Py, ..., P, sao permutdveis dois a dois, isto €,
P,P; = P;P,.

Definicao 2.1.11. Sejam G wum grupo finito e pi,ps,...,pr 0Ss divisores primos
distintos da ordem de G. Uma base de Sylow é uma colecao de subgrupos Py, Ps, ...,

Py, tal que, P; € um p;-subgrupo de Sylow parai=1,2,....k e,
PP, = PP,
para todo i e j.

Pelo Teorema(2.1.10, se S = {Q1, Qo, . . ., Qk} é um sistema de Sylow de um grupo
soluvel finito G, existe uma base de Sylow correspondente B = { Py, P, ..., P}, onde
P, = m Q;. De fato, o proximo teorema revela que um sistema de Sylow determina

J#i
uma base de Sylow e vice-versa.

Teorema 2.1.12 ([19], 9.2.2, p. 262). Sejam G um grupo solivel finito e py,pa, ..., Pk

0s divisores primos distintos da ordem de G. Se S; € o conjunto dos p,-subgrupos de
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Hall de G (parai=1,2,....k) e B* € a cole¢ao de todas as bases de Sylow de G, entdo

a: §x...x8, — B*

@ Q) — (Pi....P)

¢ uma bijegdo, onde P; = [, Q;

Teorema 2.1.13 (P. Hall, [19], 9.2.3, p. 262). Se G ¢ um grupo solivel finito, entao
quaisquer dois sistemas de Sylow sdao conjugados, assim como, quaisquer duas bases de

Sylow sao conjugadas.

Notacgao 2.1.14. Seja G um grupo finito. Se P € um familia de subgrupos de G e N

€ um subgrupo normal de G, denotamos por PN a sequinte familia de subgrupos de G':
PN ={XN:X eP}
e por PN/N a sequinte familia de subgrupos de G /N :
PN/N ={XN/N : X € P}.

Notagao 2.1.15. Seja G um grupo finito. Se P € uma familia de subgrupos de G e L

€ um subgrupo de G, denotamos por P N L a sequinte familia de subgrupos de G':
PNL={XNL:XeP}.

Dados um sistema de Sylow & e um subgrupo L de G, é facil ver que, de maneira
geral, S N L nao é um sistema de Sylow de L. Mas, quando & N L é um sistema de
Sylow de L, chamamos S de uma extensao de SN L. Naturalmente, podemos aplicar
a mesma terminologia a base de Sylow na correspondente situagao.

Sejam Sy, um sistema de Sylow de um subgrupo L de um grupo soluvel finito G e
B}, a base de Sylow determinada por Sy. Para cada p € 7(G), um p’-subgrupo de Hall
Gy de G contém um p'-subgrupo de Hall L,y de Si. Sejam S = {Gy : p € 7(G)} um
sistema de Sylow de G e B = {G, : p € 7(G)} uma base de Sylow determinada por S.
Assim, L,y contém um p'-subgrupo G, N L e, portanto, L,y = Gy N L. Deste modo, se
G, ¢ um p-subgrupo de Sylow em B, segue que

LNG,=LN((Gy)=(LNGy) =)Ly =Ly
q#p q#p q#p
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Entao, BN L = By, e B é uma extensao de Br. Além disso, se B’ é uma base de Sylow

de G, temos que B’ = BY e, portanto B’ é uma extensao de B'N LI = B},. Assim,

obtemos o seguinte:

Proposicao 2.1.16 ([7], 4.16, p. 226). Seja L um subgrupo de um grupo solivel finito
G. Entao, cada base de Sylow de L pode ser estendida a uma base de Sylow de G.

Proposicao 2.1.17 ([7], 4.17, p. 226). Seja G um grupo solivel finito. Suponha que
B € uma base de Sylow de G, L é um subgrupo de G e N é um subgrupo normal de G.

Entao:
(i) Se B é uma extensao de BN L, entao BN/N € uma extensao de BN/N N LN/N;
(ii) Se BN/N ¢é uma extensao de BN/NNLN/N , entao B é uma extensiao de BALN .

O proximo resultado mostra que a extensao de uma base de Sylow em um

subgrupo é determinada pela extensao do sistema de Sylow no mesmo.

Proposicao 2.1.18 ([7], 4.18, p. 226). Sejam B uma base de Sylow e S um sistema de
Sylow de um grupo finito G. Se L é um subgrupo de GG, entao as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
(i) S € uma extensio de SN L;
(ii) B ¢ uma extensao de BN L.

Lema 2.1.19 ([7], 4.20, p. 227). Sejam S um sistema de Sylow e L um subgrupo de

um grupo G.

(i) Se |G : L| € uma poténcia de um primo p, entao cada ¢'-subgrupo de Hall Q) de G
€ uma extensao de Q N L para cada q # p. Em particular, S é uma extensdo de

SN L se, e somente se, L contém o p'-subgrupo de Hall de S;

(ii) Se S € uma extensao de S N L, entdo existe uma cadeia mazimal de subgrupos
L=L.<L,1<...<Li<Ly=G,

tal que, S € uma extensio de SN L; parat1=0,1,...,r.
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Proposicao 2.1.20 ([7], 4.21, p. 228). Seja L um subgrupo de um grupo solivel finito

G. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) L é subnormal em G;
(ii) Cada sistema de Sylow de G é uma extensao de um sistema de Sylow de L.

Demonstragao. (i) = (ii). Sejam L = L, < --- <Q Ly Q Ly = G uma série subnornal e
B uma base de Sylow de G. Como L; < GG, temos que B é uma extensao de BN L; e,
por indugao, podemos concluir que B é uma extensao de BN L,. Logo, pela Proporsicao
2.1.18, S é uma extensdo de SN L, como querfamos.

(i1) = (¢). Vamos provar por indugdo sobre |G|. Seja 1 # N < G. Entao, pelas

Proporsigoes [2.1.17| e [2.1.18] um sistema de Sylow SN/N de G/N é uma extensao de
SN/N N LN/N. Assim, por indugao, LN é subnormal em G. Agora, se LN é um

subgrupo proprio de G, entao existe um subgrupo normal proprio K de G, tal que,

LN < K. Seja Sy um sistema de Sylow de K, pelas Proporsicoes 2.1.17 e [2.1.18] segue

que Sg = S N K para algum sistema de Sylow & de G. Como S é uma extensao de
SN L, temos que Sy é uma extensao de So N L. Logo, por indugao, L é subnormal em
K e, portanto, L é subnormal em G. Desta forma, podemos supor que LN = G.
Suponha que N = Lg. Se N énao trivial, entdao L = GG é subnormal em . Assim,
podemos admitir que Lg = 1. Neste caso, tome N um subgrupo normal minimal de G
e suponha que L é um subgrupo maximal de G, tal que, L é um complemento de V.
Deste modo, |G : L| = |N| é uma poténcia de um primo p. E, pela Proporsicao[2.1.19]
L contém um subgrupo R gerado por todos os p-subgrupos de Sylow de G. Note que,
pelo Teorema [2.1.5] R é um subgrupo normal em G. Como Lg = 1, concluimos que
R =1 e, assim, GG é um p-grupo. Logo, pela Proporsi¢ao (ii), L é subnormal em
G.
O

Definigao 2.1.21. Seja S = {Q1,Qa, ..., Qr} um sistema de Sylow de um grupo finito
G. O subgrupo

k

T = No(@Q:)

i=1

¢ chamado de normalizador de sistema de G.
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Observe que se B={P,P,,...,P.} é a base de Sylow correspodente, entao
um elemento de G normaliza cada (@); se, e somente se, normaliza cada P;. Isso

ocorre devida a relagao entre (); e P, para todo 7. Desta forma,

ou seja, o normalizador de sistema pode ser também obtido a partir da base de Sylow.

Veremos agora uma propriedade notavel desse subgrupo.

Teorema 2.1.22 ([19], 9.2.4, p. 263). Se G € um grupo solivel finito, entao os

normalizadores de sistemas sao nilpotentes e quaisquer dois sao conjugados.

Demonstra¢ao. Sejam B = {Py,..., P.} uma base de Sylow e T" o normalizador de
sistema obtido a partir de B. Note que, |T" : TN P;| = |TF, : P divide |G : P,
pois P, QA TP,. Assim, T'N P; é um p;-subgrupo de Sylow de T e T'N P; < T para
todo i = 1,2,...,r. Logo, pelo Teorema [1.2.18] T ¢é nilpotente. A conjugagao dos
normalizadores de sistemas é uma consequéncia direta da conjugacao das bases de
Sylow, um vez que, qualquer automorfismo de G meramente permuta suas bases de

Sylow.

Definicao 2.1.23. Sejam G um grupo, L < G e K<H < G.

e Dizemos que L cobre H/K se HL = KL, ou equivalentemente, se H = K(H N L);
e Dizemos que L evita H/K se HNL = KN L, ou equivalentemente, se HNL < K.

Teorema 2.1.24 ([7], 1.7, p. 4). Seja L um subgrupo de um grupo finito G.

(i) Sejam H < G e K < H. FEntao, L cobre H/K se, e somente se,
(LN H) : (LNK) = |H : K| e L evita H'K se, e somente se,
(LNH): (LNK)|=1;

ii) Sejal=Hy < H, <--- < H, =G uma série subnormal de G com a propriedade

ii) Sejal =Hy<H, <---<H,=G ‘rie sub [ de G edad
que L cobre H;/H;_y para j € J e L evita Hj/H;_y para j € {1,2,...,r} — J.
Entio, |L| = [ |H; : Hj-l.

jeJ
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Teorema 2.1.25 (P. Hall, [19], 9.2.6, p. 26). Se T' é um normalizador de sistema de
um grupo solivel finito G, entao T cobre cada fator principal central e evita cada fator

principal nao-central de G.

O proximo resultado é uma consequéncia do Teorema [2.1.24] (ii) e do Teorema
2.1.20l

Teorema 2.1.26 ([7], 5.7, p. 238). A ordem de um normalizador de sistema de um
grupo soluvel finito € o produto das ordens dos fatores principais centrais em uma série

principal de G.

A partir disto, podemos provar a seguir uma importante propriedade dos

normalizadores de sistemas.

Teorema 2.1.27 ([7], 5.8, p. 238). Sejam G um grupo solivel finito e B={Py,..., Py}
k

uma base de Sylow de G. Se L é um subgrupo normal e T' = ﬂ N¢(P;) € o normalizador
i=1

k

de sistema de G, entio TL/L = ﬂ Ng/(P,L/L) € o normalizador de sistema de G /L.
i=1

Em outras palavras, normalizadores de sistemas sao preservados por epimorfismos.

Demonstracao. Observe que BL/L = {PL/L : P € B} ¢ uma base de Sylow de G//L.

E claro que

TL/L <(\Ne(P.L/L). (2.1)

Por outro lado, se 1 = Ko< K7 <--- < K, = G é uma série principal de GG, pelos

Teoremas [2.1.24] e [2.1.25], segue que

T:TnL|=]]IKL/L: K;.L/L],
JjeJ

onde (K;L/L)/(K;_1L/L) ¢ um fator principal central de G/L para cada j € J.

Portanto, |7": T'N L| coincide com o produto das ordens dos fatores principais centrais
em uma série principal de G/L. Logo, pelo Teorema [2.1.26 |T": T N L| tem a ordem
de um normalizador de sistema de G/L. Como |T'L/L| = |T : T N L|, segue que a

igualdade prevalece em (12.1]). n

Aplicando as propriedades de cobrir e evitar de um normalizador de sistema

podemos obter o resultado que diz respeito a existéncia de complemento.
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Teorema 2.1.28 (Gaschiitz, Schenkman, Carter, [19], 9.2.7, p. 264). Sejam G um
grupo solivel finito e voo(G) o residual nilpotente de G. Se T é um normalizador
de sistema de G, entao G = Tv,(G). Além disso, se V(G) € abeliano, entio
T NYo(G) ={1} e T € um complemento de Vo (G).

Teorema 2.1.29 ([19], 9.2.8, p. 265). Sejam G um grupo solivel finito e T um
normalizador de sistema de G. FEntao, o core de T' em G € o hipercentro de G e o

fecho normal de T em G € igual a G.

Como sabemos T'¢ ¢ gerado por conjugados de T'. Deste modo, é possivel deduzir

do teorema acima o seguinte fato.

Corolario 2.1.30. Um grupo soluvel finito € gerado pelos seus normalizadores de

sistemas.

2.2 Generalizacao do Teorema do Subgrupo Focal

Nosso objetivo nesta segao é justamente mostrar que quando G é um grupo solivel
finito, os p-subgrupos de Sylow de G*) sdo gerado por &-valores de ordem poténcia
de p em G®). Para isso, vamos considerar alguns resultados preliminares sobre grupos
soltiveis finitos, ja comentados na secao anterior, e as consequéncias para a estrutura
de tais grupos.

Seja G um grupo soluvel finito. Uma base de Sylow do grupo G consiste de
uma familia de p-subgrupos de Sylow de G para cada p € 7(G). E quaisquer duas
base de Sylow de G sao conjugadas. Neste sentido, dada uma base de Sylow de

(G, o normalizador de sistema é o subgrupo T = ﬂNg(B). Particularmente, os

i
normalizadores de sistemas sdo conjugados, nilpotentes e G = T, (G), onde 7, (G) é
o residual nilpotente de G. Além disso, os normalizadores de sistemas sao preservados
por epimorfismos, isto é, dado L < G temos que a imagem de T no quociente G/L é

um normalizador de sistema de G/ L.

Definicao 2.2.1. Seja G um grupo finito. Um subconjunto X de G € chamado de

comutador-fechado se [x,y] € X para todo x,y € X.
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O conjunto X ¢é simétrico quando X = X 1. Observe que o conjunto de todos os
Or-valores de um grupo G é comutador-fechado e simétrico.

Lembre ainda que o comprimento de Fitting h(G) de um grupo solavel finito é o
menor numero h, tal que G possui uma série normal de comprimento A, onde todos os

fatores sao nilpotentes.

Lema 2.2.2. Todo grupo solivel finito € gerado por um conjunto comutador-fechado,

onde todo elemento tem ordem poténcia de um primo.

Demonstragcao. Sejam G um grupo soluvel finito com comprimento de Fitting h, e
B = {Py, P, ...} uma base de Sylow de G. Denote, os termos da série inferior de
Fitting, por K; = G, Ky = 7(G) e Kiy1 = 7oo(K;) para i = 1,... h. Assim,
Kpy1 = 1. Agora, considere a base de Sylow B, = {PLNK;, LN K;,...} em K; e
seja T; < K; o normalizador de sistema correspondente a B;. Logo, K; = T, K;;1. A
escolha especifica das bases de Sylow B; garante que 7 normaliza T}, sempre que j < k.

Observe que
G=TKy,y=T"ToK3=---=T\T5---T,.

Assim, G é um produto de h subgrupos nilpotentes 7; de modo que 7j normaliza T},

sempre que j < k. Para cada v = 1,...,h denote por X; o conjunto dos elementos de
h

ordem poténcia de primo contidos em T;. Seja X = U X;. Note que o conjunto X é
i=1
um conjunto comutador-fechado e GG é gerado por X, como querimos provar.

]

Lema 2.2.3. Seja G um grupo gerado por um conjunto comutador-fechado X. Entao,

o subgrupo comutador G' € gerado por comutadores [x1, x5, onde x1,x5 € X.

Demonstracao. Seja Y = {[xq, xs]|z1,20 € X} e H = (V). Evidentemente, H < G'.
Deste modo, precisamos somente mostrar que G’ < H. Para isso é suficiente provar
que H é normal em G, pois fica claro que G/H ¢é abeliano. Escolha x € X e vamos
mostrar que o elemento x normaliza o subgrupo H. Tome y € Y um gerador de H e
escreva y° = yly, xz]. Note que, como X é comutador-fechado, y e [y, x] pertencem ao
conjunto Y. Logo y* € H. Assim, concluimos que x normaliza H. Como G = (X),

segue que o subgrupo H é normal em G. O lema esta provado.
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Se X e Y sao dois subconjuntos de G'e N é um subgrupo normal de G, nem sempre
ocorre que XNNY N = (X NY)N, isto é, usando a notacio de barra, X NY = X NY
no quociente G = G'/N.

Os proximos dois lemas foram retirados de [I]. O primeiro determina a situagao
na qual vale a propriedade mencionada anteriormente. E o segundo ¢ fundamental

para provar o Teorema [2.2.7]

Lema 2.2.4 ([I], Lema 2.1). Sejam G um grupo finito e N um subgrupo normal de G.
Se P é um p-subgrupo de Sylow de G e X € um subconjunto normal de G consistindo
de p-elementos, entaio XN N PN = (X N P)N. Em outras palavras, usando a nota¢ao
de barra G =G/N, XNP=XNP

Demonstracio. E claro que X NP C X N P. Assim, precisamos somente provar a
inclusdio XNP C X N P. Ou seja, dado um elemento ¢ € X NNPN, vamos mostrar que
g€ xN comz e XNP. Como g€ XN podemos assumir, sem perda de generalidade,
que g € X e, em particular, g é um p-elemento. E também, como g € PN, existe
z € P, tal que, gN = zN.

Tome H = (g)N = (z)N e observe que H' < N. Uma vez que PN N é um
p-subgrupo de Sylow de N e z € P, segue que PN H = (z)(P N N) é um p-subgrupo
de Sylow de H. Agora, g é um p-elemento de H, entdao obtemos que ¢* € PN H para
algum a € H. Se tomarmos z = g%, como X é um subconjunto normal de G, temos
que z € X N P. Portanto, g = v = z[r,a™] € zH' C xN, como querfamos provar.

]

Lema 2.2.5 ([I], Lema 2.2). Sejam G um grupo finito, P um p-subgrupo de Sylow de

G, e N, L subgrupos normais de G. Use a notagdo de barra no grupo quociente G/N e

suponha que N € um subgrupo de L. Se X € um subconjunto normal de G consistindo

de p-elementos, tal que, PN L = (PN X), entio PNL=(PNX,PNN).

Demonstragio. Pelo Lema [2.2.4] segue que PN L = (PN X) e isso implica que
PNNL=(PNX)N.

Dai,

PNL=PN(PNNL)=PN(PNX)N=(PNX)(PNN),
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onde a ultima igualdade segue pela Lei de Dedekind. Isto prova o resultado.

]

Sejam G um grupo finito e P um p-subgrupo de Sylow de G. O Teorema
do Subgrupo Focal estabelece que P N G’ é gerado pelo conjunto de comutadores
{lg,2] | g € G,z € P,[g,z] € P}. Isto foi provado por Higman em 1953. Uma
consequéncia imediata do Teorema do Subgrupo Focal é que P N G’ é gerado por
comutadores contidos em P. Claro que G’ ¢ o subgrupo verbal gerado pelos valores
da palavras [z,y] = v~ 'y tay. E, neste cotexto, é natural fazer a pergunta sobre uma
generalizagao da consequéncia do Teorema do Subgrupo Focal para subgrupos verbais
gerados por outras palavras. Mais especificamente, se w é uma palavra de grupo, G,
o conjunto de w-valores em G e w(G) o subgrupo verbal de w em G, entdo somos
levados ao problema a seguir, surgerido por C. Acciarri, G. A. Fernandez-Alcober e P.

Shumyatsky em [I].

Problema 2.2.6. Dado um p-subgrupo de Sylow P de um grupo finito G, é verdade
que PN w(Q) € gerado por w-valores em P, isto é, PNw(G) = (PN Gy)?

Note que se consideramos o caso em que G é um grupo nao abeliano de ordem 6,
w = 2° e p = 3 podemos rapidamente verificar que a resposta ao problema ¢ negativa.
Portanto, vamos apenas nos concentrar no caso em que w é uma palavra comutador.
Assim, lidamos com a questao de PNw(G) ser ou nao ser gerado por w-valores sempre
que w é uma palavra comutador.

A seguir mostramos que se G é soltvel, entao P N G*) ¢ gerado por §-valores

contidos em P. Mais precisamente, provamos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.7. Sejam k um inteiro positivo e G um grupo solivel finito. Se P é um

p-subgrupo de Sylow de G, entio PN G® ¢ gerado por §x-valores contidos em P.

Demonstra¢ao. Como G é um grupo soluvel, pelo Lema [2.2.2] existe um conjunto
comutador-fechado X em G, tal que, cada elemento em X tem ordem poténcia de um
primo e G é gerado por X. Para cada i denote por X o conjunto de todos os = € X,
onde existem xy,...,xq € X, tais que, x = §;(x1,...,T9i) €, por Xlgi) o conjunto de

)

todos z € X®, tal que, = tem ordem poténcia de p. Assim, ngi ¢ um conjunto de

d-valores cuja ordem é uma poténcia de p. E claro que X,(,i) C X. Denote por Y; a
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uniao das classes de conjugagao dos elementos de X,gi), isto ¢, Y; = (ngi))G. Vamos
mostrar que P N G® & gerado por PNY;.

Primeiramente, vamos usar induncao sobre i para mostrar que G® é gerado
por X Se i = 0 & 6bvio que segue o resultado. Entao, assuma que i > 1 e GO~V

=1) ¢ observe que U é um cojunto

& gerado por XY, Considere o conjunto U = X!
comutador-fechado que gera H = G~ Agora, pelo Lema , segue que o subgrupo
comutador H' é gerado por comutadores [uy, us], onde uy,us € U. Resta apenas notar
que o conjunto dos comutadores {[u, us]|ui,uy € U} é precisamente o conjunto X @ e
H' & exatamente G

Vamos supor que G é um contra-exemplo minimal no qual a afirmacao que PNG®
é gerado por PNY; é falsa. Se N é um subgrupo normal de G e G = G/N, pela
minimalidade de G, temos que P N G0 & gerado por P NY,. Pelo Lema , segue
que PNG® = (PNY;,PNN). No caso quando G possui um p’-subgrupo normal
nao-trivial N, o resultado é imediato, pois P N N = 1. Logo, podemos assumir que GG
nao possui p’-subgrupos normais nao-triviais.

Como G & soltvel, existe um inteiro positivo j, tal que, GU) é nilpotente. Em
virtude das nossas suposicoes, podemos admitir que GUY) é um p-grupo. Lembre que
GY) & gerado por X, Como GU) é um p-grupo, temos que X&) = XY, Se j < i,
entdo GV & um p-grupo gerado por Xz(,j ) CY; e o resultado segue.

Por outro lado, se i < j — 1, podemos usar a igualdade PNG® = (PNY;, PN N)
com N = GU). Neste caso, PN N ¢é gerado por X;j ) C Y, e, novamente, obtemos que

PNGY = (PNY;). E a demonstragao esta completa.

2.3 Um critério de Nilpoténcia para Subgrupos
Derivados

Um conceito muito discutido em teoria dos grupos finitos é a nilpoténcia e uma
das maneiras de analizar este fendmeno é observar o comportamento dos elementos de
ordens coprimas. Um fato muito conhecido é que todo grupo nilpotente finito GG possui

a seguinte propriedade:
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Hipotese 2.3.1. O produto das ordens de dois elementos de ordens coprimas em G é

a ordem do produto desses elementos.

Em 2014, admitindo a hipotese acima, B. Baumslag e J. Wiegold [5] publicaram

um artigo demonstrando o seguinte teorema.
Teorema 2.3.2. Todo grupo finito que satisfaz a Hipotese|2.3.1] € nilpotente.

Notando que Baumslag e Wiegold tinham estabelecido um critério de nilpoténcia
para grupos finitos, R. Bastos e P. Shumyatsky em [2] estabeleceram um critério de

nilpoténcia similar para o subgrupo comutador G’, provando o teorema a seguir:

Teorema 2.3.3. Seja G um grupo finito, tal que |ab| = |a||b| para todos comutadores

a,b € G de ordens coprimas. Entao, G' € nilpotente.

Em virtude do teorema acima, foram motivados a suspeitar que um fendémeno

semelhante poderia ser aplicado ao universo das palavras de grupos.

Sejam w uma palavra e G um grupo finito, tal que |ab| = |a||b| para todos w-valores a

e b de ordens coprimas em G. E verdade que o subgrupo verbal w(G) € nilpotente?

No entanto, a resposta para a pergunta acima ¢ negativa. Por exemplo, quando o
grupo finito G é simples nao-abeliano de expoente ¢ e a palavra é w = 2", onde n é um
divisor de e e = ¢ primo. Mesmo, no caso geral de palavras comutadores, M.Kassabov e
N. Nikolov em [14] mostraram que para cada n > 7 o grupo alternado A, admite uma
palavra comutador cuja cada valor nao-trivial tem ordem 3. Por outro lado, R. Bastos,
C. Monetta e P. Shumyatsky em [3] provaram que a resposta é positiva sempre que
w é uma palavra central inferior, que posteriormente foi estendido a uma familia de
palavras comutadores (ver Teorema . Mais especificamente, mostraram o resultado

a seguir:

Teorema 2.3.4. Seja k um inteiro positivo. O k-ésimo termo da série central
inferior de um grupo finito G € nilpotente se, e somente se, |ab| = |a||b| para todos

Yi-comutadores a,b € G de ordens coprimas.

Na pratica o Teorema fornece elementos que podem confirmar a pergunta

feita anteriormante se for considerado palavras comutadores multilineares, isto é, o
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Teorema contribui para confirmar o problema a seguir, que ainda permanece em

aberto, sugerido por R. Bastos e P. Shumyatsky em [2].

Problema 2.3.5. Sejam w uma palavra comutador multilinear e G um grupo finito
com a propriedade que |ab| = |a||b| para todos w-valores a,b € G de ordens coprimas.

Entao, o subgrupo verbal w(G) € nilpotente?

Foi ainda conjecturado em [3] que um critério semelhante de nilpoténcia para o
k-ésimo termo da série derivada de G é valido. Nosso objetivo, nesta secao, é apresentar
uma solugao positiva para o Problema quando a palavra comutador multilinear
é uma palavra derivada e o grupo finito G é soluvel. Efetivamente, vamos provar o

seguinte resultado:

Teorema 2.3.6. Seja k um inteiro positivo. O k-ésimo subgrupo comutador de um
grupo solivel finito é nilpotente se, e somente se, |ab| = |a|lb| para todos 0y-valores

a,b € G de ordens coprimas.

Primeiramente, lembre que um grupo G' é metanilpotente se exite um subgrupo
normal N, tal que, N e G/N sao nilpotentes. Note que todo grupo metanilpotente é
soltivel e que subgrupos e quocientes de grupos metanilpotentes sao metanilpotentes.
Denotamos por F(K) o subgrupo de Fitting de um grupo K e O,(K) o p-subgrupo
normal maximal de K. O seguinte lema é bem conhecido (veja por exemplo [3],

Lema 3).

Lema 2.3.7. Sejam p um primo e G um grupo metanilpotente. Suponha que x é um

p-elemento em G, tal que [Oy (F(G)),z] = 1. Entao, x € F(G).

Demonstracao. Como todo elemento de Engel de um grupo finito estd contido no
subgrupo de Fitting, pelo Teorema [1.3.8] é suficiente mostrar que x é um elemento de
Engel. Sejam F' = F(G) e P um p-subgrupo de Sylow de F'. Note que F' = P x Oy (F).
Por hipotese, G/F ¢ nilpotente de classe n para algum inteiro positivo n. Logo,
deduzimos que [G,, 2] < F' e, consequentemente, [G,,11z] < P. Assim, ([G,,+1 2], z)
estda contido em um p-subgrupo de Sylow de G. Portanto, z é um elemento de Engel

em G e o lema esta provado.
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Considere agora um grupo solavel finito G no qual existe £ > 1, tal que

lab] = |a||b| para quaisquer Jx-valores a,b € G de ordens coprimas.

Lema 2.3.8. Sejam x um di-valor em G e N um subgrupo normalizado por x. Se

(IN], |z]) = 1, entao [N,z] = 1.

Demonstracao. Escolha y € N. Note que [y,z,z] = [z7¥ z|" é um Jg-valor e a

ordem do dj-valor [y,z,x] tem ordem coprima com a ordem de z. Portanto,

[y, 2, 2Ja~| = |ly,,a]l|z]. No entanto, [y, z,2Je~" = [z,y}e~[y,2] ¢ um conjugado

1

de 7', entdo [y,z,2] = 1. Uma vez que y é um elemento arbitrario de N, temos

que [N, z,z] = 1. E, pelo Lema|1.1.24] deduzimos que [N, z| = 1.

Agora estamos em condi¢oes de demonstrar o Teorema [2.3.6]

A DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.3.7. E claro que se G®
é nilpotente, entdao |ab| = |a||[b] para quaisquer di-valores a,b € G de ordens
coprimas. Assim, precisamos apenas provar que se |ab| = |a||b| para quaisquer
Sp-valores a,b € G de ordens coprimas, entdo G®*) ¢ nilpotente. Como os casos
k < 2 foram considerados em [2] e [5], vamos supor que k > 2. Sem perda de
generalidade, vamos assumir que G é um contra-exemplo, tal que, |G®)| ¢ a
menor ordem possivel. Como |G®)| > |G*+Y| concluimos que G*+1 ¢ nilpotente e,
portanto, G*) é metanilpotente. Seja P um p-subgrupo de Sylow de G®). Entao,
pelo Teorema temos que P é gerado por §j-valores. Agora, tome z um
dp-valor contido em P. Pelo Lema temos que [Oy(F(G)),z] = 1, em
particular [Oy (F(G®),z] = 1. Como G* & metanilpotente, pelo Lema m,
deduzimos que z € F(G®), consequentemente, x € F(G). Uma vez que isso acontece
para todo dx-valor x contido em P, concluimos que P < F(G). Assim, um subgrupo
de Sylow arbitrario de G*) esta contido em F (G) e, consequentemente, isso implica

que G*®) < F(G). Portanto, G*) é nilpotente.
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