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Resumo

Neste trabalho estudamos representacdes autossimilares de grupos em A,,,, 0 grupo
de automorfismos da drvore m-dria regular 7,,,. Um grupo abstrato ¢é dito ser au-
tossimilar se ele admite uma representacao autossimilar fiel em alguma &arvore
Tn; quando a representacdo autossimilar induz acéo transitiva no primeiro nivel
da arvore, dizemos que o grupo € autossimilar transitivo. Um procedimento pa-
drao para constru¢ao de representagcao autossimilar transitiva de um grupo foi por
meio de um unico endomorfismo virtual do grupo em questio. Recentemente, foi
mostrado que este procedimento, quando aplicado ao produto entrelacado restrito
7.1 7, nao pode produzir representacao autossimilar transitiva fiel para qualquer
m > 2 (veja [3]). Estudamos subgrupos autossimilares de .4,, sem assumir agio
transitiva no primeiro nivel de 7,,. Esta acdo geral € traduzida em um conjunto de
endomorfismos virtuais correspondentes a diferentes Orbitas da acdo no primeiro
nivel de 7,,,. Com este novo procedimento, produzimos representacdes autossimi-
lares fiéis, algumas das quais sdo também finita por estado, para varios grupos tais
como Z“), 71 7 e (Z1 7)1 Cy. Também estendemos resultados de Brunner-Sidki
[5], sobre subgrupos abelianos autossimilares transitivos de 4,, ao caso geral,
onde o grupo de permutacao induzido no primeiro nivel da arvore tem s > 1
Orbitas. Provamos que um tal grupo A, na sua representacdo na arvore, imerge
em um unico subgrupo abeliano de A,, o qual € autossimilar e auto-centralizante.
Por fim, mostramos que o grupo nilpotente de classe 3 e livre de tor¢do, N3 4, de
Bludov-Gusev [27], ndo € autossimilar.

Palavras-chave: automorfismos de arvores, representa¢do autossimilar, centrali-
zador de grupo abeliano autossimilar, grupos do tipo Lamplighter.
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Abstract

In this work we study self-similar representations of groups on A,,, the group
of automorphisms of a regular m-ary tree 7,,. An abstract group is said to be
self-similar provided it admits a faithful self-similar representation on some tree
T.n; when a self-similar representation induces transitive action on the first level
of the tree we say that the group is transitive self-similar. A standard approach
for constructing a transitive self-similar representation of a group has been by
way of a single virtual endomorphism of the group in question. Recently, it was
shown that this approach when applied to the restricted wreath product ZZ could
not produce a faithful transitive self-similar representations for any m > 2 (see
[3]). We study self-similar subgroups of .4,, without assuming transitive action
on the first level of the tree. This general action is translated into a set of virtual
endomorphisms corresponding to the different orbits of the action on the first level
of 7,,. With this new approach we produce faithful self-similar representations,
some of which are also finite-state, for a number of groups such as Z“), Z Z
and (Z ! Z) ! Cy. We also extend results from Brunner-Sidki [5], on transitive
self-similar abelian subgroups of A, to the general case where the permutation
group induced on the first level of the tree has s > 1 orbits. We prove that such a
group A, in its representation on the tree, embed into a unique abelian subgroup of
A, which is self-similar and self-centralizing. Finally, we show that the nilpotent
group of class 3 and torsion free, N3 4, of Bludov-Gusev [27], is not self-similar.
Keywords: tree automorphisms, self-similar representation, centralizer of self-
similar abelian group, groups of Lamplighter type.
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A grupo de automorfismo da drvore 7,,,;

G(A) grupo de automorfismo da arvore 7, gerado pelos estados do autdmata A;
det(M) determinante da matriz quadrada M ;

Z grupo ciclico infinito;

Z/nZ ou C,,  grupo ciclico de ordem n;

/. anel dos inteiros n-adicos ciclico de ordem n;

7w) grupo abeliano livre de posto infinito enumerdvel;

T .-grupo grupo nilpotente de classe c, livre de tor¢do e finitamente gerado.
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Introducao

Nosso objetivo nesta tese € estudar o fendmeno de autossimilaridade em grupos.
A motivagdo original veio de propriedades fractais dos grupos de Grigorchuk,
[22] e Gupta-Sidki, [18]. A primeira formula¢do da noc@o de autossimilaridade
para grupos foi dada em [6] como sendo grupos agindo em 7,,, a &rvore uni-raiz
regular de valéncia finita m, de tal modo que os estados de seus elementos con-
tinuam sendo elementos do mesmo grupo, em outras palavras, o grupo € fechado
por estado ou, equivalentemente, funcionalmente recursivo; veja [6]. Um conceito
abstrato intimamente relacionado a autossimilaridade foi o da existéncia de endo-
morfismo virtual simples do grupo, uma nocao introduzida por V. Nekrashevych
e S. Sidki em [30].

Seja A, o grupo de automorfismos da arvore 7,,,. Uma representagdo de grau
m para um grupo abstrato G € um homomorfismo ¢ de G em A,,. Quando ¢ é um
monomorfismo, dizemos que ¢ € uma representacdo fiel. A representacdo ¢ € dita
ser autossimilar, transitiva ou finita por estado se o grupo G¥ €, respectivamente,
autossimilar, transitivo na sua a¢do sobre o primeiro nivel da arvore ou finito por
estado.

Em [3], A. Dantas e S. Sidki mostraram que o grupo Z ! Z nao admite re-
presentacao fiel autossimilar transitiva, qualquer que seja o grau da drvore. No
entanto, 7! Z tem uma representacdo autossimilar nao transitiva na arvore de grau
3; mais que isso, ZZ é um autdomata-grupo (Proposi¢do 4.1.4) dado pelo seguinte
diagrama.



0]0, 1|1, 2|2
0|1, 2|2 11
110 v 0]0
2|2
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Grupos autossimilares aparecem naturalmente como grupos de automorfismos
da arvore 7,,, como é o caso dos grupos de Grigorchuck e Gupta-Sidki ou sdo
construidos através de endomorfismos virtuais. Um endomorfismo virtual para o
grupo G é um homomorfismo f : H — G, onde H é um subgrupo de indice finito
em G.

Em [30], V. Nekrashevych e S. Sidki estabeleceram o seguinte resultado: um
grupo GG é autossimilar transitivo se, e somente se, existem H um subgrupo de
indice finito em G e um endomorfismo virtual f : H — G de modo que o maior
subgrupo de H, normal em G que é f-invariante é trivial. Neste trabalho, abrimos
mao da transitividade para estudar os grupos autossimilares ndo necessariamente
transitivos. A agfo intransitiva no grupo G é traduzida na tripla (m, H, F) | onde:

¢ uma sequéncia de subgrupos de indices finito em G,
m=(my,...,mg), m=my+---+mse

¢ um conjunto de endomorfismos virtuais. A s-upla (my, ..., ms) é o tipo-orbital
de G.

O Capitulo 1 introduz os conceitos preliminares necessarios para entendi-
mento deste trabalho. Nele definimos o grupo de automorfismos .4,,, da arvore
uni-raiz m-regular 7, e o conceito de grupos gerados por autOmatas.

No Capitulo 2, produzimos uma ferramenta na qual é possivel construir todos
os grupos autossimilares, de acordo com o teorema a seguir.



Teorema A. Um grupo G admite representacdo autossimilar fiel com tipo-orbital
(m,...,ms) se, e somente se, existem dados (m, H,F) para G com F-core de
H

(K<M_ H|K<1G Ki<KVYi=1,...5)

trivial.
Aplicamos o Teorema A para obter familias de grupos autossimilares.

Teorema B. Seja G < A, um grupo autossimilar de grau m com tipo-orbital
(my,...,ms) emy > mg > -+ > my Entdo:

(i) G“) admite uma representagdo fiel fechada por estado de grau m + 1 e
tipo-orbital (my, ..., mg, 1).

(ii) Seja K um subgrupo regular de Sym({1,...,s}). Entdo o produto entre-
lacado restrito G ! K admite uma representagdo fiel, fechada por estado e
transitiva de grau (my - ma - - - myg) - S.

Com respeito ao primeiro item do Teorema B, para qualquer inteiro positivo
k, o produto direto G* é autossimilar de grau m (Proposi¢do 2.2.1). Em [14], L.
Bartholdi e S. Sidki mostraram que o grupo Z*) tem uma representacio autossi-
milar de grau 2, mas ndo existe representagdo autossimilar transitiva e finita por
estado para Z(“), qualquer que seja o grau. No entanto, com este teorema, foi pos-
sivel construir uma representacdo autossimilar intransitiva para Z(“) que é finita
por estado (Corolério 2.2.3). O segundo item do Teorema B exibe uma imersao
de um grupo autossimilar ndo transitivo em um grupo autossimilar transitivo.

No Capitulo 3, estudamos os grupos abelianos autossimilares sem assumir
transitividade no primeiro nivel da drvore e estabelecemos resultados de estrutura
de seus centralizadores.

V. Nekrashevych e S. Sidki caracterizaram em [30], os subgrupos abelia-
nos livres de posto finito autossimilares de automorfismos da arvore binéria 75.
Mais tarde, A. Brunner e S. Sidki conduziram em [5], um estudo mais com-
pleto dos grupos abelianos autossimilares transitivos, mostrando por exemplo,
que o fecho de tais grupos pelo monoide gerado pelo monomorfismo diagonal
x:aw— (a,a,...,a)énovamente abeliano e autossimilar. Este fato possibilitou
interpretar grupos abelianos autossimilares transitivos como modulos da dlgebra
m-adica, Z,,[[z]].

No mesmo trabalho [5], foi mostrado: o centralizador de um grupo abeliano
autossimilar transitivo coincide com seu fecho diagonal-topologico A*; em par-
ticular, A* é abeliano fechado por estado que é um subgrupo abeliano maximal



em A,,. Este resultado nos motivou estudar o centralizador de um grupo abeliano
autossimilar intransitivo.
Seja G um subgrupo de A,,. Considere P = P(G) < Sym(Y’) o grupo de

permutagdo induzido por G em Y e sejam Oy, ..., O(y) as Orbitas de PP de tama-
nho my, ..., mg, respectivamente. O grupo P induz grupos de permutagdes F;)’s
em O;),1=1,---,s,e P énaturalmente identificado com um produto sub-direto
dos P;)’s. Assim, um elemento de P se decompde como o = 0(1)0(2) * - * Os),
onde o(;y € P;. Chamamos (P, ..., FP)) o tipo-permutacional de G. Todo
a=do e G, onded = (ag,...,q,_1)ec € P, pode ser escrito na forma
o= [(a(1)7 6’ “ .. 76)0‘(1)] “ .. [(67 PP ,67 a(s))g(s)]’

onde

any = (o, ..oy Q1,650 .5€), ., 0y = (€500, €5 Oy _ys - - - Oi—1).
Defina

G(l) = {(a(l),e, . ,6)0(1)|C¥ S G}, .. .,G(S) = {(6, ce ,6,0{(8))0'(5)|Oz S G}

Denote o grupo gerado pelos G;)’s por B(G). Entdo, B(G) = Gy ---G(s) é
um produto direto de seus fatores e G é um produto sub-direto de B(G). Observe
que B(G) continua tendo o mesmo tipo-orbital de G.

Generalizando o monomorfismo diagonal, nosso trabalho requer um estudo
cuidadoso do monoide livre

A= {(xy,...,x4),
onde para 1 < ¢ < s, x; € 0 monomorfismo diagonal parcial de A,, definido por:
a—(e,...;e,q,....q,e, ..., €)

com « ocorrendo nas coordenadas da 6rbita O(;) e o automorfismo trivial e nas
demais posi¢oes. Denotaremos o fecho de G por A por

A(G) = (G” | w € A).

Como serd demonstrado mais adiante, se A é um grupo abeliano autossimilar
e A é o monoide de operadores diagonais parciais correspondente ao seu tipo-
orbital, entdo A(A) continua sendo abeliano com mesmo tipo-orbital.



Uma outra operagdo que desempenha um papel importante é o fecho topo-
l6gico GG de GG, com relagdo a topologia adquirida da topologia da arvore; este
consiste dos produtos infinitos

@Oal"'ak‘"'j

onde «; € um elemento de Stabg (i), o estabilizador do nivel i em G. Note que em
geral, se um grupo (G, de automorfismos da arvore, satisfaz uma identidade, entdo
seu fecho topoldgico continua satisfazendo a mesma identidade.

Seja A um subgrupo abeliano autossimilar de A,,. Denote o centralizador
Ca,,(A) de A em A, por C(A). O centralizador de P(A) em Sym(Y) tem a
forma Py - - - P5)S(P), onde S(P) é o grupo de permutagdo induzido por C'(P)
no conjunto de 6rbitas Oy (1 < @ < s). Por exemplo, seja A o subgrupo de
Ay gerado por (01)(23). Entdo, P(A) = A, Ony = {0,1}, Op) = {2,3},
Py = ((01)), Py = ((23)) e S(P) = {(02)(13)). Defina

So(A) ={s € S(P) | C(A) N Staby,, (1)s énio vazio}.

Para cada s € Sy(A), escolha um levantamento de s em C(A) e defina Dy(A)
sendo o grupo gerado por estes levantamentos.

O seguinte resultado nos da o primeiro teorema de estrutura do centralizador
de um grupo abeliano autossimilar.

Teorema C. Sejam A, B(A),C(A), Dy(A) como acima. Entdo
(i) C(A) = Stabca)y(1)B(A)Do(A);
(ii) o subgrupo Stabca)(1)B(A) é normal em C(A);
(iii) B(A) centraliza Stabc(ay(1);
(iv) C(A) e Stabc(ay(1) sdo A invariantes;
(v) A(B(A)) é abeliano com mesmo tipo-permutacional de A.

Este resultado nos leva a generalizagdo do grupo A* de Brunner-Sidki, defi-
nido em [5] como sendo o fecho topoldgico-diagonal de um grupo abeliano au-
tossimilar transitivo A.

Teorema D. Seja A < A, um grupo abeliano autossimilar com tipo-permutacional
(P(l), ceey P(S)). Deﬁna K= A(A) e A = CAm (K) Entdo



(i) K é um grupo abeliano autossimilar com mesmo tipo-permutacional de A;
(ii) A* deixa cada orbita O ;) invariante e
A* = B(K)Staba-(1);
(iii) Staba«(1) = (A*)" (A*)™ .- (A*)";
(v)
A" = A(B(A)),

é o tnico subgrupo abeliano autossimilar de C(A) o qual contém A e é
auto-centralizante; portanto, A* é um subgrupo abeliano maximal de A, .

No teorema acima, se A € transitivo (ou seja, s = 1), entdo B(A) = Ae
A* = A(A).

Sejam A < A,, abeliano autossimilar de tipo-orbital (my,...,ms) e n o ex-
poente de P(A). Considere

p(x1, ..., xs) € Zy[[A]].

Escreva p(z1, ..., xs) como
S
p(x1, ..., x5) = E E qij(x1, ..., xs)x,
=1 j>0
A < Ll !
onde os mondmios que aparecem em q;;(71, . . ., ;) sdo da forma 3}z - - w3t

com 7; # 1. Com isso, escrevemos

S

af = H /%0 (aqu)mi(aqiz)l‘iz .. (aqz‘j)fcij e

i=1
Provaremos a seguinte forma aditiva de A*.

Teorema E. Sejam A um subgrupo abeliano autossimilar de A,, e n o expoente
de P(A). Entdo A* é um 7,[[A]] médulo finitamente gerado.

Como consequéncia, obtemos o seguinte resultado.

Teorema F. Seja A um grupo abeliano autossimilar. Entdo o subgrupo de tor¢cdo
Tor(A) de A é também um grupo autossimilar. Além disso, Tor(A) tem expoente
finito, divisor do expoente de P(A), e ele é um fator direto de A.



Segue do Teorema F: um grupo abeliano de tor¢do e de expoente infinito ndo
pode ter representacdo autossimilar fiel. v
Seja D, () o grupo gerado pelo conjunto de estados Q(ar) = {a, o”, ..., 0" '}
do automorfismo .
a=(e,....e;a” )0 ---m—1),

onde j é um inteiro positivo. Entdo D,,(j) é um grupo abeliano livre de posto j
o qual € autossimilar transitivo e diagonalmente fechado. Em contraste, no caso
geral temos o seguinte resultado.

Teorema G. Seja A um grupo abeliano livre.
(i) Suponha que A é de posto finito.

(a) Se A é um grupo autossimilar ndo-transitivo, entdo A(A) ndo € fini-
tamente gerado,

(b) Seja A um subgrupo autossimilar transitivo de A,,,. Entdo a represen-
tacdo autossimilar de A estende-se a uma representacdo autossimilar
ndo-transitiva em A, 1 com tipo-orbital (m, 1) tal que A(A), com
respeito a segunda representacdo, contém um grupo abeliano livre de
posto infinito enumerdvel que é autossimilar.

(i) Suponha que A é de posto infinito enumerdvel. Entdo A pode ser realizado
como um grupo autossimilar de tipo-orbital (m, 1) e é invariante sobre A =
<CL’1, £L'2>.

Para ilustrar o segundo item do teorema, seja A o subgrupo de A, gerado
por
a; = (e,...,e,aq,€)(01---m —1)(m),
Qi1 = i (1> 2) , agy = o™ (i > 1).

Entdo A € um grupo abeliano de posto infinito enumerdvel que é autossimilar e
fechado sobre A = (x1, 7).
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Finalizamos o Capitulo 3 descrevendo o centralizador de um subgrupo ciclico
autossimilar de A,. A descri¢do € baseada no tipo-orbital do grupo.

No Capitulo 4, estudamos representacdes autossimilares para grupos do tipo
Lamplighter generalizados: A Z?, onde A é um grupo abeliano finitamente ge-
rado e d é um inteiro positivo e para os grupos C), ! Z?, onde p é um nimero
primo. O primeiro exemplo é o grupo Lamplighter classico C5 ! Z que serviu
como contraexemplo para uma conjectura de M. Atiya, [17].

A. Dantas e S. Sidki [2], mostraram que se A ! Z¢ admite uma representagio
autossimilar transitiva fiel, entdo A é necessariamente um grupo de tor¢do de ex-
poente finito. L. Bartholdi e S. Sidki [14], mostraram que quando 5B € um grupo
abeliano finito, entdo B ! Z¢ é um autdmata-grupo de grau 2| B|. Generalizamos
ambos resultados no teorema a seguir.

Diagrama de A

Teorema H. Seja A um grupo abeliano finitamente gerado e considere T =
Tor(A). Entdo G = AVZ% é um autdbmata-grupo de grau 2|T| + 4. No caso
particular, para A = 7!, o grau pode ser reduzido para 4.

A. Dantas e S. Sidki [3], mostraram que o grupo C,, ! Z%, onde C,, é um grupo
ciclico de ordem prima p e d > 2, é um autdémata-grupo de grau p?, mas tal grupo
nio admite representagdo autossimilar transitiva de grau primo. Nesta direcdo,
obtemos o seguinte resultado.



Teorema L. Seja p um niimero primo. Entdo o grupo C, ! Z* é fechado por
estado de grau p + 1 com tipo-orbital (p,1). De fato, C, ! Z* é gerado por
a=(a,a0,...,ac?™ af),c=(e,...,e,0)(01 ---p=1)eB = (e, ... e ).
Em particular, o grupo Cy ! Z* é fechado por estado de grau 3.

Seja f : H — G um endomorfismo virtual. Defina Gy = Ge G,, = Gf:l para
todo n > 1. Defina o subgrupo parabdlico G,, = N;j>¢G;. Denote por G, \ G o
conjunto das classes laterais a direita de G, em G. Seja A um grupo e considere

AGN\D = 16 G, \ G — A de suporte finito},

onde cada g € G age por translagdo em A(@~\) O seguinte resultado foi provado

para grupos autossimilares transitivos por L. Bartholdi e S. Sidki.

Proposicao. (Proposicdo 6.1, [14]) Sejam G um grupo autossimilar transitivo
de grau m, G, o subgrupo parabdlico e B um grupo abeliano finito. Entdo a
estensdo B(C\C) x G é autossimilar transitivo de grau |B|m, além disso, é finito
por estado sempre que G o é.

Seja G um grupo fechado por estado com respeito aos dados (m, H, F'), onde
m = (my,...,mg), commy > 2,...,mgs > 2. Paracadai = 1,...,s defina
-1
GiO = G, Gij = (Gl(]_l))fl (] > O) € Gwi = mjzoGij. Com esta notagﬁo
estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema J. Sejam B um grupo abeliano finito e G um grupo autossimilar com
tipo-orbital (my, ..., mg), commy > 2,...,mg > 2. Entdo o grupo

BUGu \G)xx(Gu\G)) o (718

é autossimilar com tipo-orbital (|B|-my - --mg, 1). Além disso, se G € finito por
estado entdo BU(CG1\G)x<x(Gus\G) s G também é finito por estado.

Como consequéncia do Teorema J, o grupo Cs ! Z*) ¢ finito por estado, veja
Exemplo 4.3.3.

No Capitulo 5, consideramos a questao de existéncia de grupos nilpotentes
finitamente gerados que nao admitem representacao autossimilar. Em particular,
estudamos essa questdo para a classe T, grupos nilpotentes de classe c, livres de
tor¢do e finitamente gerados.

Em [1], A. Berlatto e S. Sidki mostraram que os ‘¥5-grupos sao ricos em autos-
similaridade: se G € um To-grupo e H é um subgrupo de indice finito de G, entdo



10

existe um subgrupo K de indice finito em H o qual admite um endomorfismo re-
corrente simples f : K — G (dizemos que o endomorfismo f é recorrente se ele
€ um epimorfismo). Como consequéncia, todo To-grupo € autossimilar transitivo.

J. Dyer [12], construiu, a partir de uma algebra de Lie, um %4-grupo que é
2-gerado com comprimento de Hirsh igual a 9, cujo grupo de automorfismo é
também nilpotente, que ndo € autossimilar transitivo. O. Mathieu desenvolveu no
seu artigo recente [19], um estudo de T .-grupos e suas conexdes com nil varieda-
des. Usando uma classe de algebras de Lie nilpotentes construidas por Y. Benoist
[31], ele exibe um ¥-grupo com centro ciclico que ndo € autossimilar. Em 2018,
S. Sidki [26], perguntou sobre a existéncia de um ¥3-grupo que nao € autossimilar
(Problema 10).

Em [27], V. Bludov e B. Gusev introduziram o T3-grupo N34 dado pelas se-
guintes relagdes definidoras:

la, [a,b]] = [a,b,b] = [a,|c,d]] = |a,d,d] =1,
[0, [b,c] = [b, [e,d]] = [, [e, d]] = [e, d, d] =1,
[a,[b,d]] - [a, ¢, b] = [a, [b,d]] - a, d, b] = 1,
[a, [a.d]] - [b,e,d] ™" = [a, [a,c]] - o, [b,d]] T = 1,
[a,c,b] - [b,d,d] " =[a,c,c]-[b,d,c] ™" =]a,d,b]-[a,d, ]t =1,
[a,b] - [a,c,c] ™' = [c,d] - [a,|a,d]] ' = 1.

Finalizamos o Capitulo 5 respondendo o Problema 10, proposto por S. Sidki,
com o seguinte resultado.

Teorema K. O grupo Ns 4 ndo admite representagdo autossimilar fiel em T,
qualquer que seja m.

A maior parte dos resultados deste ultimo capitulo foram obtidos por V. Blu-
dov e B. Gusev em [27]; os resultados inéditos deste capitulo sdo a Proposicao
5.2.4 e o Teorema 5.2.6.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo vamos definir a drvore uni-raiz m-regular 7,, e estudar o grupo A,,,,
de automorfismos de 7,,. Veremos que cada automorfismo de 7, pode ser des-
crito através de uma sequéncia infinita de permutacdes do grupo simétrico de grau
m. Além disso, vamos ver que um automorfismo em .4, tem uma interpretacio
natural como um automata definido sobre um alfabeto finito.

1.1 O grupo de automorfismos da arvore uni-raiz
m-regular

1.1.1 A arvore uni-raiz m-regular

Um grafo I' é um par (V(I'), E(I")), onde V(I") é um conjunto e E(I") é uma
colecdo de pares ordenados de elementos de V' (I'). Chamamos V' (I') o conjunto
de vértices de I' e E(I') o conjunto de arestas de I', que é também chamado
relagdo de incidéncia.

Um caminho p é uma sequéncia de vértices vy, ..., v, tal que (v;,v;11) €
E(T') para cada i < n. O comprimento de p, denotado por |p|, én — 1.
O grafo I' € conexo se existe um caminho entre quaisquer dois de seus vértices.
Um ciclo no grafo I' € um caminho vy, ..., v, talque n > 1 e v; = v,.
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Uma drvore é um grafo conexo sem ciclos. Uma arvore € uni-raiz se ela
contém um vértice distinguido, que € chamado a raiz da arvore. Se v € um vértice
na arvore uni-raiz I', os descendentes de v sdo os vértices adjacentes a v mais
longe da raiz. Uma arvore uni-raiz € regular se cada vértice tem o mesmo nimero
de descendentes; se o nimero de descendentes de um vértice na arvore uni-raiz
regular € m, diremos que a arvore € uni-raiz m-regular.

Seja m um inteiro positivo e considere o alfabeto Y = {0,...,m — 1} e
M = M(Y) o conjunto de todas as sequéncias finitas de Y. M é um monoide
livremente gerado por Y com elemento neutro a palavra vazia (). O comprimento
de uma palavra u € M é denotada por |u|.

Definicio 1.1.1. A drvore uni-raiz m-regular T, é o grafo (V(Ty.), E(Tn)), onde
V(Tm) = Me (u,v) € E(Ty) se, e somente se, v = uy para algumy € Y, onde
u,v € M.

Dado um inteiro ndo negativo n, o nivel n da arvore 7, é o subconjunto de M
formado por todas as palavras de comprimento 7.

Quando m = 2, o alfabeto Y consiste do conjunto {0,1} e a drvore Ty é
chamada drvore bindria, que pode ser representada pelo seguinte diagrama:

N
00/ \m m/ \1
NN SN

000 001 010 011 100 101 110 111

O nivel 0 de 75 consiste da palavra vazia, o nivel 1 de 75 é formado pelas
palavras O e 1, o nivel 2 consiste das palavras 00, 01, 10, 11 e assim por diante.

1.1.2 O produto entrelacado de grupos
Sejam G, ..., G, grupos, entdo o conjunto G; X --- X GG, das sequéncias

(91,---,9n) com g; € Gy,
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¢ um grupo com respeito a multiplica¢ao

(91, 90) (915 - 9n) = (9191, - - -+ GnGly)-

Este grupo é chamado o produto direto ou produto cartesiano dos grupos G;’s.
Este conceito pode ser estendido a uma colecdo arbitrdria de grupos G;, com 4
pertencendo a um conjunto arbitrario de indices, I. Seja G = [[,.; G; o conjunto
das fungdes f : I — U,;¢;G; satisfazendo f(i) € G; para todo ¢ € I. O conjunto
G munido com a operagdo (fg)(i) = f(i)g(i) € um grupo, chamado o produto
cartesiano dos grupos G;’s.

O suporte da fungdo f € o conjunto

Supp(f) ={i|ie€l, f(i) #eq}

O subgrupo de G consistindo das fun¢des de suporte finito é chamado o produto
direto dos G;’s e denotado por HZXe ; Gi. Note que se I € finito, entdo as nogdes
de produto direto e produto cartesiano coincidem. No caso [ = Z e GG; = G para
todo i € Z, denotaremos [[;.,; G; por G*).

Um grupo G € dito ser um produto sub-direto dos grupos G, ..., Gy se G <
G x --- X Gj e GG projeta sobrejetivamente em cada fator.

Sejam N e H grupos e considere « : H — Aut(/N) um homomorfismo. O
produto semidireto G = N %, H é o grupo consistindo dos pares (n, h), n € N,
h € H e munido com a operacao

(n,h)(n',K') = (n(n')"", hi').

Por simplicidade, escrevemos nhn'h’ = n(n')"" hi'.

Em [8], L. Kaloujnine e M. Krasner introduziram e estudaram o conceito de
produto entrelagado de grupos. Este conceito tornou-se uma ferramenta muito
importante em Teoria de Grupos, o qual foi aplicado na constru¢io de contrae-
xemplos e demostragdes de teoremas de imersdo. Usaremos esse teorema para
construir uma representacao autossimilar de um grupo abstrato.

Sejam A e B grupos e APl o grupo de todas a fungdes f : B — A, com
multiplicacdo (f1f2)(z) = fi(x) fo(x) paratodo z € B. O grupo B age em APl
fo: B — Apor fo(z) = f(xzb™!), para todos f € F, b,x € B. O produto
semidireto Al®! x B associado 2 esta agdio é chamado o produto entrelacado (ir-
restrito) de A por B e denotado por A Wr B. Cada elemento de A Wr B pode ser
unicamente representado por fb, com f € APleb € B e aregra de multiplicagdo
segue da férmula de conjugacgdo

bl fb(z) = f(xbt).
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Denotaremos por A®) o subgrupo de A!”! consistindo de todas as fungdes de
suporte finito. O produto entrelacado restrito Awr B de A por B € definido
similarmente ao produto entrelagado irrestrito trocando A%l por A®). Ao longo
desse trabalho denotaremos esse produto por A B.

Sejam GG um grupo arbitrrio e A um subgrupo normal de GG. Defina B = G/A
e considere 7 : G — B a projecdo candnica. Seja s : B — G um transversal de
Aem G, b+ b% assim w(b°) = b, qualquer que seja b € B. O monomorfismo de
Kaloujnine-Krasner ¢ : G — AWr B € definido por

¢(g) = fym(9),
onde fy(z) = (zm(g)~')%g(z*)"', x € B.

Note que

Logo, f, € APl Observe que ¢ é um monomorfismo e com isso fica estabelecido
o teorema:

Teorema 1.1.2. (Kaloujnine-Krasner) Sejam G um grupo e A um subgrupo nor-
mal de G. Considere B = G /A. Entdo existe uma imersdo de G em AW'r B.

Ou seja, o teorema estabelece que toda extensao de um grupo A por um grupo
B pode ser imerso no produto entrelagado irrestrito de A por B.

Sejam A um grupo e B < Sym(Y'). Reservamos a notagdo Ay B para o
produto entrelacado permutacional A™ x B dado pela agio

(ag, ... am-1)" = (e, ..., Aam-1)"),

onde (ag,...,a,—1) € A"eo € B.
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1.1.3 O grupo de automorfismos A,

Dadas duas arvores 7 e U, um isomorfismo entre T e U é uma aplicacdo bijetora
¥ : T — U que preserva adjacéncia de vértices; ou seja, se (u,v) € E(T) entdo

(¥ (u),¥(v)) € EU).

Definicao 1.1.3. Um automorfismo da drvore uni-raiz m-regular T, é um isomor-

fismo Y : Ty, — T

Podemos dizer também que um automorfismo da arvore uni-raiz m-regular 7,
€ uma bijecdo que preserva distancia e portanto, é uma isometria de 7T,,.

O conjunto de todos os automorfismos de 7, formam um grupo com respeito
a operagdo composi¢ao de funcdes, o qual chamaremos o grupo de automorfismos
de 7,, e denotaremos por A,,.

Observacoes

(1) Dado u € M a arvore uM = {uv | v € M} € isomorfa a arvore original
T,.. De fato, basta considerar o isomorfismo uv — v.

(2) Dada uma permutacdo o de Y, podemos estendé-la a um automorfismo &
de 7, por:
D) =0

(yu)e = yu.

(3) Qualquer automorfismo « € A, induz uma permutacdo o(«) em Y, basta
considerar a restricao de o ao conjunto Y, v : Y — Y.

Veremos a seguir que o desenvolvimento de um elemento o € A,, é feito
especificando uma sequéncia infinita de permutacdes no alfabeto Y.
Todo automorfismo o € A, induz uma permutagio o(a) em Y. Entdo a

. —\ 1 .. .
composi¢do a(o(a)) age trivialmente sobre o alfabeto Y e assim

a(c(a)) = (ag,.. ., Qm_1),

onde a,, € um automorfismo de y M, que podem ser vistos com automorfismos de
A, pelo isomorfismo do item (1) da observacdo acima. Logo,

a=(ag,...,0n_1)o(a) € (A, x -+ X Ayn) x Sym(Y) = (An)" x Sym(Y).
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Portanto, temos que A, = (A;,)" x Sym(Y) = A, &y Sym(Y’), com agdo de
Sym(Y') sobre (A,,)" dada por

(o, -y 1)’ = (o, ..., Qm—1y7)-

Assim, o produto de o = (a,...,am_1)o(a) por B = (Bo, ..., Bm-1)0(B) é
dado por

e inverso de « é
_ _ _ 1
a ! = (ao(i(a»,l, . ,a(%_l)(a(a)),l)a(a) . (1.2)

Com esses desenvolvimentos, a acdo de um automorfismo o € A, em uma
palavra v, - - -y, € Y*, k > 1, é dada por

oy Y >yt (Y2 yp)™

e assim essa acdo depende apenas da acdo de permutacdes em Y.
Nesta acdio, o induz um automorfismo oy, na 4rvore 7,,» sobre o alfabeto Y* e
assim obtemos uma imersao A,, — A,,», a qual chamaremos k-inflacdo.

Definicdo 1.1.4. Seja o = (o, ..., ap—1)o(a) € A,,. O conjunto de estados de
« € definido por

Qla) ={ay, |ue M} ={a,ap,...,m 1} UQ() UQ(a1) U+ - UQ(tn_1).
Dizemos que o automorfismo o € A,, € finito por estado se Q(«) € finito.

Exemplo 1.1.5. Considere os automorfismos v = (v,e,3) e 5 = (e, 3,e)(01) de
As, onde e é o elemento identidade. Sejam 101 e 210 em M ({0, 1,2}). Entdo

(102) = 1(02)¢ = 102
e
(210)7 = 2(10)? = 200” = 201.
Observe que Q(v) = {e, 7,8} e Q(B) = {e, B}

Definicao 1.1.6. Seja G < A,,. Dizemos que G ¢ finito por estado se todo ele-
mento de G o é; G ¢ fechado por estado se Q(«) C G para todo o € G.
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Em decorréncia de (1.1) e (1.2) obtemos

Q(aB) CQ)Q(B) e Qa™)=Q(a)™".

Portanto, o subconjunto F'(Y') de A,,, consistindo dos automorfismos de esta-
dos finito, é um subgrupo de A,,.

Dados GG um grupo de automorfismos de 7,,,, um inteiro ¢ ndo negativo e uma
palavra u sobre o alfabeto Y, definimos:

(1) Stabg(i) = {a € G| v* = v paratodov € M(Y) com |v| = i}, o
estabilizador do nivel © em G,

(2) Fizg(u) = {a € G | u* = u}, o fixador de v em G,

(3) P(G) = {o(a) | a € G} < Sym(Y'), o grupo de permutagio de G; G é
transitivo se P(G) é transitivo como subgrupo de Sym(Y).

O grupo de automorfismos .A,, € o limite inverso do seu quociente pelos esta-
bilizadores do 7-ésimo nivel, isto é

A
Ay~ lim ——"——;
é’o Staba,, (1)

assim 4,, é um grupo topoldgico, onde cada Staby, (i) é um subgrupo aberto e
fechado. Com isso, se a € A,,, entdo « pode ser visto como um produto infinito

Qoo -y - -+, onde oy € Staby, ().

Mais geralmente, se G é um subgrupo de A,,, entdo seu fecho topolégico, G,
consiste dos produtos infinitos agay - - - ay. - - -, onde a; € Stabg(i).
Para defini¢do do limite inverso I'&n, consulte [16].

1.1.4 Automatas

Autdmatas sdo modelos abstratos de maquinas que executam célculos em uma
entrada, movendo-se através de uma série de estados, de modo que em cada estado
da computacdo, uma funcdo de transicdo determina a préxima configuracdo da
maquina.

Definicao 1.1.7. Um autémata de Mealy é uma séxtupla (Q), L, T, f,1, qo), onde
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e () ¢ o conjunto de estados, onde cada elemento q de () é uma funcdo bijetiva
del',q: 1" =1}

L é o alfabeto de entrada;

I' € o alfabeto de saida;

f:Q x L — Q éa funcdo transicdo de estados;

l:Q x L — T éa fungdo saida definida por l(q,x) = q(x) para todos
geEQex el

® ¢y € ) € 0 estado inicial.

Neste trabalho, vamos considerar o alfabeto de entrada igual ao alfabeto de
saida e finitos. Dessa forma, a séxtupla (Q, L, T, f,, qo) pode ser reduzida a
quintupla (Q, T, f, 1, qo), com I" finito. Por vezes, vamos suprimir o estado inicial
qo € considerar o autdmata apenas como (Q, T, f,1).

Podemos definir um autdomata através do seu diagrama (diagrama de Moore).
Tal diagrama € um grafo direcionado rotulado de modo que seus vértices sao iden-
tificados com os estados do autdomata. Para cada estado ¢ € () e cada letrax € T,
o diagrama tem uma seta de ¢ para f(q, z) e rotulada pelo par z|l(q, z); grafica-

mente:
G z|l(g, z)
q

Exemplo 1.1.8. Considere o automata definido pelo seguinte diagrama de Moore.

0]1 1|1
0[0
o0
start —

0[1,10

Entdo @ = {q1,q2, 93}, I' = {0, 1}, o estado inicial é ¢;, a funcdo mudancga de
estados f € dada por
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f10 |1

q1 | 1| 42
92 | 43 | 42
g3 | 92 | 92

e a funcdo saida [ dada pela tabela abaixo

l

a1
q2
qs

k=l E=]

1
0
1
0

Cada automorfismo finito por estados, & = («ap, .. ., @m_1)0(@) € A,,, pode
ser visto como um autdmata, onde o conjunto de estados é Q)(«), o alfabeto de
entrada e saida € o conjunto Y = {0, ..., m — 1}, o estado inicial é v e as fungdes
mudanca de estados e de saida sdo dadas por

f:Qa) xY = Qa)

(a,y) — ay

[:Q(a)xY =Y
(a,y) = y7@

Exemplo 1.1.9. O automorfismo de T, definido por a = (e,a)o, com o = (01)
transposi¢ao de Sym({0,1}), é chamado mdquina de adi¢do bindria. Note que
a’* = (a,a) e assim a® = (a",a") e > = (a",a"™) e logo a tem ordem

infinita. O conjunto de estados de a é QQ(a) = {a,e} e portanto a é finito por

estado.
0|1
110 0/0, 1|1

Exemplo 1.1.10. A mdquina de adi¢cdo dupla é o automorfismo de T, definido por
a = (e,a,e,a)(01)(23). Note que a* = (a,a, a,a) e assim a** = (a",a",a", a")
e a®™t = (a", a" a”, a") e logo a tem ordem infinita. O conjunto de estados

de a é Q(a) = {a, e} e portanto a é finito por estado.
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0/1,2[3
1|0, 3|2 0[0,1]1,2[2,3|3

Exemplo 1.1.11. Considere o automorfismo o = (a, a?)o € Ay, com o = (01).
Entdo o® = (", a3") e o = (a3, o®" )0 para todo inteiro n > 1.
Assim, Q(a) = {a" | n < 1} e a ndo é finito por estado.

1|0
o
1)0 0/1
<>~ (o )
start —
0f1
@ 0[0, 1]1

Exemplo 1.1.12. Seja o = (o, 0) € Ay, onde 0 = (01). Entdo o® = (a?,¢e) = e.
Observe que Q(a) = {«a,0}.

11
0[0 0[1,1[0

Reciprocamente, dado um automata (Q, I, f, [, qo), podemos associar a cada
estado ¢ de () um automorfismo de A,,, comm = |I'[,I" = {,...,Ym-1}. De
fato, basta associar ¢ € () com o automorfismo

a, = (0, ..., am-1)0(q),
onde «; corresponde ao estado ¢; = f(q,;) e a permutacgio o(q) é definida por
i@ = j se, e somente se, [ (q,7i) = ;. Assim, o conjunto de estados do autdmata
A = (Q,T, f,1,q0) pode ser considerado como subconjunto de A,,. O grupo
gerado pelo automata A € definido por
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g(A) = <aq | q < Q>

Exemplo 1.1.13. Considere o autéomata dado pelo seguinte diagrama de Moore.

0j1
1|0 0[0, 1|1

Entdo o grupo gerado por este automata é G, = {(a = (e,a)(01)) < Ay. Pelo
Exemplo 1.1.9, a tem ordem infinita e portanto o grupo gerado por este automata
é isomorfo ao grupo ciclico infinito 7.

Para mais informacgdes sobre autdmatas consulte [23].

1.2 Representacao de grupos em A,

Um subgrupo G de A,, é dito ser autossimilar se é fechado por estado; se, além
disso, a acdo de G no primeiro nivel de 7, € transitiva, dizemos que G' é um
grupo autossimilar transitivo. O grupo G € finito por estado se cada um de seus
elementos tem um numero finito de estados.

Dado um grupo abstrato (G, um homomorfismo ¢ : G — A,, é dito ser uma re-
presentagdo de grau m de G. Se G¥ < A, é autossimilar, autossimilar transitivo
ou finito por estado, dizemos que a representacdo ¢ de (G, ou simplesmente que
G, € autossimilar, autossimilar transitivo ou finito por estado, respectivamente. A
representacdo € fiel se o nicleo de ¢ € trivial.

1.2.1 A arvore de classes laterais

A construcdo a seguir é baseada em [6] e [24]. Para mais detalhes vide estas
referéncias.
Seja H um grupo que admite uma cadeia de subgrupos

H:H0>H1>"'>HZ'>H7;+1>"'

tal que (), 4, = 1. Entdo H,; = |J H;t;; para todo ¢ > 1. Podemos en-
tdo construir uma arvore 7 na qual os vértices consistem de classes da forma
Hsts,jsts—l,j(s_l)‘..tl,jl e a relacdo de incidéncia é dada pela relacao de inclusdo de
conjuntos.
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Suponha que [H;_; : H;] = m paratodo ¢ > 1, entdo a drvore T é regular.
Considere T; = {t;o,...,tim—1} transversal de H; em H;_, entdo a drvore 7 ¢é
representada graficamente da seguinte forma:

S N TR

RN AR MR

Observe que, como grafos, a arvore 7 € isomorfa a arvore 7,,. Assim, pode-
mos considerar o homomorfismo ¢ : G — A, definido por

G

H, Hity

h? - Hww— HZCUh,

Como (), H; = 1, ¢ é¢ monomorfismo. Portanto, obtemos uma representagio fiel
de grau m para H.

Exemplo 1.2.1. O grupo ciclico infinito 7, admite representacdo fiel em As. De
fato, basta considerar a cadeia de subgrupos

7 >27>47 > - >2nl. > - --

que interceptam trivialmente.
/ Z \

[ANA

27 22+ 1
47 47 + 1 47, + 2 47 + 3

JANENAN
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1.2.2 Endomorfismos virtuais

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G de indice finito m. Um homomorfismo
f + H — G é chamado um endomorfismo virtual de G. Vamos nos referir ao par
(H, f) como um par de similaridade de G. Um subgrupo U de H é f-invariante
se f(U) C U. O f-core de H é o maior subgrupo de H, normal em G que é
f-invariante.

Dado um par (H, f), de similaridade de GG, vamos produzir através de uma

constru¢do generalizada de Kaloujinine-Krasner uma representacao autossimilar
transitiva de grau m para G.
Para isso, escolha T = {tg,...,t;,_1}, com ¢y = e, um transversal a direita
de H em G. Considere 0 : G — Per(Y),Y = {0,...,m — 1}, a representacéo
permutacional de G em Y induzida pela acdo do grupo nas classes laterais a direita
de H, isto é,

i@ = J se,esomentese, Ht,g= Ht;.
Para cada elemento g em G, obtemos:
(1) suaimagem o(g) sobre o;

(2) uma m-upla (6(g,to),...,0(g,tm_1)) de elementos de Schreier, onde
0:GxT—H
é a fungdo definida por 0(g, t;) = t;g(tew) .

Entdo, o Teorema de Kaloujnine-Krasner [8], d4 um homomorfismo de GG no
produto entrelacado H wry o(G) definido por

w1:9— (0(g,t;) | i=0,....,m—1)o(g).

Para produzir uma representagdo ¢ : G — A,,, usamos o endomorfismo
virtual f : H — G para iterar o processo infinitamente, e assim definimos

©:g (H(g,ti)f“" |i=0,...,m—1)o(g).

A seguinte proposi¢do tem sido fortemente usada para constru¢ao de grupos
autossimilares transitivos.
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Proposicao 1.2.2 (Nekrashevych & Sidki, [30]). A aplicacdo o, definida acima, é
um homomorfismo tal que o estabilizador do primeiro nivel em G¥ coincide com
H¥ e o niicleo de p é igual ao f-core de H, isto é

ker(p) = (K < H| K <G, K < K).
Além disso, G¥ é autossimilar transitivo.

Exemplo 1.2.3. Considere G =7, H =2Z e f : H — G 0 endomorfismo virtual
definido por 2z — z. Entdo

ker(p) = (K < H| K <G, K <K)=1.

Logo G ~ G¥ ¢ autossimilar transitivo em T. Escolhendo o transversal T =

{0, 1}, obtemos G¥ = (a = (e,a)(01)).

Dado um par de similaridade (H, f) para G, a representacdo ¢ : G — A,
depende da escolha do transversal de 4 em (G. Na verdade, quando mudamos o
transversal, produzimos outra representacdo que € conjugada a primeira via um
automorfismo da arvore definido recursivamente, como estabelece o resultado a
seguir.

Proposiciao 1.2.4 (Brunner & Sidki, [S]). Seja (H, f) um par de similaridade
para G e considere

/ / / /
L= {l’o,l’l, R ,:L’m,l}, L = {IEO = h0$0,$1 = hl.ﬁEl, B e T hmflxmfl}

transversais a direita de H em G onde h; € H.
Sejam ¢ = @, ¢ = Qn., + G — A, representagcdes correspondentes aos
transversais L e L', respectivamente, e defina os seguintes elementos de A,

/

Y= Yhi = ((hi)ﬂp )1gigm—1,

W)

A= Apo =77 y

Entdo
Sohzxz = 901'1 ()\hiil,goxi ) .



CAPITULO 2

Grupos autossimilares intransitivos

Vimos no Capitulo 1 que podemos construir uma representacdo para um grupo
G através de um endomorfismo virtual; essa representagdo produz GG autossimilar
transitivo. Ao longo desse trabalho, vamos abrir mdo da condicao de transitividade
e assim estudar também os grupos autossimilares ndo transitivos, para iSso vamos
considerar um conjunto de endomorfismos virtuais.

2.1 Representacao autossimilar intransitiva

Seja G < A,,, um grupo fechado por estado. Entdo GG induz um grupo de permu-
tacdo P < Sym(Y’) com 6rbitas O(yy, . .., O(s). Ordene os elementos do alfabeto
Y ={0,1,...,m— 1} comecando com os elementos de O(y), seguidos pelos ele-
mentos de O(2) € assim sucessivamente. Podemos supor que as drbitas estdo em
ordem nao-decrescente de tamanho m; < mq < -+ < mg.

O grupo P induz grupos de permutagdes P em Oy, ¢ = 1,...,se P €
produto sub-direto dos F;)’s. Assim, um elemento de P se decompde como pro-
duto o = 0(1) - 0(2) " 0(s)s onde o@) € P(Z-). A s-upla (P(l), ey P(S)) é chamada
tipo-permutacional de G.

Um elemento o em G pode ser visto como o = /o, onde 0 € Pe

o = (ao, R ,ozm,l) = (a(l), a2y, .- ,Oé(s))
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tendo os indices das entradas de ov;y em O(;). Assim, a pode ser escrito como
a=(aay, e ...,e)o0) - (€,...,€0())0(s),

onde os fatores comutam entre Si.

Dado um grupo G definimos uma tripla (m, H, F') ; onde:

(1) H=(H,; | |G : H;)=m; (1 <i<s)), uma sequéncia de subgrupos de G
com indices finito;

2) m=(my,...,mg)em=my + -+ mg;
3) F={fi: H,— G |1 <i< s}, um conjunto de endomorfismos virtuais.

Vamos nos referir a tripla (m, H, F) como G-dados para G. O F-core de
H ¢ o maior subgrupo de (\;_, H;, normal em G que ¢ f;-invariante para todo
1=1,...,8.

Inspirados na construcdo da representacao autossimilar transitiva do Capitulo
1, vamos produzir uma representacdo autossimilar intransitiva. Para isso vamos
considerar:

(1) T; = {ti1, ..., tim, } (com t;; =€), =1,...,s, um transversal a direita de
H;em Gedefinit T = {t11,. .., timy, 621, - -« s t2magy -« o s Esly e oo tsma |3

(2) o : G —= Sym(Y;),Y; ={0,...,m; — 1}, arepresentacdo permutacional
de G em Y] induzida pela acdo do grupo nas classes laterais a direita de H;;

(3) um renomeamento dos elementos do conjunto 7', ordenadamente, para

T: {tly---atm17tm1+1a---;tm1+m27~-7tks+17"-atm}

onde k; = my + -+ +m;_1,1 = 2,...,5se k; = 0. Com isso, podemos
considerar os conjuntos Y;’s disjuntos;

4) 0, : G x T; — H; afungao de Schreier de H; em relagdo ao transversal 7;.

Feito isso, definimos ¢ : G — A,, por
e g0 (000" [1<i<steT) olg),

onde o(g) é o produto das permutagdes o (;)(g).



2.1 Representa¢do autossimilar intransitiva 27

Proposicao 2.1.1. Com a notagdo acima, temos que:

(i)

(ii)

a aplicagdo ¢ : G — A,, € um homomorfismo bem definido e G¥ é fechado

por estado;

o niicleo de p é o F-core de H, isto ¢é,

ker(p) = (K <N H; | K <G, K" < KVi=1,...,s).

Demonstracdo. (i) Pela definicdo de o(g), temos que parat € T;, 0,(g,t) € H;

(ii)

e portanto ¢ é uma fung¢do bem definida.

Sejam g e h elementos de G.

Observe que o(gh) = o(g)o(h). De fato, se k; <1 < k;;; — 1 entdo a agdo
de 0 em [ € dada por o(;). Assim,

(Da(gh) = (Do (gh) = (Do (9))aw(h).

Logo, se: € Y, entdo

j@h)? — ;(gh)? — ;97h _ ;9°h%
Por indu¢do no comprimento da palavra em Y temos que
(w)(gh)“’ — @R (gh)?e — ;(gh)7, (9¥h%)i — (iu)9°h7

Portanto, ¢ € um homomorfismo.
Pela definicdo de ¢, G¥ € fechado por estado.

Primeiro, seja K < N;_;H; talque K < G e Kfi < KVi=1,...,s¢
considere x € K. Entdo o(;)(z) = 1. De fato,

ka(”(x) =] << Hztlkfﬂ = Hitil

Assim, o(z) = 1. Como K/t < K, 0;(x,t)’% tem permutacio trivial, e
assim cada estado de ¢(z) tem permutacio trivial e como (yu)® = 3”@ u?,
segue que (z) € trivial.
Agora ker p < N_, H;, ker p <1 G e (ker p)fi < ker o, porque para cada
k € ker o temos que k/i* =e,i=1,...,s.

[
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A partigdo m = (my, ..., ms) é chamada o tipo-orbital da representagdo. A
representacdo o de G € dita ser simples se o F-core de H ¢é trivial. Neste caso, a
representacdo € fiel e G ~ G¥.

Teorema 2.1.2. Um grupo G admite representacdo fiel autossimilar com tipo-

orbital (my, ..., mg) se, e somente se, existem dados (m, H,F) para G com F-
core de H
(K<M_H|K<G Ki<KVYi=1,...5)
trivial.
Demonstracdo. Seja G um grupo autossimilar com tipo-orbital (myq, ..., m).

Seja P(G) o grupo de permutagdes de Y = {0,...,m — 1} induzido por G e
considere Oy = {1, - -, Yim, }» 2 = 1,..., s, as Grbitas de P(G).
Defina H; = Fizg(yin) = {a € G | (y1)°™ = i1} e observe que

H,L'Oé —> Oé(yﬂ)

¢ uma bijecdo do conjunto das classes laterais a direita de H; em G em Og;) e
assim [G : H;] = m;, m =my + -+ ms.
Agora defina 7; : H,,, — G por

Q= Oy,

onde @ = (g, aq, ..., Qy_1)0(a) é um elemento em H;. Dessa forma, obtemos
uma tripla (m, H, F') para GG, onde
H=(H;|[G:H]=m; (1<i<5s)),
m=(my,...,mg), m=mq+---+my
e
F={m:H —-G|1<i<s}.

Afirmamos que o homomorfismo ¢ induzido pela tripla (m, H, F') é um mo-
nomorfismo. Para isso, provaremos que para qualquer o = (v, a1, - . ., Qpy_1)0 ()
em K <N, H;talque K < G, K/ < K,Vi=1,...,s,étrivial.

Considere k; <1 < k;;1—1,i=0,1,...,s,entdo ([)o(a) = (I)o(y(a). Suponha
que (I)o) () = j,com! # j. Como G age transitivamente em cada orbita, existe
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B € G tal que (I)o(;)(8) = ki, 0 que é equivalente a (k;)o(;)(3)~" = . Como
K <G, a? € K, entdo (k)o@ (a)°®® = ;. Entio,

(ki>a(;)1(ﬁ>a(i)<a)a(i) (8) = k;

Logo, (7)o (8) = ki. Assim, (1)o)(B) = ki e (j)ou)(8) = ki, pela bijetividade
de o; segue que 7 = [, uma contradi¢do. Portanto, ker ¢ = 1.

Reciprocamente, suponha que (m, H, F') é uma tripla para G tal que o F-core
de H trivial. Escolhendo

Ty ={ti, .. tim }ri=1,...,5,

transversal de H; em G e considerando 7' como unido dos 7;’s, vimos que pode-
mos definir recursivamente o homomorfismo ¢ : G — A,, por

0 g (Gi(g,t)f“p |11<i< s,t€T7;> a(g),

onde o(g) é a permutacéo de Sym(Y') induzida por 7. Pela Proposi¢do anterior,
(¥ é fechado por estado e

kerp = (K <M_H; | K <G K <KVi=1,...,8) =1,
Logo, a representacdo € fiel e G ~ G¥. U

Dado um elemento « = («, - . . , @y —1)0 (), do grupo de automorfismos A,,,,
dizemos que « é ativo se o(a) # 1 e inativo caso contrario.
Observe que se G < A, € um grupo nao-trivial fechado por estado, entdo existe
um elemento de G que tem algum estado ativo e portanto GG € transitivo; isto &,
todo grupo ndo-trivial de automorfismos de 75 que é fechado por estado, € também
transitivo. Dessa forma, se um grupo nio trivial admite representacio fechada por
estado e ndo transitiva, essa representacdo € de grau maior que dois.

2.1.1 Mudanca de transversal

Dado um subgrupo P de Sym(Y'), o fecho por camadas de P em A,,, denotado
por L(P), é o subgrupo formado por todos automorfismos em .4,, no qual os
estados tem atividades pertencendo a P. Note que, similarmente a estrutura do
produto entrelacado A,,, = A,,, ! Sym(Y’), temos que L(P) = L(P) ! P e clara-
mente L(P) é fechado por estado. Observe que se GG é autossimilar de grau m e
induz o grupo de permutacdo P em Y entdo, G é um subgrupo de L(P). Parti-
cione Y nas P-6rbitas {O(1), O, ..., O} € para cada i, seja P induzindo F;
em O;). Entdo P ¢ um produto sub-direto dos F;’s.
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Lema 2.1.3. Suponha que P se fatora como P = Py - Py - - - P). Entdo L(P)
se fatora como L(P) = L(P)) - L(P2)) - - - L(P)).

Demonstragdo. E suficiente considerar o caso s = 2. Um elemento a em L(P)
pode ser escrito como a = a'p, onde @’ = (ag,...,am_1) € p = p1p2 com p; €
Py, p2 € P2). Da mesma forma

a; = (aiO, e 7ai(m—1)>pi1p1'27

onde p;; € F1), pi2 € P2). Reescrevemos essa expressdo de modo que as ativida-
des de P(1) sdo colocadas do lado esquerdo e as atividades de F() do lado direito,
como segue:

a = ((a())la SRR (am—1>/) (p01p027 B 7p(m71)1p(m71)2)p1p2
((aﬂ)la SRR (am—1>,)[(p01a R 7p(m—1)1)>p1][(p027 v 7p(m—1)2)p1]p27

onde os parénteses da segunda expressdo, conjugada por p;, permuta os primeiros
my indices de (pog, - - -, p(m,l)g), e continuamos sucessivamente o processo. [

Cada P(; é um subgrupo de S; = Sym(O(;). Definimos S, subgrupo de
Sym(Y), por Sy - Sy ---Ss. Entdo, L(P) é um subgrupo de L(S). Assim, para
o grupo G fechado por estado com estrutura orbital definida pelas 6rbitas O;)’s,
L(S) substitui .4,, como o grupo ambiente em que G vive.

Existem duas representacdes autossimilares transitivas fiéis para o grupo ci-
clico de ordem 2, G = (a), na arvore bindria:

ar (e,e)(01) e ar (,6)(01).
Por outro lado, 0 homomorfismo ¢ : G — A, produz a representagao

a— (e,e)(01).

Problema. (Sidki, [26]) Qual a relacdo entre representacdes autossimilares e as
representacdes produzidas pelo homomorfismo ¢?

Sejam G um subgrupo autossimilar transitivo de A,,, H = Fizg(0), f a
projecdo sobre a primeira coordenada H — G e 1" um transversal de H em G.
Pela Proposi¢do 1.2.4, quando mudamos o transversal 7' de H em G para outro
T’ produzimos outra representacdo ¢’ de G tal que G¥' é conjugado 2 G¥ por um
automorfismo da arvore, definido recursivamente.
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O grupo de automorfismos da arvore .4, é autossimilar transitivo e seu trans-
versal candnico (a direita) de Fiz 4,,(0) em A, € a unido de {e} com o conjunto
de transposicoes {(07) | i = 1,...,m — 1}. Assim, podemos substituir esse
transversal canonico por 7'. Segue que ao extrair a tripla (m, H, f) para G da agdo
autossimilar de G na arvore e entdo voltando pelo procedimento de Kaloujnine-
Krasner produzimos um subgrupo de A,, conjugado a G.

Estes resultados estendem ao caso mais geral s > 1. Primeiramente, a mu-
danga dos transversais 7; (1 < ¢ < s) para os transversais 7} (1 < i < s) de
G segue o mesmo procedimento para cdlculo no caso transitivo, para produzir
um conjugador definido recursivamente em L(S). Em seguida, considerando o
ordenamento das orbitas

0(1)2{0,1,...,m1—1}, 0(2):{ml,ml—i—l,...,ml—i—mg—1},...

Oy ={m—mgm—mg+1,...,m—1}

e a substituigdo dos transversais candnicos (a direita) de F'iz1(s)(0) e de Fiiz sy (mi+
<o+ my;_q) (para 2 < i < s)em L(S) por T;.

2.2 autossimilaridade de produtos diretos de grupos

Ainda ndo é bem entendido sobre quais operagdes a classe de grupos autossimi-
lares € fechada. O resultado abaixo nos diz que se um grupo G € autossimilar de
grau m entdo G X GG € também autossimilar de grau m.

Proposicao 2.2.1. Seja G um grupo autossimilar definido pela tripla (m, H, F).
Defina (m,H,F), onde H = {H, x G,...,H, x G} e H = {f1,..., fs}, com
fi : Hix G — G x G dada por fi(h,x) = (z,h'),i=1,...,s. Entdo (m,ﬁ7F)
define G x G autossimilar.

Demonstragdo. Seja K < (,_o(H; x G), K < G x G com K" <K para

1=1,...,8.
Defina 7T(()Z) : H; x G — (G como a projecdo sobre a primeira coordenada. Assim,

Wé“(?) ={hecH;| (hyg) € K paraalgum g € G} := K; < H,.
Entao

Ni_o Ki ={h €N, Hi | (h,g) € K paraalgum g € G}.



2.2 autossimilaridade de produtos diretos de grupos 32

Como K <1 G x G temos que (_o K; < G. .
Sejay = (h,z) € K < (_o(H; x G), assim h € (),_, K;. Aplicando f;, temos:

yli = (z,n)) e Kex € N,_, H.
Aplicando fl novamente, obtemos:
gl = (x, W) = (hF ) € B < (o_y(H; x G) < H; x G.

Logo, h/i € (_, K;. Como (m,H,F) define G autossimilar, pelo Teorema
212, N, K = 1. Portanto y = (e, z) e aplicando [yl =(z,e) €Ny Kie
entdo y = (e, ). Portanto o F-core de H é trivial. O

Em geral, se um grupo G € autossimilar de grau m entdo G*, onde k > 1, é
também autossimilar de grau m. Para isso, basta considerar os homomorfismos
fi + Hi x G¥* — G*, por fi(h,xa,...,21) = (x9,..., 74, h7) e aplicar as
técnicas da demostracdo anterior.

O produto direto restrito de uma quantidade enumeravel de vezes de um grupo
G, fechado por estado de grau m, é também fechado por estado. No entanto, a
representacio que conseguimos tem grau m -+ 1 como estabelece o resultado a
seguir.

Teorema 2.2.2. Seja G < A,, um grupo autossimilar de grau m com tipo-orbital
(my,...,ms) emy > mg > -+ > myg Entdo:

(i) G“) admite uma representacdo fiel fechada por estado de grau m + 1 e
tipo-orbital (my, ..., mg,1).

(ii) Seja K um subgrupo regular de Sym({1,...,s}). Entdo o produto entre-
lagado restrito G ! K admite uma representacdo fiel, fechada por estado e
transitiva de grau (my - ma - - - my) - s.

Demonstragdo. (1) Seja G um grupo autossimilar de grau m com tipo-orbital
(my, ..., ms). Entdo pelo Teorema 2.1.2 existe uma tripla (m, H, F') tal que
o F-core de H € trivial.

Todo elemento g € G“) pode ser unicamente escrito na forma

9="(91,92,93,--.).

Entdo o subgrupo L; = {(h, g2, 93,...) € G | h € H;} tem indice m;
em G, Paracadai = 1,...,s defina o homomorfismo f; : L; — G
por i

(R, g2, 93, ... )" = (Wi, g2, g5, .. .)
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(ii)

e 0 homomorfismo f,, : Lyy1 = G&) — G por

(9192, ) = (92,93, ).

Entao
(LML | LaGW L <L Yi=1,... s+1)

¢ trivial. Usando novamente o Teorema 2.1.2, olganlos que G« é autossi-
milar de grau m + 1 com relag¢do aos dados (m, H, F), onde

m= (m,...,mg,1),

H :(Ll, ce 7L57 Ls+1) €
F = {?1, e 773a?5+1}'

Seja [ um inteiro positivo tal que H; # G paral < ¢ < le H; = G
paral+1 < i < s. Defina H = H;y x---x H;e W = G K. Entao
(W : H| = s(my - --my) e o endomorfismo f : H — W dado por

(hi,... hs) — (BRI, ... hS®)

¢ bem definido. Considere L. um subgrupo de H, normal em W e f-
invariante. Seja g = (¢1,...,9s) € L. Como K é um grupo transitivo de
grau s temos que para cada 1 < ¢ # j < sexiste h € K tal que (i)h = j.

Mas,
F_(,f fs
g- = (g(l)ha st ag(s)h) - (g(ll)}p s ’g(s)h) € L.

Assim,
g EK <N H; | K< G K< K\Vi=1,...,s) = {1}

paracadar =1,...,s.

Portanto, L = {e} e G ! K é autossimilar de grau s - (m; - - - my).
0

Corolario 2.2.3. O grupo 7.\“) é fechado por estado de tipo-orbital (2,1) , além
disso ¢é finito por estados.
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Demonstracdo. Considere a aplicagdo f : 2Z — Z definida por 2n — n. Note
que o unico subgrupo de 27 f-invariante é o subgrupo trivial e logo f € um en-
domorfismo virtual simples. Assim, 7Z € autossimilar de grau 2. Aplicando o
Teorema 2.2.2 (i), o grupo Z“) & fechado por estado de grau 2 + 1 = 3.

Defina os homomorfismos f; : 27 x Z“) — Z e f, : Z“) — Z“) por

fl : (2711,712,...) — (nl,nQ,...)
€

fg : (nl,ng,...) — (ng,ng,...),

respectivamente. Considere 77 = {e,(1,0,0,...)} e T, = {e}, transversais de
27, x 7% e ZE“’) em Z“), respectivamente. Entdo a representacio ¢ : Z(*) — As
induzida por fl, fg, Tl € T2 é

2 ~ 7% = {0y = (e, an,€)(01), 05 = (v, iy 1) | 1 =2,3,4,...).

Podemos entdo construir o seguinte autdmata de Mealy.

0]0, 1|1, 2|2 0[0, 1|1 0[0, 1|1
é(ﬂ 2\2 8 2|2 <O> <O>
Diagrama de Z®)

]

Aplicacdo 2.2.4. Considere Gy um grupo autossimilar. Para v > 1 defina recursi-
vamente G; = (Gi_l)(w). Entdo, pela proposicdo anterior, G; é também um grupo
autossimilar.

Em [14], Bartholdi e Sidki perguntaram se dado um grupo autossimilar G, o
grupo G é também autossimilar. Para o caso intransitivo, o teorema anterior
nos d4 uma resposta positiva para essa pergunta. Neste mesmo trabalho, os auto-
res mostraram a existéncia de uma representacao autossimilar transitiva do grupo
Z“) na arvore bindria 75, além disso mostraram que Z®) ndo pode ser repre-
sentado, em nenhum grau, de forma autossimilar transitivo e finito por estado. No
entanto, pelo Corolario 2.2.3, o grupo Z(“) admite uma representagio autossimilar
intransitiva em 73 que é finita por estado.
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2.3 Concatenacao de representacoes autossimilares

Sejam A, Ay e U grupos. Defina G; = A1 U e Gy, = Ay 1 U e considere
G = (A1 ® A2) U. Parai = 1,2, defina os dados (m;, H;, F;) para G;, onde
m; — (mﬂ, c ,misl.), Hi = (Hﬂ; . 7Hisi> c Fi = {fﬂ, ce flsz}

Defina os dados (m, H, F') para GG, onde m € a concatenago (mj, ms),

H = (ﬁlj = (A4") - Hy; 1<5< s1), Hop = (AY) - Hy 1<k < 82))

€

F :{fll,...,f~1517f217--'7f282}

onde flj - H 1; — G' € o homomorfismo definido por

fij rah— b onde a € AV h e Hyj
e f~2k : F[zk — (G € o homomorfismo definido por

For t ah > ' onde a € AV, h € Hay.

Para ¢ = 1,2, considere a representacio autossimilar de G; com respeito aos
dados (m;, H;, F;) e denote por K; o F;-core de H;. Além disso, seja K o F-core
de H da representagdo autossimilar de G com respeito a tripla (m, H, F') .

Teorema 2.3.1. (Teorema de Concatenacdo) Mantendo a notacdo acima:
(®) U U U
KN (Al D AQ) == K1 (AQ) N KQ (A1> N

(ii) se as representacoes autossimilares de G1 e G4 sdo fiéis, entdo a corres-
pondente representacdo autossimilar de G também é fiel;

(iii) se as representagdes autossimilares de G1 e G sdo finitas por estado, entdo
a correspondente representagdo autossimilar de G também o é.

Demonstragdo. Parai = 1,2 defina

Ri=(S<MLH;|S<G, 87 <SVi=1,...,8),
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(i) Note que

(i)

(i)

K =(S <N Hynp_y Hy | S G, 87 <5872 < 8
Vj217...781’k:1’___752>.
Assim, K = R; N R,.
Observe ainda que

Rin(A @A) = K (4A)Y,
Ry (A @A)V = Ky (4y)Y.

Portanto,

KN (A & A)” =Kn(RiNRy)
= RN (A @ Ap)” N Ry 1 (A @ Ag)Y
= K (A2)" N K (A"

Como K; = Ky = {e}, por (i), obtemos que
KN (A @A) = (A)" n(A) = {e}.

Note que K centraliza (A; @ AQ)U; de fato, sejamk € Kea € (A1 & AQ)U,
como K e (A, & Ay)Y sdo subgrupos normais de G, entio k= 'a~'ka per-
tence 2 K N (A1 @ Ay)Y = {e}, logo ka = ak.

No entanto, (A; ® AQ)U contém todo o seu centralizador em . Assim,
K=Kn (Al EBAQ)U == {6}

Note que se existem transversais de Hi1, ..., H1,, em Gy ede Hoy, . .., Hos,
em (5 tais que (G; e (G5 sdo finitos por estado, entdo estes transversais in-
duzem uma representacdo finita por estado de G

]
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Autémata de Bartholdi-Sunik

Sejam X um conjunto finito arbitrdrio e g : X?*' — X uma fungdo. Defina
o autdmata A, = (X%, X, f,1),onde f : X9 x X — Xdel: XIx X —
X sdo definidas por f((z1,...,2q4),2) = (2a,...,xq,x) e l((21,...,2q),2) =
g(x1, ..., x4, ).

Vamos nos restringir ao seguinte caso particular. Seja X o anel finito (Z/nZ)
e considere p(t) = ap + a1t + -+ + agqt?, polindmio moénico de grau d > 1,
o qual é inversivel no anel de séries de poténcias (Z/nZ) [[t]], assim aq € inver-
sivel em Z/nZ e ay; = 1. Considere a fungdo ¢ : X% — X definida por
g(xo, T1, ..., xq) = aqxg + ag_171 + - -+ + aprq. No caso em que p(t) = 1+ ¢,
podemos reescrever as funcdes de mudanga de estado e de saida de A;,; dadas
porl(y,z) =y+ze f(y,z)==x.

d

Definicao 2.3.2. Dizemos que um grupo G é um autémata-grupo se existe um
automato A = (Q, T, f,1, qo) tal que Q é finito e G(A) ~ G, com G(A) finitamente

gerado, fechado por estado e finito por estado.

Proposicio 2.3.3. (Bartholdi & Sunik, [15]) O grupo gerado pelo automata Ay,
é o grupo do tipo Lamplighter

L, = (®zZ/nZ) X7 = (Z/nZ)V L.
Aplicacao 2.3.4. Dado um grupo abeliano finito A, podemos escrevé-lo como
A=Z2Z/mZBLInZ & -+ DL/ 2.

Utilizando o Teorema 2.3.1 e a Proposicdo 2.3.3, segue que para A grupo abeli-
ano finito A 7. é um autémata-grupo. Este fato foi mostrado em [20] utilizando
mdquinas de Cayley. No Capitulo 4, vamos mostrar uma generalizacdo deste
resultado.



CAPITULO 3

Grupos abelianos autossimilares intransitivos e
seus centralizadores

Neste capitulo vamos estudar a estrutura de grupos abelianos autossimilares in-
transitivos e seus centralizadores. Daremos uma fatoracdo do centralizador de um
grupo abeliano autossimilar e usaremos essa fatoragdo para calcular o centraliza-
dor do fecho por operadores diagonais parciais. Para finalizar, vamos descrever,
de maneira recursiva, o centralizador de um grupo ciclico fechado por estado de
automorfismos da drvore de grau 4.

3.1 Operadores agindo em automorfismos de arvo-
res

Considere os conjuntos
Func(m) ={f : A,, = A, fungio},
End(m) ={f: A,, — A,, endomorfismo},

Mon(m) ={f : A, — A, monomorfismo}.

Func(m) é fechado sobre as operagdes: composi¢ao “-” definida por

(a)(f-9) = ((a)f)g
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e soma “4” definida por

(a)(f +g) = (a)f(a)g,

para todos f,g € Func(m)ea € A,,.
End(m) é fechado sobre a operagiio composicdo de fungdes “-” e Mon(m) é
um sub-monoide de End(m). Note que para f, g, h € Func(m),

h-(f+g)=h-f+h-g e
(f+9)-h=f -h+g-hseh& End(m).
Lema 3.1.1. Sejam f,g € End(m)eh = f +g.

(i) h € End(m) se, e somente se, (A,,)’ comuta com (A,,), elemento por
elemento.

(ii) Seja h € End(m). Entdo h € Mon(m) se, e somente se, Ker(h) = {e}.
Se A,,' N A0 = {e} entdo ker(h) = {e}.

Demonstracdo. (i) Suponha que h € End(m), entdo

por outro lado,

(ab)h = (ab) [ - (ab)g

Entdo (a) f-(a)g-(b)f-(b)g = (a)f-(b)f-(a)g-(b)g e (a)g-(b)f = (b)f-(a)g

para todos a,b € A,,.

Reciprocamente, assuma que (A,,)’ comuta com (.A,,)?, elemento por ele-
mento. Entdo,
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(i) A primeira parte é imediata. Suponha
(a)h = (a)(f +9) = (a)f - (a)g =,

entdo (a)f = (aHgea=ce.

3.1.1 Monomorfismos de A,,

Mon(m) contém o grupo (A,,)r induzido pelas conjugacdes de A,, em A,,.
Como m > 2, o centro de A,, é trivial e (A,,)x é isomorfo a A,,. Vamos mostrar
que a estrutura da arvore induz novos monomorfismos de A4,,,, o qual chamaremos
d-operadores.

O conjunto Y* € um monoide livremente gerado por Y'; o monoide Y * admite
a relacdo de ordem:

v < u se e somente se v € um prefixo de v.

Definicao 3.1.2. Um conjunto conector M de T,,, é um subconjunto de vértices de
T tal que

(i) todo elemento de T,, é compardvel a algum elemento de M ;
(ii) elementos diferentes de M sdo incompardveis.

Exemplo 3.1.3. Listamos abaixo uma série de conjuntos conectores.

JIN I D \
NN )
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b) M =Y ={0,1}.

0

s

AA AN

000 001 010 011 100 101 110 111

Do mesmo modo M =Y ={0,1,---m — 1} é um conjunto conector.

¢) M ={0,10,110,--- ,1:-0,---}, onde Y = {0,1}.

0

1
00 01 11
000 001 010 011 100 101 @ 111

Dados um conjunto conector M e N um subconjunto de M (chamado con-
junto conector parcial), definimos o monomorfismo

(SNIAm—)Am,

por
(CL)(SN =b
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onde b é tal que b, = a paratodo u € N e e parau € M \ N. Entdo
In € Mon(A,,). éy é chamado operador diagonal completo. Para w € Y*
denotaremos dy,,; simplesmente por d,,.

Sejam 6(Y") o monoide (9; | ¢ € Y') e G um subgrupo de A,,. Quando Y estd
fixado simplificamos 6(Y) a § e escrevemos

G’ ={(g)w| g€ Gew € ).
O monoide §(Y)
Lema 3.14. (i) Paratodos u,v € Y™, 0,0, = Oy, € assim, 6 = (0; | i € Y*).
(ii) O é livremente gerado por {6; | i € Y'}.
Demonstracdo. (i) Sejaa € A,,, entdo

(a>6u5v = ((a)éu)dv = (a)évw

(i) Basta observar que se u,v € Y* e §, = 9,, entdo u = v.

Fecho de §(Y") sobre “+”

Lema 3.1.5. Sejam u,v € Y™ incompardveis e considere f = 0,, g = 0,. Entdo
h=f+g€ Mon(m).

Demonstragdo. Note que (An,) N (A,,)? é trivial e entdo eles comutam. Basta
entdo aplicar o Lema 3.1.1 (ii). ]

3.1.2 O monoide ((A,,)x,0(Y))

Lema 3.1.6. Sejam b € A, e w € Y*. Entdo

e assim, temos a fatoragdo

(An)k, ) = (An)k - 0(Y).
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Demonstragdo. Seja |w| = k. Podemos escrever b no k-ésimo nivel como
b= (bu | |ul = k)p
para alguma permutagdo p do k-ésimo nivel. Entao,

(a)(0,) = (e,...,e,a,e,...,€)

onde a’ estd na posi¢do (w)? = (w)b. Assim,

(@)(0w) - b= (") (Owp) = (@) ((bw)s - (Oup)):

(0w) = b= (buw)s - (Supp)-
Claramente (A,,)k N J(Y) = {id}. O

3.1.3 O monoide de operadores diagonais parciais A

Sejam ={Y;|j=1,...,s} uma parti¢cdo de Y. Considerando 7 como alfabeto,
geramos o monoide livre 7* no qual as palavras estdao em Y * tendo blocos em 7.
Seja G um subgrupo de .4,, com tipo-orbital (m, ..., ms) e considere a par-
ticio m = {Oqp), - ,0»} de Y nas s érbitas induzidas por G. Definimos os
operadores diagonais parciais
T1 =00, " ,Ts =00,
Denote por A, o monoide gerado por zy,--- ,zs €

A(G) = (G-w | weA) < L(P).

Quando a particdo 7 estd clara no contexto, nds suprimimos o indice 7 da
notagdo e escrevemos simplesmente A e A(G).
Vamos denotar os elementos das 6rbitas O(;y por il,42, - - -, im,.
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Proposicio 3.1.7. Sejab € A,,.
(i) Entdo
zi - (b)k = [(bin )k - (5(11)1))] “[(big)s - (5(@'2)1))] <o+ [, )5 - (5(imi)b)]-
(ii) Se Q(b) centraliza um elemento a de A,,, temos que
(a)z; - (b)k = (a)zy,
onde Oy = O (iyp).-
(iii) Suponha que o conjunto de estados QQ(b) normaliza G. Entdo:
(a) Q(b) normaliza G°; de fato, para todos u,w € Y*ea € G

(@)(0w) - bu = (a,)é(w)bu;

onde a' = abw;
(b) se, além disso, Q(b) centraliza G entdo (0y,) - by, = S(ub,) em G e
assim, (0z)b = 9z em G.

Demonstracdo. (i) Sejaa € A,,. Entdo

(a)z; - (b)k = [(a)di1(a)diz - - - (@)im,)”
= [(a)61]"[(a)d:2)" - - - [(@)Birm,)°
[(@")3 1yl [(a”2)dayp) - - - (@) O iy b)-

Na tltima igualdade foi usado o Lema 3.1.6.

)
o

(i1) Segue de (i).

(iii)) (a) Temos que
((@)dw) - bu = (@) (buw * (Supp,) = (@"**) - (Bu)p, );

(b) Segue da equagdo acima.
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Lema 3.1.8. Sejam A um grupo abeliano autossimilar e A o monoide correspon-
dente ao seu tipo-orbital. Entdo A(A) é abeliano autossimilar.

Demonstragdo. Como A é autossimilar, por definicdo A(A) é também autossimi-
lar. Para mostrar que A(A) é abeliano € suficiente provar que [A, A-w] = 1, onde
w € A. Sejam «, 5 € A e assuma w = x;. Entéo as coordenadas de [, 3 - x;] sdo
da forma
-1 -1 -1
Ofio.((”flﬁ aia(a)il/B ou aia(a)flaia(a)il )

como A € abeliano autossimilar, estas entradas sao triviais. Por inducdo, assuma
que [A, A-w] = 1, onde w é um produto de n operadores x;’s; € suficiente repetir
o procedimento para w’' = wx;. [

Quando a particdo de Y que define A difere da particdo determinada pela
estrutura orbital de S < A, abeliano autossimilar, o fecho A(S) deixa de ser
abeliano.

Exemplo 3.1.9. Considere
Y ={0,1,2,3},a=(01)(23) € Ay, m ={{0,1}, {2,3}}, A = (a1, z2),

onde
gt =(9,9,e,e) e g = (e,e,g,9) para todo g € A,.

Seja S = ((02)(13)) < Ay, entdo A(S) ~ A,.

3.2 A estrutura do centralizador

3.2.1 O centralizador de um subgrupo de Sym(m)

Sejam P um subgrupo de Sym(Y), Y = {0,...,m — 1}, e Oy, ..., Oy suas
orbitas de tamanho my, . .., m, respectivamente. Identificamos Sym(O;)) com
o subgrupo de Sym(Y), tendo a mesma agdo sobre O, e fixando ponto a ponto os
elementos de Y\ O;). Denote por F;) o grupo de permutagio induzido por P em
O(s). Com esta identificac@o, os grupos F;’s comutam entre si e P € um produto
sub-direto de Py, ..., P). Denote por C' o centralizador de P em Sym(m) e
C\s o centralizador de ;) em Sym(Oy;). Entdo os grupos C(;)’s comutam entre
sie By = C(y) -+ C(s) € subgrupo de C.
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Observacao 3.2.1. O grupo C permuta o conjunto das orbitas
O = {O(l), ce ,O(S)},

sejam J = {Ji,...,J;} o conjunto das orbitas de C nesta agdo e Sy 0s grupos
induzidos por C em J;, i = 1,...,t. Note que os grupos S(; comutam entre
si e cada S € isomorfo a Sym(J;). Defina S(P) = Sq)---Sw), visto como
subgrupo de Sym(Y"). Logo,

C = ByS(P) = (Cuy- - Cis))(Sqy - Siry)-

3.2.2 Fatoracao do centralizador de um subgrupo abeliano fe-
chado por estado em Aut(7,,)

Seja A < A, um grupo abeliano fechado por estado com tipo-permutacional
(Pay, - -, Ps)), com 6rbitas Oy, ..., O, de tamanho my, ..., m, respectiva-
mente. Denote por P o grupo de permutagdo induzido por A no primeiro nivel da
arvore. Seguindo a notagdo anterior, temos que F; € um subgrupo abeliano de
Sym(0;) e age transitivamente em Oy;), logo F;) é regular e € auto-centralizante
em Sym(O(; ). Segue que C(P) = Py -+ P»S(P).

Defina B(A) = Ap) -+ Ay < Cy,,(A) e denote por C'(A) o centralizador de
Aem A,,, entdo

C(A) < Staba,, (1)B(A)S(P).

Observe que C'(A) = B(A)(C(A) N (Staba,, (1)S(P))). Defina o conjunto
So(A) ={s € S(P) | C(A) N Staby,, (1)s éndo vazio}.

Para cada s € Sy(A), escolha v, € Stabc(ay(1) tal que vys € C(A), chamado um
levantamento de s a C'(A) e defina

Do(A) = (vgs | s € So(A)).
Entdo C(A) = Stabcay(1)B(A)Dy(A).
Teorema 3.2.2. Sejam A, B(A),C(A), Dy(A) como acima. Entdo
(i) C(A) = Stabc(ay(1)B(A)Do(A);

(ii) o subgrupo Stabca)(1)B(A) é normal em C(A);
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(iii) B(A) centraliza Stabc(ay(1);

(iv) C(A) e Stabc(ay(1) sdo A invariantes;

(v) A(B(A)) é abeliano com mesmo tipo-permutacional de A.
Demonstracdo. (i) Foi provado acima.

(ii) Sejam d € Dy(A) e h € A(;. Escreva h = h' - p, onde p € F;), entdo
p* € Pyay. Como existe g € Agay tal que g = ¢’ - p%, obtemos (h?) -
gt = (W) (g')" € Stabc(a(1) e portanto o subgrupo Stabeay(1)B(A)
¢ normal em C'(A).

(iii) Considere f = (fo, f1,.. ., fm-1) = fa)f2) - fis) € Staba,,(1) e seja
a=a---ac) € A. Entlo,

F= f)" @ frye.

Assim, f € C(A) se, e somente se, A(; centraliza f;) para todo i. Como
Agjy centraliza f(;) para todo j diferente i, segue que [ € C'(A) se, e so-
mente se, 5(A) centraliza f;) para todo i.

(iv) Dado ¢ € C(A), entdo ¢* € C. Portanto, C'(A)* = C(A).
Como (Stabc(A)(l))A < O(A)A = O(A) eStabC(A)(l) < (Stabc(A)(l))A,
segue que (Stabcoay(1))® = Stabe(a(1).

(v) Por indugdo no comprimento de operadores em A, B(A)* abeliano é redu-
zido a A(;) comutar com (A;))" para todo 7, j. Note que se w € trivial ou
w' - xj, para k diferente de 4, entdo A(;) comuta com (A;))", No caso k = 1,

temos A(;) comuta com (A;))" se, e somente se, A(;y comuta com (A;))" .
]

Proposicao 3.2.3. Seja P < Sym/(Y') um grupo abeliano com tipo-permutacional
(P(l), - ,P(S)>. Entdo:

(i)
C = Cy,,(P) = Stabc(1)Csymm)(P), onde
Coym(m)(P) = B(P)S(P),
Stabo(1) = (Ay)™ o (An)™;
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(ii)) A(B(P)S(P)) = A(B(P)) A(S(P)) e é um subgrupo maximal de C 4, (P)
sendo fechado por estado.

Demonstracdo. (i) Pelo Teorema 3.2.2 e Observacao 3.2.1

C = Cy, (P) = Stabe(1)(B(P)S(P)).

Sejac = (€11, Clmgs -+, Csly- -+, Csm,) € Stabo(1). Como ¢ comuta
com F;), o qual € transitivo em O ;), temos quUe €11 = *** = Ciypy, - - ., Co1 =
S+ = Cgmy, 0Onde 11, . . ., c51 S0 elementos genéricos em A,,.

Em outras palavras,

Stabo(1) = (An)™ ... (Ap)™.

(ii) Seja H um subgrupo maximal fechado por estado de C4,, (P). Note que
B(P) e Dy(A) sdo fechados por estado e assim A(B(P)S) < H. Seja
h € H = (Stabc(1)B(P)S) N H. Entdo h = hybyry, onde hy € Stabc(1),
by € B(P)er; € S.Como H é fechado por estado,

hy = (hi1biim11)™ - - - (hasbisris) ™.

Logo,
ho= (hii---hi3)(bit - OTsb0) (11t - - - TisT).

Como hqy,...,h;s € H, repetimos o mesmo procedimento aplicado a h.
Portanto, no limite h € A(B(P)S) e H < A(B(P)S).
l

3.2.3 O centralizador de A(A) para A abeliano fechado por
estado

Teorema 3.2.4. Seja A < A,, um grupo abeliano autossimilar com tipo-permutacional
(P(l), ceey P(S)). Deﬁna K = A(A) e Af = CAm(K) Entéo

(i) K éum grupo abeliano autossimilar com mesmo tipo-permutacional de A;
(ii) A* deixa cada orbita O ;) invariante e

A* = B(K)Staba-(1);
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(iii) Staba-(1) = (A*)" (A*)™ .- (A)";

(v)
A" = A(B(A)),

é o unico subgrupo abeliano autossimilar de C(A) o qual contém A e é
auto-centralizante; portanto, A* é um subgrupo abeliano maximal de A, .

Demonstracdo. (i) Como A é fechado por estado, por construcio temos que
K = A(A) é também fechado por estado. Note que P(K) = P(A), logo
K tem mesmo tipo-orbital que A.

(1) Sejay = (Vi1y -y Vimys -« s Vsls -« -5 Vsmy )0 € A*. Afirmamos que o ndo
permuta elementos de 6rbitas distintas em P(K’). Suponha, por contradi-
¢do, que exista i € Y tal que i = j e ndo existe permutagio o () tal que
(@) = j,com o € A. Suponha que 7 estd na k-€sima orbita (1 < k£ < s).
Como « € A,

Tk

a™ =(e,...,e,a,...,a,e,...,e) € K.

Note que (a**)" # o o que implica v ¢ A*, um absurdo. Portanto,

Do(K) =1le
A* = B(K)Staba-(1).
(iii) Seja o = (1), , a(s))o () um elemento em A* e considere
¥ = (V) s Us) € Staba«(1).

Entao ©

,yOé - ((7(1))0‘(1)7 Ty (7(8))06(5)) .
Como A age transitivamente em Oy;) temos que v = (Y1), Y(2), " » V¥(s))>
onde

Y1) =752 = (ma) Y = Vmagetmey )

Como ya® = a®y,1 =1,...,s, paratodo o € K, segue que y;a = a;
paratodoa € Kei=1,...,m. Assim, 7; € A*. Portanto,

Stabae (1) = (A%)7H (AT - - (A7)
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(iv) Denote B(K) por B. Sucessivas substitui¢des de
Staba«(1) = (A*)" (A*)™ .- (A")™ ede A*
em A* = Staba«(1)B nos déa

A* = Stabu+(1)B
= (A" 21)(A* - 25) - (A" - 2,)B
= ((Staba(1)B) - 1) - - - ((Staba-(1)B) - ) B
= (A" 1) - (A" ) B) - 1) - - (A" - 1) -~ (A" - 24)) B) - ) B
= (A" 2?) - (A" wgmy) - (A" i) - (A% 2,2 (B-2y) - (B-1,)B.
No limite, A* = A(B(K)) = A(B(A)).

Pelo item (i), m tem mesmo tipo-permutacional que A e é auto centra-
lizante. Suponha que () € um grupo abeliano autossimilar tal que A < Q) <
C(A) e é auto centralizante. Entio Q < C(Q) = Q e logo Q = Q. Como
C(Q) = Q segue que () é A invariante. Além disso, A < @ implica que
B(A) < B(Q) = Q. Assim, A( (A)) < Q. Como A(B(A)) e Q sio auto
centralizantes, temos que A(B(A)) = Q.

]

Exemplo 3.2.5. Seja A = (a1, a9,a3,...) o grupo abeliano livre com base a;
(i =1,2,...). Considere H = (a3, ay,as,...), Hy= A, subgrupos de A, e os
endomorfismos virtuais que estendem as seguintes aplicacoes:
fli a%t—)al, Ao9; F> € (ZZl), A9;—1 —r a; (122),
fgi A9;—1 > € (ZZ].), Ao; —r Q; (221)

Entdo os A-dados ((2,1),{Hy, Ha}, { f1, f2}) induzem uma representacao fiel fe-
chada por estado de A e

A~ (o | i=1,2,...), onde
] = (6,0&1,6)(0 1),0&22',1 = Oéixl (’l > 2) , Oy = Oéixz (Z > 1)
Aqui A = (1, x9), onde

r1 __

a (a,a,e) e a™ = (e, e, a).

Note que por esta representagdo de A, tem-se A(A) = A; além disso, B(A) = A.
Portanto, C(A) = A.
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3.3 Interpretacao de A* como um Z,[[A]]-médulo

O grupo A* = A(B(A)) é um subgrupo abeliano autossimilar de A, o qual é
maximal. A seguir, daremos uma descri¢c@o de seus elementos.

Seja A < A,, abeliano autossimilar transitivo. Em [5], A. Brunner e S. Sidki
introduziram exponenciagdo por série de poténcia da seguinte forma: seja v € A
€q =2 500t € Lylz]] com ¢; € Z,, entdo

ol = a7 ... 09T ..

Seja n o expoente de P(A). No caso intransitivo precisamos considerar o
anel Z,[[A]]. Seja A < A, abeliano autossimilar de tipo-orbital (m, ..., my).
Considere

p(x1, ..., xs) € Zy[[A]].

Escreva p(z1, ..., xs) como
S
_ J
p(T1,. .., 75) = E E Gij(T1, . Ts)Ti
i=1 j>0
- ~ l1 .12 Uk
onde os mondmios que aparecem em q;;(71, . . ., ;) sdo da forma 3}y - - - w

com i; # i. Com isso, escrevemos

S

af = H /%0 (aqu)ﬂfi<aqiz)~"’fi2 e (aqz‘j)xij .

i=1
ou na forma aditiva
i=1

Vamos usar as duas formas notacionais conforme a conveniéncia.
Provaremos aqui uma versao mais detalhada do Teorema E.

Teorema 3.3.1. Seja A um subgrupo abeliano autossimilar de A,, com tipo-
orbital (my,...,mg) e sejam By, ..., [y elementos de A que induzem em'Y um
conjunto gerador {o; | 1 <i <k} de P(B(A)). Entdo

(i) todo elemento de Stabpa) (7) pode ser escrito como y1ys - - - i, onde 7y; €
B(A) - wi(zy,...,xs) com |wy| = j, paracadai=1,..., s;
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(ii) todo elemento oo de A* pode ser escrito como

o= Z Bi - pi(T1, ..., Ts).

1<i<k
onde p;(x1,...,x,) € Z,[[A]].

Demonstracdo. (1) Considere
a = (Oz(l), oo ,O{(S))O(Oé) cAe = ()\(1), R )\(s)) S StabB(A)(l).

Entao o
A% = (A1), (M) @)
Como B(A) age transitivamente em O(;) entdo A = 7172 - - - Vs, onde

"}/Z':(6,...,6,...,)\1'1,...,)\117...,67...76):)\ﬂxiEB(A)'l'i.
—_——— ——

mi m; ms

Por indugdo, suponha que todo elemento de Stabp(a)(j) pode ser escrito
COmoO Y172 - - - Yei, ONde

vi € B(A) - wi(xq,...,x5) com |w;(z1,...,z5)| = J.

Seja o = ;™ - - - o, " um elemento de Stabpay(j + 1), entdo todo oy €
Stabp(ay(j). Por suposi¢do, ay = YuYs2 - Vs com 7 pertencendo a
B(A) - wy(z, ..., xs) € |wy(z1, ..., x5)| = 7. Assim,

S

o= H(%l%Q st )T =010y - - O,

t=1
a=010y---011 € B(A)"1™ A2 ... B(A)Wts ™
onde 0; € B(A) - wi(xy,...,xs) e |wi(zy,...,z5)| =7+ 1.
(ii) Considere P(A) dado pela apresenta¢do

(i, 1 <1<k |o"=e, 0,0; =1 parai#j).
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Seja o um elemento de A* = A(B(A)) e escreva o(«) como
ola) = H o, com0 <71y <.
1<i<k

Como f; induz o;, temos que ou

-1
1<i<k

¢ trivial ou pertence a Staba-(ly) \ Staba«(l; + 1), com 3 > 1. Assim,

-1
a ( H 5;%1) =71,

1<i<k

onde v; € A*. Aplicando o mesmo procedimento a y; e repetindo 0 mesmo
argumento, no limite obtemos

a: ( H ﬁ:d) r‘}/lf‘yQ...r‘)/j...’

1<i<k
onde v; € Staba«(1;) \ Staba«(l; +1)el1 <l <--- <l; <---.

Defina s(l;) = s'i. Como 7; € Staba-(l;), pelo item (i) temos que y; =
ViYiz - Vstiy) onde vy € B(A) ) e wjy (x4, x)| = 1. As-

sim,
. Dij(T1,..,Ts)
Vi = H 6@ 5
1<i<k
onde
Pig(T1, @) = Tigawiga (Tr, - Ts) oo Tigs) Wigost) (T1s - -5 ).
Portanto,
_ Di (L1, Ts)
a = H 6@ 9
1<i<k
onde
pi(xy,. .., x5) =

i+ 2321 Tij1Wij1 + Tij2Wij2 + =+ Tijs(1;)Wij,s(l;) € Zy[[A]].
O
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3.3.1 Grupos de tor¢ao

A seguir, vamos provar uma versiao mais detalhada do Teorema F.
Teorema 3.3.2. Seja A um grupo abeliano autossimilar. Entdo
(i) a representacdo autossimilar de A induz uma representacdo autossimilar
de Tor(A),

(ii) Tor(A) tem expoente finito e portanto é um fator direto de A. Além disso,
o0 expoente de Tor(A) divide o expoente de P(A).

Demonstracdo. (i) Assuma que o tipo-orbital de A é (mq,...,my). Denote
por T o subgrupo de tor¢do de A e considere Oy = {vi1, .. Yim, }> 1 =
1,...,s, as Orbitas de A.

Defina 4; = {a € A : 4°® = y paratodoy € Ow}, i = 1,...,s.
Denote por 7; a intersecdo 17" N A;. Note que
[A: Staba(1)] = [A : Aj][A; - Staba(1)].

Entdo [A : A;] é finito e o mesmo ¢ vélido para [T : T;|. Sejam; : T; —
T a proje¢do na y;;-ésima coordenada, ¢+ = 1,...,s. Defina os T-dados
(m’, H', F’) por
m'={m,=[T:T)],i=1,...,s}, H = (Ty,...,T,),
eF ={m,... ,ms}
Entdo (m’, H', F’) torna T autossimilar, ou seja, 7' é um subgrupo autossi-
milar de A,,/, onde m’ = m/ + -+ + m..

(ii) Seja {o; | 1 < ¢ < k} um conjunto minimal de geradores para P(T),
com respeito a representagdo obtida no item (i). Considere 3; € T tal que
o(B;) = o;.

Defina r = mmc{o(fp1),...,0(Bk)}. Pela Proposi¢do 3.3.1 (ii), todo ele-
mento o € T pode ser escrito como

i (ZT1,yTs)
a= ][ # ,
1<i<k
onde p;(z1,...,xs) € Zy[[A]]. Assim, o = e e T tem expoente finito e
este expoente divide o expoente de P(A).

Como 7' tem expoente finito, ele € um subgrupo “pure bounded” de A e
assim ele é um fator direto de A, [10, Teorema 4.3.8].
O]
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3.3.2 Grupos abelianos livres

Os G-dados (m, H, F) sdo ditos ser recorrentes se cada endomorfismo virtual f;
€ um epimorfismo e o F-core de H € trivial. Dizemos que os G-dados recorrentes
(m, H, F) séo fortemente recorrentes se

fi - H; ﬂﬂker(fj) -G
i

¢ um epimorfismo para todo f;em F = {f1,..., f,}.
Existem (G-dados recorrentes (m, H, F) que ndo sdo fortemente recorrentes.
De fato, considere A o grupo gerado pela maquina de adicdo dupla

a=(e,a,ea)01)(23).
Entdo, Fiz4(0) = Fiz4(2) = (a®) e os A-dados

((2,2), (Fiza(0), Fiz4(2)), (m0, 72))
sdo recorrentes, mas nio sao fortemente recorrentes.

Proposicao 3.3.3. Seja A um grupo abeliano autossimilar de grau m = my +
-+ 4+ myg e tipo-orbital m = (my,...,my), com s > 2. Entdo A = A(A) se e
somente se existem A-dados (m, H, F) fiéis, fortemente recorrentes.

Demonstracdo. Se A = A(A), entdao os A-dados (m, H, F') com

Hy = Fiz4(0),Hy = Fiza(my),...,Hs = Fixa(miy + -+ +ms_1),

fl = 71'0,f2 = Tmyy - - '7fs = Tmy+4ms_1s

onde 7; é a projecdo da i-ésima coordenada, mostram que o grupo é fortemente
recorrente.
Agora, suponha que os A-dados fortemente recorrentes (m, H, F') induzem

uma representacao autossimilar ¢ : A — A,, de A. Sejam 77, . .., T transversais
de Hy, ..., H;em A, respectivamente. Mostraremos que dado a € A existeb € A
tal que 0¥ = a¥" paratodoi = 1,...,s. De fato, como

fi : Hzﬂﬂker(fj) — A
J#i
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€ sobrejetora, entdo existe b € H; N[, ker(f;) de modo que b/i = a. Note que
H;tb = H;t para qualquer t € T}, entao

-
b= (e, ...,e,a%,...,a% e, ... e) =a¥".

Teorema 3.3.4. Seja A um grupo abeliano livre.
(i) Suponha que A é de posto finito.

(a) Se A é um grupo autossimilar ndo-transitivo, entdo A(A) ndo € fini-
tamente gerado,

(b) Seja A um subgrupo autossimilar transitivo de A,,,. Entdo a represen-
tacdo autossimilar de A estende-se a uma representagdo autossimilar
ndo-transitiva em A, 1 com tipo-orbital (m, 1) tal que A(A), com
respeito a segunda representacdo, contém um grupo abeliano livre de
posto infinito enumerdvel que é autossimilar.

(ii) Suponha que A é de posto infinito enumerdvel. Entdo A pode ser realizado
como um grupo autossimilar de tipo-orbital (m, 1) e é invariante sobre A =

<I1, I2>.

Demonstragdo.(i)-(a) Suponha, por contradi¢do, que K = A(A) é finitamente
gerado. Como K = A(K), pela Proposigdo 3.3.3, existem K-dados forte-
mente recorrentes (m, H, F'). Note que o nicleo de cada f; intercepta trivi-
almente (), ker(f;), caso contrdrio (),_, _ker(f;) seria um subgrupo
normal ndo trivial de G e F-invariante; logo f; HiO,: ker(f;) ¢ injetiva,
H; NN ker(f;) ~ K e o indice

[K cH;N ﬂ /{:er(fj)]

JFi

¢ finito para todo ¢ = 1,...,s. Portanto, ker(f;) N--- N ker(fs) # 1; uma
contradicao.

(1)-(b) Seja f : H — A um endomorfismo virtual simples, onde H é um subgrupo
de fndice m em A. Considere o grupo abeliano livre de posto infinito A“) =
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@2 A;,onde A; = Aparatodoi =1,2,3,.... Escreva H; = H® B2, A;,
Hy, = A® e parai = 1,2, defina os homomorfismos f; : H; — A

fi o (h,ag,as,...)— (b ag,as,...);

fg : (al,ag,ag,...)|—>(a2,a3,a4,...).
Segue que os A“)-dados
<m+ 1= (mv 1)7H = (HlaHZ)aF = {flafZ})

tém F-core trivial. Seja ¢ : A“) — A,,.1 a representacio autossimilar de
A induzida pelos A“)-dados acima. Entdo

A7 < (AW)? < A(AD)

e A7 é autossimilar.

(ii) Sejam m > 2 e {aj,as,as, ...} uma base livre de A. Considere H; =
(ay*,as,as,...) e Hy = A < A. Defina os homomorfismos f; : H; — A
que estendem as aplicacdes

fli a’lﬂr—>a1, a2i|—>e(z'21), A9;—1 > a; (122),

fQC agi_lf—>€<i21), A9; > a; (ZZl)

Note que os A-dados ((m, 1), {H1, Ha}, {f1, f2}) s@o fortemente recorren-
tes. Pela Proposi¢do 3.3.3 a representacdo é fechada por A = (xy,z,),
onde

entdo
A~ {a; | i=1,2,...), onde

a; =(e,...,e,ar,e)(01 ...m—1), 0,1 = " (1 >2), ag; =™ (1 > 1).
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Diagrama de A

3.4 Aplicacoes

Por simplicidade de notagdo, vamos denotar C'(A), B(A), Do(A), P(A), So(A) e
S(P), respectivamente por C, B, Dy, P, Sy e S.

3.4.1 Calculo do centralizador de grupos ciclicos autossimila-

res
Seja A < A, um grupo ciclico fechado por estado de tipo-orbital (m, ..., my).
Entao A é gerado por
a =
(™, ... a1, o at L a ) (0, . my—1) .. (my e mey, ., m— 1),

Neste caso:
P(l) = ((O,...,m1—1)> Sy

Py ={((mi+-4+meq,...,m—1)),
A(l):<(ai11’.._,ailml,1,,,_,1)(0,1,...,7711—1)> e
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A(S) = <(1,...,1,ai31,...,ai3m5)(m1 + et Mg, ., M — 1)>
Etapa 1. A forma de B.

B= A A
Etapa 2. A forma de Stabc(1).
Sejac = (C11y. -y Clmys---sCsly- -, Csm,) Um elemento de Stabc(1). A rela-
¢d0 ca = ac é traduzida como
Cjkaijk = aijij(k)U'j7 jg=1,...,s, k=1,... , N5

Com estas relagdes, obtemos
Stabo(1) = Cp x -+ - x Cg,

onde Cy, ..., Cq sdo respectivamente 0s conjuntos

Gt timy —1

{(Clh (011)ai11, (Cll)ai11+i12’ cee (Cll) ) | ci1 € C(ai11+~--+i1m1 )}’

{(0517 (Csl)aiﬂ, (Csl)aiSIHSQ, o (CSl)ailer“'Hs,ms—l) | Cot € C(aisl'f‘"“f‘isms)}.

Etapa 3. Calculo de D,.
Sejad = (dyo, - -, d1my—1s- -, ds0, - - -, ds.m,—1)0 € Dy. Identifique

11:=0,12:=1,...,1m; :=m; — 1,21 :=m,,...,sm; :=m — 1.
A relagdo da = ad é equivalente a
djajc — ajdj0'7j - 07 e ,m - ]_

Com estas relagdes, calculamos o grupo D.
Sejaa = (aqpy, ay, - - -, a(s))0102 - - - 05 € Aut(T,,), onde

a(i):(aﬂ,aig,...,aimi% i:l’_“’s e
0-1:(0,---,7711—1)7 02:<m17"'7m1+m2_1)7-..7
os=(mi+-+meq,...,m—1).

Defina
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9= (g( 1),9@1)5 - - i,g(s)) com 1
gi) = (azla ((112) (aigaig)i N (aig R aimi,l)i )

Entdo, a? = b,onde b = (b(1), b2y, - . ., bis))0102 ... 05,combgy = (1,1,...,1,¢;),
€ ¢ = Qi2ai3 " * * Qi m;_, Ai1-
Caso agyy = (a™,...,a*), k=1,...,s, entdo
-1 -1 -1
k) = (Gﬁ, €, (%2) ) (%2%3) Yo (%2 .- -Gimi,l) )
Seja ji = ik1 + k2 + - -+ lkm,. K =1, ..., s, pela etapa 2 do procedimento

Stabc(b) = C(ajl)m X C(aj2)902 X -+ X C(ajs)xs>

—1

Stabc(a) (1) = (Stabc(b) (1))9

No caso transitivo, s = 1, C'(a) = (C(ajl)ml)g_l<a>~

3.4.2 Conjugacao

O objetivo desta sessdo € apresentar a demostragdo de um resultado (Lema 3.4.4)
dado por P. W. Gawron, V. V. Nekrashevych & V. I. Sushchansky, [21]. Nesta
sessdo, a nocao do tipo-orbital de um automorfismo € diferente do que vinhamos
usando, ela corresponde a um grafo.

Sejam 7" uma arvore (possivelmente com varias raizes € nao necessariamente
regular) e G < Aut(T) um grupo de automorfismos de 7. Denotamos o conjunto
de drbitas da agdo de G nos vértices V' da drvore por V = V/G e o conjunto das
orbitas da ac@o de G nas arestas £ da drvore por E=E/G.

O grafo orbital T/G é o grafo no qual V é o conjunto de vértices, E é o
conjunto de arestas e dois vértices x e i estdo conectados por uma aresta € se e
somente se, existem dois vértices © € T, y € ¥ tais que {z,y} € e.

Seja u € Aut(T). O grafo orbital de um grupo ciclico gerado pelo automor-
fismo wu serd denotado por T, o grafo orbital do automorfismo wu.

Definicao 3.4.1. Seja T' uma drvore uni-raiz. O tipo-orbital do automorfismo
u € Aut(T) é o grafo orbital T,, com vértices indexados por inteiros positivos
iguais a cardinalidade das orbitas correspondentes.

Definicao 3.4.2. Dois tipos orbitais I'y e I'5 sdo ditos ser equivalentes se eles sdo
isomorfos como drvores raizes indexadas, i.e. se existe um isomorfismo entre as
darvores I'y e I's preservando os indices dos vértices.
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Teorema 3.4.3. ( P. W. Gawron, V. V. Nekrashevych & V. I. Sushchansky, [21])
Dois automorfismos da drvore uni-raiz T sdo conjugados no grupo Aut(T) se, e
somente se, seus tipos orbitais sdo equivalentes.

Lema 3.44. Seja a € A < Aut(T,,) e £ uma unidade no anel Z,, onde n é
o expoente do grupo P (o grupo de permutacdo induzido por A). Entdo at é
conjugado a a por algum g € Aut (Tp,).

Demonstragdo. Seja a um elemento de Aut (7,,). O tipo-orbital de a é o grafo
rotulado, no qual os vértices s@o as Orbitas de a em Y*; toda drbita € rotulada
pela sua cardinalidade e conectamos duas 6rbitas O; e O, por uma aresta, se
existirem vértices v; € O e vy € Oy, que sdo adjacentes na arvore 7,,. Entdo
dois automorfismos de .A,,, sdo conjugados se e somente se, seus tipos orbitais sao
isomorfos como grafos rotulados.

Seja & =) ,.,jin' um elemento de Z,,. Definimos af pelo produto

e Oé‘hn a]lnajo_

Se £ é uma unidade, segue que o tipo-orbital de a® ¢ isomorfo ao tipo-orbital de a
e assim a® = a9 para algum g € A,),. 0

3.4.3 Exemplos

A seguir vamos descrever, de maneira recursiva, o centralizador de um grupo
ciclico fechado por estado de A,. A descri¢do se baseia em quatro casos, 0s
grupos de tipo-orbital (4), (2,2), (2,1,1) e (3,1). Para isso usaremos o Lema
3.4.4. O primeiro tipo (4), ou seja, a representagdo € transitiva, foi considerada
por Brunner-Sidki [5], pagina 15.

A ciclico de tipo-orbital (2, 2)

Seja A um grupo ciclico fechado por estado de tipo-orbital (2, 2). Entéo o alfabeto
Y = {0,1,2,3} é unido de duas A-6rbitas Oy = {0,1},0py = {2,3}. Como
o grupo A é ciclico fechado por estado, existem inteiros iy, i, i3, 14 tais que A é
gerado por

a=(a",a”a® a")(01)(23).

Seguindo a notacdo anterior,

P =((01)(23)), Py = {(01)), Pey = {(23).
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Agy = ((a"a”e.e) (01)), Aw) = ((e,e,a”,a™) (23)),
B = Awde.

Assim,
Csym(a) (P) = PayP)S, onde S = ((02) (13)),
C(A) = StabeayB (1) (d),onde
d = (dy,dy,ds,dy)rer e ((02)(13)).
Calculo de Stabg(a) (1) e d.
Seja ¢ = (c1, ¢, ¢3,¢4). Entdo ¢ € C (A) se, e somente se,
(c1,¢2) (", a%) = (a,a%) (e, 1),
(c3,¢4) (ai3,ai4) = (ai3,ai4) (ca,c1);
1sto é,
cy = (cl)ai1 ,c1 € C (a"1?)
= (e3),c3€C (a’t)
Denote j; = i1 + 49, j3 = i3 + 74. Entao,

Stabe(ay (1) = {(cl, (cl)ai1 ,C3, (03)ai3> lcr €C(a),c3€C (aj3)} ;

assim,

StabC(A) (1) = Cl X Cg

onde,
C, = {(cb (cl)ail) | el (ajl)} ,
C; = {(Cg, (c3)ai3> |cs e C (ajS)} )

Logo, o problema de descrever Stabc(a) (1) se reduz a descrever C (a’') e
C (a’).
Forma de d.
Suponha que d = (dy, ds, ds,dy) (02) (13) € C (A). Entdo da = ad nos dé
dy = a "dia®, (ajl)d1 = a%

(] (3
dy, = a "“dsa", (a“) =a’'.
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Combinando a segunda e a quarta equag¢do obtemos que d;ds comuta com a’!.
Escolha dds = e; isto é, d3 = dfl. Com esta escolha, temos

d= (dl, a"dya®, dit, a_i3d1_1ai1) (02)(13),

onde (a?')™ = a3, Assim, a existéncia de d é reduzida a quando @' é conjugado
aa’s.

Fatore j, = 211, j3 = 2"l3, onde ky, ks > 0 e [, 3 sdo inteiros impares.
Estipulamos que k; € infinito se, e somente se, j; = 0 . Entdo a’* é conjugado a
a’? se, e somente se, k; = ks.

Descriciio de C (al') , C (als).

Pelo Lema 3.4.4 existem g1, g3 € Aut (T3) tais que a'* = a%,a% = a% e

g = g7 'g3. Note que

. le k k
P — (ah) — (a91)2 Y2 191’
at = ()" = (@) = g
Entao,
a2 = (ajl ’ al ’ ajs7 ajS) ,
— (a2k191’ a2k191’ a2’c3g3’ a2k393>
c
C (a®) = U{(01),(23)) (w"),
onde

U=c ()" xc () xo () xo ()"
w=1(9,9,97",97")(1,3)(2,4) en=0seky # ks, n=1sek = ks.
Vamos considerar trés situagdes: ji, j3 pares; ji, j3 impares e j; impar, j3 par.

(i) j1,js pares. Neste caso, sucessivas substituicdes de poténcias pares de a
na expressdo acima, mostra que a®> € N;>1S5tab(i) e portanto, a®> = e €
J1 =73 = 0,1sto é, i = —i1,74 = —i3; assim,

a=(a",a™",a® a")(01)(23).
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Logo,
B = <(ai1,a*i1,e,e) (01), (e, e,aiS,a*”) (2 3)>,

Além disso,
Stabc(A) (1) = Cl X Cg,

C = {(Ch (C1)ai1> | c1 € A4},
C; = {<C3> (03)ai3> | c3 € A4} )

Entao,

O(A) = Stabo(A) (1) B <d> ,

onde
B = <(ai1,a_i1,e,e) (01), (e, e,ai‘”’,a_ii") (2 3)>,

Staba(1) = {(cl, ()™ s, (cg)a*) | e1y03 € A4}

e como j; = j3 = 0, podemos escolher d; = e e assim

d= (e, a™"*%, e, a"7")(02)(13).

(ii) ji1,js impares. Neste caso temos a’' = a9 ,a’®* = a% e relembre que
—1
9g=201 g3

Entao
C(A) = Stabca) (1) B (d) ,

B = <(ai1,ai2,e,e) (01), (e, e,ai?’,ai“) (23)>,
Stabcay (1) = Cy x Cs,
C, = {(61, (cl)a”) |1 € C’(a)gl},
G = {(e0(c)”) les e Cla)”}

d=(di, a "dya®, di*, a=d;'a) (02) (13)
onde (/)" = a%; podemos escolher d; = ¢ e assim,

d= (g, a "ga®, g7', a g "a") (02) (13).
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o . . : : k<
(iii) j, impar, js par. Aqui, a’* = a9, a’® = a*>°%, onde k3 > 1.

Como @’ ndo é conjugado a a’*, d = e e assim,
O(A) = StabC(A) (1) B.

B={(a",a" ee)(01), (e e a® a")(23)),

Stabowy (1) = C, x Cs,
C, = {(01, (cl)ail) | e € C’(a)gl},

C; = {(c;;, (03)“i3> |z e C (a2k3>gg}.
A ciclico de tipo-orbital (2,1, 1)

Seja A um grupo ciclico fechado por estado de tipo-orital (2,1, 1), com 6rbitas
Ony = {0,1}, Oz = {2} e O3y = {3}. Entdo A é da forma

A= {a=(a",a"a"a")(01)(2)(3)),
onde 71,19, 3,74 SA0 nimeros inteiros. Vamos determinar o centralizador C' =
C(A) no grupo Aut(Ty,).
Sejam P = P3y = ((01)), Poy = P3) = 1. Entdo
Csym(n)(P) = PayPe)Ps)S = PS,

onde S = ((23)).
Sejam

Aqy = <(ail,ai2,e,e)(0 1)), Ag) = ((e,e,a”, 1)),

A(g) = ((e,e,e,ai“)) s B = A(l)A(g)A(g),

segue que C(A) = BStabe(1)(d), onde d = (dy, ds,ds, dy)r, para algum r em
((23)).

Calculo de Stabg(a) (1) e d.

Se r = 1, entdo d € Stabc(1) e C(A) = BStabe(1). Suponha entdo que
r = (23);assim, d = (dy, ds, ds3, dys)(23). A relagdo da = ad equivale a
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dla“ = a“dg 3 dQCL22 = a’le
. o\ ds . . d4—1
(2 — 13 4 13

a* = (a")" , a" = (a"®)" .

Estas equacdes sdo equivalentes a
dg = dlall y dl S C(ailﬂé)

(@)™ = (a) , dydy € C(a™),

Da terceira equagio concluimos que nio ha solugio se a’® e a* ndo forem
conjugados. Por outro lado, se a’ e a™ sdo conjugados entdo, médulo Stabo (1),
escolhemos um conjugador, que seria ds; dy = dg_l,dl = dy = e. Assim, quando
d existe, podemos tomé-lo sendo

d= (67 €, d37 d3_1)(2 3)

Fatore i3 = 2¥33, i, = 2¥],, onde I3 e I, sdo impares. Entdo a’* é conjugado
a a™ se, e somente se, ks = ky.
Seja ¢ = (¢, 9, c3,¢4) € Stabe(1). Entdo a relagdo ac = ca nos da:

a'lco = c1a | ac; = cpa®
acy = c3a® , altey = cqa™.
Logo, ¢; = (c1)™", ¢; € C(a?), ¢35 € C(a®), ¢y € C(a™), onde j; = iy + is.
Assim,
Stabc’(l) = {(Cl7 (Cl)ai17c37c4) | € C(ajl)ﬂ c3 € C(ai3)704 € C(a/“l)} )

Podemos reescrever Stabc(1) como C; x Cy x Cg, onde

Cy = {(c1, (e))™) | e € Cla)},
Cz = C’(aiS) , C3 = C(CLM).
Descri¢iio de C(a't), C(a'?) e C(al4).
Note que a?> = (a’*, a’t, a®?, a?4). Escreva j; = 2*1[;, onde [; é um niimero
impar.
Pelo Lema 3.4.4 existem g1, 93,94 € Ay tais que a* = a%, a* = a% e
al* = q%. Entdo
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a.jl — a2kll1 — (all)le . (a2k1 >91.

Do mesmo modo, a® = (azk‘?’)g3 ea™ = (a2k4 )g4-

Logo,

C(a®) = (C®™)", @), @™, @ ™)) (0 1)) d).

(i) al* conjugado a a'4. Neste caso, k3 = k4. Defina g = g;~'g,. Entilo
(@) = (@) = (@) = (@) = a"
Assim, podemos escolher d3 = ge d = (e,e,9,97")(3,4). Aqui temos
Cy = {(017 (1)) | e € C(a2k1)gl},
Cy = C(a®)” |, Cy=C(a®™)",
B = {(a",a",e,e)(01), (e, e,a® e), (e e, e a)).
Basta substituir as informag¢des em C'(A) = BStabc(1)(d), onde

Stabc(l) = Cl X Cz X Cg.

(i) a's ndo € conjugado a a'4. Aqui, d ndo existe e assim C'(A) = BStabc(1),
onde

C1 = {(en.(e)™) | 1 € Ca™)" },

C, = C<a2k3)93 , C3 = C(a2k4)g4,
B = <(a’i1? a/i27 67 e) (O 1)7 (67 67 a’if’)’ e)? (67 ea 67 a/i4)>'
A ciclico de tipo-orbital (3, 1)

Seja A um grupo ciclico fechado por estado de tipo-orbital (3,1) com 6rbitas
Ony = {0,1,2} e Oy = {3}. Entdo A é da forma

A — (a _ (ail,aiQ,ai3,ai4)(012)(3)>a

onde 71, 19,3, 74 SA0 ndmeros inteiros. Vamos determinar o centralizador C' =
C(A) no grupo Aut(Ty).
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Sejam P = P35y = ((012)), P2y = 1. Entdo Cigypy4)(P) = P. Sejam
Ay = ((a",a”,a%,e)(012)) , Ap) = ((e,e,e,a™)) , B= AnAp),
segue que C'(A) = Stabc(1)B.
Calculo de Stabg(a) (1). Seja ¢ = (c1,¢2,c3,¢4) € Stabe(1). Entdo a relagdo
ac = ca nos da: . ' . '
cra™ = a*cy , ca"? = a"c3
63ai3 = a®c , caa™ = a'ey
Estas equacdes sao equivalentes a

a’l at1ti2
Co = C1 , C3 = (1

c, € C(d?), ¢y € C(a™),
onde j4 = i1 + 19 + 3.
Assim,
Stabe(1) = {(Cla (c)™, ()™ ca) | er € Cla*), e € C(a"‘*)}.
Podemos reescrever Stabc(1) como Cq x Ca, onde
Ca = {(er, (@)™ (™) | o € C@)} . Ca = Cla)

Vamos aplicar o procedimento acima para calcular o centralizador da maquina
de adi¢do dupla.

Exemplo 3.4.5. Seja a = (e,a,e,a)(12)(34) € Ay a mdquina de adi¢do dupla.
Considere A o grupo ciclico gerado por a. Neste caso, j1 = j3 = 1 e assim,
podemos tomar os conjugadores g1 = g3 = e. Usando (ii) do caso tipo-orbital
(2,2), obtemos:

Stab(;(l) = Cxloccz, B= A(l)A(g), DO =95= Sym(Q)

C' = Stabe(1)BDy
=(C"C™BS
= (Stabc(1)BS)* (Stabe(1)BS)™ BS
= ((C™C™)BS)" (C"C™)BS)"” BS
_ Cxlzc«:pgxl (7172 Cx22Bx1 B BST1 §72 S

No limite, obtemos C = A(B) - A(S). Observe que A(S) ~ As.
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O grupo A foi estudado por A. Berlatto e S. Sidki nas sessdes 2.1 e 5.4 de [1].
Foi mostrado que existe, em C'(A), um conjunto de subgrupos G,, (n > 0), tal que
cada GG, é (n 4 1)-gerado, metabeliano, elemento de T, ;.



CAPITULO 4

Grupos autossimilares intransitivos do tipo
Lamplighter

O grupo cldssico do tipo Lamplighter é definido por C5 ¢ Z, onde Cy = {e,a} é o
grupo ciclico de ordem 2. A terminologia € devida a seguinte interpretacdo. Uma
estrada (possivelmente infinita) € iluminada por ldmpadas, identificadas com os
elementos de @75, que podem estar ou nao ligadas. O elemento e € C) € inter-
pretado como lampada desligada e a € C5 € interpretado como lampada ligada.
Apenas um nimero finito de lampadas estdo ligadas (produzindo um elemento em
¢7C5) e um lampiao fica diante de uma lampada (produzindo um elemento em Z.).
Note que quando todas as lampadas estdo desligadas e o lampido encontra-se po-
sicionado diante da 1ampada identificada com elemento neutro de Z, produzimos
o elemento neutro de Cy ! Z.

Vamos nos referir aos produtos entrelagcados A B, com A e B grupos abeli-
anos finitamente gerados, como grupos do tipo Lamplighter generalizados. Neste
capitulo, estudaremos representacdes autossimilares para os grupos do tipo Lam-
plighter generalizados A Z%, onde A é um grupo abeliano finitamente gerado e d
é um inteiro positivo e para os grupos C, ! Z?, onde p € um ndmero primo.
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4.1 Representacio autossimilar para A Z“

A. Dantas e S. Sidki [3], mostraram que o grupo Z ! Z nao admite representa-
¢do autossimilar transitiva, qualquer que seja o grau da drvore. Mostraremos, no
entanto, que Z ! Z admite representacio fechada por estado de grau 3, para isso
usaremos a operagao tree-wreathing, definida por A. Brunner e S. Sidki, [7].

411 OcasoZ 7

Considere a = (e, (a,¢))(01) € Ay e H um grupo agindo em A,. Para cada
h € H defina recursivamente o automorfismo h = ((h, h), ¢). Entdo

H=1{h:heH}

¢ um grupo de automorfismos da 4rvore bindria que € isomorfo a H e é sempre
finito por estado quando H o é.

0[0

11

11
1/0

0[0
(a,e€)

AutOmata de o

Definicao 4.1.1. Seja G o grupo gerado por Hea O grupo G é dito ser H

tree-wreathed pelo grupo ciclico infinito 7 e denotado por G = H { Z.
Defina o subgrupo N de G’ = H 1 Z por

N = ([H*, H”]|0 < i < j).

Em [7], A. Brunner e S. Sidki estabeleceram o seguinte resultado.
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Teorema 4.1.2. (Brunner & Sidki, [7]) Seja G = HZ. Entdo o grupo quociente
G/N é isomorfo ao produto entrelacado restrito H Z.

Grupos autossimilares s@o residualmente finitos. A dicotomia de Gruenberg
sobre produto entrelacado residualmente finito [13], nos diz que o produto G =
B X é residualmente finito se, e somente se, B e X sio residualmente finitos e
B € abeliano ou X é finito.

Em [3], A. Dantas e S. Sidki investigaram produtos entrelagados autossimila-
res de grupos abelianos e obtiveram o seguinte resultado.

Teorema 4.1.3 (Dantas & Sidki, [3]). Seja G = B! X um produto entrelacado
autossimilar transitivo de grupos abelianos. Se X é livre de tor¢do entdo B é um
grupo de torgdo de expoente finito.

Observe que este resultado satisfaz a dicotomia de Gruenberg. Como aplica-
¢do desse teorema temos que o grupo ZQ Z ndo admite representacdo autossimilar
transitiva. Em contraste, obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 4.1.4. O grupo 7.1 7 é fechado por estado de grau 3. Mais que isso,
7.1 7, é um automata-grupo 3-gerado sobre um alfabeto de 3 letras.

Demonstracdo. Seja H um subgrupo abeliano de A;. Entéo,
N = ([H*, H¥|0 <i < j)

é trivial. Pelo Teorema 4.1.2, se o = ((e, e), (v, €))(0 1), entdo (H,a) ~ H (a),
onde . . .
= {h = ((hh), (e,€)) | h € HY.

Note que H ~ H. Considere H = (o), assim H (o) = (&) 2 (o) ~ Z 1 Z. Como

<d> ! <Oé> = <6‘ = ((6‘704)’ (6,6)),04 = ((67 6)7 (Qae))(o 1)>>

segue que (&) ! {(«) é fechado por estado no nivel 2.

Agora, observe que se 7(a) € o automorfismo ((og(c), o1(a))oy,(a) e inde-
xando 00 := 0, 01 := 1, 10 := 2, e 11 := 3, temos que &(«) pode ser visto
como a permutagdo o(«) do conjunto {0,1,2,3} e cada «;; pode ser visto como
automorfismo «;»; da drvore 7;. Entdo o homomorfismo

‘P:G—>A4

a— (o, aq, a2, a3)0(a)
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é tal que G ~ G¥ e G é um grupo fechado por estado de grau 4.
Portanto,

(@)1 (a))? = (a¥ = (a¥,a%, e e),a” = (e,e,a”,e)(02)(13)) ~ Z1 Z

€ fechado por estado de grau 4.
Finalmente, a aplicagcdo

ol = ap = (e,a1,€e)(01)

a¥ i = (e a)

estende a um isomorfismo ¢ de

(@’ = (a% a%eve),a’ = (e,e,a”,e)(02)(13))

(v=(v.€,8),8=(e5,e)(01)).

Portanto Z Z é fechado por estado de grau 3.

0[0, 1|1, 2/2
0[1,2|2 11
1|0 v 0[0
2[2
Diagrama de Z ! Z

Corolario 4.1.5. O grupo (Z 1 7Z) Cy é um autémata-grupo de grau 4.

Demonstragdo. Aplicando a Proposicdo 4.1.4 e o Teorema 2.2.2 (ii) obtemos:
(Z27)1Cy ~ (0 =(02)(13),7 = (7,6,07,a%),a = (e,a, e,e)(01));

ou seja, o grupo (Z Z) 1 Cy é gerado pelo autdmata:
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0[0,1]1,2(2, 33
sz, 1/3,2/0, 3|1
g
0/1,2[2,33
1|0 0[0, 11, 2| 0[0
312

OZU

Diagrama de (Z 1 7Z) ! Cy
0

Note que 3 € o menor grau para o qual Z Z admite uma representagao autos-
similar. A. Woryna [9], questionou sobre a existéncia de um autdmata de Mealy
finito S de maneira que Z ¢ Z ~ (S). Com a proposi¢do anterior respondemos
positivamente essa questao.

Considere G = Z1Z = (y = (v,e,5),8 = (e,5,€)(01)). Entao

Fizg(0) = (4%, 87" k> 0) e Fizg(2) = (v, 8) = G.

O conjunto 7} = {e,~} é um transversal de Fiz(0) em G e assim, o indice de
Fizg(0) em G € 2. Observe que

Y= (" e) ey = (7" e)(01),

assim,

2n 2n+1

B =(8" e e)e 7 = (e, 7, 7).

Sejam 7, e m, as projecdes nas primeira e terceira coordenadas respectiva-
mente, ou seja,
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o : Fizg(0) — G
572" - B
/872”+1 '_> e
S R S S
e

Ty - FZQ?G(2) — G
B = v
v o= e

Esses homomorfismos inspiraram a constru¢cdo dos endomorfismos virtuais para
o caso mais geral G = Z! Z%, o qual veremos a seguir.

4.1.2 O caso geral

Sejam [ e d inteiros positivos. Considere o grupo G = Z!' 1 Z¢ = @,exZ! x X,

onde X = Z% = (x1,...,2,4). Entdo cada elemento de G é unicamente expresso
como
p1(1,-,%a) p2(T1,.,T4) pi(T1,-0Td) 51 sd
al a2 ... al xl .. :'Ed s

onde Z!' = (a1, ..., ) e pi(z1,...,0q) € Z(X),i=1,...,1I
Proposi¢iio 4.1.6. Seja G = 7! Z°. Entdo G é um autémata-grupo de grau 4.

Demonstragdo. Denotando Z' por A e Z% por X, podemos escrever o grupo G
como o produto semi-direto G = AZX). X
Defina os seguintes subgrupos de G

H = AZ<X><xf, To,. .., Tq),

H2 — HgIG,

e observe que ()._, H; = H,.
Para i = 1,2, 3, defina os homomorfismos f; : H; — G que estendem as
aplicacdes:

i Pl r, e r (2<i<d),

2n n 2n+1
" q(z2,23,...,2q) zyq(x2,x3,.,xq) 2] q(®2,23,...,Tq) .

a 7
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f2 . Ti > Ti—q (1§l§d),
af(11,12,~-~,wd) . a?(xd@l:mvxd—l) (1 <i< l);
e
f3 . X —> {6} 3
alzlj(xlaer“vxd) — ZE§)(1717’1),
af(xl’m’”"“) = oe (2<i <)
Entio AXX)(zy, ... 24) é 0 fi-core de Hy, Hy é 0 fr-core de Hy e H3 é o

fs-core de Hs.

Seja K o F-core de H. Entio K < AXX)(z,, ..., x4) e aplicando f, temos
que K < AXX),

Mostraremos que K € trivial. Suponha, por absurdo, que K € ndo trivial.
Como K é normal em G, entdo K, := K N A%X] ¢ ndo trivial. Todo elemento h
de K, é expresso unicamente da seguinte forma

_ b1, D2 ygi
h=ai'ay ...q;,
onde p; = pi(z1, T2, ..., Tq) € Z[X].
Reescrevendo p;(z1, x2, . . ., z4) na forma

pio(@2,. .., Ta) + mej (€2, ..., za)zy + Zpi,2j+1($62, ag)r

observe que

/

A PhPo D1
W' =a'ay---a; 7,

onde
/ / o j
Pi——]%($17$27-‘-;$d)——]%0(I27~--,$d)-% E p@2jﬁﬁza~--7$d)$1,
fo_ P vy P
h'? = ay' ay a,’,
onde
1/ // .
b; Zzpi($1,$2>---,$d)ZZZ%(xd,$1,-~->$d—1%
e

hfg — xl]?l(171771) .
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Defina d,,(h) sendo o grau mdximo em z; do polindmio p; para todo i. Se
o grau maximo de todos os d,,(h) acontece para j = k entdo aplicando uma
poténcia adequada de f> a h, podemos assumir que j = 1.
Escolha h € K tal que h # e que envolve um nimero minimo de variaveis do
conjunto {1, s, ..., Tq}

(1) Suponha p; é constante para todo ¢. Entdo existe j tal que p; # 0. Aplicando
f3 a h obtemos que x}" # e e 2] € K, o que ndo pode ocorrer.
1 1

(2) Denote 0, (h) por n, entdo n # 0.

(2.1) Suponha que n é par, n = 2k. Aplicando f; a h temos que h' # e e
3z, (1) = k, um absurdo.

(2.2) Suponha que n é impar, n = 2k + 1. Conjugando A por z; obtemos
h, = h™ = alljllagé .. af; c K—i—a
Py = piry, O (B) =2k +2,

Aplicando f a b/ temos que h'/* = 1 € K, com 0, (h") = k + 1.
Agora, k + 1 < 2k + 1, caso k # 0; assim, temos que 0., (h) = le

para todo ¢,

Di = Pio + Pi1%1,
onde pio, pi1 € Z [z3, ..., x4). Entdo, como feito antes com h' = h™
temos que p; = poTy + paat e W = b = (df"ah - cat)”

€ K;\ {e}. Como
B — (h//)ﬂff1 — aﬁi’llagm ce a;’” c K+\ {6}

e envolve um ndmero menor de varidveis que /, obtemos uma contra-
dicao.

Uma representacio fiel autossimilar para o grupo G' = Z! Z% com respeito a
tripla
((27 17 1)7 (H17 H2 = G7 H3 = G)7 {f17 f27 f3})

e os transversais 7; de H; em G definidos por

Tl - {euml})T2 - T3 - {6},

(¢N

G¥ = <717"'77l>2<a17'--705d>7
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onde

M= <7l767717a1)7 Y2 = (’7176772)6)7 ey = (’7[*1)677176%
g = (eaalvadae)(o 1)a Qo = (OZQ,OZQ,OZ:[,G), sy Qg = (ad7ad7ad—176)'

Portanto, G¥ ¢ finitamente gerado, finito por estados e autossimilar; ou seja, G' é
um autdmata-grupo.

Na figura abaixo suprimimos os indices das setas para ndo sobrecarregar o
diagrama.

Automata de 7! Z¢

]

Corolario 4.1.7. O grupo 7! ! 7. é um autémata-grupo de grau 3; em particular
7.1 7, é um automata-grupo de grau 3.

Demonstragdo. Basta notar que se d = 1 na proposi¢do anterior, Hy e fo sdo
desnecessdrios na demostragao. 0

Proposicao 4.1.8. (Bartholdi & Sidki, [14]) Sejam G um grupo autossimilar tran-
sitivo de grau m, G, seu subgrupo parabdlico e B um grupo abeliano finito. En-
tdo a extensdo B'9~\%) x G é autossimilar transitivo de grau | B|m, além disso, é
finito por estado sempre que G o é.
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Aplicacao 4.1.9. Usando o endomorfismo virtual [ : 27, — 7 dado por 2z — z,
temos que 7. é autossimilar transitivo de grau 2. Note que 7, = 1. Aplicando o
Teorema anterior obtemos que B Z é autossimilar transitivo de grau 2| B|, onde
B ¢é um grupo abeliano finito. Observe que o endomorfismo f dd 7 finito por
estado. Assim, B ! 7, é um automata-grupo.

Teorema 4.1.10. Seja A um grupo abeliano finitamente gerado e considere T =
Tor(A). Entdo G = A7 é um autdbmata-grupo de grau 2|B| + 4. No caso
particular, para A = 7!, o grau pode ser reduzido para 4.

Demonstragdo. Bata aplicar o Teorema de Concatenagdo (2.3.1) aos casos 7! Z¢
eT 7. O

4.2 Representacio autossimilar para C), Z°

4.2.1 Endomorfismos de produtos semi-diretos

No que segue, listamos algumas propriedades de endomorfismos de produtos se-
midiretos estudadas por A. Dantas e S. Sidki em [2] e as usaremos para obter
resultados sobre existéncia de representacao fechada por estado de grupos do tipo
C, 1 Z?, com p primo.

Teorema 4.2.1. (Dantas & Sidki, [2]) Considere o grupo G = AX, produto se-
midireto do subgrupo A pelo subgrupo X. Suponha que existam H um subgrupo
de indice finito m em G e um endomorfismo f : H — G. DefinaY = AH N X,
Ao =ANH e H =AY e suponha que Ay seja normal em G. Nessas condicées
temos:

(i) [G: H] =m;

(ii) se H G e[A Y] < Ao, entdo H <G
(iii) se A é abeliano, entdo H < G implica que H <Gy
(iv) se A é abeliano entdo f € homomorfismo;

(v) se A é abeliano, Cx(A) = 1 e f é simples, entdo f ¢ simples. Além disso,
se [G : H] = p, pode-se supor X < H.
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Com a notacdo acima, suponha que o endomorfismo f : H — G é tal que
Ag < A, por exemplo quando A € de tor¢ao e X € livre de torcio.
Defina os homomorfismos 1 : Ay — A por aff = ag ea:Y — X pory® =1 se,
e somente se, (ay)/ = by, onde a,b € A.

Seja B um grupo abeliano finito. Entao
B = (b)) ®(ba) ®---® (b),

onde b; € ciclico de ordem n;.
Defina Gp4 = B1Z% = AX,onde A = ®,exB, X = 24 = (21,...,24).
Um elemento tipico em G 4 €

onde p;(z1,...,2q) € Z/n;Z(X),i=1,...,r.

Para r = 1, escrevemos: B = (b), |b| = n, Ggq = Gpae f: H = G4
Observe que C'x(A) = 1.

Vamos considerar G,, 4 = C,, 1 Z¢ = (a) ! (zy,...,z4). Note que podemos
escrever G, g = AX, onde A = (a)@d) e X = (x1,..., 7).

Seja (m, H, F) dados para G,, 4 de modo que cada subgrupo em H é normal
em G, 4.

Defina A, = ANH, Y, =AH,NX,i=1,...,s. Como A ¢ de torcdo e
X é livre de tor¢do, temos que A{ © < A; além disso, se A é abeliano, podemos
considerar H; = A,Y; subgrupo de G, 4 € fl CH, — G, homomorfismo. Sejam
H=(H,....H)eF={fi,....f}.

Proposicao 4.2.2. Suponha que (m, H, F) induz uma representacdo autossimilar
fiel para o grupo G de modo que cada subgrupo em H é normal em G. Entdo
(m, H, F) também induz uma representagdo fiel autossimilar para o grupo G.

Demonstracdo. Sejam K < H1 N---N Hs = H, K 4G, 4, K < K,i =
1,...,s. Considere Ko = KNA;N---N A, Assim, parai = 1,...,s temos que

K({i:(KmAlﬂ---mAs)ﬂg(KﬂAi)ﬁ<KDA<KH(HHA):KO-

Mas, KJ' = K{' parai = 1,....s, assim K é trivial. Como [, A] < K, =

1, temos que K < Cx(A) = 1. Portanto, (m, H, F) induz uma representagio
autossimilar fiel para o grupo G.

[l
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Andlogo ao que foi feito anteriormente, definimos os homomorfismos p; :
A; — Aporat =a’i,onde a € Ajeq; : Y; — X por y® =1/ se, e somente se,
(ay) =by,ondea,be A,i=1,...,s.

Note que A pode ser visto como anel de grupo A = (Z/nZ)(X),e A, ..., As
podem ser vistos como ideais 71, . . . , Z,, respectivamente, ja que Ay, ..., A; sdo
normais em A. Dessa forma, os homomorfismos

fliAl—)A,...,fSIAS—)A
podem ser vistos como homomorfismos de grupos entre anéis

Dy — A, s Ty — A

Denote por /4 0 conjunto {1, . . ., fis }. Diremos que um ideal de A é p-invariante
se € y;-invariante parat = 1,...,s.
Similarmente, oy : Y7 — X, ..., a, : Yy — X estendem-se a homomorfismos

de grupos abelianos oy : By — A,... a5 : B; — A, onde B; = (Z/nZ)(Y;),
1=1,...,s.

Proposicao 4.2.3. Seja (m, H, F) dados para G,, 4 tal que cada subgrupo em H
é normal em G, 4. Entdo o F-core de H ¢ trivial se, e somente se, o tinico ideal
de A contido em (;_, Z; e p-invariante € o ideal trivial {0}.

Demonstragdo. Defina

Sep € T e q € B;, entdo teremos que
(pPayr = e,

Seja K; = kerp, (o) e defina K = (] K; (ideal de A). Entdo ZK ¢é um ideal de
A contido em ker,, (11;) para todo i = 1,...,s. Logo, (b**) é um subgrupo de
N;_, H;, normal em G e f;-invariante i = 1, ..., s. Dessa forma, (b™*) € trivial
pois o F-core de H € trivial. 0

4.2.2 Representaciao fechada por estado para G, »

Em [2], A. Dantas € S. Sidki mostraram que o grupo C, ! Z%, onde p é um primo
e d > 2, é autossimilar transitivo de grau p?, mais que isso, eles provaram que
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este grupo ndo admite representacdo autossimilar transitiva numa arvore de grau
primo. No caso p = 2, foi exibida uma representacdo na arvore de grau 4 como um
autdmata-grupo com 12 estados. Lancando mdo da transitividade, conseguimos
diminuir o grau da representagio do grupo C), ! Z? para p + 1, como estabelece o
seguinte resultado.

Teorema 4.2.4. Seja p um niimero primo. Entdo o grupo C, ! Z* é fechado por
estado de grau p + 1 com tipo-orbital (p,1). De fato, Cy, ! Z* é gerado por o =
(a,a0,...,ac?™  af), o = (e,...,e,0)(01 ---p—1)eB=(e,...,e,a). Em
particular, o grupo Cy 1 Z? é fechado por estado de grau 3.

Antes de demonstrar o Teorema 4.2.4, vamos provar o seguinte lema.

Lema 4.2.5. Sejam k um corpo e X o grupo {x,y) ~ Z*. Considere p;(x,vy)
uma sequéncia de elementos ndo inversiveis na k-dlgebra k[X|, m; o grau de x
no polindémio p;(x,y) e n; o grau de y em p;(x,y) e defina §(p;(z,y)) = (m;, n;).
Suponha que m;,n; — oo quando i — co. Entdo o ideal (-, (pi(x,y)) é nulo.

Demonstracdo. Observe que a dlgebra k[X] é o mesmo que o anel de polindmios
de Laurent k[x,y, 2%, y~!]. Sejam p(x,y), q(x,y) elementos ndo inversiveis de
k[X], entdo

o(p(z,y)a(z,y)) = (p(z,y)), 6(q(z,y)).

Como m;,n; — oo quando ¢ — oo, o ideal (1)~ (p;(z, y)) € nulo. O

Demonstragdo. (Teorema 4.2.4) Sejam C, = (a), Z* = (x,y) e G = C, 1 Z*,
Defina os seguintes subgrupos de G: H; = G'(x,y) e Hy = G.

Note que [G : H;] = p. Observe que G’ pode ser visto como (a” !, a¥"1).
Assim, elementos de H; podem ser expressos unicamente como as@y) . xiyl,
onde s(x,y) é um elemento do ideal Z de Z(z, y), gerado por z — 1 e y — 1. Além
disso, elementos de Z podem ser unicamente escritos como

s(r,y) =plx)(x —1) +qy)(y — 1) +r(z,y)(z - 1)(y — 1).

Defina os seguintes homomorfismos:

fl : H,; — G
€
fo: Hy — G

ar(zvy) xly.] ar(y,xy) x] yl+.7 i

I
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Suponha que K é um subgrupo de H; N Hy = Hy, normal em G e {f1, f2}-
invariante. Observe que o subgrupo L = K N G’ é trivial se, e somente se,
K ¢é também trivial. Mostraremos que K = 1. Suponha, por contradi¢do, que
g = a*™®¥) é um elemento ndo trivial de L. Assim a*@¥/1 = q4W) e sucessivas
aplicacdes de f, em a?™ resulta que ¢(y) = 0, e assim z — 1 divide s(z, y).

Como a*@¥f2 = ¢*W2y) ¢ [, segue que z — 1 também divide s(y, 2y), ou
seja, s(y, zy) = (x — 1)t(z,y). Entdo

as(:p,y) —_ a(S(y,my))fEI

_ (e Dn@y)f?

— @ y=Dta (@ yx)

— ¢ ma)ta(z y,)

— qle=v)ts(zy)

e x—y divide s(z, y). Repetindo o argumento, temos que z"™ —y™~* divide s(z, y)
para todo n;, onde n; é a sequéncia de Fibonacci definida por n; = n; 1 +n; o€
nog = 0,n; = 1,ny = 1,7 > 0. Entdo s(z,y) € (i2y(z™ — y™') que é nulo,
pelo Lema anterior, uma contradi¢do. Portanto, GG é fechado por estado de grau
p + 1 e tipo-orbital (p, 1).

Escolha os transversais T = {e,a,...,a?"'} e Ty = {e} de H, e H,, respec-
tivamente. Assim, obtemos uma representacdo fechada por estado de GG gerado
pelos automorfismos

o=(ee...,e,0)(01),a=(a,a0,...,ac” " aB),B = (c,e, ... e ).
Note que a™ " = (a™, (ao)™, ..., (ac?™1)™ o™+ 3™), para m,n € Z, entdo
{a,aB,a2B,a332, ... a"pBm1 ...} C Q(«) e esta representa¢do ndo € finita
por estado. [

4.3 Outros produtos semidiretos

Seja G um grupo fechado por estado com respeito aos dados (m, H, F'), onde
m = (my,...,mg),commy > 2,...,mg > 2. Paracadai =1,...,s, defina

Gio =G, Gy = (G-’ (> 0) e G, = Ny0Giy.

Com esta notagao estabelecemos o seguinte resultado.
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Teorema 4.3.1. Sejam B um grupo abeliano finito e G um grupo autossimilar
com tipo-orbital (my, ..., mg), commy > 2,...,mg > 2. Entdo o grupo

BUGu \G)xx(Gu\G)) o (718

é autossimilar com tipo-orbital (|B| - my - - - mg, 1). Além disso, se G € finito por
estado entdo B(CG1\G)x<x(Gus\G) 54 G também é finito por estado.

Demonstracio. Seja G o grupo B((Ger\G)x..x(Gu\G)) 5 % ¢ considere H o sub-
grupo [[7_, H; of G*. Defina o conjunto de s-uplas de classes

U=][(Gu\G)
i=1
e defina a extensao

H = {qb : U — B com suporte finito, H o(g9) = 1} x H.

geu
Note que o indice [G : H| é |B| - my ---m,. Agora, considere a aplicagdo
definida nas s-uplas de classes:

s

A H(Gwi \ H;) — H(Gwi \ G)
=1 =1
(G b, G hs) = (G, I, Gy b,

Se (Gu,hi) = (G, 1), entdo (hi(h))™1)/i € G, paracadal < i < s;
portanto A € uma funcdo injetiva.
Defina a aplicagdo \

S S

i=1 =1

por

U= (Guoy1,--,Goys) = T = (G 1, ...,G,.2s), se AN(T) =7;
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caso contrdrio, defina como € = (G,,, ..., G, ). Além disso, defina 0 homomor-
fismoy; : H — G

(@, (b)) = (7= Gy, o, Guwg) = 6X(@), ()L, )
Defina também o homomorfismo x5 : G — G por

(¢7 (glv s 795)) = ((Gwle)le = ¢((Gwixi+1)f:1)’ (gi-‘rl)f:l))’

Afirmamos que a representacdo fechada por estado de G induzida pela tripla

((1B] H[G 1), (M, 6) s xe )

é fiel.

Considere K < Hcom K < Ge KX < K, r = 1,2. Primeiramente,
a hipétese de F ser livre de core e usando a definicdo de y, temos que K <
BUG\G)xx(Gus\G)) - Considere ¢ : U — B um elemento nio trivial em K,
entdo [],;; #(g) = 1 e logo [Supp (¢)| > 2.

Escolha ¢ com suporte S, de cardinalidade minimal. Como ¢ é nao tri-
vial, podemos assumir, por conjugacdo em G, que ¢(G,,,...,Gy,) # 1, assim
(Guys- -, Gy,) € Se S contém no minimo dois elementos.

Defina ¢; = ¢X1 para j > 0. Observe que ¢; € dado por

gbj(Gwla’{l’ ce 7Gwsa£8) = gb(j*l)(GUhalv e 7Gw1a’8)7

para (a4, ..., as) pertencente a Gy; X - - - X (iy;, estendida pela identidade fora de
(Glj X oo X st))\.
Logo,

¢r: G \H' x .. x G, \ H* - B
(Go,ad', ..., Gu.al*) = ¢(Gu,an, ..., Gy ay)

Supp(p1) = {(Gwlafl, o Gwsaf) | (Gy,a1,...,Gy.as) € S}
=Gy, (S™ N Hl)f1 X oo X G, (S™N Hs)fs,

onde 7,2 = 1,...,s, € aprojecdo na ¢-€sima coordenada.
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Se (G al', ... Gu.al?) € Supp(¢y) entdo (G ay, ..., Gy a;) € S, assim
|Supp(41)| < |S|. Pela minimalidade da cardinalidade do conjunto S, temos que
|Supp(¢1)| = |S|. Continuando o processo, o suporte de ¢; é

Gy, (S™N Glj)fl X oo X Gy (8™ N G’Sj)fs,

o qual tem a mesma cardinalidade de S. Portanto, temos que S C (G, ..., Gy;)
para todo j e assim S C {(G,, ..., Gw,)}; uma contradig@o.

Note que como G € finito por estado, G° também o é. Sejam 77i,..., 7}
transversais de Hy, ..., Hy em G, respectivamente, com t(; representante de H,,

1=1,...,s. Defina
B ={¢:U — B com suporte em G,,, x --- x G,,_}.

Note que a aplicagdo ¢ — ¢(G,,,...,G,, ) dd um isomorfismo entre Be B.
Para b € B escrevemos b o elemento de B de modo que E(Gwl, ..., Gy,) =b.
Considere B x x$_H, transversal de H em G. Como G € gerado por B UG?, basta
mostrar que esses elementos sdo finito por estado. Considere a representacdo de
G* dada por g¥ = (t — ¢;) - m,onde ¢t € (J;_, T;)". Entdo, se g € G*

g* = (1) = 9116 = g ) ((b,1) = t9)

onde ¢’ é um elemento em G*. caso @ € B, entido

. . 1, se t =1to1, ..., t0s . .
o = ((b, 1) {“’ 0170 ) ((b, £) s ba)
€, caso contrario

No primeiro caso, o conjunto de estados de g em G é 0 mesmo que o conjunto
de estados de g em G* acrescidos dos estados de ¢’ em G*; enquanto no segundo
caso, o conjunto de estados de a é {e, a}. Portanto G é finito por estado.

O]

Corolario 4.3.2. Sejam B um grupo abeliano finito e G um grupo autossimilar
com tipo-orbital (my > 1,...,m; > 1,myyy = 1,...,ms = 1). Entdo existem
subgrupos proprios Riy1, ..., Rs de G tais que

BU(Guy \G) XX (G \G) X (Ri41\G) XX (R \G)) o (18

¢ um grupo autossimilar com tipo-orbital (|B| - my - --m; "1 1).
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Demonstragdo. Para cadal+ 1 < j < s a restri¢do fj = fi: Hj =H —-G¢é
bem definida. Defina a tripla (m, H, F') por

m = (ml, ey, my, ...,ml),H = (Hl, ...,Hl, Hl—H = Hl, e ,HS = Hl),

F:{f17~-->fz,fz+1,-~~,fs}~

e R; o subgrupo parabdlico de fj para j = [+ 1,...,s. Como G tem uma
representagio fiel autossimilar com respeito a tripla (m, H, F'), o mesmo é vélido
para a representacdo com respeito a tripla (m, H, F) de fato, o F-core de H e o
F-core de H sdo os mesmos. Como m; > 1 para cada m; em m, aplicamos o

Teorema anterior e obtemos o resultado. ]
Exemplo 4.3.3. Seja A = (a1,as,a3...,a,,...) grupo abeliano livre de posto
infinito. Considere H, = Hy = (a,?,as,a3...,0y,...) subgrupos de indice 2

em A. Para i = 1,2, defina os homomorfismos f; : H; — A que estendem as
aplicagoes:
fl : Hl — A

0,12 = ay

ap — A1 (N> 2)

fQZHQ—)A
a12r—>a2

ap — a1 (N> 2)
Observe que
Ay, = {a € Hy | o't € Hy Vk € N) = (apgp1a, 2 |n>1) e
Ay, =(a € Hy | @’ € HyVk € N) = (ans1an_1 2 | n > 2).
Além disso, A, N A, = {e}. O{f1, fo}-core de { H, Hy} é
(K<HNH, | K1G Ki<Ki=1,2)=

(K <H, NHy | KM K i=1,2) < Ay, N Ay, = {e}.

Portanto, os dados ((2,2), { H1, Ha}, { f1, f2}) induzem uma representacdo autos-
similar para o grupo abeliano livre de posto infinito A.
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Pelo Teorema 4.3.1,
02((Aw1\A)X(Aw2\A)) w A2

€ um grupo autossimilar de grau 2 X 2 x 2+1 = 9 e além disso, € finito por estado.
O grupo

W = ((a,(1,1)), (e, (an,a,)) | n=1,2,...) ~ Cy 1 Z®

Auy \A) X (Auy\A

€ um subgrupo de O, N A2e portanto é também finito por estado.



CAPITULO 5

Sobre grupos nilpotentes nao autossimilares

Em [6], A. Brunner e S. Sidki mostraram que o grupo Z" x GL(n,Z) é finito
por estado e fechado por estado em A,,, onde m = 2". Como todo T-grupo é
isomorfo a algum subgrupo de GL(n,Z) ( [11], Teorema 5, p. 92), segue que
todo T-grupo admite uma representacao finita por estado em A4,» para algum n.
No entanto, nem sempre € possivel obter uma representacdo autossimilar para um
dado ¥-grupo. Vamos exibir um T3-grupo que nio é autossimilar, qualquer que
seja o grau da drvore; o exemplo vem do trabalho de V. Bludov e B. Guseyv, [27].

5.1 <-grupos

Dizemos que um grupo G € um ¥-grupo se G € nilpotente, livre de torcdo e
finitamente gerado; quando a classe de nilpotencia de GG é ¢, dizemos que G € um
T .-grupo.

Todo ¥-grupo G € policiclico, isto é, G admite uma série sub-normal

1=Go9G1 4G 9--- 4G, <Gy,

tal que GG;/G;_; é ciclico parai = 1,...,n. O nimero de fatores ciclicos infinitos
em uma série de um grupo policiclico G' é chamado o comprimento de Hirsch de
G e denotado por h(G); este nimero é um invariante de G, ou seja, quaisquer
duas séries policiclicas de G tem o mesmo nimero de fatores ciclicos infinitos.
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Fatos sobre grupos nilpotentes

(1) Seja G um grupo nilpotente livre de tor¢do.

(a) Seja K um subgrupo de (G. Entdo o isolador de K em G é definido
como

VK = {z € G| 2" € K para algum inteiro positivo n}.

¢ um subgrupo de GG. Além disso, se GG é finitamente gerado entdo
[VK : K] é finito.

(b) Seja H um subgrupo de indice finito m em G. Entdo H N Z;(G) =
Z;(H) para todo i. Aqui Z; denota o i-ésimo termo da série superior
central de G.

(2) Seja G um grupo nilpotente de classe ¢ que é finitamente gerado. Entdo
G € policiclico. Além disso, um subgrupo H de G tem indice finito se, e

somente se, h(H) = h(G).

Completamento de Malcev

Um grupo G é dito ser completo ou divisivel se a equagdo ™ = ¢ tem uma solugio
no grupo G para qualquer natural n e qualquer g € G.

Definiciio 5.1.1. Seja G um grupo nilpotente, livre de torcdo e completo que
contém um subgrupo G tal que todo elemento de G* elevado a uma poténcia

apropriada (positiva) pertence a G. Entdo G é chamado um completamento de
Malcev de G.

Teorema 5.1.2. Todo grupo nilpotente livre de tor¢do G estd contido em um grupo
nilpotente livre de torcdo G* que é um completamento de G. Se G’fé e G# sdo
dois completamentos de G, entdo existe um vinico isomorfismo entre Gfﬁ e G;# que
estende o automorfismo identidade de G.

Se K é um subgrupo de indice finito em G, entdio VK = G. Assim, o

completamento de Malcev de um subgrupo K de indice finito no grupo G € igual
aG#,
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IA-automorfismos

Definicao 5.1.3. Seja G um grupo. Um IA-automorfismo de G é um automorfismo
de G que induz em G /G o automorfismo identidade. O conjunto de todos os IA-
automorfismo de um grupo G formam um grupo, denotado por I A(G).

E conhecido que 7A(G) é um subgrupo normal de Aut(G) e Inn(G) <
TA(G). Além disso, v;({ A(G)) age identicamente em % (veja Teorema 7.13
em [4]). Em particular, se GG € nilpotente de classe ¢ entdo / A(G) é nilpotente de
classe ¢ — 1 e para o € [ A(G) temos que z“ = z, para todo = € .(G).

Seja f : H — G um endomorfismo virtual de G. Se o tnico subgrupo f-
invariante de G € o subgrupo trivial dizemos que f & fortemente simples.

To-grupos sio ricos em autossimilaridade no seguinte sentido:

Teorema 5.1.4 (Berlatto & Sidki, [1]). Seja G um < .-grupo com ¢ < 2 e H um
subgrupo de indice finito em G. Entdo existe um subgrupo K de indice finito em
H, o qual admite um epimorfismo fortemente simples f : K — G.

Considere G um ¥-grupo. Seja f : H — G um endomorfismo virtual que
¢é injetor, entdo H ~ H f. Usando o item 2. acima, concluimos que h(H) =
h(H') = h(G) e portanto f(H) tem fndice finito em G. Usaremos esse fato na
demostracdo das proposi¢oes 5.1.5 € 5.2.4.

Proposicao 5.1.5. Seja G um T-grupo autossimilar com centro ciclico. Entdo G
€ autossimilar transitivo.

Demonstracdo. Sejam Z(G) = (z), Z(H) = (z"). Podemos supor H; = H
parat = 1,...,s e que K; = f;-core(H;) é ndo-trivial. Defina L; = ker(f;) e
M, = L;N Z(H).

Temos f;(Z(H)) ~ (Z(H)L;)/L; ~ Z(H)/M; é um grupo livre de tor¢ao.
Se L; é ndo trivial entdo M, é ndo trivial, portanto Z(H)/M,; é um grupo de tor¢ao
e logo M; = Z(H). Segue que L; é trivial para algum i. Suponha que L; é trivial
para 1 < i < r e ndo trivial para r < ¢ < s. Entdo f;(H) ~ H,1 < i <r
e logo tem indice finito em G. Portanto, f;(Z(H)) < Z(G) paral < i < re
filZ(H)) =eparar +1<i<s.

Defina Z; = K; N Z(H). Entdopara 1 < i < r, fi(Z;) < K; N Z(G) =
K.NZ(G)NH=K,NZH) = Z.

Escreva Z; = (™) edefina Zy = ZyNZyN---NZ. = (29, onde ¢ =
mme{n; | 1 <i<r}.Paral <i < r,existe k; ndo nulo tal que f;(2") = z"i'ki,
Fatore ¢ = n; - t;. Entao,

fi(z9) = f@(znt) _ fl(zn)t — S(niki)ts) — (aki) — (Zq)ki7
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ou seja, Z é f; invariante para 1 < i < r. Como f;(Zy) = {e} parar+1 < i < s,
temos que Z, € f; invariante para todo i e assim Z € trivial; uma contradi¢cdo. [

A proposi¢do acima foi mostrada em [19] utilizando completamento de Mal-
cev.

5.2 O grupo N3,

O grupo N3 4 foi introduzido por V. Bludov e B. Gusev em [27]. O grupo N3 4 € 0
grupo nilpotente de classe 3 gerado por a, b, ¢, d e relagdes definidoras dadas por:

la, [a,b]] = [a,b,b] = [a,[c,d]] = |a,d,d] =1, (5.1)

[, [b ] = [b, e, d]] = [e, [e,d]] = [¢,d, d] = 1, (5.2)

[a, [b, c]] - [a, ¢, 0] = la, [b,d]] - [a, d, 0] = 1, (5.3)

[, [a,d]} - [b,e;] ™ = [a, [a, ] - [b, [b,d]] 7" = 1, (5.4)

[a,c,b] - [b,d,d] " =[a,c,c]-[b,d,c] " =[a,d,b] - [a,d, ] " =1, (5.5)
[a.b] - [a, ¢, c] " =[e,d] - [a, [a,c]] " = 1. (5.6)

Fatos sobre o grupo N3 4

Vamos listar abaixo alguns fatos sobre o grupo G' = N3 4 que foram estabelecidos
em [27].

(1) O conjunto {[a, ], [a,d], [b, ], [b,d]} é uma base para o grupo abeliano livre
Z(@)/2(G).

(2) O conjunto {|a, bl, [c,d], [a, [a,d]], [a, [b, c]], [a, [b, d]] } é uma base do grupo
abeliano livre Z(G).

(3) G éum T3-grupo.
(4) As séries superior central
1 =7y(G) < Z1(G) < 22(G) < Z3(G) =G
e inferior central
1=%u(G) <5(G) <(G) <n(G) =G

coincidem.
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Lema 5.2.1 (Robinson, [10]). Sejam x,y e z elementos de um grupo G. Entdo

(i) [y,z] = [z, y] 7"

(i) [vy, 2] = [z, 2]y, 2] = [z, 2][, 2, Y]y, 2].
(i) [v,yz] = [z, 2][z, y]* = [z, 2][z, y][z, ¥, 2].

1

(iv) [z, y7 '] = [y, 2] .
v) [~y = [y, 2"
i) [z, 574, 2)Y[y, 27, 2]*[z, 271, y] = 1 (Identidade de Hall-Witt).

(vii) Se G é um grupo nilpotente de classe c. Entdo

[wtf’ .1’22, e ’mic] = [wla Lo, ... 7$c]t1t2mtc7

para quaisquer ri,xs,...,x. € G ety ts, ..., 1. inteiros.

5.2.1 Endomorfismos virtuais de Vs 4

Em [27] Bludov e B. Gusev estudaram com detalhes os automorfismos do grupo
N3 4. No que segue faremos uma releitura dessas ideias para endomorfismos vir-
tuais de N3 4.

Sejam G = N34, H um subgrupo de indice finito de G'e f : H — G um
endomorfismo virtual. Considere m, n, k, j inteiros positivos tais que

ar=a™ b =b"c,=c"d =d pertencem a H.

No decorrer deste capitulo, denotaremos por K o grupo gerado por ay, by, ¢y e
dy.

E conhecido que K tem indice finito em G (veja [27], Lema 1.1). Usando as
relacdes 5.1, 5.2, 5.3, 0o Lema 5.2.1 e o fato de G ser livre de tor¢do, segue que K
satisfaz as relagoes

[ala [ah bl]] = [ab b17 bl] = [ala [Clv dl“ = [ah d1> dl] - 17 (57)

[b1, [b1, c1]] = [by, [e1, di]] = [e1, [, di]] = [e1,dr,di] =1 e (5.8)
lay, [b1, c1]] - [a1, 1, 1) = [aq, [b1, di]] - [a1,dq, b1] = 1. (5.9)
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Usando o Lema 5.2.1 e as relagdes 5.4, 5.5 e 5.6 obtemos:

[ah [a17 dl]]nkQ == [blu C1, Cl]m2j7 (510)

la, [ar, )] = [by, b, di])™F, (5.11)

lar, c1, 07" = [by, dy, dy]™, (5.12)

[alachcl]nj = [bhdlacl}mk? (513)

[ahdl,bﬂk = [a1,dy, c1]", (5.14)

[Gl,bl]k2 =la1,c1,¢1]" e [Cl,dl]m2 = [y, [a, 1]} (5.15)

Como K¥ < @G, podemos escrever
alf = gMupM2 M My,

blf — @222 N 2y,
le — @MY g
dlf = @M M My

onde uy, us, us, uy € G'. Para 1l < i, j < 4, considere a matriz

ni1 Ni2 N1z Nig

Ny = (nij) = 21 N2z T2z MNo4

= (ny) =
N31 MN32 N33 N34
g1 MNy2 T43  Tiyy

induzida por f.

A seguir vamos mostrar que se det(Ny) # 0 entdo f se comporta como um

I A-automorfismo. Isso serd feito através de uma sequéncia de lemas.

Lema 5.2.2. Se det(Ny) # 0 entdo Ny assume uma das formas:

nyy Nz 0 0 0 0 ni3
No1 Nao 0 0 0 0 No3
N, = ou N, =
! 0 0 N33 N34 2 n3; N3z

0 0 nuz nu g1 Nao
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Demonstragdo. Vamos considerar [a,/, b,/] médulo Z(G).
1= [alf7 blf] — [anubnmcmsdnmul’ anzlbnzzcnzsdn24u2] =
= [(Z, C]n11n23*n13n21[a7 d]n11n34*n14n21[b’ C]n12n237’n13n22 [b, d]n12n347n14n24.

Ny Ny . ~ . .
Vamos denotar 6,{‘3]55 por | |, Assim, a rela¢do acima pode ser reescrita na

njk njs
forma

1= [a/,b7] = [a, % [a, P [b, P2 b, d)°2 mod(Z(G)).
Como {[a, c], [a, d], [b, |, [b,d]} é base para Z»(G)/Z(G), segue que
0y = 033 = 075 = o35 = 0.
Como det(Ny) # 0, §{3 e 633 ndo podem ser simultaneamente nulos.

e Assuma 0,3 # 0. Se ni3 # 0, entdo de 675 = 515 = 0 obtemos que

Nog = —— , Na1 =
nis nis

Ni12M23 ni11M23

Substituindo as expressoes de 799 € 19, em 53 temos

12 Nn11M12M23 1271123
512 = N11N22 — N12M21 = - =0,
ni3 ni3

uma contradi¢do, logo n;3 = 0. Trocando a terceira e quarta colunas da
matriz e usando o mesmo argumento, segue que ny4 = 0. Se ny3 # 0, entdo
de 673 = {3 = 0 obtemos que

N3N _ Tusnoy
Ng=—"" "nn=—.
N3 N3
Logo,
12 ThgN21M22 N13N22M21
612 - - - Oa
Nn23 Ta3

uma contradi¢do. Segue que no3 = N9y = 0.

Neste caso, 113 = Ny = Nos = Ny = 0.
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e Assuma 635 # 0. Se ny; # 0, entdo de 6?3 = {5 = 0 obtemos que

Mg _ Tuasnay
Nog = ——, Nz = ———.
n11 n11

Substituindo as expressoes de 794 € 193 em 53 temos
N13M14M21 N14M13MN21

34
512 = N13MN24 — N14MN23 = - =0,
ni ni1

uma contradi¢@o, logo n1; = 0. Trocando a terceira e quarta colunas da
matriz e usando o mesmo argumento, segue que nio = 0. Se ny; # 0, entdo
de 615 = 615 = 0 obtemos que

_ MiNgy _ N1nnag
Ny=—", g3 = ——.
N21 N21
Logo,
34 N11M23M24 N11M24M23
Oy = - =0,
a1 a1

uma contradi¢do. Segue que no; = n9e = 0. Neste caso, ny; = nis =
No1 = Nog = 0

Agora, vamos considerar [¢;/, d;’] médulo Z(G).
1= o), dy'] = [a, B [a, d)*T]b, % b, d)*% mod(Z(G)).

Entdo 6% = 034 = 035 = 63; = 0. Seguindo o mesmo argumento anterior,
temos que 037 e 651 ndo podem ser simultaneamente nulos. Caso 037 # 0, nzz =
N34 = Ny3 = Nyq = 0 e caso (532 7é 0, 31 = N3gg = Ny = Ny = 0. Combinando
os casos e levando em consideragdo que det(NNy) # 0, obtemos que a matriz
inicial assume uma das formas

niy nig 0 0 0 0 ni3 nu
No1 ngg 0 0 0 0 mno3 nou
N - N e
f1 0 0 mn33 nau ou f2 n3 nzgp 0 0
0 0 14z nu na ng 00

Lema 5.2.3. Se det(Ny) # 0 entdo Ny = N, e
Cllf = a1uy, blf = byuy, le =Cug e dlf = dyuy,
com uy, U, us, uy € G

Demonstragcdo. Veja demonstracido do Lema 3.2 em [27].
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5.2.2 Nao existéncia de representacao autossimilar para N; 4

O Lema 5.2.3 significa que 0 homomorfismo f:KG' /G — G/G', definido por
(zG")) = 2/ G’, para todo # € K age como um IA-homomorfismo: 2/ G’ = zG".

Proposicao 5.2.4. Seja G = N3, e considere f : H — G um endomorfismo
virtual de G tal que det(Ny) # 0. Entdo Z(K)! < Z(K).

Demonstracdo. Pelo Lema 5.2.3 f : H — G é um monomorfismo e portanto
fK—>K f ¢ um isomorfismo. Logo K f tem fndice finito em G. Assim, G, K
e K/ t¢ém completamentos de Malcev isomorfos. O isomorfismo f : K — K !
estende-se a um automorfismo f : G* — G#, onde G € o completamento de
MalcevdeGef‘K = f.

Seja ¢ = ﬂ o G = G". Se g € G, existe um inteiro positivo ¢ tal que
gt € K. Assim:

(9")G" = 4G = (4G')"
Por outro lado,
(9)G = ()G = (9°G")".

Portanto, (¢G')! = (¢°G’)! e como G/G’ € livre de torcdo, gG' = g®G’. Logo,
g® = gz, com z € G',ie., G° < Ge ¢ € End(G). Na verdade, ¢ é um IA-
automorfismo de G; de fato, pelo Lema 2.4 [28], IA-endomorfismos de grupos
nilpotentes sdo [A-automorfismos. Assim, ¢ € [A(G).

No grupo Hol(G) = G x Aut(G), o holomorfo de G, é conhecido que
i (G),v;({A(G)] < 7i4+;(G), para quaisquer 7, j naturais (veja, o Teorema 7.13
em [4]). Com esse fato, temos que [v3(G), [A(G)] = 1.

Como [G : K] é finito, entdo Z(K) = K N Z(G). Agora 13(G) = Z(G)
implica que [.Z(G), TA(G)] = 1. Sejaz € Z(K), entdo [z, §] = 1, entdo z¥ = z.
Agora, como z € K, v/ = 2% = z. Portanto, Z(K)’ < Z(K). O

A seguinte Proposicao € uma releitura do Lema 3.3 em [27].

Proposicio 5.2.5. Seja f : H — N3 4 um endomorfismo virtual tal que det(Ny) =
0, entdo existe um subgrupo W # {e} normal em N5, com W < Ker(f).

Demonstragdo. Por simplicidade de nota¢do, vamos denotar o grupo Ns 4 por G.
Considere Wo grupo gerado por

{[al’ bl]’ [Cl’ d1]> [alv [CLl’ dl]]’ [alv [bb Cl“? [CLl’ [blv dl]]}
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Como {[a, b], [c,d], [a, [a,d]], |a, [b, c]], [a, [b, d]]} é base para Z(G), entdo W <
Z(G) N K e portanto, W é um subgrupo normal de G.

Como as linhas da matriz N, sdo linearmente dependentes, seguem que exis-
tem inteiros, nem todos nulos, t1, 5, t3 € ¢4 tais que

a1t1fblt2fclt3fd1t4fU =1,

onde U € G' = Z(G).
Assim,

Haltlfblt2fclt3fdlt4fU7 lf]) yf] - [ala Z, y]tlf[bla Z, y]th[Cla Z, y]t3f[dl7 Z, y]t4f =1
Para pares de geradores de K segue que:

D r=ay=au

e, d)" 5 ay, [ay, i)' = 1 (5.16)
2) z=a Yy = b1 '
[a, [b, c]] 7™ [, [b, c]] "™t =1 (5.17)
B)z=by=10bh N
[c, """ =1 (5.18)
D r=ay=cqc . |
[a, 0] " a, [b, ) =1 (5.19)
S)r=cy=u .
[e, d] "™ 1 ay, [by, e1]] =1 (5.20)
©6)zr=cry=o0c . )
[a, 0] " [a, [a, d)]™* "2 =1 (5.21)
M rz=by=c . |
[a, [a, d)] "™ " [a, b] T =1 (5.22)
@) r=cy=10b
[[ay, [by, c]]™™ ) =1 (5.23)

Q) z=a,y=d
[ay, [b1, 1)) =1 (5.24)
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(10) z=diy =m

[ah [ah dl]]tlf[ala [bh dl]]mf =1 (5.25)
(11)$:bly:d1 ”
[c1, by, 1] [a, [b, ] 7714 =1 (5.26)
[a, [b, d]]™0 [, d]" ) = 1 (5.27)
(13) 2 =diy = |
[ay, dy, c1]™ [a, b)) =1 (5.28)
Assuma que t; # 0. De 5.23, 5.20, 5.27, 5.25 e 5.21 obtemos respectiva-
mente que [ab [bla Cl]]f =4 [Cl7d1]f = 17 [a’h [blvdlﬂf = 17 [a’17 [a17d1]]f =1le
[CLl? bl]f -

Assuma t; = 0 ety # 0. De 5.21, 5.20, 5.25, 527 e 5.28, temos que
[a'h [aladl]]f = 17 [a'lv [blacl]]f = 17 [ala [blvdl]]f = 17 [Cladl]f =1le [alvbl]f =
1.

Assuma t; = to = 0 etz # 0. De 5.24, 5.17, 5.19, 5.22 e 5.16, obtemos
[a17 [bladl]]f = 17 [a‘17 [b17cl]]f = 17 {a’la bl]f = 17 [CLl? [a17d1]]f =1le [Cl7d1]f =
1.

Assuma t; = t, = t3 = 0ety # 0. De 5.16, 5.18, 5.22, 5.26 ¢ 5.17,

obtemos [ay, [ay,dq]]) = 1, [er,di])) = 1, [ay, 1)) = 1, [a1, [b1,c1])) = 1 e
[ai, [bladl]]f = L

Portanto, os geradores de VW pertencem ao nicleo do endomorfismo virtual
I [

Teorema 5.2.6. O grupo Ns 4 ndo admite representagdo autossimilar fiel em Ty,
qualquer que seja m.

Demonstragdo. Seja G o grupo N; 4. Considere (m, H, F') dados para GG. Como
H; tem indice finito em GG, podemos assumir que K < N;_, H;.

Suponha que exista f; € F tal que det(N;,) = 0; entdo, pela Proposi¢ao
5.2.5, existe um subgrupo W # {e} normal em G com W < Ker(f;). Assim,
Z(K) N W é um subgrupo ndo trivial de N;_, H;, normal em G e f;-invariante
paratodos?=1,...,s.

Agora, se cada f; € F ¢ tal que det(Ny,) # 0, entdo pela Proposi¢do 5.2.4
Z(K) é um subgrupo ndo trivial de N;_, H;, normal em G e f;-invariante para
todos ¢ = 1,...,s. Em ambos os casos, G ndo tem representagdo autossimilar
fiel. [
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