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Resumo

Neste trabalho, com o objetivo de estimar a probabilidade de ruina de processos de risco,
estabelecemos vérias propriedades da distancia de Mallows. Provamos a representagao
da distancia de Mallows relativa a cota superior de Fréchet de distribuicoes conjuntas e
também condi¢oes suficientes para a equivaléncia entre convergéncia em Mallows e con-
vergéncia em distribuicao para estaveis. Como sub-produto, os resultados sao utilizados
na estimagao paramétrica e nao-paramétrica da probabilidade da ruina no modelo cléssico
de reserva de risco com indenizagoes de cauda pesada independentes, nao necessariamente

identicamente distribuidas.

Palavras-Chave: distancia de Mallows, leis estaveis, probabilidade de ruina, processos

de reserva de risco.



Abstract

For Mallows distance, we establish a representation result and present sufficient conditions
for its equivalence to convergence in distribution to stable laws. Applications include para-
metric and non-parametric estimation for the ruin probability associated to the classical

reserve risk processes.

key-words: Mallows distance; stable laws; ruin probabilities; risk reserve processes.
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Introducao

Um dos problemas centrais da Teoria de Risco é a estimacao da probabilidade da ruina

U(u) associada ao processo de reserva de risco

Ny
Rt:u+ct—lei, \If(u):P<%r>1£Rt<O) (1)
onde R, representa a reserva da seguradora, ¢ > 0 é a taxa de prémios, u é o capital inicial

da seguradora e {N;} representa o processo de chegada das indenizagoes X1, Xo, ....

Neste trabalho, com o objetivo de estimar a probabilidade da ruina ¥(u), quando as
indenizagoes possuem distribui¢ao de cauda pesada, faremos uso da distancia de Mallows
(1972) que constitui uma métrica no espago das distribuigoes de probabilidade. Para

a > 0, definimos a distancia Mallows entre duas distribui¢oes F' e G, d,(F, G), por

1/
cuﬂmz<£gmm—ym) )

onde o infimo é sobre todos os vetores aleatorios (X, Y') com distribui¢bes marginais F' e
G, isto é, X 4 FY L G Paraa = 1, a distancia de Mallows d, também é conhecida
como métrica de Wasserstein (1969) e, em varios campos de aplicagdo de natureza em-
pirica, como EMD ("Earth Mover’s Distance"). Dentre estas aplicagoes, podemos citar
o seu uso em problemas de transporte associados a alocagao de terra, medicao de simila-
ridade de textura e cor, identificacao de assinaturas e imagens, particao de aglomerados,

"clustering"e outros.

A distancia d, (-, -) é particularmente interessante quando as distribuigoes em questao
F e G sao de cauda pesada, isto é, nao possuem varianca finita. Neste caso, a similaridade

entre as mesmas pode ser avaliada por d,(F,G) com 0 < a < 2. O seu uso também tem
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sido explorado, em trabalhos recentes, para obtencao do Teorema do Limite Central para
distribuigoes a—estéaveis (Johnson e Samworth (2005); Barbosa e Dorea (2009)).

De grande importancia para a estimagao de ¥ (u) é o estudo do comportamento assin-

totico do processo de perda agregada
Ny
St:U_Rt:ZXi_Ct-
i=1

Ou ainda,
Sr, =Y X;— =Y (X;— Vi) (3)

onde T, = Vi + Vo + ... + V,, é o tempo de chegada do n—ésimo sinistro e Vi, V5, ...

representam os tempos entre chegadas das indenizagoes.

Numa formulacao mais geral, o problema consiste em se analisar o comportamento
assintotico de somas parciais aleatoriamente indexadas do tipo » ", X; onde X;’s pos-
suem distribui¢do de cauda pesada e {7,,} é uma sequéncia de indices aleatérios. Este

comportamento pode ser obtido via distancia Mallows.

Bickel e Freedman (1981) mostram que: se a > 1 e {F,} e F' sao distribui¢oes satis-

fazendo

/|x|adF(ac) <o e /|x!o‘an(x) coon=1,2,..

entao

do(Fp, F) >0 < F, S Fe /|:E|O‘an(x) —>/|x|°‘dF(a:) (4)

d . . . L.
(—: convergéncia em distribuigao). O uso direto do resultado (4) apresenta sérias res-
trigoes pois requer a existéncia do a—momento finito, o que nao ocorre com distribuig¢oes
pertencentes ao dominio de atracao de distribui¢oes G, (a—estaveis). Os resultados que

descrevemos a seguir nos permitem contornar essas restrigoes.

No Capitulo 1, sumarizamos os resultados conhecidos das distribui¢oes a—estaveis
e correspondentes dominios de atragao. Introduzimos a terminologia e a notacao dos
processos de risco e apresentamos algumas propriedades da distancia de Mallows incluindo

o Teorema do Limite Central para distribuigoes a—estéveis.

No Capitulo 2 apresentamos os resultados relativos a distancia de Mallows. No Teo-
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rema da Representagao (Teorema 2.4) mostramos que se « > 1 ent@o
(do(F,G))* = do(F,G) = E{| F7/(U) = G~(U) |"} (5)

onde U tem distribui¢do uniforme no intervalo (0,1) e F~! e G™! sdo fungoes inversas
generalizadas. Esta representacdo estende os resultados anteriores de Major (1978), de
Bickel e Freedman (1981) e de Johnson e Samworth (2005). Os Corolarios 2.5 e 2.6 exibem

representagoes alternativas fazendo uso da cota superior de Fréchet
do(F,G) = E{| X* =Y™ |}

onde X* 2 F vy*LGe P(X* <z, Y*<y)=min{F(z),G(y)}.

- . d g _
Na secao 2.3, para o caso de interesse F,, = % onde S, = Z?_l X;,a, >0eb,
- =

sequéncias de constantes, estabelecemos a correspondéncia
d
do(Fn,Gy) = 0 <= F, — G,
n

onde G, é uma distribuicao a—estavel e quando X, X, ... sao independentes com dis-
tribuigdo comum F € Dyp(G,) (dominio normal forte de atragdo). Variantes dessa
correspondéncia também sao apresentadas (Lemas 2.11 e 2.17 e Teorema 2.15). Um es-
tudo refinado relativo as vérias caracterizacoes do dominio de atracao de distribuigoes

estaveis é feito no Lema 2.16.

A convergéncia em distancia Mallows para sequéncias aleatoriamente indexadas é dis-
cutida na secao 2.4. O Teorema 2.22 mostra que podemos tomar os indices aleatorios

{7} e a sequéncia {X,,} com uma estrutura do tipo m—dependéncia.

Na secao 2.5, analisamos a situacao em que temos somas parcialmente indexadas
Tn
> X
i=1

onde X7, Xs, ... sao independentes e com distribuigdo comum F' € Dyr(G,), Y, variavel

. d .~ A .
aleatoria com Y, = G,. Estabelecemos condigoes que garantam a existéncia de sequéncias
de constantes {c,} para as quais

Tn
o Zi:l X’L - C'T'n %} Y
- 1/ o

Tn

.
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O Corolario 2.30 mostra que se {7,} ¢ u.e.i. (uniformemente € independente, ver em
Dorea et al. (1984)) de {Z,} temos a convergéncia desejada. Para o caso F' € Dy(G,),
provamos no Corolério 2.31 que vale a convergéncia em distribuicao

Tn
_ Zi:l Xi—¢Cp, 4

Zr, Ta —Y,.
Tn

No Capitulo 3, exploramos o fato de que

k n
P (fgl?gxn ' X; > m) ~ P <Z;XZ > x) : (6)

=1

para X; 4 F; independentes e F; do tipo cauda longa para todo i, engloba as distribui¢oes
estaveis, isto é, relaciona-se as caudas dos maximos das somas parcias com a prépria soma
(ver Ng et al. (2002)). Usamos este resultado e os obtidos anteriormente para estimar a

probabilidade da ruina.

A estimagao da probabilidade da ruina tem sido objeto de estudo na literatura. Lund-
berg, supondo que as indenizagoes possuiam todos os momentos, apresentou uma esti-
mativa exponencial para a probabilidade da ruina para seu modelo (1). Sparre Andersen
(1957) prop6s o mesmo resultado de Lundberg, para o modelo classico (1), no caso mais
geral em que o tempo entre chegadas das indenizagoes eram varidveis aleatérias indepen-

dentes e identicamente distribuidas.

Um modo alternativo de estimar a ruina é estudar o comportamento de W(u) quando
u cresce indefinidamente. Resultados de von Bahr (1975), Asmussen et al. (1999) e
Samorodnitsky e Taqqu (2000) mostram casos em que ha uma relagao assintotica entre

as caudas da ruina e das indenizagoes. Cotas do tipo
p —
U(u) ~ ——F(u) (7)

onde p = &5 < 1, Fy(z) = 1 — 55 [, F(y)dy ¢ a cauda integrada, F(z) ¢ a cauda
das indenizagoes e V;’s sao os tempos entre chegadas das indenizagoes que sao variaveis
independentes e identicamente distribuidas; foram demonstradas para casos onde as inde-

nizagoes possufam distribui¢cao Pareto ou lognormal, ou F§ subexponencial, entre outros.

No caso dos estimadores exponenciais apresentados acima, assume-se que as indeniza-

¢oes possuem todos os momentos finitos, que é uma hipdétese muito restritiva. Na esti-
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mativa (7), uma das hipoteses é que F; seja subexponencial, contudo nao esté provada a
relacao entre as caudas de F' e F, isto é, se a cauda de F' é subexponencial entao nao
necessariamente Fy serd. Um exemplo é a distribuicao Cauchy, cuja cauda integrada nao

é subexponencial, ficando clara as iniimeras restricoes dos resultados mencionados.

Na secao 3.2, usando resultados de convergéncia em Mallows e propriedades obtidas
anteriormente, tteis em casos em que distribui¢oes de cauda pesada estao envolvidas,
estudaremos alguns casos em que temos garantida a convergéncia do processo de perda
agregada classico estabilizado para uma distribuicao a—estavel. Primeiramente, estudare-
mos na Proposi¢ao 3.1 a equivaléncia dos processos S; e seu associado S, . Provaremos

que

>0 n>0

U(u) =P <sup Sy > u) =P (sup Sr, > u) ,
e portanto, estudaremos casos em que

ST — Cp de

n

’]’Ll/o‘ n——+oo

ou ainda
St

n — Cn d
/n/]./Ot TLH*FOO

Y,. (8)
Para a convergéncia
St — CN, de,
7 Yo
N;
provamos nos Teoremas 3.3 e 3.4 que podemos garanti-14 para os casos em que {N;} e X,

sao independentes ou m—dependentes respectivamente.

Na segao 3.3, obtemos cotas para a probabilidade da ruina usando (6) e os resultados
da se¢ao anterior (8). Concluimos, nas Proposigoes 3.16 e 3.18 que, para alguma sequéncia

real {c,}, temos para M suficientemente grande

~—

U—C/
Uyr(u) ~ P (Ya > Ml/f) , (9

onde

Uy(u) =P ( sup S; < u>

0<t<M

é a probabilidade da ruina ocorrer até o instante de tempo M. Assim

U(u) = lim Wy (u).

M—oc0o
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Concluindo, no Capitulo 4, usamos as técnicas de estimacao via nucleos de densidade
(ndo paramétrica) e paramétrica para obtengao de estimativas para a probabilidade da

ruina.

Usamos resultados importantes sobre as consisténcias dos estimadores de densidade

tipo nucleo, f,(x),

n

1
n(T) = — W(h,z,X;), h=h,]0 d ) 10
fulw) = = S Wk, X)) 10 quando n — +o0 (10

i=1

de Campos e Dorea (2001) e Campos (2001), para na segao 4.2, estimarmos a probabili-
dade da ruina. Pois, por (9) e para M grande

M1/ u—ch,

Mml/a

qu<u>~P(Ya>“‘cM) e

onde g, é a densidade de Y.

Supomos que as indenizagoes X;’s sao variaveis independentes e identicamente dis-
tribuidas, os tempos entre chegadas V;’s também sao independentes com mesma dis-
tribuicao e independem das indenizagoes, e que X — V' esta no dominio normal de atragao
de Y, v.a. a—estavel, entao, usamos os estimadores do tipo nticleo para estimar a densi-
dade de X —V, fx_y. Nas Proposicoes 4.12, 4.13, 4.14 e 4.15 obtivemos estimativas para

a probabilidade da ruina, pois, sob algumas condigoes de regularidade,

/oo/ fn(x)dxj/LOO,M fx_v(z)dz,

u—cpr

M/ M/

e para M suficientemente grande

/LOO;M fx—v(x)dz ~ /uool go(z)dz.

Mml/a i/

Para o caso em que as X;’s sao variaveis independentes mas nao identicamente distribui-

das, na Observacao 4.16 usamos os estimadores tipo peso assintoticamente nao viciados.

Usando os resultados de estimagao paramétrica de Dorea et al. (2006) e Otiniano

(2006), na segao 4.3, estimamos os parametros de Y, por meio de X — V. Na Proposicao
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4.18, temos que para c, apropriado e M grande

Ua(u) ~ P <Ya > “_CM> ~ Cly 5O <“_CM) ,

M1l/a M1/é

para estimadores de estabilidade &, e viés &,. Nela, assumimos que X;’s sao indepen-
dentes com distribuicao comum, V;’s também independentes com distribuicao comum e
independentes das X;’s e, novamente, X — V estd no dominio normal de atracao de Y,
a—estavel. Assim, obtemos os parametros da cauda de X — V, que coincidem com os da
cauda de Y,. Para terminar, na Proposicao 4.19, fizemos também uma estimativa para

a rufna usando os estimadores de maxima verossimilhanc¢a condicional apresentados por

Hill (1975), obtendo

u— Oy, . u— Oy, an
\I/M(U) ~ P (Ya > W) ~ ay, <W>

para a4, e &, estimadores da constante caudal e do indice de estabilidade de Y, respec-

tivamente.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Abreviacoes e Notacoes

v.a. : variavel aleatoria
f.d. : funcao de distribuigao
iid. : independentes e identicamente distribuidas
g.c. : quase certamente
d

= : identidade em distribuicao
f : cardinalidade de um conjunto
aAb = min{a,b}
aVb = max{a,b}
F(z) = 1— F(x), Féchamada cauda de F
F, = {Ffd.: [|z|*dF(z) < oo}, para a >0

H* = F AG, cota superior de Fréchet onde F' e G sao fungoes de distribuicao
FYu) = if{z: F(z) >u}, 0<u<1 inversa generalizada
B = o—algebra de Borel
2, convergéncia em probabilidade
4, convergéncia em distribuicao
2 convergéncia em média
o convergéncia em distancia Mallows
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D(G,) : dominio de atragao da distribuigdo G,
Dyn(Go) : dominio normal de atragao da distribuigao G,

Dnr(Gy) : dominio normal forte de atracao da distribuicao G,

Sejam f e g fungdes reais, escrevemos C(f) para o subconjunto real formado pelos
pontos de continuidade de f, e a expressao f(z) ~ g(x) significa que f(x)/g(x) converge

para 1 quando x diverge para —+oo.

Uma fungao L(x) é chamada de lentamente variante no infinito, ou de varia¢do lenta

se L(z) # 0, para x suficientemente grande, e L(cz) ~ L(z) para qualquer ¢ > 0.

1.2 Distribuicoes Subexponenciais e Estaveis

Definicao 1.1. Uma funcao de distribuicao F' é dita de cauda pesada, ou grossa pela
direita se [ e"dF(z) = oo, para todo r > 0.

Caso contrario, se existir algum ro > 0 tal que [e"*dF(z) < co entao F € F, Vp >0, e

é chamada de cauda leve.

Ha véarios exemplos de distribui¢oes de cauda pesada:

Exemplo 1.2. Distribui¢oes com cauda de variagao regular, isto é, F(z) = L(z)/z* onde

a > 0 e L é uma funcao de variacao lenta.

Exemplo 1.3. Distribuigao lognormal com densidade

1
vV 2mo?

6—(log x—p)? /202 .

Exemplo 1.4. Distribui¢do de Weibull com taxa de falha decrescente F'(z) = e~ com

0<pB<1.
Uma subclasse importante das distribui¢goes de cauda pesada sao as de cauda longa.

Definicao 1.5. F' é chamada distribuicao de cauda longa, escrevemos F' € L, se

F
lim (f +y)

Jim W =1 para algum y > 0.
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Outra subclasse importante, que esta contida nas de cauda longa, sao as subexponen-
ciais.
Definicao 1.6. F' é chamada distribuicao subexponencial se

(2)
lim F_ (z) =
% Fla)

onde F® = F « F, escrevemos F € S.

Propriedade 1.7. Sejam F' e G fungoes de distribuicao

(zty) _
G(z)

i) se G € S entédo lim,_ 1 uniformemente para y € [0,y] e V yo < o0;

i) se lim, o = ¢, onde 0 < ¢ < 0o, entao

FeS<«<— GeS,

iii) se G € S tal que lim,_ ggi; = ¢ para algum ¢ > 0 entao
F
lim M =1+4c¢;
)

iv) se G € S entdo para todo € > 0 existe ¢ = c(e) tal que G™(z) < ¢(1 + €)"G(x)
Vnexz>0.

(Ver, por exemplo, Kliippelberg (1988) ou Ng et al. (2002))

A seguinte classe de distribuigoes sera objeto de nosso estudo.

Definicao 1.8. Uma variavel aleatoria X, possui distribuicao ou lei estdvel se, para

X1, Xy, ... copias independentes de X, existirem ¢, € R’ e d,, € R tais que
X+ Xo 4+ X, 2c. X, +d,. (1.1)

Se d,, = 0 dizemos que X, possui distribuicao estritamente estdvel.

Para X, ndo-degenerada prova-se que existe tnico a, 0 < a < 2, tal que ¢, = n'/®.

10
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Denominamos « de expoente ou indice de estabilidade de X,. Se a # 1 entao, para alguma
constante d € R, temos d,, = —d(n'/* —n) e X — d tem distribuicdo estritamente estéavel.
Para o caso 0 < a < 2, temos que F|X,|* = co. Assim, quando 0 < a < 2, prova-se que as

distribuicoes estaveis sao um subconjunto importante das distribui¢oes subexponenciais.

As distribuigoes estaveis possuem quatro parametros que as caracterizam. Escrevemos

Xo 2 S,(0,8, )

para indicar uma variavel com distribuicao a—estéavel, onde ¢ > 0 é o parametro de
escala, |3| < 1 assimetria ou viés e u locagao. Esses parametros aparecem em (1.1), pois
prova-se que a constante d citada coincide com p, e para o caso em que a = 1, temos que

d, = %aﬁn Inn. Os exemplos mais conhecidos de distribuigoes estaveis sao

Exemplo 1.9. Distribuigao Normal N(u,20?%) = Sy(0,0, 1) cuja densidade é
(20’\/7_T>_1€_(I_H)2/402.

Exemplo 1.10. Distribui¢ao Cauchy S; (0,0, 1) com densidade

m((x —p)* +0%)

Exemplo 1.11. Distribuicao de Lévy Si/2(0,1, ) com densidade
o 1/2 1 o
— ——exXpy —————— ¢ .
2r ) @ P\ 2w - p)

Segue na observagao abaixo algumas propriedades das distribuigoes estéveis.

Observagao 1.12. Seja X, v.a. X, 4 Sa(0, B, ) e a uma constante real ndo nula. Entao
i) —Xo £ Sa(o, =B, p);
i) Xo+a 4 Sa(o, B, p + a);
iii) aX, 4 Sa(|alo,sinal(a)B, ap), « # 1;
iv) aX, 4 Si(|alo, sinal(a)B, ap — 2a(In|a|)oB), a=1;

11
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v) X, é simétrica se, e somente se, §=0e u=0;

vi) X, é simétrica sobre p se, e somente se, 3 = 0;

vii) para a # 1, X, é estritamente estavel se, e somente se, i = 0;
viil) para a # 1, X, — p & estritamente estavel;

ix) para o = 1, X, é estritamente estavel se, e somente se, 5 = 0.

Definigao 1.13. Dada uma variavel aleatoria X, com funcao de distribui¢ao G, defini-
mos seu dominio de atra¢ao, D(G,,), como o conjunto das fungoes de distribuicao F' tais
que para X1, X, ... v.a.’s i.i.d. com distribuicao I’ existem a,, € RY e b, € R, tais que

X1—|—+Xn—bn i)XOé.

an

Podemos escolher a,, = n'/“L(n), onde L ¢ uma fungio lentamente variante no infinito
eb, =

o.

n Jiyi<an ydF (y). E facil ver que uma varidvel ¢ a—estavel se, e somente se, D(G,) #

As propriedades abaixo caracterizam as caudas das distribuicoes mencionadas acima.

Propriedade 1.14. Seja G, 4 Sa(o, B, 1) com 0 < a < 2. Entao

1
lim z%(1 — G, (x)) = a%ﬁaa
e lim 2°G,(—x) = Caﬂaa

T—00 2

oo -1 l1-a
Co = (/ x~%sin xdx) — ) TE-a)costrasz) @ 71
0 2/7 a=1.

Em Mijnheer (1987) temos a

onde

12
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Caracterizagao Alternativa: Para G, 2 Sa(o, B, 1) entao

1 —Go(x) =arx™*(1+270(1)) x>0
e Go(—x)=a_x *(14+2"70(1)) >0 (1.2)

onde 7 < « e as constantes ay,a_ > 0.

Um equivalente da Propriedade 1.14, para dominios de atracao, é a propriedade abaixo

Propriedade 1.15. Para 0 < a <2, F € D(S,(0, 3, 1t)) se, e somente se,

. 1— F(Z‘) ay
lim =
=00 1 — F(x) + F(—z) a4 +a-

2 —«

e 1—F(x)+ F(—x) ~ x L(x)

«

onde a, e a_ sao as constantes da propriedade anterior referentes a cauda da estavel e L

lentamente variante.

Abaixo, temos um exemplo de uma distribuicao que estd no dominio de atragao de

uma a—estavel.

Exemplo 1.16. Considere a distribuicao Pareto com parametro «, cuja densidade é

f(x)zﬂ< a )QH x> 0.

a \x+ 1

Assim, sua calda ¢ F(z) = aQ‘(‘;—w)a para x > 0, e F(z) = 0 para x < 0. Logo, F €

D(S, (0,1, 1)), pois satisfaz a Propriedade 1.15.

e dizemos que F pertence ao dominio

Na Defini¢ao 1.13, nos casos em que a,, = an
normal de atragcao de G, G < Sa(o, B, 1) , escrevemos F € Dy(G). Em Gnedenko e
Kolmogorov (1954) temos uma caracterizacao das distribuigdes do dominio normal de

atracdo de uma a—estéavel, que induz a defini¢do abaixo de Johnson e Samworth (2005).

Definigao 1.17. Se X tem fungao de distribuigao F' na forma

F(z) = “*‘Ili(“”) para x < 0
1-F(z) = %}f(m) para = >0

13
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onde b(z) — 0 quando x — +00, entao dizemos que X esta no dominio normal de atragao

de alguma S, com parametros de cauda a, e a_.

Observacao 1.18. Quando para algum v > 0 e C' constante

b(x) < ¢

_W7

dizemos que X esta no dominio normal forte de atragdo de S, escrevemos X € Dyp(Sy).

a+2

No Exemplo 1.16 temos que F' € Dyp(Sa), para ay = *—

a+2 .« a+2 a+2
b(z) = 2’“ T K _E onde v < a.
a?(x — p)® a? a2z

1.3 Processos de Risco

A Ciéncia Atuarial é aquela que estuda o movimento financeiro de empresas segu-
radoras. A Teoria de Risco é uma de suas areas, e esta destinada ao estudo de modelos
relacionados a seguros de nao vida, ou seja, seguros de automéveis, saide, previdéncia,

responsabilidade civil, entre outros.

Uma subarea da Teoria de Risco é a Teoria da Ruina, que utilizando modelos estocas-
ticos que representem a evolucao da reserva de capital de uma atividade seguradora ao
longo do tempo, denominados processos de risco, estima-se a probabilidade da ruina, ou
seja, a probabilidade de que o capital da empresa torne-se negativo em algum instante de

tempo.

Considerando que as atividades de uma seguradora se baseiam, em geral, no recebi-
mento de prémios e no pagamento de indenizacoes, a probabilidade da ruina serve como
indicacao da eficiéncia do segurador em, a partir de um dado capital inicial, combinar os
processos de recebimento de prémios e pagamento de indenizagoes, a fim de garantir a

estabilidade da sua reserva de capital.

Em 1905, Lundberg propos um modelo de processos de risco a tempo continuo { R; }+>0,

onde os prémios chegavam linearmente no tempo e as indenizagoes sao pagas de acordo

14
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com um modelo de Poisson Composto. Desse modo, podemos escrever

Ny
Rt :U+Ct—ZXZ,
i=1
onde u é o capital inicial da seguradora, os prémios ocorrem com taxa constante c, X;
representa o valor do i-ésimo sinistro, /N; o nimero de sinistros ocorridos no intervalo
[0,t], e os tempos entre chegadas dos mesmos sdo variaveis aleatorias independentes com
distribuicao exponencial taxa A e independem dos X/s. Considera-se também que as

indenizagoes X;’s sao v.a.’s i.i.d..

Por conveniéncia, trabalharemos com a defini¢ao de processos de perda agregada {S; }1>0
Ny
i=1

Podemos escrever N; = max{n : T,, < t}, onde T, é o tempo de chegada do n-ésimo
sinistro. Considere V; o tempo entre as chegadas da ¢ — 1 e i—ésima indenizacao, entao

T, =>.",V;. E denominaremos

Ny

Ny
Sry, = > Xi =Ty, = Y _(X;i = Vi)
=1

i=1
de processo associado a {S;}.

Para modelos mais realisticos, podemos imaginar que os tempos de chegada das in-
denizagoes dependem das mesmas. Por exemplo, Albrecher e Boxma (2003) propuseram
uma variante do modelo cléssico onde a distribuicao do tempo de chegada do n—ésimo
sinistro depende do sinistro anterior. Neste trabalho, estamos interessados nos processos
de reserva de risco a tempo continuo (1.3), onde consideraremos casos mais gerais. As
X,’s sao independentes, mas nao necessariamente tém a mesma distribuicao, possuem
distribuigao com cauda grossa, o processo de chegada {N;} é tal que as V;’s sdo i.i.d. com

E(VY) < o0, para algum 0 < a < 2, e podem depender de {X,,}.

Uma medida 1til do risco financeiro da seguradora pode ser obtida através do calculo

da probabilidade da ruina ¥(u), que é definida como sendo a probabilidade da reserva
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atingir valor negativo em algum periodo de tempo, ou seja,

U(u) =P (%I;gRt < 0) =P (SupSt > u> .

t>0

O primeiro instante de tempo em que ocorre a ruina é chamado tempo de ruina:
T =T (u) =inf{t: R, <0} =inf{t : S; > u}.

Logo, ¥(u) = P(7(u) < o0). Podemos também calculéd-la em tempo finito que ¢é a

probabilidade do capital se tornar negativo até o tempo M, escreve-se

\IJM(u):P( sup St>u>.

0<t<M
Logo, podemos ver que
U(u) = lm Uy (u).

M—o0

Uma medida de seguranca que deve ser adotada, para evitarmos as situacoes em que
a ruina é certa, é supormos que o valor médio de indenizagoes por unidade de tempo
seja menor que os prémios por unidade de tempo, isto é, E(X) < ¢E(V'). No nosso caso,

pediremos que F(X)/E(V) < 1, assim, tomaremos ¢ = 1.

1.4 Distancia de Mallows

A Distancia de Mallows (1972) constitui uma métrica no espago das distribuigoes de
probabilidade.

Definigao 1.19. Sejam F' e G fungdes de distribuigao, e a > 0. Definimos a distancia

a—Mallows, ou simplesmente distancia Mallows entre F' e GG por

1/a
do(F,G) = ((%f/) E{|X - Y|a}) (1.4)

onde o infimo é tomado sobre todos os vetores (X,Y’) cujas marginais sao F' e G, isto &,
xLirvig

Major (1978) propds uma possivel representacao para essa distancia para o caso o > 1.
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Sejam F' e G fungoes de distribuicao reais tais que

/|a:|“dF(m) <o e /\x|adG(:v) < o0,

entao, para U variavel aleatoria qualquer uniformemente distribuida no intervalo (0,1) e

F~1 ¢ a inversa generalizada temos
BF.G) = E{| F{(U) - (V) '} (1.5

Mais tarde, Johnson e Samworth (2005) foram além mostrando que para o > 1, F' e G

distribui¢oes como as anteriores, entao
E{{X-Y[}=2E{|X"-Y"|"},

onde X* = F~1(U), Y* =G (U), X e Y variaveis com distribuigoes F' e G respectiva-
mente. E, se o > 1, a igualdade é assumida se, e somente se, (X,Y) 4 (F~Y(U),GYU)).

Um resultado importante que associa convergéncia em distancia Mallows com dis-
tribui¢oes de cauda grossa foi proposto por Barbosa e Dorea (2009). Esse resultado

constitui uma uma versao do Teorema do Limite Central para leis estéveis.

Teorema 1.20. (Barbosa e Dorea (2009)) Sejam 1 < a < 2 e Xy, Xo,... varidveis
aleatérias independentes. Suponha que existe uma variavel aleatoria a-estavel Y tal que

para copias independentes Y1, Ys,... de Y temos satisfeito para todo b > 0

1 n
E;E{|XJ _Yj|a1<Xij|>bn22_aa>} n:;o 0. (1.6)

d ¥, Xi—cn

Entao, para alguma sequéncia de constantes {c,}, e Z, = == —", temos

da (FZn,Fy) — 0

n—-+o00

i Xi—Cn d

nl/a — Y.

Podemos tomar
e = 3 B{G = V) 1 (1% = Yl < b0 )} = puln — /),
j=1
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paraocasol < a<2eparaa=1
& 2
en =Y B{(X; =Y 1(|X; = Y;| <n'/?)} = ZofBlogn.
7
Jj=1

As constantes 1 € R, 0 > 0 e |B| < 1 sao, respectivamente, os parametros de locagao,

escala e assimetria da distribuicao estavel de Y.
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Capitulo 2

Distancia Mallows e Convergéncia em

Distribuicao

2.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos as propriedades da distancia de Mallows e sua conexao com a
distribuicao assintotica das somas parciais de variaveis aleatérias com distribuicoes que

apresentam cauda pesada. Para

a4 i Xi—Ca
n nl/a
analisamos condi¢oes que garantam
do(F,Gy) — 0 «— F,%a, (2.1)

onde G, é uma distribuicao a—estavel e a distribuicao comum F' de X, Xs,... possui

cauda pesada.

Para tal, na secao 2.2, apresentamos um teorema de representacao, Teorema 2.4. Neste
teorema mostramos que a distancia Mallows entre duas distribuicoes F' e G sempre pode

ser representada por
d3(F,G)=E{| F'(U) -G '(U) |"}

para a > 1, U é qualquer variavel aleatéria com distribuigao uniforme no intervalo (0,1) e
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F~1 & a inversa generalizada. Este resultado, por nao assumir a finitude do a—momento
de F' e G, estende os resultados anteriores obtidos por Major (1972) e Bickel e Freedman

(1981). Variantes dessa representacao estao contidas nos Corolarios 2.5 e 2.6.

Na secao 2.3, analisamos a correspondéncia (2.1). O Lema 2.11 mostra que, para

a>1,se d,(F,G,) < 00, e G, distribuigao estavel, temos a convergéncia
do(F,, Gy) — 0.

Para obtencao da reciproca, fazemos um estudo mais refinado dos dominios de atracao
da distribuicao estavel G, D(G,). O Teorema 2.15 caracteriza o dominio normal forte de

Go, Dyr(Go). O Lema 2.16 estabelece a relagao entre os varios dominios de atragao.

Tratamos na secao 2.4, de convergéncias de sequéncias aleatoriamente indexadas. Se-
. . d .
jam {Z,},>0 € Z v.a. tais que Z, = Z e {7, }n>0 uma sequéncia de v.a.’s com valores
. . . D .
nos inteiros positivos tal que 7, — co. Estudamos casos em que temos garantida a con-

vergéncia em distancia Mallows do processo indexado
d
Z. = 7.

Por exemplo, a Proposi¢ao 2.18 nos mostra que se as sequéncias {Z,} e {7,} sdo inde-
pendentes entao temos a convergéncia anterior. Com uma estrutura de dependéncia do
tipo m—dependéncia, mostramos no Teorema 2.22 que também temos a convergéncia da

sequéncia indexada.

Na secao 2.5, estudamos a convergéncia de somas parciais aleatoriamente indexadas.
Usamos o Teorema 2.14 para obter a convergéncia em distancia Mallows de sequéncias do
tipo

Zz—ll XZ - CTn
== (2.2)
T, e
Usando a no¢ao da estrutura de dependéncia u.e—i. (uniformemente € independente) de
Dorea et al (1984), mostramos, no Corolério 2.28, que temos a convergéncia de sequéncias
tipo (2.2). Também, no caso m—dependente, segue do nosso Teorema 2.21, que temos a

convergéncia da sequéncia (2.2) para uma distribui¢ao estavel.
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2.2 Representacao da Distancia de Mallows

Para @ > 1 a distancia de Mallows, d,(F,G), pode ser mais facilmente calculada
fazendo-se o uso da transformada inversa da probabilidade. Veremos em que condigoes

podemos utilizar a representagao

d(F,.G)=E{|F'U)-G'U)|*} a>1, (2.3)

onde U ¢ uma variavel aleatoria com distribui¢ao uniforme no intervalo (0,1). Natural-
mente, temos que as variaveis F~1(U) iFe G~HU) 2 G e o céleulo de (2.3) se reduz a
integral fol | F~ Y (u) — G H(u) |* du.

Nosso principal resultado dessa segao é a obtengao da representacao (2.3) para todo
par de distribuicoes F' e G, estendendo assim os resultados anteriores que enunciamos
abaixo. A igualdade (2.3) deve ser interpretada no sentido de que se um deles for oo o

outro também sera. Parte desses resultados encontram-se em Dorea e Ferreira (2009).

Lema 2.1. (Major (1978)). Seja a > 1 e assuma que F' € F, e G € F,. Entao vale a
representagao (2.3).

Lema 2.2. (Johnson and Samworth (2005)). Sob as hipéteses do Lema 2.1, se X Fe
Y £ G entdo
E(|X-Y )= E(F(U)-GHU) ). (2.4)

E,se a > 1, aigualdade em (2.4) é assumida se, e somente se, (X,Y) 4 (F~Y(U),GYU)).

Os resultados acima permitem a representagao (2.3) quando assumimos a hipdtese
F eF,eG e€F,. Poroutro lado, ainda que F' ¢ F, e G ¢ F, podemos ter d,(F,G) < oc.
Basta tomar, por exemplo, F' = G e temos d,(F,G) = 0. Mostraremos no Teorema 2.4
que se d,(F,G) < oo podemos garantir a representagao (2.3). Antes, enunciaremos uma

versao bi-dimensional para integragao por partes que sera utilizada na nossa prova.

Lema 2.3. (Tchen (1980)) Seja ¢ uma fungao em R? limitada, continua pela direita e

que satisfaz para todo x < x' ey < y/

(@', y) + ¢z, y) > ¢(x, ) + o', y).
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Sejam também H, e H, duas funcoes de distribuicao em R? com as mesmas marginais.

Entao
/Qb(‘ray)dHQ(x:y) —/¢($7y)dH1($,y) = /[H2<I'_,y_) —Hl(x_,y_)]du¢(x,y)

onde Hj(x™,y~) = limsy, g1, Hj(2,9) e pro{ (2, 2') x (y,9)} = ¢(2", ) +d(2,y) — (2, y) —
o(x,y').

Teorema 2.4 (Representagao). Seja« > 1, F e G distribuigées quaisquer em R. Entao

temos

dy(F,G)=E{|F'(U)-G"(U)|"}

onde U 2 U(o,1).

Demonstra¢ao: Faremos uso do Lema 2.3. Se d,(F,G) < oo, entdo existe H; com

marginais F' e GG tal que

/ & — y|*dH, (z,y) < oo.

Defina para B >0e a > 1

—|z—y|*, —B<z<Be —B<y<B

0, caso contrario.

QSB('T?y) = {

E claro que ¢ é limitada e continua pela direita. Vamos mostrar que

(bB(xI?y/) + (bB(x?y) > ¢B(x7 y/) + ¢B(‘rlvy) (25)

para x < 2’ e y < y'. Usaremos uma propriedade de fungdes convexas, uma vez que

—¢p(z,y) é convexa.

Para t € [0, 1] temos para qualquer funcao f convexa
F(L=t)z+ty) < (A=) f(z) +1f(y).
Veja que como = < 2’ e y < ' entdo temos
y—2' <y—w<y -z e y—a <y -2 <y —u,
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logo,
y—r=Q1-t)(y—2)+t(y —z)e

y —a' = (1 —ty)(y —2') +ta(y — )

para tq,ts € [0, 1]. Assim,
fly—a)+fly —2) <A -t)fly—a)+tfy —2) + (1 —t2)f(y — 2) + L2 f(y — @)

=fly—2)1—ti+1—ta) + f(y —2)(t:1 + t2).

E facil ver que t; + 1, = 1, e portanto para f(r) = |z|* temos
ly — |+ [y = 2| <[y = 2|+ [y — 2|
e (2.5) é verdadeiro.

Selecione H; do inicio da demonstracao e Hy = H*, entao temos que ambas possuem

as mesmas marginais e Ho(z™,y~) — Hy(z 7,y ) > 0. Pelo Lema 2.3 temos,

/ch(fE,y)dH*(:v,y)—/ch(x,y)dHl(w,y) — /[H*(:E‘,y‘)—Hl(-’lf‘,y‘)]dwg(fﬂ,y) > 0.

Logo,
/ o (2, y)AH" (2, ) — / b, y)dH, (z,y) > 0,

e para todo B > 0

/gbgwde*(xy /¢Bxde1(x ).

Observe que —¢p(z,y) T |z—y|* quando B — oo. Logo, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada

/¢>B 2, y)dH" (z,y) /qu 2 y)dH, (2, y) /Ix—yl dHy(2,y) < +o0

= lim —/cbg(x,y)dﬂl(%y) :/|x—y|“dH1(w7y)'

B—o
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Entao, pelo Lema de Fatou temos

[ o=yl ey = [ tmint —on(ey)db (w.9) < tymint [ ~on(e,p)dH (o)

B—oo

B—oo

< Timin / (e, y)dH, (2, ) = / & — gl dH (2, ).
- / & — y"dH" (2, ) < / 2 — gl dH, (2, ).

Para finalizar essa prova, suponha que d,(F,G) = oo, naturalmente nao podemos ter
E{|[F~Y(U) = GH(U)|*} < oo, pois F71(U) £ F e GY(U) £ G e, neste caso, por

defini¢do d,(F,G) < co. Assim a representacao é sempre valida.

g

Corolario 2.5. Para o > 1 temos as seguintes representacoes alternativas para a distancia
de Mallows

(F,G) = / F () — G (u)|*du
— B{X Y (2.6)

onde (X*,Y*) < FAG = H".

Como sub-produto temos também uma alternativa ao Teorema 2.4.

Corolario 2.6. Sea>1, X L reY LG entio vale

E(IX-Y[)=E(F(U)-G"U) ).

Uma pergunta natural é a validade da representagao (2.3) quando 0 < a < 1. O

exemplo abaixo mostra que essa suposicao é falsa.
Exemplo 2.7. Considere X e Y variaveis aleatorias discretas satisfazendo para xg < 1,
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Yo <Y1, 0<px <py <lepx+py <L
P(X::L‘O)zl—px, P(X:xl):pX’ P(Y:yo)zl—py, P(Y:yl):pY

Neste caso, as probabilidades de (X*,Y™*) sao dadas por

( ) I —py

( ) = Py —Px
P(X*=z1,Y*=y) = 0

( ) = DPx-

E temos
E| X" —Y*|% = |zo — yo|*(1 — py) + |xo — v1|*(py — px) + |71 — 11| Px-

Considere a distribuicio conjunta H = 0V [F + G — 1] e seja (X,Y) < A. Temos

~

P(XZIO,Y/Zyo) 1 —px —py
P(X=$07Y=y1) = Dy
P(X =x,Y =) = px
P(X:.Qfl,f/:yl) = 0

Segue que

E|X =Y = |zo — 40|*(1 — px — py) + |21 — v0|“px + |70 — 11| “py-

Por outro lado, para 0 < a < 1 e a escolha das constantes x; = 19 ou xo = y; nos leva a
E|X —Y|* = E|X* = Y*|* = px[—|zo — yol™ + |71 — 0| + w0 — 31 |* — &1 — 1]°]

= px[—|zo — yo|® + |0 — 1 |* — |21 —11|*] <O

para o primeiro caso, e analogamente para o segundo. E portanto,

E|X —Y|* < E|X* —Y*|*.

Observacao 2.8. Vimos que, para a > 1, a distancia de Mallows pode ser calculada

usando a cota superior de Fréchet, H*. Analisando-se a estrutura de dependéncia entre

25



Capitulo 2. Distancia Mallows e Convergéncia em Distribuicao

duas marginais F' e G através da copula associada temos
Cy(u,v) = HF ' (u),G'(v)) O0<u<l1, 0<wv<l,
temos as correspondentes cotas de Fréchet
0V u+v—1]=Cxhlu,v) < Ch(u,v) < Cye(u,v) =uAv

onde H* = FAGe H=0V [+ G — 1]. O caso da independéncia, u.v, € um ponto
interior. O Teorema 2.4 indica que para o > 1 a distancia de Mallows é calculada na
situacao de forte dependéncia. A conjectura de que para 0 < o < 1 a distancia Mallows
possa ser calculada através da distribuicao conjunta H correspondente ao outro extremo

de forte dependéncia é falsa, conforme mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.9. No Exemplo 2.7, tome zg = yo =0, xz1 =y = 1, px = 1/3 e py = 1/2
vamos ter E|X* — Y*|* = 1/6 < E|X — Y|* = 2/3, para todo o.

2.3 Convergéncia em Distribuicao

A conexao entre a distancia Mallows e a convergéncia em distribuicao foi estabelecida por
Mallows (1972) e Bickel e Freedman (1981): sea > 1, F € F, e F,, € F, n = 1,2, ... entdo

do(Fr, F) >0 < F, S Fe /yx\aan(x) —>/!x\adF(x). (2.7)

No entanto, para aplicacoes do nosso interesse, as hipoteses F,,, F' € I, sao restritivas.
Nesta se¢ao serao analisadas as condi¢oes que nos permitam remover essas hipoteses. Note
que se a > 1 e do(F,, F) — 0 entao pelo Corolario 2.5 temos para (X, X*) LFE,AF

do(F,, F)=E(X; — X*|*) — 0.

. N L 7. a d
Assim, da convergéncia em média, X — X*, temos X — X*.
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Lema 2.10. Se o > 1 entao

do(F,, F) > 0= F, 3 F.

A implicag@o inversa nem sempre é verdadeira, caso contrario a convergéncia em dis-

tribuicao nos garantiria convergéncia em média a.

No caso das distribuigoes estaveis temos uma situacao peculiar, donde procede a im-
portancia da distancia de Mallows no estudo da convergéncia em distribuicao de somas
parciais de variaveis aleatorias que possuem cauda pesada. Mais precisamente, sejam X,
X5, ... v.a.’s i.i.d. com distribuicao F' e seja F, 4 S”a—:f” onde S, = X;+..+X,,a,>0e

¢, € R sao sequéncias de constantes. Queremos analisar a equivaléncia de d,(F,,, G,) — 0
n

e F, N G, onde G, 4 Sa(o, B, p) com 1 < a < 2.

Lema 2.11. Se d,(F,G,) < oo entao d,(F,,G,) — 0, para sequéncias {b,} e {a,},
a, > 0.

Demonstragao: Sejam (X7, Y), (X5,Y5),. .. copias independentes de (X*, V™) L FAG,.

1/a

Seja a, = n'/*. Pela Definicao 1.8 de distribuicoes estaveis e pela definicao de F), temos

Yy b Y —d
nl/a

Xid 4 Xi—cy a
nl/a -

F, e niGa.

Como d,(F,G,) < oo, pelo Corolario 2.5 temos E{|X* — Y*|} < co. E mais, {|(X} —

Y¥) — E(X; —Y")|*}u>1 € uniformemente integravel
sup E{|( X =Y)) — E(X; =Y} <2E{|X* = Y*|*} = 2d3(F,G,) < .
Seja ¢, = nE(X* —Y*)—d,. Agora, faremos uso do seguinte resultado para martingales

(ver em Hall and Heyde [21]) : sejam 1 <o < 2e {> 7, &, 0(&1, -, &)} uma martingale.

Entao se {|£,|*}n>1 ¢ uniformemente integravel, temos que

E{’Z?:lfj 0‘} 0

n n
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Segue que
E(FGa) < E {% SN ) et d a}
j=1
_E {% SO - Vi) - B(X - ) } ~0,
j=1
E o resultado segue. O

Corolario 2.12. Se d,(F,G,) < oo entao F' € Dy(G,), G, distribuigao a—estavel.

Observacao 2.13. Lema 2.11 é uma aplicacao simples e direta do Teorema 2.4. Ele pode
ser visto também como um corolario do Teorema 1.20 de Barbosa e Dorea (2009) : sejam

X1, Xy, .... ¢ uma sequéncia de variaveis independentes satisfazendo
1 o
=Y B{Ix; - v e} =0 V0> 0
n4 (IX;=Y;[>bn 2 ) ) n

~ L. . . Lo . d
onde Y7,Y5, ... sao copias independentes de alguma variavel aleatéria a-estavel Y, = G,,.

Entao existem constantes a, > 0 e ¢, tais que d(F,,G,) — 0.
n

Abaixo, temos um exemplo de que a reciproca do Corolario 2.12 nem sempre é ver-

dadeira.

Exemplo 2.14. SejaF(—x)zl—F(x)z%(l—k@), se 0<xz<2e

1 1
F(—z)=1-F(z) = ;x’l <1—|—m), se x> 2.

Temos que F' € Dy(Gy) onde Gy = S1(1,0,0), a distribuicdo Cauchy padrao

1 1 1
Gi(=y) = 1= Gily) = 5 — —arctan(y) = ;y‘l(l +bc, (y), y>0.

Que tem a forma
1-Gi(y) = ayy '(I+y70(1), y>0
Gi(-y) = ay ' (1+y0(1)), y>0
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coma, =a_=1/me

T
be, (y) = 7y — 1 —yarctan(y) = y_lo(l).

Seja uy > (1 — F(2)) tal que G7*(uy) A F~'(uy) > 2. Note que para u > u,

Gri(u) = (=) (14 be, Gy (u))
(=)

1—u

(755 ) (+ (@ @) o).

1—u

Disto segue que para Y; = Gy temos G, (Y1) 4 U(0,1), defina

a
19 = B{|{25 - 600 1wsu

- {(55) GO el |
- { (14 be, (GTH(U)) ™ |0(1)|1(U2u+>}

lo(1)]
E {mkwasmn < o

Por outro lado, também temos que u > uy

Flu) = (<% ) (14 b (F '), bele) = [ ——— ).
(=) (i)

1—u 1+ logx

|
S

Il
&5

Il
&

Il
&
—
N

—_
| IS
)+
>
N———
=
=
—~
E
=
@
[\
”‘:1
T
r
——
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Temos que para z > 2, F(z) =1— %x_l (1 + @) , entdo sua densidade

F/(x):f(x):x—2<1+ L ! )

1+logz (14 logz)?

Agora, para u > uy

X > x
E D E—— 1 —1 = - d
{(2 + log X) x>F (u))} /F'l(u) 2+ logxﬂx) v

1 /°° r1 14 1 n 1 d
_ 2 _ x.
T Jp-1) 2+ logx 1+logz (14 logz)?

Note que

') —1
/ Y gz = lim log (2 + logz) — log (2 + log F~'(u)) = +oc.
F_l(u) 2 + logl' T—00

X
Ell— ) 1opin| = oo
|:(2+10gX) (X>F~1( +))] o0

ARG = BF(0) - 67 ) = E{ {25 - ) - 125 + 6|}

Logo,

Entao

a+ -1 a+ -1
> _ _
2o {2 - o)y e}

ay _ ay _
Z'E‘l_U—F 1(U)‘—E‘1_U+G11(U)HZ|Li—Lfl|:+oo.

Logo, temos um exemplo de F' € Dy (Gy), mas que d;(F,G1) = oo. Na demonstragao do

teorema abaixo temos que se F estd no dominio normal forte de G, entao d,(F, G,) < oo.

Teorema 2.15 (Equivaléncia). Para F' € Dyp(G,) temos a equivaléncia abaixo

do(Fp,Go) = 0 «— F, 3G, (2.8)

onde F, 4 ng/g", onde {b,} é uma sequéncia dereale S, = X;+...+X,, com X1, Xs, ...

v.a.’s i.1.d. F.

Demonstracao: (a) Seja F' € Dyp(G,) entdo para X/s i.i.d. com distribuicdo F' existe
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uma sequéncia {b,} tal que

4 Z?:l Xi—by 4

F, ia — Y.

(b) Assuma que F, 4 G,. Podemos usar o resultado de Johnson e Samworth (2005):
se F' estd no dominio normal forte de atracao de G, entéo d, (F,G,) < oo para algum

o' > «. Ver o Lema 5.3 de [23]. Concluindo, pelo Lema 2.11 temos o resultado.

g

Para remover a hipotese F' € Dyp(G,) do lema anterior, precisamos considerar um
dominio de atracao intermediério, isto ¢, um subconjunto das distribuicoes do dominio
de atracao de GG, tal que a distancia Mallows entre elas e GG, ¢é finita. Como feito na

demonstracao do Lema 5.3 de Johnson e Samworth (2005), seja H f.d. tal que

H(z) = apa™®, x> (2a4)",
H(z) = a_|z]™, z < —(2a-)"°,
H((2a.)"*) = H(—(2a_)"*), caso contrario.

As constantes a; e a_ sao as que aparecem na Caracterizagao Alternativa de Mijnheer.

Assim, pelo Teorema 2.4 para qualquer variavel U 4 U,1), X Lrey 2@, temos
dy(F,G,o) = B{|F~/(U) - GJ'(U)[}*

< B{|FH(U) = HH(U)}* + E{|G,(U) — HH(U)]}.

Observe que
E{|FY(U) = H ' (U)|*L > (2a,)1/2) }

= E{|X — H ' (F(X)"Lp(x)>@2as)1/o) |
1/al®
a+
_gllx—
{‘ (Tm)
E{|F7HU) = H(U)|*Yp(x)<—(2a_y1/) }

:E{|X+ <%)I/a
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Assim, uma forma de obter que d,(F,G,) < oo é exigir que as integrais anteriores sejam
finitas, pois na demonstragao do Lema 2.16, veremos que E{|G;(U) — H~*(U)|*} < cc.

Entao, seja o conjunto

Ca(Go) ={F: LY <oco e LY < o0}. (2.9)

1/a a
a
L =Bl || ——— - X| 1
’ {‘(1—F<X>) ‘“”}

1/a a
a_
e[ o )

Vamos mostrar abaixo que toda F' no dominio normal forte de G, a—estavel esta nesse
conjunto C,(Gy), e que se do(F,G,) < oo entdao F € Co(Gy).

onde para X i

Lema 2.16. Dyp(G,) C Co(Go) C D(G,,).

Demonstragao: (a) Assuma que F' € Dyp(G,). Note que, com uma mudanga de variaveis,

1/« «
a _
Ly = E{ <1 —+U) —FU) 1(F—1<U)>0>}

LF = E{‘(%‘)W )|

podemos escrever

1(F1(U)<0)} .

Como F' € Dyr(G,), pela prova de (b) do Teorema 2.15 temos que d,(F,Gy) < 0.

Usando o Teorema 2.4, para provar que F' € C,(G,,) é suficiente mostrar que

1/a a
a _
e 1 o
a_ @ _
LG = E{ <U> +GINU) 1(GQI(U)<O)} < . (2.11)
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Como no Exemplo 2.14, seja u$* tal que G;'(u$®) > 0 e u® tal que G5 ' (u€*) < 0

a 1/a
G- (u) = (1 _+u> [+ (G2 (w) o(V)]Ve, u > ube

Gol(u) = — (%)UQ [+ G (W) o], u < ule.

Para provar (2.10) e (2.11) faremos uso da inequagao

1
11— (14 2)% < |2/, para \zlgé e 0<pB< 1L

Segue que para Y, 2 G

a _ —
19 < B{(155) GO s |
Yo

Para a tltima inequacio usaremos o fato que E(|Y,|*) < oo para 0 < o/ < a. Similar-

mente, mostra-se (2.11).

(b) Assuma que F' € C,(G,) e seja ul tal que F~'(uf) > 0 e defina uy = uf vV uf".

Como L% < oo por (2.10) nos garante que

E{|F~(U) = GL (U)[* L=y} < oo

Similarmente, seja u tal que F~'(u’) < 0. Entao para u_ = u” A u® temos por (2.11)
E{|F7'(U) - GIHU)[*Lw<uy} < 0.

Pelo Teorema 2.4 concluimos que d,(F,G,) < oo e pelo Coroléario 2.12 temos F, oy Ga,
entdo F' € D(G,,). Mais precisamente, F' € Dy(G,). O

Usando os mesmos argumentos anteriores temos o resultado abaixo.

Teorema 2.17. Se d,(F,G,) < oo entao F, Y G e F € Co(G,).
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Demonstracao: A primeira implicacao é resultado do Lema 2.11. Para mostrar que F' €

LF = E{ (1 ‘i*U)l/a — YD)

a+ e -1 -1 —1
:E{‘(l_U) ~ FHU) + G, (U) — G.M(U)

<5{|(s2)"" e

A primeira esperanca é finita pois vimos na demonstracao do lema anterior que L(j“ < 00.

Cal(Ga), veja que

Lir-1@)>0) }

1(Fl(U)>0)} +E{|F 1 (U) - GHU)*Lp-1wy>0) } -

E, por hipotese E|F~1(U) — GH(U)|* < oo. Assim, LY < oo. Idem para mostrar que
LY < .

2.4 Convergéncia de Sequéncias Aleatoriamente Index-

adas

Sejam {Z, }n>0 € Z variaveis aleatorias, Z, 4 F,eZ 4 G, e
do(F,,G) — 0.

Seja {7, }n>0 uma sequéncia aleatoria de inteiros positivos com 0 =79 <73 <1 < ... e

p ~ . .~ .
T, — +00. Nesta secao, analisamos as condigoes suficientes para

da(FZTn y G) — 0,

d
onde Z,, = Fy,_ .
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Primeiro, note que se {Z,} e {7,} sdo independentes entao

Fz. (2)=P(Z,, < z) :ZP Zy < z,mhn=k)
k=0

=Y " P(Z, < 2)P(r, = k)
k=0

()¢
=

I
&
=
O

k=0

Neste caso, a proposi¢ao abaixo mostra que do(Fz, ,G) — 0pois do(Fz, ,G) = do(E(F;,), G).

Proposigao 2.18. Se {Z,} e {7} sao independentes, entao para o > 1

do(Fn,G) = 0 = do(E(F;,),G) =0 e do(Fz, ,G) — 0.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.4 temos que

do(E(F7,),G) = B{|(EF,,)"(U) - G7'(U)|"}

—F {Z F(U) - G1<U>\a1<fn:k>} |

Como d,(F,,G) — 0,
E|F, 1 (U) - GHU)" < K,

e dado € > 0 existe N(¢) tal que para n > N(e€) temos

E|F,(U) -G U)" <

l\DIm

Como 7, T 0o em probabilidade, podemos tomar N'(e) tal que

Pty S N()) < 5z n> N (o).
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Tomando-se n > N'(€) temos

do(BF,,.G)= Y E{|F'(U) =GO len }+ ) E{IEU) =G U) Lrmn }

k<N (e) k>N (e)

< > E{IFU) - GO} Plr < N(©) + 5 P(r, > N(e))
k<N ()

< e.

O

O Exemplo 2.19 ilustra a situacao em que E(F},) # Fz, , e o Exemplo 2.20 mostra
que nem sempre do(Fy,, G) — 0 temos do(Fz,, ,G) — 0.

Exemplo 2.19. Sejam 7 4 Fr=U(0,1) e Z 4 Fy, = U(—1,0). Assuma que Z; e Z
sao independentes e defina

{1, 7y < 1/2
T =

2, Z,>1/2.
Temos
P(Z, < 2)=P(Zi < 270 < 1/2) + P(Zs < 2. 71 > 1/2)
= F1(2)1z<1/2) + 1/21(1)2<2<1) + 1/2F5(2)
€
Fr(2) = Fi(2)lzi<a2) + Fa(2)1zi2172)
com

E(F.(2)) = 1/2F\(2) + 1/2F(z).

Assim, E(F;) # Fy..

Exemplo 2.20. Considere 2 = (0,1), P a medida de probabilidade uniforme e §y a

funcao de distribuicao degenerada, isto é

1, >0

60(‘76):{0 z < 0.

Para cada n € N, escreva-o na forma tnican = 2™ 4+ jonde 0 < 7 <2™ —1,m € N.
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Defina a variavel aleatoéria

Z,(w) m, j27"<w< (j4+1)27™
n\W) =
0, caso contréario.

d CL, d
Vamos mostrar que Z,, — 0, isto é, F; — d,. Para tanto, basta ver que

E|Z,|* = ZL’” — 0 quando n — oo

e portanto para Y 4 dp temos

d%(Fy,,00) = inf E|Z,—Y|* — 0.
(Zn,Y)

Agora, vamos definir {7, },>0 e mostrar que ndao temos do(Fz, ,0) — 0.

Para j < 2™ — 1 defina

( n, (ng = m) U..u (ZQer(Qm,Q) = m) = [O, 1-— 2%)
om 2m_1Y\ 52m __om
. 2" 4 (521) 22", (Zyon (21 ygom = 27)
| 2"+ (@27 1), (Zpmgmyy = 27) = [% 1) .
Entao,
22" 1
E<Z7'n) =F (an(Tn:n)) + Z E (222m+j1(7n:22m+j))
j_Qm—122m
m 2 1 m

Logo, para o > 1, E(|Z,,|*) = Z= 4 2(me=™) — o0, quando n — oco. Por defini¢ao

do(Fz,,.00) = inf E(|Z —Y|%)

™

y 4 0g. Contudo
E’Zm — Y|a = / ’l’ — y["‘dPZTmy(x,y)
R2
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- / |z —y|*dPy., (v)dPy(y) = E|Z;,|* — oo.
R2

Assim, dS(Fz,, ,00) — oo quando a > 1, e dy(Fz, ,d8) — 1. Em ambos os casos nao

temos a convergéncia em d, do processo indexado.

Agora, definiremos uma estrutura de dependéncia entre {Z,} e {7,} na qual podemos
garantir d,(Fz, ,G) — 0.

Definicao 2.21. (a) Dado um inteiro m > 0, dizemos que {7, } ¢ m—dependente de {Z,,}

se T, ¢ independente da cole¢ao das v.a.’s {Z1, Za, ..., Zn—m, Zni1, - };

(b) E {7,} ¢ assintoticamente m—dependente de {Z,,} se a propriedade acima ocorre

para n suficientemente grande.

No Capitulo 3, secao 3.2, daremos um exemplo de um processo de perda agregada

{S;} em que vale esta estrutura de m-dependéncia.
Teorema 2.22. Sejam 1 < a < 2,{Z,},>1 ¢ Z v.a.’s, Z, 4 F,, Z 4 G tais que

do(F,,G) — 0.

n—-4o0o

Seja também {1,},>0 tal que 7,, T 0o em probabilidade. Assuma que {7,} é assintotica-

mente m—dependente de {Z,},>1. Entao,

do (Fz,, ,G) — 0.

n——+o00

Demonstracao: Por hipotese
do(F,,G) — 0.

n—-+o0o

Novamente, pelo Teorema 2.4, segue que para a sequéncia {(Z}, Z*)} com (Z}, Z*) <

F, NG, temos
E{|Z; — Z*|*} < K < o0,

e dado € > 0 existe N(e) tal que para n > N(¢) temos

€
E{|\ZF — 77|} < —.
17;- 71 < =
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Sem perda de generalidade, tome a sequéncia {Z*} tal que {7,} ¢ assintoticamente

m—dependente de {Z*} e Z* independente de {7,,}. Temos também que

d3(Fz,,.G) <> E{|Z; - Z" "1y }

k>0
= E{|Zli< _Z*|a1(7'n:k)}+ Z E{’Z]: _Z*|a1(7'n:k)}+ Z E{|Z;: _Z*|a1(7'n:k)}
k=0 k=n—m+1 k>n+1
=Y E{Z; - Z "} P(ra=k)+ Y_ E{|Zi— Z""Lr,—1)}
k=0 k=n—m-+1
+ Y E{|Z; - Z"|"} P(ra = k).
k>n+1

Como 7, T oo em probabilidade, podemos tomar, para os mesmos € e N(¢e) anteriores,

N'(e) tal que
€ ’
P(r, <N < — > N (e).

Desse modo, para n > max {N(¢), N'(¢)} + m temos

N(e) n—m
d2(Fyz,,G) <Y E{|Zi = Z* 1"}y Plra=k)+ Y E{|Zi—Z"|"} P(ra = k)
k=0 k=N (e)+1

- Z L {|ZZ - Z*|a1(7'n:k)} + Z E1{|Z;€< — Z*|a} P(Tn = k;)

k=n—m+1 k>n+1

< KP(r, < N(¢)) + EP(N(E) +1<7 <n—m)

+m  max  E{|Z} — Z*|"1 iy} + EP(% >n+ 1)

n—m+1<k<n

< €.

Dado que a convergéncia em distancia Mallows esté relacionada com a convergéncia
em distribui¢ao, analisamos também a possibilidade de se aplicar os resultados sobre a

preservacao da convergéncia em distribuicao para sequéncias aleatoriamente indexadas.
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Abaixo, citamos um desses resultados.

Teorema 2.23. (Anscombe (1952)) Sejam {Z,} uma sequéncia de varidveis aleatérias

convergindo em distribuicao para G
Zy, =Y,

e Y variavel aleatéria com distribuicao G. Sejam {r,} varidveis aleatoérias que assumem
valores nos inteiros nao-negativos

-
_n£>b>0
n

e mais, a sequéncia {Z,} é continuamente uniforme, isto é,

P( max |Zi—Zn\Ze)§n

li—n|<dn

paran > Ny, onde 0 e Ny dependem somente de € e n. Entao temos que

ZTTL - Y

Observacao 2.24. As condi¢oes de Anscombe nao sao suficientes para garantir a con-

vergéncia em distancia Mallows, conforme ilustra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.25. Vimos que para 2 = (0,1), P a medida de probabilidade uniforme, §y a

funcao de distribuicao degenerada, a variavel aleatoria

Zn(w) =

m, j27"<w<(j+1)27™
0, caso contrario,

onde cada n = 2™+ j para 0 < j7 < 2™ — 1, m € N. Mostramos que Z, oy,

Vamos mostrar agora que {Z,} ¢ continuamente uniforme, ou seja, dados €, n > 0,

existem N e 0 tais que P (max|i_n|§5n \Z: — Z,| > e) < 7, para todo n > Ny. Escolhamos

1

= 2m0'

Ny =2" >

ST
@

Seja n = 2™ + 7 > 2™ = N, para simplificar use 7 = 0, entao n = 2™ > 2™, Assim,
li —n| < dn equivale a i = 2m~1 4 (2m~1 — gm=mo) _ gm _ 9m 4 9m=mo ] ogo,

40



Capitulo 2. Distancia Mallows e Convergéncia em Distribuicao

’ mel — gm—mg S ] S mel -1

\Z; — Z,| = ‘(m - 1)1[j/2’”*1,(j+1)/2m*1) — mljg,1/2m)
‘ml[j/2’",(j+1)/2’H) - m1[0,1/2m)| , 0< g <2mmmo,

Assim,
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concluimos que {Z,,} é continuamente uniforme.

Definimos para j < 2™ — 1

;

n, (ZQm = m) U...u (sz+(2m_2) = m) = |:O, 1— QLm)
om oam __1 om . o m
- 2"+ (570) 22", (Zyom (21 ygm = 27)
m m m 27”7
27+ (2 1), (Zeryemy =27) = [%Q _
Note que

Tn P
ELLE N
n

pois P(1, =n) =1— Q%n — 1, quando n — oo. E mostramos que d;(Fy,, ,d) — 1,

e d3(Fz, ,00) — oo, para o > 1. Logo, Fz & 0o, para a > 1. Contudo, pelo Teorema

2.23, sabemos que Fy,_ < 5.

2.5 Somas Parciais Aleatoriamente Indexadas

Nesta secao, estamos interessados em estudar convergéncias de somas parciais do tipo
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Capitulo 2. Distancia Mallows e Convergéncia em Distribuicao

onde as X s sdo v.a.’s i.i.d. cuja distribui¢@o estd no Dyp(G,.), G, a f.d. de alguma v.a.
a—estavel com 1 < a < 2, e que existam constantes {c,} tais que
X, —c
ZTn i Zz:l v Tn @) Ya' (212)

1/a

Vimos que (ver o Teorema 2.23) se ™ % b >0, e Z, continuamente uniforme, entao
Z,. 4 Y,. Mais ainda, esse resultado pode ser estendido para {1} e {Z,} com uma
estrutura de dependéncia do tipo uniformemente e—independente (u.e.i.) de Dorea et al

(1984), que ¢é mais fraca que as hipoteses de Anscombe.

Observacao 2.26. Considere Z, < Z. Dizemos que 7 é e—independente de {Z,} em
x € C(Fy) se, dado € > 0, existe N (e, x) tal que, quando n; > N(e,z)i=1,2,...

> (P(Zy, < 3, Aj) = P(Zn, < 2)P(A))| < € (2.13)

para toda parti¢ao contével {A;};>1 e o(7)—mensuravel.

Quando 7 é e—independente de {Z,} em todo x € C(Fy), dizemos que T é
e—independente (e.i.) de {Z,}. Mais ainda, se {73} ¢ uma sequéncia de v.a.’s, dizemos
que sera uniformemente e—independente (u.e.i.) de {Z,} se, dado e > 0 e x € C(Fy),
existe L(e,x) e M(e,z) tais que, quando n; > L(e,x), ¢ = 1,2,..., (2.13) ocorre para
todos os membros de UkzM(w) Ag, Ay o conjunto de todas as parti¢oes contéaveis { 4; };>1

0 (7)) —mensuraveis.

Abaixo seguem dois exemplos de sequéncias u.e.i..

Exemplo 2.27. Seja Q = (0,1], B os borelianos de (0,1] e m a medida de Lebesgue.
Para n > 1, seja Zy, = 1 em (0,1/2] e Z5, = 0 em (1/2,1], com Zy, 1 = |1 — Zy,|. Defina
7w =k+1em (1/2,1/2+ 1/k] e 7, = k caso contrario.

Exemplo 2.28. Sejam (U;, V;) v.a.’s i.i.d. com EU; = EV; = EU;V; =0e EU? = EV? =
1. Defina X,, = n~Y23"" U, Y, = m~Y/2 o Viecom T =kseY,>0eT = k? caso
contrario.

Teorema 2.29. Se Z, > 7 e {m.} é wei. de {Z,} com 1, % oo, entdo Z,, Ny
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Capitulo 2. Distancia Mallows e Convergéncia em Distribuicao

Ver a demonstracao em Dorea et al (1984).

Abaixo, temos um caso onde vale a convergéncia em distancia Mallows de sequéncias

aleatoriamente indexadas.

Corolario 2.30. Sejam {X;};>1 v.a.’s independentes com distribuigao comum F' € Dyp(G,),
G, f.d. deY, v.a. a—estavel. E {r,} u.e.i. de{Z,}, onde Z, = iz Xe—en para alguma

nl/a

sequéncia real {c,}. Suponha também que para algum r < 1 e n suficientemente grande,

temos

> {P(r, =)} < 0.
=0
Entdo Z, %Y.

Demonstragao: Como F' € Dyp(G,), pelo Lema 5.3 de Johnson e Samworth (2005) temos
que

d,(F,G,) < oo, para algum o > a,

e pelo Lema 2.11, para alguma sequéncia c,

Z :ZZZIXk_C”di;Y

Entao dado € > 0 existe N(e) tal que para n > N(e) temos
da' (FZn, Ga) < €.

Por hipotese 7,, — 0o em probabilidade, para os mesmos € e N(¢) anteriores

1/r
€ ’
— - <
P(r,=1) < {N(e) 1} , para i < N (e),

assim,
N (e) N (e) ¢
{P(r, =)} < < e,
12; ZZ; N(e)+1
e também
d,(Fz,,G,) < K paratodo n € N.
Logo,

Zz—i Xz* - CTn *
d&&,GJSE{‘ R 4

™
Tn

|
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Capitulo 2. Distancia Mallows e Convergéncia em Distribuicao

1(Tn=j>}

i1/

{‘Z XZ*_CJ Y*
0

pela desigualdade de Holder

00 L Xr apy 1/p
< {E jl/a - } {P(Tn = j)}l/q'
j=0
Para n > N(e)
N'(e) jfl X:—¢ ) apy 1/p y
do(Fz,, ,Ga) < E| &4 jl/; Y {P(r, =34)}""
j=0
. 1/p
- X ’
+ E|l&i=lt Iy P(1, = j)}/4
jNZ’(;)H { e } o }

Escolha ¢ tal que ¢ < 1/r e p < % para o < a'. Assim,

N (e)
do(Fz, ,Go) < K Z{P(Tn Z {P(1, =j)}" — 0 quando n — oc.
J=0 j=N'(e)+1

g

Corolério 2.31. Suponha agora que {X;};>1 v.a.’s i.i.d. com distribuicao F' € Dy (G,,),

Zk 1 Xk Cn,
nl/a

Y, £ G, a—estavel. Suponha também que {1} é uei. de{Z,}, onde Z,

para alguma sequéncia real {c,}. Entao, temos

LL}/&_

' nteo

Para o caso em que as X!s sao independentes, mas nao possuem a mesma distribuicao,

podemos obter a convergéncia em distribuicao como corolario do Teorema 2.29.

Corolario 2.32. Suponha {X;};>1 v.a.’s independentes e satisfazem a condi¢ao (1.6)

para alguma Y, = G, a—estdvel. Suponha também que {m.} é uei. de{Z,}, onde
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A =1 Xk—Cn
n

L para alguma sequéncia real {c,}. Entao, temos

Tn
22‘:1 Xi—¢Cr 4 %
7_1/04 n—-4oo o
n

Um outro resultado, para convergéncia de somas parcias com estrutura de m—dependéncia

entre { X, } e {7,}, segue como corolario do Teorema 2.22.

Corolario 2.33. Sejam {X;}i>1 v.a.’s i.i.d. com distribuicao F' € Dy(Ga), Ya 4 Gy
a—estdvel. Suponha também que {7,} é m-dependente de {X, }. Entao, temos

7_7}1/0‘ n—-+oo

Corolario 2.34. Sejam {X;};>1 v.a.’s independentes e satisfazem a condigao (1.6) para

alguma'Y, 4 G, a—estavel. Suponha também que {1, } é m—dependente de {X,,}. Entao,

temos .
n
Zi:l Xi—¢Cr 4
== -  * Y,
7—1/0‘ n—+o0o
n
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Capitulo 3

Estimacao da Probabilidade de Ruina

via Distancia Mallows

3.1 Introducao

Neste capitulo, faremos uso dos resultados anteriores para se obter estimativas para a

probabilidade da ruina W(u) associada ao processo de risco

Ny

\I/(u):P(%rzlgRt<O>, Rt:u+ct—ZXk.

k=1

Na literatura existem varios resultados que descrevem o comportamento assintotico da
cauda da ruina, isto é, o comportamento da probabilidade ¥ (u) quando a reserva inicial u
cresce indefinidamente. Podemos citar von Bahr (1975), Asmussen et al (1999), Mikosch
e Samorodnitsky (2000) e Embrechts e Veraverbeke (1982).

Para o modelo cléssico (1.3), com indenizagés do tipo Pareto ou lognormal, von Bahr
(1975) obteve

() ~ ﬁﬁ;(u) (3.1)

onde p = 25 < 1, Fy(z) =1 — 5 [ F(y)dy ¢ a cauda integrada e F(z) ¢ a cauda das
indenizag¢oes. Mais tarde, Embrechts e Veraverbeke (1982) obtiveram resultado idéntico

para o caso mais geral onde os tempos entre chegadas tém média 1/, ndo necessariamente
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Capitulo 3. Estimacao da Probabilidade de Ruina via Distancia Mallows

exponenciais, e I subexponencial.

Sob certas condigoes de regularidade, Asmussen et al (1999) obtiveram o mesmo re-
sultado (3.1) para a sequéncia S, = > X; — T, onde X;’s sdo variaveis aleatorias
independentes com distribui¢ao F' e EX < 1/A. O tempo entre chegadas escrito como
Vi, Vs, ... uma sequéncia ergodica estacionaria de variaveis positivas, independentes das
X!s, com EV,, = 1/\ < 400 para todo n. Como Embrechts ¢ Veraverbeke (1982), as-
sumindo que F, é subexponencial e mais uma suposi¢ao sobre a cauda dos tempos de

chegada obtiveram (3.1).

Para o modelo de perdas agregadas proposto por Mikosch e Samorodnitsky (2000),

onde ‘
00 n—j
St 36 3
j=—o00  k=1—j
com X, = —u+ z;i_oo On—j€j, 1 > 0, {€,} s@o variaveis aleatorias independentes e

identicamente distribuidas com Fe = 0 que satisfazem

Ple<—z)

. P(e>z) .
lim lim Pldso — 4

z—oo Plle[>z) P, T—00

{ P(le| > z) = L(x)z™®

para algum o > 1 e 0 < p < 1. A sequéncia de coeficientes {¢, } satisfaz

> liwil < +oo

j=—o00
¢; # 0 para algum j, entao temos o comportamento para a cauda

1
U(u) ~ cte—l

o )uP(X > u).

Alternativamente, W(u) pode ser estimada analisando-se o comportamento assintotico

do processo de perda agregada
Ny
St = Z Xk — Ct,
k=1

pois,

P(R, > 0) = P(S; > u).

Como a taxa c satisfaz ¢ > £X sem perda de generalidade, sempre podemos assumir

EV>
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Capitulo 3. Estimacao da Probabilidade de Ruina via Distancia Mallows

que ¢ = 1. Para indenizagoes X com o segundo momento finito e, assumindo-se {N;} um
processo de Poisson independente de {X}}, Asmussen (2000) mostra que a distribuigao

assintotica da normalizacao de {S;} ¢ Gaussiana.

. N, . . ~
Analisaremos o processo da perda agregada {Zk;l X — t} quando as indenizacoes
X}.s nao possuem o segundo momento finito e ndo possuem necessariamente a mesma
distribuigao. Além disso, o processo de chegada {V;} nem sempre serd um processo de

Poisson ou independente do processo das indenizagoes {Xj}.

Na se¢ao 3.2, usando resultados de convergéncia em Mallows e propriedades obtidas
anteriormente, uteis em casos em que distribuicoes de cauda pesada estao envolvidas,
estudaremos alguns casos em que temos garantida a convergéncia do processo de perda
agregada classico estabilizado para uma distribuicao a—estavel, 1 < a < 2. Primeira-
mente, estudaremos na Proposicao 3.1 a equivaléncia dos processos S; e seu associado

Sty, - Provaremos que

U(u) =P (Sup Sy > u) =P (sup St, > u) ,

>0 n>0
e portanto, estudaremos casos em que

STn — Cp de, %
/o ? a
n n—-+oo

ou ainda em distribuicao

51Tn — Cp d
— — Y,.

Para obtermos a convergéncia do processo {S;} estudamos sua convergéncia estabilizada

nos Teoremas 3.3, 3.4 e 3.6, onde provamos que

Sy —¢n, d
1/0( . _>YOH
N

para os casos em que {N;} e X,, sdo independentes, m—dependentes e u.e.i. respectiva-
mente. As {X;} sao v.a.’s i.i.d. com distribuigao F' € Dyr(G,), Ya L G, e V!sii.d. com
E(V*) < oco. Para obter a convergéncia em distribui¢ao, no Corolario 3.4, assumiremos

hipoteses mais fracas como F' € Dy (G,,).

Na secao 3.3, obtemos cotas para a probabilidade da ruina usando os resultados da

secao anterior. Concluimos, nas Proposigoes 3.16 e 3.18 que, para alguma sequéncia real
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{c,} temos, para M suficientemente grande,

u — C,
Wa(u) ~ P (Ya > Ml/f) : (3.2)

3.2 Convergéncia do Processo de Perda Agregada
Considere o processo de perda agregada
Ny
St:U—thle—t
i=1
onde a distribuicao das indenizagdes nao possuem o segundo momento finito, isto é,

EX? = .

Para Vi, V5, ... os tempos de chegadas das indenizacoes e para T, = Vi + ... +V,

considere o processo associado
N
=1

Nt
Sty = Y Xe =Ty, = > (X — V). (3.3)
k=1 k

Quando N; = n temos que

Sr, =Y Xp—To=) (Xp—Wo).
k=1

k=1

A proposicao abaixo mostra que as propriedades de {STNt }>0 s@o preservadas pelo pro-

cesso {S; }1>0, de modo que, basta analisarmos o comportamento assint6tico de {Sty, }e>o-
Proposigao 3.1. (a) Para Ty = 0 temos
>0 n>0

U(u) =P (Sup S > u) =P (sup Sr, > u) ,

(b) Seja 1 < a < 2. Assuma que E(V®) < 0o, e que existam constantes ¢, tais que

S N oy Si—cw do, y (3.4)
Ntl/a oo Ntl/a totoo Y )
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Demonstragao: (a) Note que S, = > 0 Xpe — T, => 0 (X — Vi) e

n

(S¢ >u, Ny =n) = (Z(Xk—vk) — (t="1T,) >u,Nt:n> C (St, > u, Ny = n).
k=1

Segue que

(Sup S, > u) = J(Srn, > u).

t>0 n>0

(b) Pelo Teorema da Representagao (Teorema 2.4), podemos tomar Y, tal que a dis-
Sty —¢
Ty Segue que

tribui¢ao conjunta (Zy,,Y,) 4 Fyy, N Fy,, para Zy, = e
t

E{|Zn, = Y,|*} — 0.
Observe que

St - CNt _ STNt - CNt + TNt _t
Ntl/a Ntl/a Ntl/oc

e 0 <t—"Ty < Vy, + 1. Por hipétese, temos E(Vy, ;) < oo e pela desigualdade de
Minkowski

“|

o que conclui a prova.

St - CNt

—Y,
Ntl/oz

0

Para obtencdo dos resultados assintoticos de Sp, = Y ,_, (X — Vj) faremos uso do
Teorema do Limite Central para distribui¢oes estéveis de Barbosa e Dorea (Teorema 1.20),

Proposicao 2.18, Teoremas 2.22 e 2.29.

Condigao 3.2. Seja 1 < a < 2 e assuma que:

i) o processo de chegada {NV;};>¢ possui tempos entre chegadas V/s v.a.’s i.i.d. e
E(V*) < oo;

ii) as indenizagbes X1, Xo, ... sdo v.a.’s i.i.d. com distribui¢do comum F' € Dyp(G,)

com (G, uma distribui¢cao a—estavel;
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ou

iii) as indenizagdes Xi, Xs, ... sdo v.a.’s independentes e existe uma v.a. a—estavel

Y, 4 G, tal que para copias independentes Y7, Ys, ... temos satisfeito para todo b > 0

1 & .

Teorema 3.3. Sob a Condi¢ao 3.2 se {N;}>0 e {X,,}n>0 sdo independentes entao

S, —
T Yo (3:5)
Nt @ t—+o0

para alguma sequéncia {c,}.

Demonstracao: (a) Primeiro mostraremos que se a Condigao 3.2 (ii) esta satisfeita entao

temos

. Xz_Tn_ n
2int o ey, (3.7)

nl/a n—-+00

para Y, 4 Go. Como F € Dyp(Gy) entao do(F,G,) < 400, e do(Fx_v,Gs) < +00 pois
da(FX—Va Ga) S da<FX—V7 F) + da(Fa Ga)
pela desigualdade de Minkowski e d(Fx_v, F') < E(V®).

Pelo Lema 2.11 existe uma sequéncia {c,} tal que

Z?:l(Xi — W) —Cp ﬂ)

Y,.
nl/a n——+o0o @

Sejam Y7, Y, ... copias independentes de Y,,, sem perda de generalidade usaremos FY, = 0,
entao como no Teorema 1.20, tomaremos ¢, =y . | E {|XZ -V, =Yi|*1

para algum b > 0.

2—a
{IXz‘—Vi—Yilﬁan}}

(b) Agora, mostraremos que se (iii) ¢ satisfeita entdo também temos (3.7). No caso
em que as indenizagoes sao independentes e nao possuem necessariamente as mesmas

distribuigoes, por hipotese as X;’s satisfazem (3.5). Pelo Teorema 1.20 temos que existe
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N . ’

uma sequéncia {c, } tal que
Y Xi—c,

=1 (2 n « Y

’)’Ll/o‘ n——+o00 o

Considere os tempos entre chegadas das indenizagoes satisfazendo (i). Observe que
{>°",(V; = EV)} é uma martingale e {|V; — EV|*} & uniformemente integravel, uma vez
que Vs sao i.i.d. com E(V?*) < oo, entao pelo resultado de Hall e Heyde (1980), usado

na demonstracao do Lema 2.11, temos que

E{‘z;;m—nEv

e
— 0
nl/a } n—-+o0o ’

logo,
>t Vi—nEV g4,
—

nl/a

0.

Desse modo,
Yo (Xs=Vi)—¢, +nEV Ao,y

nl/a

(c) Considere os tempos de parada 7o = 0 e paran > 1

{Tn =n T,=WVi+.+V, <t

T, = Tnp_1 Caso contrario.

Como N, % oo temos 7, = co. A independéncia de {N,} e {X,} aliada a Proposicao

2.18 e (3.7) garantem para ambos os casos (ii) e (iii)

Zz—;l (Xl - ‘/z) — Cr,  da

—=Y,.
7-nl/cy o

(d) Note que 7y, = N; e temos

S V) e a
Nl/oc o
t

E (3.6) segue da Proposicao 3.1.
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Capitulo 3. Estimacao da Probabilidade de Ruina via Distancia Mallows

Corolario 3.4. Sob a Condigao 3.2 (i), X;’s v.a.’s i.i.d. com distribui¢ao F' € Dy(G,),
{N;} e {X,} independentes. Entao, para Y, 1a,

Sy —cn d
2N <y
N} totoo

Demonstragao: Por hipotese, existe {c,} tal que

n
. X, —c d
S Xizen 4y

nt/e n—+00
Na demonstracao do teorema anterior temos

S, Vi —nEV 4,

nl/a —0

L S Vi-nBV 4

nl/a — 0
Yo Xi=Vi—cu+nEV 4
= i — Y,.

O resultado segue como no Teorema 3.3.

g

Corolario 3.5. Sob a Condigao 3.2 (i), X;’s v.a.’s independentes, satisfazendo (3.5). {N;}

e {X,} independentes. Entao

Sy —cn, d
Ntl/a t—-+o00

De forma anéloga & demonstracao do Teorema 3.3, prova-se o resultado abaixo.

Teorema 3.6. Sob a Condi¢ao 3.2, se {N;}i>0 € { X, }n>0 s@0 m—dependentes entao

St —CNy,  da
St N ey oy
Ntl/o‘ t——+o00

para alguma sequéncia {c,}.

Boxma e Albrecher (2003) consideraram o modelo classico de reserva de risco a tempo

continuo S; = vatl X,; —t, onde X;’s sao v.a.’s independentes com distribuicao F. No
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trabalho, supuseram que existe uma sequéncia {W,,} de v.a.’s i.i.d. tal que se X; for maior
ou igual a W;, entao o tempo até a ocorréncia do proximo sinistro é exponencialmente
distribuido com taxa A;, caso contrario serda exponencialmente distribuido com taxa ..
E claro que nesse modelo temos uma estrutura de 1—dependéncia, pois a distribuicao do

tempo de chegada do n—ésimo sinistro s6 depende do sinistro anterior.

Corolario 3.7. Para o modelo classico de reserva de risco considerado por Boxma e
Albrecher (ver acima), suponha que F' € Dyr(G,,), G, distribuigao a—estavel e Y, 2 G,.
Entao

Si N da,

Ntl/a t——+o00
A demonstragao deste resultado segue como a demonstragao do Corolario 3.4.

Corolario 3.8. Sob a Condigao 3.2 (i), X;’s v.a.’s i.i.d. com distribui¢ao F' € Dy(G,),
{N:} e {X,} m—dependentes e Y, 2 G,. Entdo

S — CN, d
Ntl/a t—-+oo

Corolario 3.9. Sob a Condigao 3.2 (i), X;’s v.a.’s independentes, satisfazendo (3.5). {N;}
e {X,} m—dependentes. Entao

S — CN, d
2N <y
N} oo

. d Y, X,—cn
Seja Z,, = Z,;Tc

Teorema 3.10. Sob a Condigao 3.2 se {Ni}i>0 ¢ u.ed. {Z,} >0 € existe r < 1 tal que
Y e {P(Ny = k)}" < 400 para t suficientemente grande, entao

S, —
T Yo (3.5
Nt ®  t—+oo

para alguma sequéncia {c,} e Y, 4 Ga.
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Corolario 3.11. Sob a Condigao 3.2 (i), X;’s v.a.’s i.i.d. com distribui¢ao F' € Dy(G,),
(N} é uei {Z,}, e Yo 2 G,. Entdo
Si—cn,  d

L N
Ntl/a totoo

Corolario 3.12. Sob a Condi¢ao 3.2 (i), X;’s v.a.’s independentes, satisfazendo (3.5).
{N:} é wei. {Z,}. Entao
Si—cn,  d

H Y
Ntl/a ttoo 7

3.3 Cotas para a Probabilidade da Ruina

Na se¢ao seguinte, obteremos cotas para a probabilidade da ruina. As estimativas serao

feitas baseadas no resultado de Ng et al (2002) que nos garante, sob algumas condigoes,

k n

=1

que

Entao se soubermos que o comportamento estabilizado das perdas agregadas tende em

distribuicao para uma variavel a—estavel Y,, 1 < a < 2, teremos

U — Cy
\I’M(u) NP(YQ > /e ),

onde
U(u) = lim Wy (u).

M—oc0

Assim, relacionaremos a probabilidade da ruina com a cauda de uma distribuicao a—estavel.

Pretendemos nessa secao usar os resultados da secao anterior sobre o comportamento
estabilizado, com o passar do tempo, de certos processos de perda agregada para encontrar

estimativas para a cauda da ruina, isto é, lim W(u).
U——+00

As classes de distribuigoes do tipo cauda longa (L) e subexponenciais (S), apresentadas
no Capitulo 1, sao importantes para essa se¢ao. Vejam a seguir algumas consideragoes

relevantes para nosso estudo.
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Observagao 3.13. (i) Sejam F e G, distribuigoes tais que d, (F, G,) < 0o e G, a—estavel,
logo G, € S. Mostraremos que F' € S também. Pela Propriedade 1.7 item (ii) basta
mostrar que
F(x)
Gal2)
quando z — oo, onde 0 < ¢ < oo. Como d,(F,G,) < oo entao pelo Corolario 2.12,
F € Dy(G,). Entao pela Caracterizacao Alternativa de Mijnheer e Propriedade 1.15

— C

escreve-se
_ag +b()

1— F(x) o

1 —Go(z) ~arz (1 + 2 70(1))

para v > 0, z > 0, b(x) — 0 quando x — oo. Entéo
F()
Go(z)

— 1,

concluimos que F € S.

(ii) Observe também que se X’s sdao v.a.’s independentes e satisfazem a condigdo (3.5)

abaixo reescrita
1 n
_E E |Xj_yj|a1 2-a — 0,
n = (\Xijj|>bn77> n—-+00

entao temos claramente que E(|.X; —Y;|%) < oo para todo j = 1,2, ... entdo du(Fx;,, Fy,) <

oo e assim por (i) cada X; € S.

Os seguintes resultados, de Ng et al (2002), sdo fundamentais para o céalculo da cauda
da probabilidade da ruina, pois sao propriedades assintéticas das caudas do maximo de

somas parciais.

Teorema 3.14. Suponha que a f.d. Fy € L para k > 1. Entao temos que, para cada

n €N .
P(fg;?anA Xi>x> NP(ZIXi>x>,

=1

onde X; 4 F; e sao independentes.

Teorema 3.15. Suponha que a f.d. Fy(x) ~ byF(x) para k > 1, onde F é a cauda de

alguma distribuicao subexponencial F, e by, k > 1, sao constantes nao-negativas tais que
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B(n) =>"}_, by > 0. Entao temos que, para cadan € N

=1

k n
P <11%1§an . X; > x) ~ P (ZI:Xz > a:) ~ P (lrg’%xn)(k > x) ~ B(n)F(z),

onde X; 4 F; e sao independentes.

Vamos aplicar as observagoes e os resultados anteriores ao nosso problema para o

calculo da probabilidade da ruina para o processo de perda agregada Sr, =Y ., (X;—V;).

Proposicao 3.16. Sejam X;’s v.a.’s i.i.d. com distribui¢ao F, onde F' € Dx(G,,) para
alguma G, distribui¢ao a—estavel. Suponha que as V;’s sao v.a.’s i.i.d. com E(V®) < oo,

e independentes das X!s. Entao, para M suficientemente grande

U — Cyy
\IJM(U,) ~ P (Ya > Mo ) .

Demonstra¢ao: Vimos, na demonstragao do Teorema 3.3 que d,(Fx_v,Gs) < 00 e que
existe uma sequéncia {c,} tal que
Z?:l XZ - ‘/L - cfn, de

— Y,.
’n,l/a n——+oo @

Entao, pela Observagao 3.13 (i), Fx_y € S, logo Fx_y € L. Assim, temos pelo Teorema
3.14 que

Wy (u) ~ P (Z(Xi — V) > u)

i=1

quando u diverge para 4+o0. E, para M suficientemente grande

M M ’ ’ /
— i (Xi— Vi) —ey _u—cy U= Cyu
P(Z(Xi—l/;)>u>—P< i > |~ P (Yo > 5t )

=1

Entao

Wy () ~ P (Ya >4 ClM) . (3.9)
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Exemplo 3.17. Para o modelo cléssico de reserva de risco de Lundberg

N
Rt =u+t— Z X’i7
i=1
suponha que as indenizacoes X;’s sao v.a.’s i.i.d. F', onde F' ¢é a distribuicao Pareto com
parametro 1 e g = 1, como no Exemplo 1.16. Assim, F(z) = -5 € Dyp(51), S1 a
distribuigao Cauchy Padrao. O processo {/N;} tem distribuigdo Poisson e independe das

indenizagbes. Logo, F(V*) < co e temos a cota para a probabilidade da ruina

u—c > 1
7} ~P(Y, > —M) = , d
w () ( L2 e ) /L—CM m((x —1)241) v

o

para M grande e Y; 4 S1.

De maneira analoga, temos o resultado para X;’s independentes, mas nao necessaria-

mente com mesma distribuicao.

Proposicao 3.18. Sejam X;’s v.a.’s independentes satisfazendo (3.5). Suponha que as
Vi’s sao v.a.’s i.i.d. com E(V®) < oo, independentes das X!s. Entao, para M suficiente-

mente grande

U — Cy,
\IJM(U,) ~ P (Ya > Mo ) .

Um outro resultado provém do Teorema 3.15, onde podemos aproximar a probabilidade
z A . / ~ .
da rufna sem envolver a sequéncia {c, }. Suponha que X’s e Vs sdo v.a.’s que satisfazem

a condigao (3.5), para Y, variavel a—estavel com distribuigao G,

1 « .
n ;E {’Xj — Yjl 1<Xj—Yj|>bn22aa)} e 0.

Assim para cada j, do(Fx,_v;, Ga) < 00, entao Fx,_v, € Dy(G,), implicando em FX]._VJ. (x) ~

G (z). Pelo Teorema 3.15 temos, para M grande

Ua(u) ~ MP(Y, > u). (3.10)

Na realidade, para obtermos o resultado (3.10) basta supormos que Fy, v.(z) ~ G4(2),

para todo i, onde G, ¢é distribuicao subexponencial.
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Capitulo 4

Estimacao da Probabilidade de Ruina

4.1 Introducao

Suponha que uma atividade seguradora tenha movimento financeiro descrito pelo modelo

de reserva de risco a tempo continuo

Ny

i=1
onde u é o capital inicial, os prémios chegam com taxa constante 1 no tempo, X; é o valor
da i-ésima indenizagao e N; é o nimero de indenizagoes que sao pagas no intervalo de

tempo (0,t]. O processo de perdas agregadas possui a forma
N
St:u_Rt:ZXz_t
i=1

Queremos calcular a probabilidade do capital dessa atividade atingir valor negativo que
chamamos de probabilidade da ruina. Como a seguradora sofre perdas somente quando um
sinistro ocorre, podemos concluir que a ruina ocorrera em um dos tempos de ocorréncia
de sinistros, isto é, durante o pagamento de indenizac¢oes. Portanto, para o calculo da
ruina, consideraremos esse processo somente nos tempos de chegadas das mesmas. Note

que podemos escrever Ny = max{n : T,, < t}, onde T,, = > | V; & o tempo de chegada
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do n-ésimo sinistro e V; o tempo entre as chegadas do (i — 1)-ésimo e i-ésimo sinistro. Seja

Nt Nt
St = D Xi = T = 3 (X = Vi)
k=1 k=1

o processo associado, estudado na segao 3.2. Como St = St, se Ny = n, para o calculo

da ruina seja
n

Sr, =Y Xe =T, =) (Xp = W)
k=1

k=1

Aqui, estamos interessados em modelos de reserva de risco cléssicos tais que as inde-
nizagoes possuem distribui¢ao do tipo cauda grossa. Desse modo, é natural pensar que
distribuicoes estaveis estao envolvidas. Como a distancia de Mallows possui propriedades
interessantes para convergéncias de distribuicoes relacionadas com distribuicoes estaveis,
visto nos Capitulos 2 e 3 deste trabalho, a usaremos como meio de obter a convergéncia

em distribuicao, e assim, encontrar estimativas para a ruina.

No Capitulo 2, vimos que, para X's v.a.’s independentes, V;’s v.a.’s com distribuigao
comum tal que E(V®) < oo, sob algumas condigdes existem {c,} e 1 < a < 2 tais que
temos a convergéncia em distancia Mallows abaixo

Z?:l(Xi - Vi) - 0;1 d

(o7
—
e Ya,

que implica na convergéncia em distribuicao

DX = Vi) — ¢, a
1 a —Y,, (4.1)

onde Y, é v.a. a-estdvel. Mostramos, para esses casos, que X; — V; € L e temos uma

aproximacao para a probabilidade da ruina em (3.10) transcrita abaixo

\IJM('LL) ~ P (Ya > u]&lfc]xw) .

E se Fx, v.(z) ~ Go(z), Vi, entdo

Uyr(u) ~ MP (Y, >u).

Assim, nos casos onde convergéncias do tipo (4.1) ocorrem a probabilidade da ruina
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esta relacionada com a cauda de Y,. O objetivo da se¢ao 4.2 é estimar a densidade de Y,,
Ja, para obter a probabilidade da ruina. Para tal, usaremos estimadores do tipo peso de
Campos e Dorea (2001) e Campos (2001), derivados dos estimadores tipo ntcleo, pois sdo

bons estimadores

n

1
folz) = - ZW(h,x,Xi) h=h, |0, quando n — +o0. (4.2)

=1

Iniciamos a se¢do, apresentando resultados importantes de Campos e Dorea (2001) sobre
as consisténcias destes estimadores de densidade. Aplicamos esses resultados nas Propo-
sicoes 4.13, 4.14, 4.15 e 4.16, onde supomos que as indenizagoes sao v.a.’s i.i.d., os tempos
entre chegadas i.i.d. e independentes das mesmas, e que X —V esta no dominio normal de
atragao de Y, v.a. a—estavel, entao usamos os estimadores do tipo niicleo para estimar a
densidade de X — V., fx_y, e dessa forma, obtermos estimativas para a probabilidade da

ruina. Pois, sob algumas condic¢oes de regularidade,

/J_C/M fn(x)dx — /L_C,M fx_v(x)dx ~ ﬁ_c, Ja(x)dx.
M1/ M

Mml/a

E, para M suficientemente grande

u—c o
\I/M(U>NP<YQ> Ml/iw) :/L/ ga(x)d.il]

onde g, ¢é a densidade de Y.

Para terminar, usamos novamente os estimadores tipo peso para obter o nao vicio
assintotico dos estimadores, no caso em que as X/s sdo v.a.’s independentes mas nao

identicamente distribuidas, Observacao 4.17.

Usando os resultados de estimagao paramétrica de Dorea et al (2006) e Otiniano
(2006), na sec¢ao 4.3, estimamos os parametros de Y, por meio de X — V| isto é, assumindo
que X/s sao v.a.’s i.i.d., V;’s i.i.d. independentes das X!s e, novamente, X — V' esta no
dominio normal de atragao de Y, a—estével, obtemos, na Proposicao 4.19, que para c,

apropriado e M suficientemente grande

u—c 4 w—co N\
Uar(u) ~ P <Ya > Ml/jf) ~ G, 550 ( Ml/?f) 7
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para estimadores de estabilidade &,, e viés 7,,.

Para concluir o trabalho, fizemos também uma estimativa para a ruina usando os
estimadores de maxima verossimilhanga condicional apresentados por Hill (1975). Usando

estes estimadores, obtemos na Proposigao 4.20, casos onde

u— Oy, . u— Oy, an
\I/M(u) ~ P (Ya > W) ~ ay, (W)

para a4, e &, estimadores da constante caudal e do indice de estabilidade de Y, e M

grande.

4.2 Estimadores de Densidade Tipo Ncleo

Sejam X1, Xo, ..., X, variaveis aleatorias independentes com densidade comum f em R.
Desejamos estimar f(x) onde z é ponto de continuidade. Para tal, dispomos da amostra
{X1, X, ..., X;, }. Sabemos que

1
= lim — — < .
f(zx) fILIE(I)QhP(x h<X<x+h)

Entdo, um estimador intuitivo para f(z) é
) = St X € o= hoo o+ B}
n xr) = 2nh (2 K3 x 7'1'

onde h = h,, | 0 quando n — oco0. Podemos reescrevé-lo como

1 Tr — Xk
fu(w) = oy ML ( . ) )

. . . _X, d
isto implica que *==* = U[-1,1].

Parzen (1962) incrementou essas idéias considerando uma classe de estimadores do

fule) = =YK (”C _hX’“) ,

k=1

tipo nucleo

onde h = h,, | 0 quando n — oo e K, denominada fun¢ao do tipo nicleo, ou ainda

funcao peso, deve satisfazer algumas propriedades
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i) supyer | K (y)| < +o00;

i) [p [K(y)|dy < +oc;

i) limy o0 [y K (y)| = 05

iv) [z K*(y)dy < 400 e nh — 400

para que f, seja nao-viciado

Elfu(2)] — [f(),

e consistente em média-quadratica

Elfa(z) = f(2)]* — 0.

E mais, se nh? — oo e f(x) é uniformemente continua, entdo para todo € > 0

P(sw Ife) - @l <e) =1

—0o< <00 n—0o0

Em Campos e Dorea (2001) temos estimadores do tipo peso, derivados dos estimadores
do tipo nticleo, com varios graus de consisténcia para os casos em que a amostra { X, },,>0 ¢
composta por variaveis aleatoérias independentes e identicamente distribuidas definidas no

espaco de medida (E, &,v), onde E C R, £ o—4lgebra de E e v é uma medida o—finita.

Complementando esses resultados, em Campos (2001) hé estimadores para os casos
em que {X,} ¢ uma Cadeia de Markov com espago de estados geral (F, ). Em suma,
estima-se f(-) sua densidade estacionaria em dois casos: supoe-se que a densidade inicial
da cadeia coincide com a estacionaria e o caso onde a cadeia possui densidade limite,
mas a densidade inicial é qualquer. Para esses casos sao necessarias hipoteses adicionais
nas estruturas de dependéncias das cadeias e ergodicidade. Para nosso interesse £ = R,

& = B a o—algebra de Borel e v ¢ a medida de Lebesgue.

Considere os estimadores usados em Campos (2001) e Campos e Dorea (2001)

1 n
n = - h,z,X;) h=h, d )
fn(x) ";W( z, X;) 1 0 quando n — 400

onde h = h, | 0, quando n — oo, W(h,x, X;) é conhecida como fungao peso e = o

ponto em que desejamos estimar a densidade. A seguir, listamos alguns resultados que
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usaremos para derivar as nossas estimativas, e sob os quais temos que esses estimadores
sdo assintoticamente nao-viciados (Ef,(x) — f(z)), consistentes em média-quadratica
(E(fo(z) — f(2))> — 0), fracamente consistentes (f,(z) = f(z)), fortemente consis-
tentes (f,(z) &5 f(x)) e assintoticamente normal distribuidos (f,(z) — Ef.(z))d, 4,

N(0,0%(x))), {d,} sequéncia de constantes.

Condigao 4.1. A fun¢ao W (h,x,-) satisfaz as condigoes: existe hy > 0 tal que
/|W(h,x,y)|dy < Kp(r) <oo 0< h<h
e dado § > 0 para Ws(h,z,y) = W(h,z,y)1(z)2—z>6)(y), temos

(Ws(h,z,y)| < Ks(x) <oo 0<h<hg

}LIE% W5(h7 Z, y) = 0.
As fungoes Ky(+) nao dependem de h e a fungdo Ks(-) é independente de h e y.

Condigao 4.2. Assuma que para z € C(f) temos a Condic¢ao 4.1 e que W (h,z,y) > 0

com h = h,, satisfaz

lim h, =0 e /W(h,x,y)dyzl 0 < h < hy.

n—oo

Condigao 4.3. Assuma que para z € C(f) temos a Condigao 4.3 e que

lim nh = oo

n—oo

|hW (h,z,y)| < Ki(z) < oo, 0<h < hy.
Teorema 4.4. Seja g uma fungao integravel em (R, B) e x € C(g). Assuma que W (h, z,-)
satisfaz a Condigao 4.1. Entao

lim
h—0

/EW(h,x,y)g(y)dy - g(w)/EW(h,x,y)dy‘ =0.
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Corolario 4.5. Sob a Condigao 4.2, temos o nao vicio assintético

lim E(f,(x)) = f(x) Va € O(f).

n—oo

Teorema 4.6. Sob a Condicao 4.3, temos a consisténcia em média quadratica e conse-
quentemente a consisténcia fraca

lim {E(fa(z) — f(2))’} =0 Yz € C(f).

n—oo

Para obter a consisténcia forte, veja o resultado abaixo

Teorema 4.7. Seja v € C(f) e assuma que a Condigao 4.3 é satisfeita. Se para todo
6>0

oo

Zexp{—Znhﬁ} < 00,

n=1
entao

lim f,(x) = f(x) quase certamente.

n—oo

Teorema 4.8. Seja x € C(f) com f(x) > 0 e assuma que a Condigao 4.3 ocorre. Se

liminf [ RW?(h,z,y)dy = Ky(x) > 0,

n—o0 E

entao temos a normalidade assintotica
_ z 2
lim P (fn(x) E(fn(z) < z) —/ ! exp{—t—}dt.
n—00 U(fn($)) — 00 \/% 2

O caso em que {Xi, X, ..., X,,} ¢ uma Cadeia de Markov com f(-) sua densidade

limite, para garantirmos as consisténcias do estimador f,(z) = 13" W(h,z, X;) foi

T on

preciso assumir que a cadeia é geometricamente ergodica, ou seja, existe m uma medida

de probabilidade, que ¢é a distribuicao de equilibrio da cadeia, tal que

IP(X, € A|Xo =) —n(A)| <Bp" Ve eR, VAC B,
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onde p e 3 sao constantes com >0e 0 < p < 1.

Teorema 4.9. Seja {X,} uma cadeia de Markov geometricamente ergédica com f(-)
sua densidade limite. Sob as Condigoes 4.1 e 4.2, temos que o estimador f,(x) =
L3 W(h,x, X;) é assintoticamente nao viciado

lim E(fu(x) = f(x) Ya € C(f).

n—oo

Observacao 4.10. A demonstracao desse resultado nao utiliza a homogeneidade da
cadeia. Contudo, para obter as demais consisténcias sao necessarias hipoteses adicionais

além da homogeneidade.

Para o nosso caso, uma forma intuitiva de estimar a densidade das somas estabilizadas,
seria o uso dos estimadores tipo ntucleo apresentados. Contudo, como observado acima,
os resultados conhecidos se aplicam a cadeias de Markov homogéneas, o que nao acontece

com as somas estabilizadas em questao.
Veremos nas Proposicoes 4.12, 4.13, 4.14 e 4.15 que para obtermos a cauda da ruina,
podemos usar os estimadores de densidade Tipo Nucleo

1 n
n(r) =— Wh,xz,X; —V;) h=h, |0 d
ful(z) n; (h,z ) 1 0 quando n — +oo

e estimar a densidade de F'x_y, chamaremos de fx_y . E natural pensarmos sobre o erro

do uso desses estimadores para o célculo da distribuicao Fx_y .

Sob algumas condi¢oes de regularidade, por exemplo ver em Watson e Leadbetter

(1963), temos garantia que o erro médio quadratico integrado converge para zero

B | [te) - s@pas| o

n

entao

[En@) - 1@y < [ B - @) —o,

e mais, podemos ver que

/OO Efu(x)dz — P(X -V > u)

| (E@) - pais

< / B fu(r) - f(@)ld
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/]Efn — f(@)lde 0.

Assim, temos para qualquer u € R a convergéncia em média

/uoofn daH/ I

Logo, para escolhas apropriadas de f,, temos a aproximagcao
P(X -V >u) :/ fx_v(x)dr ~ / fo(x)dx

e sabemos que Fly_y(z) ~ Go(x) pois X —V € Dy(Y,), entdo quando u é grande

P(Y, > u) = /u " gol2)ds ~ / " rev(@)de

Logo, por (3.10)

Uy (u) ~ P (Ya > %) ~ / T e v(@)de. (4.3)

“°m

A seguir, segue um exemplo onde valem as condigdes de regularidade de Watson e
Leadbetter (1963). E mais, usaremos a densidade da distibuicdo N(0,1) para estimar a

cauda de uma distribuicao 1-estéavel.

Exemplo 4.11. Sejam f(z) =
S1(1,0,0), e W(h,z,y) =

4.3. Vamos mostrar que para qualquer u € R

m para x € R a densidade da distribui¢ao Cauchy

_my?
hf “n2 . E facil ver que W satistaz as Condigoes 4.1, 4.2 e

— 0.

/ C(Bfule) - f(x))da

Veja que

/ T \Efu(z) — f(o)|da

1 e 2h2 (I y) 1
/ dy — dx,
Vorh ) w(l+y?) m(1 4 z?)

:/u‘”
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com uma mudanca de variaveis temos
1 oo
<
- Wﬁ /1; /

- vr_\l/%/e_zQ /:O '(1 +(z —1\/§hz>2> - jﬂ)
= # / e |tg ™ (u) — tg~ (u — V2hz)|dz.

2 2
—Zz
€

(1+ (x — V2h2)2)  (1+2?)

dxdz,

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

/uoo fo(x)dx — /uoo f(z)dz

A partir de agora, suponha que as escolhas de W e h s@o tais que (4.3) é satisfeita.

lim F

n—oo

1 2
< m/ez nli_)rgo|tg’1(u)—tg’1(u—\/§hz)]dz = 0.

Temos entao as proposigoes abaixo, que seguem das Proposigoes 3.16 e 3.17 do capitulo

anterior.

Proposigao 4.12. Para o processo de risco

Ny
thu—f—t—ZXz,

=1

com respectivo processo de perdas agregadas S; = u — R, = 25\21 X,; — t. Suponha que
as indenizagoes X[s sao i.i.d., seus tempos entre chegadas V;’s i.i.d.. Assuma que X —V
tenha densidade fx_v, e Fx_y € Dy(Y,), Yo v.a. a—estavel com densidade g,. Sob as
hipéteses da Condigao 4.2, para o estimador f, dado por (4.2), é assintoticamente nao
viciado , isto é,

lim E(fn(z)) = fx_v(z) Vz € C(fx_v),

e assim, para c, apropriados e M e n grandes
War(u) ~ o fulz)de.

u—cy,
M1/

Proposigao 4.13. Agora, sejam W e h tais que a Condicao 4.3 é satisfeita. Entao temos
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a consisténcia em média quadratica do estimador tipo peso, isto é,

lim {E(f.(z) — f(2))*} =0 Va € C(f),

n—oo

. / .
e assim, para c, apropriados e n e M grandes

Proposicao 4.14. Para W e h satisfazendo a Condicao 4.3 e para todo (3 > 0 tal que

Ze:ﬂp{—thﬁ} < 00,
n=1

entao

lim f,(z) = f(x) quase certamente.

n—oo

! .
Para c, apropriados e n, M grandes

Proposigao 4.15. Para W e h satisfazendo a Condicao 4.3 e se

lim inf/ AW?2(h, x,y)dy = Ks(z) > 0,
E

n—oo

entao temos a normalidade assintética

(B ) [ el

/ .
Para c, apropriados e n, M grandes

Observacao 4.16. Para o caso em que as indenizagoes X;’s sao independentes, mas nao
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identicamente distribuidas, estimamos diretamente a densidade limite de

Z?:1(Xi - Vi) — C;z'

Zn = nl/a

Como ja dissemos anteriormente, {7, } ndo é uma Cadeia de Markov homogénea, portanto
nao podemos usar todos os resultados de Campos (2001). Contudo, na demonstra¢ao do
nao vicio assintético dos estimadores propostos para Cadeias de Markov com distribuicao
limite, (Teorema 3.1, ver em Campos (2001)), ndo é necesséria a homogeneidade da cadeia,
mas a condicao de ergodicidade geométrica deve ser satisfeita, isto é, existem constantes

B >0,e0<p<1tais que

|P(Z, € A)—P(Y € A)| < Bp" paratodo A€ Ben €N,

Sejam os estimadores (4.1)

1 n
fn(x) nz (h,z, Z;) 1 0 quando n — +o0

i=1

Sejam X;’s v.a.’s independentes, mas nao identicamente distribuidas, e as V;’s v.a.’s i.i.d.
. . . /
de cauda fina, independentes das X!s. Suponha que existem uma sequéncia {c,} e

1 < a < 2 tais que

Zi:l(Xi - Vi)—c, d v

nl/a (3]

para Y, a—estavel com densidade g, a Condicao 4.2 é satisfeita e que {7, } = { 1
¢ geometricamente ergddica. Entao pelo Teorema 4.9 temos o nao vicio assintotico nos

pontos de continuidade de g,:
Ef.(x) = gu(z).

Desse modo, estimamos a densidade g, de Y, e obtemos P(Y,, > x) para estimar a ruina.
Observe que o erro dessa estimacao pode ser grande pois temos garantido apenas o nao

vicio assintotico do estimador.
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4.3 Estimadores de Parametros da Distribuicao Estavel

Um segundo método de se estimar a probabilidade de ruina é fazer uso dos resultados de
Dorea et al (2006) e Otiniano (2006), onde estimadores consistentes dos parametros de
estabilidade a e viés ¢ sdo apresentados. Veja o resultado principal (Teorema 4.17) que

citamos a seguir.

Teorema 4.17. Sejam X1, X, ... v.a.’s independentes com distribui¢ao comum F' simétrica
tal que
1 — F(tx)
lim ——> =2 % para0<a <2, >0,
isto é, F € D(G,,), onde G, < Sa(o, B, ). Assuma que F' possua densidade continua em

uma vizinhanca da origem. Entdo para k = k, 1 oo com ¥ — 0, m = m, 1 oo com
n

T, = [%] — o0 ee, | 0 com e,r, — 0o, temos
A 1 p ~ P
ap=—-——>a e 0, — 0. (4.4)
Tn

Onde %, é o estimador classico de Hill:

X(j) corresponde a j—ésima posicao da estatistica de ordem X0 < X@ < < XM de
(X1, Xo, ..., X,,). E conhecido o valor de «

A I'(l/a) ; -1
n=——""—=(,(0
= L 1, (0)
I' é a fungao Gama,
; 11
[L(0) = —— 1/
7j=1
e
Y(n) _ X(j—l)m+1 + ...+ ij
J ml/e ’

Para fazer uso desses resultados, vamos assumir que as indenizagoes X;’s sao v.a.’s
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i.i.d., mais ainda, vamos supor que a distribuigdo comum das X/s, F' € Dy(G,,), onde

d

Ga Sa(o—>ﬁ7 ,u)a

é a—estéavel, os tempos entre chegadas das mesmas V;’s também sao i.i.d. e independentes
das X/s, com E(V*) < co. Como ja mostramos Fx_y Ix_Vve Fx_v € Dn(G,). No

nosso caso, as indenizagoes assumem valores estritamente positivos e pela Definicao 1.17,

para x > 0
a_ + b(—x
Fx<—$) = —( ) = 0,
:UOL
assim a_ = 0, implicando em 3 = 1, isto é, G, ¢é assimétrica. Para a probabilidade

da rufna, o nosso interesse é conhecer propriedades assintoticas da cauda de G,. Pela
Propriedade 1.14

lim 2%(1 — Gu(x)) = aﬂaa.

T—00 2
Como (8 = 1, resta estimar « e 0. Uma vez que os resultados do Teorema 4.17 se aplicam a

distribuicoes simétricas, abaixo, apresentamos uma forma de contornar essa nao simetria.

Suponha que Fx_y(0) = % e considere a distribuicao derivada de F'x_y a seguir:

F)}; V(,I): 1—FX_V(—JI), <0
a Fva(l'), T > 0.

E facil ver que FE_,, € Dy (G?), onde G* < S, (0,0, 1) e que F£_,, & distribuigiio simétrica.
Na amostra {Xi,..., X, V4, ..., V,,} tome as diferencas {X; — Vi,..., X,, — V,,} . Escolha

aquelas que assumem somente valores nao negativos e reindexe-as, obtendo

{(XTIP —Vep) o (Xop — T;;P)}-

Sejam &1, &y, ... variaveis aleatorias i.i.d. com P(§; = £1) = % e independentes de {X; —
V;}. Defina
XP = VP = (Xop = Vo), =1L’

Seja a sequéncia
(X -V XL -VE}. (4.5)

A Proposi¢ao 3 de Dorea et al. (2006) mostra que (4.5) sdo v.a.’s i.i.d. com distribuigao
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F¥ ;. Assumindo que a distribuigao Fx_y possui densidade continua em uma vizinhanga
da origem e para sequéncias escolhidas apropriadamente k, m, r e €, usando o Teorema

4.17 obtemos os parametros « e o.

Entao por (3.10)
U — g wfu—cu\ “
\PM(U) ~ P (Ya > W) ~ Cao- (—Ml/a ) ,
a constante C,, aparece na Propriedade 1.14. Por (3.11)
Uyr(u) ~ MP (Yo > u) ~ MChpo® (u)™ .

Assim, provamos a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 4.18. Considere, novamente, o processo de perdas agregadas
Ny
St:u_Rt:ZXz_t
i=1

Suponha que as indenizacoes X;’s sao i.i.d., seus tempos entre chegadas V;’s i.i.d. e
independentes das indenizagées. Vamos supor que E(V) < oo, X —V € Dy(Y,), Y,
v.a. a—estavel. Sejam &, e &, como no Teorema 4.17. Temos para c, apropriado e M

suficientemente grande que

U — Cy  dm U — Cyy on
\IJM(U)NP(YQ> Ml/a)NCana <M1/d) .

Para finalizar o Capitulo 4 e concluir esse trabalho, propomos o uso dos estimadores
de méxima verossimilhanga condicional, apresentados por Hill (1975), para obter os pa-

rametros caudais de uma Y,, v.a. a—estéavel.

Considere X1, X, ..., X,, uma amostra de v.a.’s positivas com distribui¢ao do tipo Zipf,
isto é, Fx(z) =1 —a,x™® para x grande, ay > 0 e a > 0. Mais ainda, suponha que para
certo D conhecido temos Fx(x) = 1 — a,2™®, para x > D. Seja (XM, X XM) a
estatistica de ordem da amostra, logo X D < X@ < . < X® Como conhecemos a
forma da cauda de X apenas para valores grandes de z, é intuitivo fazer inferéncias sobre

os parametros nas estatisticas de ordem que excedem o valor D, entao estamos estimando
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os parametros de F'x condicionado as amostras que sao maiores ou iguais a D. Seja entao
r < n tal que X+ > D. Na realidade, tome r = k, tal que %” — 0. Os estimadores de

méxima verossimilhanca de o e a; sao

4 — (r+1)
T D In X® — gy In X (D]

nr+1

ay, = [X(TH)]&
n

Vamos aplicar o uso desses estimadores ao nosso problema.

Proposicao 4.19. Suponha que as indenizacoes X1, Xo, ... sao v.a.’s positivas e i.i.d. tais
que Fx € Dn(Y,), Yo v.a. a—estavel, 1 < a < 2. Usando os estimadores de Hill, temos

para M grande que
u—C, w—Ch\
@M<u>wp<ya>—M) ~a (—M) .
M1/e + M%/a

Para o caso em que as indenizagoes X1, X5, ... sao v.a.’s independentes, mas nao ne-
cessariamente identicamente distribuidas e satisfazem a hipotese do Teorema 1.20 reescrita

abaixo

n—-+o0o

1 a
=S E{IX -Vl (1% - vl > )} — o
n

i=1

para 1 < a < 2, para todo b > 0, e Y, variavel aleatoéria a-estavel tal que Y;, Ys,...
sdo copias independentes de Y,. E claro que por essa hipotese E(|X; — Y;|*) < oo, Vi.
Assim, X; € Dy(Y,) e entdo Fx,(v) =1 —a,x™?, para x > D,. Isto significa que apesar
de X1, X, ... nao possuirem a mesma distribuicao, elas possuem a mesma cauda para x
grande. Logo, um trabalho posterior serd mostrar que podemos usar os estimadores de

parametros para os casos acima.
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