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Resumo

Neste trabalho, com o objetivo de estimar a probabilidade de ruína de processos de risco,
estabelecemos várias propriedades da distância de Mallows. Provamos a representação
da distância de Mallows relativa à cota superior de Fréchet de distribuições conjuntas e
também condições suficientes para a equivalência entre convergência em Mallows e con-
vergência em distribuição para estáveis. Como sub-produto, os resultados são utilizados
na estimação paramétrica e não-paramétrica da probabilidade da ruína no modelo clássico
de reserva de risco com indenizações de cauda pesada independentes, não necessariamente
identicamente distribuídas.

Palavras-Chave: distância de Mallows, leis estáveis, probabilidade de ruína, processos
de reserva de risco.



Abstract

For Mallows distance, we establish a representation result and present sufficient conditions
for its equivalence to convergence in distribution to stable laws. Applications include para-
metric and non-parametric estimation for the ruin probability associated to the classical
reserve risk processes.

key-words: Mallows distance; stable laws; ruin probabilities; risk reserve processes.
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Introdução

Um dos problemas centrais da Teoria de Risco é a estimação da probabilidade da ruína
Ψ(u) associada ao processo de reserva de risco

Rt = u + ct−
Nt∑
i=1

Xi, Ψ(u) = P

(
inf
t≥0

Rt < 0

)
(1)

onde Rt representa a reserva da seguradora, c > 0 é a taxa de prêmios, u é o capital inicial
da seguradora e {Nt} representa o processo de chegada das indenizações X1, X2, ....

Neste trabalho, com o objetivo de estimar a probabilidade da ruína Ψ(u), quando as
indenizações possuem distribuição de cauda pesada, faremos uso da distância de Mallows
(1972) que constitui uma métrica no espaço das distribuições de probabilidade. Para
α > 0, definimos a distância Mallows entre duas distribuições F e G, dα(F, G), por

dα(F, G) =

(
inf

(X,Y )
E{|X − Y |α}

)1/α

(2)

onde o ínfimo é sobre todos os vetores aleatórios (X, Y ) com distribuições marginais F e
G, isto é, X

d
= F, Y

d
= G. Para α = 1, a distância de Mallows dα também é conhecida

como métrica de Wasserstein (1969) e, em vários campos de aplicação de natureza em-
pírica, como EMD ("Earth Mover’s Distance"). Dentre estas aplicações, podemos citar
o seu uso em problemas de transporte associados a alocação de terra, medição de simila-
ridade de textura e cor, identificação de assinaturas e imagens, partição de aglomerados,
"clustering"e outros.

A distância dα(·, ·) é particularmente interessante quando as distribuições em questão
F e G são de cauda pesada, isto é, não possuem variança finita. Neste caso, a similaridade
entre as mesmas pode ser avaliada por dα(F, G) com 0 < α < 2. O seu uso também tem
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Introdução

sido explorado, em trabalhos recentes, para obtenção do Teorema do Limite Central para
distribuições α−estáveis (Johnson e Samworth (2005); Barbosa e Dorea (2009)).

De grande importância para a estimação de Ψ(u) é o estudo do comportamento assin-
tótico do processo de perda agregada

St = u−Rt =
Nt∑
i=1

Xi − ct.

Ou ainda,

STn =

NTn∑
i=1

Xi − cTn =

NTn∑
i=1

(Xi − cVi) (3)

onde Tn = V1 + V2 + ... + Vn é o tempo de chegada do n−ésimo sinistro e V1, V2, ...

representam os tempos entre chegadas das indenizações.

Numa formulação mais geral, o problema consiste em se analisar o comportamento
assintótico de somas parciais aleatoriamente indexadas do tipo

∑τn

i=1 Xi onde Xi’s pos-
suem distribuição de cauda pesada e {τn} é uma sequência de índices aleatórios. Este
comportamento pode ser obtido via distância Mallows.

Bickel e Freedman (1981) mostram que: se α ≥ 1 e {Fn} e F são distribuições satis-
fazendo ∫

|x|αdF (x) < ∞ e
∫
|x|αdFn(x) < ∞ n = 1, 2, ...

então
dα(Fn, F ) →

n
0 ⇐⇒ Fn

d→ F e
∫
|x|αdFn(x) →

n

∫
|x|αdF (x) (4)

( d→: convergência em distribuição). O uso direto do resultado (4) apresenta sérias res-
trições pois requer a existência do α−momento finito, o que não ocorre com distribuições
pertencentes ao domínio de atração de distribuições Gα (α−estáveis). Os resultados que
descrevemos a seguir nos permitem contornar essas restrições.

No Capítulo 1, sumarizamos os resultados conhecidos das distribuições α−estáveis
e correspondentes domínios de atração. Introduzimos a terminologia e a notação dos
processos de risco e apresentamos algumas propriedades da distância de Mallows incluindo
o Teorema do Limite Central para distribuições α−estáveis.

No Capítulo 2 apresentamos os resultados relativos à distância de Mallows. No Teo-
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Introdução

rema da Representação (Teorema 2.4) mostramos que se α ≥ 1 então

(dα(F, G))α = dα
α(F, G) = E

{
| F−1(U)−G−1(U) |α

}
(5)

onde U tem distribuição uniforme no intervalo (0, 1) e F−1 e G−1 são funções inversas
generalizadas. Esta representação estende os resultados anteriores de Major (1978), de
Bickel e Freedman (1981) e de Johnson e Samworth (2005). Os Corolários 2.5 e 2.6 exibem
representações alternativas fazendo uso da cota superior de Fréchet

dα
α(F, G) = E {| X∗ − Y ∗ |α}

onde X∗ d
= F, Y ∗ d

= G e P (X∗ ≤ x, Y ∗ ≤ y) = min{F (x), G(y)}.

Na seção 2.3, para o caso de interesse Fn
d
= Sn−bn

an
onde Sn =

∑n
i=1 Xi, an > 0 e bn

sequências de constantes, estabelecemos a correspondência

dα(Fn, Gα) →
n

0 ⇐⇒ Fn
d→ Gα

onde Gα é uma distribuição α−estável e quando X1, X2, ... são independentes com dis-
tribuição comum F ∈ DNF (Gα) (domínio normal forte de atração). Variantes dessa
correspondência também são apresentadas (Lemas 2.11 e 2.17 e Teorema 2.15). Um es-
tudo refinado relativo às várias caracterizações do domínio de atração de distribuições
estáveis é feito no Lema 2.16.

A convergência em distância Mallows para sequências aleatoriamente indexadas é dis-
cutida na seção 2.4. O Teorema 2.22 mostra que podemos tomar os índices aleatórios
{τn} e a sequência {Xn} com uma estrutura do tipo m−dependência.

Na seção 2.5, analisamos a situação em que temos somas parcialmente indexadas

τn∑
i=1

Xi

onde X1, X2, ... são independentes e com distribuição comum F ∈ DNF (Gα), Yα variável
aleatória com Yα

d
= Gα. Estabelecemos condições que garantam a existência de sequências

de constantes {cn} para as quais

Zτn =

∑τn

i=1 Xi − cτn

τ
1/α
n

dα→ Yα.
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Introdução

O Corolário 2.30 mostra que se {τn} é u.ε.i. (uniformemente ε independente, ver em
Dorea et al. (1984)) de {Zn} temos a convergência desejada. Para o caso F ∈ DN(Gα),

provamos no Corolário 2.31 que vale a convergência em distribuição

Zτn =

∑τn

i=1 Xi − cτn

τ
1/α
n

d→ Yα.

No Capítulo 3, exploramos o fato de que

P

(
max
1≤k≤n

k∑
i=1

Xi > x

)
∼ P

(
n∑

i=1

Xi > x

)
, (6)

para Xi
d
= Fi independentes e Fi do tipo cauda longa para todo i, engloba as distribuições

estáveis, isto é, relaciona-se as caudas dos máximos das somas parcias com a própria soma
(ver Ng et al. (2002)). Usamos este resultado e os obtidos anteriormente para estimar a
probabilidade da ruína.

A estimação da probabilidade da ruína tem sido objeto de estudo na literatura. Lund-
berg, supondo que as indenizações possuíam todos os momentos, apresentou uma esti-
mativa exponencial para a probabilidade da ruína para seu modelo (1). Sparre Andersen
(1957) propôs o mesmo resultado de Lundberg, para o modelo clássico (1), no caso mais
geral em que o tempo entre chegadas das indenizações eram variáveis aleatórias indepen-
dentes e identicamente distribuídas.

Um modo alternativo de estimar a ruína é estudar o comportamento de Ψ(u) quando
u cresce indefinidamente. Resultados de von Bahr (1975), Asmussen et al. (1999) e
Samorodnitsky e Taqqu (2000) mostram casos em que há uma relação assintótica entre
as caudas da ruína e das indenizações. Cotas do tipo

Ψ(u) ∼ ρ

1− ρ
F̄s(u) (7)

onde ρ = EX
EV

< 1, Fs(x) = 1 − 1
EX

∫ x

0
F̄ (y)dy é a cauda integrada, F̄ (x) é a cauda

das indenizações e Vi’s são os tempos entre chegadas das indenizações que são variáveis
independentes e identicamente distribuídas; foram demonstradas para casos onde as inde-
nizações possuíam distribuição Pareto ou lognormal, ou Fs subexponencial, entre outros.

No caso dos estimadores exponenciais apresentados acima, assume-se que as indeniza-
ções possuem todos os momentos finitos, que é uma hipótese muito restritiva. Na esti-
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Introdução

mativa (7), uma das hipóteses é que Fs seja subexponencial, contudo não está provada a
relação entre as caudas de F e Fs, isto é, se a cauda de F é subexponencial então não
necessariamente Fs será. Um exemplo é a distribuição Cauchy, cuja cauda integrada não
é subexponencial, ficando clara as inúmeras restrições dos resultados mencionados.

Na seção 3.2, usando resultados de convergência em Mallows e propriedades obtidas
anteriormente, úteis em casos em que distribuições de cauda pesada estão envolvidas,
estudaremos alguns casos em que temos garantida a convergência do processo de perda
agregada clássico estabilizado para uma distribuição α−estável. Primeiramente, estudare-
mos na Proposição 3.1 a equivalência dos processos St e seu associado STNt

. Provaremos
que

Ψ(u) = P

(
sup
t≥0

St > u

)
= P

(
sup
n≥0

STn > u

)
,

e portanto, estudaremos casos em que

STn − cn

n1/α

dα−→
n→+∞

Yα,

ou ainda
STn − cn

n1/α

d−→
n→+∞

Yα. (8)

Para a convergência
St − cNt

N
1/α
t

dα→ Yα,

provamos nos Teoremas 3.3 e 3.4 que podemos garanti-lá para os casos em que {Nt} e Xn

são independentes ou m−dependentes respectivamente.

Na seção 3.3, obtemos cotas para a probabilidade da ruína usando (6) e os resultados
da seção anterior (8). Concluímos, nas Proposições 3.16 e 3.18 que, para alguma sequência
real {c′n}, temos para M suficientemente grande

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
, (9)

onde
ΨM(u) = P

(
sup

0≤t≤M
St < u

)
é a probabilidade da ruína ocorrer até o instante de tempo M. Assim

Ψ(u) = lim
M→∞

ΨM(u).
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Introdução

Concluindo, no Capítulo 4, usamos as técnicas de estimação via núcleos de densidade
(não paramétrica) e paramétrica para obtenção de estimativas para a probabilidade da
ruína.

Usamos resultados importantes sobre as consistências dos estimadores de densidade
tipo núcleo, fn(x),

fn(x) =
1

n

n∑
i=1

W (h, x,Xi), h = hn ↓ 0 quando n → +∞, (10)

de Campos e Dorea (2001) e Campos (2001), para na seção 4.2, estimarmos a probabili-
dade da ruína. Pois, por (9) e para M grande

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
=

∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

gα(x)dx,

onde gα é a densidade de Yα.

Supomos que as indenizações Xi’s são variáveis independentes e identicamente dis-
tribuídas, os tempos entre chegadas Vi’s também são independentes com mesma dis-
tribuição e independem das indenizações, e que X−V está no domínio normal de atração
de Yα v.a. α−estável, então, usamos os estimadores do tipo núcleo para estimar a densi-
dade de X − V, fX−V . Nas Proposições 4.12, 4.13, 4.14 e 4.15 obtivemos estimativas para
a probabilidade da ruína, pois, sob algumas condições de regularidade,∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

fn(x)dx →
n

∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

fX−V (x)dx,

e para M suficientemente grande∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

fX−V (x)dx ∼
∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

gα(x)dx.

Para o caso em que as Xi’s são variáveis independentes mas não identicamente distribuí-
das, na Observação 4.16 usamos os estimadores tipo peso assintoticamente não viciados.

Usando os resultados de estimação paramétrica de Dorea et al. (2006) e Otiniano
(2006), na seção 4.3, estimamos os parâmetros de Yα por meio de X − V. Na Proposição
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Introdução

4.18, temos que para cn apropriado e M grande

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
∼ Cα̂nσ̂α̂n

n

(
u− c

′
M

M1/α̂

)−α̂n

,

para estimadores de estabilidade α̂n e viés σ̂n. Nela, assumimos que Xi’s são indepen-
dentes com distribuição comum, Vi’s também independentes com distribuição comum e
independentes das Xi’s e, novamente, X − V está no domínio normal de atração de Yα

α−estável. Assim, obtemos os parâmetros da cauda de X − V, que coincidem com os da
cauda de Yα. Para terminar, na Proposição 4.19, fizemos também uma estimativa para
a ruína usando os estimadores de máxima verossimilhança condicional apresentados por
Hill (1975), obtendo

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− C
′
M

M1/α

)
∼ â+n

(
u− C

′
M

M
1/α̂
n

)−α̂n

para â+n e α̂n estimadores da constante caudal e do índice de estabilidade de Yα, respec-
tivamente.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Abreviações e Notações

v.a. : variável aleatória
f.d. : função de distribuição

i.i.d. : independentes e identicamente distribuídas
q.c. : quase certamente

d
= : identidade em distribuição
] : cardinalidade de um conjunto

a ∧ b = min{a, b}
a ∨ b = max{a, b}
F̄ (x) = 1− F (x), F̄ é chamada cauda de F

Fα = {F f.d. :
∫
|x|αdF (x) < ∞}, para α > 0

H∗ = F ∧G, cota superior de Fréchet onde F e G são funções de distribuição
F−1(u) = inf{x : F (x) ≥ u}, 0 < u < 1 inversa generalizada

B = σ−álgebra de Borel
p→ : convergência em probabilidade
d→ : convergência em distribuição
α→ : convergência em média
dα→ : convergência em distância Mallows

8



Capítulo 1. Preliminares

D(Gα) : domínio de atração da distribuição Gα

DN(Gα) : domínio normal de atração da distribuição Gα

DNF (Gα) : domínio normal forte de atração da distribuição Gα

Sejam f e g funções reais, escrevemos C(f) para o subconjunto real formado pelos
pontos de continuidade de f, e a expressão f(x) ∼ g(x) significa que f(x)/g(x) converge
para 1 quando x diverge para +∞.

Uma função L(x) é chamada de lentamente variante no infinito, ou de variação lenta
se L(x) 6= 0, para x suficientemente grande, e L(cx) ∼ L(x) para qualquer c > 0.

1.2 Distribuições Subexponenciais e Estáveis

Definição 1.1. Uma função de distribuição F é dita de cauda pesada, ou grossa pela
direita se

∫
erxdF (x) = ∞, para todo r > 0.

Caso contrário, se existir algum r0 > 0 tal que
∫

er0xdF (x) < ∞ então F ∈ Fp ∀ p > 0, e
é chamada de cauda leve.

Há vários exemplos de distribuições de cauda pesada:

Exemplo 1.2. Distribuições com cauda de variação regular, isto é, F̄ (x) = L(x)/xα onde
α > 0 e L é uma função de variação lenta.

Exemplo 1.3. Distribuição lognormal com densidade

1

x
√

2πσ2
e−(log x−µ)2/2σ2

.

Exemplo 1.4. Distribuição de Weibull com taxa de falha decrescente F̄ (x) = e−xβ com
0 < β < 1.

Uma subclasse importante das distribuições de cauda pesada são as de cauda longa.

Definição 1.5. F é chamada distribuição de cauda longa, escrevemos F ∈ L, se

lim
x→∞

F̄ (x + y)

F̄ (x)
= 1 para algum y > 0.

9



Capítulo 1. Preliminares

Outra subclasse importante, que está contida nas de cauda longa, são as subexponen-
ciais.

Definição 1.6. F é chamada distribuição subexponencial se

lim
x→∞

F̄ (2)(x)

F̄ (x)
= 2

onde F (2) = F ∗ F, escrevemos F ∈ S.

Propriedade 1.7. Sejam F e G funções de distribuição

i) se G ∈ S então limx→∞
Ḡ(x+y)

Ḡ(x)
= 1 uniformemente para y ∈ [0, y0] e ∀ y0 < ∞;

ii) se limx→∞
F̄ (x)

Ḡ(x)
= c, onde 0 < c < ∞, então

F ∈ S ⇐⇒ G ∈ S;

iii) se G ∈ S tal que limx→∞
F̄ (x)

Ḡ(x)
= c para algum c > 0 então

lim
x→∞

F ∗G(x)

Ḡ(x)
= 1 + c;

iv) se G ∈ S então para todo ε > 0 existe c = c(ε) tal que Ḡ(n)(x) ≤ c(1 + ε)nḠ(x)

∀ n e x ≥ 0.

(Ver, por exemplo, Klüppelberg (1988) ou Ng et al. (2002))

A seguinte classe de distribuições será objeto de nosso estudo.

Definição 1.8. Uma variável aleatória Xα possui distribuição ou lei estável se, para
X1, X2, ... cópias independentes de Xα, existirem cn ∈ R∗

+ e dn ∈ R tais que

X1 + X2 + ... + Xn
d
= cnXα + dn. (1.1)

Se dn = 0 dizemos que Xα possui distribuição estritamente estável.

Para Xα não-degenerada prova-se que existe único α, 0 < α ≤ 2, tal que cn = n1/α.

10
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Denominamos α de expoente ou índice de estabilidade de Xα. Se α 6= 1 então, para alguma
constante d ∈ R, temos dn = −d(n1/α− n) e X − d tem distribuição estritamente estável.
Para o caso 0 < α < 2, temos que E|Xα|α = ∞. Assim, quando 0 < α < 2, prova-se que as
distribuições estáveis são um subconjunto importante das distribuições subexponenciais.

As distribuições estáveis possuem quatro parâmetros que as caracterizam. Escrevemos

Xα
d
= Sα(σ, β, µ)

para indicar uma variável com distribuição α−estável, onde σ > 0 é o parâmetro de
escala, |β| ≤ 1 assimetria ou viés e µ locação. Esses parâmetros aparecem em (1.1), pois
prova-se que a constante d citada coincide com µ, e para o caso em que α = 1, temos que
dn = 2

π
σβn ln n. Os exemplos mais conhecidos de distribuições estáveis são

Exemplo 1.9. Distribuição Normal N(µ, 2σ2) = S2(σ, 0, µ) cuja densidade é

(2σ
√

π)−1e−(x−µ)2/4σ2

.

Exemplo 1.10. Distribuição Cauchy S1(σ, 0, µ) com densidade

σ

π((x− µ)2 + σ2)
.

Exemplo 1.11. Distribuição de Lévy S1/2(σ, 1, µ) com densidade(
σ

2π

1/2
)

1

(x− µ)3/2
exp

{
− σ

2(x− µ)

}
.

Segue na observação abaixo algumas propriedades das distribuições estáveis.

Observação 1.12. Seja Xα v.a. Xα
d
= Sα(σ, β, µ) e a uma constante real não nula. Então

i) −Xα
d
= Sα(σ,−β, µ);

ii) Xα + a
d
= Sα(σ, β, µ + a);

iii) aXα
d
= Sα(|a|σ, sinal(a)β, aµ), α 6= 1;

iv) aXα
d
= S1(|a|σ, sinal(a)β, aµ− 2

π
a(ln |a|)σβ), α = 1;

11



Capítulo 1. Preliminares

v) Xα é simétrica se, e somente se, β = 0 e µ = 0;

vi) Xα é simétrica sobre µ se, e somente se, β = 0;

vii) para α 6= 1, Xα é estritamente estável se, e somente se, µ = 0;

viii) para α 6= 1, Xα − µ é estritamente estável;

ix) para α = 1, Xα é estritamente estável se, e somente se, β = 0.

Definição 1.13. Dada uma variável aleatória Xα com função de distribuição Gα, defini-
mos seu domínio de atração, D(Gα), como o conjunto das funções de distribuição F tais
que para X1, X2, ... v.a.’s i.i.d. com distribuição F existem an ∈ R∗

+ e bn ∈ R, tais que

X1 + ... + Xn − bn

an

d→ Xα.

Podemos escolher an = n1/αL(n), onde L é uma função lentamente variante no infinito
e bn = n

∫
|y|≤an

ydF (y). É fácil ver que uma variável é α−estável se, e somente se, D(Gα) 6=
φ.

As propriedades abaixo caracterizam as caudas das distribuições mencionadas acima.

Propriedade 1.14. Seja Gα
d
= Sα(σ, β, µ) com 0 < α < 2. Então

lim
x→∞

xα(1−Gα(x)) = Cα
1 + β

2
σα

e lim
x→∞

xαGα(−x) = Cα
1− β

2
σα

onde

Cα =

(∫ ∞

0

x−α sin xdx

)−1

=

{
1−α

Γ(2−α) cos(πα/2)
α 6= 1,

2/π α = 1.

Em Mijnheer (1987) temos a

12
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Caracterização Alternativa: Para Gα
d
= Sα(σ, β, µ) então

1−Gα(x) = a+x−α(1 + x−γo(1)) x > 0

e Gα(−x) = a−x−α(1 + x−γo(1)) x > 0 (1.2)

onde γ < α e as constantes a+, a− ≥ 0.

Um equivalente da Propriedade 1.14, para domínios de atração, é a propriedade abaixo

Propriedade 1.15. Para 0 < α < 2, F ∈ D(Sα(σ, β, µ)) se, e somente se,

lim
x→∞

1− F (x)

1− F (x) + F (−x)
=

a+

a+ + a−

e 1− F (x) + F (−x) ∼ 2− α

α
x−αL(x)

onde a+ e a− são as constantes da propriedade anterior referentes à cauda da estável e L

lentamente variante.

Abaixo, temos um exemplo de uma distribuição que está no domínio de atração de
uma α−estável.

Exemplo 1.16. Considere a distribuição Pareto com parâmetro α, cuja densidade é

f(x) =
µ

α

(
µ

x + µ

)α+1

x > 0.

Assim, sua calda é F̄ (x) = µα+2

α2(x−µ)α para x > 0, e F (x) = 0 para x < 0. Logo, F ∈
D(Sα(σ, 1, µ)), pois satisfaz a Propriedade 1.15.

Na Definição 1.13, nos casos em que an = an1/α, dizemos que F pertence ao domínio
normal de atração de G, G

d
= Sα(σ, β, µ) , escrevemos F ∈ DN(G). Em Gnedenko e

Kolmogorov (1954) temos uma caracterização das distribuições do domínio normal de
atração de uma α−estável, que induz a definição abaixo de Johnson e Samworth (2005).

Definição 1.17. Se X tem função de distribuição F na forma

F (x) = a−+b(x)
|x|α para x < 0

1− F (x) = a++b(x)
xα para x ≥ 0

13
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onde b(x) → 0 quando x → ±∞, então dizemos que X está no domínio normal de atração
de alguma Sα com parâmetros de cauda a+ e a−.

Observação 1.18. Quando para algum γ > 0 e C constante

b(x) ≤ C

|x|γ
,

dizemos que X está no domínio normal forte de atração de Sα, escrevemos X ∈ DNF (Sα).

No Exemplo 1.16 temos que F ∈ DNF (Sα), para a+ = µα+2

α2 e

b(x) =
µα+2xα

α2(x− µ)α
− µα+2

α2
≤ µα+2

α2xγ
onde γ < α.

1.3 Processos de Risco

A Ciência Atuarial é aquela que estuda o movimento financeiro de empresas segu-
radoras. A Teoria de Risco é uma de suas áreas, e está destinada ao estudo de modelos
relacionados a seguros de não vida, ou seja, seguros de automóveis, saúde, previdência,
responsabilidade civil, entre outros.

Uma subárea da Teoria de Risco é a Teoria da Ruína, que utilizando modelos estocás-
ticos que representem a evolução da reserva de capital de uma atividade seguradora ao
longo do tempo, denominados processos de risco, estima-se a probabilidade da ruína, ou
seja, a probabilidade de que o capital da empresa torne-se negativo em algum instante de
tempo.

Considerando que as atividades de uma seguradora se baseiam, em geral, no recebi-
mento de prêmios e no pagamento de indenizações, a probabilidade da ruína serve como
indicação da eficiência do segurador em, a partir de um dado capital inicial, combinar os
processos de recebimento de prêmios e pagamento de indenizações, a fim de garantir a
estabilidade da sua reserva de capital.

Em 1905, Lundberg propôs um modelo de processos de risco a tempo contínuo {Rt}t≥0,
onde os prêmios chegavam linearmente no tempo e as indenizações são pagas de acordo
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com um modelo de Poisson Composto. Desse modo, podemos escrever

Rt = u + ct−
Nt∑
i=1

Xi,

onde u é o capital inicial da seguradora, os prêmios ocorrem com taxa constante c, Xi

representa o valor do i-ésimo sinistro, Nt o número de sinistros ocorridos no intervalo
[0, t], e os tempos entre chegadas dos mesmos são variáveis aleatórias independentes com
distribuição exponencial taxa λ e independem dos X ′

is. Considera-se também que as
indenizações Xi’s são v.a.’s i.i.d..

Por conveniência, trabalharemos com a definição de processos de perda agregada {St}t≥0

St = u−Rt =
Nt∑
i=1

Xi − ct. (1.3)

Podemos escrever Nt = max{n : Tn ≤ t}, onde Tn é o tempo de chegada do n-ésimo
sinistro. Considere Vi o tempo entre as chegadas da i − 1 e i−ésima indenização, então
Tn =

∑n
i=1 Vi. E denominaremos

STNt
=

Nt∑
i=1

Xi − TNt =
Nt∑
i=1

(Xi − Vi)

de processo associado a {St}.

Para modelos mais realísticos, podemos imaginar que os tempos de chegada das in-
denizações dependem das mesmas. Por exemplo, Albrecher e Boxma (2003) propuseram
uma variante do modelo clássico onde a distribuição do tempo de chegada do n−ésimo
sinistro depende do sinistro anterior. Neste trabalho, estamos interessados nos processos
de reserva de risco a tempo contínuo (1.3), onde consideraremos casos mais gerais. As
Xi’s são independentes, mas não necessariamente têm a mesma distribuição, possuem
distribuição com cauda grossa, o processo de chegada {Nt} é tal que as Vi’s são i.i.d. com
E(V α) < ∞, para algum 0 < α < 2, e podem depender de {Xn}.

Uma medida útil do risco financeiro da seguradora pode ser obtida através do cálculo
da probabilidade da ruína Ψ(u), que é definida como sendo a probabilidade da reserva
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atingir valor negativo em algum período de tempo, ou seja,

Ψ(u) = P

(
inf
t≥0

Rt < 0

)
= P

(
sup
t≥0

St > u

)
.

O primeiro instante de tempo em que ocorre a ruína é chamado tempo de ruína:

T = T (u) = inf{t : Rt < 0} = inf{t : St > u}.

Logo, Ψ(u) = P (T (u) < ∞). Podemos também calculá-la em tempo finito que é a
probabilidade do capital se tornar negativo até o tempo M, escreve-se

ΨM(u) = P

(
sup

0≤t≤M
St > u

)
.

Logo, podemos ver que
Ψ(u) = lim

M→∞
ΨM(u).

Uma medida de segurança que deve ser adotada, para evitarmos as situações em que
a ruína é certa, é supormos que o valor médio de indenizações por unidade de tempo
seja menor que os prêmios por unidade de tempo, isto é, E(X) < cE(V ). No nosso caso,
pediremos que E(X)/E(V ) < 1, assim, tomaremos c = 1.

1.4 Distância de Mallows

A Distância de Mallows (1972) constitui uma métrica no espaço das distribuições de
probabilidade.

Definição 1.19. Sejam F e G funções de distribuição, e α > 0. Definimos a distância
α−Mallows, ou simplesmente distância Mallows entre F e G por

dα(F, G) =

(
inf

(X,Y )
E{|X − Y |α}

)1/α

(1.4)

onde o ínfimo é tomado sobre todos os vetores (X, Y ) cujas marginais são F e G, isto é,
X

d
= F, Y

d
= G.

Major (1978) propôs uma possível representação para essa distância para o caso α ≥ 1.
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Sejam F e G funções de distribuição reais tais que∫
|x|αdF (x) < ∞ e

∫
|x|αdG(x) < ∞,

então, para U variável aleatória qualquer uniformemente distribuída no intervalo (0, 1) e
F−1 é a inversa generalizada temos

dα
α(F, G) = E

{
| F−1(U)−G−1(U) |α

}
. (1.5)

Mais tarde, Johnson e Samworth (2005) foram além mostrando que para α ≥ 1, F e G

distribuições como as anteriores, então

E {| X − Y |α} ≥ E {| X∗ − Y ∗ |α} ,

onde X∗ = F−1(U), Y ∗ = G−1(U), X e Y variáveis com distribuições F e G respectiva-
mente. E, se α > 1, a igualdade é assumida se, e somente se, (X, Y )

d
= (F−1(U), G−1(U)) .

Um resultado importante que associa convergência em distância Mallows com dis-
tribuições de cauda grossa foi proposto por Barbosa e Dorea (2009). Esse resultado
constitui uma uma versão do Teorema do Limite Central para leis estáveis.

Teorema 1.20. (Barbosa e Dorea (2009)) Sejam 1 ≤ α < 2 e X1, X2,... variáveis
aleatórias independentes. Suponha que existe uma variável aleatória α-estável Y tal que
para cópias independentes Y1, Y2,... de Y temos satisfeito para todo b > 0

1

n

n∑
j=1

E

{
|Xj − Yj|α1(

|Xj−Yj |>bn
2−α
2α

)
}

−→
n→+∞

0. (1.6)

Então, para alguma sequência de constantes {cn}, e Zn
d
=

∑n
i=1 Xi−cn

n1/α , temos

dα (FZn , FY ) −→
n→+∞

0

e ∑n
i=1 Xi − cn

n1/α

d−→ Y.

Podemos tomar

cn =
n∑

j=1

E{(Xj − Yj) 1
(
|Xj − Yj| ≤ bn

2−α
2α

)
} − µ(n− n1/α),
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para o caso 1 < α < 2 e para α = 1

cn =
n∑

j=1

E{(Xj − Yj) 1
(
|Xj − Yj| ≤ bn1/2

)
} − 2

π
σβ log n.

As constantes µ ∈ R, σ ≥ 0 e |β| ≤ 1 são, respectivamente, os parâmetros de locação,
escala e assimetria da distribuição estável de Y.
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Distância Mallows e Convergência em
Distribuição

2.1 Introdução

Neste capítulo, estudamos as propriedades da distância de Mallows e sua conexão com a
distribuição assintótica das somas parciais de variáveis aleatórias com distribuições que
apresentam cauda pesada. Para

Fn
d
=

∑n
i=1 Xi − cn

n1/α

analisamos condições que garantam

dα(Fn, Gα) →
n

0 ⇐⇒ Fn
d→ Gα (2.1)

onde Gα é uma distribuição α−estável e a distribuição comum F de X1, X2, ... possui
cauda pesada.

Para tal, na seção 2.2, apresentamos um teorema de representação, Teorema 2.4. Neste
teorema mostramos que a distância Mallows entre duas distribuições F e G sempre pode
ser representada por

dα
α(F, G) = E

{
| F−1(U)−G−1(U) |α

}
para α ≥ 1, U é qualquer variável aleatória com distribuição uniforme no intervalo (0, 1) e

19



Capítulo 2. Distância Mallows e Convergência em Distribuição

F−1 é a inversa generalizada. Este resultado, por não assumir a finitude do α−momento
de F e G, estende os resultados anteriores obtidos por Major (1972) e Bickel e Freedman
(1981). Variantes dessa representação estão contidas nos Corolários 2.5 e 2.6.

Na seção 2.3, analisamos a correspondência (2.1). O Lema 2.11 mostra que, para
α ≥ 1, se dα(F, Gα) < ∞, e Gα distribuição estável, temos a convergência

dα(Fn, Gα) → 0.

Para obtenção da recíproca, fazemos um estudo mais refinado dos domínios de atração
da distribuição estável Gα, D(Gα). O Teorema 2.15 caracteriza o domínio normal forte de
Gα, DNF (Gα). O Lema 2.16 estabelece a relação entre os vários domínios de atração.

Tratamos na seção 2.4, de convergências de sequências aleatoriamente indexadas. Se-
jam {Zn}n≥0 e Z v.a. tais que Zn

dα→ Z e {τn}n≥0 uma sequência de v.a.’s com valores
nos inteiros positivos tal que τn

p→ ∞. Estudamos casos em que temos garantida a con-
vergência em distância Mallows do processo indexado

Zτn

dα→ Z.

Por exemplo, a Proposição 2.18 nos mostra que se as sequências {Zn} e {τn} são inde-
pendentes então temos a convergência anterior. Com uma estrutura de dependência do
tipo m−dependência, mostramos no Teorema 2.22 que também temos a convergência da
sequência indexada.

Na seção 2.5, estudamos a convergência de somas parciais aleatoriamente indexadas.
Usamos o Teorema 2.14 para obter a convergência em distância Mallows de sequências do
tipo ∑τn

i=1 Xi − cτn

τn
1/α

. (2.2)

Usando a noção da estrutura de dependência u.ε−i. (uniformemente ε independente) de
Dorea et al (1984), mostramos, no Corolário 2.28, que temos a convergência de sequências
tipo (2.2). Também, no caso m−dependente, segue do nosso Teorema 2.21, que temos a
convergência da sequência (2.2) para uma distribuição estável.
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2.2 Representação da Distância de Mallows

Para α ≥ 1 a distância de Mallows, dα(F, G), pode ser mais facilmente calculada
fazendo-se o uso da transformada inversa da probabilidade. Veremos em que condições
podemos utilizar a representação

dα
α(F, G) = E

{
| F−1(U)−G−1(U) |α

}
α ≥ 1, (2.3)

onde U é uma variável aleatória com distribuição uniforme no intervalo (0, 1). Natural-
mente, temos que as variáveis F−1(U)

d
= F e G−1(U)

d
= G e o cálculo de (2.3) se reduz à

integral
∫ 1

0
| F−1(u)−G−1(u) |α du.

Nosso principal resultado dessa seção é a obtenção da representação (2.3) para todo
par de distribuições F e G, estendendo assim os resultados anteriores que enunciamos
abaixo. A igualdade (2.3) deve ser interpretada no sentido de que se um deles for ∞ o
outro também será. Parte desses resultados encontram-se em Dorea e Ferreira (2009).

Lema 2.1. (Major (1978)). Seja α ≥ 1 e assuma que F ∈ Fα e G ∈ Fα. Então vale a
representação (2.3).

Lema 2.2. (Johnson and Samworth (2005)). Sob as hipóteses do Lema 2.1, se X
d
= F e

Y
d
= G então

E (| X − Y |α) ≥ E
(
| F−1(U)−G−1(U) |α

)
. (2.4)

E, se α > 1, a igualdade em (2.4) é assumida se, e somente se, (X, Y )
d
= (F−1(U), G−1(U)) .

Os resultados acima permitem a representação (2.3) quando assumimos a hipótese
F ∈ Fα e G ∈ Fα. Por outro lado, ainda que F /∈ Fα e G /∈ Fα podemos ter dα(F, G) < ∞.

Basta tomar, por exemplo, F = G e temos dα(F, G) = 0. Mostraremos no Teorema 2.4
que se dα(F, G) < ∞ podemos garantir a representação (2.3). Antes, enunciaremos uma
versão bi-dimensional para integração por partes que será utilizada na nossa prova.

Lema 2.3. (Tchen (1980)) Seja φ uma função em R2 limitada, contínua pela direita e
que satisfaz para todo x < x′ e y < y′

φ(x′, y′) + φ(x, y) ≥ φ(x, y′) + φ(x′, y).
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Sejam também H1 e H2 duas funções de distribuição em R2 com as mesmas marginais.
Então∫

φ(x, y)dH2(x, y)−
∫

φ(x, y)dH1(x, y) =

∫
[H2(x

−, y−)−H1(x
−, y−)]dµφ(x, y)

onde Hj(x
−, y−) = limx̂↑x,ŷ↑y Hj(x̂, ŷ) e µφ{(x, x′)×(y, y′)} = φ(x′, y′)+φ(x, y)−φ(x′, y)−

φ(x, y′).

Teorema 2.4 (Representação). Seja α ≥ 1, F e G distribuições quaisquer em R. Então
temos

dα
α(F, G) = E

{
| F−1(U)−G−1(U) |α

}
onde U

d
= U(0, 1).

Demonstração: Faremos uso do Lema 2.3. Se dα(F, G) < ∞, então existe H1 com
marginais F e G tal que ∫

|x− y|αdH1(x, y) < ∞.

Defina para B > 0 e α ≥ 1

φB(x, y) =

{
−|x− y|α, −B < x < B e −B < y < B

0, caso contrário.

É claro que φ é limitada e contínua pela direita. Vamos mostrar que

φB(x′, y′) + φB(x, y) ≥ φB(x, y′) + φB(x′, y) (2.5)

para x < x′ e y < y′. Usaremos uma propriedade de funções convexas, uma vez que
−φB(x, y) é convexa.

Para t ∈ [0, 1] temos para qualquer função f convexa

f((1− t)x + ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y).

Veja que como x < x′ e y < y′ então temos

y − x′ ≤ y − x ≤ y′ − x e y − x′ ≤ y′ − x′ ≤ y′ − x,
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logo,
y − x = (1− t1)(y − x′) + t1(y

′ − x) e

y′ − x′ = (1− t2)(y − x′) + t2(y
′ − x)

para t1, t2 ∈ [0, 1]. Assim,

f(y − x) + f(y′ − x′) ≤ (1− t1)f(y − x′) + t1f(y′ − x) + (1− t2)f(y − x′) + t2f(y′ − x)

= f(y − x′)(1− t1 + 1− t2) + f(y′ − x)(t1 + t2).

É fácil ver que t1 + t2 = 1, e portanto para f(x) = |x|α temos

|y − x|α + |y′ − x′|α ≤ |y − x′|α + |y′ − x|α,

e (2.5) é verdadeiro.

Selecione H1 do início da demonstração e H2 = H∗, então temos que ambas possuem
as mesmas marginais e H2(x

−, y−)−H1(x
−, y−) ≥ 0. Pelo Lema 2.3 temos,∫

φB(x, y)dH∗(x, y)−
∫

φB(x, y)dH1(x, y) =

∫
[H∗(x−, y−)−H1(x

−, y−)]dµφB
(x, y) ≥ 0.

Logo, ∫
φB(x, y)dH∗(x, y)−

∫
φB(x, y)dH1(x, y) ≥ 0,

e para todo B > 0

−
∫

φB(x, y)dH∗(x, y) ≤ −
∫

φB(x, y)dH1(x, y).

Observe que−φB(x, y) ↑ |x−y|α quando B →∞. Logo, pelo Teorema da Convergência
Dominada

−
∫

φB(x, y)dH∗(x, y) ≤ −
∫

φB(x, y)dH1(x, y) ≤
∫
|x− y|αdH1(x, y) < +∞

⇒ lim
B→∞

−
∫

φB(x, y)dH1(x, y) =

∫
|x− y|αdH1(x, y).
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Então, pelo Lema de Fatou temos∫
|x− y|αdH∗(x, y) =

∫
lim inf
B→∞

−φB(x, y)dH∗(x, y) ≤ lim inf
B→∞

∫
−φB(x, y)dH∗(x, y)

≤ lim inf
B→∞

∫
−φB(x, y)dH1(x, y) =

∫
|x− y|αdH1(x, y).

⇒
∫
|x− y|αdH∗(x, y) ≤

∫
|x− y|αdH1(x, y).

Para finalizar essa prova, suponha que dα(F, G) = ∞, naturalmente não podemos ter
E {|F−1(U)−G−1(U)|α} < ∞, pois F−1(U)

d
= F e G−1(U)

d
= G e, neste caso, por

definição dα(F, G) < ∞. Assim a representação é sempre válida.

�

Corolário 2.5. Para α ≥ 1 temos as seguintes representações alternativas para a distância
de Mallows

dα
α(F, G) =

∫ 1

0

|F−1(u)−G−1(u)|αdu

= E {|X∗ − Y ∗|α} (2.6)

onde (X∗, Y ∗)
d
= F ∧G = H∗.

Como sub-produto temos também uma alternativa ao Teorema 2.4.

Corolário 2.6. Se α ≥ 1, X
d
= F e Y

d
= G então vale

E (| X − Y |α) ≥ E
(
| F−1(U)−G−1(U) |α

)
.

Uma pergunta natural é a validade da representação (2.3) quando 0 < α < 1. O
exemplo abaixo mostra que essa suposição é falsa.

Exemplo 2.7. Considere X e Y variáveis aleatórias discretas satisfazendo para x0 < x1,
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y0 < y1, 0 < pX < pY < 1 e pX + pY < 1.

P (X = x0) = 1− pX , P (X = x1) = pX , P (Y = y0) = 1− pY , P (Y = y1) = pY .

Neste caso, as probabilidades de (X∗, Y ∗) são dadas por

P (X∗ = x0, Y
∗ = y0) = 1− pY

P (X∗ = x0, Y
∗ = y1) = pY − pX

P (X∗ = x1, Y
∗ = y0) = 0

P (X∗ = x1, Y
∗ = y1) = pX .

E temos

E|X∗ − Y ∗|α = |x0 − y0|α(1− pY ) + |x0 − y1|α(pY − pX) + |x1 − y1|αpX .

Considere a distribuição conjunta Ĥ = 0 ∨ [F + G− 1] e seja (X̂, Ŷ )
d
= Ĥ. Temos

P (X̂ = x0, Ŷ = y0) = 1− pX − pY

P (X̂ = x0, Ŷ = y1) = pY

P (X̂ = x1, Ŷ = y0) = pX

P (X̂ = x1, Ŷ = y1) = 0.

Segue que

E|X̂ − Ŷ |α = |x0 − y0|α(1− pX − pY ) + |x1 − y0|αpX + |x0 − y1|αpY .

Por outro lado, para 0 < α < 1 e a escolha das constantes x1 = y0 ou x0 = y1 nos leva a

E|X̂ − Ŷ |α − E|X∗ − Y ∗|α = pX [−|x0 − y0|α + |x1 − y0|α + |x0 − y1|α − |x1 − y1|α]

= pX [−|x0 − y0|α + |x0 − y1|α − |x1 − y1|α] ≤ 0

para o primeiro caso, e analogamente para o segundo. E portanto,

E|X̂ − Ŷ |α ≤ E|X∗ − Y ∗|α.

Observação 2.8. Vimos que, para α ≥ 1, a distância de Mallows pode ser calculada
usando a cota superior de Fréchet, H∗. Analisando-se a estrutura de dependência entre
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duas marginais F e G através da cópula associada temos

CH(u, v) = H(F−1(u), G−1(v)) 0 < u < 1, 0 < v < 1,

temos as correspondentes cotas de Fréchet

0 ∨ [u + v − 1] = CĤ(u, v) ≤ CH(u, v) ≤ CH∗(u, v) = u ∧ v

onde H∗ = F ∧ G e Ĥ = 0 ∨ [F + G − 1]. O caso da independência, u.v, é um ponto
interior. O Teorema 2.4 indica que para α ≥ 1 a distância de Mallows é calculada na
situação de forte dependência. A conjectura de que para 0 < α < 1 a distância Mallows
possa ser calculada através da distribuição conjunta Ĥ correspondente ao outro extremo
de forte dependência é falsa, conforme mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.9. No Exemplo 2.7, tome x0 = y0 = 0, x1 = y1 = 1, pX = 1/3 e pY = 1/2

vamos ter E|X∗ − Y ∗|α = 1/6 < E|X̂ − Ŷ |α = 2/3, para todo α.

2.3 Convergência em Distribuição

A conexão entre a distância Mallows e a convergência em distribuição foi estabelecida por
Mallows (1972) e Bickel e Freedman (1981): se α ≥ 1, F ∈ Fα e Fn ∈ Fα n = 1, 2, ... então

dα(Fn, F ) →
n

0 ⇐⇒ Fn
d→ F e

∫
|x|αdFn(x) →

n

∫
|x|αdF (x). (2.7)

No entanto, para aplicações do nosso interesse, as hipóteses Fn, F ∈ Fα são restritivas.
Nesta seção serão analisadas as condições que nos permitam remover essas hipóteses. Note
que se α ≥ 1 e dα(Fn, F ) → 0 então pelo Corolário 2.5 temos para (X∗

n, X∗)
d
= Fn ∧ F

dα
α(Fn, F ) = E(|X∗

n −X∗|α) →
n

0.

Assim, da convergência em média, X∗
n

α→ X∗, temos X∗
n

d→ X∗.
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Lema 2.10. Se α ≥ 1 então

dα(Fn, F ) →
n

0 =⇒ Fn
d→ F.

A implicação inversa nem sempre é verdadeira, caso contrário a convergência em dis-
tribuição nos garantiria convergência em média α.

No caso das distribuições estáveis temos uma situação peculiar, donde procede a im-
portância da distância de Mallows no estudo da convergência em distribuição de somas
parciais de variáveis aleatórias que possuem cauda pesada. Mais precisamente, sejam X1,

X2, ... v.a.’s i.i.d. com distribuição F e seja Fn
d
= Sn−cn

an
onde Sn = X1 + ...+Xn, an > 0 e

cn ∈ R são sequências de constantes. Queremos analisar a equivalência de dα(Fn, Gα) →
n

0

e Fn
d→ Gα onde Gα

d
= Sα(σ, β, µ) com 1 ≤ α ≤ 2.

Lema 2.11. Se dα(F, Gα) < ∞ então dα(Fn, Gα) →
n

0, para sequências {bn} e {an},
an > 0.

Demonstração: Sejam (X∗
1 , Y

∗
1 ), (X∗

2 , Y
∗
2 ), . . . cópias independentes de (X∗, Y ∗)

d
= F∧Gα.

Seja an = n1/α. Pela Definição 1.8 de distribuições estáveis e pela definição de Fn temos

X∗
1 + · · ·+ X∗

n − cn

n1/α

d
= Fn e

Y ∗
1 + · · ·+ Y ∗

n − dn

n1/α

d
= Gα.

Como dα(F, Gα) < ∞, pelo Corolário 2.5 temos E{|X∗ − Y ∗|} < ∞. E mais, {|(X∗
n −

Y ∗
n )− E(X∗

n − Y ∗
n )|α}n≥1 é uniformemente integrável

sup
n

E{|(X∗
n − Y ∗

n )− E(X∗
n − Y ∗

n )|α} ≤ 2E{|X∗ − Y ∗|α} = 2dα
α(F, Gα) < ∞.

Seja cn = nE(X∗ − Y ∗)− dn. Agora, faremos uso do seguinte resultado para martingales
(ver em Hall and Heyde [21]) : sejam 1 ≤ α < 2 e {

∑n
j=1 ξj, σ(ξ1, .., ξn)} uma martingale.

Então se {|ξn|α}n≥1 é uniformemente integrável, temos que

E
{∣∣∣∑n

j=1 ξj

∣∣∣α}
n

→
n

0.
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Segue que

dα
α(Fn, Gα) ≤ E

{
1

n

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(X∗
j − Y ∗

j )− cn + dn

∣∣∣∣∣
α}

= E

{
1

n

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

[(X∗
j − Y ∗

j )− E(X∗ − Y ∗)]

∣∣∣∣∣
α}

→
n

0.

E o resultado segue. 2

Corolário 2.12. Se dα(F, Gα) < ∞ então F ∈ DN(Gα), Gα distribuição α−estável.

Observação 2.13. Lema 2.11 é uma aplicação simples e direta do Teorema 2.4. Ele pode
ser visto também como um corolário do Teorema 1.20 de Barbosa e Dorea (2009) : sejam
X1, X2, .... é uma sequência de variáveis independentes satisfazendo

1

n

n∑
j=1

E
{
|Xj − Yj|α1

(|Xj−Yj |>bn
2−α
2α )

}
→
n

0 ∀ b > 0

onde Y1, Y2, ... são cópias independentes de alguma variável aleatória α-estável Yα
d
= Gα.

Então existem constantes an > 0 e cn tais que dα(Fn, Gα) →
n

0.

Abaixo, temos um exemplo de que a recíproca do Corolário 2.12 nem sempre é ver-
dadeira.

Exemplo 2.14. Seja F (−x) = 1− F (x) = 1
2π

(
1 + 1

1+log 2

)
, se 0 ≤ x < 2 e

F (−x) = 1− F (x) =
1

π
x−1

(
1 +

1

1 + log x

)
, se x ≥ 2.

Temos que F ∈ DN(G1) onde G1 = S1(1, 0, 0), a distribuição Cauchy padrão

G1(−y) = 1−G1(y) =
1

2
− 1

π
arctan(y) =

1

π
y−1(1 + bG1(y)), y > 0.

Que tem a forma

1−G1(y) = a+y−1(1 + y−γo(1)), y > 0

G1(−y) = a−y−1(1 + y−γo(1)), y > 0
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com a+ = a− = 1/π e

bG1(y) =
πy

2
− 1− y arctan(y) = y−1o(1).

Seja u+ > (1− F (2)) tal que G−1
1 (u+) ∧ F−1(u+) > 2. Note que para u ≥ u+

G−1
1 (u) =

(
a+

1− u

)(
1 + bG1(G

−1
1 (u)

)
=

(
a+

1− u

)(
1 + (G−1

1 (u))−1o(1)
)
.

Disto segue que para Y1
d
= G1 temos G1(Y1)

d
= U(0, 1), defina

LG1
+ = E

{∣∣∣∣ a+

1− U
−G−1

1 (U)

∣∣∣∣ 1(U≥u+)

}
= E

{(
a+

1− U

)
(G−1

1 (U))−1|o(1)|1(U≥u+)

}
= E

{(
1 + bG1(G

−1
1 (U)

)−1 |o(1)|1(U≥u+)

}
= E

{
|o(1)|

1 + bG1(Y1)
1(Y≥G−1

1 (u+))

}
< ∞.

Por outro lado, também temos que u ≥ u+

F−1(u) =

(
a+

1− u

)(
1 + bF (F−1(u))

)
, bF (x) =

(
1

1 + log x

)
.

E para X
d
= F

LF
+ = E

{∣∣∣∣ a+

1− U
− F−1(U)

∣∣∣∣ 1(U≥u+)

}
= E

{∣∣∣∣( a+

1− U

)
bF (F−1(U))

∣∣∣∣ 1(U≥u+)

}
= E

{∣∣∣∣( a+

1− F (X)

)
bF (X)

∣∣∣∣ 1(X≥F−1(u+))

}
= E

{∣∣∣∣( X

1 + bF (X)

)
bF (X)

∣∣∣∣ 1(X≥F−1(u+))

}
= E

{∣∣∣∣ X

2 + log X

∣∣∣∣ 1(X≥F−1(u+))

}
.
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Temos que para x > 2, F (x) = 1− 1
π
x−1

(
1 + 1

1+log x

)
, então sua densidade

F
′
(x) = f(x) =

x−2

π

(
1 +

1

1 + log x
+

1

(1 + log x)2

)
.

Agora, para u > u+

E

[(
X

2 + log X

)
1(X>F−1(u))

]
=

∫ ∞

F−1(u)

x

2 + log x
f(x)dx

=
1

π

∫ ∞

F−1(u)

x−1

2 + log x

(
1 +

1

1 + log x
+

1

(1 + log x)2

)
dx.

Note que∫ ∞

F−1(u)

x−1

2 + log x
dx = lim

x→∞
log (2 + log x)− log (2 + log F−1(u)) = +∞.

Logo,

E

[(
X

2 + log X

)
1(X>F−1(u+))

]
= ∞.

Então

d1(F, G1) = E{|F−1(U)−G−1
1 (U)|} = E

{∣∣∣∣ a+

1− U
− F−1(U)− a+

1− U
+ G−1

1 (U)

∣∣∣∣}

≥ E

{∣∣∣∣∣∣∣∣ a+

1− U
− F−1(U)

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ a+

1− U
+ G−1

1 (U)

∣∣∣∣∣∣∣∣}
≥
∣∣∣∣E ∣∣∣∣ a+

1− U
− F−1(U)

∣∣∣∣− E

∣∣∣∣ a+

1− U
+ G−1

1 (U)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ |LF
+ − LG1

+ | = +∞.

Logo, temos um exemplo de F ∈ DN(G1), mas que d1(F, G1) = ∞. Na demonstração do
teorema abaixo temos que se F está no domínio normal forte de Gα, então dα(F, Gα) < ∞.

Teorema 2.15 (Equivalência). Para F ∈ DNF (Gα) temos a equivalência abaixo

dα(Fn, Gα) →
n

0 ⇐⇒ Fn
d→ Gα (2.8)

onde Fn
d
= Sn−bn

n1/α , onde {bn} é uma sequência de real e Sn = X1 + ...+Xn com X1, X2, ...

v.a.’s i.i.d. F.

Demonstração: (a) Seja F ∈ DNF (Gα) então para X ′
is i.i.d. com distribuição F existe
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uma sequência {bn} tal que

Fn
d
=

∑n
i=1 Xi − bn

n1/α

d−→ Y.

(b) Assuma que Fn
d→ Gα. Podemos usar o resultado de Johnson e Samworth (2005):

se F está no domínio normal forte de atração de Gα então dα′(F, Gα) < ∞ para algum
α′ > α. Ver o Lema 5.3 de [23]. Concluindo, pelo Lema 2.11 temos o resultado.

�

Para remover a hipótese F ∈ DNF (Gα) do lema anterior, precisamos considerar um
domínio de atração intermediário, isto é, um subconjunto das distribuições do domínio
de atração de Gα tal que a distância Mallows entre elas e Gα é finita. Como feito na
demonstração do Lema 5.3 de Johnson e Samworth (2005), seja H f.d. tal que


H̄(x) = a+x−α, x > (2a+)1/α,

H(x) = a−|x|−α, x < −(2a−)1/α,

H((2a+)1/α) = H(−(2a−)1/α), caso contrário.

As constantes a+ e a− são as que aparecem na Caracterização Alternativa de Mijnheer.
Assim, pelo Teorema 2.4 para qualquer variável U

d
= U(0, 1), X

d
= F e Y

d
= Gα temos

dα
α(F, Gα) = E{|F−1(U)−G−1

α (U)|}α

≤ E{|F−1(U)−H−1(U)|}α + E{|G−1
α (U)−H−1(U)|}α.

Observe que
E
{
|F−1(U)−H−1(U)|α1(U>(2a+)1/α)

}
= E

{
|X −H−1(F (X))|α1(F (X)>(2a+)1/α)

}
= E

{∣∣∣∣∣X −
(

a+

1− F (X)

)1/α
∣∣∣∣∣
α

1(F (X)>(2a+)1/α)

}
.

Analogamente
E
{
|F−1(U)−H−1(U)|α1(F (X)<−(2a−)1/α)

}
= E

{∣∣∣∣∣X +

(
a−

F (X)

)1/α
∣∣∣∣∣
α

1(F (X)<−(2a−)1/α)

}
.
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Assim, uma forma de obter que dα(F, Gα) < ∞ é exigir que as integrais anteriores sejam
finitas, pois na demonstração do Lema 2.16, veremos que E{|G−1

α (U)−H−1(U)|α} < ∞.

Então, seja o conjunto

Cα(Gα) = {F : LF
+ < ∞ e LF

− < ∞}. (2.9)

onde para X
d
= F

LF
+ = E

{∣∣∣∣∣
(

a+

1− F (X)

)1/α

−X

∣∣∣∣∣
α

1(X>0)

}
e

LF
− = E

{∣∣∣∣∣
(

a−
F (X)

)1/α

+ X

∣∣∣∣∣
α

1(X<0)

}
.

Vamos mostrar abaixo que toda F no domínio normal forte de Gα α−estável está nesse
conjunto Cα(Gα), e que se dα(F, Gα) < ∞ então F ∈ Cα(Gα).

Lema 2.16. DNF (Gα) ⊂ Cα(Gα) ⊂ D(Gα).

Demonstração: (a) Assuma que F ∈ DNF (Gα). Note que, com uma mudança de variáveis,
podemos escrever

LF
+ = E

{∣∣∣∣∣
(

a+

1− U

)1/α

− F−1(U)

∣∣∣∣∣
α

1(F−1(U)>0)

}

e
LF
− = E

{∣∣∣∣(a−
U

)1/α

+ F−1(U)

∣∣∣∣α 1(F−1(U)<0)

}
.

Como F ∈ DNF (Gα), pela prova de (b) do Teorema 2.15 temos que dα(F, Gα) < ∞.
Usando o Teorema 2.4, para provar que F ∈ Cα(Gα) é suficiente mostrar que

LGα
+ = E

{∣∣∣∣∣
(

a+

1− U

)1/α

−G−1
α (U)

∣∣∣∣∣
α

1(G−1
α (U)>0)

}
< ∞ (2.10)

e
LGα
− = E

{∣∣∣∣(a−
U

)1/α

+ G−1
α (U)

∣∣∣∣α 1(G−1
α (U)<0)

}
< ∞. (2.11)
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Como no Exemplo 2.14, seja uGα
+ tal que G−1

α (uGα
+ ) > 0 e uGα

− tal que G−1
α (uGα

− ) < 0

G−1
α (u) =

(
a+

1− u

)1/α

[1 + (G−1
α (u))−γo(1)]1/α, u ≥ uGα

+

e
G−1

α (u) = −
(a−

u

)1/α

[1 + |G−1
α (u)|−γo(1)]1/α, u ≤ uGα

− .

Para provar (2.10) e (2.11) faremos uso da inequação

|1− (1 + z)β| ≤ |z|β, para |z| ≤ 1

2
e 0 < β ≤ 1.

Segue que para Yα
d
= Gα

LGα
+ ≤ E

{(
a+

1− U

)
(G−1

α (U))−γ|o(1)|1(U≥uGα
+ )

}
= E

{
Y α−γ

α

1 + Y −γ
α o(1)

1(Yα≥G−1
α (uGα

+ ))

}
< ∞.

Para a última inequação usaremos o fato que E(|Yα|α
′
) < ∞ para 0 < α′ < α. Similar-

mente, mostra-se (2.11).

(b) Assuma que F ∈ Cα(Gα) e seja uF
+ tal que F−1(uF

+) > 0 e defina u+ = uF
+ ∨ uGα

+ .
Como LF

+ < ∞ por (2.10) nos garante que

E{|F−1(U)−G−1
α (U)|α1(U≥u+)} < ∞.

Similarmente, seja uF
− tal que F−1(uF

−) < 0. Então para u− = uF
− ∧ uGα

− temos por (2.11)

E{|F−1(U)−G−1
α (U)|α1(U≤u−)} < ∞.

Pelo Teorema 2.4 concluímos que dα(F, Gα) < ∞ e pelo Corolário 2.12 temos Fn
dα→ Gα,

então F ∈ D(Gα). Mais precisamente, F ∈ DN(Gα). 2

Usando os mesmos argumentos anteriores temos o resultado abaixo.

Teorema 2.17. Se dα(F, Gα) < ∞ então Fn
dα→ Gα e F ∈ Cα(Gα).
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Demonstração: A primeira implicação é resultado do Lema 2.11. Para mostrar que F ∈
Cα(Gα), veja que

LF
+ = E

{∣∣∣∣∣
(

a+

1− U

)1/α

− F−1(U)

∣∣∣∣∣
α

1(F−1(U)>0)

}

= E

{∣∣∣∣∣
(

a+

1− U

)1/α

− F−1(U) + G−1
α (U)−G−1

α (U)

∣∣∣∣∣
α

1(F−1(U)>0)

}

≤ E

{∣∣∣∣∣
(

a+

1− U

)1/α

−G−1
α (U)

∣∣∣∣∣
α

1(F−1(U)>0)

}
+ E

{
|F−1(U)−G−1

α (U)|α1(F−1(U)>0)

}
.

A primeira esperança é finita pois vimos na demonstração do lema anterior que LGα
+ < ∞.

E, por hipótese E|F−1(U) − G−1
α (U)|α < ∞. Assim, LF

+ < ∞. Idem para mostrar que
LF
− < ∞.

2

2.4 Convergência de Sequências Aleatoriamente Index-

adas

Sejam {Zn}n≥0 e Z variáveis aleatórias, Zn
d
= Fn e Z

d
= G, e

dα(Fn, G) →
n

0.

Seja {τn}n≥0 uma sequência aleatória de inteiros positivos com 0 = τ0 ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ ... e
τn

p→ +∞. Nesta seção, analisamos as condições suficientes para

dα(FZτn
, G) →

n
0,

onde Zτn

d
= FZτn

.
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Primeiro, note que se {Zn} e {τn} são independentes então

FZτn
(z) = P (Zτn ≤ z) =

∞∑
k=0

P (Zk ≤ z, τn = k)

=
∞∑

k=0

P (Zk ≤ z)P (τn = k)

=
∞∑

k=0

Fk(z)P (τn = k) = E(Fτn(z)).

Neste caso, a proposição abaixo mostra que dα(FZτn
, G) →

n
0 pois dα(FZτn

, G) = dα(E(Fτn), G).

Proposição 2.18. Se {Zn} e {τn} são independentes, então para α ≥ 1

dα(Fn, G) →
n

0 ⇒ dα(E(Fτn), G) →
n

0 e dα(FZτn
, G) →

n
0.

Demonstração: Pelo Teorema 2.4 temos que

dα(E(Fτn), G) = E{|(EFτn)−1(U)−G−1(U)|α}

= E

{
∞∑

k=0

|F−1
k (U)−G−1(U)|α1(τn=k)

}
.

Como dα(Fn, G) →
n

0,

E|F−1
n (U)−G−1(U)|α ≤ K,

e dado ε > 0 existe N(ε) tal que para n ≥ N(ε) temos

E|F−1
n (U)−G−1(U)|α ≤ ε

2
.

Como τn ↑ ∞ em probabilidade, podemos tomar N ′(ε) tal que

P (τn ≤ N(ε)) ≤ ε

2K
, n ≥ N

′
(ε).
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Tomando-se n ≥ N
′
(ε) temos

dα
α(EFτn , G) =

∑
k≤N(ε)

E
{
|F−1

k (U)−G−1(U)|α1(τn=k)

}
+
∑

k>N(ε)

E
{
|F−1

k (U)−G−1(U)|α1(τn=k)

}

≤
∑

k≤N(ε)

E
{
|F−1

k (U)−G−1(U)|α
}

P (τn ≤ N(ε)) +
ε

2
P (τn > N(ε))

≤ ε.

2

O Exemplo 2.19 ilustra a situação em que E(Fτn) 6= FZτn
, e o Exemplo 2.20 mostra

que nem sempre dα(Fn, G) →
n

0 temos dα(FZτn
, G) →

n
0.

Exemplo 2.19. Sejam Z1
d
= F1 = U(0, 1) e Z2

d
= F2 = U(−1, 0). Assuma que Z1 e Z2

são independentes e defina

τ =

{
1, Z1 < 1/2

2, Z1 ≥ 1/2.

Temos
P (Zτ ≤ z) = P (Z1 ≤ z, Z1 < 1/2) + P (Z2 ≤ z, Z1 ≥ 1/2)

= F1(z)1(z<1/2) + 1/21(1/2<z<1) + 1/2F2(z)

e
Fτ (z) = F1(z)1(Z1<1/2) + F2(z)1(Z1≥1/2)

com
E(Fτ (z)) = 1/2F1(z) + 1/2F2(z).

Assim, E(Fτ ) 6= FZτ .

Exemplo 2.20. Considere Ω = (0, 1), P a medida de probabilidade uniforme e δ0 a
função de distribuição degenerada, isto é

δ0(x) =

{
1, x ≥ 0

0, x < 0.

Para cada n ∈ N, escreva-o na forma única n = 2m + j onde 0 ≤ j ≤ 2m − 1, m ∈ N.

36



Capítulo 2. Distância Mallows e Convergência em Distribuição

Defina a variável aleatória

Zn(w) =

{
m, j2−m ≤ w ≤ (j + 1)2−m

0, caso contrário.

Vamos mostrar que Zn
dα−→ 0, isto é, FZn

dα−→ δ0. Para tanto, basta ver que

E|Zn|α =
mα

2m
−→ 0 quando n →∞

e portanto para Y
d
= δ0 temos

dα
α(FZn , δ0) = inf

(Zn,Y )
E|Zn − Y |α −→ 0.

Agora, vamos definir {τn}n≥0 e mostrar que não temos dα(FZτn
, δ0) −→ 0.

Para j < 2m − 1 defina

τn(ω) =



n, (Z2m = m) ∪ ... ∪
(
Z2m+(2m−2) = m

)
=
[
0, 1− 1

2m

)
22m

+
(

2m−1
2m

)
22m

,
(
Z22m+( 2m−1

2m )22m = 2m
)

...

22m
+ (22m − 1),

(
Z22m+(22m−1) = 2m

)
=
[

22m−1
22m , 1

)
.

Então,

E(Zτn) = E
(
Zn1(τn=n)

)
+

22m−1∑
j= 2m−1

2m 22m

E
(
Z22m+j1(τn=22m+j)

)

=
m

2m
+

22m−1∑
j= 2m−1

2m 22m

2m 1

22m =
m

2m
+ 1 −→ 1.

Logo, para α > 1, E(|Zτn|α) = mα

2m + 2(mα−m) −→∞, quando n →∞. Por definição

dα
α(FZτn

, δ0) = inf
(Zτn ,Y )

E(|Zτn − Y |α)

Y
d
= δ0. Contudo

E|Zτn − Y |α =

∫
R2

|x− y|αdPZτn ,Y (x, y)
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=

∫
R2

|x− y|αdPZτn
(x)dPY (y) = E|Zτn|α −→∞.

Assim, dα
α(FZτn

, δ0) −→ ∞ quando α > 1, e d1(FZτn
, δ0) −→ 1. Em ambos os casos não

temos a convergência em dα do processo indexado.

Agora, definiremos uma estrutura de dependência entre {Zn} e {τn} na qual podemos
garantir dα(FZτn

, G) →
n

0.

Definição 2.21. (a) Dado um inteiro m ≥ 0, dizemos que {τn} é m−dependente de {Zn}
se τn é independente da coleção das v.a.’s {Z1, Z2, ..., Zn−m, Zn+1, ...};

(b) E {τn} é assintoticamente m−dependente de {Zn} se a propriedade acima ocorre
para n suficientemente grande.

No Capítulo 3, seção 3.2, daremos um exemplo de um processo de perda agregada
{St} em que vale esta estrutura de m-dependência.

Teorema 2.22. Sejam 1 < α < 2, {Zn}n≥1 e Z v.a.’s, Zn
d
= Fn, Z

d
= G tais que

dα(Fn, G) −→
n→+∞

0.

Seja também {τn}n≥0 tal que τn ↑ ∞ em probabilidade. Assuma que {τn} é assintotica-
mente m−dependente de {Zn}n≥1. Então,

dα

(
FZτn

, G
)
−→

n→+∞
0.

Demonstração: Por hipótese
dα(Fn, G) −→

n→+∞
0.

Novamente, pelo Teorema 2.4, segue que para a sequência {(Z∗
n, Z

∗)} com (Z∗
n, Z

∗)
d
=

Fn ∧G, temos
E{|Z∗

n − Z∗|α} ≤ K < ∞,

e dado ε > 0 existe N(ε) tal que para n ≥ N(ε) temos

E{|Z∗
n − Z∗|α} ≤ ε

4m
.
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Sem perda de generalidade, tome a sequência {Z∗
n} tal que {τn} é assintoticamente

m−dependente de {Z∗
n} e Z∗ independente de {τn}. Temos também que

dα
α(FZτn

, G) ≤
∑
k≥0

E
{
|Z∗

k − Z∗|α1(τn=k)

}

=
n−m∑
k=0

E
{
|Z∗

k − Z∗|α1(τn=k)

}
+

n∑
k=n−m+1

E
{
|Z∗

k − Z∗|α1(τn=k)

}
+
∑

k≥n+1

E
{
|Z∗

k − Z∗|α1(τn=k)

}

=
n−m∑
k=0

E {|Z∗
k − Z∗|α}P (τn = k) +

n∑
k=n−m+1

E
{
|Z∗

k − Z∗|α1(τn=k)

}
+
∑

k≥n+1

E {|Z∗
k − Z∗|α}P (τn = k).

Como τn ↑ ∞ em probabilidade, podemos tomar, para os mesmos ε e N(ε) anteriores,
N ′(ε) tal que

P (τn ≤ N(ε)) ≤ ε

4K
, n ≥ N

′
(ε).

Desse modo, para n ≥ max {N(ε), N
′
(ε)}+ m temos

dα
α(FZτn

, G) ≤
N(ε)∑
k=0

E {|Z∗
k − Z∗|α}P (τn = k) +

n−m∑
k=N(ε)+1

E {|Z∗
k − Z∗|α}P (τn = k)

+
n∑

k=n−m+1

E
{
|Z∗

k − Z∗|α1(τn=k)

}
+
∑

k≥n+1

E {|Z∗
k − Z∗|α}P (τn = k)

≤ KP (τn ≤ N(ε)) +
ε

4
P (N(ε) + 1 ≤ τn ≤ n−m)

+m max
n−m+1≤k≤n

E{|Z∗
k − Z∗|α1(τn=k)}+

ε

4
P (τn ≥ n + 1)

< ε.

�

Dado que a convergência em distância Mallows está relacionada com a convergência
em distribuição, analisamos também a possibilidade de se aplicar os resultados sobre a
preservação da convergência em distribuição para sequências aleatoriamente indexadas.
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Abaixo, citamos um desses resultados.

Teorema 2.23. (Anscombe (1952)) Sejam {Zn} uma sequência de variáveis aleatórias
convergindo em distribuição para G

Zn
d→ Y,

e Y variável aleatória com distribuição G. Sejam {τn} variáveis aleatórias que assumem
valores nos inteiros não-negativos

τn

n

p→ b > 0

e mais, a sequência {Zn} é continuamente uniforme, isto é,

P

(
max

|i−n|≤δn
|Zi − Zn| ≥ ε

)
≤ η

para n ≥ N0, onde δ e N0 dependem somente de ε e η. Então temos que

Zτn

d→ Y.

Observação 2.24. As condições de Anscombe não são suficientes para garantir a con-
vergência em distância Mallows, conforme ilustra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.25. Vimos que para Ω = (0, 1), P a medida de probabilidade uniforme, δ0 a
função de distribuição degenerada, a variável aleatória

Zn(w) =

{
m, j2−m ≤ w ≤ (j + 1)2−m

0, caso contrário,

onde cada n = 2m + j para 0 ≤ j ≤ 2m − 1, m ∈ N. Mostramos que Zn
dα−→ 0.

Vamos mostrar agora que {Zn} é continuamente uniforme, ou seja, dados ε, η > 0,

existem N0 e δ tais que P
(
max|i−n|≤δn |Zi − Zn| ≥ ε

)
≤ η, para todo n ≥ N0. Escolhamos

N0 = 2m0 ≥ 4

η
e δ =

1

2m0
.

Seja n = 2m + j ≥ 2m0 = N0, para simplificar use j = 0, então n = 2m ≥ 2m0 . Assim,
|i− n| ≤ δn equivale a i = 2m−1 + (2m−1 − 2m−m0), ..., 2m, ..., 2m + 2m−m0 . Logo,
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|Zi − Zn| =

{ ∣∣(m− 1)1[j/2m−1,(j+1)/2m−1) −m1[0,1/2m)

∣∣ , 2m−1 − 2m−m0 ≤ j ≤ 2m−1 − 1∣∣m1[j/2m,(j+1)/2m) −m1[0,1/2m)

∣∣ , 0 ≤ j ≤ 2m−m0 .

Assim,

P

(
max

|i−n|≤δn
|Zi − Zn| ≥ ε

)
= 1− P

(
max

|i−n|≤δn
|Zi − Zn| < ε

)

= 1− P

 ⋂
|i−n|≤δn

|Zi − Zn| = 0

 = 1− P

([
2m−m0 + 1

2m
,
2m−1 − 2m−m0

2m−1

))
≤ η,

concluímos que {Zn} é continuamente uniforme.

Definimos para j < 2m − 1

τn(ω) =



n, (Z2m = m) ∪ ... ∪
(
Z2m+(2m−2) = m

)
=
[
0, 1− 1

2m

)
22m

+
(

2m−1
2m

)
22m

,
(
Z22m+( 2m−1

2m )22m = 2m
)

...

22m
+ (22m − 1),

(
Z22m+(22m−1) = 2m

)
=
[

22m−1
22m , 1

)
.

Note que
τn

n

p−→ 1,

pois P (τn = n) = 1 − 1
2m −→ 1, quando n −→ ∞. E mostramos que d1(FZτn

, δ0) −→ 1,

e dα
α(FZτn

, δ0) −→ ∞, para α > 1. Logo, FZτn

dα9 δ0, para α ≥ 1. Contudo, pelo Teorema
2.23, sabemos que FZτn

d→ δ0.

2.5 Somas Parciais Aleatoriamente Indexadas

Nesta seção, estamos interessados em estudar convergências de somas parciais do tipo

τn∑
k=1

Xk,
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onde as X ′
ks são v.a.’s i.i.d. cuja distribuição está no DNF (Gα), Gα a f.d. de alguma v.a.

α−estável com 1 < α < 2, e que existam constantes {cn} tais que

Zτn

d
=

∑τn

i=1 Xi − cτn

τ
1/α
n

dα→ Yα. (2.12)

Vimos que (ver o Teorema 2.23) se τn

n

p→ b > 0, e Zn continuamente uniforme, então
Zτn

d→ Yα. Mais ainda, esse resultado pode ser estendido para {τn} e {Zn} com uma
estrutura de dependência do tipo uniformemente ε−independente (u.ε.i.) de Dorea et al
(1984), que é mais fraca que as hipóteses de Anscombe.

Observação 2.26. Considere Zn
d→ Z. Dizemos que τ é ε−independente de {Zn} em

x ∈ C(FZ) se, dado ε > 0, existe N(ε, x) tal que, quando ni ≥ N(ε, x) i = 1, 2, ...∣∣∣∣∣∑
i

(P (Zni
≤ x, Ai)− P (Zni

≤ x)P (Ai))

∣∣∣∣∣ ≤ ε (2.13)

para toda partição contável {Ai}i≥1 e σ(τ)−mensurável.

Quando τ é ε−independente de {Zn} em todo x ∈ C(FZ), dizemos que τ é
ε−independente (ε.i.) de {Zn}. Mais ainda, se {τk} é uma sequência de v.a.’s, dizemos
que será uniformemente ε−independente (u.ε.i.) de {Zn} se, dado ε > 0 e x ∈ C(FZ),

existe L(ε, x) e M(ε, x) tais que, quando ni ≥ L(ε, x), i = 1, 2, ..., (2.13) ocorre para
todos os membros de

⋃
k≥M(ε,x)Ak, Ak o conjunto de todas as partições contáveis {Ai}i≥1

σ(τk)−mensuráveis.

Abaixo seguem dois exemplos de sequências u.ε.i..

Exemplo 2.27. Seja Ω = (0, 1], B os borelianos de (0, 1] e m a medida de Lebesgue.
Para n ≥ 1, seja Z2n = 1 em (0, 1/2] e Z2n = 0 em (1/2, 1], com Z2n−1 = |1−Z2n|. Defina
τk = k + 1 em (1/2, 1/2 + 1/k] e τk = k caso contrário.

Exemplo 2.28. Sejam (Ui, Vi) v.a.’s i.i.d. com EUi = EVi = EUiVi = 0 e EU2
i = EV 2

i =

1. Defina Xn = n−1/2
∑n

i=1 Ui, Ym = m−1/2
∑m

j=1 Vj com τk = k se Yk ≥ 0 e τk = k2 caso
contrário.

Teorema 2.29. Se Zn
d→ Z e {τn} é u.ε.i. de {Zn} com τn

p→∞, então Zτn

d→ Z.
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Ver a demonstração em Dorea et al (1984).

Abaixo, temos um caso onde vale a convergência em distância Mallows de sequências
aleatoriamente indexadas.

Corolário 2.30. Sejam {Xi}i≥1 v.a.’s independentes com distribuição comum F ∈ DNF (Gα),

Gα f.d. de Yα v.a. α−estável. E {τn} u.ε.i. de {Zn}, onde Zn =
∑n

k=1 Xk−cn

n1/α para alguma
sequência real {cn}. Suponha também que para algum r < 1 e n suficientemente grande,
temos

∞∑
i=0

{P (τn = i)}r < ∞.

Então Zτn

dα→ Yα.

Demonstração: Como F ∈ DNF (Gα), pelo Lema 5.3 de Johnson e Samworth (2005) temos
que

dα′ (F, Gα) < ∞, para algum α
′
> α,

e pelo Lema 2.11, para alguma sequência cn

Zn =

∑n
k=1 Xk − cn

n1/α

d
α
′

→ Yα.

Então dado ε > 0 existe N(ε) tal que para n ≥ N(ε) temos

dα′ (FZn , Gα) < ε.

Por hipótese τn →∞ em probabilidade, para os mesmos ε e N(ε) anteriores

P (τn = i) <

{
ε

N(ε) + 1

}1/r

, para i ≤ N
′
(ε),

assim,
N
′
(ε)∑

i=0

{P (τn = i)}r <

N
′
(ε)∑

i=0

ε

N(ε) + 1
< ε,

e também
dα′ (FZn , Gα) < K para todo n ∈ N.

Logo,

dα(FZτn
, Gα) ≤ E

{∣∣∣∣∑τn

i=1 X∗
i − cτn

τ
1/α
n

− Y ∗
∣∣∣∣α}
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=
∞∑

j=0

E

{∣∣∣∣∣
∑j

i=1 X∗
i − cj

j1/α
− Y ∗

∣∣∣∣∣
α

1(τn=j)

}
pela desigualdade de Hölder

≤
∞∑

j=0

{
E

∣∣∣∣∣
∑j

i=1 X∗
i − cj

j1/α
− Y ∗

∣∣∣∣∣
αp}1/p

{P (τn = j)}1/q.

Para n ≥ N(ε)

dα(FZτn
, Gα) ≤

N
′
(ε)∑

j=0

{
E

∣∣∣∣∣
∑j

i=1 X∗
i − cj

j1/α
− Y ∗

∣∣∣∣∣
αp}1/p

{P (τn = j)}1/q

+
∞∑

j=N ′ (ε)+1

{
E

∣∣∣∣∣
∑j

i=1 X∗
i − cj

j1/α
− Y ∗

∣∣∣∣∣
αp}1/p

{P (τn = j)}1/q.

Escolha q tal que q < 1/r e p < α
′′

α
para α

′′ ≤ α
′
. Assim,

dα(FZτn
, Gα) ≤ K

N
′
(ε)∑

j=0

{P (τn = j)}r + ε
∞∑

j=N ′ (ε)+1

{P (τn = j)}r → 0 quando n →∞.

�

Corolário 2.31. Suponha agora que {Xi}i≥1 v.a.’s i.i.d. com distribuição F ∈ DN(Gα),

Yα
d
= Gα α−estável. Suponha também que {τn} é u.ε.i. de {Zn}, onde Zn =

∑n
k=1 Xk−cn

n1/α

para alguma sequência real {cn}. Então, temos∑τn

i=1 Xi − cτn

τ
1/α
n

d−→
n→+∞

Yα.

Para o caso em que as X ′
is são independentes, mas não possuem a mesma distribuição,

podemos obter a convergência em distribuição como corolário do Teorema 2.29.

Corolário 2.32. Suponha {Xi}i≥1 v.a.’s independentes e satisfazem a condição (1.6)
para alguma Yα

d
= Gα α−estável. Suponha também que {τn} é u.ε.i. de {Zn}, onde
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Zn =
∑n

k=1 Xk−cn

n1/α para alguma sequência real {cn}. Então, temos∑τn

i=1 Xi − cτn

τ
1/α
n

d−→
n→+∞

Yα.

Um outro resultado, para convergência de somas parcias com estrutura de m−dependência
entre {Xn} e {τn}, segue como corolário do Teorema 2.22.

Corolário 2.33. Sejam {Xi}i≥1 v.a.’s i.i.d. com distribuição F ∈ DN(Gα), Yα
d
= Gα

α−estável. Suponha também que {τn} é m-dependente de {Xn}. Então, temos∑τn

i=1 Xi − cτn

τ
1/α
n

d−→
n→+∞

Yα.

Corolário 2.34. Sejam {Xi}i≥1 v.a.’s independentes e satisfazem a condição (1.6) para
alguma Yα

d
= Gα α−estável. Suponha também que {τn} é m−dependente de {Xn}. Então,

temos ∑τn

i=1 Xi − cτn

τ
1/α
n

d−→
n→+∞

Yα.
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Capítulo 3

Estimação da Probabilidade de Ruína
via Distância Mallows

3.1 Introdução

Neste capítulo, faremos uso dos resultados anteriores para se obter estimativas para a
probabilidade da ruína Ψ(u) associada ao processo de risco

Ψ(u) = P

(
inf
t≥0

Rt < 0

)
, Rt = u + ct−

Nt∑
k=1

Xk.

Na literatura existem vários resultados que descrevem o comportamento assintótico da
cauda da ruína, isto é, o comportamento da probabilidade Ψ(u) quando a reserva inicial u

cresce indefinidamente. Podemos citar von Bahr (1975), Asmussen et al (1999), Mikosch
e Samorodnitsky (2000) e Embrechts e Veraverbeke (1982).

Para o modelo clássico (1.3), com indenizaçẽs do tipo Pareto ou lognormal, von Bahr
(1975) obteve

Ψ(u) ∼ ρ

1− ρ
F̄s(u) (3.1)

onde ρ = EX
EV

< 1, Fs(x) = 1 − 1
EX

∫ x

0
F̄ (y)dy é a cauda integrada e F̄ (x) é a cauda das

indenizações. Mais tarde, Embrechts e Veraverbeke (1982) obtiveram resultado idêntico
para o caso mais geral onde os tempos entre chegadas têm média 1/λ, não necessariamente
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exponenciais, e Fs subexponencial.

Sob certas condições de regularidade, Asmussen et al (1999) obtiveram o mesmo re-
sultado (3.1) para a sequência Sn =

∑n
i=1 Xi − Tn, onde Xi’s são variáveis aleatórias

independentes com distribuição F e EX < 1/λ. O tempo entre chegadas escrito como
V1, V2, ... uma sequência ergódica estacionária de variáveis positivas, independentes das
X ′

is, com EVn = 1/λ < +∞ para todo n. Como Embrechts e Veraverbeke (1982), as-
sumindo que Fs é subexponencial e mais uma suposição sobre a cauda dos tempos de
chegada obtiveram (3.1).

Para o modelo de perdas agregadas proposto por Mikosch e Samorodnitsky (2000),
onde

Sn = −nµ +
∞∑

j=−∞

εj

n−j∑
k=1−j

ϕk

com Xn = −µ +
∑∞

j=−∞ ϕn−jεj, µ > 0, {εn} são variáveis aleatórias independentes e
identicamente distribuídas com Eε = 0 que satisfazem{

P (|ε| > x) = L(x)x−α

lim
x→∞

P (ε>x)
P (|ε|>x)

= p, lim
x→∞

P (ε<−x)
P (|ε|>x)

= q

para algum α > 1 e 0 < p ≤ 1. A sequência de coeficientes {ϕn} satisfaz

∞∑
j=−∞

|jϕj| < +∞

ϕj 6= 0 para algum j, então temos o comportamento para a cauda

Ψ(u) ∼ cte
1

µ(α− 1)
uP (X > u).

Alternativamente, Ψ(u) pode ser estimada analisando-se o comportamento assintótico
do processo de perda agregada

St =
Nt∑

k=1

Xk − ct,

pois,
P (Rt > 0) = P (St > u).

Como a taxa c satisfaz c > EX
EV

, sem perda de generalidade, sempre podemos assumir
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que c = 1. Para indenizações X com o segundo momento finito e, assumindo-se {Nt} um
processo de Poisson independente de {Xk}, Asmussen (2000) mostra que a distribuição
assintótica da normalização de {St} é Gaussiana.

Analisaremos o processo da perda agregada
{∑Nt

k=1 Xk − t
}

quando as indenizações
X ′

ks não possuem o segundo momento finito e não possuem necessariamente a mesma
distribuição. Além disso, o processo de chegada {Nt} nem sempre será um processo de
Poisson ou independente do processo das indenizações {Xk}.

Na seção 3.2, usando resultados de convergência em Mallows e propriedades obtidas
anteriormente, úteis em casos em que distribuições de cauda pesada estão envolvidas,
estudaremos alguns casos em que temos garantida a convergência do processo de perda
agregada clássico estabilizado para uma distribuição α−estável, 1 < α < 2. Primeira-
mente, estudaremos na Proposição 3.1 a equivalência dos processos St e seu associado
STNt

. Provaremos que

Ψ(u) = P

(
sup
t≥0

St > u

)
= P

(
sup
n≥0

STn > u

)
,

e portanto, estudaremos casos em que

STn − cn

n1/α

dα−→
n→+∞

Yα,

ou ainda em distribuição
STn − cn

n1/α

d−→
n→+∞

Yα.

Para obtermos a convergência do processo {St} estudamos sua convergência estabilizada
nos Teoremas 3.3, 3.4 e 3.6, onde provamos que

St − cNt

N
1/α
t

dα→ Yα,

para os casos em que {Nt} e Xn são independentes, m−dependentes e u.ε.i. respectiva-
mente. As {Xi} são v.a.’s i.i.d. com distribuição F ∈ DNF (Gα), Yα

d
= Gα, e V ′

i s i.i.d. com
E(V α) < ∞. Para obter a convergência em distribuição, no Corolário 3.4, assumiremos
hipóteses mais fracas como F ∈ DN(Gα).

Na seção 3.3, obtemos cotas para a probabilidade da ruína usando os resultados da
seção anterior. Concluímos, nas Proposições 3.16 e 3.18 que, para alguma sequência real
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{c′n} temos, para M suficientemente grande,

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
. (3.2)

3.2 Convergência do Processo de Perda Agregada

Considere o processo de perda agregada

St = u−Rt =
Nt∑
i=1

Xi − t

onde a distribuição das indenizações não possuem o segundo momento finito, isto é,
EX2 = ∞.

Para V1, V2, ... os tempos de chegadas das indenizações e para Tn = V1 + ... + Vn

considere o processo associado

STNt
=

Nt∑
k=1

Xk − TNt =
Nt∑

k=1

(Xk − Vk). (3.3)

Quando Nt = n temos que

STn =
n∑

k=1

Xk − Tn =
n∑

k=1

(Xk − Vk).

A proposição abaixo mostra que as propriedades de {STNt
}t≥0 são preservadas pelo pro-

cesso {St}t≥0, de modo que, basta analisarmos o comportamento assintótico de {STNt
}t≥0.

Proposição 3.1. (a) Para T0 = 0 temos

Ψ(u) = P

(
sup
t≥0

St > u

)
= P

(
sup
n≥0

STn > u

)
,

(b) Seja 1 < α < 2. Assuma que E(V α) < ∞, e que existam constantes cn tais que

STNt
− cNt

N
1/α
t

dα−→
t→+∞

Yα ⇒ St − cNt

N
1/α
t

dα−→
t→+∞

Yα. (3.4)
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Demonstração: (a) Note que STn =
∑n

k=1 Xk − Tn =
∑n

k=1(Xk − Vk) e

(St > u,Nt = n) =

(
n∑

k=1

(Xk − Vk)− (t− Tn) > u,Nt = n

)
⊆ (STn > u,Nt = n).

Segue que (
sup
t≥0

St > u

)
=
⋃
n≥0

(STn > u).

(b) Pelo Teorema da Representação (Teorema 2.4), podemos tomar Yα tal que a dis-
tribuição conjunta (ZNt , Yα)

d
= FZNt

∧ FYα , para ZNt =
STNt

−cNt

N
1/α
t

. Segue que

E{|ZNt − Yα|α} → 0.

Observe que
St − CNt

N
1/α
t

=
STNt

− CNt

N
1/α
t

+
TNt − t

N
1/α
t

e 0 ≤ t − TNt < VNt + 1. Por hipótese, temos E(V α
Nt+1) < ∞ e pela desigualdade de

Minkowski

E

{∣∣∣∣∣St − CNt

N
1/α
t

− Yα

∣∣∣∣∣
α}

≤ 2α−1

[
E {|ZNt − Yα|α}+ E

{
(VNt+1)

α

Nt

}]
→ 0

o que conclui a prova.

�

Para obtenção dos resultados assintóticos de STn =
∑n

k=1(Xk − Vk) faremos uso do
Teorema do Limite Central para distribuições estáveis de Barbosa e Dorea (Teorema 1.20),
Proposição 2.18, Teoremas 2.22 e 2.29.

Condição 3.2. Seja 1 < α < 2 e assuma que:

i) o processo de chegada {Nt}t≥0 possui tempos entre chegadas V ′
i s v.a.’s i.i.d. e

E(V α) < ∞;

ii) as indenizações X1, X2, ... são v.a.’s i.i.d. com distribuição comum F ∈ DNF (Gα)

com Gα uma distribuição α−estável;
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ou

iii) as indenizações X1, X2, ... são v.a.’s independentes e existe uma v.a. α−estável
Yα

d
= Gα tal que para cópias independentes Y1, Y2, ... temos satisfeito para todo b > 0

1

n

n∑
i=1

E

{
|Xi − Yi|α1(

|Xi−Yi|>bn
2−α
2α

)
}

−→
n→+∞

0. (3.5)

Teorema 3.3. Sob a Condição 3.2 se {Nt}t≥0 e {Xn}n≥0 são independentes então

St − cNt

N
1/α
t

dα−→
t→+∞

Yα (3.6)

para alguma sequência {cn}.

Demonstração: (a) Primeiro mostraremos que se a Condição 3.2 (ii) está satisfeita então
temos ∑n

i=1 Xi − Tn − cn

n1/α

dα−→
n→+∞

Yα (3.7)

para Yα
d
= Gα. Como F ∈ DNF (Gα) então dα(F, Gα) < +∞, e dα(FX−V , Gα) < +∞ pois

dα(FX−V , Gα) ≤ dα(FX−V , F ) + dα(F, Gα)

pela desigualdade de Minkowski e dα
α(FX−V , F ) ≤ E(V α).

Pelo Lema 2.11 existe uma sequência {cn} tal que∑n
i=1(Xi − Vi)− cn

n1/α

dα−→
n→+∞

Yα.

Sejam Y1, Y2, ... cópias independentes de Yα, sem perda de generalidade usaremos EYα = 0,

então como no Teorema 1.20, tomaremos cn =
∑n

i=1 E
{
|Xi − Vi − Yi|α1

{|Xi−Vi−Yi|≤bn
2−α
2α }

}
para algum b > 0.

(b) Agora, mostraremos que se (iii) é satisfeita então também temos (3.7). No caso
em que as indenizações são independentes e não possuem necessariamente as mesmas
distribuições, por hipótese as Xi’s satisfazem (3.5). Pelo Teorema 1.20 temos que existe
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uma sequência {c′n} tal que ∑n
i=1 Xi − c

′
n

n1/α

dα−→
n→+∞

Yα.

Considere os tempos entre chegadas das indenizações satisfazendo (i). Observe que
{
∑n

i=1(Vi−EV )} é uma martingale e {|Vi−EV |α} é uniformemente integrável, uma vez
que V ′

i s são i.i.d. com E(V α) < ∞, então pelo resultado de Hall e Heyde (1980), usado
na demonstração do Lema 2.11, temos que

E

{∣∣∣∣∑n
i=1 Vi − nEV

n1/α

∣∣∣∣α} −→
n→+∞

0,

logo, ∑n
i=1 Vi − nEV

n1/α

dα−→ 0.

Desse modo, ∑n
i=1(Xi − Vi)− c

′
n + nEV

n1/α

dα−→ Yα.

(c) Considere os tempos de parada τ0 = 0 e para n ≥ 1{
τn = n Tn = V1 + ... + Vn ≤ t,

τn = τn−1 caso contrário.

Como Nt
p→ ∞ temos τn

p→ ∞. A independência de {Nt} e {Xn} aliada à Proposição
2.18 e (3.7) garantem para ambos os casos (ii) e (iii)∑τn

i=1(Xi − Vi)− cτn

τn
1/α

dα−→ Yα.

(d) Note que τNt = Nt e temos∑Nt

i=1(Xi − Vi)− cNt

Nt
1/α

dα−→ Yα.

E (3.6) segue da Proposição 3.1.

�
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Corolário 3.4. Sob a Condição 3.2 (i), Xi’s v.a.’s i.i.d. com distribuição F ∈ DN(Gα),

{Nt} e {Xn} independentes. Então, para Yα
d
= Gα

St − cNt

N
1/α
t

d−→
t→+∞

Yα

Demonstração: Por hipótese, existe {cn} tal que∑n
i=1 Xi − cn

n1/α

d−→
n→+∞

Yα.

Na demonstração do teorema anterior temos∑n
i=1 Vi − nEV

n1/α

dα−→ 0

⇒
∑n

i=1 Vi − nEV

n1/α

d−→ 0

⇒
∑n

i=1 Xi − Vi − cn + nEV

n1/α

d−→ Yα.

O resultado segue como no Teorema 3.3.

�

Corolário 3.5. Sob a Condição 3.2 (i), Xi’s v.a.’s independentes, satisfazendo (3.5). {Nt}
e {Xn} independentes. Então

St − cNt

N
1/α
t

d−→
t→+∞

Yα

De forma análoga à demonstração do Teorema 3.3, prova-se o resultado abaixo.

Teorema 3.6. Sob a Condição 3.2, se {Nt}t≥0 e {Xn}n≥0 são m−dependentes então

St − cNt

N
1/α
t

dα−→
t→+∞

Yα

para alguma sequência {cn}.

Boxma e Albrecher (2003) consideraram o modelo clássico de reserva de risco a tempo
contínuo St =

∑Nt

i=1 Xi − t, onde Xi’s são v.a.’s independentes com distribuição F. No
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trabalho, supuseram que existe uma sequência {Wn} de v.a.’s i.i.d. tal que se Xi for maior
ou igual a Wi, então o tempo até a ocorrência do próximo sinistro é exponencialmente
distribuído com taxa λ1, caso contrário será exponencialmente distribuído com taxa λ2.

É claro que nesse modelo temos uma estrutura de 1−dependência, pois a distribuição do
tempo de chegada do n−ésimo sinistro só depende do sinistro anterior.

Corolário 3.7. Para o modelo clássico de reserva de risco considerado por Boxma e
Albrecher (ver acima), suponha que F ∈ DNF (Gα), Gα distribuição α−estável e Yα

d
= Gα.

Então
St − cNt

N
1/α
t

dα−→
t→+∞

Yα.

A demonstração deste resultado segue como a demonstração do Corolário 3.4.

Corolário 3.8. Sob a Condição 3.2 (i), Xi’s v.a.’s i.i.d. com distribuição F ∈ DN(Gα),

{Nt} e {Xn} m−dependentes e Yα
d
= Gα. Então

St − cNt

N
1/α
t

d−→
t→+∞

Yα

Corolário 3.9. Sob a Condição 3.2 (i), Xi’s v.a.’s independentes, satisfazendo (3.5). {Nt}
e {Xn} m−dependentes. Então

St − cNt

N
1/α
t

d−→
t→+∞

Yα

Seja Zn
d
=

∑n
i=1 Xi−cn

n/α .

Teorema 3.10. Sob a Condição 3.2 se {Nt}t≥0 é u.ε.i. {Zn}n≥0 e existe r < 1 tal que∑∞
k=1{P (Nt = k)}r < +∞ para t suficientemente grande, então

St − cNt

N
1/α
t

dα−→
t→+∞

Yα (3.8)

para alguma sequência {cn} e Yα
d
= Gα.
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Corolário 3.11. Sob a Condição 3.2 (i), Xi’s v.a.’s i.i.d. com distribuição F ∈ DN(Gα),

{Nt} é u.ε.i. {Zn}, e Yα
d
= Gα. Então

St − cNt

N
1/α
t

d−→
t→+∞

Yα

Corolário 3.12. Sob a Condição 3.2 (i), Xi’s v.a.’s independentes, satisfazendo (3.5).
{Nt} é u.ε.i. {Zn}. Então

St − cNt

N
1/α
t

d−→
t→+∞

Yα

3.3 Cotas para a Probabilidade da Ruína

Na seção seguinte, obteremos cotas para a probabilidade da ruína. As estimativas serão
feitas baseadas no resultado de Ng et al (2002) que nos garante, sob algumas condições,
que

P

(
max
1≤k≤n

k∑
i=1

Xi > x

)
∼ P

(
n∑

i=1

Xi > x

)
.

Então se soubermos que o comportamento estabilizado das perdas agregadas tende em
distribuição para uma variável α−estável Yα, 1 < α < 2, teremos

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
,

onde
Ψ(u) = lim

M→∞
ΨM(u).

Assim, relacionaremos a probabilidade da ruína com a cauda de uma distribuição α−estável.

Pretendemos nessa seção usar os resultados da seção anterior sobre o comportamento
estabilizado, com o passar do tempo, de certos processos de perda agregada para encontrar
estimativas para a cauda da ruína, isto é, lim

u→+∞
Ψ(u).

As classes de distribuições do tipo cauda longa (L) e subexponenciais (S), apresentadas
no Capítulo 1, são importantes para essa seção. Vejam a seguir algumas considerações
relevantes para nosso estudo.
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Observação 3.13. (i) Sejam F e Gα distribuições tais que dα(F, Gα) < ∞ e Gα α−estável,
logo Gα ∈ S. Mostraremos que F ∈ S também. Pela Propriedade 1.7 item (ii) basta
mostrar que

F̄ (x)

Ḡα(x)
→ c

quando x → ∞, onde 0 < c < ∞. Como dα(F, Gα) < ∞ então pelo Corolário 2.12,
F ∈ DN(Gα). Então pela Caracterização Alternativa de Mijnheer e Propriedade 1.15
escreve-se

1− F (x) =
a+ + b(x)

xα
,

1−Gα(x) ∼ a+x−α(1 + x−γo(1))

para γ > 0, x > 0, b(x) → 0 quando x →∞. Então

F̄ (x)

Ḡα(x)
→ 1,

concluímos que F ∈ S.

(ii) Observe também que se X ′
js são v.a.’s independentes e satisfazem a condição (3.5)

abaixo reescrita
1

n

n∑
j=1

E

{
|Xj − Yj|α1(

|Xj−Yj |>bn
2−α
2α

)
}

−→
n→+∞

0,

então temos claramente que E(|Xj−Yj|α) < ∞ para todo j = 1, 2, ... então dα(FXj
, FYj

) <

∞ e assim por (i) cada Xj ∈ S.

Os seguintes resultados, de Ng et al (2002), são fundamentais para o cálculo da cauda
da probabilidade da ruína, pois são propriedades assintóticas das caudas do máximo de
somas parciais.

Teorema 3.14. Suponha que a f.d. Fk ∈ L para k ≥ 1. Então temos que, para cada
n ∈ N

P

(
max
1≤k≤n

k∑
i=1

Xi > x

)
∼ P

(
n∑

i=1

Xi > x

)
,

onde Xi
d
= Fi e são independentes.

Teorema 3.15. Suponha que a f.d. F̄k(x) ∼ bkF̄ (x) para k ≥ 1, onde F̄ é a cauda de
alguma distribuição subexponencial F, e bk, k ≥ 1, são constantes não-negativas tais que
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B(n) =
∑n

k=1 bk > 0. Então temos que, para cada n ∈ N

P

(
max
1≤k≤n

k∑
i=1

Xi > x

)
∼ P

(
n∑

i=1

Xi > x

)
∼ P

(
max
1≤k≤n

Xk > x

)
∼ B(n)F̄ (x),

onde Xi
d
= Fi e são independentes.

Vamos aplicar as observações e os resultados anteriores ao nosso problema para o
cálculo da probabilidade da ruína para o processo de perda agregada STn =

∑n
i=1(Xi−Vi).

Proposição 3.16. Sejam Xi’s v.a.’s i.i.d. com distribuição F, onde F ∈ DN(Gα) para
alguma Gα distribuição α−estável. Suponha que as Vi’s são v.a.’s i.i.d. com E(V α) < ∞,

e independentes das X ′
is. Então, para M suficientemente grande

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
.

Demonstração: Vimos, na demonstração do Teorema 3.3 que dα(FX−V , Gα) < ∞ e que
existe uma sequência {c′n} tal que∑n

i=1 Xi − Vi − c
′
n

n1/α

dα−→
n→+∞

Yα.

Então, pela Observação 3.13 (i), FX−V ∈ S, logo FX−V ∈ L. Assim, temos pelo Teorema
3.14 que

ΨM(u) ∼ P

(
M∑
i=1

(Xi − Vi) > u

)
quando u diverge para +∞. E, para M suficientemente grande

P

(
M∑
i=1

(Xi − Vi) > u

)
= P

(∑M
i=1(Xi − Vi)− c

′
M

M1/α
>

u− c
′
M

M1/α

)
∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
.

Então

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
. (3.9)

�
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Exemplo 3.17. Para o modelo clássico de reserva de risco de Lundberg

Rt = u + t−
Nt∑
i=1

Xi,

suponha que as indenizações Xi’s são v.a.’s i.i.d. F , onde F é a distribuição Pareto com
parâmetro 1 e µ = 1, como no Exemplo 1.16. Assim, F̄ (x) = 1

x−1
∈ DNF (S1), S1 a

distribuição Cauchy Padrão. O processo {Nt} tem distribuição Poisson e independe das
indenizações. Logo, E(V α) < ∞ e temos a cota para a probabilidade da ruína

ΨM(u) ∼ P

(
Y1 >

u− c
′
M

M1/α

)
=

∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

1

π((x− 1)2 + 1)
dx

para M grande e Y1
d
= S1.

De maneira análoga, temos o resultado para Xi’s independentes, mas não necessaria-
mente com mesma distribuição.

Proposição 3.18. Sejam Xi’s v.a.’s independentes satisfazendo (3.5). Suponha que as
Vi’s são v.a.’s i.i.d. com E(V α) < ∞, independentes das X ′

is. Então, para M suficiente-
mente grande

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
.

Um outro resultado provém do Teorema 3.15, onde podemos aproximar a probabilidade
da ruína sem envolver a sequência {c′n}. Suponha que X ′

js e V ′
j s são v.a.’s que satisfazem

a condição (3.5), para Yα variável α−estável com distribuição Gα

1

n

n∑
j=1

E

{
|Xj − Yj|α1(

|Xj−Yj |>bn
2−α
2α

)
}

−→
n→+∞

0.

Assim para cada j, dα(FXj−Vj
, Gα) < ∞, então FXj−Vj

∈ DN(Gα), implicando em F̄Xj−Vj
(x) ∼

Ḡα(x). Pelo Teorema 3.15 temos, para M grande

ΨM(u) ∼ MP (Yα > u). (3.10)

Na realidade, para obtermos o resultado (3.10) basta supormos que F̄Xi−Vi
(x) ∼ Ḡα(x),

para todo i, onde Gα é distribuição subexponencial.
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4.1 Introdução

Suponha que uma atividade seguradora tenha movimento financeiro descrito pelo modelo
de reserva de risco a tempo contínuo

Rt = u + t−
Nt∑
i=1

Xi

onde u é o capital inicial, os prêmios chegam com taxa constante 1 no tempo, Xi é o valor
da i-ésima indenização e Nt é o número de indenizações que são pagas no intervalo de
tempo (0, t]. O processo de perdas agregadas possui a forma

St = u−Rt =
Nt∑
i=1

Xi − t.

Queremos calcular a probabilidade do capital dessa atividade atingir valor negativo que
chamamos de probabilidade da ruína. Como a seguradora sofre perdas somente quando um
sinistro ocorre, podemos concluir que a ruína ocorrerá em um dos tempos de ocorrência
de sinistros, isto é, durante o pagamento de indenizações. Portanto, para o cálculo da
ruína, consideraremos esse processo somente nos tempos de chegadas das mesmas. Note
que podemos escrever Nt = max{n : Tn ≤ t}, onde Tn =

∑n
i=1 Vi é o tempo de chegada
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do n-ésimo sinistro e Vi o tempo entre as chegadas do (i−1)-ésimo e i-ésimo sinistro. Seja

STNt
=

Nt∑
k=1

Xk − TNt =
Nt∑

k=1

(Xk − Vk)

o processo associado, estudado na seção 3.2. Como STNt
= STn se Nt = n, para o cálculo

da ruína seja

STn =
n∑

k=1

Xk − Tn =
n∑

k=1

(Xk − Vk).

Aqui, estamos interessados em modelos de reserva de risco clássicos tais que as inde-
nizações possuem distribuição do tipo cauda grossa. Desse modo, é natural pensar que
distribuições estáveis estão envolvidas. Como a distância de Mallows possui propriedades
interessantes para convergências de distribuições relacionadas com distribuições estáveis,
visto nos Capítulos 2 e 3 deste trabalho, a usaremos como meio de obter a convergência
em distribuição, e assim, encontrar estimativas para a ruína.

No Capítulo 2, vimos que, para X ′
is v.a.’s independentes, Vi’s v.a.’s com distribuição

comum tal que E(V α) < ∞, sob algumas condições existem {c′n} e 1 < α < 2 tais que
temos a convergência em distância Mallows abaixo∑n

i=1(Xi − Vi)− c
′
n

n1/α

dα→ Yα,

que implica na convergência em distribuição∑n
i=1(Xi − Vi)− c

′
n

n1/α

d→ Yα, (4.1)

onde Yα é v.a. α-estável. Mostramos, para esses casos, que Xi − Vi ∈ L e temos uma
aproximação para a probabilidade da ruína em (3.10) transcrita abaixo

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
.

E se F̄Xi−Vi
(x) ∼ Ḡα(x), ∀ i, então

ΨM(u) ∼ MP (Yα > u) .

Assim, nos casos onde convergências do tipo (4.1) ocorrem a probabilidade da ruína
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está relacionada com a cauda de Yα. O objetivo da seção 4.2 é estimar a densidade de Yα,

gα, para obter a probabilidade da ruína. Para tal, usaremos estimadores do tipo peso de
Campos e Dorea (2001) e Campos (2001), derivados dos estimadores tipo núcleo, pois são
bons estimadores

fn(x) =
1

n

n∑
i=1

W (h, x,Xi) h = hn ↓ 0, quando n → +∞. (4.2)

Iniciamos a seção, apresentando resultados importantes de Campos e Dorea (2001) sobre
as consistências destes estimadores de densidade. Aplicamos esses resultados nas Propo-
sições 4.13, 4.14, 4.15 e 4.16, onde supomos que as indenizações são v.a.’s i.i.d., os tempos
entre chegadas i.i.d. e independentes das mesmas, e que X−V está no domínio normal de
atração de Yα v.a. α−estável, então usamos os estimadores do tipo núcleo para estimar a
densidade de X − V, fX−V , e dessa forma, obtermos estimativas para a probabilidade da
ruína. Pois, sob algumas condições de regularidade,∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

fn(x)dx →
n

∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

fX−V (x)dx ∼
∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

gα(x)dx.

E, para M suficientemente grande

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
=

∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

gα(x)dx

onde gα é a densidade de Yα.

Para terminar, usamos novamente os estimadores tipo peso para obter o não vício
assintótico dos estimadores, no caso em que as X ′

is são v.a.’s independentes mas não
identicamente distribuídas, Observação 4.17.

Usando os resultados de estimação paramétrica de Dorea et al (2006) e Otiniano
(2006), na seção 4.3, estimamos os parâmetros de Yα por meio de X−V, isto é, assumindo
que X ′

is são v.a.’s i.i.d., Vi’s i.i.d. independentes das X ′
is e, novamente, X − V está no

domínio normal de atração de Yα α−estável, obtemos, na Proposição 4.19, que para cn

apropriado e M suficientemente grande

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
∼ Cα̂nσ̂α̂n

n

(
u− c

′
M

M1/α̂

)−α̂n

,
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para estimadores de estabilidade α̂n e viés σ̂n.

Para concluir o trabalho, fizemos também uma estimativa para a ruína usando os
estimadores de máxima verossimilhança condicional apresentados por Hill (1975). Usando
estes estimadores, obtemos na Proposição 4.20, casos onde

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− C
′
M

M1/α

)
∼ â+n

(
u− C

′
M

M
1/α̂
n

)−α̂n

para â+n e α̂n estimadores da constante caudal e do índice de estabilidade de Yα e M

grande.

4.2 Estimadores de Densidade Tipo Núcleo

Sejam X1, X2, ..., Xn variáveis aleatórias independentes com densidade comum f em R.

Desejamos estimar f(x) onde x é ponto de continuidade. Para tal, dispomos da amostra
{X1, X2, ..., Xn}. Sabemos que

f(x) = lim
h→0

1

2h
P (x− h < X ≤ x + h) .

Então, um estimador intuitivo para f(x) é

fn(x) =
1

2nh
]{Xi : Xi ∈ [x− h, x + h]}

onde h = hn ↓ 0 quando n −→∞. Podemos reescrevê-lo como

fn(x) =
1

2nh
1[−1,1]

(
x−Xk

h

)
,

isto implica que x−Xk

h

d
= U [−1, 1].

Parzen (1962) incrementou essas idéias considerando uma classe de estimadores do
tipo núcleo

fn(x) =
1

nh

n∑
k=1

K

(
x−Xk

h

)
,

onde h = hn ↓ 0 quando n −→ ∞ e K, denominada função do tipo núcleo, ou ainda
função peso, deve satisfazer algumas propriedades
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i) supy∈R |K(y)| < +∞;

ii)
∫

R |K(y)|dy < +∞;

iii) limy→∞ |yK(y)| = 0;

iv)
∫

R K2(y)dy < +∞ e nh → +∞

para que fn seja não-viciado
E[fn(x)] −→

n→∞
f(x),

e consistente em média-quadrática

E[fn(x)− f(x)]2 −→
n→∞

0.

E mais, se nh2 −→∞ e f(x) é uniformemente contínua, então para todo ε > 0

P

(
sup

−∞<x<∞
|fn(x)− f(x)| < ε

)
−→
n→∞

1.

Em Campos e Dorea (2001) temos estimadores do tipo peso, derivados dos estimadores
do tipo núcleo, com vários graus de consistência para os casos em que a amostra {Xn}n≥0 é
composta por variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas definidas no
espaço de medida (E, E , ν), onde E ⊂ Rd, E σ−álgebra de E e ν é uma medida σ−finita.

Complementando esses resultados, em Campos (2001) há estimadores para os casos
em que {Xn} é uma Cadeia de Markov com espaço de estados geral (E, E). Em suma,
estima-se f(·) sua densidade estacionária em dois casos: supõe-se que a densidade inicial
da cadeia coincide com a estacionária e o caso onde a cadeia possui densidade limite,
mas a densidade inicial é qualquer. Para esses casos são necessárias hipóteses adicionais
nas estruturas de dependências das cadeias e ergodicidade. Para nosso interesse E = R,

E = B a σ−álgebra de Borel e ν é a medida de Lebesgue.

Considere os estimadores usados em Campos (2001) e Campos e Dorea (2001)

fn(x) =
1

n

n∑
i=1

W (h, x,Xi) h = hn ↓ 0 quando n → +∞,

onde h = hn ↓ 0, quando n → ∞, W (h, x,Xi) é conhecida como função peso e x o
ponto em que desejamos estimar a densidade. A seguir, listamos alguns resultados que
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usaremos para derivar as nossas estimativas, e sob os quais temos que esses estimadores
são assintoticamente não-viciados (Efn(x) → f(x)), consistentes em média-quadrática
(E(fn(x) − f(x))2 → 0), fracamente consistentes (fn(x)

p→ f(x)), fortemente consis-
tentes (fn(x)

q.c.→ f(x)) e assintoticamente normal distribuídos (fn(x) − Efn(x))dn
d→

N(0, σ2(x))), {dn} sequência de constantes.

Condição 4.1. A função W (h, x, ·) satisfaz as condições: existe h0 > 0 tal que∫
|W (h, x, y)|dy ≤ K0(x) < ∞ 0 < h ≤ h0

e dado δ > 0 para Wδ(h, x, y) = W (h, x, y)1(z:|z−x|>δ)(y), temos

|Wδ(h, x, y)| ≤ Kδ(x) < ∞ 0 < h ≤ h0

e
lim
h→0

Wδ(h, x, y) = 0.

As funções K0(·) não dependem de h e a função Kδ(·) é independente de h e y.

Condição 4.2. Assuma que para x ∈ C(f) temos a Condição 4.1 e que W (h, x, y) ≥ 0

com h = hn satisfaz

lim
n→∞

hn = 0 e
∫

W (h, x, y)dy = 1 0 < h ≤ h0.

Condição 4.3. Assuma que para x ∈ C(f) temos a Condição 4.3 e que

lim
n→∞

nh = ∞

e
|hW (h, x, y)| ≤ K1(x) < ∞, 0 < h ≤ h0.

Teorema 4.4. Seja g uma função integrável em (R,B) e x ∈ C(g). Assuma que W (h, x, ·)
satisfaz a Condição 4.1. Então

lim
h→0

∣∣∣∣∫
E

W (h, x, y)g(y)dy − g(x)

∫
E

W (h, x, y)dy

∣∣∣∣ = 0.
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Corolário 4.5. Sob a Condição 4.2, temos o não vício assintótico

lim
n→∞

E(fn(x)) = f(x) ∀x ∈ C(f).

Teorema 4.6. Sob a Condição 4.3, temos a consistência em média quadrática e conse-
quentemente a consistência fraca

lim
n→∞

{E(fn(x)− f(x))2} = 0 ∀x ∈ C(f).

Para obter a consistência forte, veja o resultado abaixo

Teorema 4.7. Seja x ∈ C(f) e assuma que a Condição 4.3 é satisfeita. Se para todo
β > 0

∞∑
n=1

exp{−2nhβ} < ∞,

então
lim

n→∞
fn(x) = f(x) quase certamente.

Teorema 4.8. Seja x ∈ C(f) com f(x) > 0 e assuma que a Condição 4.3 ocorre. Se

lim inf
n→∞

∫
E

hW 2(h, x, y)dy = K2(x) > 0,

então temos a normalidade assintótica

lim
n→∞

P

(
fn(x)− E(fn(x))

σ(fn(x))
≤ z

)
=

∫ z

−∞

1√
2π

exp

{
−t2

2

}
dt.

O caso em que {X1, X2, ..., Xn} é uma Cadeia de Markov com f(·) sua densidade
limite, para garantirmos as consistências do estimador fn(x) = 1

n

∑n
i=1 W (h, x,Xi) foi

preciso assumir que a cadeia é geometricamente ergódica, ou seja, existe π uma medida
de probabilidade, que é a distribuição de equilíbrio da cadeia, tal que

|P (Xn ∈ A|X0 = x)− π(A)| ≤ βρn ∀x ∈ R, ∀A ⊂ B,
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onde ρ e β são constantes com β ≥ 0 e 0 < ρ < 1.

Teorema 4.9. Seja {Xn} uma cadeia de Markov geometricamente ergódica com f(·)
sua densidade limite. Sob as Condições 4.1 e 4.2, temos que o estimador fn(x) =
1
n

∑n
i=1 W (h, x,Xi) é assintoticamente não viciado

lim
n→∞

E(fn(x)) = f(x) ∀x ∈ C(f).

Observação 4.10. A demonstração desse resultado não utiliza a homogeneidade da
cadeia. Contudo, para obter as demais consistências são necessárias hipóteses adicionais
além da homogeneidade.

Para o nosso caso, uma forma intuitiva de estimar a densidade das somas estabilizadas,
seria o uso dos estimadores tipo núcleo apresentados. Contudo, como observado acima,
os resultados conhecidos se aplicam a cadeias de Markov homogêneas, o que não acontece
com as somas estabilizadas em questão.

Veremos nas Proposições 4.12, 4.13, 4.14 e 4.15 que para obtermos a cauda da ruína,
podemos usar os estimadores de densidade Tipo Núcleo

fn(x) =
1

n

n∑
i=1

W (h, x,Xi − Vi) h = hn ↓ 0 quando n → +∞

e estimar a densidade de FX−V , chamaremos de fX−V . É natural pensarmos sobre o erro
do uso desses estimadores para o cálculo da distribuição FX−V .

Sob algumas condições de regularidade, por exemplo ver em Watson e Leadbetter
(1963), temos garantia que o erro médio quadrático integrado converge para zero

E

[∫
(fn(x)− f(x))2dx

]
→
n

0,

então ∫
(Efn(x)− f(x))2dx ≤

∫
E(fn(x)− f(x))2dx →

n
0,

e mais, podemos ver que∣∣∣∣∫ ∞

u

Efn(x)dx− P (X − V > u)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ∞

u

(Efn(x)− f(x))dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

u

|Efn(x)− f(x)|dx
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≤
∫
|Efn(x)− f(x)|dx →

n
0.

Assim, temos para qualquer u ∈ R a convergência em média∫ ∞

u

fn(x)dx
L1→
∫ ∞

u

f(x)dx.

Logo, para escolhas apropriadas de fn temos a aproximação

P (X − V > u) =

∫ ∞

u

fX−V (x)dx ≈
∫ ∞

u

fn(x)dx,

e sabemos que F̄X−V (x) ∼ Ḡα(x) pois X − V ∈ DN(Yα), então quando u é grande

P (Yα > u) =

∫ ∞

u

gα(x)dx ∼
∫ ∞

u

fX−V (x)dx.

Logo, por (3.10)

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
∼
∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

fX−V (x)dx. (4.3)

A seguir, segue um exemplo onde valem as condições de regularidade de Watson e
Leadbetter (1963). E mais, usaremos a densidade da distibuição N(0, 1) para estimar a
cauda de uma distribuição 1-estável.

Exemplo 4.11. Sejam f(x) = 1
π(1+x2)

para x ∈ R a densidade da distribuição Cauchy

S1(1, 0, 0), e W (h, x, y) = 1
h
√

2π
e−

(x−y)2

2h2 . É fácil ver que W satisfaz as Condições 4.1, 4.2 e
4.3. Vamos mostrar que para qualquer u ∈ R∣∣∣∣∫ ∞

u

(Efn(x)− f(x))dx

∣∣∣∣→ 0.

Veja que ∫ ∞

u

|Efn(x)− f(x)|dx

=

∫ ∞

u

∣∣∣∣∣ 1√
2πh

∫
e−

1
2h2 (x−y)2

π(1 + y2)
dy − 1

π(1 + x2)

∣∣∣∣∣ dx,
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com uma mudança de variáveis temos

≤ 1

π
√

π

∫ ∞

u

∫ ∣∣∣∣∣ e−z2

(1 + (x−
√

2hz)2)
− e−z2

(1 + x2)

∣∣∣∣∣ dzdx

=
1

π
√

π

∫
e−z2

∫ ∞

u

∣∣∣∣ 1

(1 + (x−
√

2hz)2)
− 1

(1 + x2)

∣∣∣∣ dxdz,

=
1

π
√

π

∫
e−z2|tg−1(u)− tg−1(u−

√
2hz)|dz.

Pelo Teorema da Convergência Dominada temos

lim
n→∞

E

∣∣∣∣∫ ∞

u

fn(x)dx−
∫ ∞

u

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 1

π
√

π

∫
e−z2

lim
n→∞

|tg−1(u)−tg−1(u−
√

2hz)|dz = 0.

A partir de agora, suponha que as escolhas de W e h são tais que (4.3) é satisfeita.
Temos então as proposições abaixo, que seguem das Proposições 3.16 e 3.17 do capítulo
anterior.

Proposição 4.12. Para o processo de risco

Rt = u + t−
Nt∑
i=1

Xi,

com respectivo processo de perdas agregadas St = u − Rt =
∑Nt

i=1 Xi − t. Suponha que
as indenizações X ′

is são i.i.d., seus tempos entre chegadas Vi’s i.i.d.. Assuma que X − V

tenha densidade fX−V , e FX−V ∈ DN(Yα), Yα v.a. α−estável com densidade gα. Sob as
hipóteses da Condição 4.2, para o estimador fn dado por (4.2), é assintoticamente não
viciado , isto é,

lim
n→∞

E(fn(x)) = fX−V (x) ∀x ∈ C(fX−V ),

e assim, para c
′
n apropriados e M e n grandes

ΨM(u) ∼
∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

fn(x)dx.

Proposição 4.13. Agora, sejam W e h tais que a Condição 4.3 é satisfeita. Então temos
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a consistência em média quadrática do estimador tipo peso, isto é,

lim
n→∞

{E(fn(x)− f(x))2} = 0 ∀x ∈ C(f),

e assim, para c
′
n apropriados e n e M grandes

ΨM(u) ∼
∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

fn(x)dx.

Proposição 4.14. Para W e h satisfazendo a Condição 4.3 e para todo β > 0 tal que

∞∑
n=1

exp{−2nhβ} < ∞,

então
lim

n→∞
fn(x) = f(x) quase certamente.

Para c
′
n apropriados e n,M grandes

ΨM(u) ∼
∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

fn(x)dx.

Proposição 4.15. Para W e h satisfazendo a Condição 4.3 e se

lim inf
n→∞

∫
E

hW 2(h, x, y)dy = K2(x) > 0,

então temos a normalidade assintótica

lim
n→∞

P

(
fn(x)− E(fn(x))

σ(fn(x))
≤ z

)
=

∫ z

−∞

1√
2π

exp

{
−t2

2

}
dt.

Para c
′
n apropriados e n,M grandes

ΨM(u) ∼
∫ ∞

u−c
′
M

M1/α

fn(x)dx.

Observação 4.16. Para o caso em que as indenizações Xi’s são independentes, mas não
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identicamente distribuídas, estimamos diretamente a densidade limite de

Zn =

∑n
i=1(Xi − Vi)− c

′
n

n1/α
.

Como já dissemos anteriormente, {Zn} não é uma Cadeia de Markov homogênea, portanto
não podemos usar todos os resultados de Campos (2001). Contudo, na demonstração do
não vício assintótico dos estimadores propostos para Cadeias de Markov com distribuição
limite, (Teorema 3.1, ver em Campos (2001)), não é necessária a homogeneidade da cadeia,
mas a condição de ergodicidade geométrica deve ser satisfeita, isto é, existem constantes
β > 0, e 0 < ρ < 1 tais que

|P (Zn ∈ A)− P (Y ∈ A)| ≤ βρn para todo A ∈ B e n ∈ N.

Sejam os estimadores (4.1)

fn(x) =
1

n

n∑
i=1

W (h, x, Zi) h = hn ↓ 0 quando n → +∞.

Sejam Xi’s v.a.’s independentes, mas não identicamente distribuídas, e as Vi’s v.a.’s i.i.d.
de cauda fina, independentes das X ′

is. Suponha que existem uma sequência {c′n} e
1 ≤ α < 2 tais que ∑n

i=1(Xi − Vi)− c
′
n

n1/α

d→ Yα,

para Yα α−estável com densidade g, a Condição 4.2 é satisfeita e que {Zn} =
{∑n

i=1(Xi−Vi)−c
′
n

n1/α

}
é geometricamente ergódica. Então pelo Teorema 4.9 temos o não vício assintótico nos
pontos de continuidade de gα:

Efn(x) → gα(x).

Desse modo, estimamos a densidade gα de Yα, e obtemos P (Yα > x) para estimar a ruína.
Observe que o erro dessa estimação pode ser grande pois temos garantido apenas o não
vício assintótico do estimador.
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4.3 Estimadores de Parâmetros da Distribuição Estável

Um segundo método de se estimar a probabilidade de ruína é fazer uso dos resultados de
Dorea et al (2006) e Otiniano (2006), onde estimadores consistentes dos parâmetros de
estabilidade α e viés σ são apresentados. Veja o resultado principal (Teorema 4.17) que
citamos a seguir.

Teorema 4.17. Sejam X1, X2, ... v.a.’s independentes com distribuição comum F simétrica
tal que

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= x−α para 0 < α ≤ 2, x > 0,

isto é, F ∈ D(Gα), onde Gα
d
= Sα(σ, β, µ). Assuma que F possua densidade contínua em

uma vizinhança da origem. Então para k = kn ↑ ∞ com kn

n
→ 0, m = mn ↑ ∞ com

rn = [ n
m

] →∞ e εn ↓ 0 com εnrn →∞, temos

α̂n =
1

γ̂n

p→ α e σ̂n
p→ σ. (4.4)

Onde γ̂n é o estimador clássico de Hill:

γ̂n =
1

k

n∑
j=n−k+1

log
X(j)

X(n−k)

p→ γ =
1

α

X(j) corresponde à j−ésima posição da estatística de ordem X(1) ≤ X(2) ≤ ... ≤ X(n) de
(X1, X2, ..., Xn). E conhecido o valor de α

σ̂n =
Γ(1/α)

πα
(l̂n(0))−1

Γ é a função Gama,

l̂n(0) =
1

2ε

1

rn

rn∑
j=1

1(
|Y (n)

j |≤ε
)

e
Y

(n)
j =

X(j−1)m+1 + ... + Xjm

m1/α
.

Para fazer uso desses resultados, vamos assumir que as indenizações Xi’s são v.a.’s
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i.i.d., mais ainda, vamos supor que a distribuição comum das X ′
is, F ∈ DN(Gα), onde

Gα
d
= Sα(σ, β, µ),

é α−estável, os tempos entre chegadas das mesmas Vi’s também são i.i.d. e independentes
das X ′

is, com E(V α) < ∞. Como já mostramos FX−V
d
= X − V e FX−V ∈ DN(Gα). No

nosso caso, as indenizações assumem valores estritamente positivos e pela Definição 1.17,
para x > 0

FX(−x) =
a− + b(−x)

xα
= 0,

assim a− = 0, implicando em β = 1, isto é, Gα é assimétrica. Para a probabilidade
da ruína, o nosso interesse é conhecer propriedades assintóticas da cauda de Gα. Pela
Propriedade 1.14

lim
x→∞

xα(1−Gα(x)) = Cα
1 + β

2
σα.

Como β = 1, resta estimar α e σ. Uma vez que os resultados do Teorema 4.17 se aplicam a
distribuições simétricas, abaixo, apresentamos uma forma de contornar essa não simetria.

Suponha que FX−V (0) = 1
2

e considere a distribuição derivada de FX−V a seguir:

F P
X−V (x) =

{
1− FX−V (−x), x < 0

FX−V (x), x ≥ 0.

É fácil ver que F P
X−V ∈ DN(Gs), onde Gs d

= Sα(σ, 0, µ) e que F P
X−V é distribuição simétrica.

Na amostra {X1, ..., Xn, V1, ..., Vn} tome as diferenças {X1 − V1, ..., Xn − Vn} . Escolha
aquelas que assumem somente valores não negativos e reindexe-as, obtendo{

(XτP
1
− VτP

1
), ..., (XτP

n
− VτP

nP
)
}

.

Sejam ξ1, ξ2, ... variáveis aleatórias i.i.d. com P (ξj = ±1) = 1
2

e independentes de {Xj −
Vj}. Defina

XP
j − V P

j = (XτP
j
− VτP

j
)ξj, j = 1, ..., nP .

Seja a sequência {
XP

1 − V P
1 , ..., XP

nP − V P
nP

}
. (4.5)

A Proposição 3 de Dorea et al. (2006) mostra que (4.5) são v.a.’s i.i.d. com distribuição
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F P
X−V . Assumindo que a distribuição FX−V possui densidade contínua em uma vizinhança

da origem e para sequências escolhidas apropriadamente k, m, r e ε, usando o Teorema
4.17 obtemos os parâmetros α e σ.

Então por (3.10)

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− cM

M1/α

)
∼ Cασα

(
u− cM

M1/α

)−α

,

a constante Cα aparece na Propriedade 1.14. Por (3.11)

ΨM(u) ∼ MP (Yα > u) ∼ MCασα (u)−α .

Assim, provamos a proposição abaixo.

Proposição 4.18. Considere, novamente, o processo de perdas agregadas

St = u−Rt =
Nt∑
i=1

Xi − t.

Suponha que as indenizações Xi’s são i.i.d., seus tempos entre chegadas Vi’s i.i.d. e
independentes das indenizações. Vamos supor que E(V α) < ∞, X − V ∈ DN(Yα), Yα

v.a. α−estável. Sejam α̂n e σ̂n como no Teorema 4.17. Temos para cn apropriado e M

suficientemente grande que

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− c
′
M

M1/α

)
∼ Cα̂nσ̂α̂n

(
u− c

′
M

M1/α̂

)−α̂n

.

Para finalizar o Capítulo 4 e concluir esse trabalho, propomos o uso dos estimadores
de máxima verossimilhança condicional, apresentados por Hill (1975), para obter os pa-
râmetros caudais de uma Yα v.a. α−estável.

Considere X1, X2, ..., Xn uma amostra de v.a.’s positivas com distribuição do tipo Zipf,
isto é, FX(x) = 1− a+x−α para x grande, a+ > 0 e α > 0. Mais ainda, suponha que para
certo D conhecido temos FX(x) = 1 − a+x−α, para x ≥ D. Seja (X(1), X(2), ..., X(n)) a
estatística de ordem da amostra, logo X(1) ≤ X(2) ≤ ... ≤ X(n). Como conhecemos a
forma da cauda de X apenas para valores grandes de x, é intuitivo fazer inferências sobre
os parâmetros nas estatísticas de ordem que excedem o valor D, então estamos estimando
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os parâmetros de FX condicionado às amostras que são maiores ou iguais a D. Seja então
r < n tal que X(r+1) ≥ D. Na realidade, tome r = kn tal que kn

n
→ 0. Os estimadores de

máxima verossimilhança de α e a+ são

α̂n =
(r + 1)

[
∑r

i=1 ln X(i) − r ln X(r+1)]

â+n = [X(r+1)]α̂n
r + 1

n
.

Vamos aplicar o uso desses estimadores ao nosso problema.

Proposição 4.19. Suponha que as indenizações X1, X2, ... são v.a.’s positivas e i.i.d. tais
que FX ∈ DN(Yα), Yα v.a. α−estável, 1 < α < 2. Usando os estimadores de Hill, temos
para M grande que

ΨM(u) ∼ P

(
Yα >

u− C
′
M

M1/α

)
∼ â+n

(
u− C

′
M

M
1/α̂
n

)−α̂n

.

Para o caso em que as indenizações X1, X2, ... são v.a.’s independentes, mas não ne-
cessariamente identicamente distribuídas e satisfazem a hipótese do Teorema 1.20 reescrita
abaixo

1

n

n∑
j=1

E
{
|Xj − Yj|α1

(
|Xj − Yj| > bn

2−α
2α

)}
−→

n→+∞
0.

para 1 ≤ α < 2, para todo b > 0, e Yα variável aleatória α-estável tal que Y1, Y2,...
são cópias independentes de Yα. É claro que por essa hipótese E(|Xi − Yi|α) < ∞, ∀ i.

Assim, Xi ∈ DN(Yα) e então FXi
(x) = 1− a+x−α, para x ≥ Di. Isto significa que apesar

de X1, X2, ... não possuírem a mesma distribuição, elas possuem a mesma cauda para x

grande. Logo, um trabalho posterior será mostrar que podemos usar os estimadores de
parâmetros para os casos acima.
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