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RESUMO

Neste trabalho apresentamos os Espacos de Sobolev com peso, os quais possuem a pro-
priedade de preservar a compacidade da imersao, mesmo estando em dominio ilimitado.
Como aplicacdo deste resultado, é possivel obter solucdes para equacoes do calor em RY
a partir dos teoremas minimax ja conhecidos, entre os quais citamos o Lema de De-
formacao Quantitativo, o Principio Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da
Montanha. Dada a natureza da aplicacao desses espacos, resolvemos no final deste texto
um problema eliptico em Rf com nao-linearidade do tipo concavo-convexo na fronteira,

com expoentes subcritico e critico.

Palavras-chave: Espagos de Sobolev com Peso. Teoremas Minimax. Existéncia e Mul-

tiplicidade.



ABSTRACT

In this work we present weighted Sobolev spaces, which have the property of preserving
the compactness of the immersion, even being in an unlimited domain. As an application
of this result, it is possible to obtain solutions for heat equations in RY from the minimax
theorems already known, among which we quote the Quantitative Deformation Lemma,
Ekeland’s Variational Principle and the Mountain Pass Theorem. Given the nature of
the application of these spaces, at the end of this text we have solved a eliptic problem
in RY with concave-convex nonlinearity on the boundary, with subcritical and critical

exponents.

Keywords: Weighted Sobolev Spaces. Minimax Theorems. Existence and Multiplicity.
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LISTA DE NOTACOES E SIMBOLOS

— é o simbolo utilizado para retratar a imersao entre dois espagos normados
c ’ 7/ “7. . ~ 7’
— ¢ o simbolo utilizado para denotar que a imersao é compacta

(PS). é a notagao adotada para dizer que determinado funcional satisfaz a condic¢ao

de Palais-Smale no nivel ¢
oy denota o volume da esfera S¥=1 ¢ RV

||.|| denota a norma fixada no espaco Dg*(RY) definida por

Il = ( [ : K(2)[Vuds "

|.]. denota a norma fixada no espago L% (RY~1), definida por

1/r
lul, = < K(ZE’,O”U(ZL”,O)‘le‘/)
RN—l



Introducao

Neste trabalho, estudamos o seguinte problema eliptico

1
—Au — §(xVu> =0, em RY
ou ’

= pa(x")|u|T?u + b(a’) |u[P~2u, sobre RN~!

v

(P)

onde 1 <g<2<p<2, pu>0cea,birao cumprir determinadas hipoteses.

Em (P), a condi¢ao na fronteira retrata um comportamento concavo-convexo,
pois ha a presenca de expoentes sub-lineares e super-lineares. Diversos textos ja foram
desenvolvidos nesse sentido, como por exemplo os trabalhos [I], [§], [9], [I0]. No cldssico
artigo de Ambrosetti, Brezis e Cerami [I], os autores encontraram duas solugdes para o

problema

—Au = u? +uP, em €
(Pr) u>0, em () :
u = 0, sobre 0f)

onde Q é um dominio limitado de RY e A € (0,A). Além disso, no caso de A > 0
suficientemente pequeno, eles provaram a existéncia de um nimero infinito de solugoes

para o problema

—Au = Nu|" 'y + [uP~u, em Q
(P2) ;
u = 0, sobre 0f)

Ainda para dominio limitado, em [§], os autores encontraram duas solugbes positivas para

Au =0, em ()
(F3) ou

5 a(z')|u|T?u + pb(x)|uP~2u, sobre O
v

caso u seja pequeno o suficiente.

11
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Pensando em dominio ilimitado, citamos [10], onde os autores estudaram um

problema bastante similar ao nosso

1
(P —Au — 5 (:v : Vu) = pa(x)|u|"?u+, em RY
A
% = b(z')|uP~%u, sobre RV~!

Observe, no entanto, que neste problema apenas o termo super-linear estd pre-
sente no dado de fronteira. Entretanto, como veremos no decorrer do texto, as técnicas
para atacar os dois sao praticamente idénticas e em verdade, nao ha contribuicao sig-
nificativa do termo sub-linear estar ou nao definido no interior para a resolugao em si,
apesar que o local onde ele esta configure um problema diferente e, obviamente, possui

uma solucao diferente.

Referenciamos também o trabalho [9], desenvolvido pelos professores membros
dessa banca de defesa, os quais estudaram a versao em R”Y do problema, isto ¢, o operador

laplaciano e os termos sub e super-linear estao todos na mesma igualdade:

(Ps) —Au+ %|x|“‘2($ -Vu) = a(x)u? + b(x)uPt, em RY,

A motivacao para estudar problemas desta natureza reside no fato de que em
alguns casos, resolve-lo se torna equivalente a encontrar solugoes auto-similares de uma

equagao do calor, como ¢ o caso dos problemas das referéncias [5], [6] e [9].

No primeiro capitulo nds trazemos uma revisao sobre os Espacos de Sobolev
e alguns dos principais resultados utilizados na teoria de minimizagao de funcionais: o
Lema de Deformacao Quantitativo, o Principio Variacional de Ekeland e o Teorema do

Passo da Montanha.

No segundo capitulo, construimos os Espagos de Sobolev com peso, os quais se
mostrarao essenciais para resolver a EDP que estamos interessados. Exibiremos diversos
resultados de imersao para estes espacos, dentre eles citamos em especial, a compacidade

da imersao, mesmo estando em dominio ilimitado.

J& no terceiro capitulo, exibimos o problema central deste trabalho, estabele-
cemos suas hipdteses e, empregando as mesmas técnicas utilizados nos trabalhos [9] e [10],
ja mencionados acima, o resolvemos tanto no caso de expoente subcritico, quanto no caso

de expoente critico. Em ambos, mostramos a presenca de duas solugoes nao-negativas.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Os Espacos de Sobolev

Nesta secao, iremos trazer alguns resultados sobre os Espacos de Sobolev classicos, os
quais tentaremos generalizar mais adiante para os Espacgos de Sobolev com peso, que sao

o foco do proximo capitulo.

Dado Q C RY, N > 3, definimos o espaco de Sobolev
HY(Q) = {u e L*(Q) : |Vu| € L*(Q)},

onde o gradiente acima é no sentido das distribuigoes. A norma neste espago é dada por

1/2
[l oy = ( [rac | |Vu|2dx> |
Q Q

Um importante subespago de H*(£2) é o conjunto Hj(Q) := C'(‘)’O(Q)|H|H1(Q). No

caso onde €2 é dominio limitado, a norma usual de H}(f2) é dada por

1/2
sy = ( / |Vu|2da:) .

Vamos relembrar agora trés dos resultados principais de imersao para estes

espagos, cujas provas podem ser encontradas em [2].

Teorema 1.1 (Imersao de Sobolev). A imersao H*(Q2) — LP(Q) € continua, para todo

2<p<2*¥:= 2N
=P=""N_y
Teorema 1.2 (Compacidade). Se Q C RN ¢ um dominio limitado, a imersio HE(Q) <

13
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LP(Q2) é compacta para todo 2 < p < 2*.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q@ C RN dominio limitado. A melhor

constante da imersao H}(Q)) — L*(Q) € o inverso do primeiro autovalor do operador
(—A, H}(Q)), isto é
1
/|u!2d1’§ —/ |Vul*dz.
0 A Ja

Outro espaco de Sobolev relevante é o espaco

DY(Q) = {u e L¥ () : [Vu| € L*(Q)},

1/2
ul 1oy = (/vaumx) |

Teorema 1.4. Sobre o espago D?(Q), valem as afirmativas

CO11 norma

(a) DM2(Q) = L¥(Q),
(b) No caso Q =RY, a melhor constante de imersio, dada por

fRN |Vu|?dx

>
2/2*
fRN lu Z*dx)

€ atingida e é chamada de melhor constante de Sobolev.

S = inf
u€DL2(RN)—{0} (

Y

(¢) No caso Q@ = RY, ocorre também a imersio D"*(RY) — L*(RN™'), onde 2, :=

2(N —1
g. Além disso, a melhor constante de imersao € dada por

N -2
. fRf ]VuPdm N —2 1/N-1
S() = inf 572 = ON_1 >
ueDL2(RY)—{0} /2« 2
Jan - [u]?<da’
onde oy_1 = vol(SV72).
Demonstragao. A prova para este resultado pode ser encontrada em [11] e [12]. O

A imersao dada no item (c) do Teoremal[l.4]é a comumente chamada de imersao
do traco. Para dar uma nocao geral do que ela significa, vamos fazer uma pequena revisao

de como se define o operador trago em H'(RY). O processo ¢ andlogo para D'?(RY).
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Em [2], prova-se que existe C' > 0 tal que para toda u € C} (Rf ), vale que:
1/2
RN-1

Por densidade, se estende & H'(RY). Deste modo, sendo I' = 9RY =
RN x {0} = RY"!, a aplicagdo u +— u|r definida em Cj(RY) assumindo valores em
L*(RN~1) pode ser estendida a um operador linear limitado 7' : H'(RY) — L?(RV™1), tal
que T'(u) = ulp se u € H'(RY) N C(R_ﬂf) O operador T é chamado de operador traco e
quando dizemos que H'(RY) < L"(RY!), na realidade o que acontece, é que para toda
uwe H'(RY), T(u) € L"(RN1). Em [2] podem ser encontradas as principais propriedades

deste operador, uma delas que ganha especial destaque é que:
Ker(T) = H}(RY),

ou seja, somente as fungdes de Hj(RY) possuem dado de fronteira nulo.

1.2 Teoremas Minimax

Nesta secao vamos trazer alguns resultados Minimax que serao essenciais no decorrer deste
texto, como o Principio Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha. Para
demonstra-los faremos uso de um resultado bem abstrato, no entanto bastante 1til, que
¢ o Lema de Deformacao Quantitativo. Iremos deixar uma referéncia para consulta da
prova, afinal ela é longa, demanda muitos resultados precedentes e provar este resultado

nao se enquadra nos nossos objetivos, queremos apenas utiliza-lo.

Lema 1.1 (Lema de Deformagao Quantitativo). Seja X espago de Banach, S C X, § >0
e Ss={u € X :dist(u,S) < 0}. Além disso, considere I € C*(X,R), c€ R e e > 0 tais
que

I (w)|]x > %,Vu € I (e — 2¢, ¢+ 2€]) N Sos.

Entao, existe uma aplicagdo continua n : [0,1] x X — X tal que para todo v € X e para
todo t € [0,1], valem

(a) n(0,u) = u,
(b) n(t,u) =u seu & [([c — 2¢,c+ 2€]) N Sy,

() n(1,I°7*N S) C I°°°N S;.

Demonstragao. A prova para este resultado pode ser encontrada com detalhes em [12],
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p-38. O

Antes de enunciar e provar os dois teoremas citados inicialmente, vamos recor-
dar a definicao de sequéncias Palais-Smale, as quais tem vital importancia para o método

que aplicaremos para resolver nossa EDP.

Definigao 1.1 (Condigao de Palais-Smale). Seja X espa¢o de Banach e I € C'(X,R).

Dado ¢ € R, dizemos que {u,} C X é uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ quando

lim I(u,)=c¢, lim I'(u,)=0.

n—-+o00 n—-+o0o

Além disso, dizemos que I satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢ se toda sequéncia
de Palais-Smale no nivel ¢ possui subsequéncia convergente. Nessas condi¢oes, dizemos
que se o funcional € limitado inferiormente, entdo sequéncias minimizantes podem ser

consideradas.

O Principio Variacional de Ekeland é um resultado extremamente 1til, pois
uma de suas consequéncias naturais é que sequéncias minimizantes, sem perca de ge-
neralidade, sao sequéncias de Palais-Smale se o funcional for limitado inferiormente. Tal
resultado foi proposto e demonstrado no célebre artigo [3]. Exibiremos agora uma demons-

tracao deste resultado usando o Lema de Deformacgao Quantitativo apresentado acima.

Teorema 1.5 (Principio Variacional de Ekeland). Sejam X um espag¢o de Banach, I €

CH(X,R) um funcional limitado inferiormente, u € X e € > 0 tais que
I(u) <inf I +e.
X
Entao, dado § > 0, eziste v =v(J) € X tal que
(a) I(v) <infx I+ 2¢,

() [l —ullx <25,

@ Il < 5.

Demonstracao. Considere o conjunto

A={veX:(a)e(b) valem}.

Claramente, A # (), afinal u € A. Suponha que nao exista v € A que nao satisfaca (c).
Neste caso, definindo S = {u}, Ss = Bs(u) e ¢ = infx I, temos que

4 -
T (0)|] 0 > §,VU € I™'([c — 2¢, ¢ + 2€]) N Baggu.
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Pelo Lema de Deformacao (cf. Lema, existe uma aplicacao continuan : [0, 1]x X — X
de tal modo que n(1,u) € I°°¢. No entanto, ¢ = infx I, o que implica que [°7¢ = ),

chegando a uma contradicao. O]

E bom salientar que o resultado acima é bem mais geral. Em [3], o autor prova
que é necessario apenas que o funcional I seja semi-continuo inferiormente e que X seja
um espago métrico completo, nao necessariamente normado. Trazemos agora essa versao
geral, que nao serd demonstrada, mas que sera utilizada para obter uma versao local do

resultado. Esta ultima versao é que sera aplicada nos nossos resultados.

Teorema 1.6 (Principio Variacional de Ekeland - Versao Geral). Sejam X wum espago
métrico completo, F : X — R U {400} um funcional semi-continuo inferiormente, nao

identicamente igual a 400 e limitado inferiormente, € > 0 e u € X tais que
inf/ <I(u) <infl+e€
X X

Entao, dado § > 0, existe v=v(d) € X tal que

(a) I(v) < I(u),
(b) d(u,v) <9,

(¢) I(w) > I(v) — gd(v, w) para todo w # v.

Demonstragao. A prova para este resultado pode ser encontrada em [3], p. 326. ]

Vamos agora enunciar e provar a versao local do Principio Variacional de Eke-

land. Tal demonstracao foi feita se baseando no Teorema 2.2 ¢ no Coroldrio 2.3 de [3].

Corolario 1.1 (Principio Variacional de Ekeland - Versao Local). Seja X um espago
de Banach e B C X uma bola fechada em X na topologia induzida pela norma ||.||x.
Seja também I € CYX,R) um funcional limitado inferiormente em B e {u,} C B
uma sequéncia minimizante, isto é, I(u,) — infg . Entao, erxiste {v,} C B também

minimizante tal que I'(v,) — 0.

Demonstracao. Sendo que B é fechado em X, segue que B é um espaco métrico completo
com a métrica induzida pela norma. Estamos entdo nas hipéteses do Teoremal[l.6] Assim,
existe {v,} C B também minimizante tal que lim ||u,, — v,||x = 0 e para todo w € B e
t>0:

H(un+ tw) = I(0,) > — = [Jwllx
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Como I é de classe C*, a desigualdade acima implica que

I'v)w 1
_ < J—
lwllx — n

Da arbitrariedade de w € B, segue que

1
I'(o)||p < =
1wl < —

Fazendo n — 400, obtemos que I'(v,) — 0. O

O Teorema do Passo da Montanha, o qual provaremos agora é um dos resul-
tados mais importantes da drea de métodos variacionais. Iremos fazer uma versao bem
geral dele, mas em esséncia este teorema nos mostra que sob determinadas condigoes
geométricas respeitadas pelo funcional, tém-se a existéncia uma sequéncia Palais-Smale
em um determinado nivel e, como consequéncia, caso o funcional satisfaga a condicao de

Palais-Smale neste nivel, mostra-se entao a existéncia de um ponto critico.

Teorema 1.7 (Passo da Montanha). Seja X um espa¢o de Banach e I € C'(X,R) de
modo que 1(0) = 0. Suponha que existam p,c > 0 tais que

(i) I(u) > a>0,Yu € 0B,(0),

(17) existe v € X com |[v||x > p e I(v) <O.

Seja

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(2)),

onde ' = {y € C([0,1], X) : v(0) = 0 e v(1) = v}. Entao, para cada € > 0, existe uc € X

tal que

(a) ¢ —2e < I(ue) < ¢+ 2,

(0) (1" (ue)|[xr < 4e.

Demonstra¢ao. Primeiramente, vamos provar que ¢ ¢ um numero real. Com efeito, dada
vy €T, como v(0) = 0 € B,(0) e y(1) = v ¢ B,(0), entio pelo Teorema da Alfandega,
existe t € (0,1) onde y(t) € 0B,(0). Pela hipdtese (i), segue entao que I(y(t)) > o >0
e, consequentemente,

I(~v(t)) > a> 0.
max (v(t) > «

Dai, ¢ > « e, portanto, ¢ € R. Agora, suponha por absurdo, que exista ¢ > 0 tal que para

todo u € X, tenhamos que

1 (w)]| x> 4e,Yu € T (e — 2¢, ¢ + 2€]). (1.2)
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Observe que a desigualdade (1.2)) ainda é vélida para € € (0,¢€). Assim, podemos reduzir
€ para que tenhamos

I(v) <0=1(0) < c— 2e
Pelo Lema de Deformagao (cf. Lema [1.1)), existe n : [0,1] x X — X satisfazendo

(1) n(1,u) =u,Vu & I"*([c — 2¢,c+ 2¢]),

(2) n(1,1¢t¢) C 1=,

Pela definicao de infimo, existe v € I' tal que

trél[(zi)ﬁ I(v(t) <c+e. (1.3)
Defina 4 : [0,1] — X por
(1) = n(1,7(1)-

Claramente, 4 é continua. Além disso, (0) = 7(1,0) = 0e (1) = n(1,v) = v e, portanto,
7 € T. Usando (1.3, concluimos que ~(t) € I°*<,Vt € [0,1] e, consequentemente, (t) €
1<Vt € [0,1]. Dai,

I(3(t)) <c—e¢Vt€]0,1],

Em particular,

< I(7(t) <c—
¢ < max (7)) <c—e

o que é uma contradigao. O

Corolério 1.2. Nas mesmas hipdteses do Teorema[L7], se I satisfaz (PS)., entdo existe
u# 0 tal que I(u) =c e I'(u) =0.

Demonstra¢ao. Do Teorema do Passo da Montanha, existe {u,} C X sequéncia Palais-
Smale no nivel ¢. Sendo que I satisfaz (PS)., a menos de subsequéncia, existe u € X tal

que u,, — u. Pela regularidade de I,

I(u) = lim I(u,)=c¢, I'(u)= lim I'(u,)=0.

n—-4o0o n—-4o00

Logo u é ponto critico de I. Como I(u) = ¢ > 0, segue que u # 0. O



Capitulo 2

Espacos Funcionais

2.1 Espacos de Sobolev com peso

Para a resolucdo de muitas EDP’s em dominio ilimitado, como o RY, a falta de compa-
cidade da imersao de Sobolev pode ser um grande obstaculo. Dependendo da formulagao
do problema é possivel contornar a falta de compacidade por maneiras mais simples. No
entanto, para o problema que nos interessa, deveremos contornar a falta de compacidade
introduzindo um novo espaco de Sobolev, o qual é subespago do usual, e além disso, possui

compacidade na imersao, mesmo quando em R, o que é um fato extremamente 1til.

Definicao 2.1. Seja 0 : RN — R, cumprindo as sequintes condigdes

(91) 0 € CQ(RN7R+);

(62) lim (AG(:E) + %\V@(m)ﬁ) = +o00.

|z| =400

A funcio Kg : RN — R definida por
Koy(z) = exp(6(x)),

serd chamada de funcdao com peso 0 ou mais simplesmente de funcdao peso.

Exemplo 2.1. No decorrer do nosso trabalho, teremos interesse especial em um peso

2
especifico, a fung¢ao com peso O(x) = ﬂ Tal fung¢ao cumpre as condigoes (01) e (6s),

afinal, claramente 0 € C*(RY R, e além disso,

V()= 5 = 5|V

_ =P N
: = .

e Af(x) = 5

20
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Logo,
im (Az)+ <|VO(z)P? TR (v i
1m X — X — im — e = .
|| =00 2 |z|—+00 2 4

Observacgao 2.1. Quando estivermos nos referindo especificamente a fun¢ao dada no

Ezemplo denotaremos Ky simplesmente por K.

Vamos agora definir os espagos de Lebesgue com peso

Definicao 2.2. Seja Q C RY aberto, 1 < p < +oo e Ky uma funcio peso. Definimos
L, () = {u : Q — R mensurdveis : / Kylu|Pdx < +oo},
Q

o espaco de Lebesque de ordem p com peso. A morma fizada neste espaco €

1/p
fullig o= ( [ Folulra)

Note que os Espagos de Lebesgue (e também os de Sobolev) com peso s@o, na
realidade, subespagos dos seus respectivos espagos usuais. Com efeito, ja que Ky(z) > 1,

temos que

/ |uPdx < / KylulPdz,¥ 1 < p < 4o0.
Q Q

Proposicao 2.1. (L’;{G(Q), HHL&} ©)) € Banach para todo 1 < p < +00 e € reflezivo para
[
todo 1 < p < 4o00.

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que Lz}’(g(Q) é Banach. Com efeito, dada
{un} C L%, (Q) sequéncia de Cauchy, temos que, dado € > 0 existe ng € N tal que, para

todo n,m > ny,

1/p 1/p
(/ |K91/pun—K91/pum|pdm) = (/K9|un—um|pd$> < e.
Q Q

Dali, Kel/pun ¢ de Cauchy em LP(§2). Como LP(§2) é Banach, existe w € LP(Q2) tal que
Kel/pun — w em LP(Q2). Como Ky # 0, para todo z € €2, podemos definir

Logo, K;/pun — K;/pu em LP(2), mostrando que u, — u em Li ().

Para a reflexividade, defina o operador T": L% (€2) — LP(§2) dado por T'(u) =
Kel/pu. Como Li. () é Banach, T'(L (2)) é subespaco fechado de LP(Q) e portanto

¢ reflexivo. [vide [2], p. 70]. Além disso, como T ¢é isometria, segue que Lj. () é
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reflexivo. O

Quanto aos espacos de Sobolev, teremos interesse em dois principais:

Definicao 2.3. Seja Q C RY e Ky uma fungdo peso. Definimos

Hie, () = {u € Li, () : [Vu| € Li, ()},

1/2
ullm @) = (/K9|u|2dx+/K9|Vu|2dx) .
6 Q Q

Di2(Q) = {u € L%, (Q) : [Vu| € L, ()},

1/2
gz = ( [ KalvuPac)

Proposigao 2.2. Os espagos H}<9 (Q) e D}é(Q) sao espacos de Banach reflexivos.

com norma

Definimos ainda

com norma

Demonstracao. Mostraremos primeiramente que H}(G(Q) é Banach. Com efeito, dada
{un} C H,(Q) sequéncia de Cauchy, temos que {un} e {Vu,} sdo sequéncias de Cauchy
em L3, (Q). Dai, pela Proposicao , existem u, v € L, () tais que u, = u e Vu, — v
em L, (Q). Dada ¢ € C§°(9), pelo teorema de integracio por partes

/uanodx: —/Vungpdx.
Q Q

Fazendo n — oo, temos que

/ wpdr = — / vpdx, Yo € C5°(£2).
Q Q

Logo Vu = v e portanto, |Vu| € L%, (€2), donde segue que u, — u em Hp. (€2).

Para D}i(ﬂ) a prova é bem similar, a tnica diferenca é que em vez de ser
Cauchy em L%, (), a sequéncia tomada {u,} serd Cauchy em L% (). J4 a sequéncia

Vu, continua Cauchy em L7 ().

Quanto a reflexividade de H}<g (€2), iremos nos basear na prova da reflexividade
dos Espagos de Sobolev feita em [2], p.204. Definindo o espaco reflexivo £ = L% () x
L%,(Q), considere a isometria T : Hy., ) — E definida por

T(u) = (u, Vu).

Desde que Hy, () é Banach, entao T'(Hy, (Q2)) é um subespaco fechado de E e portanto
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é reflexivo. Como T' é isometria, segue que Hp. (€) é reflexivo.

Para o espago D}(z(ﬂ) basta considerar a isometria S : D%(Q) — L%, (Q)
dada por S(u) = Vu. O

2.2 Resultados de Imersao dos Espacos de Sobolev

com peso

Nesta secao iremos buscar generalizar os resultados de imersao para os Espacos de Sobolev
classicos comentados no primeiro capitulo para os Espacos de Sobolev com peso. De inicio,
vamos exibir um resultado de densidade que também é vélido para o Espaco de Sobolev

usual.

~ ———~l
Proposigao 2.3. C(RY) "™ = Hi, (RY).

Demonstracao. A prova para este tipo de resultado é bem conhecida, basta aproximarmos
funcoes de H}<0 (RY) por elementos deste mesmo conjunto com suporte compacto e por

fim, aproximar as fungoes com suporte compacto deste espago por funcoes regulares. [

. . . ~ , . ~ c
A primeira imersao que vamos mostrar ¢ a imersao compacta H}<g (RN) —

L%Q) (RY), a qual é extremamente 1til, afinal podemos tratar de problemas em RY sem
nos preocuparmos com compacidade. Para demonstrarmos esse resultado precisaremos,

entretanto, de alguns resultados preliminares.

Lema 2.1. Seja 0 : RN — R, cumprindo as condigdes (61) e (62) da Definicio[2.1. Para
toda ¢ € C°(RY), vale que

1 1
—/ Kolo|*| A0 + =|VO|? dxg/ Ky|Vlrda. (2.1)
2 RN 2 RN

0(z)

Demonstracao. Seja ¢(x) = exp (T) ¢(z). Temos que ¢ € C*(RY R, ), além disso

Vo) = Lexp (@)vemw(m) +exp (@)wm

1
2 2 2
%¢($)V@($) + Koy2(2)Veo(x).

Assim,
1 1
/ K9|w|2dx:/ |V¢|2dx——/ 26V VAL + |62V
RN ]RN 2 ]RN 4
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Usando integracao por partes,
1 0¢ (’99

—= 20VoVlde = —= 2
2 /RN ¢ ¢ v Z/RN ¢8x, 8%

1 82 90
1 N

%0
_ 2
24 (b

— x?

1
= —/ 9| Abdz.
2 RN

Portanto,

1 1
/K9|Vg0|2dx = / |V¢|2dx+—/ 9> Abdz + ~|0|*| VO]
]RN RN 2 ]RN 4
> 1/ |¢]2(A9+1|V6|2)da:
2 RN 2

= 1/ Kg|g0|2(A9+1|V6’|2)dx.
2 RN 2

]

Tendo em vista o resultado de densidade dado pela Proposicao é natural
que a estimativa ([2.I)) se estenda para funcgoes de Hy, (RY).

Lema 2.2. Seja 0 : RY — R, cumprindo as condigoes (61) e (62) da Definicao . Para
toda u € Hy, (RY), vale que

1 1
—/ Kolu* | A0 + =|VO|? d;rg/ Ky|Vul*dz. (2.2)
2 RN 2 RN

Demonstragio. Dadau € Hy, (RY), existe {pn} € Cg°(RY) tal que ¢, — wem Hy (RY).
Logo, a menos de subsequéncia, o, (z) — u(z) q.t.p em RY. Devido & condigao (6,), existe
R > 0 tal que

Ab(z) + %|V6($)|2 > 0, sempre que |z| > R.

Além disso, utilizando a estimativa (2.1)) provada no Lema anterior, temos que

1 1
/ Ko|Vp,|*de > —/ Kolpn|* [ A0+ =|VO]* ) dx
RN 2 RN 2

1 1 1
_ 2 K9|<pn|2<A0 n Q\vm?) L

2 Jjwl<r 2 Jlul>r

1
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Desse modo,

1 1 1 1
lim inf - Kolon|*| A0+ =|VO)? |dx + liminf - Kolon*| A0 + =|VO? ) dx
lz|<R lz|>R
< liminf Ko|Vip,|* = / Ky|Vul*dz.
RN

n RN

1
Agora, como A6 + §\V9]2 > 0 para |z| > R, pelo Lema de Fatou, segue que

1 1 1
lim inf — Ko|on|? (A0+§|V0|2)dx > 5

" lz|>R

1
Kglul? (AQ + §|V8|2) dx.

|z|>R

1
Por outro lado, como 0 € C*(RY R, ), Af + §|V0|2 € C(RY,R). Assim, existe C' > 0 tal

que

1
KGI%F(A@ + §|V«9l2) < C,Vz € Bg(0).

Como C € L'(Bgr(0)), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

1
lim inf K9|<pn|2<A0+ §|V9|2)dx =

n |z|<R

1

lz|<R
Dai, combinando essa desigualdade com as demais obtidas, segue o resultado. O]

Teorema 2.1. Seja 0 : RY — R, cumprindo as condicoes (6,) e (05). A imersao
Hi,(RY) < L3, (RY) € compacta.

Demonstragio. Tomemos {u,} C Hj (RY) limitada. Como Hj, (R") é Hilbert, existe

u € Hj, (RY) tal que u, — u, a menos de subsequéncia. Devido & (6,), dado € > 0, existe

1 2
R > 0 tal que se |z| > R, entao Af + §|V0|2 > —. Dal,
€

1 2
Ky|uy, —u]2<A9+§\V9]2)dx > — Kolu, — ul*da.

[z[>R € Jiz|>R

Combinando a inequagao acima com a estimativa ([2.2)), temos que

Kolu,, — ul?dr < ¢ Ky|Vu, — Vul*dz < 2€(||UH%I}< ®v) HunHz}{ &))< Ce.
lz|>R lz|>R o 0
Para |z| < R, facamos uso da compacidade da imersio H'(Bg(0)) <> L2(Bg(0)). Neste

em L?(Bgr(0)). Pela continuidade de Kj,
Br(0)

caso, vale que u, —u
Br(0)

Kolu, — ul*dr < C’l/ |u, — u|*dz < Cie, para n suficientemente grande.

|z|<R lz|<R
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Sendo assim,

Kglu, — ul*dx < Cye, para n suficientemente grande.
RN

Assim, u,, = u em L%(G (RY), donde segue a compacidade da imersio. ]

Tendo em maos a imersao compacta, vamos agora obter uma versao da De-
sigualdade de Poincaré para os espacos de Sobolev com peso, onde naturalmente, nao

necessitaremos estar em dominio limitado.

Teorema 2.2 (Desigualdade de Poincaré). Seja 6 : RY — R, cumprindo as condi¢oes
(61) € (62) da Definicio 2.1 Eziste A = X\(0) > 0 tal que

1
Kol|ul*dx < X/ Ko|Vul*dz,Yu € Hy, (RY). (2.3)
RN

RN

Demonstragao. Suponha que a desigualdade ([2.3) nao ocorra, assim, para cada n € N ¢é

possivel obter u, € Hj, (RY) tal que

1
— Kolun|*dz > / Ko|Vu,|*dz.
n Jry RN
Facamos v,, = S Assim,
||un”L§(6(RN)
Vu
Vo, = ———e [onllL2. @yy = 1.
HunHLﬁ(e(RN) 0

Entretanto, pela hipotese de contradicao,

 Jan Kol VugPde 1

2
||an||L§<9(1RN) - IRN Kolup|?da n’

Assim, Vv, — 0 em L% (RY). Por outro lado, como v, é limitada em Hj (RY), afinal

2 _ 2 2 _
||Un||H}<0(]RN) = ||Un||L§(9(RN) + ||vvn||L§<9(RN) <1+ o <2

Dai, existe v € Hj, (RY) tal que v, — v em Hj (R") e, pelo Teorema ,
v, — v em L (RY) a menos de subsequéncia. Naturalmente, ||v] 13, (BY) = 1. Além

disso, pela convergéncia fraca e usando que a norma é fracamente semicontinua inferior-
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mente,

10ll7s, @y + 11VOllZs, @y = [0l @y

A\

limninf |’Un’|§{}{6(RN)

: 2
< hmnsupanHH}(e(RN)

. 2 . 2
< hmnsup [ ’L%Q ®y) T hmnsup ||V, ‘Lie (RN)
< 1

Portanto, [[Vol[z2 @ry) =0 = Vv =0 q.t.p em RY. Da conexidade de RY, existe
0
C > 0 tal que v = C q.t.p em RY. Dali,

Kydzx > 02/ dx = +00,

_ 2 2
1= HU’|L§{9(RN) =C .

RN

o que é uma contradi¢ao, provando o resultado. O

De agora em diante, vamos considerar apenas o caso particular onde 0(x) =
exp(|z|?/4), afinal esta sera a fungao que serd utilizada no decorrer do texto. Vamos entio
provar a imersao continua para o expoente critico de Sobolev e, usando interpolacao,

iremos obter o resultado final de imersao para o espaco Hp (RY).

Teorema 2.3. A imersio H(RY) — L% (RYN) ¢ continua.

Demonstragdo. Com efeito, dada u € Hy(RY), observe que, como consequéncia da

imersdo classica HY(RY) — L* (RY), temos que

1/2* 1/2*
( K|u|2*dac) = (/ luK Y% 2*dx)
RN RN

1/2
< Cl</ IV (uKY?) de)
RN
1/2
< C1</ K2/2*\Vu|2d:c+02/ K% a:]2|u]2da:)
RN RN
1/2
< 01< K\Vu|2d:c+02/ K|x!2|u]2d:v) |
RN RN

Pelo Lema 2.2}

AN
DN | —
T
=

IS
T
T
oo‘i

[\~]

+
N3
N———

IS8

S

1
el K 2 2d
G |, KlaPlufa

A

=
<

B
N
S
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Consequentemente,
1/2* 1/2
( K|u|2*dx) < C’1< K|Vu|2d.r—|—02/ K|x|2|u|2dx)
RN RN RN

1/2
< C’1< K|Vu|2dx+03/ K|Vu|2dx>
RN RN

IN

1/2
e [ KIvukds) - = Clllya
RN

Corolério 2.1. A imersio HL(RN) < L5 (RYN) € compacta para todo 2 < s < 2*.

Demonstragdo. Pela desigualdade de interpolagio, para toda u € Hp(RY),

gy < Ml o115 g

dl a+1—a
onde — = —
S 2 2%

tomemos uma sequéncia {u, } limitada em Hj(RY). Passando a uma subsequéncia, existe
Uy € H}{(RN) tal que u,, — uq e, pelo Teorema vale também que u,, — ug em L%((RN).

Como {u,} é também limitada em L% (RY), temos que

e segue portanto a imersao continua. Para concluir a compacidade,

[[tn, — ol Ly, RY) = | wn — UOH%%(RN)H% UOHLQ*(RN)

N

C'(uo)un — uoll7z vy — 0.

O

Observagao 2.2. Como em H}(RY) vale a desigualdade de Poincaré (cf. Teorema [2.2)),
entio HL(RN) e DR*(RYN) possuem normas equivalentes. Por esse motivo, as imersoes

provadas para Hi (RN) também se aplicam para Dy (RN).

Nos resultados anteriores, como estavamos trabalhando com varios espacos
diferentes e consequentemente com diversas normas, estavamos preocupados em sempre
deixar especificado na norma a que espago estavamos nos referindo. Agora, no entanto,
vamos comecar a trabalhar especificamente ao espaco de Sobolev no qual procuraremos

as solugoes do nosso problema e por isso, vamos comecar a fixar notagoes.

————Ill
Buscaremos solucdes no espaco de Sobolev X = D*(RY) = C2(RY)  com

|mn=:(A¥za¢nvm%m)Ué

Vamos também fixar uma notagao para as normas nos Espagos de Lebesgue nos quais

norma dada por
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provaremos imersao para X

N
Para 2 < s <2* = N _ 9 denotaremos

], = ( / : K<x>ru<x>|8dx) "

2N — 1)

a norma em L (RY). Para2 <r <2, = N o

, denotaremos

1/r
lul, = ( K(x/,0)|u(x/,0)|r> ,
RN—I

a norma em L% (RV-1).

Para obter os resultados de imersao para X, vamos utilizar as imersoes que
obtivemos anteriormente e ja que tais imersoes se davam em espacos com funcoes definidas
em todo o RV, faz-se necesséario sermos capazes de estender uma funcdo de X para todo
RY. Intuitivamente, poderiamos pensar em uma extensao por zeros, mas tal extensao nao

seria muito benéfica para nossos propdsitos. Vamos considerar para u € X a extensao
@ : RV — R definida por

a(e ) u(z',zn), se z, >0
y LN ) —
—2u(a, —2xN) + 3u(a’, —zy), se x, <0

A escolha destes coeficientes é para garantir a diferenciabilidade de @ sobre
{zny = 0}, isto é, que as derivadas das partes definidas no semiplano superior e no
semiplano inferior coincidam quando toma-se xy = 0. Claramente, se zy > 0, entao

Vi = Vu. No outro caso,

i (2 2y) = —2u,, (2, —2xN) + Bu,, (2, —zN), se L <i < N
T4 y VN ) —
Ay (2, —2xN) — Bugy (¢, 2n), sei =N

Lema 2.3. Sejou € X e i sua extensio a RY como definido acima. Entdo i € Dg*(RN).
Demonstracao. Com efeito,

RN

K(x)|V1fL|2dm:/ K(x)|Vu|2dm—|—/ K(z)|Vil|*dx.
RY RY
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Da definicao de u,

/ K(z |Vu|2<C’(Z/ K (z)u2 (2 —2xN)—|—§: » K(m)ui(w',—xl\;)).

Facamos entao na segunda integral a mudanga de varidveis (2, xy) — (2/, —zy). Neste

caso,
/ K(z)|Vi|*dr < C’(Z (2, =2z )da’ de—l—/ K(x)|Vu| dx)

Por outro lado, como K (z) = exp(|z|?/4) possui crescimento radial, vale que
/ K(z)ul, (2, —2zy)de'dey = / exp(|z*/4)ul (¢', =2z N )da'dx
RN RY

< /R exp(|(a!, ~20x) /), (o', ~2an) e d.

Fagamos a mudanga de varidveis (2/, zx) — (2/, —2xy) e com isso a desigual-

dade acima vira

K(z)ul (¢, —2zy)da'dzy < ¢ K(z)|Vul*dz.

RN RY
Logo,
K(z)|Vul*dr < c2/ K(z)|Vul*dx.
RN RY
Dali,
K(z)|Val|?dr < Cl/ K(z)|Vu|*dz, (2.4)
RN RY
e o resultado segue. O]

Teorema 2.4. A imersao X — L% (RY) € continua para todo 2 < s < 2* e é compacta
para todo 2 < s < 2%

Demonstragio. Pelo Lema [2.3| dada u € X, a sua extensio @ € D} (RN) < L5 (RN),
€ [2,2*], vide Observagao e portanto, usando a equagao ([2.4),

K ()|u]*de < / K (@)|al*de < c/ K@)|\Valde < 0y [ K(2)|Vul2de,
RY RN RN RY
0 que mostra a imersao X — Li (RY).

Para a compacidade, seja {u,} C X uma sequéncia limitada. Temos entao
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que {i,} ¢ limitada em Dy*(RY) e consequentemente, pela Observacao [2.2 existe 4 €
D*(RN) tal que, a menos de subsequéncia, @i, — @ em L%(RY). Sendo u a restricdo de
U a Rf , temos que u € X e pela desigualdade de interpolacao, obtemos que

l—a
2*

||un_u|’s < Hun_quHun_u
< Cw)|lin — a7z @) =0,
1 a 1l—a

de = =2
onde =5+

, 0 que conclui a prova. ]

Tendo em vista que o problema que iremos resolver possui nao-linearidade na
fronteira, a imersao mais importante para nds é a imersao do trago, a qual provaremos

agora utilizando as imersoes provadas anteriormente.

Teorema 2.5 (Imersao do Trago). A imersao de Sobolev X — L7 (RN™Y) € continua
para todo 2 < r < 2, e compacta para todo 2 < r < 2,. Além disso, no caso critico, isto

¢, quando r = 2., a melhor constante de imersao, dada por
fRﬁ K(z)|Vul*dz

2/2,7
24 d:L")

coincide com a constante Sy da imersao D*(RY) < L*(RV™!) dada no Teorema .

SQZ

*

inf
ueX—{0}
<fRN1 K(2',0)|u

Demonstragao. Pelo Teorema [1.4]
fRﬁ \Vu|*dz

SO = inf 272,
24 d:L")

ueDL2(RY)—{0} (

Jav-a Ju

Como provado em [4], as fungoes extremais sao

. (N-2)/2
U, = , Ve > 0.
(@, on) <|93’|2+(1'N+€)2> ‘

Em vista disso, dado p > 0, escolha ¢, € C§° (Rﬂf ) uma funcgao corte tal que
¢, =1 em B,/5(0) ﬂ@ e ¢, =0em @ — B,(0). Para cada € > 0, tome U, como acima
uma funcao extremal minimizante de Sy e defina ¢, = ¢,U.. Pela definicao de Sy, como

¢ € DY*(RY), temos que

fRf ‘V@€|2dx

2/2
( fRN—l |906 2*d$/)

- = 5o+ o(e).
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Defina entdo K, = K(p,0,---,0) e note que como supp(¢.) C B,/2(0), entdo K(z) < K,
no supp(p.). Além disso, K(z) > 1, para todo x. Pela defini¢ao de infimo

|2 B fRf K(x)|V?dx

* = |905|2* 2/24
Y (e KGOl

fR.,A_] |V<,0€|2dx

< fRNfl |906|2*dx/>

fazendo p — 0 e € — 0T, obtemos que Sy, < Sp.

= KpSO + 0(6),

Por outro lado, tomando u € 030(@), seja b > 0 tal que u = 0 sempre que

, b b o D, .
|2'| > 5 oury > 5 (note que a existéncia de b nessas condigoes é garantida pelo suporte

de u ser compacto). Defina
Q= {2 e RN |2/| < b}

Nessas condicdes, supp(u) C € x [0,b]. Além disso, K/?u € 050(@) e por um calculo

direto, segue que
/ \V(KY20)2de = / \V(KYH)|u+ KY2Vul*dx
RY RY
= / \VK1/2|2u2+2uK1/2VuVK1/2+K]Vu|2dx
Y
= ||uH2+/ V(KY2u?)V K'Y dx
R

b
= ||u||2+/ /V(KI/QUQ)VKI/de’de.
0 JQ

Defina X
B = / / V(K'Y2u?)\VKY2d' da .
0 Q

Provaremos que B < 0. Com efeito, dado 2’ € RV~ nés definimos

b
Aw) = [ (R0 (K .
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Pelo Teorema da Divergéencia,

b
B = / /Vx/(Kl/2u2)Vx/(Kl/2)dac/de—|—/A(m’ dx’
o Ja Q
b
= —/ /K1/2u2Ax/(K1/2)dm'dmN+/A(m’)da:’.
o Ja Q

o (K%)= < /|2)K(:c) > 0.

Logo é suficiente provar que A(z’) < 0.

No entanto,

Observe que

(K'Y2u?), (K'Y, + (i + %) K(z)u? = }l(xNUQK(:v))IN. (2.5)

Integrando (2.5 no intervalo [0, b],

b 1 2 1 b 1 b
A(x') —i—/ ( + I1—6)K(a:)u2de = 4_1/ (wyu’ K () ppdry = Z:cNuQK(x) =0,
0 0

0

afinal u(2’,b) = 0, donde segue que A(z') < 0 e, portanto, B < 0. Assim, para toda
w e C (),

[ 1wt P <

RY

Da densidade de C§° (@) em X, segue que a equagao acima vale para toda v € X. Dali,
K%y € D'2(RY) sempre que u € X. Como K(z) > 1 e usando a defini¢ao de Sp, temos

que

2/2.
/ V(K 20) A > so( / (K(a:,O)l/zu)Q*d:c'>
RN RN*I

+
2/2,
2 dm’) .

2/2.
d) < IlulP?.

= So( K(2',0)|u
RN-1

Consequentemente, para toda u € X,

SO( K(',0)|u
RN-1

0 que prova que Sy < S,, = Sy, = 5.

Em particular, a desigualdade acima prova a imersao X — Li(* (RV=1). Agora,

ara mostrar a imersdo X — L% (RN1), seja u € C(RY) e observe que pelo Teorema
p K J 0\t
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de Fubini, segue que

+oo
/ (K(x)u®),yde = / / enydrydr’ = K(2',0)u(z',0)dz’
Rﬁ RN-1 RN-1

afinal u tem suporte compacto. Consequentemente, como zy > 0 em R , € tendo em

vista a imersao X < L% (RY) provada no Teorema [2.4 n e a desigualdade classica

—2ab < a® + b, temos que

/RN_lK(x 0)uldr’ = /M(K(x)“2)mwdx

TN 9 ou
= — —K(x)u“dx — 2 K(z)u——dx
| 2@ [ e
9 u \’
< K(z)u“dz + K(z)| =— | dz
RY RY Oxy

< (C1+1) | K(z)|Vuldz,Vu e CC(RY).

R
Usando a densidade de C§° (@) em X, segue que, para toda u € X vale que

K(z',0)|ul*dx’ < (Cy +1) K (2)|Vul*dz,

N—-1 N
R RY

e, portanto, a imersao X < L% (RV~1) estd demonstrada. Para r € (2,2,), basta usar a
desigualdade de interpolacao
luls <luljluls,®,
1 a 1-a

de = =2
onde “=5+ 5

Quanto a compacidade da imersao para 2 < r < 2,, tomamos {u,} C X uma
sequéncia limitada. Desse modo, {@,} é limitada em Dg*(RY). Existe entdo & € D;2°(RV)
tal que passando a uma subsequéncia se necessario, u, — U em D}(Q(RN ) e, — 4 em
L%(RY) em vistas da imersdo compacta Dy*(RY) < L%(RN) (cf. Observacio .
Definindo u = U|Rf7 temos que u € X e, utilizando as estimativas feitas em [4], Lema 2.4,

~ ~ ~ ~111—
lun — uly < Cllt, — uH;}((RN)Hun - UHL%S(RN)'

Como ja discutimos na Observagao , as normas de HL(RY) e D;2*(RY) sio equivalentes.
Portanto,

lu, — ul, < C(u)||t, — ilHngj(RN) — 0 se n — 400,



o que mostra que u, — u em L% (R¥~1) concluindo a prova.
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Capitulo 3

Uma equacao do tipo

concavo-convexo

Neste capitulo, provaremos os resultados principais deste trabalho. Denotando Rf =

{(2',zy) : 2’ € RN"1 e 2y > 0}, vamos considerar o problema de fronteira nao linear

1
—Au — §(xVu> =0, em RY
ou ’

= pa(x")|u|T?u + b(a’) |u[P~2u, sobre RN~!

=

(P)

onde 1 < g<2<p<2, u>0eos potenciais a e b satisfazem determinadas hipoteses
que serao em breve estabelecidas. Nosso objetivo é mostrar a existéncia de ao menos duas

solugbes nao-negativas e nao-triviais para o problema (P).

Multiplicando a primeira equacao pela funcio peso K (z) = exp(|z|>/4), fica-
mos com
—div(K (z)Vu) = 0, em RY.

J& a segunda equacao multiplicamos por K (z/,0) = exp(|2/|?/4) e ficamos com

0
K(z’,O)a—u = pa(x") K (2',0)|u|?*u + b(2") K (2',0)|ul"~*u, sobre RY ™1,
v
Como ja foi dito, buscaremos solucoes em X = D}f(Rf ) e usaremos as

imersdes X — L7 (RN¥71), 2 < r < 2, provadas no Teorema Note que, tendo
em maos essa imersao, podemos definir para todo 2 < r < 2, a melhor constante de

imersao

ueX

S, = inf { . K(z)|Vul?dz - /RM K(2)|u(z)| de’ = 1}. (3.1)

36
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Vamos pedir as seguintes hipdteses para os potenciais a e b:

() <= (0)

(az) O conjunto QF = {x € RV~ : a(x) > 0} possui um ponto interior,

(a1) a € LE(RNY) onde

(b1> be LOO(RN_I),

(by) O conjunto Qf = {z € R¥=!: b(x) > 0} possui um ponto interior.

O funcional I : X — R associado a (P) ¢ definido por

I(u) = = K(z)|Vul*dr — i K(x)a(z")|u™|%dz’ — E K(z)b(z")|u™ |Pda’.

2 RY q JrN-1 P JrN-1

Note que I estd bem definido, afinal por Holder

/ K(z)a(z")|uT|dz' = K(a"Youa(z VK (/)7 |u*t |da’
RN-1

RN-1

<t ([ K@), (32)
RN-1
Agora, por (a1)7

pY 2\’ :
-] <o, < 5 :>2§qaq<p§2*.
q

Usando a imersao X — Lz{gq (RV~1) segue que o lado direito é finito e, consequentemente,
usando também a imersao X < LB (RV™!)| concluimos que I estd bem definido. Além
disso, I € C'(X,R), onde para toda v € X,

I'(u)v = K(z)VuVudr—p K(z")a(2')(u™) oda’ — K(2")b(z")(u™)P vda’.

N _ _
R+ RN-1 RN-1
Como é padrao, pontos criticos de I nos fornecerao solu¢oes nao-negativas de (P).

O nosso primeiro resultado é o seguinte:

Teorema 3.1 (Caso Subcritico). Se 1 < g < 2 < p < 2, e a,b satisfazem as hipdteses
(a1) — (az) e (by) — (by), respectivamente, entao (P) possui ao menos duas solugoes nao-

negativas nao-triviais se p for suficientemente pequeno.

No nosso segundo resultado, vamos considerar o caso critico p = 2,. Para os
potenciais a e b, além de pedir as mesmas hipéteses solicitadas no caso anterior, vamos

adicionar esta hipotese a b
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(b3) Existe > 0 tal que Bs(0) C QF Ny e
101 — b(2") < M|,

para z’ q.t.p em Bs(0), com M >0e~y >N — 1.

O segundo resultado principal deste capitulo é o seguinte

Teorema 3.2 (Caso Critico). Se 1 < ¢ < 2, p = 2, e a,b satisfazem as hipdteses
(a1) — (az) e (by) — (b3), respectivamente, entao (P) possui ao menos duas solugoes nao-

negativas nao-triviais se u for suficientemente pequeno.

3.1 O caso subcritico

Provaremos nesta se¢ao o Teorema[3.1} O primeiro passo ¢ verificar as condigoes geométricas

do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 3.1. Ezistem p,a > 0 tais que I(u) > o > 0 para todo w € X com ||u|| = p, desde

que [ seja suficientemente pequeno.

Demonstragao. Usando as equagoes (3.1]) e (3.2)) temos que, para todo u € X, vale

1
- / b(z")K (2')|u™|Pda’
RN-1

1
M) = hlF=% [ a@)E@)td -

2 _H 1
> 5“““ _glaloqlulgg&_glb‘oolulp
—p/2
o 2
> || [ SQ/ lalo,||ull — 100 oo |ul[”
1 2 25,7/ B

- 5\\ur|q[uuu2q——sqﬂ/lalaq— L bl

q B p

Definamos P
25, "
B =" |b|,

e consideremos a funcao auxiliar f : (0,4+00) — R dada por
ft) =t*1— Bt

Derivando,
fit)=@2-qt"™ = Blp—qt" "
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Dai, se f'(t) = 0, entao

, ( 2—gq )1/(:02)
B(p—q)

Portanto, p assim definido é ponto critico de f. Em verdade, p é ponto de maximo de f,

afinal
F')=t72—-q)(1—q) = Blp—q)(p—q— 1)t"?],

e, portanto,

o) = o {(2 (1 —q)— Blo—a)p—aq-1) (%)]
= p2-9(1-q¢) - 2-qp—q—-1)]
= 2-qpfl—q—p+q+1]=2-q¢)2—-p)p ?1<0.

Ponha M = f(p) > 0 e note que para todo u € X com ||u|| = p, vale

I(u)

{p -q _ ”S £1/2 _Bpp ]

9
_ [M “S 4l |0q}
q

> =a>0, (3.3)
sempre que
3.4
p< 4| I o1 (3.4)
]

Proposigao 3.1. Suponha que p satisfaga a Equagao (3.4) e tome p > 0 como na prova
do Lema3.1]. O infimo

—00 < ¢p:= inf I(u) <0,
u€B,(0)

€ atingido para algum u € B,(0).

Demonstragao. Se u € B,(0), entao ||u|| < p. Dai, usando Hélder e as imersoes X —
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Li (RN, 2<r <2,

1 Iz /
) = [y =2 [ ke - [ e

'/ K(z)b(z")|u™ |Pda’

1
< —r|u||2+‘—" [ K@) ] +
2 q| JrN-1

1 2 % q 1
< Sl Balutd, + gbldul,
—q/2 )
1 1Seer 0l o, S,/ |b|oo
< §Hu\|2+—qq [ful |7+ =——"] |ul[”

—q/2 _
2-q  uS, Nal, p/2 —q
< pq[p T el U Y

= C(p, u,p,q,a,b),
2 q P } ( )

donde segue que I(B,(0)) é limitado em R e portanto, ¢y > —o0.

Por (ap), existe zj € RN"! e § > 0 tal que Bs(x)) C QF. Tome entdo ¢ €
C°(Bs(xy)) tal que
K(z")a(z")p(2")dz" > 0.

RN-1
Observe que nao podemos a priori avaliar I em termos de . Para contornar isso, considere

para cada s € R, o conjunto isomorfo a RV 1
Y, ={(z/,s) : o’ € RN},
e consideremos 5 : Bs(z§) — R, onde xf = (g, s), dada por
ps(',5) = p(a').

Claramente, ¢s € C3°(Y;) a menos de extensdo por zeros (a partir de agora quando
fizermos mencao a esta funcao, na realidade estaremos tratando de sua extensao por

zeros). Observe que Rﬂ\rf = 50 Ys ¢ uma unido disjunta. Defina entao 1 : @ — R por

() = s(x), se x = (2/,8),s >0

Note que ¥ € C°°( N) € X e agora como ¢ = ¢ em RV™! temos

rew) = Sl =2 [ K@haeleyar - 5[ k@O el
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Dai,

t2_q 2 K ! N g tra / AN 3 B
=~ Il == K(z")a(a")pldr’ — — K (a")b(z")pda’.
q JrN-1 P JrN-1

I(ty)
ta

Fazendo t — 0T, obtemos que

Ity) o —p
4

< K(z")a(x")p(2")dz" < 0,
q JrN-1

lim sup

o que mostra que para t suficientemente pequeno I(t¢)) < 0 e, portanto, ¢y < 0.

Tome {u,} C B,(0) uma sequéncia minimizante. De acordo com a versao
local do Principio Variacional de Ekeland (cf. Corolario [1.1)) podemos, sem perda de
generalidade, assumir que

I(u,) = co,  I'(u,) — 0.

Desde que {u,} é limitada e 2 < qo, < p < 2,, existe ug € X tal que a menos de
subsequeéncia,

(un — ug em X

Up — Uy em ngé(RN_l)

ul(z') = ug (2') q.t.p em RN -1

()] < 6(a") qtp em BV

onde ¢ € ngq (R¥-1). Consequentemente, para ' q.t.p em RV~! segue pela desigualdade

de Young que

K(@)al@) (@) < K@)la@) o))"
< TR+ LK@ (35)

Oyq q

Como ¢ € L(;?‘IZ (RV=1), segue que o lado direito da equacao (3.5]) estd em L'(RV~1). Pelo

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos entao que

lim K(z')a(z")(u))idz" = K(x)a(z")(ug)dx’. (3.6)

n—+00 fpN-1 RN-1

/
Seja n € Cg°(RY). Como o, > (E> = , existe py € (2,p) tao préoximo
q

de p quanto for necessario, satisfazendo

1 -1
P R — — 41

< 1.
po—q (po+1)—gq o, Do
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Logo, existe 7 > 1 tal que
1 qg-1 1
—+ +-—-=1
O'q Po T

Claramente, sendo py € (2,p), u, — u em LE(RN=1). Dai, existe ny € LE(RV~1) tal que,
a menos de subsequéncia, |u,(z')| < no(2') q.t.p em R¥~1. Novamente, pela desigualdade

de Young, segue que

| K (2')a(@")(uy ()" (@) < [K(2")a(z)no(z')* n(a")]
< K(x/)|:|a($)| a +q_1|770($/>|p0+ |7](‘:’:)|

Uq Do

Y

que é uma funciao de L'(RY~1). Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Le-
besgue,
lim K(2"a(2')(u))i n(2))dx' = K(z)a(z") (ud ) tn(a)da'. (3.7)

n—+00 JpN-1 " RN-1

Como py esta tao préximo quanto se queira de p, podemos assumir que py > p — 1. Dito

isto, existe x > 1 tal que
1 p—-1

X Po

Com isso e como b € L®(RY~1), para 2/ q.t.p em RY~1

=1.

K (2)b(a") (uy ()P D)) < [bloc] K (2)mo(2) My (2)]

p—1 1 _
< ) | ) + | € LR
Po X
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

Jm ) K (a)b(a") (uy )P~ n(a")da’ = L (@)b(a")(ug )"~ n(a")da’. (3.8)

Dai, como u,, — ug em X,

lim K(x)VunVndx:/ K(z)VugVndzx. (3.9)
RY

n—-+0o0o RN
+

Combinando as equagoes (3.7) — (3.9),

0= lim I'(uy)n = I'(ug)n, ¥y € CZ(RY).

n—-+o0o

Por densidade, segue entao que I'(ug) = 0 e, portanto, uy é ponto critico de I e um

candidato natural a solucao de (P).

Falta mostrar que I(up) = ¢y e que ug ¢ 0B,(0). Como I'(u,) = 0 e I(u,) —
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co, podemos escrever

co = liminfI(u,) — =I'(u,)uy,
n p
= liminf [(— — 1) |[un| | + (1 — l)u K(2)a(z")(u))9da’
n 2 p) " pq) Jrvo "
L 1) (]2 + Timn inf (1 - l)u K(')a(2')(u?)da’
2 p) " no\p g/ Jeva "

= (G 2)ile+ (3= 2)n [ Kt i

I'(up)ug = I(ug), afinal I'(ug) = 0.

Assim, I(ug) < ¢g. No entanto, pela defini¢ao de ¢y, I(ug) > ¢o e, portanto, I(ug) = co.
Pelo Lema B.1] se ug € 9B,(0), entao I(ug) > a > 0, 0 que nao ocorre, afinal I(ug) =

co < 0 e, consequentemente, ug € B,(0). O

Lema 3.2. Suponha que b satisfaga (be) e seja Bs(z)) C Q. Se p € C5°(Bs(z})) — {0}

€ nao-negativa, entao

tLlinoo I(ug + tp) = —c0.
Demonstrag¢ao. Observe que
1
Iuo+1tg) = = [ K@)\|V(u+to)Pde—E [ K(a')ala')(uo + ty)ida’
2 RY q JrN-1
1
—= K (2"b(2") (ug + ty)Pdz’
P JrN-1

1 2
= SlhuolP +¢ / K (2)VuoVeede + 2|l
RY

A K(zYa(z")(ug + ty)?dz’ — ! K (2"o(z") (ug + tp)Pda’
4 JrN-1 D Jry-1
< 0O(1)+0()+0(t?) — / K (2" a(z") (ug + tp)?da’
A K@) (e + te)da.
P Jry-1

Como uy > 0 e ¢ = 0 fora da bola Bs(z1)’, obtemos

K(z"a(x")(ug + te)lde’ > / K($')a(3:')ugd$'+tq/ K (2")a(z")pldx'
Bg(x))

RN-1 Bs(zh)

= O(1) + O(t7).
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Analogamente,

K(2")b(z")(ug + tp)Pdz’ > / K(z')b(z")ubdx' + t”/ K(z')b(z")pPdx’
B§(z})

RN-1 B(; (x’l)

= O(l)—i—tp/ K (2")b(a")pPdx'.
Bs(x1)

Combinando as trés desigualdades obtidas, temos que

I(ug +tp) <O + O(t?) + O(t) + O(1) — %/B " K(2")b(a")pPdx’.

Desde que ¢ > 0 e Bs(z)) C Q, temos que a integral na inequagdo acima é positiva e

como 1 < ¢ < 2 < p, ao fazer t — 400, obtemos

lim I(up+typ) = —o0,

t——+o0
concluindo assim o resultado. O

Lema 3.3. Se 2 < p < 2,, entdo o funcional I satisfaz a condi¢io (PS)., para todo
ceR.

Demonstracao. Seja {u,} C X tal que I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0. Usando a desigualdade
de Holder,

e ou(llunll = Tlwn) = '),
1 1 , (1 1 NN i
= (53 )l = (=2 )n [ Kl ura

1 1 1 1 _
> (5= Ml = (= = = JuS, g alo, luall,
2 p q p !

o que mostra que {u,} é limitada em X. Assim, existe u € X tal que, a menos de

subsequéncia, u, — u em X e u, — u em L (R¥™1) 2 <r < 2,. A escolha de o, nos d4

/
Po € [2,p) tal que o, = (@) . Fazendo Holder com os expoentes oy, ﬂl e po, temos
q q—
que
[ Ea ) = 0] < Vel =l
RN-1
e, portanto,

lim K(z"a(z")(u})T (up — u)da’ = 0. (3.10)

n
n—-+4o0o RN-1
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De modo analogo,

K (2)b(2") (uyh ("))~ (un — w)da'| < 0Ll tin 15 tn — ul,

n
RN-1

e, consequentemente,

lim K(z)a(z") (w )P (u, — u)da' = 0. (3.11)

n
n—-+o0o RN-1

Combinando as equagoes (3.10) e (3.11)), temos que

0n(1) = I'(un) (un —u) = [[un|[* = [[u|[* + 0,(1) se 1 — +o0.

Dai,
lim [u,|[* = [|ul]?,
—+00
e portanto, u, — u em X, provando o resultado. O

Com estes resultados em maos, estamos aptos a demonstrar o Teorema (3.1}

Demonstracao do Teorema : Supondo que g satisfaga (3.4), obtemos uma solugao
up € X com I(up) < 0. Tomando p > 0 dado pelo Lema e considerando ¢ dada no
Lema|3.2| nés podemos obter t, > 0 grande o suficiente de modo que v = ug+tgp obedeca

I(v) < I(up) < 0. Defina o nivel do passo da montanha

= inf I(y(t
ey = inf max (v(1)),
onde I' = {~ € C([0,1], X) : v(0) = ug e y(1) = v}. Como é padrao, cyy > a > 0, onde «
¢ o obtido no Lema . Pelo Teorema do Passo da Montanha (cf. Teorema , existe
{u,} C X tal que I(u,) — car e I'(u,) — 0. Agora pelo Lema [3.3] I satisfaz (PS).,, e,
consequentemente, existe u € X tal que I(u) = cpr > 0 e I'(u) = 0. Dito isso, u # ug e

entdo obtemos duas solugdes nao-negativas para o problema (P). a

3.2 O caso critico

Nessa secao provaremos a versao critica do nosso teorema. Assim como na se¢ao anterior,
iremos provar primeiro uma série de resultados preliminares. Observe que como nao
foi necessario utilizar a compacidade da imersio X < LE(RN=1) no Lema e na
Proposicao 3.1} eles podem ser replicados sem prejuizo aqui e desse modo, ja encontramos

uma solucao de energia negativa ug € X. Vamos entao em busca da segunda solugao.
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No primeiro resultado, mostraremos que o funcional [ satisfaz Palais-Smale

em determinados niveis.

Lema 3.4. Suponha que 0 e ug sdo os unicos pontos criticos de I. Entao I satisfaz a

condi¢ao (PS). para todo ¢ € R tal que

1 1 N_1

c:=1 S.
c<¢ (u0>+2(N—1)|b|éVo—2 S

onde

Z*dl’/ = 1} = So.

ueX

Ss, = inf { K(z)|Vul*dz :/ K(z")|u(z")
RY RN-1

Demonstracao. Seja {u,} C X tal que I(u,) — c e I'(u,) — 0. Usando a desigualdade
de Holder,

et onDllunll = () -
= (5 )l = (5= 5 ) [ KGate)uyas
)

1 1 2 1 1 —q/2 q
(372wt = (5 - 3. Jnst el

o que mostra que {u,} é limitada em X. Passando entdo a uma subsequéncia, existe

uw e X tal que u,, =~ uem X e u, = u em Li{"q (RY=1). Procedendo de maneira aniloga

a prova da Proposi¢ao [3.1] temos

v

lim K(x)a(z")(u))dz’ = K(z')a(z")(u™)dz’.

n—+00 [pN-1 RN-1
Definindo v, = u,, — u, pelo Lema de Brezis-Lieb (cf. [12], p. 21),

0=l = Il =n [ K@)y = [ K@)
= P+l = [ E @)t 0,1

— K(2")b(2')(u)*da’ — K(2")b(2')(v)* da’

RN-1 RN-1 "

= I'(wu+||va|]* — 1 K(2")b(z")(v;)*d2’ + 0,(1).

RN -
De modo anélogo a prova da Proposicao , temos que I'(u) = 0, isto é, u é ponto critico

de I. Desse modo, existe [ > 0 tal que

lim ||v,|*> =1= lim K(2")b(z') (v da’.

n
n—-+4oo n—-+4o0o RN-1
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Afirmamos que [ = 0. Com efeito, note inicialmente que utilizando a imersao

contfnua X — L2 (RN71), temos que

RN-1

2../2
K<x')b(x')(v;)2*dx’g|b|oo302*/2< / K(x)|an|2dx) .
RY

Tomando o limite com n — 400 temos que, supondo [ > 0,

1

[ < 1blooSy 2212/ [—— 3.12

151 = L= e (3.12)

Por outro lado,

1 1
cton(l) =I(u,) = —||un||2— H/ K(2")a(x")(u,))?de’ — 7 K (2 )b(z") (u})* da

* RN-1
=—mw %MW——/ K(&)a(a!)(u")1da’ + 0,(1)

- AM>MXMWM—i

2 RN-1 2 RN-1

— I+ 4MW——/ K (2)b(2') (0) i’ + 0, (1).

Fazendo n — +00 na expressao acima e utilizando a estimativa obtida em (3.12)), obtemos

1 1 1 1
e R — > N-1
c ](u)—i—(2 2*)l_l(u)+2(N—1)|b|{>Vo—2SO

Mas, como u é ponto critico de I, temos que u = 0 ou u = uy. De qualquer forma, como

max{/(0),I(up)} < 0, a desigualdade acima contradiz o fato de que ¢ < ¢ e, portanto,

[ = 0. Consequentemente,

0=1= lim |jv,|]*= lim |lu, —ul]?
n—-+o0o n——+00
e portanto, u,, — v em X, o que conclui a prova. O]

Dado o resultado acima, fica claro entao como iremos encontrar a segunda
solugao do problema. Vamos determinar um nivel ¢ < ¢ especifico onde ao se verificar
nele a condi¢ao de Palais-Smale gerarda uma contradi¢ao. Para tal considere, para todo

e > 0 a seguinte funcao
u(z) = K(2)"Y2¢(2)U.(2), z € RY,

com ¢ € Cg°(RY,[0,1]) uma fungao corte tal que ¢ = 1 em Bg2(0)" e ¢ = 0 em (Bs(0)1)¢,
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onde 0 > 0 é o dado na hipdtese (b3). Além disso, U, é dada por

Ud(a,2y) = ((II’P . (ZN . 6)2))(N_2)/2-

Para o nosso préximo resultado, vamos usar a seguinte notacao: para cada

§ >0, Bf ={z eRY :|z| <&} = Bs(0) NRY.

Lema 3.5. Suponha que N > 4 e sejam

2/2.
AN:/ VU.Pdr, By — (/ |Ue|2*dx’) |
RY RN -1

Entao, Ax/Byx = Sy, com Sy sendo a constante dada no item (c) do Teorema . Além
disso, se e — 0T,

O(e*Ine[), se N =4,

Jue | = An +
O(€?), se N > 5,

lu 13 = By + 0(e).

Demonstracao. Como as fungoes extremais do problema variacional,

inf {/ |Vul*dz :/ lu(z’,0)|* = 1},
ueDL2(RY)—{0} ( JrY RN-1

sao dadas justamente por U,, com € > 0, ji segue dai que Ay/By = Sp. Para a segunda

afirmativa, note que
Vu, = —ZK‘VQQSUG + K Y29VU, + K120 V.

Assim,

1
K@) Vulde = = [ |oPeU?+ / SIVU + / U2V gP
Rﬁ RN

N 16 Jgrw~
R RY +

1 1
-3 /Rf ¢*U.(x - VU,) — B /RN U2¢p(z - V) + 2 /Rﬁ dUN GV U..

+

Da defini¢do de ¢, V¢ # 0 apenas em By — Bgr/z, portanto

2 2, _ N-2 [V¢?| _ N-2
/Rﬁ UZIVolidr =€ /B;B;/2 |22 + (zn + 6)2]N72dx =0(e" ).



De modo anélogo,

v (@ay+ 9 Vels
B T
) (2 V)0
xZ - _
Jopovea Vo= [ g e =0

5/2

Dessas trés igualdades, segue que

1
lue||* = O(eV72) + - ®*|VU|*dx — —¢2U (x- VU )dx + % /. |x\2¢2U€2dx,
+

Como
(IV — 2)eN-2)>

[P+ (o + TP

e usando que ¢?|VU|? = |[VU|* + (¢* — 1)|VU?,

VU, = — (', xn +€),

¢*| VU |*dz = / \VUE\deJr/ (¢* — 1)|VU|*dx
REY RY -BF

5/2
2
—1
= A N—22N2/ ¢ dz.
v N e TP+ (o + T

5/2

N
H§4*

c . x
Fazendo a mudanca de varidveis y = =, obtemos que dz = e"dy, logo
€

2 1 2 1
eNQ/ e dx:/ (¢ ) dy.
Y57, [7/* + (zn + )2V rY-5;, [Y*+ (yv + 1)
Uma vez que |¢? — 1| <1
»*—1 / —2(N-1
dy < y| 2NNy,
/RN P+ G + T fo e

6/2 §/2¢

mas, se denotarmos oy_; = vol(SV~2), temos que

/ ly| 2N Vde = / / /2N dy'ds
RY-Bf,, 5/2¢ JOBs
— / / 2 2Ndylds
0/2¢ OB

= 501\; 1/ §2 N GN=1 g
d/2€

_ c(N){ lim sV — (%)NT _ O(N),

s$—+400



afinal liin 527N < 400 para todo N > 2. Assim,
S—+00

/ P*|VU*dr = Ay + O(V72).
Ry
De modo analogo, temos que
¢*U.(x - VU,) = (¢* — 1)U (x - VU,) + U.(z - VU,),
portanto

¢*U.(z-VU)dr = ¢*U.(z - VU )dx

N +
RY B;

_ / (¢ = V)U.(z - VU)dz + | Udx-VU)dx,
BI—B

+_pt +
s —Bs)a B

mas

[2']* + 2 (zn + €)](¢°

1

20

1)

[ @) = -z | N

+
5 5)/2 5/2

= O(N2).

Por outro lado,

_ /2+$N($N—|—6)]
U. -VUed:—N—ZNQ/ ld dz.
/B; (z )dzx ( )e - (|22 + (zy + €)2]¥-1 t

c x
Fazendo a mudanca de variaveis y = —,
€

/ Uz - VU)dz = —(N — 2)e*(T1n. + Dane),
By

onde

y'|? yn(yn + 1)

B, P+ ey + €2V

Fl,N,& :/ dy7 FQ,N,E :/ dy
s, 7Ty + D ot T+ (g + D



ol

Note que

ly'|?
MNye < d
Lie = / Ty P+ (s + 171
_ / ly'I? a +/ ly|? d
s ([P + (yv + 1281 ey gt ([Y1*+ (yn + 1)V
|y’|2 2—-2(N-1)
< dy +/ !y| dy.
/B; Ty + o + D T Jo s
Veja que se N > 5, temos que I'y y < +00, pois
/ |y|2—2(N—1)dy _ 1/ |y|2—2(N—1)dy
RY —Bf 2 Jrv_p,
1 [T
_ / / ’y/’?—Q(N—l)dyldS
dBs
+oo
= / / _1)dy/ds
dBs

Z—UN1/ g2 2(N=1) (N—1 g
1

2

= c(N){ lim 2 2NV-DHN _ 11 < 4o,
S§——+00
se, e somente se, 2 — 2(N — 1) + N < 0, ou equivalentemente, N > 4. Procedendo de

maneira andloga para I's x ., obtemos que para N > 5

/RN U.(z-U)dr = O(e?).

Quando N = 4, temos que proceder de maneira diferente, afinal nao ha con-

|2—2(N

vergéncia na integral de |y ~D em R*. No entanto,

F1452/ ’yl,Q dy =31 + X1
v P+ (v + 1) ”

onde

5, :/ ly'[” Q. 5 :/ ly'[” a0
rexfos] Y17+ a+ 12P7 7 Jreugssyg 1917+ (va + 17



Usando o Teorema de Fubini e a mudanga de varidveis 2/ =

X = / / |y|2 dy’dy4
s (Y7 + y4+ 173
y4+ /’2 37,
= + 1)°dz'd
/ /R3 y4+ ‘21’2 ) (y4 ) 2 Ay,

= (/ d )(/ &dz') —37T—21n5—0(1)
B 03M+1y S RS T A T
Analogamente,

o ([ o) )
be s yat1 v g3 [|2/]2 +1]3

ys+ 1

/e q |22 2
< —d _ L gy ) = 38 he= |
- </5 Y y“)(/ﬂ{g = + 1 Z) 37 Ine=0(|Ine),

de modo que
Iige=0(1Ine|).

Quanto a I'y y ¢, temos

Ysa(ys + 1)
I'yse= / dy = X + 2o,
sy, TP + (o + 1P

onde

52

, obtemos

5, — / Ya(ys + 1) dy. Sy, — / Ya(ya + 1) J
rax(o,5] V]2 + (ya+1)23 7  Jrexssa WP+ (ya +1)23

/

Yy
ys+1

Usando novamente o Teorema de Fubini e a mudanga de varidveis 2’ =

2y = //RB ‘y‘2y4 y;jj)l)z]gdy/dy4
- //IR{3 y4+ 4\;? >(y4+1)3d2’dy4
1
- (/[ ﬁdy)(/md)
0
</0 yzyi 1) (/R %W') = 3%211&(52 +1) =0(1).

Y

IN
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Analogamente para X,

d/e€
Ya 1 /)
Z € — —d —dZ
> <A (M+U2M)<AJVP+H3
d/e€ 1 ‘Z”Q 7T2
~d ./-—————wvzz—&—mezo Inel),
(/5 " y>< o [P + 1P 1 (I1nel)

P2’47€ = O<| 1116|).

IN

de forma que

Disto, concluimos que

) O(€?), se N > 5,
¢°Ue(z - VU, )dx =
RY O(€*|Ine|), se N =4.

Falta avaliar apenas [,y |2[*¢*U2dz. Novamente, usando que ¢* = (¢* —1)+1,
+

[ aPevzie = [ afevia
RY BY

)
_ / |x|2(¢2—1)U€2dx+/ 20 2dz.
Bf —Bf Bf

5/2 5

Por um lado,

2042 1)
2 2_1U€2:€N2/ |z]*(¢ — O(N2).
/B;_B;/Q (0" = 1) s ps, TP + w92~ )

. S . X
Para a outra integral, temos que ao fazer a mudanca de varidveis y = —,
€

2
2PU%dr = EN_2/ |x| dz
/B;' U o ToP+ (o + P2
2
— 64/ ’y| dy
5y, WP+ (v + D22
2 |2
6%/‘ ly| d+/ ly d>
st TP+ v+ D22 o e TP+ (yw + DV 2

4 ly[? / 2-2(N-2)
= € dy + Y dy |.
(/Bfr [y'[2 + (yn + 1)V -2 RY B vl

+ 1

IA

Note que se N > 7, entao a tltima integral lado direito da desigualdade acima



é finita. Com efeito,

[ g,
RY-Bf
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1

/ | |2 2(N— 2)dy
RN -B;
+oo
/ / |y|2 2(N— Qdy/ds
0B
+oo
/ / 2AN=2) g/ ds
0B

1
L N—l/ §2-2(N=2) N—1 g
2 1

c(N) [

lim 8272(N72)+N -1

< 00,
s—+00

se, e somente se, 2 — 2(N — 2) + N < 0 ou, equivalentemente, N > 6. Logo, se N > 7,

+

Nos casos em que N € {4, 5,

ly|?

[t
RNV

P*Urdx = O(e*).

6}, temos

/ |z|*U2dw
By

4
€
(é&HyP+@N+1WN”

dy

ly|?

(/B RSt

ay+ |
2% st -sf 1Y/ P+ (yn + 1)2V2 ’
lyf®

5/

No entanto,

ly|?

O(e*) + ¢ /
Ot L o TP T (o + 12

dy.

N >Ny

A of, -t TP+ (yw + D22

dy

i

5/6
d/e
5/ / Y2V ayds
OBs
0/e€
/ / 6 2Ndy ds
aBg
/ 56 2N N 1d$
d
d/e€
/ 57 Nds.
d

—UN 1

2

1

ZON-1
2

)
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Como

ON—1 ’
Ine, se N =6,

ON-1 [ N-6
2/e —1 N 45
// stds{um\/[e Jose Ve 4.5},
2

concluimos que

/|ﬁ&@m=
RN

+

O(eN=%),  se N € {4,5},
O(e*/Inel), se N =6. .

Combinando os resultados obtidos, chegamos as seguintes situagoes

e Se N =4:

lue > = O(N72) + Axy + O(eV2) + O(N ) + O(| Ine]) + O(eV ) + O(V2)
= Ay +O(e|In¢|),

l[uel|> = O(EN™2) + Ay + O(V ) + O(V 2 + O(2) + O(V ) + O(V )
= Ax+0(é%),

HuﬁH2 = 0(64] Ine|) + Ay + O(EN*Q) + O(eN*Z) +O() + O(EN*Q) + O(EN*Q)

= Ay +0(€%),
e Se N>T7
lud? = O(e") + Ax + O("7?) + O("72) + O(¢*) + O(e"72) + OV 7?)
= Ayx+ O(€).
Logo,

) O(€*|1Ine|), se N =4
ue||* = An + 7
O(€?), se N > 5

como queriamos.
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Falta calcular a norma do traco de u.. Como u, = K~2¢U,, temos que

Q*dl’/

lucly, = K(2')| K2 (a)(2")Ue(a)

RN-1
C1/(N=2) 42,
— GN_I/ K ¢ dl‘/
ry—1 |22+ 2]V -L

K—l/(N—2) 2 1 K—I/N—Q
— EN_l / (¢ )dl'/ +/ —dx/
po-pe, |7+ eVt go [[o']? + eVt

5/2
Kfl/NfZ

— O N—-1 Nl/ —d /

(") +e 50 [[2/]2 + e]v-1 x

= O(N )+ VM +Ta,

onde B? := {2/ e RVN"1: |2/| <r} e

1 K-VN=2) _q
.= —————di/, T e:/ dr'.
1 /B? (|22 + e2]N-1 2, B2 (|22 + e2]N-1

Note que

1 1
I, — - S —
" /]RNl [l2']> + €]V /RNl_Bg [l2']> + €]V
/

x
Para a segunda integral do lado direito, fazendo a mudanca de variaveis 3’ = —, obtemos
€

1
1-N / 1 N " —2N+2 3, 1!
¢ ey = / / |y |2 2dy ds
/RNl—B?/E [ly'[* + 1]¥ 1 9B
— 61 ON_ 2/ 8_2N+23N_2d$

= el_Nc(N)[ lim s VT — VN = ¢(N),
S——+00

uma vez que —N + 1 < 0. Ja para a primeira integral,

Logo,
lucl3, = O(V™") + BY/* + N7

8

Agora, para I's ., facamos novamente a mudanga de varidveis y' = —, para
€
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obter

EMTQZ_/ 1—K@Lwﬂmwy:_/ 1—%M%m%Vuy
‘ g, Ly +N! g, WP+ ’

é/€ 8/e

1
N =)
mostrar que €V Ty, = O(e?). Para tanto, considere a fungao f : (0,1) x R¥"! — R

definida por

onde ag = Observe que para chegar ao resultado pretendido, precisamos

1 — exp(—aoe’|y'|*)
2 )

fle,y) = -

e considere, para cada 0 < € < 1 fixado, f.(y') = f(¢,¢'). Usando a Regra de L’Hospital,

obtemos
2ealy’|? exp(—ao€|y'[?)

1. / — 1 — /2'
e—lg}" f<6, y ) 5—1>I(§£' 2e a0|y |
Por outro lado,
af / 2 20, /12 21,12 2 a062|y/|2+1
- = = — 1]l-1)==|———————— -1 <0
(69 = Gles(anely Pllaoc’ly P +1] = 1) = 5| Z8EEDe 1) <0

jd que 1+t < exp(t),Vt € R. Logo, a sequéncia de fungoes (fc)cc(o,1) configura uma

sequéncia de fungoes nao-crescentes. Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, segue

. fle,y) , / ly'? ,
1 —— 7 _dy = — _ dy.
0t Janoa [P+ VY T L R+ v

que

Em outras palavras,

1 — exp(—ape?|y'?) / y'|?
dy = O(é — Y .
/ WPyt W =0 | R

Por outro lado, como N > 4

|?J/|2 / / 1 —2N+4
— . dy < dy < +00.
/ P+ = [, Wy < oo
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Com efeito,

/ |y/|—2N+4dy/ — / |y| 2N+4dy _|_/ |y/|—2N+4dy/
RN-1 RN-1 Ba
_ /’+OO/ ’y//| 2N+4dy//d8
0Bs
+oo
— O(1)+/ / s ds
1 0Bs

+oo
= 0(1) +0’N2/ s N2

1

s——400

= 0(1) +c(N){ lim s VT3 — 11 < +00.

Logo,
N, _/ 1- exp(—aofoIy’lz)dy, < / 1- exp(—aoGQIy’lz)dy, _ o).
T e, (P DY a7
Sendo assim, concluimos que
lul3; = By'"” + O(c*),
provando o resultado. O]

Estamos perto de obter a segunda solu¢ao do nosso problema. Antes disso,
vamos usar o resultado anterior para estimar as normas da normalizacao no traco de ..
Lema 3.6. Suponha N > 5 e considere Ay, By € u. como no Lema[3.5. Entdo, definindo

Ue

Y
Iu€I2*

%Z

vale que

[P0 = S+ 0(€), 1l = OV T2,

sempre que (N —1)/(N —2) <1 < 2,.

Demonstragao. Sejam A,t,s > 0 e considere a fungao real g(r) = r*.

Valor Médio, existe ¢ € (A, A+ O(¢")) tal que

Pelo Teorema do

o (A+O(e)) — A°
9O = "o —Aa

Dai,

(A+0(e")) — A* = 0(e")g'(¢) = O(") = (A+O(e"))* = A* + O(€"). (3.13)



59
Pelo Lema se N > 5, vale

ucl]? = Ay + O(€2) e Jucl? = B3+ 0().

Assim,
||1/} ||2(N—1) _ ||u6||2(N71) _ (AN + 0(62))]\[71
luclo" ™ (BY 4 O(e2) N2

Usando ({3.13), obtemos

Hw HQ(N—l) _ A%A + 0(62) _ A%A + 0(62) _
By 1 o(@) By +0(@)

A N-1
= (B—N) +0(e?) = Sy +0(e),
N

provando assim a primeira parte do resultado.

Para a outra parte, observe que como ¢ tem suporte compacto, u, também o

possui. Além disso, 0 < ¢ < 1. Consequentemente,

dz’.

Ju IT _ K(x/)KfT/Q(bTUTd:L,/ _ €T(N2)/2/ K1—7/2¢T
elr RN-1 € Bg [|x/|2 + 62]T(N_2)/2
Como a integral acima é avaliada em um conjunto limitado, temos pela continuidade de

K que existe ¢; > 0 tal que

1
7' (N—2)/2 /
luel; < cie /B? [|x’|2+62]T(N—2)/2dx'

/
~ S xz

Fazendo entao a mudanca de variaveis y' = —, obtemos
€

1
r N—1-7(N-2)/2 '
lucl - < e /B?/ [|y/|2+1]r(N—2)/2dy

ClEN*l*T(N*2)/2 / |y/|fT(N72)dy/

IA



/ ‘yfl—T(N—2)dy/ _ O(l)—i—/ |y/|—T(N—2)dy/
RN-1 RN—l_B?

1 [T
— O(l)—i-é/ / ‘y//|fr(N72)dy//d8
1 OBs

1 [t

= O(l)+—/ / s T2 gy ds
2 ) 0B,
1 oo

= 0(1) -+ 50’]\/2/ S*T(N72)5N72d8
1

= O(1)+¢(N) [ lim s TW=RHNL 1] < 400,

s——400

se, e somente se, —7(N — 2) + N — 1 < 0 ou, equivalentemente, 7 > 5 Portanto,
. I: — O(EN_l_T(N_Q)/Q).
Por outro lado, como Ju]3" = BJQ\;/Q + O(€?), temos que
lul3, = BY* +0(c) = BY” +o(1).
Assim,
W L I A I O(N-1-7(N=2)/2)
luls, BY? + o(1)
o que finaliza a prova.
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]

Com os dois proximos resultados, seremos capazes de determinar a segunda

solucao para o nosso problema.

Lema 3.7. Seja ¢ a fungao definida no Lema[3.6] e defina
me = I(ug + tetpe) = max I(ug + tae).

Entao, a sequéncia {t.}e=o € limitada.

Demonstrag¢ao. Desde que ug é um minimo local de I, o niimero ¢. dado no enunciado esta

bem definido e é positivo. Suponha por contradi¢ao que t., — oo, para alguma sequéncia

én, — 0. Defina g(t) = max;>o I (ug + 1)), temos que g tem ponto de maximo em ¢, de
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modo que 0 = ¢'(tc) = I'(up + tetbe)be. Assim,

O = _[/(U() + tewe)
- K (2)VugVabedz + te| [t |

N
R+

— u | K@)a() o+ tap ) ede — [ K@) (g + tep)> " da,

RN-1 RN-1

Além disso, I'(ug)y. = 0, pois ug é ponto critico de I. Logo,

K(2)VuoVibedr — p K(z)a(a"ul  heda’ — K(z"b(a")ud* Mpda’ = 0.

R{X RN-1 RN-1

Usando as duas tultimas equagoes e o fato dos potenciais a e b serem positivos no suporte

de ., concluimos que

tlld P = w K(z')a(z")(up + teabe) " Mpeda’ — pu / K(2)a(x")ud "eda’
RN—I RN—l
+ K(2")b(2') (ug + teape) > "peda’ — K(z"b(a")yud= ") da’
RN-1 RN-1
> K(2")a(z'yul eda’ — pu K(z)a(2")ud "tpeda’
]RN—I RN—l
+ K($')b(1:')(t€w€)2*_1wed:v’— K (z")b(x")ug 2L da’
RN-1 RN-1
= 7 [ K@@l de = | K (a)b(a)ug peda
RN-1 RN-1
Logo,
21 wawwwfsmmW+/ K (' )b(a 2 pda
RN—I RN—I

Usando Holder e o Lema (3.6 obtemos

K(2)b(z')p2da’ < 272 [0e| > + 51l sl uol 37 10c] 2.

< 27 (So+o(1)) + £ bl soluol 3

RN-1
Observe que a equacao acima vale para todo € > 0. Em particular, sendo ¢ = ¢, como da
hipétese de contradicao, temos que

lim K (2')b(z" )2 da’ = 0.

n—+00 [pN-1
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Pela hipétese (b3), temos que existe § > 0 tal que para 2’ q.t.p em BZ(0) vale
10100 — b(2) < M|,
onde M >0 ey > N — 1. Consequentemente,

on(1) = K(2")b(z" )2 da' > |bloe — M K(2')|2' | 2 da’.

RN-1 RN-1

Por outro lado, como |ue, |2, = lev/Q + 0(1) e usando a defini¢ao de 1.,

C N—=1|../|v
/ K({El)|$,|’y¢€2:d$, 1 / En ’.CE | dz’
RN-1 B

lue, 15; g (122 + ]V

O(eN 1) / |2/ |72V =D gy
By

IN

IN

No entanto, como v > N — 1

5
/ |x/|'y—2(N—1)dx/ _ / / |x//’fy—2(N—1)dx//ds
B2 0 JoBs

§
_ CN/ GO2(N=1) N=2 g
0

= COn[67WY —lim s~V Y] < 0.
s—0

Segue entao que
/ K@)/ de’ = O(eN ),
RN-1

quando n — 4o00. Portanto,
0(1) > bl o + O(eX ™),

o que implica que |b]o, = 0, mas isso é uma contradicao, afinal b > 0 em todo um conjunto

aberto. Assim, {t.}.~o ¢ limitada. O

Lema 3.8. Seja m. como definido no Lema |3.7|, entao

st
2N =111 5>

me < ¢ = I(up) +

Demonstrag¢ao. Usando novamente que I’ (ug)y. = 0, obtemos que

H(uo) + 2l = By — L1 (3.14)
me = U =~ € - [ € .
0 5 . 1, 53 2,
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onde
Fl,e = K(w')a(a:')[(uo + te¢e)q - Ug - tequg_lz/)g]dx’,

RN-1

[y = K(2")b(z")[(ug + tpe)* — ug* — t€2*u0*_11/1€]dx'.

RN-1
Como a fungao real g(r) = r? é derivdvel, temos pelo Teorema do Valor Médio que existe
0 € (0,1) tal que

(a+h)?—a?=q@(a+h)+(1—-0)a)" h=qla+0h)? h>q?"h.

Considerando a = ugy(z'), h = t . (2'), § = 6(z') € (0,1), obtemos para =’ q.t.p em RV~
vale
(UO + te¢e)q - Ug > qteu8_1¢e-

Dai, como a > 0 no suporte de 9, temos que I'y . > 0. Aplicando essa desigualdade na
equacao (3.14)), ganhamos que

12 1
me < 1(ug) + EEHzpeHQ — Q—FQ,E. (3.15)

Note agora que poderfamos estimar I'; . da mesma maneira, no entanto, vamos
percorrer outro caminho desta vez: vamos usar o fato de que dadosr, s > 0e o € (1,2,—1),

existe A, > 0 de tal modo que
(r+s8)% >r¥ £ 5% £ 2,07 s+ 2 rs® 1 — A r? 5%,
Sendo entdo 7 = up(z') e s = t)(2'), temos que para z’ ¢.t.p em RV -1
(uo + te)® > ugr + 202 + 2,u" b, + 2uupt> T R TE — Ajudr T tTyr.
Consequentemente,

Ly > K(z)b(2)[ug” + t2 0 + 2,0 et + 2uot? 02 — Ajud =7y |da’

- RN-1

- K(2")b(a") (t2> + 2 upt> >t — A ud =7t )da'.

RN-1
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Definindo entao

( tQ*
Poe1 == K(2")1b] o — b(z")]0?* da’
2* RN-1
Poeo=t2"" K (2")b(x" Y ugp?~'da 7
RN-1
tU
FQ,e,S - Aa_e K(x/)b(x/)ug*_awgdx/
\ * JRN-1
temos que
t2
Iye > 26 0lcc —Doeq + 100 —T'ocs.
Portanto,
2 e te
me < I(ug) + §|We|| - 2_|b|oo + o1 —Toeat+aes. (3.16)
Novamente,
o t?* / / 2 / tf*M / 1Y 2 /
Foen = K@) (bl o — b(x"))pgda’ < —— K(2)]' [y da.
2 RN-1 2, RN-1

Como v > N — 1, entao

K@)/ da’ = O(eN 7).

RN-1

Como {t.}c=0 ¢ limitada, segue entdo que Iy = O(eV!). Além disso, definindo f :

[0,4+00) — R por
t2 ) t2*
t) = =Y ||” — =—1b] -
50 = Sl = S
Derivando,

F1#) =t P =t ble,  f7(8) = [Jel* = (20 = D" D] oo

Dai, se f'(t) = 0, entao
t|we] > — bl = 0.

Note que t = 0 é uma solugao, porém f”(0) = ||1¢||* > 0. Assim, supondo ¢ # 0, obtemos

que
2 ,2.-2 . 2.-2 |[4e] |2 - |||V 2 .
Além disso,
Ve 10 oo
7(to) = el = (20 — DI e 20 0y <,

161
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Portanto, ty é ponto de méaximo de f e

to*

I
fto) = EHMH Ibloo

||wer|2<N-2>||we|P B N=21D] o
2Ab] *lblooN 2/

O O N e S 11
o\2 2, A2 (N 1) b2

t2 t2 1 o
mae { Sl = Samn = 5l

t>0 1] o

Assim,

Pelo Lema [0 PV = SN=1 1 O(€?), e pela definicio de ¢, segue que

e <c+ O(GQ) - F27572 -+ F2,6,3' (317)

Para estimar Ty € T'a . 3, note ug € L, (RY)N LY,

(RV=1), para todo v > 1. Além disso,

existe 71 > 1 tal que
2(N—1)< <2(N—1)
—_— < < —.
N+4 N

Podemos usar a desigualdade de Holder, para obter

1/7'1
K (2")b(x Yugrp® ' da’ <|b|oo</ K(z uoldx> A 3;2*_1

RN-1

N -1
Mas, se N o < T < 24, temos pelo Lema que

quelz _ O(g(N—l)—T(N—Q)/Q).

Observe que

N N -1
2.4 2, — 1
> ( )T > N3 N
e, portanto,
KUA | 31 21,1 O(eWN=D/m=N/2y "6 ¢ — 0F,

Desde que {t.}~o € limitada, entao

F2 (g = O<E(N—1)/71—N/2)

Por fim, escolhendo o = (N—1)/(N—2) e 1 < 15 < 2, temos pela desigualdade
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de Holder que

/

1/73
Kz <o [ R vz,

N— 1%
RN -1 B

N -2

No entanto, < Ty < 2, e, portanto

1.7 = O(E(N_1)/72_(N_1/2)
€l o0 :

Como {t,}eso ¢ limitada,
FQ c3 = O(E(N_l)/Tz_(N_l)/Q).

)&y

_ N—-1 N N -1 _ N—-1 N-1
lim —— | =0< = lim — ,
r—=2(N—-1)/N T 2 2

Como

podemos escolher 71 e 75 de modo que

Bl 2 T2 2

Temos entao que, se € — 07,
me < e+ 0(€%) — O(e") + O(e”) = ¢+ O(e")(O(*™) — O(1) + O(e” ™).

Portanto, se € > 0 é pequeno,

1 Syt

me = I(ug + tepe) < ¢ = I(uo) + 2(N =101 5

(3.18)

0 que prova o resultado. O

Estamos prontos para demonstrar nosso ultimo resultado.

Demonstragao do Teorema [3.9: J4 encontramos via minimiza¢ao a solugdo de energia
negativa uy. Supondo que nao hé pontos criticos para I além de 0 e ug, pelo Lema [3.4]
como m. < ¢, I satisfaz (PS),, . Pelo Teorema do Passo da Montanha, existe u # 0
tal que I(u) = m,. e I'(u) = 0. No entanto, desde que m, = I(ug + t.1).) temos que
me > I(up), pela definicio de m, e também por g ser minimo local de I, assim u # uy,
chegando entao a uma contradigao. Logo, existe 0 < u; # ug, tal que u; é ponto critico

de I. Portanto, u; é outra solugdo nao-negativa para (P). O



Consideracoes Finais

Neste trabalho investigamos a existéncia de solugoes para um problema eliptico
em ]Rf com nao-linearidade do tipo concavo-convexo na fronteira, com expoentes subcritico
e critico. Devido a natureza do problema nao foi possivel ataca-lo diretamente com as
ferramentas padrao. Na realidade, se fez necessario trabalhar em um outro tipo de espaco

de Sobolev para alcangar os resultados de compacidade que foram necessérios.

Inicialmente, fizemos um resumo breve da teoria classica de Sobolev e dos resul-
tados de minimax os quais sao validos para espagos de Banach em geral. Posteriormente
construimos um outro espaco de Sobolev utilizando uma funcao particular e estudamos
algumas propriedades deste espaco, sendo a mais importante delas, a compacidade da

imersao mesmo no caso do R¥.

Com essas ferramentas em maos, pudemos atacar diretamente o problema,
tanto nos casos subcritico e critico. Como esperado, foi necessario trabalhar um pouco
mais neste ultimo caso, afinal a presenca do expoente critico invalida o uso de ferramentas
muito praticas, como a compacidade. No entanto, conseguimos mostrar em ambos os casos

a existéncia de duas solugoes nao-triviais e nao-negativas para o problema.
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