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Resumo

MODELOS ESPECTRAIS DE VIGAS ACOPLADAS À PIEZOELÉTRICOS
SHUNT PARA ATENUAÇÃO DE VIBRAÇÃO E DE ONDAS ELÁSTICAS

Autor: Braion Barbosa de Moura

Orientadora: Marcela Rodrigues Machado, Dra. Univ (ENM/ UnB)

Programa de Pós Graduação em Ciências Mecânicas

Brasília, 19 de março de 2021

Dentre as diferentes técnicas de controles vibracionais destacam-se as que utilizam pie-
zoelétricos (PZTs) combinados com circuitos elétricos passivos (circuitos shunt). Neste
tipo de controle, uma conversão de energia mecânica para elétrica é realizada pelo efeito
piezoelétrico direto. Em geral, os controles passivos de PZT com circuitos shunt são
realizados com a utilização de topografias de circuitos passivos formados por elementos
resistivos, indutivos, capacitivos e chaveados. Entende-se que cada tipo de circuito shunt
pode impor um comportamento específico nas vibracões e propagações de onda de uma
estrutura. Neste sentido, o presente trabalho apresenta uma discussão do comportamento
dinâmico de uma viga sujeita a diferentes acoplamentos de PZTs conectados a circuitos
shunt resistivo, indutivo, capacitivo, indutivo-capacitivo (LC) em série e paralelo, resistivo-
indutivo (RL) em série e paralelo, e resistivo-indutivo-capacitvo (RLC) em série e paralelo.
O Método do Elemento Espectral (MEE) é utilizado para realizar as modelagens numéricas
e extrair as Funções de Resposta em Frequência (FRF) das estruturas, e para estimar o
gráfico de disperção de onda é utilizado o Método de Matriz de Transferência (MMT).
Nas modelagens são considerados os modelos de vigas de Euler-Bernoulli e de Timoshenko
para representar a viga com uma e duas camadas de PZTs, respectivamente. Os resultados
obtidos indicam que as formulações por MEE e por MMT são adequadas para viabilizar
projetos de controle de vibracões e de propagação de ondas utilizando circuitos shunt.

Palavras-chaves: Controle Passivo de Vibrações; Piezoelétricos; Circuitos Shunt; Método
do Elemento Espectral.
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Abstract

SPECTRAL MODELS OF BEAMS COUPLED TO PIEZOELECTRIC SHUNT
FOR ATTENUATION OF VIBRATION AND ELASTIC WAVES

Author: Braion Barbosa de Moura

Supervisor: Marcela Rodrigues Machado, Dra. Univ (ENM/ UnB)

Master in Mechanical Sciences

Brasília, 2021

Among the different techniques of vibrational controls, they stand out as using piezoelectric
(PZTs) combined with passive electrical circuits (shunt circuits). In this type of control, a
direct conversion from mechanical to electrical energy is performed by the piezoelectric
effect. In general, passive PZT controls with shunt circuits are performed using passive
topographies formed by resistive, inductive, capacitive and switching elements. It is
understood that each type of shunt circuit can impose a specific behavior on the vibrations
and wave propagation of a structure. In this sense, the present work presents a discussion
of the dynamic behavior of a beam repaired to different couplings of PZTs connected to
resistive, inductive, capacitive, inductive-capacitive (LC) circuits in series and parallel,
resistive-inductive (RL) in series and parallel, and resistive-inductive-capacitive (RLC) in
series and parallel. The Spectral Element Method (SEM) is used to perform numerical
modeling and extract as Frequency Response Functions (FRF) from structures, and to
estimate the wave dispersion graph is used by the Transfer Matrix Method (TMM). In the
modeling the Euler-Bernoulli and Timoshenko beam models are considered to represent a
beam with one and two layers of PZTs, respectively. The results obtained indicate that
the formulations by SEM and by TMM are classified to make possible projects of control
of vibrations and wave propagation using shunt circuits.

Key-words:Passive Vibration Control; Piezoelectric; Shunt Circuit; Spectral Element
Method.
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1 Introdução

Conhecer o comportamento e as características dinâmicas de uma estrutura é um
fator avultoso para evitar problemas vibracionais como desgaste mecânico, fadiga e ruído
(INMAN, 2001). Em geral, diversos problemas vibracionais podem afetar a integridade
das estruturas e consequentemente estar associados com riscos de segurança e perdas
econômicas. No entanto, o controle vibracional em uma estrutura é uma possibilidade
viável para evitar os problemas vibracionais e suas consequências, o que justifica o interesse
crescente em tecnologias que podem controlar de forma inteligente as vibrações em uma
estrutura (LIMA, 1999).

Atualmente, entre os controles vibracionais destacam-se os controles com utilizam
materiais piezoelétricos. Nesses controles, várias técnicas passivas, semipassivas, semiativas,
ativas e híbridas, estão sendo utilizadas por possuirem a capacidade de ajuste vibracional
oriunda da conexão de circuitos elétricos externos (SANTANA; RADE; STEFFEN, 2003).
Esses circuitos podem assumir diferentes configurações, porém em técnicas passivas as
topografias alternam sempre em componentes como resistores, indutores, capacitores e
chaves. Logo, a configuração topográfica desses circuitos elétricos é quem estabelece os
efeitos de controle, podendo em alguns casos apresentar comportamentos semelhantes aos
dos métodos que utilizam pêndulos, ressonadores mecânicos e absorvedores dinâmicos
(GRIPP; RADE, 2018).

A utilização de piezoelétricos (PZTs) para o controle de vibração está cada vez
mais presente no aprimoramento de equipamentos e estruturas. Alguns estudos abordam o
desenvolvimento de estruturas associadas com PZTs para promover o controle de vibração e
de propagação de ondas, onde limitações geométricas, variaçôes vibracionais e dependência
de energia elétrica são fatores que não impedem o funcionamento deste tipo de controle.
Em Seba, Ni e Lohmann (2006) foram utilizados PZTs conectados com circuitos shunts
para amortecer as vibrações de um chassi auxiliar de um automóvel (Figura 1.1a). De
forma parecida, Min, Duffy e Provenza (2010) usaram um controle vibracional de um PZT
com circuito shunt para reduzir o ruído de um centrífuga (Figura 1.1b).

Algumas aplicações com circuitos shunts também foram desenvolvidas para controlar
vibrações no setor aeronáutico. Em Neubauer e Wallaschek (2013), PZTs foram utilizados
para amortecer as vibrações nas pás de uma turbina (Figura 1.1c). Já em Sénéchal (2011),
controles com PZTs foram utilizados para promover uma redução da vibração de baixa
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frequência em uma pá de turbojato CFM56-7B (Figura 1.1d), e em Boeing (2021) um
controle com shunt piezoelétrico foi utilizado para atenuar a vibração em uma pá de
helicóptero (Figura 1.1e).

Aplicações com circuitos shunts para elementos simples (viga, barra, placa) também
foram realizadas para controlar vibrações. Em Casadei et al. (2010), um controle vibracional
com PZTs é realizado em uma placa de alumínio (Figura 1.1f). Já em Airoldi e Ruzzene
(2011b), PZTs conectados com shunts multi-modais fazem o controle de vibração em uma
viga (Figura 1.1g).

(a) (b) (c)

(d) (e) (f) (g)

Figura 1.1 – Aplicações de controle vibracional em estruturas acopladas com piezoelétricos
conectados com circuitos shunts: a) chassi de automóvel (SEBA; NI; LOH-
MANN, 2006); b) centrífuga (MIN; DUFFY; PROVENZA, 2010); c) turbina
(NEUBAUER; WALLASCHEK, 2013); d) pá de um turbojáto (SéNéCHAL,
2011); e) hélice de um helicóptero (BOEING, 2021); f) placa de alumínio
(CASADEI et al., 2010); g) viga de alumínio (AIROLDI; RUZZENE, 2011b).

Nos estudos de caso demonstrados na Figura 1.1, as necessidades de controle
demandados por cada sistema são ministradas com eficiência pelo controle vibracional
realizado com piezoelétricos conectados a circuitos shunts. No entanto, variações topográ-
ficas dos circuitos para cada exemplo não são demonstradas nas respectivas literaturas.
Logo, uma comparação entre os resultados dinâmicos associados com diferentes topografias
de circuitos shunts pode apresentar uma importância no trato do controle vibracional
inteligente com técnicas passivas.

As modelagens dinâmicas das estruturas com piezoelétricos conectados em circuitos
shunts, geralmente são desenvolvidas com base no Método dos Elementos Finitos (MEF)
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ou por análise modal. No entanto, em alguns casos o MEF se torna computacionalmente
oneroso, pois necessita de um número grande de discretizações na malha. Assim, devido as
limitações computacionais do MEF, cria-se a necessidade da utilização de um método que
supere os altos custos computacionais. Logo, uma alternativa para suprir essa necessidade
pode ser encontrada no Método do Elemento Espectral (MEE), visto que sua solução não
necessita de grandes discretizações.

Diante do exposto, o presente trabalho apresenta estudos de modelos numéricos
baseados no MEE para análises de controles vibracionais de uma viga acoplada com piezoe-
létricos conectados em diferentes circuitos shunts. Diferentes configurações de acoplamento
da viga com os PZTs e do tipo de circuito shunt são analisadas através das respostas
dinâmicas e da propagação de ondas da estrutura.

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é analisar o comportamento dinâmico de um viga
sujeita a diferentes acoplamentos de piezoelétricos que serão conectados a circuitos shunts
resistivos, indutivos, LC em série e paralelo, RL em série e paralelo, e RLC em série e
paralelo. Dentro desse objetivo salientam-se os seguintes objetivos específicos:

• Implementar as formulações em MEE necessárias para representar as estruturas viga,
viga acoplada com uma camada piezoelétrica, e viga acoplada com duas camadas
piezoelétricas;

• Analisar e comparar as respostas dinâmicas e de propagação de ondas nas estruturas
viga, viga acoplada com uma camada piezoelétrica, e viga acoplada com duas camadas
piezoelétricas;

• Analisar e comparar os efeitos que os diferentes tipos de circuitos shunts causam
nas respostas dinâmicas e de propagação de ondas das estruturas viga acoplada com
uma camada piezoelétrica, e viga acoplada com duas camadas piezoelétricas;

1.2 Metodologia

A metodologia desenvolvida neste trabalho parte de um referencial teórico e de um
estado da arte que abordam a temática. Posteriormente, o desenvolvimento de modelagens
numéricas das estruturas viga, viga com uma camada piezoelétrica e viga com duas cama-
das piezoelétricas são realizadas com MEE. Também são realizadas modelagens numéricas
dos circuitos elétricos shunts para conecta-los aos piezoelétricos. As interações entre as
estruturas e os circuitos shunts são realizadas através das relações matemáticas de impe-
dância admensional. A modelagem das estruturas com mais de um piezoelétrico utilizam
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a matriz de transferência na alocação das matrizes de rigidez dinâmica espectral para unir
as estruturas e estimar os números de ondas. Todas as modelagens são implementadas no
software MATLAB, onde os resultados são comparados e validados com a literatura.

1.3 Organização do trabalho

A organização deste trabalho está ministrada na divisão de seis capítulos, no
capítulo 2 é apresentado uma revisão bibliográfica, abordando os principais trabalhos
e suas contribuições. No capítulo 3 é realizada a formulação de força e deslocamento
em MEE para os elementos viga, viga com uma camada piezoelétrica e viga com duas
camadas piezoelétricas. No capítulo 4 são demonstradas as formulações que regem o
efeito piezoelétrico associado aos circuitos shunts, e como esses efeitos são somados ao
comportamento da viga. Já no capítulo 5 são demonstrados os comportamentos dinâmicos
de cada viga associada as diferentes configurações de acoplamento piezoelétrica conectados
aos diferentes tipos de circuitos shunts. Por último, no capítulo 6 são apresentadas as
conclusões do trabalho e as sugestões de continuidade para o tema.
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2 Revisão Bibliográfica

Desde a década de 90, a utilização de materiais piezoelétricos vem se destacando
como um método de controle eficiente para solucionar diversos problemas vibracionais
(GRIPP; RADE, 2018). Esses materiais são formados principalmente por substâncias como
titânio, turmalina, óxido de chumbo, zircônio e quartzo. De acordo com o tipo de material,
os piezoelétricos são classificados principalmente em dois tipos, os PZTs (Leard Zirconate
Tyrannate) e os PVDFs (Polivinil Fluoreto) (GAUTSCHI, 2002; CHENG et al., 2007).
Segundo Cheng et al. (2007), o tipo PZT é amplamente utilizado para atenuar vibrações,
visto que sua margem de rigidez o torna flexível e resistente. Já o tipo PVDF, devido à sua
geometria complexa e fina, é categoricamente utilizado para sensoriamento em sistemas
eletromecânicos.

Para os PZTs acoplados em estruturas simples, além da divisão por material,
também há divisões por geometria, entre as quais destacam-se os atuadores unimorfos,
bimorfos e o de tubos. O atuador unimorfo é classificado por acoplar o PZT em apenas
uma superfície de uma estrutura, enquanto que o atuador bimorfo acopla o PZT em duas
superfícies (LEO, 2007). Contudo, a definição de funcionamento do PZT é baseada na
converção de energia do domínio mecânico para o elétrico, e vice-versa. Em resumo, quando
o piezoelétrico é exposto a uma tensão mecânica é produzido um campo elétrico (efeito
direto), e quando o piezolétrico é exposto a um campo elétrico é produzido uma tensão
mecânica (efeito inverso), conforme mostra a Figura 2.1 (CLARK, 2000).

Figura 2.1 – Ilustração piezoelétrica de efeito direto e reverso.

As variações dos controles vibracionais que utilizam os efeitos direto ou reverso
dos PZTs para atingir uma estabilidade estrutural podem ser classificadas em controles
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passivos, ativos e híbridos (SANTANA, 2007). As técnicas de controle ativo com materiais
piezoelétricos estão relacionadas basicamente ao uso de uma fonte de energia elétrica
externa para suprir por conversão piezoelétrica um aumento de energia mecânica necessária
ao sistema. Diferentemente das técnicas ativas, as técnicas de controle passivo contam
com mudanças na estrutura básica sem depender de uma fonte de energia elétrica. Já os
controles híbridos mesclam ambas as técnicas dos controles passivo e ativo (AQUINO,
2011).

Na literatura, entende-se que o controle vibracional passivo pode ser obtido nos
casos em que os PZTs são conectados com circuitos elétricos externos compostos por
componentes passivos, também conhecidos como circuitos shunt (SANTANA; RADE;
STEFFEN, 2003). As estruturas com esse tipo de controle passivo podem ser denominadas
de estruturas inteligentes, também conhecidas pelo termo em inglês smart materials.
Contudo, determinadas estruturas com piezoelétricos acoplados de forma periódica ao
longo de uma estrutura, podem ser denominadas de metamateriais inteligentes, também
conhecidas pelo termo inglês smart metamaterials (CORR, 2002; GRIPP; RADE, 2018).

A utilização de metamateriais em aplicações de engenharia tem aumentado nos
últimos anos. Cada vez mais o desenvolvimento de materiais com padrões periódicos é
realizado levando em conta as necessidades prévias para uma estrutura com potenciais de
aplicações que incluem invisibilidade, controle vibracional e acústico (AIROLDI; RUZZENE,
2011a). Geralmente, os metamateriais associados com circuitos shunts podem apresentar
desde efeitos de atenuações até possíveis supressões de vibrações em uma banda de
frequência (band gap). Contudo, o metamaterial aplicado ao controle vibracional é definido
como uma distribuição periódica de constante elástica e densidade de massa ao longo de
uma estrutura (CASADEI et al., 2010; ZHOU; WU; ZUO, 2015; SUGINO; RUZZENE;
ERTURK, 2018).

Na literatura, as simulações numéricas das estruturas smarts são predominante-
mentes elaboradas por análise modal e por métodos como o MEF, o MEE, o Método de
Elemento Finito de Onda (MEFO), o Método de Diferença Finita (MDF), o Método de
Matriz de Transferência (MMT), e o Método de Expansão de Onda Plana (MEOP) (LEO,
2007; SANTANA; RADE; STEFFEN, 2003). Esses métodos são eficientes no tratamento
da dimensão espacial do sistema. Porém, para determinadas aplicações alguns métodos se
monstram mais eficientes do que os outros.

O MEF (em inglês Finite Element Method - FEM) é um dos métodos mais utilizados
para representar simulações de controle vibracional com estruturas smarts. A formulação
do MEF é baseada na discretização do sistema em diversos elementos menores, sendo a
quantidade dessas discretizações uma influência decisiva na precisão da resposta vibracional
do sistema (PETYT, 2010). Em contrapartida, o Método dos Elementos Espectrais (em
inglês Spectral Element Method - SEM) é uma alternativa frente ao FEM nessas análises,
visto que sua formulação trata de um modelo que relaciona as forças e os deslocamentos
nodais espectrais, ambos baseados na solução analítica da onda. Assim, o MEE não
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necessita de uma discretização com grandes números de elementos, ou seja, para casos
sem descontinuidades apenas um elemento é necessário (DOYLE, 1997; LEE, 2009).

O MEE é considerado um método muito eficiente para representar diversos tipos
de geometrias, condições de contorno e materiais. Parte dessa eficiencia se deve ao fato
de que as funções de forma dos elementos são obtidas a partir da solução analítica das
equações diferenciais governantes e da solução do sistema dinâmico escrito no domínio
da frequência. Este recurso reduz significativamente o número de elementos exigidos
no modelo de estrutura, ocasionando uma melhora a precisão da solução do sistema
dinâmico. Portanto, com o MEE um único elemento é suficiente para modelar qualquer
parte contínua e uniforme de uma estrutura. Além disso, uma interpretação em forma de
onda da dinâmica estrutural pode ser obtida diretamente, levando a um controle inovador
baseado em estratégias de ondas (DOYLE, 1997; LEE, 2009).

2.1 Controle vibracional com PZT- shunt

Por volta de 1883 os irmãos físicos Pierre e Jacques Curie demonstraram que
uma tensão elétrica é gerada em uma determinada direção de um material piezoelétrico
quando este sofre uma deformação no tamanho ou forma do material (efeito piezoelétrico
direto). Posteriormente, após Gabirel Lippmann demonstrar matematicamente o efeito
piezoelétrico inverso, os irmão Curie demonstram experentalmente. Já em termos de
vibração, foi somente em Forward (1979) que foi proposto pela primeira vez a utilização
desses materiais piezoelétricos para o controle vibracional, conectando nos piezoelétricos
alguns circuitos elétricos passivos, denominados de circuitos shunt. A lógica utilizada por
Forward consiste na manipulação de energia elétrica gerada pela conversão do piezoelétrico,
alterando assim as propriedades mecânicas de uma estrutura.

Aplicações vibracionais com circuitos shunt resistivo e resistivo-indutivo, ambos
conectados em cêramicas PZTs, foram analisadas por Uchino e Ishii (1988) e Hagood e
Flotow (1991), respectivamente, onde foram observadas características dinâmicas impostas
pelo circuito resistivo que assemelharam-se mecânicamente aos efeitos de amortecimento
de um material viscoelástico. Já as caracteristas impostas pelo circuito resistivo-indutivo,
também chamado de shunt ressonante, demonstraram efeitos semalhantes aos de um
absorvedor dinâmico amortecido de vibrações, porém apresentava uma capacidade de
ressonância elétrica que pode ser sintonizada para diferentes frequências.

Em relação aos circuitos shunt ressonantes, Wu (1996) apresenta um estudo que
argumenta sobre a necessidade de valores de resistência e indutância adequados para a
combinação RL em série e paralelo. No entanto, o estudo afirma que o circuito shunt
ressonante precisa ser sintonizado de acordo com as propriedades da estrutura. Em
Hollkamp e Gordon (1996), compara-se os shunts ressonantes com materiais viscoelásticos,
e afirma-se que os shunts ressonantes são mais eficientes devido a sua possibilidade de
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sintonia adaptativa. Já nos trabalhos de Zhou, Wu e Zuo (2015) e Airoldi e Ruzzene
(2011a), efeitos epecíficos de atenuações de vibração e de propagação de ondas foram
desenvolvidas em metamateriais devido as periodicidades de piezoelétricos conectados com
circuitos shunts ressônantes.

Diversos trabalhos abordaram variações com a utilização dos circuitos shunts
ressonantes para controle de vibração. Em Airoldi e Ruzzene (2011b), foram propostas
relações de um shunt ressonante com multi-impedâncias para atenuar vibrações. De maneira
parecida, em Viana e Steffen (2006), análises multi-modais com um shunt ressonante
foram execultadas afim de evidenciar as influências para diferentes valores de resistência.
Contudo, esses trabalhos comprovam a capacidade dos circuitos shunts ressonantes de se
equiparar com absorvedores dinâmicos distribuidos ao longo de uma estrutura.

Em Davis e Lesieutre (1995), o circuito shunt resistivo é baseado em uma aproxima-
ção de energia de deformação modal, o que permite ao projetista adicionar amortecimento
a um dado modo estrutural. Porém, diferente dos materiais viscoelásticos, o desempenho
do circuito shunt resistivo não é muito eficiente para o amortecimento estrutural de grandes
estruturas.

Em Guyomar, Richard e Audigier (1999), são abordados os efeitos de variações de
circuitos shunt com componentes eletrônicos que permitem ou interrompem a passagem
de corrente elétrica. Esses componentes são conhecidos pelo termo em ingles switch e
podem ser utilizados para gerar uma série de combinações de dissipação de energia elétrica.
Trabalhos como os de Clark (2000), Corr (2002) buscaram resolver topologias ideais para
a utilização do circuito shunt switch associado com outros componentes passivos.

Davis e Lesieutre (2000), retratam a estratégia de ajuste de rigidez no piezoelétrico
com o circuito shunt capacitivo. Segundo Chen, Huang e Sunn (2014) os shunts capacitivos
quando combinados com outros componentes como resistores, indutores, switchs e até outros
capacitores, podem apresentar efeitos espicificos de controle vibracional que estabelecem,
de acordo com a configuração, possíveis atenuações e band gap. Um exemplo desses efeitos
de controle vibracional com diferentes circuitos shunt é demonstrado em Gang et al. (2011),
onde retrata-se por MEF a propagação de ondas e o comportamento vibracional de uma
viga com PZTs acoplados de forma periódica.

Em trabalhos como os de Lesieutre (1998), Santana, Rade e Steffen (2003), Santana
(2007) e Gripp e Rade (2018), são realizadas revisões sobre as variações dos diferentes
tipos de circuitos shunt. Nesses trabalhos, descrições dos efeitos associados a cada shunt
são embasadas com estados da arte relativos aos períodos de cada publicação.
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2.2 Método do Elemento Espectral

Segundo Lee (2009) a análise espectral, também conhecida como análise de Fourier,
teve início com Joseph Fourier em 1822. Em ser trabalho entitulado "Theorie analytique
de la chaleur", Joseph demonstrou que infinitas séries de funções senos e cossenos podem
ser utilizadas para analisar a condução de calor em sólidos. Posteriormente, matemáticos
como Direchlet e Rieman desenvolveram trabalhos resolvendo dúvidas sobre a validade
das séries de Joseph. Com isso, a análise espectral foi classificada em duas variações que
ficaram conhecidas por Transformada Contínua de Fourier (TCF) e Transformada Discreta
de Fourier (TDF).

De acordo com o avanço de soluções computacionais associadas com a redução do
número de operações aritméticas, foram surgindo desenvolvimentos de algoritmos como o
Fast Fourier Transform (FFT). Esse algoritmo tornou as análises espectrais mais eficientes
para aplicações com processamento de sinal digital (LEE, 2009). Assim, abordagens
espectrais foram surgindo até o Método do Elemento Espectral ser proposto pela primeira
vez em Beskos e Narayanan (1978), onde formularam a matriz de rigidez dinâmica para
elementos de viga de Euler-Bernoulli uniformes de dois nós no domínio da frequência.

Segundo Lee (2009) a modelagem por MEE é suficiente para adquirir soluções
precisas para um elemento de estrutura uniforme, independentemente do seu comprimento.
Isso resulta em uma redução drástica no número total de graus de liberdade (GDL),
reduzindo significativamente o gasto computacional e o tempo de computação. No entanto,
ainda é inevitável que um grande número de GDLs tenham que ser tratados, mesmo
quando o MEE é aplicado a grandes estruturas de rede tipo viga (1-D) que consistem em
muitas células de rede.

Diversos trabalhos utilizando o MEE estão sendo desenvolvidos a cerca de dinâmica
estrutural e propagação de ondas. Algumas análises vibracionais de estruturas simples e
complexas foram abordadas no livro Wave Propagation in Structures em Doyle (1997).
De maneira semelhante, no livro Spectral Elements Method In Structural Dynamics, Lee
(2009) apresenta análises espectrais de estruturas simples e também de novas variedades
de aplicações como compósitos laminados e detecção de danos. Contudo, poucos trabalhos
abordam a utilização do MEE para desenvolver estruturas acopladas com piezoelétricos
aplicados ao controle vibracional (LEE; KIM, 2000; FANG et al., 2017).

Em Lee e Kim (2000) é apresentado um método de elemento espectral e um método
de análise modal para representar uma viga de Euler-Bernoulli com um piezoéletrico
acoplado onde a estrutura está sujeita a uma força axial. Nessa análise, as equações de
movimento acopladas são geradas primeiro usando o princípio de Hamilton, e posteri-
ormente a matriz do elemento espectral é formulada a partir das autofunções exatas
espectralmente formuladas das equações governantes acopladas. De forma parecida, em
Lee e Kim (2001) é apresentado um método de elemento espectral e um método de análise
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modal para representar uma viga de Euler-Bernoulli com um piezoéletrico, porém existe
o acrescimo de uma camada de um material viscoelástico entre a viga e o piezoelétrico.
Também de maneira parecida, em Park et al. (2010) uma teoria do feixe de Euler-Bernoulli
e de piezoeletricidade linear são usadas para modelar o comportamento eletromecânico de
piezoelétrico. Um modelo de elemento espectral é desenvolvido para representar a resposta
dinâmica dos piezoelétricos acoplados no feixe.

Recentemente, análises de propagação de ondas flexurais em MEE de um elemento
viga de Euler-Bernoulli com um piezoelétrico conectado com circuitos shunts ressoantes
foram demonstradas em Moura e Machado (2019) e em Machado, Fabro e Moura (2019).
Posteriormente, uma análise semelhantes em MEE de uma viga de Euler-Bernoulli com
circuitos shunts multi-ressonantes foi realizada em Machado, Fabro e Moura (2020). Já
a análise em MEE de uma geometria composta por uma viga de Euler-Bernoulli com
quatro piezoelétricos conectados em circuitos shunts ressonantes foi apresentada em Moura,
Borges e Machado (2020). Assim, são demonstradas pesquisas voltadas à SFRF utilizando
a análise modal como base teórica, mas não se encontra material que utilize o SEM,
indicando uma lacuna na literatura com a abordagem do SEM.
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3 Método de Elemento Espectral

Neste capítulo é abordado a formulação do Método do Elemento Espectral para
modelar o comportamento dinâmico dos elementos viga de Euler Bernoulli e Timoshenko,
viga com uma camada piezoelétrica e viga com duas camadas piezoelétricas. A vantagem
do SEM é o número reduzido de elementos necessários para modelar um sistema, conforme
mostra a Figura 3.1.

(a) (b)

Figura 3.1 – Elemento smart material: a) modelo físico; b) modelo elemento espectral.

Ainda neste capítulo, também é abordada a formulação do Método de Matriz de
Transferência para obter os números de ondas de cada estrutura.

3.1 Formulação geral

Partindo dos conceitos de equilíbrio, Doyle (1997) e Lee (2009) formularam o
elemento espectral partindo da solução exata da equação do movimento de uma estrutura.
A equação do movimento de um elemento estrutural pode ser representada simbolicamente
por:

ℒu(𝑥, 𝑡) + ℳü(𝑥, 𝑡) = p(𝑥, 𝑡) (3.1)

onde ℒ é o operador estrutural e ℳ é o operador inercial. O domínio do tempo é
representado por 𝑡 e as coordenadas espaciais são representadas por 𝑥. Os termos u(𝑥, 𝑡) e
p(𝑥, 𝑡) são os vetores dos campos de deslocamento e de forças externas, respectivamente.
As forças externas e os deslocamentos podem ser representados na forma espectral por

p(𝑥, 𝑡) = 1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

P𝑛(𝑥, 𝜔𝑛)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡 (3.2)

u(𝑥, 𝑡) = 1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

U(𝑥, 𝜔𝑛)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡 (3.3)
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onde P(𝑥, 𝜔𝑛) e U(𝑥, 𝜔𝑛) são os componentes espectrais de forças e deslocamentos, respec-
tivamente.

Substituindo os componentes espectrais das equações 3.2 e 3.3 na equação 3.1,
assumindo que os componentes P(𝑥, 𝜔𝑛) e U(𝑥, 𝜔𝑛) satisfaçam a equação 3.1 em cada
frequência discreta 𝜔𝑛, obtém-se

ℒU(𝑥, 𝜔𝑛) − 𝜔2
𝑛ℳU(𝑥, 𝜔𝑛) = P(𝑥, 𝜔𝑛) (3.4)

As funções de forma dinâmica são as funções de forma dependentes da frequência.
Essas funções são utilizadas para formular a matriz de rigidez espectral que parte da
seguinte equação homogênea

ℒU(𝑥) − 𝜔2
𝑛ℳU(𝑥) = 0 (3.5)

A equação 3.5 é valida para todas as frequências discretas. Logo, pode ser utilizada
uma solução geral do tipo

U(𝑥) = 𝑐𝑒−𝑖𝑘𝑥 (3.6)

onde 𝑘 é o número de ondas e 𝑐 é um vetor de constantes. Aplicando a solução geral da
equação 3.6 na equação 3.5 encontra-se um problema de autovalor,

A(𝑘, 𝜔)𝑐 = 0 (3.7)

onde para uma solução não trivial o determinante de A(𝑘, 𝜔) tem que ser zero. Assim,
uma equação característica com o número de ondas é formada por:

𝑘𝑝 + 𝛼𝑝−1(𝜔)𝑘𝑝−1 + 𝛼𝑝−2(𝜔)𝑘𝑝−2 + ... + 𝛼1(𝜔)𝑘 + 𝛼0(𝜔) = 0 (3.8)

A equação 3.8, conhecida como relação de dispersão, apresenta raízes distintas
(𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑝) em uma frequência discreta 𝜔. A associação do autovetor 𝑐 pode ser compu-
tada a partir da equação 3.7 com:

c𝑖 =
⎧⎨⎩ 1

𝜙𝑖

⎫⎬⎭ = 𝑎𝑖𝜑𝑖 (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑝) (3.9)

onde c𝑖 é o autovetor normalizado para tornar um componente do vetor 𝜑𝑖 unitário e
os outros sejam coletados por 𝜙𝑖. As constantes 𝑎𝑖 são determinadas para satisfazer as
condições de contorno. Assim, com 𝑘𝑖 e 𝑐𝑖 definidos para satisfazer o problema de autovalor
na equação 3.7 a solução geral para a equação 3.5 pode ser representada por:

U(𝑥) =
𝑃∑︁

𝑖=1
𝜑𝑖𝑒

−𝑖𝑘𝑖(𝜔)𝑥𝑎𝑖 = e(𝑥, 𝜔)a (3.10)
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onde

e(𝑥, 𝜔) = [𝜑1 𝜑2 𝜑3 ... 𝜑𝑝]Λ(𝑥, 𝜔)
Λ(𝑥, 𝜔) = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑒−𝑖𝑘𝑖(𝜔)𝑥]

a = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, ..., 𝑎𝑝}𝑇

(3.11)

Para uma estrutura de comprimento 𝐿, a equação 3.10 deve satisfazer as condições
de contorno nos nós para 𝑥 = 0 e 𝑥 = 𝐿. Os deslocamentos e as inclinações são chamados
geralmente de variáveis primárias e suas especificações no contorno constituem as condições
geométricas de contorno. As variáreis primárias podem ser relacionadas ao campo de
deslocamento na forma

D(𝑥) = 𝐿𝐺𝐵U(𝑥) (3.12)

onde 𝐿𝐺𝐵 é o operador diferencial linear para as condições de contorno geométricas. Assim,
aplicando a solução geral da equação 3.10 na equação 3.12 que corresponde a um elemento
finito com dois nós, tem-se:

d =
⎧⎨⎩D(0)

D(𝐿)

⎫⎬⎭ =
⎡⎣𝐿𝐺𝐵e(𝑥, 𝜔)|𝑥=0

𝐿𝐺𝐵e(𝑥, 𝜔)|𝑥=𝐿

⎤⎦ a = H(𝜔)a (3.13)

assim,
a = H(𝜔)−1d (3.14)

Substituindo a equação 3.14 na equação 3.10, obtém-se:

U(𝑥) = N(𝑥, 𝜔)d (3.15)

onde N(𝑥, 𝜔) é a função de forma dinâmica definida por,

N(𝑥, 𝜔) = e(𝑥, 𝜔)H−1(𝜔) (3.16)

As forças inerciais e os momentos são geralmente chamados de variáveis secundárias
e suas especificações de contorno constituem as condições de contorno natural. A teoria
de resistência dos materiais provê a relação entre as variáveis secundárias e os campos de
deslocamento na forma,

F(𝑥) = 𝐿𝑁𝐵U(𝑥) (3.17)

onde 𝐿𝑁𝐵 é o operador diferencial linear para as condições de contorno naturais. Assim,
substituindo a equação 3.15 na equação 3.17, e considerando que as forças nodais f𝑐 são
concentradas nos dois nós do elemento, obtém-se:

f𝑐 =
⎧⎨⎩−F(0)

+F(𝐿)

⎫⎬⎭ =
⎡⎣−𝐿𝑁𝐵N(𝑥, 𝜔)|𝑥=0

+𝐿𝑁𝐵N(𝑥, 𝜔)|𝑥=𝐿

⎤⎦d = S(𝜔)d (3.18)
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com

S(𝜔) =
⎡⎣−𝐿𝑁𝐵N(𝑥, 𝜔)|𝑥=0

+𝐿𝑁𝐵N(𝑥, 𝜔)|𝑥=𝐿

⎤⎦ = G(𝜔)H−1(𝜔) (3.19)

onde

G(𝜔) =
⎡⎣−𝐿𝑁𝐵e(𝑥, 𝜔)|𝑥=0

+𝐿𝑁𝐵e(𝑥, 𝜔)|𝑥=𝐿

⎤⎦ (3.20)

A matriz S(𝜔) é a matriz de rigidez dinâmica do elemento espectral. Essa ma-
triz, pertencente ao domínio da frequência, carrega as informações comportamentais da
estrutura.

3.2 Elemento espectral de viga de Euler Bernoulli

As vigas são elementos estruturais que possuem a dimensão da seção transversal
menor que o comprimento total. Em geral, a regra é estabelecida com a razão do com-
primento pela largura, tendo como resultado ideal um valor menor ou igual a dez. O
modelo matemático para uma viga clássica de Euler-Bernoulli considera dimensionamentos
prismáticos uniformes, e possui as realações de equilíbrio conforme mostra a Figura 3.2.

(a) (b)

Figura 3.2 – Elemento viga: a) viga delgada em flexão; b) diagrama de corpo livre.

Os esforços que acontecem em um elemento de viga com sua seção transversal sujeita
à uma força externa 𝑓(𝑥, 𝑡), podem ser representados com as variáveis de deslocamento
transversal w(𝑥, 𝑡), de rotação 𝜃(𝑥, 𝑡), de força cortante 𝑄(𝑥, 𝑡), e de momento fletor
𝑀(𝑥, 𝑡). Logo, realizando o somatório das forças e momentos conforme as relações de
equilíbrio de Newton, tem-se a seguinte relação (HIBBELER, 2010):

−(𝑄 + 𝜕𝑄

𝜕𝑥
) + 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 + 𝑄 = 𝜌𝐴(𝑥)𝑑𝑥

𝜕2w
𝜕𝑡2 (𝑥, 𝑡) (3.21)

(𝑀 + 𝜕𝑀

𝜕𝑥
) − (𝑄 + 𝜕𝑄

𝜕𝑥
)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝑑𝑥

2 − 𝑀 = 0 (3.22)

onde 𝜌 é a densidade de massa e 𝐴 é a área da seção transversal. Por simplificação,
dividindo as equações 3.21 e 3.22 por 𝑑𝑥, e substituindo a deflexão pelo momento fletor,
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pode-se expressar a equação do movimento para uma viga de Euler-Bernoulli com a
sequinte forma (INMAN, 2001; MEIROVITCH, 2003; RAO, 2008):

𝐸𝐼
𝜕4w(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4 = 𝜌𝐴
𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2 + 𝑓(𝑥, 𝑡) (3.23)

Considerando que são constantes assumidas o módulo de Young 𝐸, o momento de
inércia 𝐼, 𝜌 e 𝐴, tem-se que a equação 3.23 com nehuma força externa aplicada 𝑓(𝑥, 𝑡) = 0,
pode ser representada para um movimento livre com a seguinte forma:

𝐸𝐼
𝜕4w(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4 + 𝜌𝐴
𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2 = 0 (3.24)

Assumindo que o deslocamento transversal e a rotação podem ser expressos na
seguinte forma espectral:

w(𝑥, 𝑡) = 1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑊 (𝑥, 𝜔𝑛)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡 (3.25)

𝜃(𝑥, 𝑡) = 1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

Θ(𝑥, 𝜔𝑛)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡 (3.26)

onde 𝑊 (𝑥, 𝜔𝑛) e Θ(𝑥, 𝜔𝑛) são os componentes espectrais de deslocamento transversal e
rotação, respectivamente.

Substituindo os termos espectrais das equações 3.25 e 3.26 na equação 3.24 e
assumindo que os componentes 𝑊 (𝑥, 𝜔𝑛) e Θ(𝑥, 𝜔𝑛) satisfaçam a equação 3.24 em cada
frequência discreta 𝜔, obtém-se a seguinte equação homogênea:

𝐸𝐼
𝜕4𝑊 (𝑥, 𝜔)

𝜕𝑥4 − 𝜔2𝜌𝐴𝑊 (𝑥, 𝜔) = 0 (3.27)

Semelhante a solução geral da equação 3.6, pode-se assumir uma solução geral do
tipo:

𝑊 = 𝑎𝑒−𝑖𝑘(𝜔)𝑥 (3.28)

Aplicando a solução geral da equação 3.28 na equação 3.27, chega-se a um problema
de autovalor semelhante ao abordado na equação 3.7. Logo, obtém-se a sequinte relação
de dispersão (LEE, 2009),

𝑘4 − 𝑘4
𝐹 = 0 (3.29)

onde 𝑘𝐹 é o número de onda definido pela seguinte relação

𝑘𝐹 =
√

𝜔(𝜌𝐴

𝐸𝐼
)1/4 (3.30)

Os demais números de ondas são relacionados com 𝑘𝐹 e obedecem a seguinte
compatibilidade

𝑘1 = −𝑘2 = 𝑘𝐹 𝑘3 = −𝑘4 = 𝑖𝑘𝐹 (3.31)
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Com os números de ondas obtidos e os autovetores normalizados, tem-se a seguinte
a solução geral

𝑊 = 𝑎1𝑒
−𝑖𝑘𝐹 𝑥 + 𝑎2𝑒

−𝑘𝐹 𝑥 + 𝑎3𝑒
𝑖𝑘𝐹 𝑥 + 𝑎4𝑒

𝑘𝐹 𝑥 = e(𝑥; 𝜔)a (3.32)

onde

e(𝑥; 𝜔) = [𝑒−𝑖𝑘𝐹 𝑥, 𝑒−𝑘𝐹 𝑥, 𝑒𝑖𝑘𝐹 𝑥, 𝑒𝑘𝐹 𝑥], a = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4}𝑇 (3.33)

Para o elemento viga finita de comprimento 𝐿 com nós definidos nos contornos
𝑥 = 0 e 𝑥 = 𝐿, os deslocamentos e as rotações nodais podem ser relacionados ao campo
de deslocamento com

d =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊1

Θ1

𝑊2

Θ2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e(0, 𝜔)
e′(0, 𝜔)
e(𝐿, 𝜔)
e′(𝐿, 𝜔)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= H𝐵(𝜔)a (3.34)

onde

H𝐵(𝜔) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1 1

−𝑖𝑘𝐹 −𝑘𝐹 𝑖𝑘𝐹 𝑘𝐹

𝑒−𝑖𝑘𝐹 𝐿 𝑒−𝑘𝐹 𝐿 𝑒𝑖𝑘𝐹 𝐿 𝑒𝑘𝐹 𝐿

−𝑖𝑘𝐹 𝑒−𝑖𝑘𝐹 𝐿 −𝑘𝐹 𝑒−𝑘𝐹 𝐿 𝑖𝑘𝐹 𝑒𝑖𝑘𝐹 𝐿 𝑘𝐹 𝑒𝑘𝐹 𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (3.35)

Considerando a = H𝐵(𝜔)−1d, tem-se que o campo de deslocamentos nodais do
elemento de viga pode ser representado em termos dos seus graus de liberdade (GDL).
Logo, considerando os GDLs com o vetor d e eliminando o vetor de constantes a da
equação 3.32, tem-se que a solução geral pode ser expressa com

𝑊 (𝑥) = N𝐵(𝑥, 𝜔)d (3.36)

onde N𝐵(𝑥, 𝜔) é difinido por:

N𝐵(𝑥, 𝜔) = e(𝑥; 𝜔)H−1
𝐵 (𝜔) (3.37)

Os componentes de força de cortante e de momento fletor podem ser relacionados
ao componente espectral �̂� (𝑥) com

f𝑐 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑄1

𝑀1

𝑄2

𝑀2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑄(0)
−𝑀(0)
𝑄(𝐿)
𝑀(𝐿)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= G(𝜔)a (3.38)

onde
𝑄(𝑥) = −𝐸𝐼𝑊 ′′′(𝑥), 𝑀(𝑥) = 𝐸𝐼𝑊 ′′(𝑥) (3.39)
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Substituindo a equação 3.36 nas relações espectrais da equação 3.38, a seguinte
relação é obtida,

S𝐵(𝜔)d(𝜔) = f𝑐(𝜔) (3.40)

onde S𝐵(𝜔) é a matriz de rigidez espectral para uma viga de Euler-Bernoulli, e através da
relação f𝑐 = G𝐵(𝜔)a obtem-se:

S𝐵(𝜔) = G𝐵(𝜔)H−1
𝐵 (𝜔) (3.41)

onde

G𝐵(𝜔) = −𝐸𝐼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑖𝑘3

1 −𝑖𝑘3
2 −𝑖𝑘3

3 −𝑖𝑘3
4

−𝑖𝑘2
1 −𝑖𝑘2

2 −𝑖𝑘2
3 −𝑖𝑘2

4

𝑖𝑘3
1𝑒−𝑖𝑘1𝐿 𝑖𝑘3

2𝑒−𝑖𝑘2𝐿 𝑖𝑘3
3𝑒−𝑖𝑘3𝐿 𝑖𝑘3

4𝑒−𝑖𝑘4𝐿

𝑘2
1𝑒−𝑖𝑘1𝐿 𝑘2

2𝑒−𝑖𝑘2𝐿 𝑘2
3𝑒−𝑖𝑘3𝐿 𝑘2

4𝑒−𝑖𝑘4𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (3.42)

Os termos da matriz de rigidez dinâmica para a viga, expostos em Lee (2009),
são extensos e computacionalmente custosos de se obter analiticamente. Recomenda-se
trabalhar com as matrizes G𝐵(𝜔) e H𝐵(𝜔).

3.3 Elemento espectral de viga de Timoshenko

Segundo Lee (2009), a vibração livre para uma viga de Timoshenko parte da
seguinte equação do movimento

𝜅𝐺𝐴(w′′ − 𝜃′) − 𝜌𝐴ẅ = 0
𝐸𝐼𝜃′′ + 𝜅𝐺𝐴(w′ − 𝜃) − 𝜌𝐼𝜃 = 0

(3.43)

onde 𝜅 é o fator de cisalhamento e 𝐺 é o módulo de cisalhamento. O momento interno e
a força de cisalhamento de flexão transversal são dados por

𝑄𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝜅𝐺𝐴[w′(𝑥, 𝑡) − 𝜃(𝑥, 𝑡)]
𝑀𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝐼𝜃′(𝑥, 𝑡)

(3.44)

Assumindo uma solução da equação 3.3 na forma espectral com

w(𝑥, 𝑡) = 1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑊𝑛(𝑥; 𝜔𝑛)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡, 𝜃(𝑥, 𝑡) = 1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

Θ𝑛(𝑥; 𝜔𝑛)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡 (3.45)

Substituindo a equação 3.45 na equação 3.3 um problema de autovalor é produzido
com

𝜅𝐺𝐴(𝑊 ′′ − Θ′) + 𝜌𝐴𝜔2𝑊 = 0
𝐸𝐼Θ′′ + 𝜅𝐺𝐴(𝑊 ′ − Θ) + 𝜌𝐼𝜔2Θ = 0

(3.46)
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Assume a solução geral da equação 3.3 com

𝑊 (𝑥) = 𝑎𝑒−𝑖𝑘(𝜔)𝑥, Θ(𝑥) = 𝛽𝑎𝑒−𝑖𝑘(𝜔)𝑥 (3.47)

Substituindo a equação 3.47 na equação 3.3 o problema de autovalor é obtido por⎡⎣𝜅𝐺𝐴𝑘2 − 𝜌𝐴𝜔2 −𝑖𝑘𝜅𝐺𝐴

𝑖𝑘𝜅𝐺𝐴 𝐸𝐼𝑘2 + 𝜅𝐺𝐴 − 𝜌𝐼𝜔2

⎤⎦⎧⎨⎩1
𝛽

⎫⎬⎭ =
⎧⎨⎩0

0

⎫⎬⎭ (3.48)

A partir do polinômio característico da matriz da equação 3.48, tem-se uma relação
de dispersão com

𝑘4 − 𝜂𝑘4
𝐹 𝑘2 − 𝑘4

𝐹 (1 − 𝜂1𝑘
4
𝐺) = 0 (3.49)

onde
𝑘𝐹 =

√
𝜔
(︂

𝜌𝐴

𝐸𝐼

)︂1/4
, 𝑘𝐺 =

√
𝜔
(︂

𝜌𝐴

𝜅𝐺𝐴

)︂1/4
(3.50)

e
𝜂 = 𝜂1 + 𝜂2, 𝜂1 = 𝜌𝐼

𝜌𝐴
, 𝜂2 = 𝐸𝐼

𝜅𝐺𝐴
(3.51)

As quatro raízes da equação 3.49 podem ser representadas por

𝑘1 = −𝑘2 = 1√
2

𝑘𝐹

√︂
𝜂𝑘2

𝐹 +
√︁

𝜂2𝑘4
𝐹 + 4(1 − 𝜂1𝑘4

𝐺) = 𝑘𝑡

𝑘3 = −𝑘4 = 1√
2

𝑘𝐹

√︂
𝜂𝑘2

𝐹 −
√︁

𝜂2𝑘4
𝐹 + 4(1 − 𝜂1𝑘4

𝐺) = 𝑘𝑒

(3.52)

O modo de onda pode ser obtido apartir da primeira linha da equação 3.48 com

𝛽𝑝(𝜔) = 1
𝑖𝑘𝑝

(𝑘2
𝑝 − 𝑘4

𝐺) = −𝑖𝑟𝑝(𝜔), (𝑝 = 1, 2, 3, 4) (3.53)

onde
𝑟𝑝(𝜔) = 1

𝑘𝑝

(𝑘2
𝑝 − 𝑘4

𝐺) (3.54)

Usando os quatro números de onda obtidos pela equação 3.52, a solução geral da
equação 3.3 pode ser escrita com

𝑊 (𝑥) = 𝑎1𝑒
−𝑖𝑘𝑡𝑥 + 𝑎2𝑒

+𝑖𝑘𝑡𝑥 + 𝑎3𝑒
−𝑖𝑘𝑒𝑥 + 𝑎1𝑒

+𝑖𝑘𝑒𝑥 = ew(𝑥; 𝜔)a
Θ(𝑥) = 𝛽1𝑎1𝑒

−𝑖𝑘𝑡𝑥 + 𝛽2𝑎2𝑒
+𝑖𝑘𝑡𝑥 + 𝛽3𝑎3𝑒

−𝑖𝑘𝑒𝑥 + 𝛽4𝑎1𝑒
+𝑖𝑘𝑒𝑥 = e𝜃(𝑥; 𝜔)a

(3.55)

onde

a = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4}𝑇

ew(𝑥; 𝜔) = [𝑒−𝑖𝑘𝑡𝑥, 𝑒+𝑖𝑘𝑡𝑥, 𝑒−𝑖𝑘𝑒𝑥, 𝑒+𝑖𝑘𝑒𝑥]
e𝜃(𝑥; 𝜔) = ew(𝑥; 𝜔)B(𝜔)

B(𝜔) = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝛽𝑝(𝜔)]

(3.56)
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Os deslocamentos nodais espectrais e as rotações nodais espectrais de uma viga
de Timoshenko de comprimento 𝐿 (Figura 3.3), podem ser alocados em um vetor de
deslocamento d com

d =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊1

Θ1

𝑊2

Θ2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊 (0)
Θ(0)
𝑊 (𝐿)
Θ(𝐿)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.57)

Figura 3.3 – Conversão de sinal para o elemento viga de Timoshenko.

Substituindo a equação 3.55 no lado direito da equação 3.57, tem-se

d =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ew(0; 𝜔)
e𝜃(0; 𝜔)
ew(𝐿; 𝜔)
e𝜃(𝐿; 𝜔)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ a = H𝑇 (𝜔)a (3.58)

onde

H𝑇 (𝜔) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1 1

−𝑖𝑟𝑡 𝑖𝑟𝑡 −𝑖𝑟𝑒 𝑖𝑟𝑒

𝑒𝑡 𝑒−1
𝑡 𝑒𝑒 𝑒−1

𝑒

−𝑖𝑟𝑡𝑒𝑡 𝑖𝑟𝑡𝑒
−1
𝑡 −𝑖𝑟𝑒𝑒𝑒 𝑖𝑟𝑒𝑒

−1
𝑒

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (3.59)

sendo as variáveis 𝑒𝑡, 𝑒𝑒, 𝑟𝑡 e 𝑟𝑒 definidas por

𝑒𝑡 = 𝑒−𝑖𝑘𝑡𝐿, 𝑒𝑒 = 𝑒−𝑖𝑘𝑒𝐿

𝑟𝑡 = 1
𝑘𝑡

(𝑘2
𝑡 − 𝑘4

𝐺), 𝑟𝑒 = 1
𝑘𝑒

(𝑘2
𝑒 − 𝑘4

𝐺)
(3.60)

Usando a equação 3.58, o vetor de constante a pode ser eliminado da equação 3.55
para expressar a solução geral com

𝑊 (𝑥) = Nw(𝑥; 𝜔)d, Θ(𝑥) = N𝜃(𝑥; 𝜔)d (3.61)

onde

Nw(𝑥; 𝜔) = ew(𝑥; 𝜔)H−1
𝑇

N𝜃(𝑥; 𝜔) = e𝜃(𝑥; 𝜔)H−1
𝑇 = ew(𝑥; 𝜔)B(𝜔)H−1

𝑇

(3.62)
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Da equação 3.44, tem-se que a relação de 𝑊 (𝑥) e Θ(𝑥) com os componentes
espectrais de momento fletor e força de cisalhamento transversal é dada por

𝑄 = 𝜅𝐺𝐴(𝑊 ′ − Θ), 𝑀 = 𝐸𝐼Θ′ (3.63)

As forças de cisalhamento transversais nodais espectrais e os momentos fletores
definidos para a viga finita podem ser relacionados às forças e momentos correspondentes
definidos pela resistência de materiais como (HIBBELER, 2010)

f𝑐(𝜔) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑄1

𝑀1

𝑄2

𝑀2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑄(0)
−𝑀(0)
+𝑄(𝐿)
+𝑀(𝐿)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.64)

Aplicando a equação 3.61 na equação 3.63, considerando o lado direito da equação
3.67, tem-se a seguinte relação

S𝑇 (𝜔)d = f𝑐(𝜔) (3.65)

onde S𝑇 (𝜔) é a matriz de elemento espectral para viga de Timoshenko, e também pode
ser obtida por

S𝑇 (𝜔) = G𝑇 (𝜔)H−1
𝑇 (𝜔) (3.66)

onde

G𝑇 (𝜔) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐺𝑇 11 𝐺𝑇 12 𝐺𝑇 13 𝐺𝑇 14

𝐺𝑇 12 𝐺𝑇 22 𝐺𝑇 23 𝐺𝑇 24

𝐺𝑇 13 𝐺𝑇 32 𝐺𝑇 33 𝐺𝑇 34

𝐺𝑇 14 𝐺𝑇 42 𝐺𝑇 43 𝐺𝑇 44

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (3.67)

onde

𝐺𝑇 11 = −𝜅𝐺𝐴(−𝑖𝑘𝑡 − 𝛽1), 𝐺𝑇 12 = −𝜅𝐺𝐴(𝑖𝑘𝑡 − 𝛽2)
𝐺𝑇 13 = −𝜅𝐺𝐴(−𝑖𝑘𝑒 − 𝛽3), 𝐺𝑇 14 = −𝜅𝐺𝐴(𝑖𝑘𝑒 − 𝛽4)

𝐺𝑇 21 = −𝐸𝐼(−𝑖𝑘𝑡𝛽1), 𝐺𝑇 22 = −𝐸𝐼(𝑖𝑘𝑡𝛽2)
𝐺𝑇 23 = −𝐸𝐼(−𝑖𝑘𝑒𝛽3), 𝐺𝑇 24 = −𝐸𝐼(𝑖𝑘𝑒𝛽4)
𝐺𝑇 31 = −𝐺𝑇 11𝑒

−𝑖𝑘𝑡𝐿, 𝐺𝑇 32 = −𝐺𝑇 12𝑒
−𝑖𝑘𝑡𝐿

𝐺𝑇 33 = −𝐺𝑇 13𝑒
−𝑖𝑘𝑒𝐿, 𝐺𝑇 34 = −𝐺𝑇 14𝑒

−𝑖𝑘𝑒𝐿

𝐺𝑇 41 = −𝐺𝑇 21𝑒
−𝑖𝑘𝑡𝐿, 𝐺𝑇 42 = −𝐺𝑇 22𝑒

−𝑖𝑘𝑡𝐿

𝐺𝑇 43 = −𝐺𝑇 23𝑒
−𝑖𝑘𝑒𝐿, 𝐺𝑇 44 = −𝐺𝑇 24𝑒

−𝑖𝑘𝑒𝐿

(3.68)

Os termos G𝑇 (𝜔) e H𝑇 (𝜔) representam as matrizes que contém as forças e os
deslocamentos espectrais em todos os nós da viga de Timoshenko, respectivamente.
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3.4 Método da Matriz de Transferência Espectral

Segundo Usik (2000), o Método da Matriz de Transferência (MMT) combinado
com o MEE resulta em uma analise dinâmica denominada de "Método da Matriz de
Transferência Espectral (MMTE). A vantagem do MMTE é baseada na redução drástica
do número de graus de liberdade, visto que o comprimento da estrutura é resumida em
subestruturas que possuem caracteristicas periódicas. Neste método, a modelagem de
elemento espectral da 𝑘-ésima célula de uma rede pode ser realizada pela montagem dos
modelos de elemento espectral de todos os membros da rede nas coordenadas globais na
forma ⎡⎣S𝐸𝐸(𝜔) S𝐸𝐷(𝜔)

S𝐷𝐸(𝜔) S𝐷𝐷(𝜔)

⎤⎦
𝑘

⎧⎨⎩d𝐸

d𝐷

⎫⎬⎭
𝑘

=
⎧⎨⎩f𝐸

f𝐷

⎫⎬⎭
𝑘

(3.69)

onde d𝐸 e d𝐷 correspondem a todos os GDLs nodais espectrais especificados nos nós da
seção esquerda e da seção direita da célula da rede, respectivamente. Da mesma forma,
f𝐸 e f𝐷 denotam as forças e momentos nodais espectrais especificados nos nós na seção
esquerda e na seção direita da célula da rede, respectivamente.

A equação 3.69 pode ser reescrita no espectro dos GDLs nodais e forças que
satisfaçam a continuidade de equilíbrio usada para a matriz de transferência⎡⎣S𝐸𝐸(𝜔) S𝐸𝐷(𝜔)

S𝐷𝐸(𝜔) S𝐷𝐷(𝜔)

⎤⎦
𝑘

⎧⎨⎩d𝐸

d𝐷

⎫⎬⎭
𝑘

=
⎧⎨⎩−f𝐸

+f𝐷

⎫⎬⎭
𝑘

(3.70)

A equação 3.70 pode ser transformada na forma de relação de entrada e saída com⎧⎨⎩d𝐷

f𝐷

⎫⎬⎭
𝑘

=
⎡⎣ −S𝐸𝐷

−1S𝐸𝐸 −S𝐸𝐷
−1

S𝐷𝐸 − S𝐷𝐷S𝐸𝐷
−1 −S𝐷𝐷S𝐸𝐷

−1

⎤⎦
𝑘

⎧⎨⎩d𝐸

f𝐸

⎫⎬⎭
𝑘

(3.71)

ou simplesmente

p𝑘𝐷 = t𝑘(𝜔)p𝑘𝐸 (3.72)

onde

p𝑘𝐷 =
⎧⎨⎩d𝐷

f𝐷

⎫⎬⎭
𝑘

=
⎧⎨⎩d𝑘𝐷

f𝑘𝐷

⎫⎬⎭ , p𝑘𝐸 =
⎧⎨⎩d𝐸

f𝐸

⎫⎬⎭
𝑘

=
⎧⎨⎩d𝑘𝐸

f𝑘𝐸

⎫⎬⎭ (3.73)

e

t𝑘(𝜔) =
⎡⎣ −S𝐸𝐷

−1S𝐸𝐸 −S𝐸𝐷
−1

S𝐷𝐸 − S𝐷𝐷S𝐸𝐷
−1 −S𝐷𝐷S𝐸𝐷

−1

⎤⎦
𝑘

(3.74)

onde t𝑘(𝜔) é a matriz de transferência derivada do modelo de elemento espectral para a
𝑘-ésima célula de rede relacionando o vetor de estado p𝑘𝐸 (entrada) ao vetor de estado
p𝑘𝐷 (saída). Logo, os vetores de estado satisfazem

p(𝑘−1)𝐷 = p𝑘𝐸 (𝑘 = 1, 2, ..., 𝑁) (3.75)
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Se a subestrutura for de uma estrutura de rede periódica com N células de rede
idênticas, cada célula de rede terá a matriz de transferência com a seguinte relação

t1(𝜔) = t2(𝜔) = ... = t𝑁(𝜔) (3.76)

Com a série de matrizes de transferência definida, utiliza-se o conceito do MMT
para transformar as subestruturas em uma única estrutura equivalente. Para esse fim, as
subestruturas da rede são representadas com

p1𝐷 = t1(𝜔)p1𝐸

p2𝐷 = t2(𝜔)p2𝐸

:
:

p(𝑁−1)𝐷 = t(𝑁−1)(𝜔)p(𝑁−1)𝐸

p𝑁𝐷 = t𝑁(𝜔)p𝑁𝐸

(3.77)

Utilizando a equação 3.4, tem-se que o vetor de estado p𝑁𝐷 na extremidade direita
de uma rede pode ser relacionada ao vetor de estado p𝑁𝐸 em sua extremidade esquerda
para uma subestrutura,

p𝑁𝐷 = T(𝜔)p1𝐸 (3.78)

onde
T(𝜔) = t𝑁(𝜔)t𝑁−1(𝜔) ...t2(𝜔)t1(𝜔) (3.79)

onde T(𝜔) é a matriz de transferência global para todas as subestruturas da rede. Se a
subestrutura de rede corresponder a uma estrutura periódica que consiste em 𝑁 celulas
idênticas da rede, a matriz de transferência global pode ser ainda mais simplificada com

T(𝜔) = t𝑁(𝜔) (3.80)

Particionando a equação 3.4 e considerando −f1𝐸 para satisfazer a matriz de
transferência, tem-se ⎧⎨⎩d𝑁𝐷

f𝑁𝐷

⎫⎬⎭ =
⎡⎣T11 T12

T21 T22

⎤⎦⎧⎨⎩ d1𝐸

−f1𝐸

⎫⎬⎭ (3.81)

Os termos de GDLs e forças nodais espectrais são definidas para a matriz de
elemento espectral com ⎧⎨⎩f1

f2

⎫⎬⎭ = S(𝜔)
⎧⎨⎩d1

d2

⎫⎬⎭ (3.82)

onde

S(𝜔) =
⎡⎣ T12

−1T11 −T12
−1

T21 − T22T12
−1 T22T12

−1

⎤⎦ (3.83)

onde S(𝜔) é a matriz do elemento espectral global.
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A abordagem com a matriz de transferência não requer conhecimento prévio das
soluções de onda ou das funções de forma exatas do problema. Contudo, se todos os
autovetores da matriz S(𝜔) forem lineares, os números de onda e os modos de onda podem
ser calculados (ZHONG; WILLIAMS, 1995).

3.5 Estruturas inteligentes

3.5.1 Viga acoplada com uma camada piezoelétrica

Neste trabalho, duas formulações em MEE são utilizadas para descrever uma viga
acoplada com uma camada piezoelétrica. A primeira formulação retratada é oriunda de
Lee e Kim (2000), e se aplica com eficiência para representar uma estrutura composta de
um PZT acoplado em toda superfície de uma viga. Já para casos em que o PZT não é
acoplado com uniformidade, utiliza-se a formulação oriunda de Lee (2009).

3.5.1.1 Formulação Lee-Kim

As relações de acoplamento de uma viga de Euler-Bernouli com um piezoelétrico
podem ser associadas com as relações de acoplamento de uma viga com uma barra, conforme
mostra a Figura 3.4. Contudo, as propriedades e as geometrias devem ser uniformes com
continuidade perfeita entre as interfaces, desprezando as deformações por cisalhamento e
as inércias rotacionais (LEE; KIM, 2000).

Figura 3.4 – Elemento viga acoplado a um piezoelétrico.

Segundo Lee e Kim (2000), para a condição de acoplamento perfeito, pode-se
afirmar que as duas camadas (viga-pzt) apresentaram o mesmo deslocamento transversal
w(𝑥, 𝑡). Com isso, as relações cinemáticas das espessuras com os delocamentos podem ser
expressas da seguinte forma:

𝑢𝑝 = 𝑢𝑏 − ℎ

2w′ (3.84)

onde 𝑢𝑝 e 𝑢𝑏 são os deslocamentos axiais do piezoelétrico e da viga, e a altura ℎ = ℎ𝑝 + ℎ𝑏

é a soma das espessuras do piezoelétrico com a da viga, respectivamente.
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As relações constitutivas lineares usadas para representar o comportamento eletro-
mecânico unidimensional do material piezoelétrico são expressas com⎡⎣ 𝜎

𝐸𝑐

⎤⎦ ⎡⎣ 𝐶𝐷
11 −ℎ31

−ℎ31 𝛽𝑆
33

⎤⎦ =
⎡⎣ 𝜖

𝐷

⎤⎦ (3.85)

onde 𝜎 é a tensão mecânica, 𝜖 é a deformação mecânica, 𝐷 é deslocamento elétrico, 𝐸𝑐 é o
campo elétrico, 𝐶𝐷

11 é a rigidez elástica, 𝛽𝑆
33 é a constante dielétrica, e ℎ31 = 𝑑31𝐸𝑝𝛽𝑆

33 é a
constante piezoelétrica.

Para se obter uma equação do movimento de uma estrutura com multicama-
das, o princípio variacional de Hamilton pode ser utilizado com a seguinte expressão
(MEIROVITCH, 2003), ∫︁ 𝑡2

𝑡1
(𝛿(𝑇 − 𝑈) + 𝛿𝑊 )𝑑𝑡 = 0 (3.86)

onde 𝑇 e 𝑈 são as energias cinética e potencial, respectivamente, e 𝛿𝑊 é o trabalho virtual,
ambos definidos com as seguintes formas

𝑇 = 1
2

∫︁ 𝐿

0
[𝜌𝑏𝐴𝑏(�̇�2

𝑏 + ẇ2) + 𝜌𝑝𝐴𝑝(�̇�2
𝑝 + ẇ2)]𝑑𝑥 (3.87)

𝑈 = 1
2

∫︁ 𝐿

0
[𝐸𝑏𝐴𝑏𝑢

′2
𝑏 + 𝐸𝑏𝐼𝑏w′′2 + 𝐶𝐷

11𝐼𝑝w′′2 + 𝐶𝐷
11𝐴𝑝𝑢′2

𝑝 − 2𝐴𝑝ℎ31𝐷𝑢′
𝑝 + 𝐴𝑝𝛽𝑆

33𝐷
2]𝑑𝑥

(3.88)

𝛿𝑊 =
∫︁ 𝑡2

𝑡1
𝑏𝑉 (𝑡)𝛿𝐷𝑑𝑥 + 𝑁𝛿𝑢𝑏|0𝐿 + 𝑀𝛿𝜃|0𝐿 + 𝑄𝛿w|0𝐿 (3.89)

onde os subscritos 𝑏 e 𝑝 representam os elementos viga e piezoelétrico, respectivamente. Os
termos 𝐸, 𝜌, 𝐴, 𝐼 são o módulo de Young, a densidade de massa, a área de seção transversal
e o momento de inércia, nesta ordem. A voltagem do piezoelétrico é representada por
𝑉 (𝑡). Por simplificação de notação, as derivadas parciais espaciais são representadas por
(′), enquanto que as derivadas parciais temporais são representadas por ponto (̇).

Aplicando a equação 3.84 nas energias para eliminar o deslocamento 𝑢𝑝, e resolvendo
o princípio de Hamilton da equação 3.86, obtem-se a seguinte relação

𝐸𝐼w′′′′ + 𝜌𝐴ẅ = −𝛼�̈�′
𝑏 + 𝛽𝑢′′′

𝑏 + 𝛾ẅ′′

𝐸𝐴𝑢′′
𝑏 − 𝜌𝐴�̈�𝑏 = −𝛼ẅ′ + 𝛽w′′′

(3.90)

onde

𝐸𝐴 = 𝐸𝑏𝐴𝑏 + 𝐸𝑝𝐴𝑝, 𝐸𝐼 = 𝐸𝑏𝐼𝑏 + 𝐶𝐷
11𝐼𝑝 + 1

4𝐸𝑝𝐴𝑝ℎ2,

𝜌𝐴 = 𝜌𝑏𝐴𝑏 + 𝜌𝑝𝐴𝑝, 𝐸𝑝 = 𝐶𝐷
11 − ℎ2

31𝛽
𝑆
33,

𝛾 = (1/4)𝜌𝑝𝐴𝑝ℎ2, 𝛼 = (1/2)𝜌𝑝𝐴𝑝ℎ, 𝛽 = (1/2)𝐸𝑝𝐴𝑝ℎ

(3.91)
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Com o princípio de Hamilton também é possível fornecer as condições de contorno
com,

𝑁 = �̄� 𝑜𝑢 𝑢𝑏 = �̄�𝑏

𝑀 = �̄� 𝑜𝑢 𝜃𝑏 = 𝜃𝑏

𝑄 = �̄� 𝑜𝑢 w = w̄

(3.92)

onde 𝑁 , 𝑀 , 𝑄 são os resultantes de força axial, momento de flexão e força de cisalhamento
transversal, respectivamente. As relações mecânicas e piezoelétricas dessas resultantes
podem ser expressas por:

𝑁 = 𝐸𝐴𝑢′
𝑏 − 𝛽w′′ − 𝑏𝑑31𝐸𝑝𝑉 (𝑡) (3.93)

𝑀 = 𝐸𝐼w′′ − 𝛽𝑢′
𝑏 + 1

2ℎ𝑏𝑑31𝐸𝑝𝑉 (𝑡) (3.94)

𝑄 = −𝐸𝐼w′′′ − 𝛼�̈�𝑏 + 𝛽𝑢′′
𝑏 − 𝛾ẅ′ (3.95)

Uma vez definida a equação do movimento para o elemento viga com piezoelétrico
acoplado, pode-se utilizar a transformada de Fourier para converter as equaçãoes do domínio
do tempo para o domínio da frequência. O deslocamento transversal, o deslocamento axial
e a voltagem podem ser expressados com os seguintes termos espectrais:

w(𝑥, 𝑡) =
𝑁∑︁
𝑛

𝑊 (𝑥, 𝜔𝑛)𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡 (3.96)

𝑢𝑏(𝑥, 𝑡) =
𝑁∑︁
𝑛

𝑈(𝑥, 𝜔𝑛)𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡 (3.97)

𝑉 (𝑡) =
𝑁∑︁
𝑛

𝑉 (𝜔𝑛)𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡 (3.98)

onde 𝑊 , 𝑈 e 𝑉 são os componentes espectrais de deslocamento transversal, de deslocamento
axial e voltagem, respectivamente. Substituindo esses termos espectrais na equação 3.90,
tem-se a equação do movimento no domínio da frequência com a seguinte forma:

𝐸𝐼𝑊 ′′′′ − 𝜔2𝜌𝐴𝑊 = 𝜔2(−𝛾𝑊 ′′ + 𝛼𝑈 ′) + 𝛽𝑈 ′′′

𝐸𝐴𝑈 ′′ + 𝜔2𝜌𝐴𝑈 = 𝜔2𝛼�̂� ′ + 𝛽𝑊 ′′′′
(3.99)

Similar a solução geral para os componentes espectrais na equação 3.6, tem-se a
seguinte solução geral para os termos espectrais da equação 3.99,

𝑊 (𝑥) =
3∑︁

𝑖=1
𝐴𝑖𝑒

𝑘𝑖𝑥/𝐿 + 𝐴2𝑖𝑒
−𝑘𝑖𝑥/𝐿 = e(𝑥, 𝜔)a (3.100)

𝑈(𝑥) =
3∑︁

𝑖=1
𝐵𝑖𝑒

𝑘𝑖𝑥/𝐿 + 𝐵2𝑖𝑒
−𝑘𝑖𝑥/𝐿 = e(𝑥, 𝜔)b (3.101)
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onde

e(𝑥, 𝜔) = [𝑒𝑘1𝑥/𝐿, 𝑒𝑘2𝑥/𝐿, 𝑒𝑘3𝑥/𝐿, 𝑒−𝑘1𝑥/𝐿, 𝑒−𝑘2𝑥/𝐿, 𝑒−𝑘3𝑥/𝐿]
a = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6}

b = {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, 𝑏5, 𝑏6}

(3.102)

Um problema de autovalor, semelhante ao da equação equação 3.7, é encontrado
quando os termos espectrais são substituidos por soluções gerais. Logo, considerando uma
frequência discreta na solução, tem-se uma relação de dispersão de onde se obtém 3 pares
de números de ondas (±𝑘1, ±𝑘2, ±𝑘3). A relação de dispersão tem a seguinte forma:

𝑥1𝑘
6 + 𝑥2𝑘

4 + 𝑥3𝑘
2 + 𝑥4 = 0 (3.103)

onde
𝑥1 = 𝛽2 − 𝐸𝐴𝐸𝐼

𝑥2 = 𝜔2𝐿2(2𝛼𝛽 − 𝜌𝐴𝐸𝐼 − 𝛾𝐸𝐴)
𝑥3 = 𝜔2𝐿4(𝛼2𝜔4 + 𝜌𝐴(𝐸𝐴 − 𝛾𝜔2)

𝑥4 = 𝜔4𝐿6𝜌𝐴2

(3.104)

assim, utilizando o manipulador simbólico WolframAlpha os números de onda podem ser
expressos com

±𝑘1 = (−𝑖2(21/3)(−𝑖 + 31/2)𝑥2
2 + 6(21/3)(1 + 𝑖31/2)𝑥3𝑥1 − 4𝑥2(−2𝑥3

2 + 9𝑥3𝑥2𝑥1

+27𝑥4𝑥
2
1 + 3(31/2)(𝑥2

1(−𝑥2
3𝑥

2
2 − 4𝑥4𝑥

3
2 + 4𝑥3

3𝑥1 + 18𝑥4𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥2
4𝑥

2
1))1/2)1/3

+𝑖22/3(𝑖 + 31/2)(−2𝑥3
2 + 9𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥4𝑥

2
1 + 3(31/2)(𝑥2

1(−𝑥2
3𝑥

2
2 − 4𝑥4𝑥

3
2

+4𝑥3
3𝑥1 + 18𝑥4𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥2

4𝑥
2
1))1/2)2/3)/(𝑥1(−2𝑥3

2 + 9𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥4𝑥
2
1 + 3(31/2)

(𝑥2
1(−𝑥2

3𝑥
2
2 − 4𝑥4𝑥

3
2 + 4𝑥3

3𝑥1 + 18𝑥4𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥2
4𝑥

2
1))1/2)1/3))1/2/(2(31/2));

(3.105)

±𝑘2 = (−𝑖2(21/3)(−𝑖 + 31/2)𝑥2
2 + 6(21/3)(1 + 𝑖31/2)𝑥3𝑥1 − 4𝑥2(−2𝑥3

2 + 9𝑥3𝑥2𝑥1

+27𝑥4𝑥
2
1 + 3(31/2)(𝑥2

1(−𝑥2
3𝑥

2
2 − 4𝑥4𝑥

3
2 + 4𝑥3

3𝑥1 + 18𝑥4𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥2
4𝑥

2
1))1/2)1/3

+𝑖22/3(𝑖 + 31/2)(−2𝑥3
2 + 9𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥4𝑥

2
1 + 3(31/2)(𝑥2

1(−𝑥2
3𝑥

2
2 − 4𝑥4𝑥

3
2

+4𝑥3
3𝑥1 + 18𝑥4𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥2

4𝑥
2
1))1/2)2/3)/(𝑥1(−2𝑥3

2 + 9𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥4𝑥
2
1 + 3(31/2)

(𝑥2
1(−𝑥2

3𝑥
2
2 − 4𝑥4𝑥

3
2 + 4𝑥3

3𝑥1 + 18𝑥4𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥2
4𝑥

2
1))1/2)1/3))1/2/(2(31/2));

(3.106)

±𝑘3 = (𝑖2(21/3)(𝑖 + 31/2)𝑥2
2 + 6(21/3)(1 − 𝑖31/2)𝑥3𝑥1 − 4𝑥2(−2𝑥3

2 + 9𝑥3𝑥2𝑥1

+27𝑥4𝑥
2
1 + 3(31/2)(𝑥2

1(−𝑥2
3𝑥

2
2 − 4𝑥4𝑥

3
2 + 4𝑥3

3𝑥1 + 18𝑥4𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥2
4𝑥

2
1))1/2)1/3

−𝑖22/3(−𝑖 + 31/2)(−2𝑥3
2 + 9𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥4𝑥

2
1 + 3(31/2)(𝑥2

1(−𝑥2
3𝑥

2
2 − 4𝑥4𝑥

3
2

+4𝑥3
3𝑥1 + 18𝑥4𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥2

4𝑥
2
1))1/2)2/3)/(𝑥1(−2𝑥3

2 + 9𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥4𝑥
2
1 + 3(31/2)

(𝑥2
1(−𝑥2

3𝑥
2
2 − 4𝑥4𝑥

3
2 + 4𝑥3

3𝑥1 + 18𝑥4𝑥3𝑥2𝑥1 + 27𝑥2
4𝑥

2
1))1/2)1/3))1/2/(2(31/2));

(3.107)
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A relação entre os coeficientes a e b das equações 3.100 e 3.101, pode ser demons-
trada com

𝑏𝑖 = (−1)𝑖

{︃
𝐿4𝜌𝐴𝜔2 + 𝐿2𝛾𝜔2𝑘2

𝑖 + 𝐸𝐼𝑘4
𝑖

𝐿𝑘𝑖(𝐿2𝛼𝜔2 − 𝛽𝑘2
𝑖 )

}︃
𝑎𝑖 = 𝜆𝑖(𝜔)𝑎𝑖, (𝑖 = 1, 2, ...6) (3.108)

ou simplismente
b = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆𝑖)𝑎𝑖 (3.109)

A partir das equações 3.100 e 3.101, os deslocamentos nodais espectrais podem ser
expressos em termos do coeficiente 𝐴𝑖, conforme a convenção de sinais da Figura 3.5.

Figura 3.5 – Convenção de sinais do elemento viga com um piezoelétrico acoplado.

A relação de deslocamento nodal leva em conta um vetor definido com,

d = {𝑈1, 𝑊1, Θ1, 𝑈2, 𝑊2, Θ2}𝑇 (3.110)

onde os componente espectrais podem ser relacionados com o vetor de deslocamento d
com a seguinte forma:

𝑊 (𝑥) = e(𝑥, 𝜔)H−1
𝑣𝑝 (𝜔)d

𝑈(𝑥) = e(𝑥, 𝜔)𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆𝑖)H−1
𝑣𝑝 (𝜔)d

(3.111)

A relação de força e deslocamento também pode ser expressa em termos do
coeficiente 𝑎𝑖, com a seguinte representação

𝑓𝑐 = G𝑣𝑝(𝜔)a = [𝑁1 − 𝑁 𝑒 𝑄1 𝑀1 + 𝑀 𝑒 𝑁2 + 𝑁 𝑒
2 𝑄2 𝑀2 + 𝑀 𝑒] (3.112)

onde 𝑁𝑖, 𝑄𝑖 e 𝑄1 são os componentes nodais espectrais de força axial, de força cortante e
de momento, respectivamente. Os componentes espectrais 𝑁 𝑒 e 𝑀 𝑒 são a força axial e o
momento fletor de indução piezoelétrica, definidos por:

𝑁 𝑒 = 𝑏𝑑31𝐸𝑝𝑉, 𝑀 𝑒 = 1
2ℎ𝑏𝑑31𝐸𝑝𝑉 (3.113)

Relacionando os componentes espectrais de força e deslocamento em termos de a,
podemos expressar:

𝑓𝑐 = G𝑣𝑝(𝜔)H−1
𝑣𝑝 (𝜔)d = S𝑣𝑝(𝜔)d (3.114)
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onde S𝑣𝑝(𝜔) é a matriz de rigidez espectral dependente da frequência para o elemento viga
com um piezoelétrico acoplado. As matrizes G𝑣𝑝(𝜔) e H𝑣𝑝(𝜔) podem ser expressas com

G𝑣𝑝(𝜔) = 1
𝐿3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑝11 𝑝11 𝑝12 𝑝12 𝑝13 𝑝13

𝑝21 −𝑝21 𝑝22 −𝑝22 𝑝23 −𝑝23

𝑝31 𝑝31 𝑝32 𝑝32 𝑝33 𝑝31

−𝑒𝑘1𝑝11 −𝑒−𝑘1𝑝11 −𝑒𝑘2𝑝12 −𝑒−𝑘2𝑝12 −𝑒𝑘3𝑝13 −𝑒−𝑘3𝑝13

−𝑒𝑘1𝑝21 −𝑒−𝑘1𝑝21 −𝑒𝑘2𝑝22 −𝑒−𝑘2𝑝22 −𝑒𝑘3𝑝23 −𝑒−𝑘3𝑝23

−𝑒𝑘1𝑝31 −𝑒−𝑘1𝑝31 −𝑒𝑘2𝑝32 −𝑒−𝑘2𝑝32 −𝑒𝑘3𝑝33 −𝑒−𝑘3𝑝33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.115)

H𝑣𝑝(𝜔) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜆1 −𝜆1 𝜆2 −𝜆2 𝜆3 𝜆3

1 1 1 1 1 1
𝑘1/𝐿 −𝑘1/𝐿 𝑘2/𝐿 −𝑘2/𝐿 𝑘3/𝐿 −𝑘3/𝐿

𝑒𝑘1𝜆1 −𝑒−𝑘1𝜆1 𝑒𝑘2𝜆2 −𝑒−𝑘2𝜆2 𝑒𝑘3𝜆3 −𝑒−𝑘3𝜆3

𝑒𝑘1 𝑒−𝑘1 𝑒𝑘2 𝑒−𝑘2 𝑒𝑘3 𝑒−𝑘3

(𝑒𝑘1𝑘1)/𝐿 −(𝑒−𝑘1𝑘1)/𝐿 (𝑒𝑘2𝑘2)/𝐿 −(𝑒−𝑘2𝑘2)/𝐿 (𝑒𝑘3𝑘3)/𝐿 −(𝑒−𝑘3𝑘3)/𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.116)

onde
𝑝1𝑖 = 𝑘𝑖𝐿(𝛽𝑘𝑖 − 𝐸𝐴𝐿𝜆𝑖)

𝑝2𝑖 = 𝐿2𝜔2𝛾𝑘𝑖 + 𝐸𝐼𝑘3
𝑖 − 𝐿3𝜔2𝛼𝜆𝑖 − 𝐿𝛽𝑘2

𝑖 𝜆𝑖

𝑝3𝑖 = 𝑘𝑖𝐿(𝐿𝛽𝜆𝑖 − 𝐸𝐼𝑘𝑖)

(3.117)

As matrizes G𝑣𝑝(𝜔) e H𝑣𝑝(𝜔) representam o comportamento de forças e desloca-
mentos espectrais, respectivamente.

3.5.1.2 Formulação Lee

Para casos de estruturas smart materials que utilizam mais de um piezoelétrico,
Lee (2009) apresenta uma segunda formulação seguindo as relações de energias cinética e
potencial com

𝑇 = 1
2

∫︁ 𝐿

0
[𝜌𝑏𝐴𝑏(�̇�2

𝑏 + ẇ2) + 𝜌𝑝𝐴𝑝(�̇�2
𝑝 + ẇ2)]𝑑𝑥 (3.118)

𝑈 = 1
2

∫︁ 𝐿

0
[𝐸𝑏𝐴𝑏𝑢

′2
𝑏 + 𝐸𝑏𝐼𝑏w′′2 + 𝐸𝑝𝐼𝑝w′′2 + 𝐸𝑝𝐴𝑝𝑢′2

𝑝 + 𝐹w′2]𝑑𝑥 (3.119)

O trabalho virtual 𝛿𝑊 das forças externas, forças de restrições e forças de amorte-
cimento viscoso é dado por

𝛿𝑊 =
∫︁ 𝐿

0
𝑝(𝑥, 𝑡)𝛿w𝑑𝑥 +

∫︁ 𝐿

0
𝜏(𝑥, 𝑡)𝛿𝑢𝑏𝑑𝑥

−
∫︁ 𝐿

0

∫︁
𝐴𝑏

𝑐𝑏ṙ𝑏𝛿r𝑏𝐴𝑏𝑑𝑥 −
∫︁ 𝐿

0

∫︁
𝐴𝑝

𝑐𝑝ṙ𝑝𝛿r𝑝𝐴𝑝𝑑𝑥 + 𝑁1(𝑡)𝛿𝑢𝑏(0, 𝑡)

+𝑁2(𝑡)𝛿𝑢𝑏(𝐿, 𝑡) + 𝑀1(𝑡)𝛿w′(0, 𝑡) + 𝑀2(𝑡)𝛿w′(𝐿, 𝑡)

+𝑄1(𝑡)𝛿w(0, 𝑡) + 𝑄2(𝑡)𝛿w(𝐿, 𝑡) +
∫︁ 𝐿

0
𝑏𝑉 (𝑡)𝛿𝐷3𝑑𝑥

(3.120)
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onde

r𝑏 = 𝑢𝑏n𝑥 + wn𝑧, r𝑝 = 𝑢𝑝n𝑥 + wn𝑧 (3.121)

onde n𝑥 e n𝑧 são vetores unitários, 𝑐𝑏 e 𝑐𝑝 são os coeficientes de amortecimento viscoso,
𝐹 é a força de tração axial constante, e 𝑝(𝑥, 𝑡) e 𝜏(𝑥, 𝑡) são forças externas aplicadas ao
longo da viga.

Semelhante ao que acontece na obtenção da equação 3.88, tem-se que substituindo
as equações 3.118,3.119 e 3.120 na equação do princípio de Hamilton (3.86), chega-se a
equação do movimento no domínio do tempo dada por

𝐸𝐼w′′′′ + 𝜌𝐴ẅ + 𝑐𝐴ẅ = −𝛼�̈�′
𝑏 + 𝛽𝑢′′′ + 𝜆ẅ′′ + 𝑐1ẅ′′ − 𝑐4�̈�

′
𝑏 + 𝐹w′′ + 𝑝(𝑥, 𝑡)

𝐸𝐴𝑢′′
𝑏 − 𝜌𝐴�̈�𝑏 − 𝑐𝐴�̈�𝑏 = −𝛼ẅ′ + 𝛽w′′′ − 𝑐4ẅ′ − 𝜏(𝑥, 𝑡)

(3.122)

onde

𝐸𝐴 = 𝐸𝑏𝐴𝑏 + 𝐸𝑝𝐴𝑝, 𝐸𝐼 = 𝐸𝑏𝐼𝑏 + 𝐸𝑝𝐼𝑝 + (1/4) 𝐸𝑝𝐴𝑝ℎ2, 𝑐4 = (1/2)𝑐𝑝𝐴𝑝ℎ,

𝛾 = (1/4)𝜌𝑝𝐴𝑝ℎ2, 𝛼 = (1/2)𝜌𝑝𝐴𝑝ℎ, 𝛽 = (1/2)𝐸𝑝𝐴𝑝ℎ, 𝑐1 = (1/4)𝑐𝑝𝐴𝑝ℎ2

𝜌𝐴 = 𝜌𝑏𝐴𝑏 + 𝜌𝑝𝐴𝑝, 𝐸𝑝 = 𝐶𝐷
11 − ℎ2

31𝛽
𝑆−1
33 , 𝑐𝐴 = 𝑐𝑏𝐴𝑏 + 𝑐𝑝𝐴𝑝,

(3.123)

Considerando um elemento de comprimento 𝐿 para 𝑥 = 0 e 𝑥 = 𝐿, as condições de
contorno são dadas por

𝑄(0, 𝑡) = −𝑄1(𝑡) − 𝐹w′(0, 𝑡) 𝑜𝑢 w(0, 𝑡) = w1(𝑡)
𝑀(0, 𝑡) = −𝑀1(𝑡) 𝑜𝑢 w′(0, 𝑡) = 𝜃1(𝑡)
𝑁(0, 𝑡) = −𝑁1(𝑡) 𝑜𝑢 𝑢𝑏(0, 𝑡) = 𝑢1(𝑡)

𝑄(𝐿, 𝑡) = +𝑄2(𝑡) − 𝐹w′(𝐿, 𝑡) 𝑜𝑢 w(𝐿, 𝑡) = w2(𝑡)
𝑀(𝐿, 𝑡) = −𝑀2(𝑡) 𝑜𝑢 w′(𝐿, 𝑡) = 𝜃2(𝑡)
𝑁(𝐿, 𝑡) = −𝑁2(𝑡) 𝑜𝑢 𝑢𝑏(𝐿, 𝑡) = 𝑢2(𝑡)

(3.124)

A força axial resultante 𝑁(𝑥, 𝑡), o momento fletor 𝑀(𝑥, 𝑡) e a força cortante
transversal 𝑄(𝑥, 𝑡) são relacionados com o deslocamento com

𝑄(𝑥, 𝑡) = −𝐸𝐼w′′′ − 𝛼�̈�𝑏 + 𝛽𝑢′′
𝑏 + 𝛾ẅ′ − 𝑐4�̇�𝑏

𝑀(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝐼w′′ − 𝛽𝑢′
𝑏

𝑁(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝐴𝑢′
𝑏 − 𝛽w′′

(3.125)

O amortecimento estrutural de cada camada pode ser prontamente levado em
consideração usando o módulo de elasticidade complexo como

𝐸*
𝑏 = 𝐸𝑏(1 + 𝑖𝜂𝑏) 𝐸*

𝑝 = 𝐸𝑝(1 + 𝑖𝜂𝑝) (3.126)
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Para transformar as equações governantes no domínio da frequência, utiliza-se as
seguintes formas espectrais dos deslocamentos transversal e axial, e das forças e momentos

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w(𝑥, 𝑡)
𝑢𝑏(𝑥, 𝑡)
𝑝(𝑥, 𝑡)
𝜏(𝑥, 𝑡)
𝑄(𝑥, 𝑡)
𝑀(𝑥, 𝑡)
𝑁(𝑥, 𝑡)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= 1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊𝑛(𝑥, 𝜔𝑛)
𝑈𝑛(𝑥, 𝜔𝑛)
𝑃𝑛(𝑥, 𝜔𝑛)
𝑇𝑛(𝑥, 𝜔𝑛)
𝑄𝑛(𝑥, 𝜔𝑛)
𝑀𝑛(𝑥, 𝜔𝑛)
𝑁𝑛(𝑥, 𝜔𝑛)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡 (3.127)

Aplicando os termos espectrais da equação 3.127 na equação 3.122, tem-se a equação
do movimento no domínio da frequência, expressa por

𝐸𝐼𝑊 ′′′′ − 𝜔2𝜌𝐴𝑊 + 𝑖𝜔𝑐𝐴𝑊 = 𝜔2𝛼𝑈 ′ + 𝛽𝑈 ′′′ − 𝜔2𝛾𝑊 ′′ + 𝑖𝜔𝑐1𝑊
′′ − 𝑖𝜔𝑐4𝑈

′

+𝐹𝑊 ′′ + 𝑃 (𝑥)
𝐸𝐴𝑈 ′′ + 𝜔2𝜌𝐴𝑈 − 𝑖𝜔2𝑐𝐴𝑈 = 𝜔2𝛼𝑊 ′ + 𝛽𝑊 ′′′′ − 𝑖𝜔𝑐4𝑊

′ − 𝑇 (𝑥)

(3.128)

Na frequência, as condições de contorno são dadas por

𝑄(0, 𝜔) = −𝑄1(𝜔) − 𝐹𝑊 ′(0, 𝜔) 𝑜𝑢 𝑊 (0, 𝜔) = 𝑊1(𝜔)
𝑀(0, 𝜔) = −𝑀1(𝑡) 𝑜𝑢 𝑊 ′(0, 𝜔) = 𝜃1(𝜔)
𝑁(0, 𝜔) = −𝑁1(𝑡) 𝑜𝑢 𝑈𝑏(0, 𝜔) = 𝑈1(𝜔)

𝑄(𝐿, 𝜔) = +𝑄2(𝜔) − 𝐹𝑊 ′(𝐿, 𝜔) 𝑜𝑢 𝑊 (𝐿, 𝜔) = 𝑊2(𝜔)
𝑀(𝐿, 𝜔) = −𝑀2(𝜔) 𝑜𝑢 𝑊 ′(𝐿, 𝜔) = Θ2(𝜔)

𝑁(𝐿, 𝜔) = −𝑁2(𝜔) 𝑜𝑢 𝑈𝑏(𝐿, 𝜔) = 𝑈2(𝜔)

(3.129)

No domínio da frequência, a força axial resultante 𝑁(𝑥, 𝑡), o momento fletor 𝑀(𝑥, 𝑡)
e a força cortante transversal 𝑄(𝑥, 𝑡) são relacionados com o deslocamento com

𝑄(𝑥, 𝜔) = −𝐸𝐼𝑊 ′′′ + 𝜔2𝛼𝑈 + 𝛽𝑈 ′′ − 𝜔2𝛾𝑊 ′ − 𝑖𝜔𝑐4𝑈

𝑀(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝐼𝑊 ′′ − 𝛽𝑈 ′

𝑁(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝐴𝑈 ′ − 𝛽𝑊 ′′

(3.130)

Considerando uma estrutura finita de comprimento 𝐿. Os deslocamentos nodais
espectrais que satisfazem as condições de contorno do sistema para 𝑥 = 0 e 𝑥 = 𝐿, podem
ser representados pelo vetor d, que é definido por:

d = [𝑈1(0), 𝑊1(0), 𝜃1(0), 𝑈2(𝐿), 𝑊2(𝐿), 𝜃2(𝐿)]𝑇 (3.131)

Da mesma forma, o vetor de forças e momentos nodais espectrais mecânicos é dado
por

f𝑐 = [𝑁1(0), 𝑄1(0), 𝑀1(0), 𝑁2(𝐿), 𝑄2(𝐿), 𝑀2(𝐿)]𝑇 (3.132)
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Para o cálculo das funções de forma no domínio da frequência, considera-se que 𝑃 (𝑥)
e 𝑇 (𝑥) são iguais a zero. Assim, forma-se a seguinte equação do movimento homogênea

𝐸𝐼𝑊 ′′′′ − 𝜔2𝜌𝐴𝑊 + 𝑖𝜔𝑐𝐴𝑊 = 𝜔2𝛼𝑈 ′ + 𝛽𝑈 ′′′ − 𝜔2𝛾𝑊 ′′ + 𝑖𝜔𝑐1𝑊
′′ − 𝑖𝜔𝑐4𝑈

′

𝐸𝐴𝑈 ′′ + 𝜔2𝜌𝐴𝑈 − 𝑖𝜔2𝑐𝐴𝑈 = 𝜔2𝛼𝑊 ′ + 𝛽𝑊 ′′′′ − 𝑖𝜔𝑐4𝑊
′

(3.133)

As soluções das equações do movimento no domínio da frequência podem ser
realizadas a partir de uma solução geral para os componentes dos deslocamentos espectrais
com a seguinte relação:

𝑊 (𝑥) =
6∑︁

𝑖=1
𝑎𝑗𝑒

−𝑖𝑘𝑗𝑥 = e(𝑥, 𝜔)a (3.134)

𝑈(𝑥) =
6∑︁

𝑖=1
𝑟𝑗𝑎𝑗𝑒

−𝑖𝑘𝑗𝑥 = e(𝑥, 𝜔)Ra (3.135)

onde

e(𝑥, 𝜔) = [𝑒−𝑖𝑘1𝑥, 𝑒−𝑖𝑘2𝑥, 𝑒−𝑖𝑘3𝑥, 𝑒−𝑖𝑘4𝑥, 𝑒−𝑖𝑘5𝑥, 𝑒−𝑖𝑘6𝑥]
a = [𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6]𝑇

R = 𝑑𝑖𝑎𝑔

[︃
−𝜔𝑘𝑗𝑐4 − 𝑖𝜔2𝑘𝑗𝛼 + 𝑖𝑘3

𝑗 𝛽

−𝑘2
𝑗 𝐸𝐴 + 𝜔2𝜌𝐴 − 𝑖𝜔𝑐𝐴

]︃ (3.136)

Através da solução geral aplicada na equação de movimento, uma equação caracte-
rística com um problema de autovalor é obtida, e os números de onda 𝑘𝑖(𝑖 = 1, 2, 3.., 6)
são determinados pelas raízes da seguinte expressão:

𝑥1𝑘
6 + 𝑥2𝑘

4 + 𝑥3𝑘
2 + 𝑥4 = 0 (3.137)

onde

𝑥1 = 𝛽2 − 𝐸𝐴𝐸𝐼

𝑥2 = 𝜔2(𝐸𝐴𝛾 + 𝐸𝐼𝜌𝐴 − 2𝛼𝛽) − 𝑖𝜔(𝐸𝐼𝑐𝐴 + 𝐸𝐴𝑐1 − 2𝛽𝑐4) − 𝐸𝐴𝐹

𝑥3 = 𝜔4(𝛼2 − 𝛾𝜌𝐴) + 𝑖𝜔3(𝜌𝐴𝑐1 + 𝛾𝑐𝐴 − 2𝛼𝑐4) + 𝜔2(𝐸𝐴𝜌𝐴 + 𝑐𝐴𝑐1+
𝐹𝜌𝐴 − 𝑐2

4) − 𝑖𝜔𝑐𝐴(𝐸𝐴 + 𝐹 )
𝑥4 = −𝜌𝐴2𝜔4 + 2𝑖𝜔3𝜌𝐴𝑐𝐴 + 𝜔2𝑐𝐴2 = 0

(3.138)

assim, utilizando o manipulador simbólico WolframAlpha os números de onda podem ser
expressos com

±𝑘1 = (−𝑥2/(3𝑥1) + (21/3𝑥2
2)/(3𝑥1(−2𝑥3

2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2

+3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2

1𝑥4)2)1/2)1/3) − (21/3 * 𝑥3)/(−2𝑥3
2

+9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2 + 3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2 * 𝑥3

−27𝑥2
1𝑥4)2)1/2)1/3 + (−2𝑥3

2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2 + 3𝑥1𝑥3)3

+(−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2

1𝑥4)2)1/2)1/3/(321/3𝑥1))1/2;

(3.139)
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±𝑘2 = (−𝑥2/(3𝑥1) − 𝑥2
2/(3(22/3)𝑥1(−2𝑥3

2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2

+3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2

1𝑥4)2)1/2)1/3) + (𝑖𝑥2
2)/(22/331/2𝑥1(−2𝑥3

2

+9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2 + 3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2

1𝑥4)2)1/2)1/3)
+𝑥3/(22/3(−2𝑥3

2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2 + 3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3

−27𝑥2
1𝑥4)2)1/2)1/3) − (𝑖31/3𝑥3)/(22/3(−2𝑥3

2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2

+3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2

1𝑥4)2)1/2)(1/3)) − (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3

−27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2 + 3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2

1𝑥4)2)1/2))1/3/(6(21/3)𝑥1)
−((𝑖/2)(−2𝑥3

2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2 + 3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3

−27𝑥2
1𝑥4)2)1/2)1/3)/(21/331/2𝑥1))1/2;

(3.140)

±𝑘3 = (−𝑥2/(3𝑥1) − 𝑥2
2/(3(22/3)𝑥1(−2𝑥3

2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2

+3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2

1𝑥4)2)1/2)1/3) − (𝑖𝑥2
2)/(22/331/2𝑥1(−2𝑥3

2

+9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2 + 3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2

1𝑥4)2)1/2)1/3)
+𝑥3/(22/3(−2𝑥3

2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2 + 3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3

−27𝑥2
1𝑥4)2)1/2)1/3) + (𝑖31/3𝑥3)/(22/3(−2𝑥3

2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2

+3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2

1𝑥4)2)1/2)(1/3)) − (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3

−27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2 + 3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2

1𝑥4)2)1/2))1/3/(6(21/3)𝑥1)
+((𝑖/2)(−2𝑥3

2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3 − 27𝑥2
1𝑥4 + (4(−𝑥2

2 + 3𝑥1𝑥3)3 + (−2𝑥3
2 + 9𝑥1𝑥2𝑥3

−27𝑥2
1𝑥4)2)1/2)1/3)/(21/331/2𝑥1))1/2;

(3.141)

Relacionando os deslocamentos nodais espectrais em termos de a com o vetor d, obtem-se

d = H𝑣𝑝2(𝜔) (3.142)

onde

H𝑣𝑝2(𝜔) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑟1 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6

1 1 1 1 1 1
−𝑖𝑘1 −𝑖𝑘2 −𝑖𝑘3 −𝑖𝑘4 −𝑖𝑘5 −𝑖𝑘6

𝑒−𝑖𝑘1𝐿𝑟1 𝑒−𝑖𝑘2𝐿𝑟2 𝑒−𝑖𝑘3𝐿𝑟3 𝑒−𝑖𝑘4𝐿𝑟4 𝑒−𝑖𝑘5𝐿𝑟5 𝑒−𝑖𝑘6𝐿𝑟6

𝑒−𝑖𝑘1𝐿𝑟1 𝑒−𝑖𝑘2𝐿 𝑒−𝑖𝑘3𝐿 𝑒−𝑖𝑘4𝐿 𝑒−𝑖𝑘5𝐿 𝑒−𝑖𝑘6𝐿

−𝑖𝑘1𝑒
−𝑖𝑘1𝐿 −𝑖𝑘2𝑒

−𝑖𝑘2𝐿 −𝑖𝑘3𝑒
−𝑖𝑘3𝐿 −𝑖𝑘4𝑒

−𝑖𝑘4𝐿 −𝑖𝑘5𝑒
−𝑖𝑘5𝐿 −𝑖𝑘6𝑒

−𝑖𝑘6𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.143)

Com o conhecimento da interação dinâmica de cada componente nodal, a seguinte
matriz de rigidez dinâmica do elemento espectral pode ser montada (LEE, 2009),

S𝑣𝑝2(𝜔) = H−𝑇
𝑣𝑝2(𝜔)D(𝜔)H−1

𝑣𝑝2(𝜔) (3.144)
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sendo

D(𝜔) = −𝐸𝐴RKE𝑔KR + 𝐸𝐼K2E𝑔K2 − 𝑖𝛽(K2E𝑔KR

+RKE𝑔K2) − 𝜔2[𝜌𝐴(E𝑔 + RE𝑔R) + 𝑖𝛼(KE𝑔R + RE𝑔K)
−𝜆KE𝑔K] + 𝑖𝜔[𝑐𝐴(E𝑔 + RE𝑔R) − 𝑐1KE𝑔K

+𝑖𝑐4(KE𝑔R + RE𝑔K)] − 𝐹RE𝑔R

K2 = [K = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑘𝑖)]2

E𝑔(𝜔) =
∫︁ 𝐿

0
e𝑇 (𝑥, 𝜔)e(𝑥, 𝜔)𝑑𝑥

(3.145)

Definida a matriz de um elemento espectral S𝑣𝑝2(𝜔), pode-se obter a matriz global
que representa uma viga discretizada com o número de elementos de interesse, a partir do
procedimento de montagem similar ao utilizado no MEF. Então, a equação global pode
ser escrita com

S𝑣𝑝2(𝜔)d(𝜔) = f𝑐(𝜔) (3.146)

sendo
f𝑐(𝜔) = G𝑣𝑝2(𝜔)a (3.147)

onde G𝑣𝑝2(𝜔) é a matriz global contendo as forças espectrais em todos os nós. Logo,
pode-se obter as relaçoes de os deslocamentos e as forças nodais, similarmente a equação
3.41.

3.5.2 Viga acoplada com duas camadas piezoelétricas

Para representar uma estrutura composta de um elemento viga com duas camadas
de piezoelétricos acoplados, Wu e Li (2015) considera que as relações de acoplamento
obedecem condições de continuidade e de acoplamento perfeito semelhante ao caso de viga
acoplada com uma camada piezoelétrica, porém considera-se a adição de deformações por
cisalhamento em função da geometria demonstrada na Figura 3.6.

Figura 3.6 – Elemento de viga acoplado com duas camadas piezoelétricas.

A junção elétrica do circuito elétrico externo com as camadas piezoelétricas superior
e inferior podem ser conectadas em configuração série ou paralelo, conforme mostram
as Figuras 4.1b e 4.1c, respectivamente. A adoção de cada configuração remete a uma
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propriedade específica na rigidez da estrutura, visto que acontece diferentes interações
entre as capacitâncias de cada piezoelétrico 𝐶𝑇

𝑝 (WU; LI, 2015).

As equações constitutivas das camadas piezoelétricas apresentam a seguinte relação
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜖𝑝

𝛾𝑝

𝐷3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑆𝐸

11 0 𝑑31

0 𝑆𝐸
55 0

𝑑31 0 𝜖𝑇
33

⎤⎥⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜎𝑝

𝜏𝑝

𝐸3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (3.148)

onde 𝜖𝑝 é a tensão normal, 𝛾𝑝 é a tensão de cisalhamento, 𝐷3 é o deslocamento elétrico, 𝜎𝑝

é a deformação normal, 𝜏𝑝 é a deformação de cisalhamento, 𝐸3 é a intensidade do campo
elétrico, 𝜖𝑇

33 é a constante de permissividade, 𝑑31 é a constante piezoelétrica, e 𝑆𝐸
11 e 𝑆𝐸

55

são as constantes de conformidade elástica.

Semelhante ao caso do elemento viga acoplada com uma camada piezoelétrica
(viga-PZT), tem-se que as relações de energias cinética e potencial associadas ao princípio
de Hamilton, equação 3.86, podem expressar o comportamento dinâmico da estrutura
viga acoplada com duas camadas piezoelétricas (PZT-viga-PZT). Logo, a equação do
movimento pode ser representada por

𝜅𝐺𝐴

[︃
𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜕2w(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2

]︃
+ 𝜌𝐴

𝜕2w(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡2 = 0

𝐷𝑡
𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2 + 𝜅𝐺𝐴

[︃
𝜕w(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜃(𝑥, 𝑡)

]︃
− 𝜌𝐼

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡2 = 0

(3.149)

onde
𝐺𝐴 = 𝐺𝑏𝑏ℎ𝑏 + 2𝐺𝑝𝑏ℎ𝑝 𝜌𝐴 = 𝜌𝑏𝑏ℎ𝑏 + 2𝜌𝑝𝑏ℎ𝑝 𝜌𝐼 = 𝜌𝑏𝐼𝑏 + 2𝜌𝑝𝐼𝑝

𝐷𝑡1 = 𝐸𝑏𝐼𝑏 + 2𝐶𝐷
11𝐼𝑝 − 2𝐴𝑝ℎ̄2ℎ2

31𝛽33 𝐷𝑡2 = 𝐸𝑏𝐼𝑏 + 2𝐶𝐸
11𝐼𝑝

(3.150)

onde 𝜅 é fator de cisalhamento, 𝐺 é o módulo de cisalhamento, e 𝐷𝑡1 e 𝐷𝑡2 são os desloca-
mentos elétricos para as condições de circuito aberto e curto-circuito, respectivamente.

Aplicando na equação 3.149 as mesmas relações de componentes espectrais das
equações 3.96, 3.97 e 3.98, tem-se as equações do movimento no domínio da frequência
com

𝜅𝐺𝐴

[︃
𝜕Θ
𝜕𝑥

− 𝜕2�̂�

𝜕𝑥2

]︃
− 𝜌𝐴𝜔2𝑊 = 0

𝐷𝑡
𝜕2Θ̂
𝜕𝑥2 + 𝜅𝐺𝐴

𝜕𝑊

𝜕𝑥
+ (𝜌𝐼𝜔2 − 𝜅𝐺𝐴)Θ = 0

𝑉 = 𝑔(Θ(𝐿) − Θ(0))

(3.151)

onde 𝑔 é a relação elétrica dada por

𝑔 = 𝑖𝜔𝑅𝑑31ℎ̄𝑏

𝑆𝐸
11(1 + 𝑖𝜔𝑅𝐶𝑝) (3.152)

Para transformar as variáveis do domínio espacial para a solução espectral, o
deslocamento e rotação são assumidos da seguinte forma

𝑊 = 𝐴𝑗𝑒
𝑖𝑘𝑗𝑥

Θ = 𝛼𝑖𝐴𝑗𝑒
𝑖𝑘𝑗𝑥

(3.153)
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onde 𝐴𝑗 e 𝛼𝑖 são os coeficientes de modo de onda, e 𝑘𝑗 é o número de onda definido por

±𝑘𝑡 =

⎯⎸⎸⎷𝜅𝐺𝐴𝜌𝐼𝜔2 + 𝐷𝑡𝜌𝐴𝜔2 +
√︁

(𝜅𝐺𝐴𝜌𝐼𝜔2 + 𝐷𝑡𝜌𝐴𝜔2)2 − 4𝐷𝑡𝜅𝐺𝐴𝜌𝐴𝜔2(𝜌𝐼𝜔2 − 𝜅𝐺𝐴)
2𝐷𝑡𝜅𝐺𝐴

(3.154)

±𝑘𝑒 =

⎯⎸⎸⎷𝜅𝐺𝐴𝜌𝐼𝜔2 + 𝐷𝑡𝜌𝐴𝜔2 −
√︁

(𝜅𝐺𝐴𝜌𝐼𝜔2 + 𝐷𝑡𝜌𝐴𝜔2)2 − 4𝐷𝑡𝜅𝐺𝐴𝜌𝐴𝜔2(𝜌𝐼𝜔2 − 𝜅𝐺𝐴)
2𝐷𝑡𝜅𝐺𝐴

(3.155)

Resultantes das equações características os quatro números de ondas podem ser
relacionados com os coeficientes de modos de onda com a seguinte forma

𝛼𝑗 = 𝑖𝑘𝑗 + 𝜌𝐴𝜔2

𝑖𝜅𝐺𝐴𝑘𝑗

, (𝑗 = 1, 2..4) (3.156)

Com base nos números de ondas as soluções da equação 3.153 pode relacionar o
deslocamento e a rotação com

𝑊 (𝑥) = 𝐴1𝑒
𝑖𝑘1𝑥 + 𝐴2𝑒

𝑖𝑘2𝑥 + 𝐴3𝑒
𝑖𝑘3𝑥 + 𝐴4𝑒

𝑖𝑘4𝑥 (3.157)

Θ(𝑥) = 𝑅1𝐴1𝑒
𝑖𝑘1𝑥 + 𝑅2𝐴2𝑒

𝑖𝑘2𝑥 + 𝑅3𝐴3𝑒
𝑖𝑘3𝑥 + 𝑅4𝐴4𝑒

𝑖𝑘4𝑥 (3.158)

Conforme a convenção de sinais da Figura 3.7, os deslocamentos e as foças nodais
espectrais podem ser expressos com

Figura 3.7 – Convenção de sinais do elemento viga com duas camadas piezoelétricas
acopladas.

𝑊1 = 𝑊 |𝑥=0 Θ1 = Θ|𝑥=0 𝐹1 = −𝐹 |𝑥=0 𝑀1 = −𝑀 |𝑥=0

𝑊2 = 𝑊 |𝑥=𝐿 Θ2 = Θ|𝑥=𝐿 𝐹2 = −𝐹 |𝑥=𝐿 𝑀2 = −𝑀 |𝑥=𝐿

(3.159)

onde a força de cisalhamento e o momento fletor no domínio da frequência são os seguintes:

𝐹 = 𝜅𝐺𝐴

(︃
𝜕𝑊

𝜕𝑥
− 𝜃

)︃
, 𝑀 = 𝐷𝑡

𝜕Θ𝑧

𝜕𝑥
+ ℎ̄𝑏𝑑31

𝑆𝐸
11

𝑉 (3.160)

Substituindo as equações 3.157 e 3.158 nas relações nodais da equação 3.159,
obtem-se a relação entre forças e deslocamentos nodais com⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐹 1

𝑀1

𝐹 2

𝑀2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= [S𝑝𝑣𝑝]

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊 1

Θ1

𝑊 2

Θ2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.161)
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onde S𝑝𝑣𝑝(𝜔) é a matriz dinâmica de rigidez espectral do elemento viga com duas camadas
de piezoelétricos, e é expressa por (WU; LI, 2015),

S𝑝𝑣𝑝(𝜔) = G𝑝𝑣𝑝(𝜔)H−1
𝑝𝑣𝑝(𝜔) + 𝑔

ℎ̄𝑏𝑑31

𝑆𝐸
11

I (3.162)

onde as matrizes G𝑝𝑣𝑝(𝜔), H𝑝𝑣𝑝(𝜔) e I são dadas por

G𝑝𝑣𝑝(𝜔) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝜅𝐺𝐴(𝛼1 − 𝑖𝑘1) −𝜅𝐺𝐴(𝛼2 − 𝑖𝑘2) .. −𝜅𝐺𝐴(𝛼4 − 𝑖𝑘4)

−𝐷𝑡𝛼1𝑖𝑘1 −𝐷𝑡𝛼2𝑖𝑘2 .. −𝐷𝑡𝛼4𝑖𝑘4

𝜅𝐺𝐴(𝛼1 − 𝑖𝑘1)𝑒𝑖𝑘1𝐿 𝜅𝐺𝐴(𝛼2 − 𝑖𝑘2)𝑒𝑖𝑘2𝐿 .. 𝜅𝐺𝐴(𝛼𝑗 − 𝑖𝑘4)𝑒𝑖𝑘4𝐿

𝐷𝑡𝛼1𝑖𝑘1𝑒
𝑖𝑘1𝐿 𝐷𝑡𝛼2𝑖𝑘2𝑒

𝑖𝑘2𝐿 .. 𝐷𝑡𝛼4𝑖𝑘𝑗𝑒
𝑖𝑘4𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (3.163)

H𝑝𝑣𝑝(𝜔) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1 1
𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4

𝑒𝑖𝑘1𝐿 𝑒𝑖𝑘2𝐿 𝑒𝑖𝑘3𝐿 𝑒𝑖𝑘4𝐿

𝛼1𝑒
𝑖𝑘1𝐿 𝛼2𝑒

𝑖𝑘2𝐿 𝛼3𝑒
𝑖𝑘3𝐿 𝛼4𝑒

𝑖𝑘4𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (3.164)

I =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0
0 −1 0 1
0 0 0 0
0 1 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (3.165)

Os números de onda adotados obedecem as ordens 𝑘1 = 𝑘𝑡 = −𝑘2 e 𝑘3 = 𝑘𝑒 = −𝑘4.
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4 Circuito Shunt

Neste capítulo são abordados os tipos de circuitos shunt utilizados para promover
controle vibracional e de propagação de onda, bem como, as convergências de energia
mecânica e elétrica relacionadas nas formulações piezoelétricas com as impedâncias dos
circuitos shunts. Também são aboradas as relações nodais dinâmicas de junção da estrutura
com a conexão do circuito shunt.

4.1 Relações de acoplamento do circuito shunt

A representação matemática da conexão de um circuito elétrico shunt em um
piezoelétrico, parte da relação de energia com a deformação mecânica. A equação do
movimento viga-PZT com o circuito elétrico shunt é dada por

𝐸𝐼w′′′′(𝑡) + 𝜌𝐴ẅ(𝑡) + Γ𝑉 (𝑡) = −𝛼�̈�′
𝑏(𝑡) + 𝛽𝑢′′′

𝑏 (𝑡) + 𝛾ẅ′′(𝑡)
𝐸𝐴𝑢′′

𝑏 (𝑡) − 𝜌𝐴�̈�𝑏(𝑡) + Γ𝑉 (𝑡) = −𝛼ẅ′(𝑡) + 𝛽w′′′(𝑡)
+Γ�̇�(𝑡) + 𝐶𝑇

𝑝 𝑉 (𝑡) = 𝐼(𝑡)

(4.1)

onde Γ = 𝐴(ℎ31/𝛽𝑆
33)/𝐿 𝐶𝑇

𝑝 = 𝐴(𝐶𝐷
11 − ℎ2

31𝛽
𝑆
33).

A equação 4.1 pode ser particularizada para um movimento harmonico e convertida
para o domínio da frequência, conforme demonstrado nas seções 3.5.1 e 3.5.2. Assim, a
suposição de movimento harmônico correspondente para força e corrente generalizadas é
dada por

S(𝜔)d − S𝑆𝐻(𝜔)𝑉 (𝜔) = 𝑓(𝜔)
𝑖𝜔S𝑆𝐻(𝜔)d + 𝑖𝜔𝐶𝑇

𝑝 𝑉 (𝜔) = 𝐼(𝜔)
(4.2)

onde 𝑥 é o deslocamento nodal generalizado, 𝑓(𝜔) é a força generalizada, 𝐼(𝜔 é a corrente)
no domínio espectral, e 𝑉 (𝜔) é a voltagem. Como não há operadores derivativos ou
energia elétrica alimentando o sistema, o circuito shunt parte da relação entre corrente e
impedâncias gerais 𝑍𝐸𝐿(𝜔) = 𝑉 (𝜔)/𝐼(𝜔). Logo, a equação 4.2 pode ser representado com
a seguinte expressão [︁

S(𝜔) + S𝑆𝐻

]︁
d = 𝑓(𝜔) (4.3)
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onde S𝑆𝐻 é a matriz de rigidez dinâmica do circuito shunt, definida por:

S𝑆𝐻(𝜔) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜒𝑁𝑁𝑤(𝑥0; 𝜔)
0

−𝜒𝑀𝑁𝑤(𝑥0; 𝜔)
−𝜒𝑁𝑁𝑤(𝑥0; 𝜔)

0
𝜒𝑀𝑁𝑤(𝑥0; 𝜔)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.4)

Conforme a relação nodal da equação 3.36, o componente espectral 𝑊 pode ser
substituído pela função de forma e pelo vetor de deslocamento. Assim, as relações de
forças e momentos nodais do piezoelétrico são dadas por:

𝑁𝑝 =
𝑘2

𝑖𝑗𝑖𝜔𝑍𝐸𝐿𝑏𝑝𝑑31𝐸𝑝

1 + 𝑖𝜔𝐶𝑇
𝑝 𝑍𝐸𝐿

= 𝜒𝑁𝑁𝑤(𝑥0; 𝜔)d (4.5)

𝑀𝑝 =
𝑘2

𝑖𝑗𝑖𝜔𝑍𝐸𝐿ℎ𝑏𝑝𝑑31𝐸𝑝

2 + 2𝑖𝜔𝐶𝑇
𝑝 𝑍𝐸𝐿

= 𝜒𝑀𝑁𝑤(𝑥0; 𝜔)d (4.6)

4.2 Modelagem piezoelétrica

O comportamento de conversão de energia mecânica em energia elétrica e vice-versa
pode ser representado de forma matricial envolvendo os vetores das variáveis associadas
(HAGOOD; FLOTOW, 1991; JAFFE; COOK; JAFFE, 1971). A expressão geral para um
piezoelétrico linear é dada com a seguinte relação⎡⎣𝐷

𝑆

⎤⎦⎡⎣∈𝑇 𝑑

𝑑𝑡 𝑠𝐸

⎤⎦ =
⎡⎣𝐸𝑐

𝑇

⎤⎦ (4.7)

onde 𝐷 é o vetor de deslocamento elétrico (𝐶/𝑚2), 𝑇 é o vetor de tensões (𝑁/𝑚2), 𝐸𝑐 é o
vetor de campo elétrico (𝑉/𝑚), 𝑆 é o vetor de deformações materiais, ∈𝑇 é a matriz com
constantes dielétricas, 𝑠𝐸 é a matriz de conformidade da piezocerâmica, e 𝑑 é a matriz
de constantes piezoelétricas. Os subscritos ()𝑇 e ()𝐸 representam os valores constantes de
tensão mecânica e campo elétrico, respectivamente.

Aplicando a transformada de Laplace na equação 4.7 e usando as relações de
corrente 𝐼 e tensão 𝑉 para eliminar os termos 𝐸 e 𝐷, obtém-se a seguinte equação geral
para um piezoelétrico ⎡⎣𝐼

𝑆

⎤⎦⎡⎣ 𝑌 𝐸𝐿 𝑠𝐴𝑑

𝑑𝑡𝐿
−1 𝑠𝐸

⎤⎦ =
⎡⎣𝑉

𝑇

⎤⎦ (4.8)

onde 𝑌 𝐸𝐿 é a admitância elétrica geral, 𝐿−1 é uma matriz diagonal de comprimentos
piezoelétricos, 𝐴 é a matriz diagonal das áreas das superfícies e 𝑠 é o parâmetro de Laplace.
Com isso, tem-se que a relação geral de admitância elétrica parte da seguinte soma de
admitâncias

𝑌 𝐸𝐿 = 𝑌 𝑃 + 𝑌 𝑆𝐻 (4.9)
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onde 𝑌 𝑃 é a admitância correspondente ao piezoelétrico e 𝑌 𝑆𝐻 é a admitância do circuito
externo conectado ao piezoelétrico, também conhecido como shunt.

As admitâncias são inversamente proporcionais às impedâncias, 𝑌 𝐸𝐿 = 1/𝑍𝐸𝐿,
porém são dependentes da relação de tensão e corrente do sistema. Logo, a conformidade
piezoelétrica com o circuito shunt produz a seguinte relação entre tensões mecânicas e
deformações

𝑠𝑆𝐻
𝑗𝑗 = 𝑠𝐸

𝑗𝑗[1 − 𝑘2
𝑖𝑗𝑍

𝐸𝐿
𝑖 ] (4.10)

onde 𝑠𝑆𝐻
𝑗𝑗 é a conformidade do circuito shunt acoplado ao piezoelétrico, 𝑘𝑖𝑗 = 𝑑𝑖𝑗

√︁
𝑠𝐸

𝑗𝑗 ∈𝑇
𝑖

é o coeficiente de acoplamento eletromecânico, e 𝑍𝐸𝐿
𝑖 é a matriz de impedância não

dimensional obtida pela razão da impedância geral com a impedância do piezoelétrico.
Essas relações de acoplamento e de impedância influenciam diretamente o valor do módulo
de Young da estrutura carregada na direção 𝑗 e desviada na direção 𝑖, conforme mostra a
equação a seguir:

𝐸𝑆𝐻
𝑗𝑗 = 𝐸𝐷

𝑗𝑗

1 − 𝑘2
𝑖𝑗

1 − 𝑘2
𝑖𝑗𝑍

𝐸𝐿
𝑖

(4.11)

onde 𝐸𝐷
𝑗𝑗 e 𝐸𝑆𝐻

𝑗𝑗 são os módulos de Yonug do piezoelétrico e do circuito shunt, respectiva-
mente. O ajuste desses módulo de Young podem definir características específicas para
o comportamento dinâmico da estrutura. Logo, o próprio acoplamento do piezoelétrico
na estrutura apresenta influência no comportamento dinâmico (FORWARD, 1979). A
Figura 4.1 apresenta os modelos de circuitos que representam os piezoelétricos acoplados
na configuração viga acoplada com um PZT (Figura 3.4) e viga acoplada com dois PZTs
em série e paralelo (Figura 3.6).

(a)

(b) (c)

Figura 4.1 – Representação de circuito topográfico de piezoelétricos conectados com um
resistor na configuração: a) viga-PZT; b) PZT-viga-PZT em série; c) PZT-
viga-PZT em paralelo.

Conforme as topografias demonstradas na Figura 4.1, entende-se que a capacitância
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piezoelétrica pode assumir um valor diferente para as configuração em série e paralelo com

Série 𝐶𝑇
𝑝 = 𝜖𝑆

33𝐿𝑏

2ℎ𝑝

, 𝑃 𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜 𝐶𝑇
𝑝 = 2𝜖𝑆

33𝐿𝑏

ℎ𝑝

(4.12)

onde 𝑏, ℎ𝑝 e 𝐿 são a largura, a espessura e o comprimento do piezoelétrico. A conformidade
piezoelétrica pode ser obtida com

𝜖𝑆
33 = 𝜖𝑇

33 − 𝑑2
31

𝑠𝐸
11

(4.13)

4.3 Impedâncias dos circuitos shunt

As capacitâncias piezoelétricas intervém nas adimitâncias gerais, que por con-
sequência de configurações, podem estar sujeitas a serem influenciadas por circuito aberto,
curto-circuito ou um circuito shunt (HAGOOD; FLOTOW, 1991). Assim, para casos com
esforço mecânico constante, as impedâncias de curto-circuito e de circuito aberto são

𝐶𝑢𝑟𝑡𝑜 𝑍𝐸𝐿 = 0, 𝐴𝑏𝑒𝑟𝑡𝑜 𝑍𝐸𝐿 = 𝑖𝜔𝐶𝑇
𝑝 (4.14)

Para as impedâncias de circuitos shunt, existem dependências quanto as disposições
dos componentes usados no circuito. Em geral, o circuito shunt pode ser classificado
pela predominância de elementos resistivos, indutivos, capacitivos e de chaveamento
(GRIPP; RADE, 2018). Segundo Forward (1979), as impedâncias dos circuitos shunt
estão associadas a uma frequência de ressonância específica, onde para circuitos com
componentes resistivos predominantes, o fator de acoplamento e o valor da resistência são
influências que determinam a frequência tunada, conforme demonstra a seguinte relação

𝜔𝑅 =

√︁
1 − 𝑘2

𝑖𝑗

𝑅𝐶𝑇
𝑝

(4.15)

Para circuitos shunt com predominância de componentes de indutância é conside-
rado a segunte relação para determinar a frequência a ser tunada

𝜔𝐿 = 1√︁
𝐿𝐶𝑇

𝑝

(4.16)

Na Figura 4.2 estão listadas algumas das principais topografias de circuitos shunt
utilizados na literatura para promover os efeitos associados com controle de vibração, ruído
e propagação de onda.
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) (j)

Figura 4.2 – Circuiros shunts: a) puro resistivo; b) puro indutivo; c) puro capacitivo; d)
chaveado; e) LC série; f) LC paralelo; g) RL série; h) RL paralelo; i) RLC
série; j) RLC paralelo.

Nos circuitos da Figura 4.2, os retângulos tracejados representam o piezoelétrico, e
os demais componentes 𝑅, 𝐿 e 𝐶 são respectivamente os elementos externos de resistência,
indutância e capacitância pertencentes ao circuito shunt. A Figura 4.2a mostra um circuito
shunt resistivo puro, onde de acordo com a equação 4.9, a admitância piezoelétrica
𝑌 𝑃 = 𝑖𝜔𝐶𝑇

𝑝 é somada a adimitância do shunt resistivo, resultando na seguinte relação de
impedância geral resistiva

𝑍𝐸𝐿 = 1
𝑖𝜔𝐶𝑇

𝑝 + 1/𝑅
(4.17)

Diferente do circuito puramente resistivo, o circuito puramento indutivo (Figura
4.2b) apresenta uma admitância shunt exclusivamente imaginária 𝑌 𝑆𝐻 = 1/𝑖𝜔𝐿, onde
desconsiderando a resistência interna do piezoelétrico, tem-se também uma impedância
geral indutiva exclusivamente imaginária da seguinte forma

𝑍𝐸𝐿 = 𝑖𝜔𝐿

−𝜔2𝐿𝐶𝑇
𝑝 + 1 (4.18)

O circuito puramente capacitivo da Figura 4.2c é semelhante ao puramente indutivo,
em termos de apresentarem parte real nula. Porém, a admitância desse circuito apresenta
a mesma forma da admitância do piezoelétrico considerado, o que sugere a seguinte relação
de impedância geral capacitiva

𝑍𝐸𝐿 = 1
𝑖𝜔𝐶𝑇

𝑝 + 𝑖𝜔𝐶
(4.19)
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Para os circuitos shunt com elementos indutivos e capacitivos (LC), um complexo
imaginário predominante é estabelecido. Nos circuitos das Figuras 4.2e e 4.2f, faixas
de controle associadas à frequência são apresentadas para admitância em série 𝑌 𝑆𝐻 =
1/(𝑖𝜔𝐿 + 1/𝑖𝜔𝐶) e em paralelo 𝑌 𝑆𝐻 = 1/𝑖𝜔𝐿 + 𝑖𝜔𝐶. Partindo dessas admitâncias, as
impedâncias gerais para os circuitos LC em série e paralelo podem ser expressas com

Série 𝑍𝐸𝐿 = 𝑖𝜔𝐿 + (1/𝑖𝜔𝐶)
−𝜔2𝐿𝐶𝑇

𝑝 + (𝑖𝜔𝐶𝑇
𝑝 /𝑖𝜔𝐶) + 1 (4.20)

Paralelo 𝑍𝐸𝐿 = 𝑖𝜔𝐿

1 − 𝜔2𝐿𝐶 − 𝜔2𝐿𝐶𝑇
𝑝

(4.21)

Nas Figuras 4.2g e 4.2h estão representados os circuitos shunt com elementos
resistivos-indutivos (RL). As admitâncias dos circuitos para a configuração em série
𝑌 𝑆𝐻 = 1/(𝑅 + 𝑖𝜔𝐿) e paralelo 𝑌 𝑆𝐻 = 1/𝑖𝜔𝐿 + 1/𝑅, resultam nas seguintes impedâncias
gerais:

Série 𝑍𝐸𝐿 = 𝑅 + 𝑖𝜔𝐿

1 − 𝜔2𝐿𝐶𝑇
𝑝 + 𝑖𝜔𝑅𝐶𝑇

𝑝

(4.22)

Paralelo 𝑍𝐸𝐿 = 𝑖𝜔𝑅𝐿

𝑖𝜔𝐿 + 𝑅 − 𝜔2𝑅𝐿𝐶𝑇
𝑝

(4.23)

Algumas combinações de circuitos shunts ressonantes também podem ser montadas
no intuito de duplicar as impedâncias. No trabalho de Airoldi e Ruzzene (2011b), uma
relação de impedância geral para dois circuitos shunt ressonantes parte da seguinte
configuração

Multi 𝑍𝐸𝐿 = 𝑅𝑗 + 𝑖𝜔𝐿𝑗 +
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑍𝑆𝐻 (4.24)

Os circuitos shunt das Figuras 4.2i e 4.2j são semelhantes aos circuitos RL e LC,
porém, apresentam todos os componentes passivos. As admitâncias para relação em série
𝑌 𝑆𝐻 = 1/(𝑅 + 𝑖𝜔𝐿 + 1/𝐶) e paralelo 𝑌 𝑆𝐻 = 1/𝑅 + 1/𝑖𝜔𝐿 + 𝑖𝜔𝐶, geram as respectivas
relaçoes de impedância:

Série 𝑍𝐸𝐿 = 𝑅 + 𝑖𝜔𝐿 + (1/𝑖𝜔𝐶)
1 + 𝑖𝜔𝐶𝑇

𝑝 (𝑅 + 𝑖𝜔𝐿 + (1/𝑖𝜔𝐶)) (4.25)

Paralelo 𝑍𝐸𝐿 = 𝑖𝜔𝐿

𝑖𝜔𝐿(𝑖𝜔𝐶𝑇
𝑝 + 𝑖𝜔𝐶) + (𝑖𝜔𝐿/𝑅) + 1 (4.26)

O circuito shunt chaveado representado na Figura 4.2d, conhecido como shunt
switch, é uma excessão entre os circuitos passivos comuns. Geralmente, aplicações com o
shunt switch tendem a envolver vários outros componentes passivos ou até ativos, como
amplificadores, diodos e até microcontroladores. Logo, os controles com os elementos switch
tendem a ser classificados como semipassivos, ativos ou semiativos, visto que necessitam
de energia elétrica interna ou externa.
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5 Resultados

Neste capítulo são apresentados os resultados que ilustram o comportamento
dinâmico de estruturas do tipo viga, viga acoplada com uma camada piezoelétrica e viga
acoplada com duas camadas piezoelétricas. O objetivo é analisar a função de resposta
em frequência (FRF), os diagramas de dispersão e entender os efeitos que as diferentes
geometrias de acoplamento e os diferentes tipos de circuitos shunt podem influênciar a
vibração de uma viga e a atenuação da vibração em determinadas frequências de projeto.

5.1 Propriedades e análise estrutural

Neste trabalho, as propriedades e geometrias adotadas para os elementos viga e
viga acoplada com uma e com duas camadas piezoelétricas, foram extraidas do trabalho
de Lee e Kim (2000), visto que uma validação de comportamento pode ser orientada
através de associações entre as respostas obtidas neste trabalho e as apresentadas na
literatura. Assim, adotou-se para o materiais piezoelétricos o valor de constante dielétrica
𝑑31 = −175𝑒−12𝑚/𝑉 , um fator de cisalhamento 𝜅 = 0.9, um coeficiente de acoplamento
𝑘31 = 0.31 e uma capacitância interna de 𝐶𝑇

𝑝 = 200𝑛𝐹 . As demais propriedades físicas e
geométricas, estão representados na Tabela 1.

Propriedades Viga Piezoelétrico
Comprimento [𝑚𝑚] 261.6 261.6
Largura [𝑚𝑚] 12.7 12.7
Espessura [𝑚𝑚] 2.286 0.762
Módulo de Young [𝐺𝑃𝑎] 71 64.9
Módulo de Cisalhamento [𝐺𝑃𝑎] 23 40
Densidade [𝑘𝑔/𝑚3] 2700 7600

Tabela 1 – Propriedades e características geométricas da viga e do piezoelétrico.

As simulações numéricas neste trabalho foram realizadas no software MatLab e
resultam em análises de FRFs e diagramas de dispersão. A discretização da frequência
adotada compreende uma faixa de 1 á 2500 Hz, com passo de 10 Hz. As estruturas
análisadas estão em condições de contorno do tipo livre-livre e consistem em variações
envolvendo uma viga de alumínio acoplada com piezoelétricos em configurações unimorfo
e bimorfo, conforme mostra a Figura 5.1.
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(a) (b)

Figura 5.1 – Ilustração geométrica das estruturas: a) Viga-PZT; b) PZT-viga-PZT;

Os elementos representados nas Figuras 5.1a e 5.1b possuem as relações dinâmicas
definidas no capítulo 3 nas seções 3.5.1 e 3.5.2, respectivamente. A estrutura viga-PZT
(Figura 5.1a) possui a camada piezoelétrica modelada com o elemento de barra, o que
totaliza uma estrutura de 2 nós com 3 GDL por nó, enquanto que a estrutura PZT-viga-
PZT (Figura 5.1b) as camadas piezoelétricas são modeladas com o elemento de viga, o
que totaliza uma estrutura de 2 nós com 2 GDL por nó.

As FRF são análisadas no nó 2 na direção vertical de cada estrutura, onde também é
aplicado um forçamento unitário. Na Figura 5.2 estão demonstradas as FRFs e o diagrama
de dispersão relativos a estrutura viga-PZT (Figura 5.1a) comparada à uma viga de
Euler-Bernoulli.

(a) (b)

Figura 5.2 – Comparação entre as estruturas de viga e viga-PZT: a) FRF; b) Diagrama
de dispersão.

Na Figura 5.2a, comparando as FRFs das estruturas viga e viga-PZT é perceptível
que existe uma alteração na posição dos picos de ressonância e antirressonância, o que
remete ao efeito de aumento de rigidez e de massa na estrutura por causa da adição
da camada piezoelétrica. Já na Figura 5.2b, as relações de espectro demonstram modos
de onda de flexão para as estruturas viga analítica (linha contínua preta) e viga-PZT
(linha contínua laranja), onde uma pequena diferença nas amplitudes é perceptível nas
frequêcias posteriores a 500 Hz. Também é demonstrado um modo de onda longitudinal
(linha contínua roxa) que representa a propagação de onda no piezoelétrico. Ainda existe
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outro modo referente a impedância do circuito shunt (linha contínua azul), mas como não
há impedância conectada, tem-se que o comportamento deste modo é não propagante em
toda a banda de frequência analisada. Contudo, cada modo possui uma representação real
e uma imaginária (linha tracejada), onde indicam um comportamento dispersivo ou não.

Na Figura 5.3 estão demonstrados os comportamentos das FRFs e do diagrama de
dispersão relativos a estrutura PZT-viga-PZT (Figura 5.1b) comparada à uma viga de
Timoshenko.

(a) (b)

Figura 5.3 – Comparação entre as estruturas de viga e PZT-viga-PZT: a) FRF; b) Dia-
grama de dispersão.

Na Figura 5.3a é demonstrada uma alteração na posição dos picos de ressonância e
antirressonância ainda maior do que no caso da estrutura com um piezoelétrico unimorfo
(Figura 5.2a), o que é justificado pela adição de duas camadas piezoelétrica a estrutura.
Contudo, em relação aos espectros demonstrados na Figura 5.3b, também é perceptível
uma alteração nas amplitudes dos modos de onda de flexão da estrutura viga analítica
(linha contínua preta) com o da estrutura PZT-viga-PZT (linha contínua laranja). Como a
estrutura PZT-viga-PZT é composta apenas por elementos de viga, tem-se apenas modos
de flexão propagantes indicando um comportamento dispersivo.

5.2 Estruturas inteligentes

Nesta seção, as variações dos elementos de viga acoplada com piezoelétricos co-
nectados em circuitos shunt, obdecem as configurações de conexão retratadas na Figura
5.4, onde na Figura 5.4a representa a viga acoplada à uma camada de PZT conectado
à um circuito shunt. A Figura 5.4b ilustra a viga acoplada com duas camadas de PZT
conectados em um circuito shunt em série e a Figura 5.4c representa à viga acoplada a
duas camadas de PZT conectados em um circuito shunt em paralelo.
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(a)

(b) (c)

Figura 5.4 – Ilustração de smart materials: a) Viga-PZT-shunt; b) PZT-viga-PZT-shunt
em série; c) PZT-viga-PZT-shunt em paralelo;

Na Figura 5.5 estão representadas as FRFs e os diagramas de dispersão da estrutura
viga-PZT conectada ao circuito shunt nas configurações de curto-circuito e circuito aberto.

(a) (b)

(c)

Figura 5.5 – Análise da estrutura viga-PZT: a) FRF; b) Diagrama de dispersão com o
shunt em curto; c) Diagrama de dispersão com o shunt aberto.
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A diferença entre as FRFs demonstradas na Figura 5.5 implicam na análise de que a
condição do circuito shunt em curto em comparação com a condição aberto apresenta uma
alteração na localização dos picos de ressonância em função da frequência. Essa alteração
que o circuito shunt aberto possui é demonstrada no modo de flexão (linha constante
laranja) da Figura 5.5c.

Na Figura 5.6 estão representadas as FRFs e os diagramas de dispersão da estrutura
PZT-viga-PZT conectada ao circuito shunt nas configurações de curto-circuito e circuito
aberto.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.6 – Análise da estrutura PZT-viga-PZT: a) FRF; b) Diagrama de dispersão com
o shunt em curto; c) Diagrama de dispersão com o shunt aberto em série; d)
Diagrama de dispersão com o shunt aberto em paralelo.

As alterações das posições dos picos de ressonâcia na frequência também é percepi-
tível no caso da estrutura PZT-viga-PZT, porém a conecção do circuito shunt em paralelo
afeta uma alteração ainda maior na localização dos picos. Os diagramas de dispersão da
estrutura PZT-viga-PZT conectada a um circuito shunt denotam 2 modos propagantes
de flexão, sendo eles o modo relacionado com a viga (linha contínua amarela e laranja) e
o modo relacionado com o piezoelétrico (linha contínua roxa). A impedância do circuito
shunt é representada pela linha contínua azul e as linhas tracejadas verde e azul repre-
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sentam os modos evanescentes de onda relacionados com o piezoelétrico e com a viga,
respectivamente.

5.2.1 Circuito shunt resistivo

Com as impedâncias nas configurações shunt definidas em função da frequência,
pode-se estabelecer as relações nodais espectrais para se conectar cada impedância de
circuito shunt com um piezoelétrico acoplado há uma viga, conforme demonstrado no
capítulo 4 na seção 4.1. Em resumo, tem-se que a relação de amortecimento do circuito shunt
resistivo pode ser definida de acordo com o coeficiente de acoplamento 𝑘𝑖𝑗, a capacitância
piezoelétrica 𝐶𝑇

𝑝 , e o valor da resistência 𝑅. Logo, para realizar a simulação do efeito
do shunt resistivo foram escolhidas duas impedâncias gerais resistivas com o valores de
resistência iguais a 33 Ω e 3300 Ω, ambas demonstradas na Figura 5.7.

(a) (b)

Figura 5.7 – Impedância geral do circuito shunt resistivo puro: a) 𝑅 = 33 Ω; b) 𝑅 = 3300 Ω.

Conectando as impedâncias gerais do circuito shunt resistivo na estrutura de viga
acoplada com uma camada piezoelétrica (Figura 5.4a), tem-se as FRFs e o diagramas de
dispersão para cada valor do shunt resistivo, conforme mostra a Figura 5.8.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.8 – Viga-PZT conectada com circuito shunt resistivo: a) FRF com shunt resistivo
𝑅 = 33 Ω ; b) FRF com shunt resistivo 𝑅 = 3300 Ω; c) Diagrama de dispersão
com shunt resistivo 𝑅 = 33 Ω; d) Diagrama de dispersão com shunt resistivo
𝑅 = 3300 Ω;

Na Figura 5.8 são demonstradas comparações de FRFs e de diagramas de dispersão
da estrutura viga-pzt acoplada ao circuito shunt em condição puramente resistiva. Nas
Figuras 5.8a e 5.8b, uma pequena defasagem para a direita nos picos ressonância e
antiressonância é percebida nas FRFs na condição de circuito aberto em comparação com
a condição de curto-circuito. Essa comparação demonstra que a condição do circuito em
curto induz uma alteração de energia mecânica através do PZT. Contudo, na Figura 5.8a,
onde um único circuito shunt resistivo de 𝑅 = 33 Ω é acoplado na estrutura, a FRF
demonstra um amortecimento presente nos picos de 190 e 1000 Hz. Na Figura 5.8b, onde
o shunt resistivo de 𝑅 = 3300 Ω é acoplado na estrutura, tem-se um efeito nítido de
amortecimento estrutural ainda maior, que também está localizado nos mesmos picos de
190 e 1000 Hz.

Por outro lado, os diagramas de dispersão dos circuitos shunt resistivos em compa-
ração com os casos em curto-circuito (Figura 5.5b) e circuito aberto (Figura 5.5c), seguem
o mesmo comportamento, porém com uma pequena alteração na amplitude. No entanto,
comparando os diagramas de dispersão do shunt resistivo de 𝑅 = 33 Ω (Figura 5.8c)
com o de 𝑅 = 3300 Ω (Figura 5.8d) observa-se que o modo de onda relacionado com a
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impedância (linha contínua azul) apresenta uma alteração nas frequências iniciais, sendo
essa alteração proporcional ao valor do resistor.

Aplicando as impedâncias gerais do circuito shunt resistivo nas estruturas de viga
acoplada com duas camadas piezoelétricas em série e paralelo (Figuras 5.4b e 5.4c), tem-se
as FRFs e o diagrama de dispersão demosntrados na Figura 5.9.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.9 – PZT-viga-PZT conectada em circuito shunt resistivo: a) FRF com shunt
resistivo 𝑅 = 33 Ω ; b) FRF com shunt resistivo 𝑅 = 3300 Ω; c) Diagrama de
dispersão com shunt resistivo 𝑅 = 33 Ω em série; d) Diagrama de dispersão
com shunt resistivo 𝑅 = 3300 Ω em série;; e) Diagrama de dispersão com
shunt resistivo 𝑅 = 33 Ω em paralelo; f) Diagrama de dispersão com shunt
resistivo 𝑅 = 3300 Ω em paralelo.

50



Na Figura 5.9, as respostas associadas à piezoeletricos conectados no circuito
shunt nas configurações em série (s) e paralelo (p) foram ministradas para os valores de
capacitância piezoelétrica interna 𝐶𝑇

𝑝 = 200 𝑛𝐹 e 𝐶𝑇
𝑝 = 800 𝑛𝐹 , respectivamente. Nas

Figuras 5.9a e 5.9b estão demonstradas as FRFs da viga acoplada com duas camadas de
PZTs nas configurações de circuito shunt em curto-circuito, circuito aberto e resistivo puro.
As relações de conexão em série e paralelo com o circuito shunt resistivo alteram o com-
portamento vibracional, bem como o diagrama de dispersão. Contudo, o comportamento
das FRFs da viga acoplada com dois PZTs bimorfo conectados em circuito shunt resistivo
apresenta semelhança com as FRFs do caso da viga com apenas uma camada piezoelétrica
(Figura 5.8). Portanto, observa-se que o efeito analisado em ambos os casos resistivos é
correspondente a um efeito de amortecimento estrutural, porém a taxa de amortecimento
é mais nítida no caso com o valor de resistor maior.

Comparando os diagramas das Figuras 5.9c, 5.9d, 5.9e e 5.9f são percebidas alte-
rações de propagações nos diagramas de dispersão relacionados com o tipo shunt série e
paralelo, respectivamente. As alterações acontecem nas frequencias iniciais, sendo percep-
tível que o modo de onda relacionado com o piezoelétrico (linha contínua roxa) apresenta
maior alteração para o caso em que o resistor tem uma maior resistência. Os efeitos de
amortecimento também estão presentes por meio da alteração dos modos propagantes de
flexão da viga (linha amarela e vermelha). Logo, esses efeitos de amortecimentos presen-
tes nas FRFs e não nos diagramas de dispersão, justificam a literatura e corroboram o
argumento sobre o shunt resistivo ser equivalente a um fator de amortecimento.

5.2.2 Circuito shunt indutivo

As impedâncias gerais dos circuitos shunt puramente indutivos, com valores de
indutor L iguais a 3.508𝐻, 0.508𝐻 e 0.135𝐻, são demonstradas na Figura 5.10. Essas
impedâncias são implementadas no controle vibracional e de propagação de onda das
estruturas demonstradas na Figura 5.4.

(a) (b) (c)

Figura 5.10 – Impedância geral do circuito shunt indutivo pruo: a) 𝐿 = 3.508𝐻; b)
𝐿 = 0.508𝐻; c) 𝐿 = 0.135𝐻.

51



Aplicando as impedâncias gerais das Figuras 5.10a e 5.10b na estrutura de viga
acoplada com uma camada piezoelétrica (Figura 5.4a), tem-se as FRFs e o diagrama de
dispersão para cada valor do shunt indutivo, conforme mostra a Figura 5.11.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.11 – Viga-PZT conectada em circuito shunt indutivo: a) FRF com shunt indutivo
𝐿 = 3.508 H; b) FRF com shunt indutivo 𝐿 = 0.508 H; c) Diagrama de
dispersão com shunt indutivo 𝐿 = 3.508 H; d) Diagrama de dispersão com
shunt indutivo 𝐿 = 0.508 H.

Na Figura 5.11a, a FRF correspondente ao circuito shunt indutivo sofre uma
mudança semelhante à adição de massa na estrutura. O pico localizado na frequência
próxima de 190 Hz é dividido em dois picos com amplitudes próximas. Esse efeito não
acontece na Figura 5.10b, mas observa-se uma alteração na faixa de frequência próxima
de 500 Hz, exatamente onde o pico da impedância de 𝐿 = 0.508 está localizado na
frequência. Nas Figuras 5.11c e 5.11d, observa-se que os modo propagantes de flexão (linha
contínua laranja) e longitudinal (linha contínua roxa) apresentam alterações exatamente
na frequência sintonizada pela impedância indutiva. O modo evanescente de flexão (linha
tracejada) também demonsta o efeito dissipativo e a alteração na propagação da onda
na frequência em que as impedâncias gerais dos circuitos indutivos correspondentes são
sintonizados, especificamente em 190 Hz para 𝐿 = 3.508 H e 500 Hz para 𝐿 = 0.508 H.
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As impedâncias gerais indutivas das Figuras 5.10a e 5.10b não são sintonizadas
especificamente para um pico de ressonância ou antiressonância no caso de viga acoplada
com duas camadas piezoelétricas em série e paralelo (Figuras 5.4b e 5.4c). Logo, para
demonstrar um efeito mais nítido do circuito shunt indutivo na estrutura PZT-viga-PZT
conectada com o shunt indutivo utiliza-se a impedância geral da Figura 5.10c. Assim,
tem-se as FRFs e os diagramas de dispersão demonstrados na Figura 5.12.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.12 – PZT-viga-PZT conectada em circuito shunt indutivo: a) FRF com shunt
indutivo 𝐿 = 0.135 H conectado em série; b) FRF com shunt indutivo
𝐿 = 0.135 H conectado em paralelo; c) Diagrama de dispersão com shunt
indutivo 𝐿 = 0.135 H conectado em série; d) Diagrama de dispersão com
shunt indutivo 𝐿 = 0.135 H conectado em paralelo.

Na Figura 5.12a é demonstrada a FRF da viga com dois PZTs bimorfos conectados
em série com um circuito shunt indutivo de 𝐿 = 0.135 H. Na Figura 5.12b é demonstrada
a mesma análise, porém retrata a FRF com a conexão dos PZTs realizada em paralelo
com circuito shunt indutivo. Ambos os casos, série e paralelo, remetem uma resposta
semelhante à do caso da viga acoplada com apenas um PZT unimorfo (Figuras 5.11a
e 5.11b). Essa semelhança remete na lógica de que a adição do circuito shunt indutivo
provoca nessas estruturas efeitos parecidos aos de adição de massa em um local específico
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na frequência.

Analisando os diagramas de dispersão das Figuras 5.12c e 5.12d, percebe-se que
o efeito de adição de massa também pode ser observado na alteração dos modos propa-
gantes (linhas contínuas) e evanecentes (linhas tracejadas). Os modos que representam o
piezoelétrico (linha roxa) e a impedância (linha azul) apresentam um disturbo localizado
exatamente na frequência sintonização, 961 Hz para a configuração série e 500 Hz para
configuração paralelo.

5.2.3 Circuito shunt capacitivo

As impedâncias gerais capacitivas com o valores de capacitor 𝐶 iguais a −52𝑛𝐹 e
1𝐾𝑛𝐹 são demonstradas na Figura 5.13. Essas impedâncias são implementadas no controle
vibracional e de propagação de onda das estruturas demonstradas na Figura 5.4.

(a) (b)

Figura 5.13 – Impedância geral do circuito shunt capacitivo puro: a) 𝐶 = −52𝑛𝐹 ; b)
𝐶 = 1𝐾𝑛𝐹 .

A Figura 5.13a demonstra uma impedância geral oriunda de um circuito shunt com
capacitância negativa de 𝐶𝑛𝑒𝑔 = −52𝑛𝐹 . Já a Figura 5.13b demonstra uma impedância
geral oriunda de um circuito shunt capacitivo positivo de 𝐶 = 1𝐾𝑛𝐹 . A diferença entre
essas impedâncias estão relatadas nas relações de capacitância piezoelétrica demonstradas
na equação 4.14. Embora a impedância de um circuito shunt capacitivo puro não apresente
elemento resistivo, uma relação com a capacitancia externa pode incluir uma resistência
com 𝑍𝑆𝐻 = −𝑅/𝑖𝜔𝐶𝑛𝑒𝑔. Assim, uma interação de amortecimento pode ser induzida no
sistema.

Aplicando as impedâncias gerais das Figuras 5.13a e 5.13b na estrutura de viga
acoplada com uma camada piezoelétrica (Figura 5.4a), tem-se as FRFs e o diagrama de
dispersão para cada valor do shunt capacitivo, conforme mostra a Figura 5.14.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.14 – Viga-PZT conectada em circuito shunt capacitivo: a) FRF com shunt capaci-
tivo negativo 𝐶 = −52𝑛𝐹 ; b) FRF com shunt capacitivo positivo 𝐶 = 1𝐾𝑛𝐹 ;
c) Diagrama de dispersão com shunt capacitivo negativo 𝐶 = −52𝑛𝐹 ; d)
Diagrama de dispersão com shunt capacitivo positivo 𝐶 = 1𝐾𝑛𝐹 .

Na Figura 5.14a é demonstrado que a FRF correspondente ao shunt capacitivo
negativo em comparação com as FRFs das condições de curto-circuito e circuito aberto,
apresenta os picos de ressonância e antiressonância deslocados na frequência para a
direita, o que justifica a alteração da rigidez do sistema por meio da utilização de um
capacitor externo negativo de 𝐶 = −56 𝑛𝐹 . De forma parecida, na Figura 5.14b uma
capacitância positiva de 𝐶 = 1000 𝑛𝐹 é utilizada, e as alterações nas localizações dos picos
de ressonância e antiressonância na frequência também acontecem, porém de forma mais
acentuada. Analisando os diagramas de dispersão das Figuras 5.14c e 5.14d, observa-se
que o circuito shunt capacitivo positivo não apresenta diferença na propagação dos modos,
porém no caso com o shunt capacitivo negativo percebe-se uma alteração nas frequências
iniciais do modo de onda prapagante de flexão (linha contínuas laranja).

Conectando as impedâncias das Figuras 5.13a e 5.13b nas estruturas PZT-viga-PZT
bimorfo nas configurações em série e paralelo (Figuras 5.4b e 5.4c), tem-se as FRFs e o
diagrama de dispersão para cada shunt capacitivo, conforme mostra a Figura 5.15.

55



(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.15 – PZT-viga-PZT conectada em circuito shunt capacitivo: a) FRF com shunt
capacitivo 𝐶 = −52𝑛𝐹 ; b) FRF com shunt capacitivo 𝐶 = 1𝐾𝑛𝐹 ; c)
Diagrama de dispersão com shunt capacitivo 𝐶 = −52𝑛𝐹 em série; d)
Diagrama de dispersão com shunt capacitivo 𝐶 = 1𝐾𝑛𝐹 em série; e)
Diagrama de dispersão com shunt capacitivo 𝐶 = −52𝑛𝐹 em paralelo; f)
Diagrama de dispersão com shunt capacitivo 𝐶 = 1𝐾𝑛𝐹 em paralelo.

Na Figura 5.15a, é demonstrado o comportamento da viga acoplada com dois
PZTs bimorfos conectados em série e paralelo a um circuito shunt capacitivo negativo.
Na configuração dos PZTs conectados em paralelo não é perceptivel muitas alterações na
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vibração do sistema, porém na configuração série é demonstrado uma pequena supressão
de vibração na faixa de frequência entre 150 e 600 Hz. No caso com o capacitor positivo
da Figura 5.15b, existem algumas alterações na vibração para ambas as configurações
de conecção em série e paralelo. Contudo, os diagramas de dispersão demonstrados nas
Figuras 5.15c, 5.15d, 5.15e e 5.15f remetem as alterações para os modos propagantes (linhas
contínuas laranja e amarela) e os evanescentes (linhas tracejadas azul e verde) de flexão nas
primeiras frequências. Os modos do piezoelétrico (linha contínua roxa) e da impedância
(linha contínua azul) também apresentam alterações nas frequências iniciais, porém para o
caso com o shunt capacitvo negativo em série, tem-se alterações mais elevadas em ambos
os modos da estrutura.

5.2.4 Circuito shunt LC

As relações de impedância do circuito shunt indutor-capacitor LC são similares
as do circuito shunt indutor puro com exceção do ajuste de rigidez proporcionado pelo
capacitor externo. Logo, para fins de comparação, as impedâncias gerais do circuito LC
em série e paralelo utilizam os valores de indutor 𝐿 = 0.148𝐻 e capacitor 𝐶 = 1𝐾𝑛𝐹 ,
e são demonstradas na Figura 5.13. Essas impedâncias são implementadas no controle
vibracional e propagação de onda das estruturas demonstradas na Figura 5.4.

(a) (b)

Figura 5.16 – Impedância geral do circuito shunt LC nas configurações: a) Série; b) Para-
lelo.

Os circuitos shunt LC nas configurações em série e paralelo são conhecidos pela
viabilidade de filtro de passagem de corrente elétrica. Apesar dos valores de indutância e
capacitância utilizados serem iguais para as configurações em série e paralelo, os efeitos de
cada configuração geram impedâncias gerais com picos de diferentes amplitudes associadas
com diferentes frequências tunadas. Essa diferença das configurações em série e paralelo
para o shunt LC é justificada pela influência que capacitância piezoelétrica exerce na
capacitância do circuito shunt e vice-versa. Contudo, aplicando as impedâncias gerais
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das Figuras 5.16a e 5.16b na estrutura de viga acoplada com uma camada piezoelétrica
(Figura 5.4a), tem-se as FRFs e os diagramas de dispersão demonstrados na Figura 5.17.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.17 – Viga-PZT conectada em circuito shunt LC: a) FRF com shunt LC em série;
b) FRF com shunt LC em paralelo; c) Diagrama de dispersão com shunt
LC em série; d) Diagrama de dispersão com shunt LC em paralelo.

Semelhante ao que acontece no caso com circuito shunt indutivo puro, as Figuras
5.17a e 5.17b demonstram que um pico de ressonância pode ser convertido em dois picos
graças ao componente indutivo correspondente do circuito shunt externo. Contudo, a
Figura 5.17b comprova que a localização da impedância geral é um fator determinístico
para que ocorra a separação do pico de ressonância em uma determinada frequência. As
Figuras 5.17c e 5.17d apresentam os diagrama de dispersão onde os modos propagantes
dispersivos de flexão (linha laranja) possuem uma alteração exatamente na frequência
sintonizada pela impedância, porém a alteração é maior no caso com o circuito shunt LC
em série. Os modos longitudinais de ambas as configurações não demonstram alteração.

Aplicando as impedâncias gerais das 5.16a e 5.16b nas estruturas de viga acoplada
com duas camadas piezoelétricas em série e paralelo (Figuras 5.4b e 5.4c), tem-se as FRFs
e os diagramas de dispersão demonstrados na Figura 5.18.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.18 – PZT-viga-PZT conectada em circuito shunt LC: a) FRF com PZTs conecta-
dos em série e paralelo ao shunt LC em série; b) FRF com PZTs conectados
em série e paralelo ao shunt LC em paralelo; c) Diagrama de dispersão com
PZTs conectados em série ao shunt LC em série; d) Diagrama de dispersão
com PZTs conectados em série ao shunt LC em paralelo; e)Diagrama de dis-
persão com PZTs conectados em paralelo ao shunt LC em série; f) Diagrama
de dispersão com PZTs conectados em paralelo ao shunt LC em paralelo.

Nas Figuras 5.18a e 5.18b, estão representadas as FRFs do elemento viga acoplada
com PZTs bimorfos conectados em série (s) e paralelo (p) com os circuito shunt LC com
topografia em série (s) e paralelo (p). Percebe-se que os circuitos com os PZTs ligados em
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série apresentam uma resposta com comportamento mais semelhante ao comportamento
proporcionado pelo circuito shunt indutivo. Já os circuitos com os PZTs ligados em paralelo
apresentam um comportamento mais parecido com o do circuito shunt capacitivo. De forma
geral, os efeitos dos circuitos LC em série e paralelo apresentam um comportamento similar,
porém uma diferente frequência de sintonização é determinada em cada configuração.

As Figuras 5.18c e 5.18e apresentam os diagramas de dispersão da viga acoplada
aos PZTs conectados em série e paralelo ao circuito shunt LC em série, respectivamente. Já
as Figuras 5.18d e 5.18f apresentam os diagramas de dispersão da viga acoplada aos PZTs
conectados em série e paralelo ao circuito shunt LC em paraleo. Em ambos os diagramas
de dispersão com shunt LC, percebe-se efeitos, localizados na frequência de projeto, em
todos os modo dispersivos e não dispersivos da estrutura.

5.2.5 Circuito shunt RL

As relações de impedância do circuito shunt resitor-indutor RL partem da soma
das impedâncias dos circuitos shunt indutor puro e resistor puro. Logo, para fins de
comparação, as impedâncias gerais do circuito RL em série e paralelo, demonstradas na
Figura 5.19, utilizam os valores de indutor 𝐿 = 0.148𝐻 e resistor 𝑅 = 33Ω.

(a) (b)

Figura 5.19 – Impedância geral do circuito shunt RL nas configurações: a) Série; b) Para-
lelo.

Os circuitos shunt RL são conhecidos pela possibilidade de atenuação de vibração.
Apesar dos valores do indutor e do resistor utilizados serem iguais para as configurações
em série e paralelo, a impedância da configuração série apresenta um comportamento
semelhante a impedância geral de um circuito shunt indutivo puro, porém o pico gerado
possui uma amplitude dependente da resistência. Já a impedância da configuração paralelo
remete a um comportamento semelhante a impedância geral de um circuito shunt resistivo
puro. Contudo, aplicando as impedâncias gerais das Figuras 5.19a e 5.19b na estrutura de
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viga acoplada com uma camada piezoelétrica (Figura 5.4a), tem-se as FRFs e os diagramas
de dispersão demonstrados na Figura 5.20.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.20 – Viga-PZT conectada em circuito shunt RL: a) FRF com shunt RL em série;
b) FRF com shunt RL em paralelo; c) Diagrama de dispersão com shunt
RL em série; d) Diagrama de dispersão com shunt RL em paralelo.

Na Figura 5.20a é demonstrado o efeito de atenuação proveniente do circuito
shunt RL em série. Esse efeito de atenuação não acontece no caso com o circuito shunt
RL em paralelo (Figura 5.20b), porém percebe-se um pequeno amortecimento nos picos
de ressonância próximos de 190 e 1000 Hz. O diagrama de dispersão da Figura 5.20c
demonstra que o modo propagante dispersivo de flexão da estrutura viga-PZT (linha
laranja) apresenta um comportamento semelhante ao modo dispersivo de flexão da estrutura
viga (linha preta), porém o modo da viga-PZT apresenta uma alteração exatamente na
propagação exatamente na frequência sintonizada. O modo longitudinal (linha roxa) não
apresenta alteração, mas o modo da impedância (linha azul) apresenta uma alteração com
comportamento similar a impedância geram em função da frequência (Figura 5.19a). Já
na Figura 5.20d o comportamento de ambos os modos são similares ao modos do caso de
conecção com circuito shunt resistivo (Figura 5.8d).

Aplicando as impedâncias gerais das Figuras 5.19a e 5.19b nas estruturas de viga
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acoplada com duas camadas piezoelétricas em série e paralelo (Figuras 5.4b e 5.4c), tem-se
as FRFs e os diagramas de dispersão demonstrados na Figura 5.21.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.21 – PZT-viga-PZT conectada em circuito shunt RL: a) FRF com PZTs conecta-
dos em série e paralelo ao shunt RL em série; b) FRF com PZTs conectados
em série e paralelo ao shunt RL em paralelo; c) Diagrama de dispersão com
PZTs conectados em série ao shunt RL em série; d) Diagrama de dispersão
com PZTs conectados em série ao shunt RL em paralelo; e)Diagrama de dis-
persão com PZTs conectados em paralelo ao shunt RL em série; f) Diagrama
de dispersão com PZTs conectados em paralelo ao shunt RL em paralelo.
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Nas Figuras 5.21a e 5.21b são demonstradas as FRFs do elemento viga acoplada
com dois PZTs bimorfos conectados em série (s) e paralelo (p) com os circuito shunt RL
com topografia em série (s) e paralelo (p). Percebe-se que somente as respostas dos circuitos
shunt RL em série apresentam a atenuação da vibração na frequência em que a impedância
é sintonizada próxima de 1000 Hz, porém n condição em que os PZTs são conectados em
paralelo ao shunt RL em série tem-se uma alteração na frequência sintonizada para 500 Hz.
Os diagramas de dispersão das Figuras 5.21d e 5.21f demonstram que não existe alteração
em todos os modos dispersivos e não dispersivos para os casos com o circuitos shunt RL
em paralelo. Já as Figuras 5.21c e 5.21e, demonstram que exitem alterações em todos os
modos dispersivos e não dispersivos especificamente na frequência tunada pela impedância
geral do circuito shunt RL em série.

5.2.6 Circuito shunt RLC

As relações de impedância do circuito shunt resitor-indutor-capacitor RLC são
semelhantes as impedâncias do circuito shunt resitor-indutor RL. Logo, para fins de
comparação, as impedâncias gerais do circuito RLC em série e paralelo utilizam os valores
de indutor 𝐿 = 0.148𝐻, resistor 𝑅 = 33Ω e capacitor 𝐶 = 1𝐾𝑛𝐹 . Na Figura 5.22
são demonstradas as impedâncias gerais do circuito shunt RLC em série e paralelo com
alterações para o valor do resistor.

(a) (b)

Figura 5.22 – Impedância geral do circuito shunt RLC nas configurações: a) Série; b)
Paralelo.

Os circuitos shunts RL e RLC das Figuras 5.19a, 5.19b, 5.22a e 5.22b, demonstram
basicamente o mesmo comportamento de impedância quando associados a semelhantes
configurações série e paralelo. Também conhecidos como circuitos shunts ressonantes, os
circuitos RL tornam-se os circuitos RLC quando são acoplados a um piezoelétrico, porém
a diferença está na capacidade de ajustar a rigidez, onde RL é limitado a capacitância
piezoelétrica 𝐶𝑇

𝑝 e RLC é limitado a seu próprio capacitor 𝐶𝑆𝐻 , que pode assumir um valor
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apropriado para ajustar a rigidez em uma faixa de frequência desejada. Contudo, aplicando
as impedâncias gerais de resistor 𝑅 = 33 das Figuras 5.19a e 5.19b na estrutura de viga
acoplada com uma camada piezoelétrica (Figura 5.4a), tem-se as FRFs e os diagramas de
dispersão demonstrados na Figura 5.23.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.23 – Viga-PZT conectada em circuito shunt RLC: a) FRF com shunt RLC em
série; b) FRF com shunt RLC em paralelo; c) Diagrama de dispersão com
shunt RLC em série; d) Diagrama de dispersão com shunt RLC em paralelo.

O efeito de atenuação causado pelo circuito shunt RLC em série é demonstrado
na Figura 5.23a. Essa atenuação acontece de forma semelhante ao caso fornecido pelo
circuito shunt RL em série (Figura 5.20a). A propagação da onda retratada nos diagrama
de dispersão dos casos do circuito shunt RLC em série e paralelo (Figura 5.23c e 5.23d)
também apresentam os mesmos comportamentos dos diagramas de dispersão do caso
com circuito shunt RL de topografia associada. Assim, percebe-se que para essa condição
específica retratada, não existe influência visível que seja oriunda do capacitor externo
𝐶 = 1𝐾𝑛𝐹 .

Aplicando as impedâncias gerais das Figuras 5.22a e 5.22b nas estruturas de viga
acoplada com duas camadas piezoelétricas em série e paralelo (Figuras 5.4b e 5.4c), tem-se
as FRFs e os diagramas de dispersão demonstrados na Figura 5.24.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.24 – PZT-viga-PZT conectada em circuito shunt RLC: a) FRF com PZTs co-
nectados em série e paralelo ao shunt RLC em série; b) FRF com PZTs
conectados em série e paralelo ao shunt RLC em paralelo; c) Diagrama
de dispersão com PZTs conectados em série ao shunt RLC em série; d)
Diagrama de dispersão com PZTs conectados em série ao shunt RLC em
paralelo; e)Diagrama de dispersão com PZTs conectados em paralelo ao
shunt RLC em série; f) Diagrama de dispersão com PZTs conectados em
paralelo ao shunt RLC em paralelo.

O comportamento de ambas as respostas oriundas do circuito shunt RLC, presentes
na Figura 5.24, apresentam comportamento semelhante as respostas oriundas do caso
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com circuito shunt RL (Figura 5.21). A conslusão dessa semelhança comportamental está
associada diretamente com a homogeneidade das impedâncias gerais que são influenciadas
pelos valores de capacitância piezoelétrica 𝐶𝑇

𝑝 e de capacitância externa do circuito shunt
𝐶 = 1𝐾𝑛𝐹 . Contudo, uma diversificação entre as impedâncias dos circuitos shunt RL e
RLC pode ser melhor ministrada com a presença do componente capacitivo específico,
visto que este elemento proporciona ajustes de locação de picos em determinadas faixas de
frequência.

5.3 Multi-impedâncias

Uma variação de impedância pode ser criada a partir da junção de impedâncias
ajustadas para atenuar em mais de uma frequência determinada. No caso do circuito shunt
ressonante RL em série, dois pontos distintos de frequência podem ser ministrados com a
escolha de uma topografia que mescla dois circuitos shunt RL. A Figura 5.25 mostra a
representação topográfica do circuito multi-ressonante shunt RL.

(a) (b)

Figura 5.25 – Ilustração de um shunt RL multi-ressonante: a) Conecção de dois circuitos
RL-shunt equivalente de um piezo transdutor; b) Esboço de componentes
eletrônicos ressonantes do circuito multi-ressonante shunt.

O circuito multi-ressonante da Figura 5.25 trata a corrente elétrica como uma
espécie de filtro dissipador dependente dos valores de indutor e resistor. Logo, a impedância
geral do circuito multi-ressonante pode ser demonstrada em função da frequência tunada,
conforme mostra a Figura 5.26.
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(a) (b)

Figura 5.26 – Impedâncias ressonântes: a) Tunada em 556 e 1101 Hz; b) Tunada em 1101
e 1831 Hz.

Na Figura 5.26a as frequências 𝜔𝐿 escolhidas foram 556 e 1101 Hz, e na Figura
5.26b as frequências 𝜔𝐿 escolhidas foram 1101 e 1831 Hz. Assim, aplicando as relações
nodais espectrais da seção 4.3, pode-se conectar o circuito shunt multi-ressonante na
estrutura de viga acoplada com uma camada piezoelétrica (Figura 5.4a). A Figura 5.28
demonstra as FRFs resultantes dessa conexão.

(a) (b)

Figura 5.27 – Viga acoplada com uma camada piezoelétrica conectada em circuito shunt
multi-ressonante em série: a) FRF com shunt multi-ressonante tunado em
556 e 1101 Hz; b) FRF com shunt multi-ressonante tunado em 1101 e 1831
Hz;

As Figuras 5.27a e 5.27b demonstram as atenuações nas FRFs resultantes do acopla-
mento do circuito shunt multi-ressonante na viga acoplada com uma camada piezoelétrica.
Essas atenuações acontecem especificamente nos picos de ressonância localizados em 556 e
1101 Hz para a primeira conexão shunt, e 1101 e 1831 Hz para a segunda conexão shunt.
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(a) (b)

Figura 5.28 – Viga acoplada com uma camada piezoelétrica conectada em circuito shunt
multi-ressonante em série: a) Diagrama de dispersão com shunt multi-
ressonante tunado em 556 e 1101 Hz; b) Diagrama de dispersão com shunt
multi-ressonante tunado em 1101 e 1831 Hz.

As atenuações resultantes dos circuitos shunt multi-ressonante também podem
ser observadas pelo diagrama de dispersão. Nas Figuras 5.28a e 5.28b, percebe-se que as
propagações de ondas apresentam alterações localizadas na mesma frequência em que
as impedâncias gerais são tunadas. Além disso, é observável que existe uma relação de
proporção entre as deformações nas propagações das ondas e as respectivas atenuações.

5.4 Viga acoplada a quatro piezoelétricos conectados em circuitos
shunt ressonante

Além das variações geométricas demonstradas na Figura 5.4, tem-se algumas estru-
turas que utilizam o acoplamento de PZTs de forma periódica para se atingir determinadar
características de controle vibracional e propagação de onda. Na Figura 5.29 está demons-
trada uma geometria que consiste no acoplamento periódico de quatro PZTs unimorfos,
ambos conectados a circuitos shunt.

(a)

Figura 5.29 – Ilustração de uma viga acoplada com quatro PZTs conectados no circuito
shunt.
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Utilizando a impedância geral do circuito shunt ressonante RL em série da Figura
5.19a para conectar nos PZTs unimorfos da Figura 5.29, tem-se as relações de FRFs
demonstradas na Figura 5.30.

(a) (b)

Figura 5.30 – Comparações das FRFs de uma viga com acoplamentos de 1 à 4 PZTs
conectados em circuito shunt ressonante: a) FRFs com o shunt desligado; b)
FRFs com o shunt ressonante ligado.

Na Figura 5.30 está demonstrada uma comparação entre as FRFs de um smart
material com shunt ressonante desligado e ligado. O efeito de atenuação acontece somente
quando shunt está ligado, e a atenuação fica localizada na frequência onde a impedância
geral é tunada. Na Figura 5.30b, percebe-se que quanto maior é o número de PZTs
acoplados na estrutura, maior é o efeito de atenuação na frequência sintonizada.

Figura 5.31 – Diagrama de dispersão de uma viga acoplada com quatro PZTs conectados
em circuito shunt ressonante.

Na Figura 5.31, está demonstrado o diagrama de dispersão da viga acoplada com
quatro PZTs conectados em circuito shunt ressonante. Uma alteração na propagação da
onda é nítida na frequência tunada de 981 Hz, onde um espalhamento de ondas remete
à condição de Bragg. Essa condição é formada pela combinação das ondas parcialmente
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refletidas em planos igualmente espaçados e paralelos. Assim, como a Figura 5.29 possui
uma periodicidade de acoplamentos piezoelétricos, tem-se que a ondas moduladas pelas
interferências contrutivas e destrutivas do circuito shunt formam a onda espalhada. Contudo,
segundo Miranda Jr. et al. (2020), a onda espalhada é aquela para a qual a diferença de
fase é igual a um número inteiro de comprimentos de onda.

Em resumo, neste capítulo observa-se que a utilização do PZT para atenuar
vibrações e propagações de onda é abrangente à diversas topografias de circuito shunt.
O comportamento vibracional demonstrado pelas FRFs comprovam os efeitos oriundos
de cada configuração shunt aqui abordada. Da mesma forma, as propagações das ondas
demontradas nos diagramas de dispersão também comprovam os efeitos de atenuação.
Contudo, salienta-se que apesar deste trabalho trazer um estudo de topografias muito
utilizadas nas literaturas, ainda existem diversas combinações topográficas passíveis de
utilização para controlar ou impor algum efeito nas vibrações e propagações de ondas.
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6 Conclusão

Neste trabalho foi apresentada uma abordagem de análise dinâmica para uma viga
de alumínio acoplada com uma e duas camadas de piezoelétricos. Os piezoelétricos foram
associados com circuitos shunt resistivo, indutivo, capacitivo, LC série e paralelo, RL série
e paralelo, e RLC série e paralelo. O modelo para representar a estruturas foi baseado no
Método dos Elementos Espectrais em conjunto com o Método de Matriz de Transferência.
A implementação aconteceu no software MatLab, e os resultados foram representados na
forma de FRF e de diagrama de dispersão.

A princípio, no capítulo 3 são abordadas formulações gerais, formulações de viga
de Euler-Bernoulli e formulaçoes de viga de Timoshenko, ambas utilizando o Método de
Elemento Espectral. Posteriormente, a formulação do MMT é abordada para calcular a
propagação de ondas nos casos em que existir mais de um elemento viga ou quando o
elemento possui piezoelétrico conectado à um circuito shunt. Por fim, para representar as
estruturas inteligentes foram realizadas três modelagens utilizando o MEE. Dois modelos
para a estrutura viga de Euler-Bernoulli com uma camada piezoelétrica unimorfo e um
modelo de viga de Timoshenko com duas camadas de piezoelétricos bimorfos.

No capítulo 4, a formulação do piezoelétrico acoplado ao circuito shunt é apresen-
tada. O acoplamento do circuito shunt no piezoelétrico é relacionado pelas propriedades
eletromecânicas de admitância e impedância que cada tipo de shunt possui. As configura-
ções topográficas de cada circuito shunt são apresentadas e associdas com as respectivas
admitâncias, impedâncias e demais características eletromecânicas.

No capítulo 5, são apresentadas as respostas das análises realizadas para as estrutu-
ras com os efeitos dos acoplamentos piezoelétricos ligados em circuitos shunt. No primeiro
momento, o comportamento dinâmico do elemento viga é comparado aos comportamentos
dos elementos viga com uma e duas camdas piezoelétricas sem o circuito shunt. Posterior-
mente, analises comparativas com elementos viga com uma e duas camadas piezoelétricas
são realizadas nas condições de conecção com o circuito shunt em curto-circuito, circuito
aberto e as demais topografias abordadas no capítulo 4.

Em resumo, dentre os efeitos observados de cada topografia analisada, tem-se que
a topografia de circuito resistivo puro apresentou um efeito de amortecimento estrutural
na estrutura. Já a topografia do circuito indutivo puro apresentou um efeito de separação
de pico de ressonância. No circuito capacitivo observou-se alterações nas posições dos

71



picos de ressonância e antiressonacia na frequencia, semelhante a um efeito de mudança
na rigidez. Consequentemente, no circuito LC observou-se um comportamento semelhante
ao do circuito indutivo puro, porém com uma alterção na rigidez que é semelhante ao que
acontece no circuito capacitivo. Por fim, os circuitos RL e RLC apresentaram praticamente
os mesmos comportamentos, sendo que ambos demonstraram antenuações em frequência
de projeto para a configuração em série e relações de amortecimento para a configuração
paralelo.

Visto que o circuito ressonânte apresentou a melhor atenuação, uma topografia do
circuito multi-ressonante foi abordada para analise de FRF e de diagrama de dispersão,
onde constatou-se a versatilidade dessa topografia para atenuar a vibração em duas
faixas de frequência de projeto. Posteriormente, uma estrutura de viga acoplada com 4
PZT distribuidos de forma periódica foi analisada com o circuito shunt ressonate, onde
constatou-se um efeito de espalhamento de onda conhecido pelo termo esplhamento de
Bragg.

Os métodos propostos no presente trabalho apresentaram boa viabilidade para
as estruturas analisadas. Logo, vale salientar que utilização do MEE e do MMT para
representar os controles vibracionais e de propagação de ondas dos piezoelétricos com
circuitos shunt, apresentou resultados satisfatórios. No entanto, ficaram evidente a exitência
de problemas passíveis de estudos complementares, conforme está descrito na subseção
6.0.2.

6.0.1 Contribuições

Dentre as contribuições presentes neste trabalho destaca-se os seguintes tópicos:

• Utilização do Método de Elementos Espectrais e do Método de Matriz de Transfe-
rência Espectral para aplicações de controle vibracional passivo e de propagação de
onda com o circuito shunt;

• Dircurssão dos efeitos vibracionais e de propagação de onda para as estruturas
de viga com uma e duas camadas de piezoelétricos conectados em circuito shunt
resistivo, indutivo, capacitivo, LC série e paralelo, RL série e paralelo, e RLC série e
paralelo;

• A análise do efeito de amortecimento estrutural oriundo do circuito shunt resistivo;

• A análise do efeito de atenuação unimodal com o circuito shunt RL e RLC, ambos
série;

• A análise do efeito das tecnicas de controle multimodal com o circuito shunt resso-
nante;
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• A análise do efeito de Bragg em uma viga acoplada com 4 PZTs conectados com
circuito shunt ressonante;

6.0.2 Trabalhos Futuros

Com a implementação realizada, outras possibilidades de extensão são sugeridas
para trabalhos futuros, tais como:

• Validar as análises com experimentos e com outros métodos numéricos;

• Investigar o efeito de Bragg em outras combinações de estruturas e circuitos shunt;

• Investigar o efeito de Band Gap em combinações de estruturas com circuitos shunt;

• Discutir influências relacionadas ao tamanho e propriedades dos piezoelétricos;

• Utilizar o MEE para modelar estruturas flexíveis mais complexas com diferentes
combinações de circuitos shunt;

6.0.3 Publicações

Durante o desenvolvimento desta dissertação foram publicados os seguintes traba-
lhos:

• MOURA, B. B.; MACHADO, M. R. Analysis of vibration attenuation in a beam
coupled with a piezoelectric in configuration shunt using the spectral element method.
25th International Congress of Mechanical Engineering,COBEM, Uberlândia, MG,
2019.

• MACHADO, M. R. et al. Flexural waves propagation in piezoelectric metamaterial
beam. 15th International Conference Dynamical Systems - Theory and Applications,
Lodz, Poland, 2019.

• MACHADO, M. R. et al. Spectral element approach for flexural waves control in
smart material beam with single and multiple resonant impedance shunt circuit.
Journal of Computational and Nonlinear Dynamics, 2020.

• MOURA, B. B. et al. Vibration and wave propagation control in a smart metamaterial
beam with periodic arrays of shunted piezoelectric pathes. 49th International Congress
and Exposition on Noise Control Engineering, INTER-NOISE, Seoul, Korea, 2020.
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