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Resumo

Faremos um breve estudo sobre corpos locais para obter alguns resultados para corpos
p-adicos. Aproveitando esse estudo, juntamos neste trabalho algumas versoes do Lema de
Hensel. E baseado nos artigos de Alemu [1] e de Brink, Godinho e Rodrigues [3] veremos
algumas condigoes suficientes sobre o nimero de varidveis para a solubilidade de sistemas
de equagoes diagonais sobre corpos p-adicos.

Palavras-chaves: corpos locais; corpos p-adicos; lema de Hensel; sistema de equagoes
diagonais.
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Abstract

We will make a brief study of local fields to obtain some results for p-adic fields. Enjoying
this study, we join in this work some versions of the Hensel’s Lemma. Based on the articles
of Alemu [1| and Brink, Godinho and Rodrigues [3|, we see some sufficient conditions on
the number of variables for the solubility of diagonal systems of equations on p-adic fields.

Key words: local fields; p-adic fields; Hensel’s lemma; diagonal system of equations.
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Introducao

A existéncia, ou nao, de solu¢oes para equagcoes é um tema frequente na matemaética.
O tema da nossa dissertacao é a busca de condic¢oes suficientes para que um sistema de
polinémios homogéneos de grau k tenha zero nao-trivial dentro do corpo dos ntmeros
p-adicos, teoria proposta por Kurt Hensel em 1897.

Em 1920, Emil Artin fez a seguinte conjectura

Um sistema com R formas de grau k com N wvaridveis sobre um corpo
p-ddico K tem zero nao-trivial em K se N > Rk* + 1.

Para formas diagonais e K = Q,, a conjectura foi provada por Davenport e Lewis para
uma equagao [8] e para duas equagdes quando k é impar [9]. Eles ainda mostraram que,
em ambos os casos, a condicado N = REk?* + 1 quando k = p — 1, para um primo p, é
suficiente para que o sistema tenha solucao nao-trivial.

No entanto, para o caso geral, essa afirmacao é falsa como foi mostrado por Guy
Terjanian [25] em 1966. Ele construiu um polinémio homogéneo de grau 4 sobre @y com 18
variaveis que nao admite zero nao-trivial. No caso de sistemas de formas simultaneamente
diagonais, ainda acredita-se na conjectura. Assim, muitos matematicos tem voltado seus
estudos para obter a melhor condicao sobre o ntimero de variaveis que garanta solucao
de um sistema mas os resultados obtidos até agora sao distantes do sugerido por Artin.
Davenport e Lewis [10] mostraram que basta termos

- [9R%k log(3Rk)], se k é impar
[48R?K? log(3RK?)], se k é par diferente de 2

para que o sistema tenha solucao nao-trivial em Q,, para todo primo p. Ja Low, Pitman
e Wolf [17] provaram que o sistema tem zero nao-trivial em Q, se o nimero de variaveis

satisfaz
N { [48RK? log(3Rk?)], se k>2

2R%k logk, se k é fmpar e suficientemente grande

1



Introducao 2

E Briidern e Godinho [5] mostraram que

N>{R3k2, se R>3e¢ek>3

36k%, se R=3ek=2"comn €N

¢ suficiente para que exista solucao nao-trivial em Q,. Ainda para K = Q,, o resultado
mais recente, provado por Michael Knapp [15], ¢ que N > 4R?*k? ¢ condigao suficiente
para que o sistema tenha zero nao-trivial.

Agora, se K for uma extensao de Q, de grau n entao, para R = 1, temos zero nao-
trivial em K se
N > (27 + 3)*(d*k)*, onde d = (m,p’ — 1),

segundo Birch [2] ou se
N > 16n*(log k)*k?,

como demonstrado por Dodson [11].

Também para R = 1, Alemu [1] mostrou que

Teorema 1. Se o polinémio tiver N varidveis satisfazendo

N> dnk? —nk+1, p=2
max{3nk? — nk + 1,2k% — k?}, p >3

entao existe zero nao-trivial em K

E o trabalho mais recente ¢ o do Skinner [23] onde ele prova que N > kS7+* ¢ suficiente
para que uma forma diagonal tenha solu¢ao nao-trivial em K.

Agora, para R arbitrario, temos trés importantes resultados:

Teorema 2. O sistema homogéneo de R polindmios de grau k tem solu¢ao nao-trivial se
o mimero de varidveis N for maior ou igual a R*k***"7 onde k = p™m com (p,m) = 1.

Teorema 3. O sistema com R equacoes de grau k tem solugdo nao-trivial se o nimero
de varidveis N € maior que 4nR?k?.

Teorema 4. Um sistema com R equagoes de grau k tem solu¢ao nao-trivial se o nimero
de varidveis N é maior que (Rk)* ™, onde k = p™m com (p,m) = 1.

O Teorema 2 foi obtido por Knapp [15] e os Teoremas 3 e 4 por Brink, Godinho e
Rodrigues [3]. Note que o Teorema 3 é uma generalizagdo do resultado apresentado por
Knapp para K = Q, e o Teorema 4, ao contrario do Teorema 2, nao depende do grau
da extensao n. Além disso, podemos comparar esse ultimo resultado com o obtido por
Skinner quando R = 1.

Neste trabalho, comegamos com o estudo dos corpos locais e suas propriedades pois
os corpos p-adicos sao exemplos destes. Veremos as subestruturas dos corpos locais como
o anel dos inteiros, os ideais desse anel e a estrutura dos anéis quocientes. Além disso,
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introduziremos as fungoes logaritmo e exponencial p-adicos para estabelecermos um homo-
morfismo entre duas subestruturas dos corpos p-adicos. Os resultados dos dois primeiros
capitulos servirao de base para o nosso estudo sobre a existéncia de solucoes para os sis-
temas de polindbmios homogéneos. Finalmente, no capitulo 3, estudaremos os trabalhos
desenvolvidos por Alemu [1] e Brink, Godinho e Rodrigues [3]| a fim de demonstrarmos os
teoremas 1, 3 e 4.



CAPITULO 1

Corpos Locais

Neste capitulo veremos muitas defini¢oes e resultados basicos, necessarios para a leitura
dos capitulos seguintes.

1.1 Propriedades Gerais

Defini¢ao 1. Seja K um corpo. A aplicagao v : K — Z U {oo} é uma valoriza¢ao sobre
K se,Va,be K:
(i) v(a) =00 < a=0;
(i) v(ab) =v(a)+ v(b);
(iii) v(a+b) = min{v(a),v(b)}.
Exemplo 1. Considere K = QQ e p um primo. Podemos escrever

x :p”%, com (ab,p) =1,

para todo z racional ndo nulo. Defina v,(z) = n se z € Q\{0} e v,(0) = co. Entao v, é
uma valorizagao que chamamos de wvalorizacao p-ddica.

Definigao 2. Seja K um corpo. A aplicagao | - | : K — R é um wvalor absoluto sobre K
se existir a € R fixo tal que:

(i) |a| 2 0,Vae K, e |a| =0« a=0;
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(ii) |ab| = |al|b|, Va,b e K;

(ili) || <1=1+a|<a

Um exemplo classico é o valor absoluto trivial | - |y dado por

0 se a=0,
lalo =

1 caso contrario.

Outro exemplo importante é o valor absoluto p-ddico definido sobre K = Q por

2], = p U@ ge x € Q\{0}
P 0 se x =0

onde v, ¢ a valorizagao p-adica sobre Q.

Escolhemos (iii) como o terceiro axioma ao invés da desigualdade triangular pois em
alguns contextos ¢ consideravelmente mais simples mostrar (iii).

Segue da defini¢ao as seguintes propriedades:

Propriedades 1. Seja | - | um valor absoluto sobre K. Temos

a
b) se |a"| =1, entdo |a| = 1;

) It
)
c) | =1 =1, logo | —a| = lal;
)
)

d) [a™"| = [a|™
e) se K é um corpo finito, entao | - | é trivial.
Demonstracao:
a) Temos que 1 = 1% dai |1| = |1?| = |1|?, por (ii). Como |1| # 0, concluimos que
1] = 1.
b) Por (ii), 1 = |a™| = |a|". Como valor absoluto ¢ uma aplicagdo que assume valores

reais, segue que |a| = 1.
c¢) Temos (—1)*> =1 entao |1| = | — 1|* e essa propriedade segue por b).
d) Por (ii) e (a), |a"||a|™ = |a"a™| = |1] = 1. Portanto, |a™"| = |a|™".

e) Se K ¢ finito entdo existe n € N tal que " = 1,Va € K\{0}. Pelos itens a) e b),

temos |a| = 1,Va # 0. m

Lema 1.1. Se | - | € um valor absoluto sobre K e X é um real positivo, entao || - || = | - |*
¢ um valor absoluto sobre K.
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Demonstracdo: (i) e (ii) sdo 6bvios. Para mostrar (iii), tome a; = o*. Para todo a € K
com ||a|| < 1 temos |a| < 1 (pois, como A é positivo e |a|* < 1 segue que |a| < 1), dai
|1+ a] < a. Assim, |[1+a|| =1 +a]* < o = . [ |
E facil verificar que | - |* = || - || para A real positivo define uma relacio de equivaléncia
no conjunto dos valores absolutos. Neste caso, dizemos que esses valores absolutos sao

equivalentes e temos a seguinte notagao | - | ~ || - ||.

Lema 1.2. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que o valor absoluto | - | satisfaca
a desigualdade triangular é que podemos tomar o = 2 na defini¢ao 2.

Note que se tivermos « < 2 na definigao 2 entao (iii) vale, em particular, para a; = 2
e portanto o valor absoluto satisfaz a desigualdade triangular pelo lema acima.

Em geral, vamos nos preocupar apenas com as propriedades de classes de equivaléncia
de valores absolutos. Assim, o Lema 1.2 nos permitird usar a desigualdade triangular
e suas propriedades conhecidas, pois como corolario deste lema segue que todo valor
absoluto é equivalente a um que satisfaz a desigualdade triangular (basta tomar A\ = log,, 2
se a > 2edefinir || - || =] - |}).

Demonstracao do Lema 1.2 Suponha que a desigualdade triangular seja satisfeita.
Entao, Va € K tal que |a| < 1,

I1+al <|1]+|a| < 2.
Para mostrar a suficiéncia, suponha o = 2. Tome ay,a; € K com |a;| = |az|, entdo
la] <1, onde as = aay. Dai,
\al + CLQ| = ‘1 + CLHCLl‘ < 2|CL1|,
isto é,
a1 + a| < 2max{|a1], |az|}

Por indugao sobre n, encontramos

a1+ | < 2 max{lay]j = 1,...2"}.

Agora, sejam ay,...,ay € K. Tome n de forma que 2"! < N < 2" e defina ay,, =
- = ayn = 0. Entao

lar + -+ +an| < 2"max{|q;[,j=1,...N} < 2ijax{|aj|}

Em particular, tomando a; =1, j =1,..., N, temos |N| < 2N, ou seja, temos um limite
para o valor absoluto de todo inteiro positivo.

Sejam b, c € K e n um inteiro positivo. Entao
Z (n) b'e" ' < 2(n + 1) max {‘ (n) b
? i 7

1=0
n . .
bZ n—
(0] w1}

|b+c|" =

= 2n+ 1)miax{
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< 4(n+ 1) max { (ZL) Ibi||6”‘i|}

n\,. . ,
< e (7wt
< A+ 1)([b] + |e))™
Tomando a raiz n-ésima e fazendo n — 0o sobre os reais, obtemos
|b+ el < b + e,
pois o limite de (L/m quando n tende a infinito é 1. |

Uma consequéncia da desigualdade triangular é
lla| = [blloc < |a —b],

onde | - | € 0 valor absoluto dos reais. A prova dessa desigualdade é a mesma que fazemos
para o valor absoluto dos reais.

Definigao 3. O valor absoluto | - | sobre um corpo K é nao-arquimediano quando podemos
tomar a = 1 na definicao 2. E é arquimediano caso contrério.

O valor absoluto trivial ¢ um exemplo de valor absoluto nao-arquimediano e o valor
absoluto | - |« sobre R é arquimediano.

Lema 1.3. O valor absoluto | - | sobre K € nao-arquimediano se, e somente se, satifaz a
desigualdade ultramétrica

la + b] < max{|al, |b|},Va,be K.

Além disso, todo valor absoluto equivalente a um valor absoluto nao-arquimediano € nao-
arquimediano.

Demonstragao: Seja | - | um valor absoluto nao-arquimediano. Suponha que |a + b| >
max{|a|, |b|} para algum a e algum b. Podemos supor |a| > |b|, dai |¢| < 1 onde b = ac.
Portanto,

lal < la+0] = la[|1 + ¢] < al.

Absurdo! Isso mostra a necessidade de termos a desigualdade ultramétrica.

Agora, suponha que | - | satisfaga a desigualdade ultramétrica. Seja a € K tal que
la| < 1, entao
|a + 1] < max{|al, [1[} = L.

O que completa a demonstracao.

Sejam | - | e || - || dois valores absolutos nao-arquimedianos e equivalentes. Ou seja,
a = 1 e existe A real positivo tal que || - || = | - |*. Pela demonstragao do Lema 1.1,
temos que oy = o = 1. |
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Se o valor absoluto é nao-arquimediano, entao pelo lema acima temos que [b] <
max{|a + b|, |a|},Va,b € K. Supondo |a| < |b], essa desigualdade se torna |b| < |a + b|.
Mas, pela desigualdade ultramétrica, |a + b| < |b|, logo |a + b| = |b|. Assim provamos o
seguinte resultado:

Lema 1.4. Seja | - | um valor absoluto nao-arquimediano. Se |a| < |b|, entio |a+b| = |b|.

Lema 1.5. Um valor absoluto | - | sobre o corpo K € nao-arquimediano se, e somente se,
la| < 1, para todo a no anel gerado por 1 (Z se car(K) = 0 e F, se car(K) =p) em K.

Demonstra¢ao:  Primeiro vamos mostrar que a condigdo é necessaria. Se | - | é nao-
arquimediano entao
2l =1+1] <1,

pela desigualdade ultramétrica. Segue por inducao e pela Propriedade 1 (¢) que |n| < 1,
para todo n no anel gerado por 1.

Vamos argumentar de forma analoga a demonstracao do Lema 1.2 para mostrar a
suficiéncia. Pela observagao feita apos o enunciado do Lema 1.2, podemos supor que | - |
satisfaz a desigualdade triangular. Entao, para a,b € K e n inteiro positivo, temos

> ()] <3|C)

1=0
< D 1A < (n+ 1) (maxf[al, [b]})"
=0

n

>

1=0

o+ 6" = ']

onde a segunda desigualdade segue da hipdtese que |m| < 1 para todo m no anel gerado
por 1. Agora, tome a raiz n-ésima e faga n — o0o. O resultado segue pelo Lema 1.3. W

O valor absoluto p-adico sobre Q é nao-arquimediano. De fato, v(a), > 0, para todo
a € Z (o anel gerado por um). Assim, |al, < 1, para todo a € Z. A conclusao segue pelo
lema acima.

Corolario 1.1. Sejam K C F corpos e seja | - | um valor absoluto em F. Entao | - | é
nao-arquimediano em F se, e somente se, sua restricao a K € nao-arquimediana.

Demonstragao: Basta observar que (1) C K C F, onde (1) = anel gerado por 1. [ |

Corolario 1.2. Se K tem caracteristica prima, entdo toda valorizacao em K € ndao-
arquimediana.

Demonstracao: Lembre que se K tem caracteristica prima entao contém um corpo finito.
Pela Propriedade 1 (d) toda restrigdo de um valor absoluto a tal corpo é o valor absoluto
trivial que é nao-arquimediano. |

Vamos introduzir algumas nogoes de analise no contexto de corpos com valores abso-
lutos para falar de completude de um corpo.
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Sejam K um corpo com valor absoluto | - | e {a,},>1 uma sequéncia em K. Dizemos
que b é o limite dessa sequéncia com relagao a | - | se, para todo € real positivo, existir
ng = no(e) tal que |a, —b| < ¢, para todo n > ng. E facil verificar que, quando o limite de
uma sequéncia existe, ele é tnico. Se, para todo e real positivo dado, existir n; = nq(€)
tal que

m,n > ny = |a, —a,| <e

entao dizemos que {a,} ¢ uma sequéncia de Cauchy (ou fundamental). Toda sequéncia
que tem limite é de Cauchy, mas a reciproca nao é verdadeira, como veremos no exemplo
abaixo.

Exemplo 2. Considere {ay,},>1, contida no corpo Q, tal que a; =2 e

a2+1=0 mod 5" (1.1)

(pi1 = a, mod 5", (1.2)
e o valor absoluto 5-adico.

Primeiro vamos mostrar que essa sequéncia é bem definida. Conhecendo a,,, temos
por (1.2) que a,+1 = a, + b5" para algum b inteiro. Vamos encontrar b para que essa
ultima equagao satisfaga (1.1), ou seja,

(an +05")*+1=0 mod 5"
Desenvolvendo esse quadrado, podemos reescrever essa congruéncia como
(a2 +1)+2a,b5" =0 mod 5"t
Por (1.1), podemos tomar ¢,5" = a? + 1, dai
¢, +2a,b=0 mod 5

e, como 5 nao divide a,, essa congruéncia tem solu¢ao. Assim, existe a,; satisfazendo
as hipoteses.

Agora vamos mostrar que essa sequéncia ¢ de Cauchy. Para m > n, temos
lam — anls < max{|a;41 —a;l5,7 =n,...,m—1}.
E, para todo j inteiro positivo, |a;1 — a;]s = [b57]5 < 577. Portanto,
G — apls <max{57 j=mn,....,m—1} =57",
o que implica que {a,} é uma sequéncia de Cauchy.
Suponha que a € Q seja o limite de {a,}, ou seja, dado € > 0, existe ng € N tal que
n>=nyg=la, —als <e.

Por (1.1), temos |a2 + 1|5 < 57, logo, o limite de |a? + 1|5 é zero. Por outro lado, se
n = ng, entao

lla2 + 15 — [a* + 1s]c < [(a® +1) — (a* +1)|s
= |an, — alsla, — a + 2als.
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Como esse valor absoluto é nao-arquimediano, isto é, podemos tomar o = 1 na definicao
2, 0 Lema 1.2 implica que | - |5 satisfaz a desigualdade triangular. Dai,

a2 + 15 — a* + 15| < an — a3 + |a, — al5|2al5

< €+ |alse.

Logo |a® + 1|5 ¢ o limite de |a? + 1|5. Pela unicidade do limite, segue que |a® + 1|5 = 0,
dai, pela definicao de valor absoluto, a® + 1 = 0. Mas nao existe a € Q que satisfaca essa
igualdade. Logo {a,} nao tem limite, apesar de ser de Cauchy.

Um corpo é dito completo com relagdo ao valor absoluto | - | se toda sequéncia de
Cauchy tem limite. E um subconjunto S de K ¢é dito denso em K se, para todo a € K e
e>0,{reK:la—z|<etnS #(D. Ou, equivalentemente, S é denso em K se, para
todo a € K, existir uma sequéncia {z,} em S tal que a é o limite dela.

Por exemplo, Q nao é completo com relagao ao valor absoluto | - |,,, onde m = p primo
oum =oo. E Q é denso em R com o valor absoluto dos reais.

Sejam K um corpo com valorizagao | - | e F' um corpo contendo K. Um valor absoluto
|| - || sobre F' é uma extensao de | - | se eles assumirem os mesmos valores em K.

Se | - | € um valor absoluto sobre o corpo K, entao definimos que um corpo F' O K
junto com a valor absoluto || - ||, extensao de | - |, € um completamento de K com respeito
a| - |seF écompleto e K é denso em F.

Teorema 1.1. Seja K um corpo com valor absoluto | - |. Um completamento de K existe

e € unico a menos de isomorfismo.

A idéia da demonstragao é tomar um valor absoluto equivalente a | - | que satisfaca
a desigualdade triangular, assim K tem a estrutura de um espago métrico, logo tem
um completamento com respeito a métrica. Mostra-se que tal completamento tem a
estrutura de um corpo e ||a|| = D(«,0) ¢ o valor absoluto sobre ele, onde D ¢ a métrica
do completamento. Para maiores detalhes, veja [6].

1.2 Valor Absoluto Nao-Arquimediano

Seja K um corpo com valor absoluto nao-trivial ndo-arquimediano | - |. Tome O =
{a e K:la|] <1} ep={a€ K :|a] <1}. Segue das propriedades de valor absoluto
nao-arquimediano que O é um dominio de integridade que chamamos de anel dos inteiros
de K e que p ¢é seu ideal.

Os elementos de K que tem valor absoluto igual a 1 sao chamados de unidades. Tais
elementos formam um grupo multiplicativo, o grupo das unidades, que denotaremos por
O* ={a € K : |a] = 1}. Vamos mostrar que O* é realmente um grupo. A associatividade
e a existéncia do elemento neutro sao 6bvios, entao falta apenas verificar a existéncia do
elemento inverso. Seja a € O*. Como K é um corpo e a # 0, existe b € K tal que ab = 1.
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Temos que |b| = |a||b] = 1, ou seja, b € O*. Mais do que isso, os unicos elementos de O
que possuem inverso em O sao as unidades. De fato, sejam a,b € O (i.e., |a| < 1e |b] < 1)
tais que ab = 1 entao |a||b| = 1 de onde concluimos que |a| = |b] = 1. Assim, p é ideal

maximal de O e o anel quociente £k = O/p é um corpo chamado de corpo residual. Note
que p € o unico ideal maximal pois se I é um ideal de O tal que I ¢ p entao [ contém
uma unidade e, portanto, 1 € I.

Ainda definimos o grupo de wvalores como o subgrupo multiplicativo dos reais po-
sitivos V = {la| : a € K*}, onde K* = K\{0}.

Observagao. A fungao f : R, — R, definida por f(x) = 2% com A > 0 é estritamente
crescente com f(0) =0e f(1) =1. Assim, se | - | e || - || sdo equivalentes e a € K temos

A

la| <1< |lal| <1 e |a|=1<]la]| =1.

Portanto, o grupo das unidades e o ideal maximal sao invariantes dentro de uma mesma
classe de equivaléncia de valores absolutos.

Seja K o completamento de K com respeito a | - | e sejam Oz, px seus respectivos
anel dos inteiros e ideal maximal. Note que Ox = Ox N K e px = pr N K. Entao existe
um homomorfismo

Ok — kg=0Ox/rr
r — Tty
induzido pela inclusao O — Oz. O nicleo dessa aplicagao é pg, logo temos uma
aplicagao natural

Tome o € O, pela definicio de K existe um a € K tal que | —a| < 1. Assim, a —a é
um elemento de pz e temos

la| < max{|a — «|, |a|} < 1,

ou seja, a € Og = O N K. Portanto, a + p = a + pr € a imagem de a + Ok, ou
seja, a aplicagao (1.3) é sobrejetiva. Assim, temos que (1.3) é um isomorfismo, provando
o seguinte resultado

Lema 1.6. A aplicagcio ¢ : kx — kg definida por p(a+pr) = a+pg € um isomorfismo.

Definigao 4. Dizemos que um valor absoluto nao-arquimediano | - | é discreto se V é um
subgrupo discreto de R. Isto ¢, se existe algum 0 > 0 fixo tal que

l-d<]a|<1+4+0=la] =1.
De uma forma mais geral, podemos definir valor absoluto nao-arquimediano discreto
como o valor absoluto que, para todo |a| € V, existe 0 tal que
be K*e0< ||lal| — |b]]|ee < = |a| = |b].

Lema 1.7. Uma condi¢ao necessdaria e suficiente para que um valor absoluto seja discreto
€ que o ideal mazimal p seja principal.
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Demonstra¢ao: Vamos mostrar primeiro a suficiéncia. Seja m € p tal que p = 7O. Se
a € K étal que |a| < 1 entdo a € p e, por hipotese, existe b € O tal que a = 7b. Logo
la] < || < 1. Ese |a|] > 1 entao a! € p e dai |a|™' < |7, ou seja, |a| > |x|7 > 1.
Portanto, se |a| € (|7, |7|™!) entdo |a| = 1. Tomando § = min{l — |x|, |x|~* — 1}, segue
pela defini¢do que | - | é discreto.

Agora, provaremos a necessidade. Suponha que o valor absoluto | - | é discreto com
d como na defini¢ao 4. O conjunto A = {|a| : |a] < 1} é limitado entao existe sup A que
denotaremos por L. Pela defini¢do de supremo, para todo n > 1, existe |a,| € A com
|a,| > L — 1/n. Tome ng tal que § > 1/(Lng — 1), entao se n,m > ny temos

|| 1 1
—-1< —1= )
|G| L-1 Lm—1 " Lny—1
) ] 1
a - = 1 1
nl_ N S
|G| L Ln Lng—1
Portanto |a,| = |an|, para todo n,m > ny. Em particular, para todo n = nq,
1
|an0| = |an‘ >L— E
dai
1

L>|ap| > lim L——=1
n—00 n

e segue que
|an,| = L.

Assim, temos L = max A, e seja T = ay,, logo |r| = L. Entao para a € p temos |a|] < 1
(i.e., la| € A) logo |a| < |r|. Tome b € K tal que a = b, daf |b| = |a||7!| < 1, ou seja,
b € O. Portanto, 7 gera p. [ |

Se p = 7O, dizemos que 7 é um elemento gerador de p. Temos que quaisquer dois
elementos geradores tém o mesmo valor absoluto. De fato, sejam 7 e m; dois geradores.
Entao existem a,b € O tais que m = am e m; = br. Assim,

7| = laf|m] < |m| = [bl|x| < [x],
ou seja, || = |m].

Mais que isso, dois geradores sdo sempre associados (i.e., 7 = me e |e] = 1) pois
se 7 = ma com a € O temos, pelo que acabamos de ver, |a| = |x||m |~ = 1, ou seja,
a € OF.

Sejam | - | discreto e m um gerador de p. Vamos mostrar que, para todo a € K*, existe

n inteiro tal que |a| = |7|". Dado a € K*, tome n inteiro de forma que
7" < laf < |m|"

Dali,
a

1< ] < |n™,

pry
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isto é, |a/7"| € [1,|7|7') C (|x], |x|~!). Entao, pela demonstracao do Lema 1.7, |a/7"| =
1, logo |a| = |7|". Desse fato segue que V = (|r|). Note que podemos escrever a = 7"b,
onde b € O*. Dai segue que se 7 divide ab entao 7 divide a ou divide b. Com esses fatos,
vemos que o elemento gerador é um elemento primo do anel O.

Definimos n como a ordem de a e escrevemos n = ord a. Precisamos mostrar duas
propriedades da aplicacao ord: K* — Z. A primeira é que ord a nao depende da escolha
do elemento primo. E a segunda propriedade é que ord a nao depende da escolha do valor
absoluto dentro de uma classe de equivaléncia. De fato,

(i) Suponha que |a| = |7|" e |a| = |m|™, onde 7 e m sdo geradores de p. Entao
|| = |m|™, e como |r| = |m| # 1, segue que n = m.
(ii) Temos que | - | ~ || - || se, e somente se, | - |* = || - ||, para algum A > 0. Suponha
la] = |z[" e [[a]| = [[=||"™. Entao,
I7]1™ = llal| = |a]* = |x|"* = [|=||"

e, como ||7|| # 1, concluimos que n = m.

Com essas propriedades podemos definir v, : K — Z U {oo} dado por vy(a) = ord a
se a # 0 e v,(0) = co. Entao essa aplicacdo ¢ uma valorizacao, a valorizagao p-ddica de
K.

Assim, um valor absoluto nao-arquimediano discreto induz uma valorizacao. Note que
os axiomas de valor absoluto nao-arquimediano, isto é, (ii) da defini¢ao 2 e desigualdade
ultramétrica, sdo equivalentes aos axiomas (ii) e (iii) da defini¢do 1, respectivamente,
quando o valor absoluto é discreto.

Vimos que todo ideal nao trivial de O esta contido em p. Assim, como p é gerado por
um elemento, os ideais nao triviais de O sao

p" =71"0 ={zv € K |vy(x) =2n}, n>1
Portanto, O é um anel de ideais principais. Note que
O>p>Dp*D---D{0}.
Agora, considere o endomorfismo p” — O/p entre os grupos aditivos definido por

7a — a mod p, para algum 7 primo. O nucleo dessa aplicacao ¢ p"*! entdo, pelo
Teorema dos homomorfismos, p"/p"* = O/p.

Podemos resumir os resultados acima como as seguintes propriedades.

Propriedades 2. Seja 7 um gerador de p. Assim,

a) se m € outro gerador de p entdo 7 e m sao associados;
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b) todo elemento de K* é da forma 7"b para algum n € Z e algum b € O*;
¢) m é primo;
d) se I é um ideal de O entao I = (n™) = p" para algum n € N.
Vamos estender as nogoes da analise real aos corpos com valor absoluto, em especial

aos corpos completos. Como veremos no primeiro lema abaixo, em algumas situagoes nos
deparamos com algo mais simples que no caso real.

Dada uma sequéncia {a,} em K, a soma infinita a; + as + a3 + - -+ é dita uma série.
Tomamos
N
SN = Z (07"
n=0

Assim, a série converge para s se s = limy_, o SN

. ~ ~ L, . o0
Lema 1.8. Seja K um corpo completo com relagio a | - |. Entao a série " a, converge
se, e somente se, a sequéncia {a,}n>0 converge para zero.

Demonstra¢ao: Suponha que Y~ a, é convergente com limite igual a s. Entéo

lim ay = lim sy —sy—1 = lim sy — lim sy_1 =s—s=0.
N—o0 N N—o0

N—oo —00

Agora, suponha que a,, converge para zero, ou seja, dado € > 0 existe ng € N tal que
se n = ng, entao |a,| < €. Sejam M > N > ng, entdo

sy — sn| = |ans1 + - +am| < max  a,| <e.
N+1<n<M
Logo {sn}n>0 ¢ uma sequéncia de Cauchy e, como K é completo, é convergente. |
Lema 1.9. Seja K completo com relagdo ao valor absoluto discreto | - | e seja m um

gerador de p. Tome R C O o conjunto de representantes de O/p. Entao todo a € O ¢
unicamente determinado por

[e.e]
a= E a,7™", a, € R.
n=0
Reciprocamente, toda série > a,m" com a, € R converge para algum elemento a € O.

Demonstra¢ao: Dado a € O, existe um tnico ay € R tal que a—ag € p (i.e., a+p = ap+p)
e entao a = ag + wby para algum b; € O. Existe um tnico a; € R tal que by —a; € p e
entao by = a; + wby para algum by € O. Continuando esse processo, temos para todo N

2 N N+1
a=ag+am+ asm + - +aym + by T

onde a, €R,n=0,1,...,N, e byy € O. Tome sy = ag + a7+ - -+ ayn”, dai

la— sl = Jbam ] < [ V4.
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Portanto, a série a,m™ converge para a.
?

Considere a soma
o
E a,7", com a, € R.
n=0

Como |a,7"| < |7|" — 0 quando n — oo, pelo Lema 1.8, essa série converge para um
a € K. Isto &, dado € > 0, existe Ny = Ny(e€) inteiro positivo tal que se N > Ny entao
la — sy| < e. Além disso, para todo N temos

N
|sn| = Za,ﬂr" < Orgr;ag)iv|an7r”| <1
n=0
Considere e =1 e N > N, dai
la| = |a — sy + sy| < max{|a — sn|,[sn]} <1
e, portanto, a € O. [ |

Corolario 1.3. Adicionando as hipoteses do Lema 1.9 que 0 € R, temos que todo a € K*
€ unicamente determinado por
a = Z a,m",

=N

n
para algum N inteiro, com a, € R e ay # 0.

Demonstracdo: Basta observar que 7~ Va € O para algum N € Z. |

Como exemplo temos o corpo dos nimeros p-adicos Q, (o completamento de Q com
relag@o ao valor absoluto p-adico) cujo anel dos inteiros é Z,, o anel dos inteiros p-adicos.
Podemos tomar mr =p e R=1{0,1,...,p—1} pois Oq,/po, = Zy/vZy, e ZL,/pZ,=
Z/pZ. Uma introdugao aos nimeros p-adicos pode ser encontrada no capitulo 5 de [22].

1.3 Lema de Hensel

Um corpo K completo com relagao ao valor absoluto (nao-trivial) discreto nao-arqui-
mediano | - | tal que o corpo residual k = O/p é finito é chamado de corpo local

A expressao Lema de Hensel, hoje, significa qualquer resultado que apresente condig¢oes
suficientes para que um polinémio tenha raiz no anel dos inteiros de um corpo local. Neste
trabalho veremos algumas versoes desse lema.

Lema 1.10 (Lema de Hensel I). Seja K completo com respeito a | - | e seja f(z) € O[z].
Se ay € O satisfaz

|f(a0)] < f'(ao0)]*,
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onde f'(x) € a derivada formal, entio existe a € O tal que f(a) = 0. Além disso, a é a
inica solugao de f(x) =0 que satisfaz

‘f(ao)|
" (ao)|’

la — ag| <

Demonstragao: Sejam f;(z) € Olz], j = 1,2, definidas pela identidade
fle+y) = flz) + filx)y + folz, y)y’ (1.4)
com x e y indeterminadas independentes. Entao

f/($) — lim f(iU + y) — f(aj)

y—0 Yy

= fi(x).

Tome by = — f(ao)/ f1(ag) entdao by € O. De fato,

< |filag)| <1

bl = [y

f

onde a primeira desigualdade vem da hipotese e a segunda de fi(z) € O[z] e ag € O.
Assim, f(ag) + bofi(ag) =0 com by € O. Como fa(x,y) € Olx,y| e ap, by € O, por (1.4),

temos )
(a0 + bo)| = | falao, bo) B3] < [12] = H < |f(ao)].

Novamente usando (1.4), temos

flag +bo) = f(ag) + fi(ao)bo + f2(ao, bo)by

f(ao) = f(CLO + bo) + f1<a0 + bo)(—bo) + fQ(Clo + b(], —b(])b(%
Somando as duas equacoes acima e simplificando temos
Ji(ao +bo) — fi(ao) = bo(f2(ao, bo) + fa(ao + by, —by))

dai
| fi(ao +bo) — fiao)| < [bo] < |fi(ao)]
e, assim, |f1(aog + bo)| = |f1(ao)| pelo Lema 1.4.
Tome a; = ag+bo, entao | f(a1)| < |f(ao)| e [f'(a1)] = |f(ao)|- Logo [f(ar)| < |f'(a1)*

e temos a hipotese do lema para a; € O. Repetindo o processo, construimos uma sequéncia
(p+1 = Qp + by, com b, = _f(an>/f/((ln) tal que

|[f(ansn)l < [f(an)| e [f'(an)] = |f"(ao)l

|2m+n+1

Seja m = vp(f'(ap)). Queremos mostrar que |f(a,)| < |7 . Paran=0en=1,

| flao)| < |f'(a0)]* = |7[*™ = | f(ao)| < |x[?" 0
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Fan)] < 1 (ao)] < 2P = |flar)] < [afmeist,

Suponha que a desigualdade seja véalida para n — 1, Entao
(@) < [flan)| < 7" = | flan)] < [x[mm st

Portanto com n — oo temos |f(a,)| — 0 o que implica f(a,) — 0.

Além disso,

(@)l 1f(an)]
Fi(an)] ~ 1filan)

Portanto {a,} é uma sequéncia de Cauchy e, pela completude, converge para algum a.

|m+n+1 ]

|an+1 - an| = |bn| | < |7T

Vamos mostrar que f(a,) converge para f(a). Dai, pela unicidade do limite, teremos
f(a) =0. Se f(z) =co+ 1z + - + cqr? entdo

[f(an) — f(a)] = lei(an —a)+ -+ ¢ (al — a?)|
< k_ k
< max {|egl|ay, — a”[}
< max{lay — a*[}

la, — al m’?x{l, laft +af a4+ - a,d" T+ )

N

la, — al.
Assim, temos a convergéncia.

Falta mostrar a tltima parte do lema. Temos

o0
a—ag = g by,
n=0

assim, para todo € > 0, existe Ny tal que se N > Ny entao |a — ag — Zgio by| < e E,
lembrando que [b,] = | f(an)|/1f(an)] < |f(ao)|/|f"(a0)] segue

No
an < max |b,| < |/ (ao)]
n=0

oo <1 plao)
Tome € < |f(ap)|/|f'(ao)|, entdo

No No
a—ap — E bn ) § bn
n=0 n=0

la — ag| <max{

|f(ao)|
} 1)

Suponha agora que exista a # a tal que f(a) =0 e |a — ag| < |f(ao)|/|f (ao)]. Seja
a = a+ 3, entao

0= fla+3)— f(a) = fi(a)B + fala,B)5°
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dai,
|fi(a)| = | fola, B)]1B] < 18]

Por outro lado,

18] = Ja — af < max{|a — aol,Ja — aol} < L 11 (ag)] = | a)

| f1(ao)|
o que nos da uma contradicao. |

Uma versao mais simples do Lema de Hensel que, na verdade, é um caso particular
da versao I é a seguinte:

Lema 1.11 (Lema de Hensel II). Seja K completo com respeito a | - | e seja f(x) €
O[z]. Se ag € O satisfaz

flap) =0 modm e f'(ag)Z0 mod T,
onde f'(x) é a derivada formal, entao existe a € O tal que f(a) =0 e a = ay mod 7.

Exemplo 3. Veremos agora algumas aplicagoes do Lema de Hensel 1.

(i) Seja p # 2. Seja b € Z, com |b|, = 1 e suponha que exista ay € Z, tal que
lag — b|, < 1. Definimos f(z) = 2? — b, dai | f'(ao)|, = |2a0l, = 1 pois |ag| = 1 pelas
hipoteses. Segue pelo Lema 1.10 que b = a® para algum a € Z,.

(ii) Seja b € Zy com b = 1 mod 8 Tomando f(x) = x? — b temos |f(1)]s < 273 e
|f(1)|]2 = 27!, Entao, pelo Lema 1.10, b = a* para algum a € Z,.

(iii) Seja p # 3. Seja b € Z, com |b], = 1. Suponha que b = a3 mod p, para algum
agp € Z,. Aplicando o Lema 1.10 a fungao f(z) = 2* — b, concluimos que b = a*
para algum a € Z,,.

(iv) Se b € Z3 com |b|3 = 1, entdo uma condigdo necesséria e suficiente para que b seja
um cubo ¢ que b = +1 mod 9. Basta aplicar o Lema 1.10 a f(z) = 2* — b com
ap = +(1+3t), onde t € {—1,0,1}, pois b = &(1 + 3t)> mod 27 para algum t.

A quinta aplicagao sera colocada como um lema devido a sua importancia.

Lema 1.12. Seja K um corpo completo com relagao ao valor absoluto nao-arquimediano
| - | e com corpo residual k com q = p™ elementos, onde car(k) = p. Entao K contém
todas as (q — 1)-ésimas raizes da unidade.

Demonstrac¢ao: Como k é finito com ¢ = p™ elementos, o grupo multiplicativo k* é ciclico
de ordem ¢ — 1. Assim, a? = a e pa = 0 para todo elemento o de k. Em particular,
p-1=0 onde a barra denota redugao modulo p, logo p-1 € p. Dai, (¢—1) -1 € O* pois,
caso contrario, teriamos

L=|-1=1((¢—=1) —p") -1 <max{[(¢—1)-1],[p- 1"} < L.
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Considere a fungio f(x) = 297! — 1. Para cada o € k*, tome ag € O* tal que qy
a mod p. Entdao |f(ap)] < 1, pois f(ag) = ¥t —1 =0 modp, e |f(ap)| =
|(g—1)-1||ag|* % = 1. Pelo Lema 1.10, existe um tnico a € O* tal que f(a) =0 e a = ag
mod p, ou seja, a ¢ uma raiz (¢ — 1)-ésima da unidade em K e a = a mod p. Portanto,
K contém todas as (¢ — 1)-ésimas raizes da unidade. [ |

Observe que, pelo Lema 1.12, um corpo local possui todas as (¢ — 1)-ésimas raizes da
unidade, onde ¢ é o ntimero de elementos do seu corpo residual.

1.4 Ramificacao

Sejam E uma extensao finita do corpo local F' com grau n = [E : F| e || - || o valor
absoluto em E. Op e Op os anéis dos inteiros em E e F'| respectivamente, pg, pp seus
respectivos ideais maximais e kg, kr os corpos residuais.

Lema 1.13. FExiste uma injetividade natural
kF — kE?

entao kg € uma extensao de kp. Além disso, [ = [kg : kp| < [E: F] =n.

Notagao: f = f(E/F) é chamado o grau da classe residual de E/F.

Demonstracao: Note que Op = FNOg e pp = FNpg. Assim, a inclusao O C Of nos
d& uma aplicacao natural
@ : OF — kE
a = a=a+PE
onde Ker(p) = pp. Entao, kr — kg é uma aplicacdo injetiva.
Vamos mostrar que quaisquer n+1 elementos de kg sao linearmente dependentes sobre
kr, dai teremos [kg : kp] < n. Sejam ay, ..., a,41 € kg quaisquer. Tome &y, ..., 0,11 €

Opg tais que a; = &; + pg, ¢ = 1,...,n. Esses elementos sao linearmente dependentes
sobre F' pois dimp E = n, logo existem a; € F', nao todos nulos com

n+1

=1

Podemos supor a; # 0 entdo multiplicando a soma por a;’ e denotando a;a;* por b;

temos
n+1

fy + Zbidi = 0.
=2

Dai, denotando a redugao modulo pgr com a barra,

n+1

oy + ZBZOQ = 0,
1=2

o que nos da uma dependéncia linear nao-trivial. [ |



Capitulo 1. Corpos Locais 20

Definicao 5. Com a notacao acima, dizemos que:

(i) E/F ¢é uma extensao nao ramificada se f = f(E/F) = n;
(ii) E/F é uma extensao totalmente ramificada se f = f(E/F) = 1.

Lema 1.14. Sejam FF C FE C K extensoes finitas. Entao o grau das classes residuais
satisfazem

[(K/F) = [(K/E)[(E/F).

A igualdade segue do fato que kp — kg — kg, daf se aq, ..., apk/E) € Br, - -, BrE/r)
sao bases para kx sobre kg e kg sobre kg, respectivamente, entao o;5;, 1 = 1,..., f(K/E)
ej=1,..., f(E/F), ¢ uma base para kg sobre kp e temos kg : kr| = [kk : kgllke : kr|.
Essa demonstragao ¢ simples e pode ser encontrada em [14] p 203.

Um elemento a numa extensao E de F' é dito separavel sobre F' se satisfizer um
polinémio em F[x| que nao possui raizes multiplas, i.e., se a derivada formal é diferente
de zero em a . Uma extensao F de F' é dita separavel sobre F' se todos os seus elementos
sao separaveis sobre F'. Um corpo F' é dito perfeito se todas as suas extensoes finitas sao
separaveis. Como estamos em corpos locais, cujos corpos residuais sao finitos, temos que
se a € kp\{0} e ¢ = #kg, entdo a? ! = 1. Assim, o polinémio minimal de « sobre kp é
fator do polinémio 297! — 1. Mas esse polinémio ndo tem raizes repetidas pois os ¢ — 1
elementos nao nulos de kg sao raizes dele, entao o polinémio minimal de a também nao
raizes repetidas. Portanto, kr é um corpo perfeito.

Teorema 1.2. Seja o € kg. Entao exviste & € Og tal que a = & + pg e
[F(&) : F] = [kp(a) : kg].

Além disso, o corpo F(&) depende apenas de c.

Demonstra¢ao: Seja ¢(x) € kp[x] o polinémio minimal de a que, pelo que vimos acima,
nao tem raiz repetida. E seja ®(z) € Op[z] um levantamento de ¢(z), isto é,

(i) ¢(z) e ®(x) tém o mesmo grau,

(i) ¢(x)

®(z), onde a barra representa a reducdo dos coeficientes modulo pg.

Dessa forma, ® e ¢ tém o mesmo niimero de raizes e toda raiz de ®(x) modulo pg é uma
raiz de ¢(x) o que implica que as raizes estao em classes de residuos modulo pp distintas.
Em particular, existe apenas uma raiz de ®(z) que é reduzida a .

Tome &; um elemento de Of que esta na classe a. Dali,
P(a)=¢(a) =0 modpr e (&) =¢(a)Z0 mod pg,

ou seja, |[P(a;1)] < 1e |P'(a1)| = 1. Considerando F'(&;) o nosso corpo base, pelo Lema
1.10, temos que existe & € F'(&4y) tal que
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B(a)=0 e |a—da|<1.

Portanto, & é a tnica raiz de ®(z) na classe de residuos . Além disso, o polinomio ®(x) é
irredutivel pois, caso contréario, ¢ seria redutivel contradizendo sua minimalidade. Entao

[F(&) : F] = grau ® = grau ¢ = [kp(a) : kr|.

Suponha que @i, um elemento na classe «, também satisfaga essa tltima igualdade.
Assim, [F (&) : F] = [F(&1) : F]. Vimos que & € F(&4y) entao F(&) C F (&) e dai temos
F(a) = F(a). |

Corolario 1.4. Eziste uma bijecao entre os corpos intermedidrios K (F C K C E) que
sao nao ramificados sobre F e os corpos k com kr C k C kg. O corpo correspondente a

Demonstracao: Seja k um corpo intermediario kr C k C kg e seja ¢ = #k. Como k é
uma extensao finita e separavel de kg, k é uma extensao simples de kr. Ou seja, existe
um elemento nao nulo « de k tal que k = kp(«). Pelo Teorema 1.2, existe & € O tal
que a = a+pge [F(a): F| = [kr(a) : kr]. Seja K = F(&). Como & € O = K N Op,
o € kg = krs). Dai kp(o) C kpa) e temos

kp(a) : kp] < [kp@ @ kr] < [F(Q) : F).

Assim, [kp(a) : kp| = [kp@) @ kr] 0 que nos da kp(o) = kp(a). Portanto, K ¢ um corpo
intermediario nao ramificado. |

Corolario 1.5. Existe um corpo intermedidrio L com a sequinte propriedade: L/F € ndo
ramificada e toda extensio K C E que € nao ramificada sobre F estd contida em L. Além
disso, E/L ¢ totalmente ramificada.

Pelo Corolério 1.4, existe um corpo intermediario F' C L C FE, nao ramificado, tal que
kr = kg. Pela definicdo, E/L é totalmente ramificada. A outra propriedade segue da
correspondéncia descrita no Corolario 1.4.

Corolario 1.6. Seja F' um corpo local. Para cada n inteiro positivo existe uma unica
(a menos de isomorfismo) extensio nao ramificada E de F' com grau n que é o corpo de
decomposi¢ao sobre F' de 9 — x, onde q = q}» e qp = #kp.

Demonstracao: O corpo krp € finito entao #kpr = qrp = p™, onde p é a caracteristica de k e
m € N. Para todo n natural, existe (a menos de isomorfismo) um corpo com p* elementos.
Em particular, existe um corpo com p™" = ¢}, para todo n. Pelo Corolario 1.4, existe
uma extensao E/F nao ramificada com #kg = ¢, dai [E : F| = [kg : kr] = n. E, pelo
Lema 1.12, F contém todas as (¢ — 1)-ésimas raizes da unidade, onde g = #kr = ¢}.

Em particular, f(z) = 27— se decompoe em fatores lineares sobre E, assim E contém
o corpo de decomposicao K desse polinémio. K nao pode ser menor do que E pois seu
corpo residual deve ter pelo menos g elementos. Entao £ = K. |

Definimos o indice de ramificagdo de E/F como e = e¢(E/F) = [Vg : Vg|, onde Vg e
Vr sao os grupos de valores de F e F', respectivamente.
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Lema 1.15. Sejam FF C E C K extensoes finitas. FEntao os indices de ramificacao
satisfazem

e(K/F) = e(K/E)e(E/F).

Basta observar que temos a seguinte relagao entre os grupos de valores: Vi < Vg < Vk.
portanto, segue da teoria de grupos que [Vi : Vr| = [Vi : Vg|[Ve : Ve

Sejam 7p e wr elementos primos de F' e E, respectivamente, com relagao ao valor
absoluto | - |. Como Vp < Vg, temos |1p| € Vg. Dai |1p| = |mg|™, para algum m inteiro,
o que implica que Vg é gerado por |mg|™. Assim, [Vg : Vr] = m, mas [Vg : Vr] = ¢, logo
m = e e temos

[mr| = |7E|°

A seguir, temos o principal resultado ligando indice de ramificacao, grau da classe
residual e grau da extensao.

Teorema 1.3. Seja E/F uma extensao finita (de um corpo local) de grau m. FEntdo
n=cef, ondee=e(E/F) e f=f(E/F).

Demonstragao: Seja mp um elemento primo de E e sejam &, . . ., &y algum levantamento
para Op da base de kg/kp (ie., os elementos dq,...,d&s reduzidos modulo pg formam
uma base de kg sobre kr). Vamos mostrar que

B={dm,:1<i<f, 0<j<e—1}

¢ uma base de F sobre F'. Assim, precisamos mostrar que: (i) os elementos de B sdo line-
armente independentes e (ii) todo elemento de E pode ser escrito como uma combinagao
linear dos elementos de B com coeficientes em F'.

(i) Suponha que B nao seja linearmente independente sobre F. Entao existem a;; € F
com 1 <1< fe0<j<e—1,nao todos nulos, tais que

1<i<f
0<j<e—1
Dividindo a igualdade acima pelo coeficiente a;; com maior valor absoluto, podemos as-
sumir que todos os coeficientes a;; estdo em Op e que existem [, J tais que |az | = 1
e
|ai;| < |mF|, para 1 <i< f, j </,

Reduzimos ), a;;¢&; moédulo pg, obtendo um coeficiente nao nulo @;;. Como ¢&; mod pg,
1=1,..., f, sao linearmente independentes sobre kr, essa reducgao é diferente de zero, ou
seja, essa soma nao esta em pg, e temos

E Qi g0
i

= 1.
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Dai,

: AT J A J
j=J= E a; ;0| = ‘ﬂ'E‘ E a;;Q;| = |TE|
i i

j<J =) ayamy| = | Zawaz max{|ay]|dil}
%
< mlax|az'j| < |mrl

J>J =) agdimy| < ‘”%‘miax{\aindﬂ} < gl < |mpl”!

que pode ser resumido como
< |mple se j<J

Zaijdiﬂ%} =g’ se j=J
i <mpl?t ose j>J

Por (1.5) temos que } . b; = 0, entdo

ITe|’ = Zb < max|b | < |7g|”th
J#J

Absurdo! Isso termina a prova que B é linearmente independente.

(ii)) Tome x € E. Multiplicando por uma poténcia adequada de 7g, reduzimos ao caso
z € O (Le., se 1z = ), a;;&;my com a; € Op entdo x = Y, ; Ajjqimy, com Ay =
n"a;; € F). Como «a; = ozl- mod pg, i =1,..., f, ¢ uma base de k:E sobre kp, existem

cio € kp tais que
T = E CioQy;

i
onde a barra significa reduc¢ao médulo pg. Para quaisquer levantamentos ¢;o € O, existe
algum z; € O tal que

xr — E CioQvy = TpZ1 € P = WEOE.
i
Analogamente, temos
Ty — E CinQy = TEX2 € PE,
i

para algum x, € Og. Logo,

Z A A Z AoA 2 2

xr — CioQv; — TR Ci1; = MpTy € Pg.
i i

Repetindo esse processo e vezes, encontramos ¢;; € O tais que

f

e—1
A A J - e
— g g CijOQuTp = TpTe € PE

=0 i=1
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para algum z, € Op. Mas |7p|¢ = |7p|, dai 742, = mp2® com 2 € Op. Repetimos

todo o processo com z(!) no lugar de xre assun por diante. Encontraremos uma sucessao
. ~ . o ] .

de combinagdes lineares ¢, = 7~ ZZ L€ l] &7y, de elementos de B com coeficientes em

Or tais que

T—cy—Tpe; — - — ey € T Op,
para todo t inteiro nao nulo. Fazemos t tender a infinito e rearranjando a série, obtemos
— A R . s g
x =3, aijd;my onde a; = Y7 ¢ Ty converge por completude e a;; € OF. [ |

Corolario 1.7. Uma extensio E/F finita de grau n é

(i) nao ramificada se, e somente se, e(E/F) = 1;

(ii) totalmente ramificada se, e somente se, e(E/F) = n.

1.5 Corpos p-adicos

Nessa se¢ao vamos estudar um tipo especial de corpo local.
Definigao 6. Seja K um corpo completo com relacao ao valor absoluto nao-arquimediano
| - |. Dizemos que K & um corpo p-adico se
(i) K tem caracteristica zero;
(ii) | - | é discreto;

(iii) o corpo residual k é finito.

Note que (ii) e (iii) implicam que K é nao-arquimediano local.
O lema a seguir é uma equivaléncia a definicao de corpo p-adico que demos acima.

Lema 1.16. Uma condicao necessdaria e suficiente para que um corpo K com valor ab-
soluto | - | seja um corpo p-ddico € que K seja uma extensao finita de Q,, para algum

p.

Demonstracao: Vamos comecar pela necessidade. Seja K um corpo p-adico. Entao
K D Q por (i) da definigao. Por (iii), o corpo residual de K é finito logo tem caracteristica
p, ou seja, pa € p, V a € O*. Em particular, p =p1 € p e entdao p = 7™"a com a € OF.
Assim, se a ¢ uma unidade de K com o valor absoluto | - | entdo 7 [ a e isso implica que
p [ a,logo a é uma unidade de K com o valor absoluto p-adico. Tome A\ = logy,, pt>0
entao

1/
7w = T = (Ip?) 7 = el ™ = 1w aly ™ = |7 aly ™ =
dai, para todo b € K, temos que b = "¢ com |c| =1 e

b]* = |7"* = |z [y = 7" cl, = [b].
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Portanto, o valor absoluto em K é equivalente ao valor absoluto p-adico, o que implica
que Q, C K, uma vez que K ¢é completo. Se &;,...,&y ¢ um levantamento para O
da base de k/F, entdo mostra-se, de maneira analoga a prova do Lema 1.3, que
{a;77 |1<i< f, 0<j <e—1} éuma base para a extensao K/Q,. Dai, [K : Q,] < oc.

Agora, suponha que K é uma extensao finita de Q,. Entao (i) ¢ satisfeito pois Q € Q,.
Como |kg,| = |Fp| = p e, pelo Lema 1.13, [kx : kg,] < [K : Q)] < oo, temos a condicao
(iil) satisfeita. E (ii) segue do resultado abaixo

Se | - | é discreta em F' entao é discreta em E, onde F' C E.

que pode ser encontrado em [6] p. 123. [ |

Definicao 7. Seja ¢ a cardinalidade do corpo residual do corpo p-ddico K. Definimos o
valor absoluto renormalizado | - |k em K por

|7T|K = q_17

onde 7 é um elemento primo de K.

Esse valor absoluto ¢ chamado de renormalizado porque a normalizacao natural do

valor absoluto em um corpo p-addico K ¢ a extensao de | - |, em Q, C K. Note que se
K=Qyentao |- |g =] |,

Lema 1.17. Seja K um corpo p-ddico, com [K : Q,] = n, e com valor absoluto nao-
arquimediano discreto | - | tal que quando restrito a Q, coincida com | - |, (o wvalor

absoluto p-ddico). Entao para todo a € K tem-se que
lalx = |al™.
Demonstra¢ao: Como | - | é discreto, py € ideal principal. Entao todo elemento a de

K* pode ser escrito como a = 7™b, onde 7 é primo e b uma unidade de K. Assim, se
tivermos |a|x = |a|" para algum a ndo nulo e ndo unitario entao

7l = [7"blx = lalx = |a|" = |7™b]" = [x|™
e, portanto,
|7l = [
E, para qualquer ¢ = 7'/d € K* com d € O}, teremos
el = |7'd|x = |75 = 7™ = |'d|" = |c[".

Logo, basta mostrarmos que vale a igualdade do Teorema para um a € K nao nulo e nao
unitario. Tome a = p, entao

Il = |7l%,
onde e é o indice de ramificagio de K sobre O,. Além disso, ¢ = p’, onde f ¢ o grau da
classe residual kg . Portanto,
|p‘K g —¢ et pief = pin = ‘p’z’ = ’p|n .

O resultado abaixo é um caso particular do Corolario 1.6.
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Lema 1.18. Para cada inteiro nao negativo n, existe uma unica extensao nao ramificada
K de Q,, com [K : Q) = n, que € o corpo de decomposi¢io de x? — x sobre Q,, onde

q=p".

Corolario 1.8. Seja K um corpo p-ddico e seja q = #ky. Para todo inteiro ndo nega-
tivo n, existe uma unica extensao nao ramificada F' de K com grau n que é o corpo de
decomposicao sobre K de x99 — x, qrp = q".

Lema 1.19. Seja K um corpo p-ddico. Se ki € o corpo residual de K com [kr : F,] =n
entao, para todo o € kg, podemos escolher um & € K tal que &4 =& e & =a mod pg,

onde q = #kx = p".

Demonstragao: Pelo Corolario 1.4 existe um corpo intermediario L tal que L/Q, é uma
extensao nao ramificada e k;, = kx. Pela demonstragao do Lema 1.12, para cada o € k.,
existe um tnico & € Op C K tal que & ! =1 e & = o mod p;. Dai segue o
resultado. ]

Ao elemento & € K tal que @? =& e & = a mod pg, onde a € kg, damos o nome
de representante de Teichmiiller de a. E definimos T = {a € Ok | a? = a, ¢ = #kk}
como o conjunto dos representantes de Teichmiiller.



CAPITULO 2

Numeros p-adicos

Seja K um corpo p-adico. Sejam O o anel dos inteiros de K, p seu ideal maximal, 7
o gerador desse ideal e kx = O/p. Se e e f s@o o indice de ramificagdo e o grau da classe
residual, respectivamente, da extensao K/Q, entao, como vimos, [K : Q,] =n = ef.

Esse capitulo também tem resultados importantes para a leitura do proximo capitulo.
Comegamos com a estrutura dos grupos O/p’, t > 1. E veremos mais uma versao do
Lema de Hensel, cuja demonstracao nos leva a um estudo da estrutura do grupo K* e de
uma relacio entre os grupos p' e U quando t > e/(p — 1).

Na secao 2.2, representaremos algumas func¢oes por séries de poténcias. Uma introdu-
¢ao a esse assunto, incluindo defini¢oes e resultados que serao utilizados aqui, pode ser
encontrada no capitulo 4 do livro do Fernando Gouvéa [12]. Ele abordou o tema sobre
o corpo dos racionais p-adicos, mas as definicoes e os resultados necessérios sao vélidos
para um corpo p-adico K qualquer.

2.1 A Estrutura Aditiva de O/p’

Seja G um grupo finito abeliano, escrito aditivamente. Definimos s = s(G) como o
menor inteiro positivo para o qual toda sequéncia em G com pelo menos s elementos
tem uma subsequéncia nao vazia cuja soma ¢é zero, a identidade do grupo. Em geral,
nao temos o valor de s(G) expresso formalmente, mas para p-grupos temos o seguinte
resultado, devido a Olson [19].

Lema 2.1. Seja G um p-grupo finito abeliano com invariantes p°*, ..., p°, ou seja, G =

27
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Cper @ -+ @ Cper. Entao

T

s(G) =1+ (" —1).

=1

Identificamos o grupo aditivo O/p’ por G;. Temos |O/p?| = p/t entdo G, é um p-grupo
finito e abeliano. Logo, pode ser escrito como uma soma direta dos subgrupos gerados
pelos elementos de sua base, veja [20] (p. 126-129). Se @y, ..., &y é um levantamento para
O de uma base de kg /F,, i.e., ¢ uma base inteira do subcorpo nao ramificado maximal
de K, entao

B={an":1 <f,0<j<e—1}

¢ uma base inteira de K sobre Q,. Dai uma base para Gt esta contida em
{am +p"1<i<f,0<j<e—1}
Seja {ay, ™ +pt, ..., Gy 7 + pt} tal base. Assim,
Gy = (G +p") - & (G, 7 +p"). (2.1)
Tome q e r tais que t = qge +r com 0 < r < e. Temos dois casos:
caso 1: r =10
Nesse caso, " = p? e entao
pl - () = apm? ™t € pt,

para todo 1 < 7 < f 0<j<e—1 Logo ola;m/ + p'), a ordem de a7 + p?, divide
p?. Seja p™ = o(a;m! + ),en m<qe

m t

T = p™ - (oym?) € p
dai
jtem>t=eq = (g—mle<j<e = qg—m<1
<

e como ¢, m € Z segue que g—m < 0, ou seja, ¢ < m. Portanto, m = ¢ e temos que cada
elemento de B modulo p! tem ordem p?. De (2.1), segue que |G;| = p%. Mas |G,| = p'*,
dai s = n e isso quer dizer que todos os elementos de B modulo p’ formam uma base para

G:. Entao temos
Z <Ckl7T] + pt> Z Cpq

1<i<f
0<j<e—1

caso 2: r >0
Nesse caso, t = ge + r e temos
j<r=(auml) pttt = qriteate ¢ pt
r<j<e—1= (qn’) p? = aumite e p!

Logo o(a;m + pt) divide p?™t se j < r e o(a;m/ + pt) divide p? se r < j < e — 1. Seja
p™ = o(a;m + pt), entdo
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amIne™ = () - p™ € pt

dai
jtem>=t=eq+r = j—r=e(lqg—m). (2.2)

Se j < r entao de (2.2) temos que ¢g—m < 0, ou seja, ¢ < m < ¢+ 1. Como m € Z, temos
m=q+1. Ser < j < e—1entao de (2.2) temos que e > e(q —m). Dai, analogamente ao
caso 1, concluimos que m = ¢. Assim, cada elemento de {&;7m/+p': 1 <i < f,0<j<r}
tem ordem p?*! e cada elemento de {&mj +plil1<i<fir<j<e— 1} tem ordem p?.
Por um raciocinio anélogo ao do caso 1, temos

fle—r

rf )
Gt = Z <di7Tj + pt> = Zl Cpq+1 + ; Cpq.

1<i<f =
0<j<e—1

Assim, segue dos resultados acima e do Lema 2.1, o seguinte lema.

Lema 2.2. O grupo G; € isomorfo a uma soma direta de rf grupos ciclicos de ordem
p?™t e f(e —r) grupos ciclicos de ordem p?. Além disso,

st =s(Gy) =rfp'(p—1)+ef(p’—1)+1.

2.2 As funcoes log e exp

Defina
u(”):1+p”:{xe[(‘Up(x—1)>n}, n > 1.

Note que se a € U™ entdao a=' € U™ pois
vp(a™t —1) = vy(a™) +vp(1 — a) = vy(a — 1) > n.

Entao U™ ¢é um subgrupo de O*, para todo n > 1. Dizemos que U™ é o n-ésimo grupo
da unidade se n > 2 e UM é simplesmente o grupo da unidade.

Temos a seguinte cadeia decrescente
O =uO >y >u®>... > {1}.

Além disso, O* /U™ = (O/p")* e UM /U, . ) =2 (O/p,+), paran > 1. De
fato, considere os homomorfismos sobrejetivos O* — (O/p")* com a +— a mod p" e
U™ — O/p com 1+ ar™ — a mod p entdo o nicleo dessas aplicacdes sio U™ e
UMD | respectivamente. O resultado segue pelo Teorema dos homomorfismos.

Ja sabemos que todo elemento a € K* pode ser escrito da seguinte forma a = w'b com
t€Zebe O Como (mr) = {xn" | t € Z} N O* = 1, segue que K* = (7r) x O*. Além
disso, o polindmio X% — 1, onde ¢ = #kg, se decompoe em fatores lineares em K, pelo
Lema 1.12, logo O* contém p,—1 (o grupo das raizes (¢ — 1)-ésimas da unidade).
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Considere o endomorfismo
e: O — ki
b — b+p

Note que Ker(y) = UV dai O*/UY) = ki. Além disso, p, 1 = kj pois ambos
sdo ciclicos de ordem ¢ — 1, logo O* /UM = y, ;. Como p, 1 NUY = 1 segue que
OF = g1 % UM, Portanto, o grupo multiplicativo de um corpo local K pode ser
decomposto em

K* = (m) X pig1 x UD
Lema 2.3. Seja K um corpo p-ddico. Entao existe um unico homomorfismo continuo
log: K* — K
com logp = 0 e para toda unidade b € UV tem-se que

a1y
log(5) = 3 (-1

j=1

(2.3)

Seja vy, : K — Z U {00} a valorizagao p-adica de K. Note que v, = ev, onde v, ¢é a
valorizacao p-adica.

Demonstra¢ao: Primeiro temos que mostrar que a série logaritmica p-adica (2.3) con-
verge. Para todo b € UV = 1 + p, temos v,(b — 1) > 0 dai ¢ = p*»®~1) > 1. E para
todo j € N, p*») < j assim, com o logaritmo habitual, v,(j) < log, j. Entdo, para cada
membro da série, temos

vp | (=1) — ) - Jup(b — 1) —v,(j) = jlog,c —log, j

= 1ng(cj/.]) — 00,

quando 7 — oo. Portanto, o termo geral da série converge para zero implicando na
convergéncia da série, pelo Lema 1.8, pois K é completo.

Tome by, by € YUY, entdo biby € UM e temos

o0

log(bibs) = Z(—l)ﬁl(bl%f__l)j
_ g(—lyﬂ (by ; 1) <Zj : 1 +b2)j
_ g(_”j“ (blj;l)ﬂ 2:;(?) (ij)jib’i

D DR D M (T =y I
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a2 () (=)

(_1)j+i+1 (] +1— 1)' (bl B 1)i
il '

Nk

= logby + Z b,

J=1

(by — 1)

I

<
Il
=)

= logby + Z b,

— 1) C(j+i—1)! :
o 7 l+1 1 _ ~ 0 7 —
= logby + g A —z ;0( 1)/ ST (by — 1)

Considere f(y) = y~* entdo o segundo somatorio é exatamente o desenvolvimento da série
de Taylor de f em torno do ponto 1, dai

—1
log(biby) = logby + Z 7’+1 bl )

= logby + log b1

e todas as séries convergem quando by, by € UM, Portanto, log definido como em (2.3),
restrito a YV, é um homomorfismo.

Podemos representar cada elemento a € K* da seguinte forma
a =" w(a) ua)
onde w(a) € py_1 e u(a) € UV, Em particular, p = 7¢ w(p) u(p) o que nos da
0 =logp = elogm + logw(p) + log u(p),

portanto
logm = —e ' logu(p).
Assim, o homomorfismo log : K* — K pode ser representado por
loga = vy(a)log 7 + logu(a) = —e vy(a) log u(p) + log u(a)

com logu(p) e logu(a) dados pela série (2.3). Esse homomorfismo ¢ continuo, aplicado
em p da zero e quando restrito a M) & exatamente a série logaritmica p-adica.

Vamos concluir provando a unicidade da funcao. Seja A : K* — K uma extensao
qualquer se log : UV — K com A(p) = 0. Entdo, para todo w € py 1, Mw) =
(g — 1)\ (w71 = 0, e segue que

0= Ap) = eA(r) + A(u(p)) = eA(r) + log u(p),

portanto
A7) = —etlogu(p) = logm

Assim, usando a mesma representacao acima, para todo a € K* temos

Aa) = vp(a)M(7) + AMu(a)) = vp(a) log m + logu(a) = log a.

Portanto, log é unicamente definido e independe da escolha do primo 7. |



Capitulo 2. Nuameros p-adicos 32

Teorema 2.1. Seja K um corpo p-ddico com anel das valorizagoes O e ideal maximal p.
Entao, parat >e/(p—1),

t

log : UY —pt e exp:pt — UD

sao isomorfismos inversos, onde

o0 ; o0

log(1+2) = 317 ¢ ey =S¥

v
=1 J =0 -

Demonstragao: (i) Ja vimos que log é um homomorfismo de K* sobre K. Vamos mostrar
que a imagem de U® esta contida em p* quando t > e/(p — 1). Para todo inteiro j > 1,
escrevemos j = p®jo com (p,jo) =1 e « >0, dai

Up(j> —0< 1

-0 = =0< ——
“ i1 p—1
vp(J) a o' a 1
a>0 = 2L - < = <
j=1 p%o—1 "p—=1 (-1)p'+---+p+1) p-1
Portanto,
wi) o 1
j—1 " p—1

Sejat > e/(p—1). Tome (1+z) € UD\{1}, entdo v,(x) > te~! > (p—1)". E para todo
j>1exep' temos

o (J) = (G~ Duyla) — 0, (G) > (G — 1>p# ~u(j) 20,

ou seja, '71/jep se wep’ e j>1. Assim,

ollog(1 +2) = (Z(—l)"“%.])
= uy(x) +vp<1+z e 1)

= vyp(z) + vp(1 +b) = vp(x),

pois 1 +b € UM, Portanto, para t > e/(p — 1), a funcao log leva U em p?.

(ii) Agora vamos considerar a aplicagdo exp(y) = > 77, v’ /4!. Temos, pelo Lema A.1,

() =i 2 - L) - 1)

dai, se v,(y) > (p — 1)~!, a série converge.
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Se y,z € p' com t > e/(p — 1), mostra-se de maneira analoga ao log que

exp(y + z) = exp(y) exp(z)

onde todas as séries convergem. Logo exp é um homomorfismo quando seu dominio é p,
t > e/(p—1). Vamos mostrar que sua imagem esta contida em U®.

Seja t > e/(p—1). Tome y € p*\{0}, entdo v,(y) > (p—1)"" ese j>1

o (2 = = D) =iy > - g L2 G,

Logo, '~ 1/jl € pse j > 1 e dai
y’ — !
vp(exp(y) — 1) = vy Z il =vp(y) tvp | 1+ Z ) T Up(y)
j=1
Assim, para t > e/(p — 1), exp leva p* em U®).

(iii) Vamos mostrar que as fungoes log e exp s@o inversas. Assim, poderemos concluir que
log : U — pt e exp:p’ — U sdo isomorfismos para t > e/(p — 1).

Defina f(z) =log(l+z) e g(y) = exp(y). Temos

Fila) = Y0P e = Sy =
J'(y) = le (jy_ e ]ZO% = 9(y)
a) Queremos mostrar que
flogly) —1) =y, Vyep"
Defina Ai(y) = f(g(y) — 1) — y, dai
Ni(y) = f'lg(y) —1)g'(y) — 1= m 9(y) —1=0.

Portanto, A; ¢é constante (veja [12|, Corolario 4.4.5). Se y =0 entdo A (0) =
f(g(0) —=1) =0 = f(0) =0. Assim, \; =0 e segue o resultado.

b) Queremos mostrar que

g(f(z) =1+x, Vaep (2.4)

Como vimos na demonstragao do Teorema 2.1, vy(exp(y) — 1) = vy(y), entdo exp(y) =1
se, e somente se, y = 0. Portanto o homomorfismo g é injetivo o que implica na existéncia
de uma funcio inversa g~'. Assim, (2.4) é equivalente a

f(@) =g '(1+uz), Vaep. (2.5)
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Defina \o(x) = f(z) — g7 '(1 + z), daf

/ ! _ 1 = ! - :
Ay(z) = f'(x) d(g7 (1 +x)) 14z g(g71 (14 x)) a

Logo, Ay é constante. Como \y(0) = f(0) — g7 '(1) = 0, segue que A\ = 0 e, portanto,
temos (2.5). [ |

Lema 2.4 (Lema de Hensel III). Seja

anX f + -+ CL1NXJI% =0

: : : (2.6)

CLRle o CLRNX]]:/ = 0

um sistema de R formas simultaneamente diagonais com coeficientes a;; € O e grau
k=p™m, (p,m) = 1. Defina

1, 7=0
vy=1R e(t+1), 7>0 e p#2
e(tr+2), 7>0 e p=2
Se o sistema acima tem solu¢io (x1,...,xyx) € ON nao singular médulo 7 (i.e., as

colunas da matriz dos coeficientes A = (a;;) correspondentes aos indices j com x; # 0
mod 7 tem posto R mddulo 7) entdo tem solugdo nao-trivial em K.

Demonstra¢ao: Seja (xy, ...,z yN) uma solu¢do nao singular de (2.6) modulo 7. Podemos
supor que Iy, ...,Trr Z0 mod 7 e que as R primeiras colunas de A tem posto R mddulo
7, i.e., formam uma matriz nao singular moédulo 7. Se fizermos operagoes com as linhas
de A, a solugao nao se altera, entao vamos supor

ary 0 aipy1 ... ain
A= :
0 GrRr ARR+1 --- QRN
com dayy,...,agr 20 mod 7. Temos 2% = u; mod 77 onde
Wi pi1 Ty + -+ aivahy
U; = — s Z:L...,R.

Q4

Afirmacao. Se X* —u =0 mod 77 tem solucao entdao X* —u = 0 tem solucao em O%, i.e.,
uma unidade u € O* é uma k-ésima poténcia se existe b € O* tal que u = b* mod 7.

Portanto, pela afirmacdo acima, a equacio X* — u; = 0 tem solucdo z} € O* o que
nos da (z},...,2’%, Tpt1,. .., y) uma solu¢do nao-trivial de (2.6).

Falta mostrar a afirmacao. Para 7 = 0, segue do Lema de Hensel II. Suponha 7 > 0 e
considere as aplicacoes

pe — kpt =pT =p"” se p#£2
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¥ —— kp* =p7 se p=2

ambas definidas por x — kx. Se t > e/(p — 1) ent@o as fungoes exponencial p-adica e
logaritmo p-adico sdo isomorfismos inversos entre (pf,+) e (U®,-). Para p # 2 temos

(o) tog, pe kT gy SR g4

dai, compondo essas funcoes temos um endomorfismo U©) — YD) definido por = — z*.
Analogamente, temos U9 — YD) com x — z* se p = 2. Portanto, os elementos do

conjunto b* U = bv* + p7, o qual contém u, sdo todos k-ésimas poténcias. |



CAPITULO 3

Equacoes diagonais sobre corpos p-adicos

Novamente temos K um corpo p-adico com anel dos inteiros O, ideal maximal p e 7
o gerador desse ideal. Sejam e e f o indice de ramificacao e o grau da classe residual,
respectivamente, da extensao K/Q, e [K : Q,] =n = ef.

Vamos considerar o sistema
F = anXf + -+ + anXy =0
: : : : (3.1)
FR = aRle + -+ CLRNX]]% = 0

com R equacoes diagonais, cujos coeficientes a;; estao em O. Escrevemos k = p™m

com (p,m) = 1. Procuramos condigbes suficientes para que esse sistema tenha solugao

x = (x1,...,zy) € KV nao-trivial, ou seja, com pelo menos uma das coordenadas z;
diferente de zero.

3.1 m-normalizacao

Definimos
I(F,.. Fr)= ] det(ay,), i=1,....R
JisnJR
onde o produtoério se estende sobre todas as R-uplas de sufixos distintos ji,...,7r de
1,...,N.

Observagao. Note que essa definicao considera submatrizes com mesmas colunas s6 que
em ordens distintas. Por exemplo, se tivermos a matriz de coeficientes

8 2 1
A_(985)

36
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entao, para o célculo de ¥, consideramos ambas as submatrizes
8 2 2 8
98) ¢ \89

Dizemos que dois sistemas de equacoes aditivas com coeficientes em O sao equivalentes
se um pode ser obtido a partir do outro através da combinagao das seguintes operagoes:

(i) trocando a variavel X; por 7*X;, para algum inteiro a, ou seja,

Gi(X1,..., Xn)=F(rXy,..., 7% Xy), i=1,... R: (3.2)

(ii) tomando uma combinag¢ao O-linear ndo singular das equagdes, ou seja,
R
Hi(Xy,..., Xn) = dyFj(X1,...,Xy), i=1,...,R (3.3)
j=1

com (dU) € MRXR(O) € det(du) 7& 0.

Um sistema Fi, ..., Fg é dito m-normalizado se ¥(F},...,Fr) # 0 e a poténcia de
7 dividindo ¥(F},..., Fr) ¢ menor ou igual a poténcia de 7 dividindo ¥(Gy,...,GR)
para todo sistema G,...,Gpr equivalente a Fi,..., Fz. Como todo sistema Fi,..., Fg
com Y(Fy, ..., Fr) # 0 é equivalente a um sistema m-normalizado, é suficiente encontrar

solugao nao-trivial para sistemas m-normalizados.

Lema 3.1. Um sistema m-normalizado de formas aditivas pode ser escrito, renumerando
as varidveis, se necessdrio, como

E:fi(Xla---aXT)+7Tgi<Xr+17'--7XN) (34)
parai=1,...,R, onder > N/k, e se 1 <1i < r entao o coeficiente de x; nao € divisivel
por ™ em pelo menos uma das R formas fi,..., fr.

Além disso, se tivermos quaisquer s combinagoes lineares de fi, ..., fr independentes

modulo w, e denotarmos por qs o numero de varidveis que tem coeficiente nao divisivel
por ™ em pelo menos uma dessas combinagoes, entao para cada s com 1 < s < R—1,

temos
sN

= —.
QS/Rk

Antes de passarmos a prova desse lema, precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.2. Seja M = N(N —1)...(N —R+1) o nimero de R-uplas distintas de sufizos
em {1,...,N}. Se G; € como em (3.2) entdo

I(Gy,...,Gg) = T MINY(F . FR)
onde « =y +---+ay. Ese H; é como em (3.3) entdo
I(Hy,...,Hg) = DMO(F, ..., Fg)
onde D = det(d;;) # 0.
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Demonstracao: (i) Se G; = by XF + -+ + by Xk entdo bij = wk%‘aij e daf det(b;;,) =
mt det(a;;,) com p = oy, + -+ -+ aj,. Somando os M u’s referentes as R-uplas distintas
temos aRM /N, que nos da o resultado.

(i) Se H; = cy X + -+ - + ¢;n X% entdo

R
Cij = g dinan;
h=1

e dai det(c;;,) = Ddet(a;j,), de onde segue o resultado. |

Demonstracao do Lema 3.1:  Definimos f; como a forma que possui todas as variaveis
com coeficiente nao divisivel por 7 em pelo menos uma das Fj’s e renumeramos tais
variaveis por X7, ..., X, assim, temos (3.4).

Para 7 =1,..., R, considere as formas

W_lFZZ(WXla s 77TX1“aXT+17 s 7XN) = ﬂ-k_lfi(le s aXT‘) + gi<XT+17 e XN)

obtidas das F;’s por uma combinagdo das operagoes (3.2), com o = r, e (3.3), com
D = 7% Entdo o valor de ¥ das novas formas ¢ igual a 7FEMT/N=RMy(py g
Como os coeficientes das novas formas sao inteiros e Fi, ..., Fg é m-normalizado, temos

ERMr/N — RM > 0 o que implica em r > N/k.

Tome hq, ..., hs, s combinagoes lineares independentes modulo « de fi,..., fr e con-
sidere Hy, ..., H, as mesmas combinacgoes de I}, ..., Fr. Completamos esse novo sistema
com R — s formas dentre F},..., Fg para obter um sistema de R formas independentes

modulo w. Entao Hy, ..., Hg s@o obtidas a partir de Fi, ..., Fr através de (3.3) com Dy
nao divisivel por 7. Seja gs o nimero de variaveis que aparecem em pelo menos uma das
hi, ..., hs com coeficiente nao divisivel por 7 e donote essas varidveis por Xi,... X, . As
formas

7T71Gi(7TX1, ce 77TX(157XC15+17 c. >XN)7 se 1= 1, oS

Gi(rXy,...,n Xy, Xgot1,-- -, Xn), sei=s+1,...,R

obtidas a partir de Fy, ..., Fr através de (3.2), com o = g5, e (3.3), com D = 7~*Dy, tem
coeficientes inteiros. Assim, kRMqs/N — sM > 0 o que nos da g, > sN/kR. |

Dizemos que uma varidvel X; estad no nivel [ se n' divide a;;, Vi = 1,... R, mas
71 ndo divide algum a;;. Num sistema 7-normalizado todas a varidveis estdo em ni-
veis menores que k. De fato, se algum X estivesse no nivel [ > k, entao as formas
Fi(Xy1,...,Xj1,7 ' X, Xj41,...,Xn) teriam coeficientes inteiros e seu 9 seria igual a

W_kRM/Nﬁ(Fl, ce ,FR)

contradizendo a m-normalidade de Fi, ..., Fg.
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3.2 Uma forma diagonal

Nesta se¢ao, veremos condigoes suficientes sobre o nimero de variaveis, obtidas por
Alemu [1], para que uma equagao diagonal tenha solu¢ao nao-trivial num corpo p-adico.
Demonstraremos trés teoremas nesse sentido, incluindo o Teorema 1 citado na introducao.

Seja k um ntmero natural. Defina I'(k) como o menor nimero s de variaveis para o

qual a equagao

k k k
F = ayx] + agxy + - - - + asxg,

onde os a;’s sao todos inteiros p-adicos nao-nulos, represente zero em K. Obviamente nao
consideramos a solugao trivial.

E defina, para cada ¢ natural, v*(k,t) como o menor s tal que que a congruéncia
F=aqa"+ - +a2"=0 mod 7',

onde os a;’s sao unidades p-adicas, tenha solucao nao-trivial.

Seja F' uma forma diagonal sobre O de grau k. F' pode ser normalizada como
F=F+nF+ -+ F_,

onde F; é uma forma diagonal de grau k com coeficientes em O e r; variaveis. Se i # j
entao F; e F; nao tem variaveis em comum e dai s = ro+- - - +7,_1. Além disso, podemos
supor ro =>r;, 1 =1,...,k—1.

3.2.1 Lema de Hensel

A seguir temos mais uma versao do Lema de Hensel. Apesar de I e IV serem versoes
muito parecidas, inclusive na demonstragao, essa é mais refinada que a primeira que vimos
pois em I precisavamos que o quadrado do valor absoluto da primeira derivada num ponto
agy excedesse o valor absoluto da equagao no mesmo ponto, i.e., que o dobro da valorizacao
de f'(ag) fosse menor que a valorizagao de f(ay).

Defina

onde [-] significa parte inteira.

Lema 3.3 (Lema de Hensel IV). Seja M um inteiro nao negativo. Sejam f(x) € Ok|x]
de grau k e {a,}22, uma sequéncia dada por

n

satisfazendo
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e para todon =0,1,2,...: '
f9D%a,) =0 mod M, (3.6)

f9a,) #0 mod 7M1, (3.7)
Entao existe £ € Ok tal que

E=ayp mod7n® e f(§)=0.

Demonstracao: Defina t, = M +é+n, n=20,1,... Vamos mostrar primeiro que, para
cada inteiro n,

f(a,) =0 mod 7™, (3.8)
e

i1 = a, mod 7™, (3.9)

pois (3.8) e (3.9) implicam respectivamente que f(a,) converge para zero quando n — oo
e que {a,},>0 ¢ uma sequéncia de Cauchy. Assim, como estamos num corpo completo,
{a,} converge para algum £ € Ok e dai

0= lim f(a,) = f <lim an) = f(§),

n—oo n—oo
provando parte do Lema.

Faremos a demonstragao da primeira congruéncia por inducgao sobre n. Pela hipotese
(3.5) do Lema, (3.8) é valida para n = 0. Suponha que seja valida para n — 1. Usando a
expansao de Taylor de f e a defini¢do da sequéncia {a,}, temos

*)(q,_, )
f(an) = f(anfl) + f/(anfl>(an - an—l) + -+ %(an - anfl)

s st () oo s EER ()
PG (- flmt) s P (fm)

Por (3.6), (3.7), a hipotese de indugao e o Lema A.1, para cada i € {2,3,...,k},

oy (f”)fjn-l) <_J{<(“>))> = )+ (~ 2

i—s(i)'

> M+i(th1—M)—e
Note que para provar (3.8) para n, é suficiente mostrar que, para i = 2,...k,

M +i(ty_y — M) — e# >ty (3.10)
p J—
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pois essa desigualdade implica que cada parcela da expansao acima é zero modulo 7',
logo f(a,) o é. Mas (3.10) ¢é equivalente a

i — s(7)

tn_1>M—f—6m.

Lembrando que s(i) > 1,

i—s(7) e ~
Mte——F <M+ —- < M+e=ty<iln
p-1)@—-1) p—1 1

e isso termina a prova de (3.8).

Das definigoes de {ay, }n>0 € £, € de (3.8), temos

Up(an—&-l - an) = Vp (_ ;/ECZ;))) =t,—M=¢e¢+n,

portanto a,,; = a, mod 7",

Agora falta apenas mostrar que £ = ay mod 7¢, onde £ é o limite da sequéncia {a, }.
De fato, utilizando recorréncia na definigao de {a,}, temos

Ay = Qg —

fazendo n tender a infinito,

Para cada k inteiro nao negativo,

’Up<%):tk—M:é+k>é,

logo vy(ag — &) > € e temos £ = aqp mod 7°. [ |

Seja f(x) = bja* + by € O[] onde by € O* e k = p™m, (p,m) = 1. Suponha que exista
ap € O* tal que biaf + by =0 mod 7. Como

fO@) =k (k—i4+ Dbt i=1,.. k

segue que f@(c) =0 mod 7, para todo ¢ € @. Além disso, f/(c) #0 mod 7!, para
todo ¢ € O*, em particular para os elementos da sequéncia {a, },>o definida no Lema 3.3
com o ag acima. Entao f tem zero nao trivial por Hensel.

Sempre podemos obter um polindémio desse tipo a partir de uma forma diagonal sobre
O; por exemplo, se a forma tiver s varidveis, damos valores a s — 1 deixando apenas uma
variavel livre. Assim, se tivermos um ag satisfazendo as hipoteses, podemos garantir a
existéncia de um zero nao-trivial para a forma.
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3.2.2 Alguns limites de I'(k)

Seja k =p™m, com (p,m)=1e7 > 1. Tome N = (y*(k,er +¢€) — 1)k + 1. Entao

*(k e)— 1k +1 1
T0> (7( 7€T+k6) ) + :("}/*U{?,eT—'—é)—l)—i—E

mas ro € N, dai
ro = (v (k,er + &) — 1) + 1 =~*(k, e +&).

Pela definicao de v*, temos que
F,=0 mod 7t

tem solugao nao-trivial e, pela observagao feita apos o Lema 3.3, Fj tem zero nao-trivial.
Portanto, F' tem zero nao-trivial e segue que

I'(k) < (v (k,er+€)— 1)k + 1. (3.11)
Lema 3.4. Seja s; como definido no Lema 2.2 com t = e + é. Entao v*(k,eT +é) < s;.

Demonstra¢ao: Sejam ay, ..., a,, os coeficientes de F{y com 7o > s;. Pelo defini¢ao de sy,
existe uma subsequéncia a;,, ..., a;, tal que

n
E a;;, =0 mod 7*"°.

Jj=1

Tome z a rp-upla cujas coordenadas sao dadas por

sz{ 1, sel €{it,...,in}

0, caso contrario

Entao
Fo(z) =0 mod 7°7+°,

Pelo Lema 3.3, Fy tem zero nao-trivial. Portanto, v*(k,er + €) < s;. [ |
Sejak+er+e—1=t=qge+r, 0<r<e.
Lema 3.5. Se F' é uma forma diagonal de grau k em s varidveis e s > rf(pith — 1) +

(e —7r)f(p? — 1)+ 1, entio F representa zero em O.

Demonstracao: Pelo Lema 2.2,
SO TH) = = 1)+ (=) (' = 1)+ 1

Do ntmero de variaveis de F' segue, pelo Lema 2.1, que existe um subconjunto do conjunto
de coeficientes de F, digamos {a;,,...,a;,}, tal que

u
E a;;, =0 mod phter+e-1

j=1
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Tome z a s-upla cujas coordenadas sao

1712{ 1, se led{ay,...,a;,}

0, caso contrério
Entdo F(z) =0 mod whterte-1,
Temos 0 < vp(a;;) < k—1para j=1,...,u. Dai, para todo i; € {i,...,0.},

OF
6@].

() = ka;; =0 mod 7™ (ai,)Fer

oF
a.’L'i .

7

() = ka;; Z0 mod mhter

com (k+er +é—1) — (vy(a;;) —er) > e. Pelo Lema 3.3, I representa zero em O. W

Teorema 3.1. Se k + e < e, entao

FE)<(k+e—1f@™" =) +(e—k—e+1)f(p" —1)+1.

Demonstra¢ao: Como k+er+é—1=t=ge+r com 0 <r < e, temos

[kz+e—1 ]
q= T—I—T.

Se k+e¢e < e, entao [% + T} =7 etemosr =k+e—1. Pelo Lema 3.5, se F' tiver pelo
mMenos
k+e—D)fp™ =D +(e—k—e+1)f(p" —1)+1

variaveis, entao F' representa zero em (0. Portanto,
Nk)<(k+e—1Df(p" =D +(e—k—e+1)f(p" —1)+ 1. [ |
Teorema 3.2. Se k € impar e 7 > 1, entao

flk+e+e—1)logk
log 2

(k) <

Demonstracao: Seja F' uma forma diagonal do tipo

k k
1Ty + -0 Qs

com 0 < vy(a;)) <k—1,parai=1,...,s, €

flk+e+e—1)logk

1.
log 2 +

=
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Pela demonstracao do Lema 3.5, é suficiente mostrar que F = 0 mod 7#+¢7+¢~1 tem
solugao nao-trivial. Para isso, considere todas as possiveis somas de subconjuntos nao
vazios de A = {ay,...,as}. Temos 2° — 1 tais subconjuntos. Note que

flk+e+e—1)logk

s = log 2 +1
- flk+e+e—1)Tlogp
log 2
> f(k+er+e—1)log,p
k+er+e—1)

= log, pf(
dai 2% > pf(k+67'+éfl)‘

Se uma das somas for divisivel por 7#+¢7+¢~1 trabalharemos com ela. Caso contrario,
como 2° — 1 > pflkFere=1) — | /pk+er+e=1| "pelo principio da casa de pombos, existem
dois conjuntos diferentes By e By de A tais que

Z b= Z b mod rhterte-1

be By bEBy

Eliminando os elementos de B; N By, se necessario, podemos assumir que B; e By sao
disjuntos. Tome a s-upla x com as seguintes coordenadas

1, set é subindice de um elemento de B;
r; =< —1, sei é subindice de um elemento de By
0, caso contrario

Entao

F(x) = Z b— Z b=0 mod rFtertet

bEB; be B2

Assim, F representa zero em O e dai

k e —1)logk
(k) < [f( +6J1r€2 )log ] +1.
og -
A prova do Lema 3.7 utiliza o préximo resultado.
Lema 3.6. Seja K uma extensio nao ramificada de Q,. Se Fy,...,Fr € Olxy, ...,z
sao formas de graus ki, ..., kg, respectivamente, e s > Zf;l ki(1+p+---+pi1), entao

existe solucao nao trivial para o sistema

Fy(xy,...,25) =0 mod p".

A prova desse resultado utiliza vetores de Witt, que foge um pouco do nosso estudo.
Por esse motivo sera omitida aqui, mas pode ser encontrada no artigo do Browkin [4] para
R =1, a prova para R > 1 é analoga.
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Lema 3.7. Seja F' € O[xy,...,xs] uma forma de grau k e seja
5> kt set<e
ke(l+p+--+p ) +kler+1)p” set>e

ondet =7e+ (e +1) e 0< e <e. Entao a congruéncia
F(zy,...,2,) =0 mod 7"
tem solucao nao trivial.

Demonstragao: Seja L o subcorpo nao ramificado maximal de K. Entao 1,7,..., 7!

¢ uma base de K sobre L e podemos escrever F' = Fy + 7F) + --- + 7 'F,_;, onde os
coeficientes de F; estdao no anel Op dos inteiros de L e grau(F;) = k.

(i) Se t < e entdo podemos considerar o sistema
Fi(x1,...,25) =0 modp, i=0,1,...,t— 1.

O Teorema de Chevalley-Warning afirma que todo sistema de polinomios homogéneos
sobre um corpo finito tem zero nao-trivial se o nimero de varidveis ¢ maior que a soma
dos graus dos polindmios (veja [7] p. 72 e [13] p. 11). Como s > kt, pelo Teorema de
Chevalley-Warning, esse sistema tem soluc¢ao nao-trivial aq, ..., as € Op. Lembrando que
m¢ = p, segue que

F(G/l?"'aas) :F0<ala"'7a5)+.“+7T671F€*1(a17"'7a8)EO mod 7Tt

(ii) Agora vamos analisar o caso n > e. Considere o sistema

Fi(xy,. .. x5) 0 modp™, i=0,1,...,¢ (3.12)
Fi(z1,...,25) = 0 modp’, j=e; +1,...,e—1L

Temos que
e—1
D k(L+p+-4p") = (A DE(A+-+p) +(e— (L+e)k(l+-+p ")
=0
= ek(l+p+-+p )+ (eaa+1kp” <s

entao, pelo Lema 3.6, (3.12) tem solugao nao-trivial ay, ..., a, € Op. Como 7! divide p™**
e =@+ = p7 temos
Fi(ay,...,as) =0 mod 7',
t=20,1,...,e — 1. Portanto,
F(ay,...,a;) =0 mod 7" u

Sejam F' uma forma diagonal de grau k cujos coeficientes sao unidades de K e t =
eT + €, com eT = vy(k). O Lema 3.7 garante solugao nao-trivial para a congruéncia

F=0 mod 7 "¢
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sep#2e

T

—1
s > ke? 1 + kep”,

ou,sep=2e¢
s> ke(p™™ — 1)+ kpT.
Assim, se p # 2, temos

T

v (k,eT +€) < kel 1 + kep” +1
p p—
que substituindo em (3.11) nos da
(k) < Kk (ei __1 + epT> +1 (3.13)

E se p = 2 entao

(k) < Ke(p™ —1)+p ) +1

Agora, para encerrar a se¢ao, veremos o resultado principal do trabalho do Alemu [1].
Teorema 3.3. Se p > 3 entdo
[(k) < max{3nk* — nk + 1,2k* — k*}.

Se p =2 entao
[(k) < 4nk* — nk + 1.

Demonstragao: Considere o caso p > 3. A relagao (3.11), o Lema 3.4 e o Lema 2.2 nos
dao

(k)

N

(efp"(p—1)+ef(p" —1)k+1
((1+—>fp( —1)—|—ef(p7—1))k:+1
(p=1+e)fp" +ef(p" —1))k+1.

N

Se e > p—1 entao
['(k) < (3efp” —ef)k +1 < 3nk*> —nk + 1.

E se e < p — 1 entdo, pela relagao (3.13),
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0 que encerra o caso p = 3.

Para p = 2, temos
s= 27 (1+e)—e)+1

pelo Lema 2.2. Substituindo na equagao (3.11),
(k) < f27 (1 +e) —e)k + 1.
Comoe>1em > 1, temos e + 1 < 2me dai
(e+1)2" —e <27 me — e = dke — ¢

Assim,
['(k) < fdk*e — fek +1 =4nk* —kn + 1. ]

3.3 R formas diagonais

Agora vamos estudar o caso geral, um sistema com R formas simultaneamente diago-
nais, com o objetivo de demonstrar os Teoremas 3 e 4. Precisamos definir algumas fungoes
auxiliares. Primeiro temos I'(R, k) o menor inteiro tal que todo sistema como (3.1) com
N > I'(R, k) variaveis tem solugao nao-trivial sobre K.

Uma solugdo z € OV ¢ dita primitiva se pelo menos uma coordenada z; ¢ uma
unidade em O. Definimos nossa segunda fun¢ao ®(R, k, ) como o menor inteiro tal que
todo sistema (3.1) com N > ®(R, k,v) variaveis tem solu¢ao primitiva modulo 7. O
Teorema de Chevalley-Warning implica que ®(R, k, 1) < Rk.

Uma relacao importante dessa funcao ® e que sera utilizada posteriormente é que
O(R,k,a+b)+ 1< (P(R, kya)+ 1)(P(R, k,b)+ 1), Va,b>1.

Mostraremos essa desigualdade a seguir utilizando contragao e expansao de variaveis.
Precisamos encontrar uma solucdo primitiva médulo 7%+ para um sistema com

N = (®(R,k,a) + 1)(P(R, k,b) +1)

variaveis. Primeiro dividimos o sistema (3.1) em ®(R, k,a) + 1 subsistemas de formas
diagonais,

a’luj(‘1’(Rﬂkvb)+1)+1XJ]'€(<I>(R,k,b)+1)+1 + o F al,(j+1)(<1>(R,k,b)+1)X(k}+1)(@(R,k,b)ﬂ) =0
aRvj(cb(R&b)-f'l)+1XJI‘€(<I>(R,k,b)+1)+1 + ot aR,(j+1)(<I>(R7/f7b)+1)X(kj+1)(<1>(R,k7b)+1) =0
j=0,...,9(R,k,a), cada um com ®(R, k,b) + 1 variaveis. Cada subsistema tem uma

SOIUGAO (T j(@(R ke b)+1) 415 - - - » T(j+1)(@(Rkb)+1)) Primitiva modulo 7. Multiplicamos cada
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uma dessas solugoes por uma nova variavel formando um novo sistema de formas diagonais
com ®(R, k,a) + 1 variaveis

®(R,k,b)+1 N
ayxp | YYD 4+ oo+ ai I Y@(R,k,a)—i—l =0
=1 1=(®(R,k,b)+1)®(R,k,a)
B(R,ke,b)+1 N
Z k k Z k k
aR; X; Yi + -+ apy I Y@(R,k,a)Jrl =0
=1 1=(®(R,k,b)+1)®(R,k,a)
Esse novo sistema possui solucao (y1, .. ., Ya(rka)+1) Primitiva modulo 7. Assim,
(961 Yi, -+ s To(Rkb)+1 Y1y -+ s LO(Rk,a)(P(R,k,bD)+1)+1 YO(Rk,a)+15 « -+ TN ycb(R,k,a)—f—l)

¢ uma solucdo primitiva moédulo 7%*° para o sistema original.

Suponha que o sistema (3.1) é m-normalizado. Podemos admitir que X, ..., X,, sdo
as variaveis do nivel zero. Denote por Ay a matriz dos coeficientes dessas variaveis. Seja
¢s como definido no Lema 3.1.

Definimos (d) como o maior nimero de colunas de Ay que estdo num subespago
d-dimensional de k%, d=0,..., R — 1. Entao ¢é simples observar que

s+ u(R—s8)=ng, s=1,..., R
Como ¢q5 = sN/(REk) e ng < N, temos

sN
— —s5) < N.
Rk+MR s)

Portanto

N
pld) SN = (R—d)7r, d=0,....R 1 (3.14)

Lema 3.8. Suponha que o sistema (3.1) é m-normalizado e tem mais que k(tR — 1)

varidveis onde t € arbitrdrio. Entdao a matriz de coeficientes A contém t submatrizes
R X R disjuntas que sao nao singulares modulo .

O resultado abaixo sera necessario para a demonstracao do Lema 3.8. Sua demons-
tragao pode ser encontrada em [17|, p. 33-34, 55-59.

Lema 3.9. Seja A uma matriz R x N sobre o corpo F' e t um inteiro positivo. A matriz
A possui t submatrizes R X R disjuntas que sao nao singulares sobre F' se, e somente se,

N —|J] 2 tR —r(A)), ¥ JC{L...,N},

onde Ay € a submatriz de A que consiste das colunas a; com j € J e r(A;) = posto de

Aj.
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Demonstra¢ao do Lema 3.8:  Para todod =0,1,..., R—1, substituindo N > k(tR—1)
em (3.14), temos

N tR—1
< — — R — —
pd) < N—(R—d)jpr <N~ (R~d)—
R—d
= N—(R—d)t+——
( i+ R

Como p(d) € Z, temos N — u(d) > t(R — d). Pelo lema anterior, A contém ¢ submatrizes
R x R disjuntas nao singulares modulo . ]

Lema 3.10. Suponha que o sistema (3.1) € m-normalizado e tem mais que Rk®(R, k,v) —
k(R —1)? varidveis onde v € arbitrdrio. Entio (3.1) tem solugdo nao singular médulo .

Demonstragao:  Suponha que (3.1) tem N = k(tR — 1) + 1 varidveis para algum ¢
definido adiante. Pelo Lema 3.8, A tem t submatrizes R X R disjuntas que s@o nao
singulares moédulo 7. Descartamos todas as variaveis que nao estao em nenhuma dessas
t submatrizes, restando tR variaveis. Tome ¢t — 1 dessas submatrizes e, em cada uma

delas, troque as R varidveis X, ,...,X;, por uma nova variavel ¥;. Obtemos um novo
sistema com R + t — 1 variaveis. Se t = ®(R,k,v) — R + 2 entdo esse sistema tem
solugao (x1,..., TR, Y1,---,Ys—1) primitiva modulo 7. Note que ndo podemos ter as ¢t — 1

novas variaveis dessa solugao iguais a zero moédulo 7 pois as colunas correspondentes as
R variaveis antigas remanescentes formam uma submatriz nao singular médulo 7, logo
essa submatriz possui inversa modulo 7. Assim, “inflando” as novas variaveis, temos uma
solugao nao singular médulo 7

(X1 s TR YLy e oy YLy o e ey Yty e s Yi1)
—_— —_—
R vezes R vezes
para o sistema inicial com N = Rk®(R, k,v) — k(R — 1) + 1 varidveis. [ |
Lema 3.11. Sejam fi,..., fr € Zy[ X1, ..., Xn§] polinémios com coeficientes inteiros p-

ddicos, sem termos constantes, e seja d; o grau de f;. Se N > Zil di(p— 1) (p¥i — 1),
entao
fi(Xl,...7XN)EO modp”i,izl,...,R

tem solugao nao-trivial xy,...,xxy € T, onde T = {x € Z, | 2P = x} € o conjunto dos
representantes de Teichmiiller.

Demonstracao: A idéia dessa demonstracao é trocar cada congruéncia moédulo p”t por v;
congruéncias modulo p para entao aplicarmos o Teorema de Chevalley-Warning.

Vamos definir a aplicagdo A : Z,[ Xy, ..., Xy] — Z,[ X1, ..., Xn] por
(AF) Xy, Xy)=p " [f(X0,. o, Xn)P — fO(XD, .. XR) +
fO(Xy, . XN) — f(Xy, ., X))

onde f®)(X,,..., Xy) é o polinémio obtido pelo levantamento de cada coeficiente de f a
uma p-ésima poténcia (i.e., fP(Xy,..., Xy) = a}XF + - + a},X%). Definimos também
AV f = A(AU=D f) se j > 1 e, por conveniéncia, A f = f.
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Note que Af é um polindmio em Xj,..., Xx de grau no méaximo p (grauf). Além
disso, Af tem coeficientes em Z,. De fato, a aplicagao que leva x em z” é o automorfismo
identidade de F,, dai quando aplicamos o homomorfismo que leva de Z,[X7, ..., Xy] para
F,[Xi, ..., Xy], os dois primeiros termos se cancelam e os dois tltimos termos se cancelam.
Logo, o que esta entre colchetes é 0 modulo p.

Seja f(Xi,...,Xy) = ¢ um polinémio constante, entdao Af = Ac = p~1(c? — ¢).
Queremos mostrar que ¢ = 0 mod p se, e somente se, AQ¢, AM¢ .. A¥De sio todos
congruentes a zero modulo p.

Considere a valorizagao p-adica v,. Suponha que vp(A(j )¢) > 1. Indutivamente temos
0, (A6 = 0, (p (AD — AD)) = —1 + 0, (AVe) = —(j + 1) + v, (0).

Assim, se ¢ = 0 mod p” entdo v,(c) > v o que implica em v,(AU)c) > —j + v dai,
AWe=0 modp, j =0,...,v—1. Agora, suponha que AQ¢, ..., A#Ye =0 mod p.
Entdo v,(c) = v,(A¥"Ye) + (v — 1) = v, ou seja, c = 0 mod p”.

Tome ay, ...,ay € T. Como a} = a;, temos f@l, ... d%) = fPay,... ay), dai

(Af)(a1,...,an) = p ' flay,...,an)? — flay,...,an)]
= A(f(al,...,aN)).

Portanto, para os elementos do conjunto de Teichmiiller, temos f(ay,...,ay) =0 mod p”
se, e somente se, (AU f)(ay,...,axy) =0 modp, j=0,...,v— 1.

Assim, concluimos que resolver o sistema de equagoes
. v
fila,...;ay) =0 mod p”, i=1,...,R

nao-trivialmente com variaveis em T é equivalente a resolver nao-trivialmente o sistema
de congruéncias

(A(])fl)(ala7aN) =0 mod b,
i =0,...,v;,—lei=1,...R, onde grau(AU) f;) < p grau(AU-V ) < pid;.

Pelo Teorema de Chevalley-Warning, esse novo sistema tem solugao nao trivial se o
nimero de variaveis for maior que a soma dos graus, ou seja, se

R I/i—l R

) vi ]

i=1 j=0 i=1

Lema 3.12. Com v definido como no Lema 2.4, temos

pip—1)"nRk, p>2
(R, k,7) < { IRk, b2
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Demonstra¢ao: Procuramos uma solugao primitiva moédulo 77 para o sistema (3.1). O
grupo aditivo O/p? é isomorfo a soma direta de n grupos ciclicos de ordem p/¢,

Ofp" = M) & & (An),
onde (\;) = {z\;| z € Z}. Escrevemos cada coeficiente a;; de (3.1) moédulo 77 como
a;j = bl(-jl-))\l +--+ bg-b))\n mod p?/¢, com bl(-? € Z.
Dessa forma, é suficiente resolver as nR congruéncias

pXF b xE 4 4 XE =0 mod p/°, (3.15)

%

1 <i< R e 1< 1 < n Vamos nos restringir ao conjunto de representantes de
Teichmiiller para encontrar condi¢ao suficiente sobre N para que esse novo sistema tenha
solugdo. Observe que {z* | z € T} = {x*»~Y | x € T}, entdo podemos trocar o expoente
k por (k,p—1). Pelo lema anterior, o sistema (3.15) tem solugao nao-trivial z, ..., zx € T
se N >nR(k,p—1)(p—1)"'(p/¢ = 1). Como k = p™m, (k,p — 1) divide m. Dai

p#2=®Rk,v) <nR(k,p—1p " (p—1"<nRkp(p—1)""
p=2= &R k,7) <nR(k,p—1)p (p—1)" <nRkp* = 4nRk [ ]

Uma combinagao dos Lemas 2.4 e 3.10 nos diz que um sistema m-normalizado com
N = Rk®(R, k,v) — k(R —1)*+ 1 varidveis possui uma solugao nao-trivial em K. Assim,

(R, k) < Rk®(R, k,v) — k(R —1)* < Rk®(R, k, 7).
e, pelo Lema 3.12,

nR*k*p(p— 1)1 sep>2
(R, k) < { AnR2K> sep=2

Em todo caso, temos I'(R, k) < 4nR?k?. Assim, provamos o seguinte resultado devido a
Brink, Godinho e Rodrigues [3].

Teorema 3.4. Seja n o grau da extensao K/Q,. Entdo (3.1) tem solugdo nao-trivial se
o nimero de varidveis N € maior que 4nR%k?.

Lema 3.13. Todo a € O pode ser escrito como
a=d +ndl +7°d 4+ +a” ' modp

com cj € O em o elemento primo de O.

Demonstracdo: Seja R C O um conjunto de representantes de O/p. Seja ¢ = p’ = |O/p|.
Utilizando o fato de que a aplica¢do de F, em F, dada por x + 27 ¢ bije¢ao (na verdade,
¢ uma identidade), mostramos que a definida por = +— 2P também é bijegdo. Entao a
aplicagdo = — 2" ¢ uma bije¢ao de F, em F, e, portanto, {r?"| r € R} também é um
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conjunto de representantes de @/p. Assim, pelo Lema 1.9, podemos escrever todo a € O
como

o
_ pT N
a = 57’”71'

n=0
o0 (o] o
_ 0 pT _ip” 1 pT ipT pT—1 p" ipT
=7 E Tipr™ T Tlppr™ oo+ Tpr—14ip™ ™
i=1 i=1 i=1
pT—1 00 pT
= E s ( E Tjﬂ-pﬁr’) mod p
j=0 i=1
Basta tomar ¢; = > o0 r.. -7 para termos o lema. [ |
j i=1Tj+ip

Lema 3.14. ®(R,k,e) < ®(Rp™,m,e).

Demonstra¢ao: Temos que mostrar que se N > ®(Rp™,m,e) entdo o sistema com R
equagoes de grau k e N varidveis tem solugao primitiva moédulo 7.
Considere as R congruéncias

an XF 4+ +anXh=0 modp, i=1,...,R. (3.16)

com N > ®(Rp™,m,e). Escrevemos cada coeficiente a;; como no Lema 3.13, entao cada
polindémio acima se torna a soma de p” polindmios. Assim, encontrar uma solugao primi-
tiva para (3.16) é equivalente a encontrar uma solu¢ao primitiva para as Rp™ congruéncias

AXE 4 4 XE =0 modp, i=1,...,Rp".
Mais ainda, como
AIXE X = (en XT ey XY mod p
basta encontrarmos uma solucao primitiva para as Rp” congruéncias
cn X"+ +enyXy =0 modp, i=1,...,Rp" (3.17)
que existe pela defini¢ao de ® pois N > ®(Rp™, m,e). [ |
Por fim, temos o segundo resultado do trabalho de Brink, Godinho e Rodrigues [3].

Teorema 3.5. O sistema (3.1) tem solugao nao-trivial se o nimero de varidveis N é
maior que (Rk)*™.

Demonstracao: Como vimos, os Lemas 2.4 e 3.10 nos dao
(R, k) < Rk®(R, k,y) — k(R —1)%
Se k nao é divisivel por p, entdao v =1 e, pelo que vimos no inicio da se¢ao,

I'(R, k) < (Rk)® — k(R — 1)2.
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Assim, T'(Rp™,m) < (Rk)> —m(Rp™—1)%. Se 7 = 0 entao I'(R, k) < (Rk)>—m(R—1)? <
(Rk)?, que é menor que a cota do teorema.

Suponha 7 > 0. Se N > I'(Rp™, m) entao, por defini¢do, (3.17) tem solugao nao-trivial
o que implica que tem solu¢do primitiva modulo 7¢, logo ®(Rp™, m,e) < I'(Rp™,m). E,
pelo lema anterior, ®(R, k,e) < (Rk)?. Assim, temos

I'(R,k) < RE®(R,k,y)—k(R—1)?>< Rk®(R, k,v)
< RE(®(R,k,7) +1) < RE(®(R, k,e) +1)7/¢
< Rk ((Rk)Q)w/e < (Rk)1+2(7+2)

— (Rk)27—+5



APENDICE A

Um resultado sobre valorizacao

Lema A.1. Se m é um inteiro nao negativo e p € primo, entao

m — s(m)

N =

onde s(m) é a soma dos digitos que representam m na base p.

Demonstracao: Se m = 0 o lema é verdadeiro. Para provar o lema para m > 0, primeiro
vamos mostrar que

em seguida que

dai seguira a igualdade desejada.

Observe que se p* > m entdao [m/p'] = 0. Assim, a série acima tem finitos termos nao
nulos. Para h € N é simples verificar que

ﬁ _ h—11 [ 1, sep' divide h
pi p | | 0, caso contrario

Em particular, se v,(h) = [ entao

Rl [h=17_ [ 1, sel<i<I
P’ p | 1 0, caso contrario




Apéndice A. Um resultado sobre valorizagao

Assim,
%mg:mmﬂpiwwziiQﬂ—V;D
- 23 ([F -5 -3
Seja

m = p'a, +---+pai +ap, com 0<a;<p,

a representacao de m na base p. Dali,

m u—1
—| = Dp ayt---F+pata
L P
-m- u—2
]ﬁ = p “ayt+---ta
o
_ — au
P ]
o que implica em
Z —| = Z — ="+ Hp+Dayt+--+(p+lag+a
im1 LP im1 LP
1
= (" = Dau ke (P = Daz + (p = Day)
_ m—s(m)
= T

E isso termina a demonstracao do Lema.
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