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Resumo

Faremos um breve estudo sobre corpos locais para obter alguns resultados para corpos
p-ádicos. Aproveitando esse estudo, juntamos neste trabalho algumas versões do Lema de
Hensel. E baseado nos artigos de Alemu [1] e de Brink, Godinho e Rodrigues [3] veremos
algumas condições suficientes sobre o número de variáveis para a solubilidade de sistemas
de equações diagonais sobre corpos p-ádicos.

Palavras-chaves: corpos locais; corpos p-ádicos; lema de Hensel; sistema de equações
diagonais.
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Abstract

We will make a brief study of local fields to obtain some results for p-adic fields. Enjoying
this study, we join in this work some versions of the Hensel’s Lemma. Based on the articles
of Alemu [1] and Brink, Godinho and Rodrigues [3], we see some sufficient conditions on
the number of variables for the solubility of diagonal systems of equations on p-adic fields.

Key words: local fields; p-adic fields; Hensel’s lemma; diagonal system of equations.
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Introdução

A existência, ou não, de soluções para equações é um tema frequente na matemática.
O tema da nossa dissertação é a busca de condições suficientes para que um sistema de
polinômios homogêneos de grau k tenha zero não-trivial dentro do corpo dos números
p-ádicos, teoria proposta por Kurt Hensel em 1897.

Em 1920, Emil Artin fez a seguinte conjectura

Um sistema com R formas de grau k com N variáveis sobre um corpo
p-ádico K tem zero não-trivial em K se N > Rk2 + 1.

Para formas diagonais e K = Qp, a conjectura foi provada por Davenport e Lewis para
uma equação [8] e para duas equações quando k é ímpar [9]. Eles ainda mostraram que,
em ambos os casos, a condição N = Rk2 + 1 quando k = p − 1, para um primo p, é
suficiente para que o sistema tenha solução não-trivial.

No entanto, para o caso geral, essa afirmação é falsa como foi mostrado por Guy
Terjanian [25] em 1966. Ele construiu um polinômio homogêneo de grau 4 sobre Q2 com 18
variáveis que não admite zero não-trivial. No caso de sistemas de formas simultaneamente
diagonais, ainda acredita-se na conjectura. Assim, muitos matemáticos tem voltado seus
estudos para obter a melhor condição sobre o número de variáveis que garanta solução
de um sistema mas os resultados obtidos até agora são distantes do sugerido por Artin.
Davenport e Lewis [10] mostraram que basta termos

N >

{
[9R2k log(3Rk)], se k é ímpar

[48R2k3 log(3Rk2)], se k é par diferente de 2

para que o sistema tenha solução não-trivial em Qp, para todo primo p. Já Low, Pitman
e Wolf [17] provaram que o sistema tem zero não-trivial em Qp se o número de variáveis
satisfaz

N >

{
[48Rk3 log(3Rk2)], se k>2

2R2k log k, se k é ímpar e suficientemente grande

1



Introdução 2

E Brüdern e Godinho [5] mostraram que

N >

{
R3k2, se R > 3 e k > 3
36k2, se R = 3 e k = 2n com n ∈ N

é suficiente para que exista solução não-trivial em Qp. Ainda para K = Qp, o resultado
mais recente, provado por Michael Knapp [15], é que N > 4R2k2 é condição suficiente
para que o sistema tenha zero não-trivial.

Agora, se K for uma extensão de Qp de grau n então, para R = 1, temos zero não-
trivial em K se

N > (2τ + 3)k(d2k)k−1, onde d = (m, pf − 1),

segundo Birch [2] ou se
N > 16n2(log k)2k2,

como demonstrado por Dodson [11].

Também para R = 1, Alemu [1] mostrou que

Teorema 1. Se o polinômio tiver N variáveis satisfazendo

N >

{
4nk2 − nk + 1, p = 2
max{3nk2 − nk + 1, 2k3 − k2}, p > 3

então existe zero não-trivial em K

E o trabalho mais recente é o do Skinner [23] onde ele prova que N > k6τ+4 é suficiente
para que uma forma diagonal tenha solução não-trivial em K.

Agora, para R arbitrário, temos três importantes resultados:

Teorema 2. O sistema homogêneo de R polinômios de grau k tem solução não-trivial se
o número de variáveis N for maior ou igual a R2k2+2nτ , onde k = pτm com (p, m) = 1.

Teorema 3. O sistema com R equações de grau k tem solução não-trivial se o número
de variáveis N é maior que 4nR2k2.

Teorema 4. Um sistema com R equações de grau k tem solução não-trivial se o número
de variáveis N é maior que (Rk)2τ+5, onde k = pτm com (p, m) = 1.

O Teorema 2 foi obtido por Knapp [15] e os Teoremas 3 e 4 por Brink, Godinho e
Rodrigues [3]. Note que o Teorema 3 é uma generalização do resultado apresentado por
Knapp para K = Qp e o Teorema 4, ao contrário do Teorema 2, não depende do grau
da extensão n. Além disso, podemos comparar esse último resultado com o obtido por
Skinner quando R = 1.

Neste trabalho, começamos com o estudo dos corpos locais e suas propriedades pois
os corpos p-ádicos são exemplos destes. Veremos as subestruturas dos corpos locais como
o anel dos inteiros, os ideais desse anel e a estrutura dos anéis quocientes. Além disso,



Introdução 3

introduziremos as funções logaritmo e exponencial p-ádicos para estabelecermos um homo-
morfismo entre duas subestruturas dos corpos p-ádicos. Os resultados dos dois primeiros
capítulos servirão de base para o nosso estudo sobre a existência de soluções para os sis-
temas de polinômios homogêneos. Finalmente, no capítulo 3, estudaremos os trabalhos
desenvolvidos por Alemu [1] e Brink, Godinho e Rodrigues [3] a fim de demonstrarmos os
teoremas 1, 3 e 4.



CAPÍTULO 1

Corpos Locais

Neste capítulo veremos muitas definições e resultados básicos, necessários para a leitura
dos capítulos seguintes.

1.1 Propriedades Gerais

Definição 1. Seja K um corpo. A aplicação v : K → Z ∪ {∞} é uma valorização sobre
K se, ∀ a, b ∈ K:

(i) v(a) = ∞⇔ a = 0;

(ii) v(a b) = v(a) + v(b);

(iii) v(a + b) > min{v(a), v(b)}.

Exemplo 1. Considere K = Q e p um primo. Podemos escrever

x = pn a

b
, com (ab, p) = 1,

para todo x racional não nulo. Defina vp(x) = n se x ∈ Q\{0} e vp(0) = ∞. Então vp é
uma valorização que chamamos de valorização p-ádica.

Definição 2. Seja K um corpo. A aplicação | · | : K → R é um valor absoluto sobre K
se existir α ∈ R fixo tal que:

(i) |a| > 0, ∀ a ∈ K, e |a| = 0 ⇔ a = 0;

4



Capítulo 1. Corpos Locais 5

(ii) |a b| = |a||b|, ∀ a, b ∈ K;

(iii) |a| 6 1 ⇒ |1 + a| 6 α.

Um exemplo clássico é o valor absoluto trivial | · |0 dado por

|a|0 =

{
0 se a = 0,
1 caso contrário.

Outro exemplo importante é o valor absoluto p-ádico definido sobre K = Q por

|x|p =

{
p−vp(x) se x ∈ Q\{0}

0 se x = 0

onde vp é a valorização p-ádica sobre Q.

Escolhemos (iii) como o terceiro axioma ao invés da desigualdade triangular pois em
alguns contextos é consideravelmente mais simples mostrar (iii).

Segue da definição as seguintes propriedades:

Propriedades 1. Seja | · | um valor absoluto sobre K. Temos

a) |1| = 1;

b) se |an| = 1, então |a| = 1;

c) | − 1| = |1|, logo | − a| = |a|;

d) |a−n| = |a|−n

e) se K é um corpo finito, então | · | é trivial.

Demonstração:

a) Temos que 1 = 12 daí |1| = |12| = |1|2, por (ii). Como |1| 6= 0, concluímos que
|1| = 1.

b) Por (ii), 1 = |an| = |a|n. Como valor absoluto é uma aplicação que assume valores
reais, segue que |a| = 1.

c) Temos (−1)2 = 1 então |1| = | − 1|2 e essa propriedade segue por b).

d) Por (ii) e (a), |a−n||a|n = |a−nan| = |1| = 1. Portanto, |a−n| = |a|−n.

e) Se K é finito então existe n ∈ N tal que an = 1,∀ a ∈ K\{0}. Pelos itens a) e b),
temos |a| = 1,∀ a 6= 0. �

Lema 1.1. Se | · | é um valor absoluto sobre K e λ é um real positivo, então || · || = | · |λ
é um valor absoluto sobre K.
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Demonstração: (i) e (ii) são óbvios. Para mostrar (iii), tome α1 = αλ. Para todo a ∈ K
com ||a|| 6 1 temos |a| 6 1 (pois, como λ é positivo e |a|λ 6 1 segue que |a| 6 1), daí
|1 + a| 6 α. Assim, ||1 + a|| = |1 + a|λ 6 αλ = α1. �

É fácil verificar que | · |λ = || · || para λ real positivo define uma relação de equivalência
no conjunto dos valores absolutos. Neste caso, dizemos que esses valores absolutos são
equivalentes e temos a seguinte notação | · | ∼ || · ||.
Lema 1.2. Uma condição necessária e suficiente para que o valor absoluto | · | satisfaça
a desigualdade triangular é que podemos tomar α = 2 na definição 2.

Note que se tivermos α 6 2 na definição 2 então (iii) vale, em particular, para α1 = 2
e portanto o valor absoluto satisfaz a desigualdade triangular pelo lema acima.

Em geral, vamos nos preocupar apenas com as propriedades de classes de equivalência
de valores absolutos. Assim, o Lema 1.2 nos permitirá usar a desigualdade triangular
e suas propriedades conhecidas, pois como corolário deste lema segue que todo valor
absoluto é equivalente a um que satisfaz a desigualdade triangular (basta tomar λ = logα 2
se α > 2 e definir || · || = | · |λ).

Demonstração do Lema 1.2: Suponha que a desigualdade triangular seja satisfeita.
Então, ∀ a ∈ K tal que |a| 6 1,

|1 + a| 6 |1|+ |a| 6 2.

Para mostrar a suficiência, suponha α = 2. Tome a1, a2 ∈ K com |a1| > |a2|, então
|a| 6 1, onde a2 = aa1. Daí,

|a1 + a2| = |1 + a||a1| 6 2|a1|,

isto é,
|a1 + a2| 6 2 max{|a1|, |a2|}

Por indução sobre n, encontramos

|a1 + · · ·+ a2n| 6 2n max{|aj|, j = 1, . . . 2n}.

Agora, sejam a1, . . . , aN ∈ K. Tome n de forma que 2n−1 6 N < 2n e defina aN+1 =
· · · = a2n = 0. Então

|a1 + · · ·+ aN | 6 2n max{|aj|, j = 1, . . . N} 6 2N max
j
{|aj|}

Em particular, tomando aj = 1, j = 1, . . . , N , temos |N | 6 2N , ou seja, temos um limite
para o valor absoluto de todo inteiro positivo.

Sejam b, c ∈ K e n um inteiro positivo. Então

|b + c|n =

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

(
n

i

)
bicn−i

∣∣∣∣∣ 6 2(n + 1) max
i

{∣∣∣∣(n

i

)
bicn−i

∣∣∣∣}
= 2(n + 1) max

i

{∣∣∣∣(n

i

)∣∣∣∣ |bi||cn−i|
}
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6 4(n + 1) max
i

{(
n

i

)
|bi||cn−i|

}
6 4(n + 1)

n∑
i=0

(
n

i

)
|bi||cn−i|

6 4(n + 1)(|b|+ |c|)n.

Tomando a raiz n-ésima e fazendo n →∞ sobre os reais, obtemos

|b + c| 6 |b|+ |c|,

pois o limite de n
√

4(n + 1) quando n tende a infinito é 1. �

Uma consequência da desigualdade triangular é

||a| − |b||∞ 6 |a− b|,

onde | · |∞ é o valor absoluto dos reais. A prova dessa desigualdade é a mesma que fazemos
para o valor absoluto dos reais.

Definição 3. O valor absoluto | · | sobre um corpo K é não-arquimediano quando podemos
tomar α = 1 na definição 2. E é arquimediano caso contrário.

O valor absoluto trivial é um exemplo de valor absoluto não-arquimediano e o valor
absoluto | · |∞ sobre R é arquimediano.

Lema 1.3. O valor absoluto | · | sobre K é não-arquimediano se, e somente se, satifaz a
desigualdade ultramétrica

|a + b| 6 max{|a|, |b|},∀ a, b ∈ K.

Além disso, todo valor absoluto equivalente a um valor absoluto não-arquimediano é não-
arquimediano.

Demonstração: Seja | · | um valor absoluto não-arquimediano. Suponha que |a + b| >
max{|a|, |b|} para algum a e algum b. Podemos supor |a| > |b|, daí |c| 6 1 onde b = ac.
Portanto,

|a| < |a + b| = |a||1 + c| 6 |a|.

Absurdo! Isso mostra a necessidade de termos a desigualdade ultramétrica.

Agora, suponha que | · | satisfaça a desigualdade ultramétrica. Seja a ∈ K tal que
|a| 6 1, então

|a + 1| 6 max{|a|, |1|} = 1.

O que completa a demonstração.

Sejam | · | e || · || dois valores absolutos não-arquimedianos e equivalentes. Ou seja,
α = 1 e existe λ real positivo tal que || · || = | · |λ. Pela demonstração do Lema 1.1,
temos que α1 = αλ = 1. �
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Se o valor absoluto é não-arquimediano, então pelo lema acima temos que |b| 6
max{|a + b|, |a|},∀ a, b ∈ K. Supondo |a| < |b|, essa desigualdade se torna |b| 6 |a + b|.
Mas, pela desigualdade ultramétrica, |a + b| 6 |b|, logo |a + b| = |b|. Assim provamos o
seguinte resultado:

Lema 1.4. Seja | · | um valor absoluto não-arquimediano. Se |a| < |b|, então |a+b| = |b|.

Lema 1.5. Um valor absoluto | · | sobre o corpo K é não-arquimediano se, e somente se,
|a| 6 1, para todo a no anel gerado por 1 (Z se car(K) = 0 e Fp se car(K) = p) em K.

Demonstração: Primeiro vamos mostrar que a condição é necessária. Se | · | é não-
arquimediano então

|2| = |1 + 1| 6 1,

pela desigualdade ultramétrica. Segue por indução e pela Propriedade 1 (c) que |n| 6 1,
para todo n no anel gerado por 1.

Vamos argumentar de forma análoga a demonstração do Lema 1.2 para mostrar a
suficiência. Pela observação feita após o enunciado do Lema 1.2, podemos supor que | · |
satisfaz a desigualdade triangular. Então, para a, b ∈ K e n inteiro positivo, temos

|a + b|n =

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

(
n

i

)
aibn−i

∣∣∣∣∣ 6
n∑

i=0

∣∣∣∣(n

i

)∣∣∣∣ |ai||bn−i|

6
n∑

i=0

|ai||bn−i| 6 (n + 1) (max{|a|, |b|})n

onde a segunda desigualdade segue da hipótese que |m| 6 1 para todo m no anel gerado
por 1. Agora, tome a raiz n-ésima e faça n →∞. O resultado segue pelo Lema 1.3. �

O valor absoluto p-ádico sobre Q é não-arquimediano. De fato, v(a)p > 0, para todo
a ∈ Z (o anel gerado por um). Assim, |a|p 6 1, para todo a ∈ Z. A conclusão segue pelo
lema acima.

Corolário 1.1. Sejam K ⊂ F corpos e seja | · | um valor absoluto em F . Então | · | é
não-arquimediano em F se, e somente se, sua restrição a K é não-arquimediana.

Demonstração: Basta observar que 〈1〉 ⊂ K ⊂ F , onde 〈1〉 = anel gerado por 1. �

Corolário 1.2. Se K tem característica prima, então toda valorização em K é não-
arquimediana.

Demonstração: Lembre que se K tem característica prima então contém um corpo finito.
Pela Propriedade 1 (d) toda restrição de um valor absoluto a tal corpo é o valor absoluto
trivial que é não-arquimediano. �

Vamos introduzir algumas noções de análise no contexto de corpos com valores abso-
lutos para falar de completude de um corpo.
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Sejam K um corpo com valor absoluto | · | e {an}n>1 uma sequência em K. Dizemos
que b é o limite dessa sequência com relação a | · | se, para todo ε real positivo, existir
n0 = n0(ε) tal que |an− b| < ε, para todo n > n0. É fácil verificar que, quando o limite de
uma sequência existe, ele é único. Se, para todo ε real positivo dado, existir n1 = n1(ε)
tal que

m, n > n1 ⇒ |am − an| < ε

então dizemos que {an} é uma sequência de Cauchy (ou fundamental). Toda sequência
que tem limite é de Cauchy, mas a recíproca não é verdadeira, como veremos no exemplo
abaixo.
Exemplo 2. Considere {an}n>1, contida no corpo Q, tal que a1 = 2 e

a2
n + 1 ≡ 0 mod 5n (1.1)

an+1 ≡ an mod 5n, (1.2)

e o valor absoluto 5-ádico.

Primeiro vamos mostrar que essa sequência é bem definida. Conhecendo an, temos
por (1.2) que an+1 = an + b5n para algum b inteiro. Vamos encontrar b para que essa
última equação satisfaça (1.1), ou seja,

(an + b5n)2 + 1 ≡ 0 mod 5n+1.

Desenvolvendo esse quadrado, podemos reescrever essa congruência como

(a2
n + 1) + 2anb5

n ≡ 0 mod 5n+1.

Por (1.1), podemos tomar cn5n = a2
n + 1, daí

cn + 2anb ≡ 0 mod 5

e, como 5 não divide an, essa congruência tem solução. Assim, existe an+1 satisfazendo
as hipóteses.

Agora vamos mostrar que essa sequência é de Cauchy. Para m > n, temos

|am − an|5 6 max{|aj+1 − aj|5, j = n, . . . , m− 1}.

E, para todo j inteiro positivo, |aj+1 − aj|5 = |b5j|5 6 5−j. Portanto,

|am − an|5 6 max{5−j, j = n, . . . , m− 1} = 5−n,

o que implica que {an} é uma sequência de Cauchy.

Suponha que a ∈ Q seja o limite de {an}, ou seja, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

n > n0 ⇒ |an − a|5 < ε.

Por (1.1), temos |a2
n + 1|5 6 5−n, logo, o limite de |a2

n + 1|5 é zero. Por outro lado, se
n > n0, então

||a2
n + 1|5 − |a2 + 1|5|∞ 6 |(a2

n + 1)− (a2 + 1)|5
= |an − a|5|an − a + 2a|5.
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Como esse valor absoluto é não-arquimediano, isto é, podemos tomar α = 1 na definição
2, o Lema 1.2 implica que | · |5 satisfaz a desigualdade triangular. Daí,

||a2
n + 1|5 − |a2 + 1|5|∞ 6 |an − a|25 + |an − a|5|2a|5

< ε2 + |a|5ε.

Logo |a2 + 1|5 é o limite de |a2
n + 1|5. Pela unicidade do limite, segue que |a2 + 1|5 = 0,

daí, pela definição de valor absoluto, a2 + 1 = 0. Mas não existe a ∈ Q que satisfaça essa
igualdade. Logo {an} não tem limite, apesar de ser de Cauchy.

Um corpo é dito completo com relação ao valor absoluto | · | se toda sequência de
Cauchy tem limite. E um subconjunto S de K é dito denso em K se, para todo a ∈ K e
ε > 0, {x ∈ K : |a − x| < ε} ∩ S 6= ∅. Ou, equivalentemente, S é denso em K se, para
todo a ∈ K, existir uma sequência {xn} em S tal que a é o limite dela.

Por exemplo, Q não é completo com relação ao valor absoluto | · |m, onde m = p primo
ou m = ∞. E Q é denso em R com o valor absoluto dos reais.

Sejam K um corpo com valorização | · | e F um corpo contendo K. Um valor absoluto
|| · || sobre F é uma extensão de | · | se eles assumirem os mesmos valores em K.

Se | · | é um valor absoluto sobre o corpo K, então definimos que um corpo F ⊃ K
junto com a valor absoluto || · ||, extensão de | · |, é um completamento de K com respeito
a | · | se F é completo e K é denso em F .

Teorema 1.1. Seja K um corpo com valor absoluto | · |. Um completamento de K existe
e é único a menos de isomorfismo.

A idéia da demonstração é tomar um valor absoluto equivalente a | · | que satisfaça
a desigualdade triangular, assim K tem a estrutura de um espaço métrico, logo tem
um completamento com respeito a métrica. Mostra-se que tal completamento tem a
estrutura de um corpo e ||α|| = D(α, 0) é o valor absoluto sobre ele, onde D é a métrica
do completamento. Para maiores detalhes, veja [6].

1.2 Valor Absoluto Não-Arquimediano

Seja K um corpo com valor absoluto não-trivial não-arquimediano | · |. Tome O =
{a ∈ K : |a| 6 1} e p = {a ∈ K : |a| < 1}. Segue das propriedades de valor absoluto
não-arquimediano que O é um domínio de integridade que chamamos de anel dos inteiros
de K e que p é seu ideal.

Os elementos de K que tem valor absoluto igual a 1 são chamados de unidades. Tais
elementos formam um grupo multiplicativo, o grupo das unidades, que denotaremos por
O∗ = {a ∈ K : |a| = 1}. Vamos mostrar que O∗ é realmente um grupo. A associatividade
e a existência do elemento neutro são óbvios, então falta apenas verificar a existência do
elemento inverso. Seja a ∈ O∗. Como K é um corpo e a 6= 0, existe b ∈ K tal que ab = 1.
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Temos que |b| = |a||b| = 1, ou seja, b ∈ O∗. Mais do que isso, os únicos elementos de O
que possuem inverso em O são as unidades. De fato, sejam a, b ∈ O (i.e., |a| 6 1 e |b| 6 1)
tais que ab = 1 então |a||b| = 1 de onde concluímos que |a| = |b| = 1. Assim, p é ideal
maximal de O e o anel quociente k = O/p é um corpo chamado de corpo residual. Note
que p é o único ideal maximal pois se I é um ideal de O tal que I 6⊂ p então I contém
uma unidade e, portanto, 1 ∈ I.

Ainda definimos o grupo de valores como o subgrupo multiplicativo dos reais po-
sitivos V = {|a| : a ∈ K∗}, onde K∗ = K\{0}.
Observação. A função f : R+ −→ R+ definida por f(x) = xλ com λ > 0 é estritamente
crescente com f(0) = 0 e f(1) = 1. Assim, se | · | e || · || são equivalentes e a ∈ K temos

|a| < 1 ⇔ ||a|| < 1 e |a| = 1 ⇔ ||a|| = 1.

Portanto, o grupo das unidades e o ideal maximal são invariantes dentro de uma mesma
classe de equivalência de valores absolutos.

Seja K o completamento de K com respeito a | · | e sejam OK , pK seus respectivos
anel dos inteiros e ideal maximal. Note que OK = OK ∩K e pK = pK ∩K. Então existe
um homomorfismo

OK −→ kK = OK/pK

x 7→ x + pK

induzido pela inclusão OK ↪→ OK . O núcleo dessa aplicação é pK , logo temos uma
aplicação natural

kK −→ kK . (1.3)

Tome α ∈ OK , pela definição de K existe um a ∈ K tal que |α− a| < 1. Assim, α− a é
um elemento de pK e temos

|a| 6 max{|a− α|, |α|} 6 1,

ou seja, a ∈ OK = OK ∩ K. Portanto, α + pK = a + pK é a imagem de a + OK , ou
seja, a aplicação (1.3) é sobrejetiva. Assim, temos que (1.3) é um isomorfismo, provando
o seguinte resultado

Lema 1.6. A aplicação ϕ : kK −→ kK definida por ϕ(a+pK) = a+pK é um isomorfismo.

Definição 4. Dizemos que um valor absoluto não-arquimediano | · | é discreto se V é um
subgrupo discreto de R∗

+. Isto é, se existe algum δ > 0 fixo tal que

1− δ < |a| < 1 + δ ⇒ |a| = 1.

De uma forma mais geral, podemos definir valor absoluto não-arquimediano discreto
como o valor absoluto que, para todo |a| ∈ V , existe δ tal que

b ∈ K∗ e 0 6 ||a| − |b||∞ < δ ⇒ |a| = |b|.

Lema 1.7. Uma condição necessária e suficiente para que um valor absoluto seja discreto
é que o ideal maximal p seja principal.
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Demonstração: Vamos mostrar primeiro a suficiência. Seja π ∈ p tal que p = πO. Se
a ∈ K é tal que |a| < 1 então a ∈ p e, por hipótese, existe b ∈ O tal que a = πb. Logo
|a| 6 |π| < 1. E se |a| > 1 então a−1 ∈ p e daí |a|−1 6 |π|, ou seja, |a| > |π|−1 > 1.
Portanto, se |a| ∈ (|π|, |π|−1) então |a| = 1. Tomando δ = min{1 − |π|, |π|−1 − 1}, segue
pela definição que | · | é discreto.

Agora, provaremos a necessidade. Suponha que o valor absoluto | · | é discreto com
δ como na definição 4. O conjunto A = {|a| : |a| < 1} é limitado então existe sup A que
denotaremos por L. Pela definição de supremo, para todo n > 1, existe |an| ∈ A com
|an| > L− 1/n. Tome n0 tal que δ > 1/(Ln0 − 1), então se n, m > n0 temos

|an|
|am|

− 1 <
L

L− 1
m

− 1 =
1

Lm− 1
6

1

Ln0 − 1
< δ

e
|an|
|am|

− 1 >
L− 1

n

L
− 1 = − 1

Ln
> − 1

Ln0 − 1
> −δ

Portanto |an| = |am|, para todo n,m > n0. Em particular, para todo n > n0,

|an0| = |an| > L− 1

n

daí
L > |an0| > lim

n→∞
L− 1

n
= L

e segue que
|an0| = L.

Assim, temos L = max A, e seja π = an0 , logo |π| = L. Então para a ∈ p temos |a| < 1
(i.e., |a| ∈ A) logo |a| 6 |π|. Tome b ∈ K tal que a = bπ, daí |b| = |a||π−1| 6 1, ou seja,
b ∈ O. Portanto, π gera p. �

Se p = πO, dizemos que π é um elemento gerador de p. Temos que quaisquer dois
elementos geradores têm o mesmo valor absoluto. De fato, sejam π e π1 dois geradores.
Então existem a, b ∈ O tais que π = aπ1 e π1 = bπ. Assim,

|π| = |a||π1| 6 |π1| = |b||π| 6 |π|,

ou seja, |π| = |π1|.

Mais que isso, dois geradores são sempre associados (i.e., π = π1ε e |ε| = 1) pois
se π = π1a com a ∈ O temos, pelo que acabamos de ver, |a| = |π||π1|−1 = 1, ou seja,
a ∈ O∗.

Sejam | · | discreto e π um gerador de p. Vamos mostrar que, para todo a ∈ K∗, existe
n inteiro tal que |a| = |π|n. Dado a ∈ K∗, tome n inteiro de forma que

|π|n 6 |a| < |π|n−1.

Daí,
1 6

∣∣∣ a

πn

∣∣∣ < |π|−1,
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isto é, |a/πn| ∈ [1, |π|−1) ⊂ (|π|, |π|−1). Então, pela demonstração do Lema 1.7, |a/πn| =
1, logo |a| = |π|n. Desse fato segue que V = 〈|π|〉. Note que podemos escrever a = πnb,
onde b ∈ O∗. Daí segue que se π divide ab então π divide a ou divide b. Com esses fatos,
vemos que o elemento gerador é um elemento primo do anel O.

Definimos n como a ordem de a e escrevemos n = ord a. Precisamos mostrar duas
propriedades da aplicação ord: K∗ −→ Z. A primeira é que ord a não depende da escolha
do elemento primo. E a segunda propriedade é que ord a não depende da escolha do valor
absoluto dentro de uma classe de equivalência. De fato,

(i) Suponha que |a| = |π|n e |a| = |π1|m, onde π e π1 são geradores de p. Então
|π|n = |π1|m, e como |π| = |π1| 6= 1, segue que n = m.

(ii) Temos que | · | ∼ || · || se, e somente se, | · |λ = || · ||, para algum λ > 0. Suponha
|a| = |π|n e ||a|| = ||π||m. Então,

||π||m = ||a|| = |a|λ = |π|nλ = ||π||n

e, como ||π|| 6= 1, concluímos que n = m.

Com essas propriedades podemos definir vp : K −→ Z ∪ {∞} dado por vp(a) = ord a
se a 6= 0 e vp(0) = ∞. Então essa aplicação é uma valorização, a valorização p-ádica de
K.

Assim, um valor absoluto não-arquimediano discreto induz uma valorização. Note que
os axiomas de valor absoluto não-arquimediano, isto é, (ii) da definição 2 e desigualdade
ultramétrica, são equivalentes aos axiomas (ii) e (iii) da definição 1, respectivamente,
quando o valor absoluto é discreto.

Vimos que todo ideal não trivial de O está contido em p. Assim, como p é gerado por
um elemento, os ideais não triviais de O são

pn = πnO = {x ∈ K | vp(x) > n}, n > 1.

Portanto, O é um anel de ideais principais. Note que

O ⊃ p ⊃ p2 ⊃ · · · ⊃ {0}.

Agora, considere o endomorfismo pn −→ O/p entre os grupos aditivos definido por
πna 7→ a mod p, para algum π primo. O núcleo dessa aplicação é pn+1 então, pelo
Teorema dos homomorfismos, pn/pn+1 ∼= O/p.

Podemos resumir os resultados acima como as seguintes propriedades.

Propriedades 2. Seja π um gerador de p. Assim,

a) se π1 é outro gerador de p então π e π1 são associados;
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b) todo elemento de K∗ é da forma πnb para algum n ∈ Z e algum b ∈ O∗;

c) π é primo;

d) se I é um ideal de O então I = 〈πn〉 = pn para algum n ∈ N.

Vamos estender as noções da análise real aos corpos com valor absoluto, em especial
aos corpos completos. Como veremos no primeiro lema abaixo, em algumas situações nos
deparamos com algo mais simples que no caso real.

Dada uma sequência {an} em K, a soma infinita a1 + a2 + a3 + · · · é dita uma série.
Tomamos

sN =
N∑

n=0

an.

Assim, a série converge para s se s = limN→∞ sN .

Lema 1.8. Seja K um corpo completo com relação a | · |. Então a série
∑∞

n=0 an converge
se, e somente se, a sequência {an}n>0 converge para zero.

Demonstração: Suponha que
∑∞

n=0 an é convergente com limite igual a s. Então

lim
N→∞

aN = lim
N→∞

sN − sN−1 = lim
N→∞

sN − lim
N→∞

sN−1 = s− s = 0.

Agora, suponha que an converge para zero, ou seja, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que
se n > n0, então |an| < ε. Sejam M > N > n0, então

|sM − sN | = |aN+1 + · · ·+ aM | 6 max
N+16n6M

|an| < ε.

Logo {sN}N>0 é uma sequência de Cauchy e, como K é completo, é convergente. �

Lema 1.9. Seja K completo com relação ao valor absoluto discreto | · | e seja π um
gerador de p. Tome R ⊂ O o conjunto de representantes de O/p. Então todo a ∈ O é
unicamente determinado por

a =
∞∑

n=0

anπ
n, an ∈ R.

Reciprocamente, toda série
∑

anπ
n com an ∈ R converge para algum elemento a ∈ O.

Demonstração: Dado a ∈ O, existe um único a0 ∈ R tal que a−a0 ∈ p (i.e., a+p = a0+p)
e então a = a0 + πb1 para algum b1 ∈ O. Existe um único a1 ∈ R tal que b1 − a1 ∈ p e
então b1 = a1 + πb2 para algum b2 ∈ O. Continuando esse processo, temos para todo N

a = a0 + a1π + a2π
2 + · · ·+ aNπN + bN+1π

N+1,

onde an ∈ R, n = 0, 1, . . . , N , e bN+1 ∈ O. Tome sN = a0 + a1π + · · ·+ aNπN , daí

|a− sN | = |bN+1π
N+1| 6 |π|N+1.
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Portanto, a série
∑

anπ
n converge para a.

Considere a soma
∞∑

n=0

anπ
n, com an ∈ R.

Como |anπ
n| 6 |π|n → 0 quando n → ∞, pelo Lema 1.8, essa série converge para um

a ∈ K. Isto é, dado ε > 0, existe N0 = N0(ε) inteiro positivo tal que se N > N0 então
|a− sN | < ε. Além disso, para todo N temos

|sN | =

∣∣∣∣∣
N∑

n=0

anπ
n

∣∣∣∣∣ 6 max
06n6N

|anπ
n| 6 1.

Considere ε = 1 e N > N0, daí

|a| = |a− sN + sN | 6 max{|a− sN |, |sN |} 6 1

e, portanto, a ∈ O. �

Corolário 1.3. Adicionando às hipóteses do Lema 1.9 que 0 ∈ R, temos que todo a ∈ K∗

é unicamente determinado por

a =
∞∑

n=N

anπ
n,

para algum N inteiro, com an ∈ R e aN 6= 0.

Demonstração: Basta observar que π−Na ∈ O para algum N ∈ Z. �

Como exemplo temos o corpo dos números p-ádicos Qp (o completamento de Q com
relação ao valor absoluto p-ádico) cujo anel dos inteiros é Zp, o anel dos inteiros p-ádicos.
Podemos tomar π = p e R = {0, 1, . . . , p− 1} pois OQp/pQp = Zp/pZp e Zp/pZp

∼=
Z/pZ. Uma introdução aos números p-ádicos pode ser encontrada no capítulo 5 de [22].

1.3 Lema de Hensel

Um corpo K completo com relação ao valor absoluto (não-trivial) discreto não-arqui-
mediano | · | tal que o corpo residual k = O/p é finito é chamado de corpo local

A expressão Lema de Hensel, hoje, significa qualquer resultado que apresente condições
suficientes para que um polinômio tenha raiz no anel dos inteiros de um corpo local. Neste
trabalho veremos algumas versões desse lema.

Lema 1.10 (Lema de Hensel I). Seja K completo com respeito a | · | e seja f(x) ∈ O[x].
Se a0 ∈ O satisfaz

|f(a0)| < |f ′(a0)|2,
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onde f ′(x) é a derivada formal, então existe a ∈ O tal que f(a) = 0. Além disso, a é a
única solução de f(x) = 0 que satisfaz

|a− a0| 6
|f(a0)|
|f ′(a0)|

.

Demonstração: Sejam fj(x) ∈ O[x], j = 1, 2, definidas pela identidade

f(x + y) = f(x) + f1(x)y + f2(x, y)y2 (1.4)

com x e y indeterminadas independentes. Então

f ′(x) = lim
y→0

f(x + y)− f(x)

y
= f1(x).

Tome b0 = −f(a0)/f1(a0) então b0 ∈ O. De fato,

|b0| =
∣∣∣∣ f(a0)

f1(a0)

∣∣∣∣ < |f1(a0)| 6 1

onde a primeira desigualdade vem da hipótese e a segunda de f1(x) ∈ O[x] e a0 ∈ O.
Assim, f(a0) + b0f1(a0) = 0 com b0 ∈ O. Como f2(x, y) ∈ O[x, y] e a0, b0 ∈ O, por (1.4),
temos

|f(a0 + b0)| = |f2(a0, b0) b2
0| 6 |b2

0| =
|f(a0)|2

|f1(a0)|2
< |f(a0)|.

Novamente usando (1.4), temos

f(a0 + b0) = f(a0) + f1(a0)b0 + f2(a0, b0)b
2
0

e
f(a0) = f(a0 + b0) + f1(a0 + b0)(−b0) + f2(a0 + b0,−b0)b

2
0.

Somando as duas equações acima e simplificando temos

f1(a0 + b0)− f1(a0) = b0(f2(a0, b0) + f2(a0 + b0,−b0))

daí
|f1(a0 + b0)− f1(a0)| 6 |b0| < |f1(a0)|

e, assim, |f1(a0 + b0)| = |f1(a0)| pelo Lema 1.4.

Tome a1 = a0+b0, então |f(a1)| < |f(a0)| e |f ′(a1)| = |f ′(a0)|. Logo |f(a1)| < |f ′(a1)|2
e temos a hipótese do lema para a1 ∈ O. Repetindo o processo, construimos uma sequência
an+1 = an + bn com bn = −f(an)/f ′(an) tal que

|f(an+1)| < |f(an)| e |f ′(an)| = |f ′(a0)|.

Seja m = vp(f
′(a0)). Queremos mostrar que |f(an)| 6 |π|2m+n+1. Para n = 0 e n = 1,

|f(a0)| < |f ′(a0)|2 = |π|2m ⇒ |f(a0)| 6 |π|2m+0+1
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|f(a1)| < |f(a0)| 6 |π|2m+1 ⇒ |f(a1)| 6 |π|2m+1+1.

Suponha que a desigualdade seja válida para n− 1, Então

|f(an)| < |f(an−1)| 6 |π|2m+n ⇒ |f(an)| 6 |π|2m+n+1.

Portanto com n →∞ temos |f(an)| → 0 o que implica f(an) → 0.

Além disso,

|an+1 − an| = |bn| =
|f(an)|
|f1(an)|

=
|f(an)|
|f1(a0)|

6 |π|m+n+1.

Portanto {an} é uma sequência de Cauchy e, pela completude, converge para algum a.

Vamos mostrar que f(an) converge para f(a). Daí, pela unicidade do limite, teremos
f(a) = 0. Se f(x) = c0 + c1x + · · ·+ cdx

d então

|f(an)− f(a)| = |c1(an − a) + · · ·+ cr(a
d
n − ad)|

6 max
16k6d

{|ck||ak
n − ak|}

6 max
k
{|ak

n − ak|}

= |an − a|max
k
{1, |ak−1

n + ak−2
n a + · · · ana

k−2 + ak−1|}

6 |an − a|.

Assim, temos a convergência.

Falta mostrar a última parte do lema. Temos

a− a0 =
∞∑

n=0

bn

assim, para todo ε > 0, existe N0 tal que se N > N0 então |a − a0 −
∑N0

n=0 bn| < ε. E,
lembrando que |bn| = |f(an)|/|f ′(an)| < |f(a0)|/|f ′(a0)| segue∣∣∣∣∣

N0∑
n=0

bn

∣∣∣∣∣ 6 max
06n6N0

|bn| <
|f(a0)|
|f ′(a0)|

.

Tome ε < |f(a0)|/|f ′(a0)|, então

|a− a0| 6 max

{∣∣∣∣∣a− a0 −
N0∑
n=0

bn

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣

N0∑
n=0

bn

∣∣∣∣∣
}

<
|f(a0)|
|f ′(a0)|

.

Suponha agora que exista α 6= a tal que f(α) = 0 e |α − a0| 6 |f(a0)|/|f ′(a0)|. Seja
α = a + β, então

0 = f(a + β)− f(a) = f1(a)β + f2(a, β)β2
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daí,
|f1(a)| = |f2(a, β)||β| 6 |β|.

Por outro lado,

|β| = |α− a| 6 max{|α− a0|, |a− a0|} 6
|f(a0)|
|f1(a0)|

< |f1(a0)| = |f1(a)|

o que nos dá uma contradição. �

Uma versão mais simples do Lema de Hensel que, na verdade, é um caso particular
da versão I é a seguinte:

Lema 1.11 (Lema de Hensel II). Seja K completo com respeito a | · | e seja f(x) ∈
O[x]. Se a0 ∈ O satisfaz

f(a0) ≡ 0 mod π e f ′(a0) 6≡ 0 mod π,

onde f ′(x) é a derivada formal, então existe a ∈ O tal que f(a) = 0 e a ≡ a0 mod π.

Exemplo 3. Veremos agora algumas aplicações do Lema de Hensel I.

(i) Seja p 6= 2. Seja b ∈ Zp com |b|p = 1 e suponha que exista a0 ∈ Zp tal que
|a2

0 − b|p < 1. Definimos f(x) = x2 − b, daí |f ′(a0)|p = |2a0|p = 1 pois |a0| = 1 pelas
hipóteses. Segue pelo Lema 1.10 que b = a2 para algum a ∈ Zp.

(ii) Seja b ∈ Z2 com b ≡ 1 mod 8. Tomando f(x) = x2 − b temos |f(1)|2 6 2−3 e
|f ′(1)|2 = 2−1. Então, pelo Lema 1.10, b = a2 para algum a ∈ Z2.

(iii) Seja p 6= 3. Seja b ∈ Zp com |b|p = 1. Suponha que b ≡ a3
0 mod p, para algum

a0 ∈ Zp. Aplicando o Lema 1.10 a função f(x) = x3 − b, concluimos que b = a3

para algum a ∈ Zp.

(iv) Se b ∈ Z3 com |b|3 = 1, então uma condição necessária e suficiente para que b seja
um cubo é que b ≡ ±1 mod 9. Basta aplicar o Lema 1.10 a f(x) = x3 − b com
a0 = ±(1 + 3t), onde t ∈ {−1, 0, 1}, pois b ≡ ±(1 + 3t)3 mod 27 para algum t.

A quinta aplicação será colocada como um lema devido a sua importância.

Lema 1.12. Seja K um corpo completo com relação ao valor absoluto não-arquimediano
| · | e com corpo residual k com q = pm elementos, onde car(k) = p. Então K contém
todas as (q − 1)-ésimas raízes da unidade.

Demonstração: Como k é finito com q = pm elementos, o grupo multiplicativo k∗ é cíclico
de ordem q − 1. Assim, αq = α e pα = 0 para todo elemento α de k. Em particular,
p · 1̄ = 0 onde a barra denota redução módulo p, logo p · 1 ∈ p. Daí, (q− 1) · 1 ∈ O∗ pois,
caso contrário, teríamos

1 = | − 1| = |((q − 1)− pm) · 1| 6 max{|(q − 1) · 1|, |p · 1|m} < 1.
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Considere a função f(x) = xq−1 − 1. Para cada α ∈ k∗, tome a0 ∈ O∗ tal que a0 ≡
α mod p. Então |f(a0)| < 1, pois f(a0) ≡ αq−1 − 1 ≡ 0 mod p, e |f ′(a0)| =
|(q− 1) · 1||a0|q−2 = 1. Pelo Lema 1.10, existe um único a ∈ O∗ tal que f(a) = 0 e a ≡ a0

mod p, ou seja, a é uma raiz (q − 1)-ésima da unidade em K e a ≡ α mod p. Portanto,
K contém todas as (q − 1)-ésimas raízes da unidade. �

Observe que, pelo Lema 1.12, um corpo local possui todas as (q − 1)-ésimas raízes da
unidade, onde q é o número de elementos do seu corpo residual.

1.4 Ramificação

Sejam E uma extensão finita do corpo local F com grau n = [E : F ] e || · || o valor
absoluto em E. OE e OF os anéis dos inteiros em E e F , respectivamente, pE, pF seus
respectivos ideais maximais e kE, kF os corpos residuais.

Lema 1.13. Existe uma injetividade natural

kF ↪→ kE,

então kE é uma extensão de kF . Além disso, f = [kE : kF ] 6 [E : F ] = n.

Notação: f = f(E/F ) é chamado o grau da classe residual de E/F .

Demonstração: Note que OF = F ∩OE e pF = F ∩ pE. Assim, a inclusão OF ⊂ OE nos
dá uma aplicação natural

ϕ : OF −→ kE

a 7→ a = a + pE

onde Ker(ϕ) = pF . Então, kF −→ kE é uma aplicação injetiva.

Vamos mostrar que quaisquer n+1 elementos de kE são linearmente dependentes sobre
kF , daí teremos [kE : kF ] 6 n. Sejam α1, . . . , αn+1 ∈ kE quaisquer. Tome α̂1, . . . , α̂n+1 ∈
OE tais que αi = α̂i + pE, i = 1, . . . , n. Esses elementos são linearmente dependentes
sobre F pois dimF E = n, logo existem ai ∈ F , não todos nulos com

n+1∑
i=1

aiα̂i = 0.

Podemos supor a1 6= 0 então multiplicando a soma por a−1
1 e denotando aia

−1
1 por bi

temos

α̂1 +
n+1∑
i=2

biα̂i = 0.

Daí, denotando a redução módulo pE com a barra,

α1 +
n+1∑
i=2

biαi = 0,

o que nos dá uma dependência linear não-trivial. �



Capítulo 1. Corpos Locais 20

Definição 5. Com a notação acima, dizemos que:

(i) E/F é uma extensão não ramificada se f = f(E/F ) = n;

(ii) E/F é uma extensão totalmente ramificada se f = f(E/F ) = 1.

Lema 1.14. Sejam F ⊆ E ⊆ K extensões finitas. Então o grau das classes residuais
satisfazem

f(K/F ) = f(K/E)f(E/F ).

A igualdade segue do fato que kF ↪→ kE ↪→ kK , daí se α1, . . . , αf(K/E) e β1, . . . , βf(E/F )

são bases para kK sobre kE e kE sobre kF , respectivamente, então αiβj, i = 1, . . . , f(K/E)
e j = 1, . . . , f(E/F ), é uma base para kK sobre kF e temos [kK : kF ] = [kK : kE][kE : kF ].
Essa demonstração é simples e pode ser encontrada em [14] p 203.

Um elemento a numa extensão E de F é dito separável sobre F se satisfizer um
polinômio em F [x] que não possui raízes múltiplas, i.e., se a derivada formal é diferente
de zero em a . Uma extensão E de F é dita separável sobre F se todos os seus elementos
são separáveis sobre F . Um corpo F é dito perfeito se todas as suas extensões finitas são
separáveis. Como estamos em corpos locais, cujos corpos residuais são finitos, temos que
se α ∈ kE\{0} e q = #kE, então αq−1 = 1. Assim, o polinômio minimal de α sobre kF é
fator do polinômio xq−1 − 1. Mas esse polinômio não tem raízes repetidas pois os q − 1
elementos não nulos de kE são raízes dele, então o polinômio minimal de α também não
raízes repetidas. Portanto, kF é um corpo perfeito.

Teorema 1.2. Seja α ∈ kE. Então existe α̂ ∈ OE tal que α = α̂ + pE e

[F (α̂) : F ] = [kF (α) : kF ].

Além disso, o corpo F (α̂) depende apenas de α.

Demonstração: Seja φ(x) ∈ kF [x] o polinômio minimal de α que, pelo que vimos acima,
não tem raiz repetida. E seja Φ(x) ∈ OF [x] um levantamento de φ(x), isto é,

(i) φ(x) e Φ(x) têm o mesmo grau;

(ii) φ(x) = Φ(x), onde a barra representa a redução dos coeficientes módulo pE.

Dessa forma, Φ e φ têm o mesmo número de raízes e toda raiz de Φ(x) módulo pE é uma
raiz de φ(x) o que implica que as raízes estão em classes de resíduos módulo pE distintas.
Em particular, existe apenas uma raiz de Φ(x) que é reduzida a α.

Tome α̂1 um elemento de OE que está na classe α. Daí,

Φ(α̂1) ≡ φ(α) ≡ 0 mod pE e Φ′(α̂1) ≡ φ′(α) 6≡ 0 mod pE,

ou seja, |Φ(α̂1)| < 1 e |Φ′(α̂1)| = 1. Considerando F (α̂1) o nosso corpo base, pelo Lema
1.10, temos que existe α̂ ∈ F (α̂1) tal que
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Φ(α̂) = 0 e |α̂− α̂1| < 1.

Portanto, α̂ é a única raiz de Φ(x) na classe de resíduos α. Além disso, o polinômio Φ(x) é
irredutível pois, caso contrário, φ seria redutível contradizendo sua minimalidade. Então

[F (α̂) : F ] = grau Φ = grau φ = [kF (α) : kF ].

Suponha que α̂1, um elemento na classe α, também satisfaça essa última igualdade.
Assim, [F (α̂) : F ] = [F (α̂1) : F ]. Vimos que α̂ ∈ F (α̂1) então F (α̂) ⊆ F (α̂1) e daí temos
F (α̂) = F (α̂1). �

Corolário 1.4. Existe uma bijeção entre os corpos intermediários K (F ⊆ K ⊆ E) que
são não ramificados sobre F e os corpos k com kF ⊆ k ⊆ kE. O corpo correspondente a
K é k = kK = OK/pK.

Demonstração: Seja k um corpo intermediário kF ⊆ k ⊆ kE e seja q = #k. Como k é
uma extensão finita e separável de kF , k é uma extensão simples de kF . Ou seja, existe
um elemento não nulo α de k tal que k = kF (α). Pelo Teorema 1.2, existe α̂ ∈ OE tal
que α = α̂ + pE e [F (α̂) : F ] = [kF (α) : kF ]. Seja K = F (α̂). Como α̂ ∈ OK = K ∩ OE,
α ∈ kK = kF (α̂). Daí kF (α) ⊂ kF (α̂) e temos

[kF (α) : kF ] 6 [kF (α̂) : kF ] 6 [F (α̂) : F ].

Assim, [kF (α) : kF ] = [kF (α̂) : kF ] o que nos dá kF (α) = kF (α̂). Portanto, K é um corpo
intermediário não ramificado. �

Corolário 1.5. Existe um corpo intermediário L com a seguinte propriedade: L/F é não
ramificada e toda extensão K ⊆ E que é não ramificada sobre F está contida em L. Além
disso, E/L é totalmente ramificada.

Pelo Corolário 1.4, existe um corpo intermediário F ⊆ L ⊆ E, não ramificado, tal que
kL = kE. Pela definição, E/L é totalmente ramificada. A outra propriedade segue da
correspondência descrita no Corolário 1.4.

Corolário 1.6. Seja F um corpo local. Para cada n inteiro positivo existe uma única
(a menos de isomorfismo) extensão não ramificada E de F com grau n que é o corpo de
decomposição sobre F de xq − x, onde q = qn

F e qF = #kF .

Demonstração: O corpo kF é finito então #kF = qF = pm, onde p é a característica de k e
m ∈ N. Para todo n natural, existe (a menos de isomorfismo) um corpo com pt elementos.
Em particular, existe um corpo com pmn = qn

F , para todo n. Pelo Corolário 1.4, existe
uma extensão E/F não ramificada com #kE = qn

F , daí [E : F ] = [kE : kF ] = n. E, pelo
Lema 1.12, E contém todas as (q − 1)-ésimas raízes da unidade, onde q = #kE = qn

F .

Em particular, f(x) = xq−x se decompõe em fatores lineares sobre E, assim E contém
o corpo de decomposição K desse polinômio. K não pode ser menor do que E pois seu
corpo residual deve ter pelo menos q elementos. Então E = K. �

Definimos o índice de ramificação de E/F como e = e(E/F ) = [VE : VF ], onde VE e
VF são os grupos de valores de E e F , respectivamente.
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Lema 1.15. Sejam F ⊆ E ⊆ K extensões finitas. Então os índices de ramificação
satisfazem

e(K/F ) = e(K/E)e(E/F ).

Basta observar que temos a seguinte relação entre os grupos de valores: VF 6 VE 6 VK .
portanto, segue da teoria de grupos que [VK : VF ] = [VK : VE][VE : VF ].

Sejam πF e πE elementos primos de F e E, respectivamente, com relação ao valor
absoluto | · |. Como VF 6 VE, temos |πF | ∈ VE. Daí |πF | = |πE|m, para algum m inteiro,
o que implica que VF é gerado por |πE|m. Assim, [VE : VF ] = m, mas [VE : VF ] = e, logo
m = e e temos

|πF | = |πE|e.

A seguir, temos o principal resultado ligando índice de ramificação, grau da classe
residual e grau da extensão.

Teorema 1.3. Seja E/F uma extensão finita (de um corpo local) de grau n. Então
n = ef , onde e = e(E/F ) e f = f(E/F ).

Demonstração: Seja πE um elemento primo de E e sejam α̂1, . . . , α̂f algum levantamento
para OE da base de kE/kF (i.e., os elementos α̂1, . . . , α̂f reduzidos módulo pE formam
uma base de kE sobre kF ). Vamos mostrar que

B = {α̂iπ
j
E : 1 6 i 6 f, 0 6 j 6 e− 1}

é uma base de E sobre F . Assim, precisamos mostrar que: (i) os elementos de B são line-
armente independentes e (ii) todo elemento de E pode ser escrito como uma combinação
linear dos elementos de B com coeficientes em F .

(i) Suponha que B não seja linearmente independente sobre F . Então existem aij ∈ F
com 1 6 i 6 f e 0 6 j 6 e− 1, não todos nulos, tais que∑

16i6f
06j6e−1

aijα̂iπ
j
E = 0. (1.5)

Dividindo a igualdade acima pelo coeficiente aij com maior valor absoluto, podemos as-
sumir que todos os coeficientes aij estão em OF e que existem I, J tais que |aIJ | = 1
e

|aij| 6 |πF |, para 1 6 i 6 f, j < J,

Reduzimos
∑

i aiJ α̂i módulo pE, obtendo um coeficiente não nulo aIJ . Como α̂i mod pE,
i = 1, . . . , f , são linearmente independentes sobre kF , essa redução é diferente de zero, ou
seja, essa soma não está em pE, e temos∣∣∣∣∣∑

i

aiJ α̂i

∣∣∣∣∣ = 1.
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Daí,

j = J ⇒

∣∣∣∣∣∑
i

aiJ α̂iπ
J
E

∣∣∣∣∣ =
∣∣πJ

E

∣∣ ∣∣∣∣∣∑
i

aiJ α̂i

∣∣∣∣∣ = |πE|J

j < J ⇒

∣∣∣∣∣∑
i

aijα̂iπ
j
E

∣∣∣∣∣ =
∣∣πj

E

∣∣ ∣∣∣∣∣∑
i

aijα̂i

∣∣∣∣∣ 6 max
i
{|aij||α̂i|}

6 max
i
|aij| 6 |πF |

j > J ⇒

∣∣∣∣∣∑
i

aijα̂iπ
j
E

∣∣∣∣∣ 6
∣∣πj

E

∣∣max
i
{|aij||α̂i|} 6 |πE|j 6 |πE|J+1

que pode ser resumido como

bj =

∣∣∣∣∣∑
i

aijα̂iπ
j
E

∣∣∣∣∣


6 |πE|e se j < J
= |πE|J se j = J
6 |πE|J+1 se j > J

Por (1.5) temos que
∑

j bj = 0, então

|πE|J = |bJ | =

∣∣∣∣∣∑
j 6=J

bj

∣∣∣∣∣ 6 max
j 6=J

|bj| 6 |πE|J+1.

Absurdo! Isso termina a prova que B é linearmente independente.

(ii) Tome x ∈ E. Multiplicando por uma potência adequada de πF , reduzimos ao caso
x ∈ OE (i.e., se πm

F x =
∑

i,j aijα̂iπ
j
E com aij ∈ OF então x =

∑
i,j Aijα̂iπ

j
E com Aij =

π−m
F aij ∈ F ). Como αi = α̂i mod pE, i = 1, . . . , f , é uma base de kE sobre kF , existem

ci0 ∈ kF tais que
x =

∑
i

ci0αi

onde a barra significa redução módulo pE. Para quaisquer levantamentos ĉi0 ∈ OF , existe
algum x1 ∈ OE tal que

x−
∑

i

ĉi0α̂i = πEx1 ∈ pE = πEOE.

Analogamente, temos
x1 −

∑
i

ĉi1α̂i = πEx2 ∈ pE,

para algum x2 ∈ OE. Logo,

x−
∑

i

ĉi0α̂i − πE

∑
i

ĉi1α̂i = π2
Ex2 ∈ p2

E.

Repetindo esse processo e vezes, encontramos ĉij ∈ OF tais que

x−
e−1∑
j=0

f∑
i=1

ĉijα̂iπ
j
E = πe

Exe ∈ pE
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para algum xe ∈ OE. Mas |πE|e = |πF |, daí πe
Exe = πF x(1) com x(1) ∈ OE. Repetimos

todo o processo com x(1) no lugar de x e assim por diante. Encontraremos uma sucessão
de combinações lineares cr =

∑e−1
j=0

∑f
i=1 ĉ

(r)
ij α̂iπ

j
E de elementos de B com coeficientes em

OF tais que
x− c0 − πF c1 − · · · − πt

F ct ∈ πt+1
F OE,

para todo t inteiro não nulo. Fazemos t tender a infinito e rearranjando a série, obtemos
x =

∑
i,j aijα̂iπ

j
E onde aij =

∑∞
r=0 ĉ

(r)
ij πr

F converge por completude e aij ∈ OF . �

Corolário 1.7. Uma extensão E/F finita de grau n é

(i) não ramificada se, e somente se, e(E/F ) = 1;

(ii) totalmente ramificada se, e somente se, e(E/F ) = n.

1.5 Corpos p-ádicos

Nessa seção vamos estudar um tipo especial de corpo local.

Definição 6. Seja K um corpo completo com relação ao valor absoluto não-arquimediano
| · |. Dizemos que K é um corpo p-ádico se

(i) K tem característica zero;

(ii) | · | é discreto;

(iii) o corpo residual k é finito.

Note que (ii) e (iii) implicam que K é não-arquimediano local.

O lema a seguir é uma equivalência a definição de corpo p-ádico que demos acima.

Lema 1.16. Uma condição necessária e suficiente para que um corpo K com valor ab-
soluto | · | seja um corpo p-ádico é que K seja uma extensão finita de Qp, para algum
p.

Demonstração: Vamos começar pela necessidade. Seja K um corpo p-ádico. Então
K ⊃ Q por (i) da definição. Por (iii), o corpo residual de K é finito logo tem característica
p, ou seja, p a ∈ p, ∀ a ∈ O∗. Em particular, p = p 1 ∈ p e então p = πma com a ∈ O∗.
Assim, se a é uma unidade de K com o valor absoluto | · | então π 6 | a e isso implica que
p 6 | a, logo a é uma unidade de K com o valor absoluto p-ádico. Tome λ = log|p| p

−1 > 0
então

|π|λ = |πm|λ/m =
(
|p|λ
)1/m

= |p|1/m
p = |πma|1/m

p = |πm|1/m
p |a|1/m

p = |π|p

daí, para todo b ∈ K, temos que b = πnc com |c| = 1 e

|b|λ = |πn|λ = |π|np = |πnc|p = |b|p.
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Portanto, o valor absoluto em K é equivalente ao valor absoluto p-ádico, o que implica
que Qp ⊂ K, uma vez que K é completo. Se α̂1, . . . , α̂f é um levantamento para O
da base de k/Fp então mostra-se, de maneira análoga à prova do Lema 1.3, que
{α̂iπ

j | 1 6 i 6 f, 0 6 j 6 e− 1} é uma base para a extensão K/Qp. Daí, [K : Qp] < ∞.

Agora, suponha que K é uma extensão finita de Qp. Então (i) é satisfeito pois Q ∈ Qp.
Como |kQp | = |Fp| = p e, pelo Lema 1.13, [kK : kQp ] 6 [K : Qp] < ∞, temos a condição
(iii) satisfeita. E (ii) segue do resultado abaixo

Se | · | é discreta em F então é discreta em E, onde F ⊂ E.

que pode ser encontrado em [6] p. 123. �

Definição 7. Seja q a cardinalidade do corpo residual do corpo p-ádico K. Definimos o
valor absoluto renormalizado | · |K em K por

|π|K = q−1,

onde π é um elemento primo de K.

Esse valor absoluto é chamado de renormalizado porque a normalização natural do
valor absoluto em um corpo p-ádico K é a extensão de | · |p em Qp ⊂ K. Note que se
K = Qp então | · |K ≡ | · |p.
Lema 1.17. Seja K um corpo p-ádico, com [K : Qp] = n, e com valor absoluto não-
arquimediano discreto | · | tal que quando restrito a Qp coincida com | · |p (o valor
absoluto p-ádico). Então para todo a ∈ K tem-se que

|a|K = |a|n.

Demonstração: Como | · | é discreto, pK é ideal principal. Então todo elemento a de
K∗ pode ser escrito como a = πmb, onde π é primo e b uma unidade de K. Assim, se
tivermos |a|K = |a|n para algum a não nulo e não unitário então

|π|mK = |πmb|K = |a|K = |a|n = |πmb|n = |π|mn

e, portanto,
|π|K = |π|n.

E, para qualquer c = πld ∈ K∗ com d ∈ O∗
K , teremos

|c|K = |πld|K = |π|lK = |π|ln = |πld|n = |c|n.

Logo, basta mostrarmos que vale a igualdade do Teorema para um a ∈ K não nulo e não
unitário. Tome a = p, então

|p|K = |π|eK ,

onde e é o índice de ramificação de K sobre Op. Além disso, q = pf , onde f é o grau da
classe residual kK . Portanto,

|p|K = q−e = p−ef = p−n = |p|np = |p|n. �

O resultado abaixo é um caso particular do Corolário 1.6.
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Lema 1.18. Para cada inteiro não negativo n, existe uma única extensão não ramificada
K de Qp, com [K : Qp] = n, que é o corpo de decomposição de xq − x sobre Qp, onde
q = pn.

Corolário 1.8. Seja K um corpo p-ádico e seja q = #kK. Para todo inteiro não nega-
tivo n, existe uma única extensão não ramificada F de K com grau n que é o corpo de
decomposição sobre K de xqF − x, qF = qn.

Lema 1.19. Seja K um corpo p-ádico. Se kK é o corpo residual de K com [kK : Fp] = n
então, para todo α ∈ kK, podemos escolher um α̂ ∈ K tal que α̂q = α̂ e α̂ ≡ α mod pK,
onde q = #kK = pn.

Demonstração: Pelo Corolário 1.4 existe um corpo intermediário L tal que L/Qp é uma
extensão não ramificada e kL = kK . Pela demonstração do Lema 1.12, para cada α ∈ k∗K ,
existe um único α̂ ∈ OL ⊂ K tal que α̂q−1 = 1 e α̂ ≡ α mod pL. Daí segue o
resultado. �

Ao elemento α̂ ∈ K tal que α̂q = α̂ e α̂ ≡ α mod pK , onde α ∈ kK , damos o nome
de representante de Teichmüller de α. E definimos T = {a ∈ OK | aq = a, q = #kK}
como o conjunto dos representantes de Teichmüller.



CAPÍTULO 2

Números p-ádicos

Seja K um corpo p-ádico. Sejam O o anel dos inteiros de K, p seu ideal maximal, π
o gerador desse ideal e kK = O/p. Se e e f são o índice de ramificação e o grau da classe
residual, respectivamente, da extensão K/Qp então, como vimos, [K : Qp] = n = ef .

Esse capítulo também tem resultados importantes para a leitura do próximo capítulo.
Começamos com a estrutura dos grupos O/pt, t > 1. E veremos mais uma versão do
Lema de Hensel, cuja demonstração nos leva a um estudo da estrutura do grupo K∗ e de
uma relação entre os grupos pt e U (t) quando t > e/(p− 1).

Na seção 2.2, representaremos algumas funções por séries de potências. Uma introdu-
ção a esse assunto, incluindo definições e resultados que serão utilizados aqui, pode ser
encontrada no capítulo 4 do livro do Fernando Gouvêa [12]. Ele abordou o tema sobre
o corpo dos racionais p-ádicos, mas as definições e os resultados necessários são válidos
para um corpo p-ádico K qualquer.

2.1 A Estrutura Aditiva de O/pt

Seja G um grupo finito abeliano, escrito aditivamente. Definimos s = s(G) como o
menor inteiro positivo para o qual toda sequência em G com pelo menos s elementos
tem uma subsequência não vazia cuja soma é zero, a identidade do grupo. Em geral,
não temos o valor de s(G) expresso formalmente, mas para p-grupos temos o seguinte
resultado, devido a Olson [19].

Lema 2.1. Seja G um p-grupo finito abeliano com invariantes pe1 , . . . , per , ou seja, G =

27
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Cpe1 ⊕ · · · ⊕ Cper . Então

s(G) = 1 +
r∑

i=1

(pei − 1).

Identificamos o grupo aditivo O/pt por Gt. Temos |O/pt| = pft então Gt é um p-grupo
finito e abeliano. Logo, pode ser escrito como uma soma direta dos subgrupos gerados
pelos elementos de sua base, veja [20] (p. 126-129). Se α̂1, . . . , α̂f é um levantamento para
O de uma base de kK/Fp, i.e., é uma base inteira do subcorpo não ramificado maximal
de K, então

B = {α̂iπ
j : 1 6 i 6 f, 0 6 j 6 e− 1}

é uma base inteira de K sobre Qp. Daí uma base para Gt está contida em

{α̂iπ
j + pt : 1 6 i 6 f, 0 6 j 6 e− 1}.

Seja {α̂i1π
j1 + pt, . . . , α̂isπ

js + pt} tal base. Assim,

Gt =
〈
α̂i1π

j1 + pt
〉
⊕ · · · ⊕

〈
α̂isπ

js + pt
〉
. (2.1)

Tome q e r tais que t = qe + r com 0 6 r < e. Temos dois casos:

caso 1: r = 0

Nesse caso, πt = pq e então

pq · (αiπ
j) = αiπ

j+t ∈ pt,

para todo 1 6 i 6 f e 0 6 j 6 e− 1. Logo o(αiπ
j + pt), a ordem de αiπ

j + pt, divide
pq. Seja pm = o(αiπ

j + pt), então m 6 q e

αiπ
jπem = pm · (αiπ

j) ∈ pt

daí
j + em > t = eq ⇒ (q −m)e 6 j < e ⇒ q −m < 1

e como q, m ∈ Z segue que q−m 6 0, ou seja, q 6 m. Portanto, m = q e temos que cada
elemento de B módulo pt tem ordem pq. De (2.1), segue que |Gt| = pqs. Mas |Gt| = pft,
daí s = n e isso quer dizer que todos os elementos de B módulo pt formam uma base para
Gt. Então temos

Gt =
∑
16i6f

06j6e−1

〈
α̂iπ

j + pt
〉

=
n∑

l=1

Cpq .

caso 2: r > 0

Nesse caso, t = qe + r e temos

j < r ⇒ (αiπ
j) · pq+1 = αiπ

j+eq+e ∈ pt

r 6 j 6 e− 1 ⇒ (αiπ
j) · pq = αiπ

j+eq ∈ pt

Logo o(αiπ
j + pt) divide pq+1 se j < r e o(αiπ

j + pt) divide pq se r 6 j 6 e − 1. Seja
pm = o(αiπ

j + pt), então
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αiπ
jπem = (αiπ

j) · pm ∈ pt

daí
j + em > t = eq + r ⇒ j − r > e(q −m). (2.2)

Se j < r então de (2.2) temos que q−m < 0, ou seja, q < m 6 q+1. Como m ∈ Z, temos
m = q +1. Se r 6 j 6 e−1 então de (2.2) temos que e > e(q−m). Daí, analogamente ao
caso 1, concluímos que m = q. Assim, cada elemento de {α̂iπ

j +pt : 1 6 i 6 f, 0 6 j < r}
tem ordem pq+1 e cada elemento de {α̂iπ

j + pt : 1 6 i 6 f, r 6 j 6 e− 1} tem ordem pq.
Por um raciocínio análogo ao do caso 1, temos

Gt =
∑
16i6f

06j6e−1

〈
α̂iπ

j + pt
〉

=

rf∑
l=1

Cpq+1 +

f(e−r)∑
l=1

Cpq .

Assim, segue dos resultados acima e do Lema 2.1, o seguinte lema.

Lema 2.2. O grupo Gt é isomorfo a uma soma direta de rf grupos cíclicos de ordem
pq+1 e f(e− r) grupos cíclicos de ordem pq. Além disso,

st = s(Gt) = rfpq(p− 1) + ef(pq − 1) + 1.

2.2 As funções log e exp

Defina
U (n) = 1 + pn = {x ∈ K | vp(x− 1) > n}, n > 1.

Note que se a ∈ U (n) então a−1 ∈ U (n) pois

vp(a
−1 − 1) = vp(a

−1) + vp(1− a) = vp(a− 1) > n.

Então U (n) é um subgrupo de O∗, para todo n > 1. Dizemos que U (n) é o n-ésimo grupo
da unidade se n > 2 e U (1) é simplesmente o grupo da unidade.

Temos a seguinte cadeia decrescente

O∗ = U (0) ⊃ U (1) ⊃ U (2) ⊃ · · · ⊃ {1}.

Além disso, O∗/U (n) ∼= (O/pn)∗ e (U (n)/U (n+1), · ) ∼= (O/p, +), para n > 1. De
fato, considere os homomorfismos sobrejetivos O∗ −→ (O/pn)∗ com a 7→ a mod pn e
U (n) −→ O/p com 1 + aπn 7→ a mod p então o núcleo dessas aplicações são U (n) e
U (n+1), respectivamente. O resultado segue pelo Teorema dos homomorfismos.

Já sabemos que todo elemento a ∈ K∗ pode ser escrito da seguinte forma a = πtb com
t ∈ Z e b ∈ O∗. Como 〈π〉 = {πt | t ∈ Z} ∩ O∗ = 1, segue que K∗ = 〈π〉 × O∗. Além
disso, o polinômio Xq−1 − 1, onde q = #kK , se decompõe em fatores lineares em K, pelo
Lema 1.12, logo O∗ contém µq−1 (o grupo das raízes (q − 1)-ésimas da unidade).
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Considere o endomorfismo

ϕ : O∗ −→ k∗K
b 7−→ b + p

Note que Ker(ϕ) = U (1) daí O∗/U (1) ∼= k∗K . Além disso, µq−1
∼= k∗K pois ambos

são cíclicos de ordem q − 1, logo O∗/U (1) ∼= µq−1. Como µq−1 ∩ U (1) = 1 segue que
O∗ = µq−1 × U (1). Portanto, o grupo multiplicativo de um corpo local K pode ser
decomposto em

K∗ = 〈π〉 × µq−1 × U (1)

Lema 2.3. Seja K um corpo p-ádico. Então existe um único homomorfismo contínuo

log : K∗ −→ K

com log p = 0 e para toda unidade b ∈ U (1) tem-se que

log(b) =
∞∑

j=1

(−1)j+1 (b− 1)j

j
(2.3)

Seja vp : K −→ Z ∪ {∞} a valorização p-ádica de K. Note que vp = evp onde vp é a
valorização p-ádica.

Demonstração: Primeiro temos que mostrar que a série logarítmica p-ádica (2.3) con-
verge. Para todo b ∈ U (1) = 1 + p, temos vp(b − 1) > 0 daí c = pvp(b−1) > 1. E para
todo j ∈ N, pvp(j) 6 j assim, com o logaritmo habitual, vp(j) 6 logp j. Então, para cada
membro da série, temos

vp

(
(−1)j+1 (b− 1)j

j

)
= jvp(b− 1)− vp(j) > j logp c− logp j

= logp(c
j/j) −→∞,

quando j → ∞. Portanto, o termo geral da série converge para zero implicando na
convergência da série, pelo Lema 1.8, pois K é completo.

Tome b1, b2 ∈ U (1), então b1b2 ∈ U (1) e temos

log(b1b2) =
∞∑

j=1

(−1)j+1 (b1b2 − 1)j

j

=
∞∑

j=1

(−1)j+1 (b1 − 1)j

j

(
b2 − 1

b1 − 1
+ b2

)j

=
∞∑

j=1

(−1)j+1 (b1 − 1)j

j

j∑
i=0

(
j

i

)(
b2 − 1

b1 − 1

)j−i

bi
2

=
∞∑

j=1

(−1)j+1 (b2 − 1)j

j
+

∞∑
j=1

(−1)j+1 (b1 − 1)j

j

j∑
i=1

(
j

i

)(
b2 − 1

b1 − 1

)j−i

bi
2
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= log b2 +
∞∑
i=1

bi
2

∞∑
j=i

(−1)j+1 (b1 − 1)j

j

(
j

i

)(
b2 − 1

b1 − 1

)j−i

= log b2 +
∞∑
i=1

bi
2

∞∑
j=0

(−1)j+i+1 (j + i− 1)!

j! i!

(b1 − 1)i

j
(b2 − 1)j

= log b2 +
∞∑
i=1

bi
2(−1)i+1 (b1 − 1)i

i

∞∑
j=0

(−1)j (j + i− 1)!

(i− 1)!j!
(b2 − 1)j

Considere f(y) = y−i então o segundo somatório é exatamente o desenvolvimento da série
de Taylor de f em torno do ponto 1, daí

log(b1b2) = log b2 +
∞∑
i=1

(−1)i+1 (b1 − 1)i

i

= log b2 + log b1

e todas as séries convergem quando b1, b2 ∈ U (1). Portanto, log definido como em (2.3),
restrito a U (1), é um homomorfismo.

Podemos representar cada elemento a ∈ K∗ da seguinte forma

a = πvp(a) ω(a) u(a)

onde ω(a) ∈ µq−1 e u(a) ∈ U (1). Em particular, p = πe ω(p) u(p) o que nos dá

0 = log p = e log π + log ω(p) + log u(p),

portanto
log π = −e−1 log u(p).

Assim, o homomorfismo log : K∗ −→ K pode ser representado por

log a = vp(a) log π + log u(a) = −e−1vp(a) log u(p) + log u(a)

com log u(p) e log u(a) dados pela série (2.3). Esse homomorfismo é contínuo, aplicado
em p dá zero e quando restrito a U (1) é exatamente a série logarítmica p-ádica.

Vamos concluir provando a unicidade da função. Seja λ : K∗ −→ K uma extensão
qualquer se log : U (1) −→ K com λ(p) = 0. Então, para todo ω ∈ µq−1, λ(ω) =
(q − 1)−1λ(ωq−1) = 0, e segue que

0 = λ(p) = eλ(π) + λ(u(p)) = eλ(π) + log u(p),

portanto
λ(π) = −e−1 log u(p) = log π

Assim, usando a mesma representação acima, para todo a ∈ K∗ temos

λ(a) = vp(a)λ(π) + λ(u(a)) = vp(a) log π + log u(a) = log a.

Portanto, log é unicamente definido e independe da escolha do primo π. �
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Teorema 2.1. Seja K um corpo p-ádico com anel das valorizações O e ideal maximal p.
Então, para t > e/(p− 1),

log : U (t) −→ pt e exp : pt −→ U (t)

são isomorfismos inversos, onde

log(1 + x) =
∞∑

j=1

(−1)j+1xj

j
e exp(y) =

∞∑
j=0

yj

j!
.

Demonstração: (i) Já vimos que log é um homomorfismo de K∗ sobre K. Vamos mostrar
que a imagem de U (t) está contida em pt quando t > e/(p− 1). Para todo inteiro j > 1,
escrevemos j = pαj0 com (p, j0) = 1 e α > 0, daí

α = 0 ⇒ vp(j)

j − 1
= 0 6

1

p− 1

α > 0 ⇒ vp(j)

j − 1
=

α

pαj0 − 1
6

α

pα − 1
=

α

(p− 1)(pα−1 + · · ·+ p + 1)
6

1

p− 1

Portanto,
vp(j)

j − 1
6

1

p− 1

Seja t > e/(p− 1). Tome (1+x) ∈ U (t)\{1}, então vp(x) > te−1 > (p− 1)−1. E para todo
j > 1 e x ∈ pt temos

vp

(
xj−1

j

)
= (j − 1)vp(x)− vp(j) > (j − 1)

1

p− 1
− vp(j) > 0,

ou seja, xj−1/j ∈ p se x ∈ pt e j > 1. Assim,

vp(log(1 + x)) = vp

(
∞∑

j=1

(−1)j+1xj

j

)

= vp(x) + vp

(
1 +

∞∑
j=2

(−1)j+1xj−1

j

)
= vp(x) + vp(1 + b) = vp(x),

pois 1 + b ∈ U (1). Portanto, para t > e/(p− 1), a função log leva U (t) em pt.

(ii) Agora vamos considerar a aplicação exp(y) =
∑∞

j=0 yj/j!. Temos, pelo Lema A.1,

vp

(
yj

j!

)
= jvp(y)− j − s(j)

p− 1
= j

(
vp(y)− 1

p− 1

)
+

s(j)

p− 1
> j

(
vp(y)− 1

p− 1

)
daí, se vp(y) > (p− 1)−1, a série converge.
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Se y, z ∈ pt com t > e/(p− 1), mostra-se de maneira análoga ao log que

exp(y + z) = exp(y) exp(z)

onde todas as séries convergem. Logo exp é um homomorfismo quando seu domínio é pt,
t > e/(p− 1). Vamos mostrar que sua imagem está contida em U (t).

Seja t > e/(p− 1). Tome y ∈ pt\{0}, então vp(y) > (p− 1)−1 e se j > 1

vp

(
yj−1

j!

)
= (j − 1)vp(y)− vp(j!) > (j − 1)

1

p− 1
− j − s(j)

p− 1
=

s(j)− 1

p− 1
> 0

Logo, yj−1/j! ∈ p se j > 1 e daí

vp(exp(y)− 1) = vp

(
∞∑

j=1

yj

j!

)
= vp(y) + vp

(
1 +

∞∑
j=2

yj−1

j!

)
= vp(y)

Assim, para t > e/(p− 1), exp leva pt em U (t).

(iii) Vamos mostrar que as funções log e exp são inversas. Assim, poderemos concluir que
log : U (t) −→ pt e exp : pt −→ U (t) são isomorfismos para t > e/(p− 1).

Defina f(x) = log(1 + x) e g(y) = exp(y). Temos

f ′(x) =
∞∑

j=1

(−1)j+1xj−1 =
∞∑

j=0

(−1)jxj =
1

1 + x

g′(y) =
∞∑

j=1

yj−1

(j − 1)!
=

∞∑
j=0

yj

j!
= g(y)

a) Queremos mostrar que
f(g(y)− 1) = y, ∀ y ∈ pt.

Defina λ1(y) = f(g(y)− 1)− y, daí

λ′1(y) = f ′(g(y)− 1)g′(y)− 1 =
1

1 + (g(y)− 1)
g(y)− 1 = 0.

Portanto, λ1 é constante (veja [12], Corolário 4.4.5). Se y = 0 então λ1(0) =
f(g(0)− 1)− 0 = f(0) = 0. Assim, λ1 ≡ 0 e segue o resultado.

b) Queremos mostrar que
g(f(x)) = 1 + x, ∀ x ∈ pt. (2.4)

Como vimos na demonstração do Teorema 2.1, vp(exp(y)− 1) = vp(y), então exp(y) = 1
se, e somente se, y = 0. Portanto o homomorfismo g é injetivo o que implica na existência
de uma função inversa g−1. Assim, (2.4) é equivalente a

f(x) = g−1(1 + x), ∀ x ∈ pt. (2.5)
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Defina λ2(x) = f(x)− g−1(1 + x), daí

λ′2(x) = f ′(x)− 1

g′(g−1(1 + x))
=

1

1 + x
− 1

g(g−1(1 + x))
= 0.

Logo, λ2 é constante. Como λ2(0) = f(0) − g−1(1) = 0, segue que λ2 ≡ 0 e, portanto,
temos (2.5). �

Lema 2.4 (Lema de Hensel III). Seja

a11X
k
1 + · · · + a1NXk

N = 0
...

...
...

aR1X
k
1 + · · · + aRNXk

N = 0

(2.6)

um sistema de R formas simultaneamente diagonais com coeficientes aij ∈ O e grau
k = pτm, (p, m) = 1. Defina

γ =


1, τ = 0
e(τ + 1), τ > 0 e p 6= 2
e(τ + 2), τ > 0 e p = 2

Se o sistema acima tem solução (x1, . . . , xN) ∈ ON não singular módulo πγ (i.e., as
colunas da matriz dos coeficientes A = (aij) correspondentes aos índices j com xj 6≡ 0
mod π tem posto R módulo π) então tem solução não-trivial em K.

Demonstração: Seja (x1, . . . , xN) uma solução não singular de (2.6) módulo πγ. Podemos
supor que x1, . . . , xR 6≡ 0 mod π e que as R primeiras colunas de A tem posto R módulo
π, i.e., formam uma matriz não singular módulo π. Se fizermos operações com as linhas
de A, a solução não se altera, então vamos supor

A =

 a11 0 a1,R+1 . . . a1N

. . . ...
...

0 aRR aR,R+1 . . . aRN


com a11, . . . , aRR 6≡ 0 mod π. Temos xk

i ≡ ui mod πγ onde

ui = −
ai,R+1x

k
R+1 + · · ·+ aiNxk

N

aii

, i = 1, . . . , R.

Afirmação. Se Xk−u ≡ 0 mod πγ tem solução então Xk−u = 0 tem solução em O∗, i.e.,
uma unidade u ∈ O∗ é uma k-ésima potência se existe b ∈ O∗ tal que u ≡ bk mod πγ.

Portanto, pela afirmação acima, a equação Xk − ui = 0 tem solução x′i ∈ O∗ o que
nos dá (x′1, . . . , x

′
R, xR+1, . . . , xN) uma solução não-trivial de (2.6).

Falta mostrar a afirmação. Para τ = 0, segue do Lema de Hensel II. Suponha τ > 0 e
considere as aplicações

pe −→ kpe = peτ+e = pγ se p 6= 2
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e
p2e −→ kp2e = pγ se p = 2

ambas definidas por x 7→ kx. Se t > e/(p − 1) então as funções exponencial p-ádica e
logaritmo p-ádico são isomorfismos inversos entre (pt, +) e (U (t), ·). Para p 6= 2 temos

U (e) log−→ pe x 7→kx−→ pγ exp−→ U (γ)

daí, compondo essas funções temos um endomorfismo U (e) −→ U (γ) definido por x 7→ xk.
Analogamente, temos U (2e) −→ U (γ) com x 7→ xk se p = 2. Portanto, os elementos do
conjunto bk U (γ) = bk + pγ, o qual contém u, são todos k-ésimas potências. �



CAPÍTULO 3

Equações diagonais sobre corpos p-ádicos

Novamente temos K um corpo p-ádico com anel dos inteiros O, ideal maximal p e π
o gerador desse ideal. Sejam e e f o índice de ramificação e o grau da classe residual,
respectivamente, da extensão K/Qp e [K : Qp] = n = ef .

Vamos considerar o sistema
F1 = a11X

k
1 + · · · + a1NXk

N = 0
...

...
...

...
FR = aR1X

k
1 + · · · + aRNXk

N = 0

(3.1)

com R equações diagonais, cujos coeficientes aij estão em O. Escrevemos k = pτm
com (p, m) = 1. Procuramos condições suficientes para que esse sistema tenha solução
x = (x1, . . . , xN) ∈ KN não-trivial, ou seja, com pelo menos uma das coordenadas xj

diferente de zero.

3.1 π-normalização

Definimos
ϑ(F1, . . . , FR) =

∏
j1,...,jR

det(aiji
), i = 1, . . . , R

onde o produtório se estende sobre todas as R-uplas de sufixos distintos j1, . . . , jR de
1, . . . , N .
Observação. Note que essa definição considera submatrizes com mesmas colunas só que
em ordens distintas. Por exemplo, se tivermos a matriz de coeficientes

A =

(
8 2 1
9 8 5

)
36
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então, para o cálculo de ϑ, consideramos ambas as submatrizes(
8 2
9 8

)
e
(

2 8
8 9

)
Dizemos que dois sistemas de equações aditivas com coeficientes em O são equivalentes

se um pode ser obtido a partir do outro através da combinação das seguintes operações:

(i) trocando a variável Xi por παXi, para algum inteiro α, ou seja,

Gi(X1, . . . , XN) = Fi(π
α1X1, . . . , π

αN XN), i = 1, . . . , R; (3.2)

(ii) tomando uma combinação O-linear não singular das equações, ou seja,

Hi(X1, . . . , XN) =
R∑

j=1

dijFj(X1, . . . , XN), i = 1, . . . , R (3.3)

com (dij) ∈ MR×R(O) e det(dij) 6= 0.

Um sistema F1, . . . , FR é dito π-normalizado se ϑ(F1, . . . , FR) 6= 0 e a potência de
π dividindo ϑ(F1, . . . , FR) é menor ou igual a potência de π dividindo ϑ(G1, . . . , GR)
para todo sistema G1, . . . , GR equivalente a F1, . . . , FR. Como todo sistema F1, . . . , FR

com ϑ(F1, . . . , FR) 6= 0 é equivalente a um sistema π-normalizado, é suficiente encontrar
solução não-trivial para sistemas π-normalizados.

Lema 3.1. Um sistema π-normalizado de formas aditivas pode ser escrito, renumerando
as variáveis, se necessário, como

Fi = fi(X1, . . . , Xr) + πgi(Xr+1, . . . , XN) (3.4)

para i = 1, . . . , R, onde r > N/k, e se 1 6 i 6 r então o coeficiente de xi não é divisível
por π em pelo menos uma das R formas f1, . . . , fR.

Além disso, se tivermos quaisquer s combinações lineares de f1, . . . , fR independentes
módulo π, e denotarmos por qs o número de variáveis que tem coeficiente não divisível
por π em pelo menos uma dessas combinações, então para cada s com 1 6 s 6 R − 1,
temos

qs >
sN

Rk
.

Antes de passarmos a prova desse lema, precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.2. Seja M = N(N − 1) . . . (N −R + 1) o número de R-uplas distintas de sufixos
em {1, . . . , N}. Se Gi é como em (3.2) então

ϑ(G1, . . . , GR) = πkRMα/Nϑ(F1, . . . , FR)

onde α = α1 + · · ·+ αN . E se Hi é como em (3.3) então

ϑ(H1, . . . , HR) = DMϑ(F1, . . . , FR)

onde D = det(dij) 6= 0.
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Demonstração: (i) Se Gi = bi1X
k
1 + · · · + biNXk

N então bij = πkαjaij e daí det(biji
) =

πkµ det(aiji
) com µ = αj1 + · · · + αjR

. Somando os M µ’s referentes as R-uplas distintas
temos αRM/N , que nos dá o resultado.

(ii) Se Hi = ci1X
k
1 + · · ·+ ciNXk

N então

cij =
R∑

h=1

dihahj

e daí det(ciji
) = D det(aiji

), de onde segue o resultado. �

Demonstração do Lema 3.1: Definimos fi como a forma que possui todas as variáveis
com coeficiente não divisível por π em pelo menos uma das Fi’s e renumeramos tais
variáveis por X1, . . . , Xr, assim, temos (3.4).

Para i = 1, . . . , R, considere as formas

π−1Fi(πX1, . . . , πXr, Xr+1, . . . , XN) = πk−1fi(X1, . . . , Xr) + gi(Xr+1, . . . XN)

obtidas das Fi’s por uma combinação das operações (3.2), com α = r, e (3.3), com
D = π−R. Então o valor de ϑ das novas formas é igual a πkRMr/N−RMϑ(F1, . . . , FR).
Como os coeficientes das novas formas são inteiros e F1, . . . , FR é π-normalizado, temos
kRMr/N −RM > 0 o que implica em r > N/k.

Tome h1, . . . , hs, s combinações lineares independentes módulo π de f1, . . . , fR e con-
sidere H1, . . . , Hs as mesmas combinações de F1, . . . , FR. Completamos esse novo sistema
com R − s formas dentre F1, . . . , FR para obter um sistema de R formas independentes
módulo π. Então H1, . . . , HR são obtidas a partir de F1, . . . , FR através de (3.3) com D0

não divisível por π. Seja qs o número de variáveis que aparecem em pelo menos uma das
h1, . . . , hs com coeficiente não divisível por π e donote essas variáveis por X1, . . . Xqs . As
formas

π−1Gi(πX1, . . . , πXqs , Xqs+1, . . . , XN), se i = 1, . . . , s

Gi(πX1, . . . , πXqs , Xqs+1, . . . , XN), se i = s + 1, . . . , R

obtidas a partir de F1, . . . , FR através de (3.2), com α = qs, e (3.3), com D = π−sD0, tem
coeficientes inteiros. Assim, kRMqs/N − sM > 0 o que nos dá qs > sN/kR. �

Dizemos que uma variável Xj está no nível l se πl divide aij, ∀ i = 1, . . . R, mas
πl+1 não divide algum aij. Num sistema π-normalizado todas a variáveis estão em ní-
veis menores que k. De fato, se algum Xj estivesse no nível l > k, então as formas
Fi(X1, . . . , Xj−1, π

−1Xj, Xj+1, . . . , XN) teriam coeficientes inteiros e seu ϑ seria igual a

π−kRM/Nϑ(F1, . . . , FR)

contradizendo a π-normalidade de F1, . . . , FR.



Capítulo 3. Equações diagonais sobre corpos p-ádicos 39

3.2 Uma forma diagonal

Nesta seção, veremos condições suficientes sobre o número de variáveis, obtidas por
Alemu [1], para que uma equação diagonal tenha solução não-trivial num corpo p-ádico.
Demonstraremos três teoremas nesse sentido, incluindo o Teorema 1 citado na introdução.

Seja k um número natural. Defina Γ(k) como o menor número s de variáveis para o
qual a equação

F = a1x
k
1 + a2x

k
2 + · · ·+ asx

k
s ,

onde os ai’s são todos inteiros p-ádicos não-nulos, represente zero em K. Obviamente não
consideramos a solução trivial.

E defina, para cada t natural, γ∗(k, t) como o menor s tal que que a congruência

F = a1x
k
1 + · · ·+ asx

k
s ≡ 0 mod πt,

onde os ai’s são unidades p-ádicas, tenha solução não-trivial.

Seja F uma forma diagonal sobre O de grau k. F pode ser normalizada como

F = F0 + πF1 + · · ·+ πk−1Fk−1

onde Fi é uma forma diagonal de grau k com coeficientes em O∗ e ri variáveis. Se i 6= j
então Fi e Fj não tem variáveis em comum e daí s = r0 + · · ·+ rk−1. Além disso, podemos
supor r0 > ri, i = 1, . . . , k − 1.

3.2.1 Lema de Hensel

A seguir temos mais uma versão do Lema de Hensel. Apesar de I e IV serem versões
muito parecidas, inclusive na demonstração, essa é mais refinada que a primeira que vimos
pois em I precisávamos que o quadrado do valor absoluto da primeira derivada num ponto
a0 excedesse o valor absoluto da equação no mesmo ponto, i.e., que o dobro da valorização
de f ′(a0) fosse menor que a valorização de f(a0).

Defina
ē =

[
e

p− 1

]
+ 1,

onde [ · ] significa parte inteira.

Lema 3.3 (Lema de Hensel IV). Seja M um inteiro não negativo. Sejam f(x) ∈ OK [x]
de grau k e {an}∞n=0 uma sequência dada por

an+1 = an −
f(an)

f ′(an)

satisfazendo
f(a0) ≡ 0 mod πM+ē (3.5)
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e para todo n = 0, 1, 2, . . . :
f (i)(an) ≡ 0 mod πM , (3.6)

f (i)(an) 6≡ 0 mod πM+1. (3.7)

Então existe ξ ∈ OK tal que

ξ ≡ a0 mod πē e f(ξ) = 0.

Demonstração: Defina tn = M + ē + n, n = 0, 1, . . . Vamos mostrar primeiro que, para
cada inteiro n,

f(an) ≡ 0 mod πtn , (3.8)

e
an+1 ≡ an mod πē+n. (3.9)

pois (3.8) e (3.9) implicam respectivamente que f(an) converge para zero quando n →∞
e que {an}n>0 é uma sequência de Cauchy. Assim, como estamos num corpo completo,
{an} converge para algum ξ ∈ OK e daí

0 = lim
n→∞

f(an) = f
(

lim
n→∞

an

)
= f(ξ),

provando parte do Lema.

Faremos a demonstração da primeira congruência por indução sobre n. Pela hipótese
(3.5) do Lema, (3.8) é válida para n = 0. Suponha que seja válida para n− 1. Usando a
expansão de Taylor de f e a definição da sequência {an}, temos

f(an) = f(an−1) + f ′(an−1)(an − an−1) + · · ·+ f (k)(an−1)

k!
(an − an−1)

k

= f(an−1) + f ′(an−1)

(
− f(an−1)

f ′(an−1)

)
+ · · ·+ f (k)(an−1)

k!

(
− f(an−1)

f ′(an−1)

)k

=
f ′′(an−1)

2!

(
− f(an−1)

f ′(an−1)

)2

+ · · ·+ f (k)(an−1)

k!

(
− f(an−1)

f ′(an−1)

)k

.

Por (3.6), (3.7), a hipótese de indução e o Lema A.1, para cada i ∈ {2, 3, . . . , k},

vp

(
f (i)(an−1)

i!

(
− f(an−1)

f ′(an−1)

)i
)

= vp(f
(i)(an−1)) + i vp

(
− f(an−1)

f ′(an−1)

)
− vp(i!)

> M + i(tn−1 −M)− e
i− s(i)

p− 1
.

Note que para provar (3.8) para n, é suficiente mostrar que, para i = 2, . . . , k,

M + i(tn−1 −M)− e
i− s(i)

p− 1
> tn−1, (3.10)
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pois essa desigualdade implica que cada parcela da expansão acima é zero módulo πtn ,
logo f(an) o é. Mas (3.10) é equivalente a

tn−1 > M + e
i− s(i)

(p− 1)(i− 1)
.

Lembrando que s(i) > 1,

M + e
i− s(i)

(p− 1)(i− 1)
6 M +

e

p− 1
< M + ē = t0 6 tn−1

e isso termina a prova de (3.8).

Das definições de {an}n>0 e tn e de (3.8), temos

vp(an+1 − an) = vp

(
− f(an)

f ′(an)

)
= tn −M = ē + n,

portanto an+1 ≡ an mod πē+n.

Agora falta apenas mostrar que ξ ≡ a0 mod πē, onde ξ é o limite da sequência {an}.
De fato, utilizando recorrência na definição de {an}, temos

an = a0 −
n−1∑
k=0

f(ak)

f ′(ak)

fazendo n tender a infinito,

ξ = a0 −
∞∑

k=0

f(ak)

f ′(ak)
.

Para cada k inteiro não negativo,

vp

(
f(ak)

f ′(ak)

)
= tk −M = ē + k > ē,

logo vp(a0 − ξ) > ē e temos ξ ≡ a0 mod πē. �

Seja f(x) = b1x
k + b2 ∈ O[x] onde b1 ∈ O∗ e k = pτm, (p, m) = 1. Suponha que exista

a0 ∈ O∗ tal que b1a
k
0 + b2 ≡ 0 mod πeτ+ē. Como

f (i)(x) = k · · · (k − i + 1)b1x
k−i, i = 1, . . . , k

segue que f (i)(c) ≡ 0 mod πeτ , para todo c ∈ O. Além disso, f ′(c) 6≡ 0 mod πeτ+1, para
todo c ∈ O∗, em particular para os elementos da sequência {an}n>0 definida no Lema 3.3
com o a0 acima. Então f tem zero não trivial por Hensel.

Sempre podemos obter um polinômio desse tipo a partir de uma forma diagonal sobre
O; por exemplo, se a forma tiver s variáveis, damos valores a s− 1 deixando apenas uma
variável livre. Assim, se tivermos um a0 satisfazendo as hipóteses, podemos garantir a
existência de um zero não-trivial para a forma.
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3.2.2 Alguns limites de Γ(k)

Seja k = pτm, com (p, m) = 1 e τ > 1. Tome N = (γ∗(k, eτ + ē)− 1)k + 1. Então

r0 >
(γ∗(k, eτ + ē)− 1)k + 1

k
= (γ∗(k, eτ + ē)− 1) +

1

k

mas r0 ∈ N, daí
r0 > (γ∗(k, eτ + ē)− 1) + 1 = γ∗(k, eτ + ē).

Pela definição de γ∗, temos que

F0 ≡ 0 mod πeτ+ē

tem solução não-trivial e, pela observação feita após o Lema 3.3, F0 tem zero não-trivial.
Portanto, F tem zero não-trivial e segue que

Γ(k) 6 (γ∗(k, eτ + ē)− 1)k + 1. (3.11)

Lema 3.4. Seja st como definido no Lema 2.2 com t = eτ + ē. Então γ∗(k, eτ + ē) 6 st.

Demonstração: Sejam a1, . . . , ar0 os coeficientes de F0 com r0 > st. Pelo definição de st,
existe uma subsequência ai1 , . . . , ain tal que

n∑
j=1

aij ≡ 0 mod πeτ+ē.

Tome x a r0-upla cujas coordenadas são dadas por

xl =

{
1, se l ∈ {i1, . . . , in}
0, caso contrário

Então
F0(x) ≡ 0 mod πeτ+ē.

Pelo Lema 3.3, F0 tem zero não-trivial. Portanto, γ∗(k, eτ + ē) 6 st. �

Seja k + eτ + ē− 1 = t = qe + r, 0 6 r < e.

Lema 3.5. Se F é uma forma diagonal de grau k em s variáveis e s > rf(pq+1 − 1) +
(e− r)f(pq − 1) + 1, então F representa zero em O.

Demonstração: Pelo Lema 2.2,

s(O/pk+eτ+ē−1) = rf(pq+1 − 1) + (e− r)f(pq − 1) + 1.

Do número de variáveis de F segue, pelo Lema 2.1, que existe um subconjunto do conjunto
de coeficientes de F , digamos {ai1 , . . . , aiu}, tal que

u∑
j=1

aij ≡ 0 mod πk+eτ+ē−1.
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Tome x a s-upla cujas coordenadas são

xl =

{
1, se l ∈ {ai1 , . . . , aiu}
0, caso contrário

Então F (x) ≡ 0 mod πk+eτ+ē−1.

Temos 0 6 vp(aij) 6 k − 1 para j = 1, . . . , u. Daí, para todo ij ∈ {i1, . . . , iu},

∂F

∂xij

(x) = kaij ≡ 0 mod πvp(aij
)+eτ

e
∂F

∂xij

(x) = kaij 6≡ 0 mod πk+eτ

com (k + eτ + ē− 1)− (vp(aij)− eτ) > ē. Pelo Lema 3.3, F representa zero em O. �

Teorema 3.1. Se k + ē 6 e, então

Γ(k) 6 (k + ē− 1)f(pτ+1 − 1) + (e− k − ē + 1)f(pτ − 1) + 1.

Demonstração: Como k + eτ + ē− 1 = t = qe + r com 0 6 r < e, temos

q =

[
k + ē− 1

e
+ τ

]
.

Se k + ē 6 e, então
[

k+ē−1
e

+ τ
]

= τ e temos r = k + ē− 1. Pelo Lema 3.5, se F tiver pelo
menos

(k + ē− 1)f(pτ+1 − 1) + (e− k − ē + 1)f(pτ − 1) + 1

variáveis, então F representa zero em O. Portanto,

Γ(k) 6 (k + ē− 1)f(pτ+1 − 1) + (e− k − ē + 1)f(pτ − 1) + 1. �

Teorema 3.2. Se k é ímpar e τ > 1, então

Γ(k) 6

[
f(k + e + ē− 1) log k

log 2

]
+ 1.

Demonstração: Seja F uma forma diagonal do tipo

a1x
k
1 + · · ·+ asx

k
s

com 0 6 vp(ai) 6 k − 1, para i = 1, . . . , s, e

s >

[
f(k + e + ē− 1) log k

log 2

]
+ 1.
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Pela demonstração do Lema 3.5, é suficiente mostrar que F ≡ 0 mod πk+eτ+ē−1 tem
solução não-trivial. Para isso, considere todas as possíveis somas de subconjuntos não
vazios de A = {a1, . . . , as}. Temos 2s − 1 tais subconjuntos. Note que

s >

[
f(k + e + ē− 1) log k

log 2

]
+ 1

>
f(k + e + ē− 1)τ log p

log 2

> f(k + eτ + ē− 1) log2 p

= log2 pf(k+eτ+ē−1)

daí 2s > pf(k+eτ+ē−1).

Se uma das somas for divisível por πk+eτ+ē−1, trabalharemos com ela. Caso contrário,
como 2s − 1 > pf(k+eτ+ē−1) = |O/pk+eτ+ē−1|, pelo princípio da casa de pombos, existem
dois conjuntos diferentes B1 e B2 de A tais que∑

b∈B1

b ≡
∑
b∈B2

b mod πk+eτ+ē−1.

Eliminando os elementos de B1 ∩ B2, se necessário, podemos assumir que B1 e B2 são
disjuntos. Tome a s-upla x com as seguintes coordenadas

xi =


1, se i é subíndice de um elemento de B1

−1, se i é subíndice de um elemento de B2

0, caso contrário

Então
F (x) =

∑
b∈B1

b−
∑
b∈B2

b ≡ 0 mod πk+eτ+ē−1.

Assim, F representa zero em O e daí

Γ(k) 6

[
f(k + e + ē− 1) log k

log 2

]
+ 1.

�

A prova do Lema 3.7 utiliza o próximo resultado.

Lema 3.6. Seja K uma extensão não ramificada de Qp. Se F1, . . . , FR ∈ O[x1, . . . , xs]

são formas de graus k1, . . . , kR, respectivamente, e s >
∑R

i=1 ki(1 + p + · · ·+ pti−1), então
existe solução não trivial para o sistema

Fi(x1, . . . , xs) ≡ 0 mod pti .

A prova desse resultado utiliza vetores de Witt, que foge um pouco do nosso estudo.
Por esse motivo será omitida aqui, mas pode ser encontrada no artigo do Browkin [4] para
R = 1, a prova para R > 1 é análoga.
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Lema 3.7. Seja F ∈ O[x1, . . . , xs] uma forma de grau k e seja

s >

{
kt se t 6 e
ke(1 + p + · · ·+ pτ−1) + k(e1 + 1)pτ se t > e

onde t = τe + (e1 + 1) e 0 6 e1 < e. Então a congruência

F (x1, . . . , xs) ≡ 0 mod πt

tem solução não trivial.

Demonstração: Seja L o subcorpo não ramificado maximal de K. Então 1, π, . . . , πe−1

é uma base de K sobre L e podemos escrever F = F0 + πF1 + · · · + πe−1Fe−1, onde os
coeficientes de Fi estão no anel OL dos inteiros de L e grau(Fi) = k.

(i) Se t 6 e então podemos considerar o sistema

Fi(x1, . . . , xs) ≡ 0 mod p, i = 0, 1, . . . , t− 1.

O Teorema de Chevalley-Warning afirma que todo sistema de polinômios homogêneos
sobre um corpo finito tem zero não-trivial se o número de variáveis é maior que a soma
dos graus dos polinômios (veja [7] p. 72 e [13] p. 11). Como s > kt, pelo Teorema de
Chevalley-Warning, esse sistema tem solução não-trivial a1, . . . , as ∈ OL. Lembrando que
πe = p, segue que

F (a1, . . . , as) = F0(a1, . . . , as) + · · ·+ πe−1Fe−1(a1, . . . , as) ≡ 0 mod πt

(ii) Agora vamos analisar o caso n > e. Considere o sistema

Fi(x1, . . . , xs) ≡ 0 mod pτ+1, i = 0, 1, . . . , e1 (3.12)
Fj(x1, . . . , xs) ≡ 0 mod pτ , j = e1 + 1, . . . , e− 1.

Temos que

e−1∑
i=0

k(1 + p + · · ·+ pti−1) = (e1 + 1)k(1 + · · ·+ pτ ) + (e− (1 + e1))k(1 + · · ·+ pτ−1)

= ek(1 + p + · · ·+ pτ−1) + (e1 + 1)kpτ < s

então, pelo Lema 3.6, (3.12) tem solução não-trivial a1, . . . , as ∈ OL. Como πt divide pτ+1

e πt−(e1+1) = pτ , temos
Fi(a1, . . . , as) ≡ 0 mod πt−i,

i = 0, 1, . . . , e− 1. Portanto,

F (a1, . . . , as) ≡ 0 mod πt. �

Sejam F uma forma diagonal de grau k cujos coeficientes são unidades de K e t =
eτ + ē, com eτ = vp(k). O Lema 3.7 garante solução não-trivial para a congruência

F ≡ 0 mod πeτ+ē
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se p 6= 2 e

s > ke
pτ − 1

p− 1
+ kēpτ ,

ou, se p = 2 e
s > ke(pτ+1 − 1) + kpτ+1.

Assim, se p 6= 2, temos

γ∗(k, eτ + ē) 6 ke
pτ − 1

p− 1
+ kēpτ + 1

que substituindo em (3.11) nos dá

Γ(k) 6 k2

(
e
pτ − 1

p− 1
+ ēpτ

)
+ 1 (3.13)

E se p = 2 então

Γ(k) 6 k2(e(pτ+1 − 1) + pτ+1) + 1

Agora, para encerrar a seção, veremos o resultado principal do trabalho do Alemu [1].

Teorema 3.3. Se p > 3 então

Γ(k) 6 max{3nk2 − nk + 1, 2k3 − k2}.

Se p = 2 então
Γ(k) 6 4nk2 − nk + 1.

Demonstração: Considere o caso p > 3. A relação (3.11), o Lema 3.4 e o Lema 2.2 nos
dão

Γ(k) 6 (ēfpτ (p− 1) + ef(pτ − 1))k + 1

6

((
1 +

e

p− 1

)
fpτ (p− 1) + ef(pτ − 1)

)
k + 1

= ((p− 1 + e)fpτ + ef(pτ − 1))k + 1.

Se e > p− 1 então

Γ(k) 6 (3efpτ − ef)k + 1 6 3nk2 − nk + 1.

E se e < p− 1 então, pela relação (3.13),

Γ(k) 6 k2

(
e
pτ − 1

p− 1
+ ēpτ

)
+ 1

6 k2(pτ − 1 + pτ )

6 2k3 − k2
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o que encerra o caso p > 3.

Para p = 2, temos
st = f(2τ+1(1 + e)− e) + 1

pelo Lema 2.2. Substituindo na equação (3.11),

Γ(k) 6 f(2τ+1(1 + e)− e)k + 1.

Como e > 1 e m > 1, temos e + 1 6 2me daí

(e + 1)2τ+1 − e 6 2τ+2me− e = 4ke− e

Assim,
Γ(k) 6 f4k2e− fek + 1 = 4nk2 − kn + 1. �

3.3 R formas diagonais

Agora vamos estudar o caso geral, um sistema com R formas simultaneamente diago-
nais, com o objetivo de demonstrar os Teoremas 3 e 4. Precisamos definir algumas funções
auxiliares. Primeiro temos Γ(R, k) o menor inteiro tal que todo sistema como (3.1) com
N > Γ(R, k) variáveis tem solução não-trivial sobre K.

Uma solução x ∈ ON é dita primitiva se pelo menos uma coordenada xj é uma
unidade em O. Definimos nossa segunda função Φ(R, k, ν) como o menor inteiro tal que
todo sistema (3.1) com N > Φ(R, k, ν) variáveis tem solução primitiva módulo πν . O
Teorema de Chevalley-Warning implica que Φ(R, k, 1) 6 Rk.

Uma relação importante dessa função Φ e que será utilizada posteriormente é que

Φ(R, k, a + b) + 1 6 (Φ(R, k, a) + 1)(Φ(R, k, b) + 1), ∀ a, b > 1.

Mostraremos essa desigualdade a seguir utilizando contração e expansão de variáveis.
Precisamos encontrar uma solução primitiva módulo πa+b para um sistema com

N = (Φ(R, k, a) + 1)(Φ(R, k, b) + 1)

variáveis. Primeiro dividimos o sistema (3.1) em Φ(R, k, a) + 1 subsistemas de formas
diagonais,

a1,j(Φ(R,k,b)+1)+1X
k
j(Φ(R,k,b)+1)+1 + · · · + a1,(j+1)(Φ(R,k,b)+1)X

k
(j+1)(Φ(R,k,b)+1) = 0

...
...

...
aR,j(Φ(R,k,b)+1)+1X

k
j(Φ(R,k,b)+1)+1 + · · · + aR,(j+1)(Φ(R,k,b)+1)X

k
(j+1)(Φ(R,k,b)+1) = 0

j = 0, . . . , Φ(R, k, a), cada um com Φ(R, k, b) + 1 variáveis. Cada subsistema tem uma
solução (xj(Φ(R,k,b)+1)+1, . . . , x(j+1)(Φ(R,k,b)+1)) primitiva módulo πb. Multiplicamos cada
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uma dessas soluções por uma nova variável formando um novo sistema de formas diagonais
com Φ(R, k, a) + 1 variáveisΦ(R,k,b)+1∑

l=1

a1l xk
l

Y k
1 + · · · +

 N∑
l=(Φ(R,k,b)+1)Φ(R,k,a)

a1l xk
l

Y k
Φ(R,k,a)+1 = 0

...
...

...Φ(R,k,b)+1∑
l=1

aRl xk
l

Y k
1 + · · · +

 N∑
l=(Φ(R,k,b)+1)Φ(R,k,a)

aRl xk
l

Y k
Φ(R,k,a)+1 = 0

Esse novo sistema possui solução (y1, . . . , yΦ(R,k,a)+1) primitiva módulo πa. Assim,

(x1 y1, . . . , xΦ(R,k,b)+1 y1, . . . , xΦ(R,k,a)(Φ(R,k,b)+1)+1 yΦ(R,k,a)+1, . . . , xN yΦ(R,k,a)+1)

é uma solução primitiva módulo πa+b para o sistema original.

Suponha que o sistema (3.1) é π-normalizado. Podemos admitir que X1, . . . , Xn0 são
as variáveis do nível zero. Denote por A0 a matriz dos coeficientes dessas variáveis. Seja
qs como definido no Lema 3.1.

Definimos µ(d) como o maior número de colunas de A0 que estão num subespaço
d-dimensional de kR

K , d = 0, . . . , R− 1. Então é simples observar que

qs + µ(R− s) = n0, s = 1, . . . , R.

Como qs > sN/(Rk) e n0 6 N , temos

sN

Rk
+ µ(R− s) 6 N.

Portanto
µ(d) 6 N − (R− d)

N

Rk
, d = 0, . . . , R− 1 (3.14)

Lema 3.8. Suponha que o sistema (3.1) é π-normalizado e tem mais que k(tR − 1)
variáveis onde t é arbitrário. Então a matriz de coeficientes A contém t submatrizes
R×R disjuntas que são não singulares módulo π.

O resultado abaixo será necessário para a demonstração do Lema 3.8. Sua demons-
tração pode ser encontrada em [17], p. 33-34, 55-59.

Lema 3.9. Seja A uma matriz R×N sobre o corpo F e t um inteiro positivo. A matriz
A possui t submatrizes R×R disjuntas que são não singulares sobre F se, e somente se,

N − |J | > t(R− r(AJ)), ∀ J ⊆ {1, . . . , N},

onde AJ é a submatriz de A que consiste das colunas aj com j ∈ J e r(AJ) = posto de
AJ .
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Demonstração do Lema 3.8: Para todo d = 0, 1, . . . , R− 1, substituindo N > k(tR− 1)
em (3.14), temos

µ(d) 6 N − (R− d)
N

Rk
< N − (R− d)

tR− 1

R

= N − (R− d)t +
R− d

R

Como µ(d) ∈ Z, temos N − µ(d) > t(R− d). Pelo lema anterior, A contém t submatrizes
R×R disjuntas não singulares módulo π. �

Lema 3.10. Suponha que o sistema (3.1) é π-normalizado e tem mais que RkΦ(R, k, ν)−
k(R−1)2 variáveis onde ν é arbitrário. Então (3.1) tem solução não singular módulo πν.

Demonstração: Suponha que (3.1) tem N = k(tR − 1) + 1 variáveis para algum t
definido adiante. Pelo Lema 3.8, A tem t submatrizes R × R disjuntas que são não
singulares módulo π. Descartamos todas as variáveis que não estão em nenhuma dessas
t submatrizes, restando tR variáveis. Tome t − 1 dessas submatrizes e, em cada uma
delas, troque as R variáveis Xi1 , . . . , XiR por uma nova variável Yi. Obtemos um novo
sistema com R + t − 1 variáveis. Se t = Φ(R, k, ν) − R + 2 então esse sistema tem
solução (x1, . . . , xR, y1, . . . , yt−1) primitiva módulo πν . Note que não podemos ter as t− 1
novas variáveis dessa solução iguais a zero módulo π pois as colunas correspondentes as
R variáveis antigas remanescentes formam uma submatriz não singular módulo π, logo
essa submatriz possui inversa módulo π. Assim, “inflando” as novas variáveis, temos uma
solução não singular módulo π

(x1, . . . , xR, y1, . . . , y1︸ ︷︷ ︸
R vezes

, . . . , yt−1, . . . , yt−1︸ ︷︷ ︸
R vezes

)

para o sistema inicial com N = RkΦ(R, k, ν)− k(R− 1)2 + 1 variáveis. �

Lema 3.11. Sejam f1, . . . , fR ∈ Zp[X1, . . . , XN ] polinômios com coeficientes inteiros p-
ádicos, sem termos constantes, e seja di o grau de fi. Se N >

∑R
i=1 di(p− 1)−1(pνi − 1),

então
fi(X1, . . . , XN) ≡ 0 mod pνi , i = 1, . . . , R

tem solução não-trivial x1, . . . , xN ∈ T, onde T = {x ∈ Zp | xp = x} é o conjunto dos
representantes de Teichmüller.

Demonstração: A idéia dessa demonstração é trocar cada congruência módulo pνi por νi

congruências módulo p para então aplicarmos o Teorema de Chevalley-Warning.

Vamos definir a aplicação ∆ : Zp[X1, . . . , XN ] −→ Zp[X1, . . . , XN ] por

(∆f)(X1, . . . , XN) = p−1 [f(X1, . . . , XN)p − f (p)(Xp
1 , . . . , Xp

N) +

f (p)(X1, . . . , XN)− f(X1, . . . , XN)]

onde f (p)(X1, . . . , XN) é o polinômio obtido pelo levantamento de cada coeficiente de f a
uma p-ésima potência (i.e., f (p)(X1, . . . , XN) = ap

1X
k
1 + · · ·+ ap

NXk
N). Definimos também

∆(j)f = ∆(∆(j−1)f) se j > 1 e, por conveniência, ∆(0)f = f .
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Note que ∆f é um polinômio em X1, . . . , XN de grau no máximo p (grauf). Além
disso, ∆f tem coeficientes em Zp. De fato, a aplicação que leva x em xp é o automorfismo
identidade de Fp, daí quando aplicamos o homomorfismo que leva de Zp[X1, . . . , XN ] para
Fp[X1, . . . , XN ], os dois primeiros termos se cancelam e os dois últimos termos se cancelam.
Logo, o que está entre colchetes é 0 módulo p.

Seja f(X1, . . . , XN) = c um polinômio constante, então ∆f = ∆c = p−1(cp − c).
Queremos mostrar que c ≡ 0 mod pν se, e somente se, ∆(0)c, ∆(1)c, . . . , ∆(ν−1)c são todos
congruentes a zero módulo p.

Considere a valorização p-ádica vp. Suponha que vp(∆
(j)c) > 1. Indutivamente temos

vp(∆
(j+1)c) = vp(p

−1((∆(j)c)p −∆(j)c)) = −1 + vp(∆
(j)c) = −(j + 1) + vp(c).

Assim, se c ≡ 0 mod pν então vp(c) > ν o que implica em vp(∆
(j)c) > −j + ν daí,

∆(j)c ≡ 0 mod p, j = 0, . . . , ν − 1. Agora, suponha que ∆(0)c, . . . , ∆(ν−1)c ≡ 0 mod p.
Então vp(c) = vp(∆

(ν−1)c) + (ν − 1) > ν, ou seja, c ≡ 0 mod pν .

Tome a1, . . . , aN ∈ T. Como ap
j = aj, temos f (p)(ap

1, . . . , a
p
N) = f (p)(a1, . . . , aN), daí

(∆f)(a1, . . . , aN) = p−1[f(a1, . . . , aN)p − f(a1, . . . , aN)]

= ∆(f(a1, . . . , aN)).

Portanto, para os elementos do conjunto de Teichmüller, temos f(a1, . . . , aN) ≡ 0 mod pν

se, e somente se, (∆(j)f)(a1, . . . , aN) ≡ 0 mod p, j = 0, . . . , ν − 1.

Assim, concluímos que resolver o sistema de equações

fi(a1, . . . , aN) ≡ 0 mod pνi , i = 1, . . . , R

não-trivialmente com variáveis em T é equivalente a resolver não-trivialmente o sistema
de congruências

(∆(j)fi)(a1, . . . , aN) ≡ 0 mod p,

j = 0, . . . , νi − 1 e i = 1, . . . R, onde grau(∆(j)fi) 6 p grau(∆(j−1)fi) 6 pjdi.

Pelo Teorema de Chevalley-Warning, esse novo sistema tem solução não trivial se o
número de variáveis for maior que a soma dos graus, ou seja, se

N >

R∑
i=1

νi−1∑
j=0

pjdi =
R∑

i=1

di
pνi − 1

p− 1
.

�

Lema 3.12. Com γ definido como no Lema 2.4, temos

Φ(R, k, γ) 6

{
p(p− 1)−1nRk, p > 2

4nRk, p = 2
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Demonstração: Procuramos uma solução primitiva módulo πγ para o sistema (3.1). O
grupo aditivo O/pγ é isomorfo a soma direta de n grupos cíclicos de ordem pγ/e,

O/pγ = 〈λ1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈λn〉,

onde 〈λi〉 = {z λi| z ∈ Z}. Escrevemos cada coeficiente aij de (3.1) módulo πγ como

aij ≡ b
(1)
ij λ1 + · · ·+ b

(n)
ij λn mod pγ/e, com b

(l)
ij ∈ Z.

Dessa forma, é suficiente resolver as nR congruências

b
(l)
i1 Xk

1 + b
(l)
i2 Xk

2 + · · ·+ b
(l)
iNXk

N ≡ 0 mod pγ/e, (3.15)

1 6 i 6 R e 1 6 l 6 n. Vamos nos restringir ao conjunto de representantes de
Teichmüller para encontrar condição suficiente sobre N para que esse novo sistema tenha
solução. Observe que {xk | x ∈ T} = {x(k,p−1) | x ∈ T}, então podemos trocar o expoente
k por (k, p−1). Pelo lema anterior, o sistema (3.15) tem solução não-trivial x1, . . . , xN ∈ T
se N > nR(k, p− 1)(p− 1)−1(pγ/e − 1). Como k = pτm, (k, p− 1) divide m. Daí

p 6= 2 ⇒ Φ(R, k, γ) 6 nR(k, p− 1)pτ+1(p− 1)−1 6 nRkp(p− 1)−1

p = 2 ⇒ Φ(R, k, γ) 6 nR(k, p− 1)pτ+2(p− 1)−1 6 nRkp2 = 4nRk �

Uma combinação dos Lemas 2.4 e 3.10 nos diz que um sistema π-normalizado com
N = RkΦ(R, k, γ)− k(R− 1)2 + 1 variáveis possui uma solução não-trivial em K. Assim,

Γ(R, k) 6 RkΦ(R, k, γ)− k(R− 1)2 6 RkΦ(R, k, γ).

e, pelo Lema 3.12,

Γ(R, k) 6

{
nR2k2p(p− 1)−1 se p > 2

4nR2k2 se p = 2

Em todo caso, temos Γ(R, k) 6 4nR2k2. Assim, provamos o seguinte resultado devido a
Brink, Godinho e Rodrigues [3].

Teorema 3.4. Seja n o grau da extensão K/Qp. Então (3.1) tem solução não-trivial se
o número de variáveis N é maior que 4nR2k2.

Lema 3.13. Todo a ∈ O pode ser escrito como

a ≡ cpτ

0 + πcpτ

1 + π2cpτ

2 + · · ·+ πpτ−1cpτ

pτ−1 mod p

com cj ∈ O e π o elemento primo de O.

Demonstração: SejaR ⊂ O um conjunto de representantes deO/p. Seja q = pf = |O/p|.
Utilizando o fato de que a aplicação de Fq em Fq dada por x 7→ xq é bijeção (na verdade,
é uma identidade), mostramos que a definida por x 7→ xp também é bijeção. Então a
aplicação x 7→ xpτ é uma bijeção de Fq em Fq e, portanto, {rpτ | r ∈ R} também é um
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conjunto de representantes de O/p. Assim, pelo Lema 1.9, podemos escrever todo a ∈ O
como

a =
∞∑

n=0

rpτ

n πn

= π0

∞∑
i=1

rpτ

ipτ πipτ

+ π1

∞∑
i=1

rpτ

1+ipτ πipτ

+ · · ·+ πpτ−1

∞∑
i=1

rpτ

pτ−1+ipτ πipτ

≡
pτ−1∑
j=0

πj

(
∞∑
i=1

rj+ipτ πi

)pτ

mod p

Basta tomar cj =
∑∞

i=1 rj+ipτ πi para termos o lema. �

Lema 3.14. Φ(R, k, e) 6 Φ(Rpτ , m, e).

Demonstração: Temos que mostrar que se N > Φ(Rpτ , m, e) então o sistema com R
equações de grau k e N variáveis tem solução primitiva módulo πe.

Considere as R congruências

ai1X
k
1 + · · ·+ aiNXk

N ≡ 0 mod p, i = 1, . . . , R. (3.16)

com N > Φ(Rpτ , m, e). Escrevemos cada coeficiente aij como no Lema 3.13, então cada
polinômio acima se torna a soma de pτ polinômios. Assim, encontrar uma solução primi-
tiva para (3.16) é equivalente a encontrar uma solução primitiva para as Rpτ congruências

cpτ

i1 Xk
1 + · · · , +cpτ

iNXk
N ≡ 0 mod p, i = 1, . . . , Rpτ .

Mais ainda, como

cpτ

i1 Xk
1 + · · ·+ cpτ

iNXk
N ≡ (ci1X

m
1 + · · ·+ ciNXm

N )pτ

mod p

basta encontrarmos uma solução primitiva para as Rpτ congruências

ci1X
m
1 + · · ·+ ciNXm

N ≡ 0 mod p, i = 1, . . . , Rpτ (3.17)

que existe pela definição de Φ pois N > Φ(Rpτ , m, e). �

Por fim, temos o segundo resultado do trabalho de Brink, Godinho e Rodrigues [3].

Teorema 3.5. O sistema (3.1) tem solução não-trivial se o número de variáveis N é
maior que (Rk)2τ+5.

Demonstração: Como vimos, os Lemas 2.4 e 3.10 nos dão

Γ(R, k) 6 RkΦ(R, k, γ)− k(R− 1)2.

Se k não é divisível por p, então γ = 1 e, pelo que vimos no início da seção,

Γ(R, k) 6 (Rk)2 − k(R− 1)2.
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Assim, Γ(Rpτ , m) 6 (Rk)2−m(Rpτ −1)2. Se τ = 0 então Γ(R, k) 6 (Rk)2−m(R−1)2 6
(Rk)2, que é menor que a cota do teorema.

Suponha τ > 0. Se N > Γ(Rpτ , m) então, por definição, (3.17) tem solução não-trivial
o que implica que tem solução primitiva módulo πe, logo Φ(Rpτ , m, e) 6 Γ(Rpτ , m). E,
pelo lema anterior, Φ(R, k, e) < (Rk)2. Assim, temos

Γ(R, k) 6 RkΦ(R, k, γ)− k(R− 1)2 6 RkΦ(R, k, γ)

< Rk(Φ(R, k, γ) + 1) 6 Rk(Φ(R, k, e) + 1)γ/e

6 Rk
(
(Rk)2

)γ/e
6 (Rk)1+2(τ+2)

= (Rk)2τ+5

�



APÊNDICE A

Um resultado sobre valorização

Lema A.1. Se m é um inteiro não negativo e p é primo, então

vp(m!) =
m− s(m)

p− 1

onde s(m) é a soma dos dígitos que representam m na base p.

Demonstração: Se m = 0 o lema é verdadeiro. Para provar o lema para m > 0, primeiro
vamos mostrar que

vp(m!) =
∞∑
i=1

[
m

pi

]
,

em seguida que
∞∑
i=1

[
m

pi

]
=

m− s(m)

p− 1

daí seguirá a igualdade desejada.

Observe que se pi > m então [m/pi] = 0. Assim, a série acima tem finitos termos não
nulos. Para h ∈ N é simples verificar que[

h

pi

]
−
[
h− 1

pi

]
=

{
1, se pi divide h
0, caso contrário

Em particular, se vp(h) = l então[
h

pi

]
−
[
h− 1

pi

]
=

{
1, se 1 6 i 6 l
0, caso contrário

54
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Assim,

vp(m!) = vp(m . . . 1) =
m∑

h=1

vp(h) =
m∑

h=1

∞∑
i=1

([
h

pi

]
−
[
h− 1

pi

])
=

∞∑
i=1

m∑
h=1

([
h

pi

]
−
[
h− 1

pi

])
=

∞∑
i=1

[
m

pi

]
.

Seja
m = puau + · · ·+ p a1 + a0, com 0 6 ai < p,

a representação de m na base p. Daí,[
m

p

]
= pu−1au + · · ·+ p a2 + a1[

m

p2

]
= pu−2au + · · ·+ a2

...[
m

pu

]
= au

o que implica em

∞∑
i=1

[
m

pi

]
=

u∑
i=1

[
m

pi

]
= (pu−1 + · · ·+ p + 1)au + · · ·+ (p + 1)a2 + a1

=
1

p− 1
((pu − 1)au + · · ·+ (p2 − 1)a2 + (p− 1)a1)

=
m− s(m)

p− 1
.

E isso termina a demonstração do Lema. �
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