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Resumo

O Teleparalelismo Equivalente & Relatividade Geral é uma descricao alternativa a Re-
latividade Geral, baseado no campo de tétradas como observadores fundamentais, que
substitui o conceito de Curvatura pela Tor¢ao, agindo de maneira anéloga a uma equagao
de forca. A partir disto é possivel construir uma versao regularizada da densidade de
energia e de uma hamiltoniana, da qual ser4 quantizada pelo procedimento de Weyl, um
formalismo robusto que permite transformar quantidades classicas em possiveis observa-
veis e respectivos operadores quanticos, num espaco de fase quantico. O modelo cosmo-
logico em questao é o de Godel, modificado conforme Obukhov para comportar além da
rotacao, também expansao. Em seus trabalhos Obukhov vai demonstrar que é possivel
fugir dos problemas de causalidade inerentes aos modelos com rotacgao, impondo certos
parametros, a serem mensurados, que evitam os problemas das CTC’s (Closed Time-like
Curves). Encontrar uma equagao de Schrodinger deste modelo, através da quantizagao
da energia gravitacional e encontrar uma possivel solugao é o objetivo principal, e por fim

discutir as possibilidades que tras tal solucao e perspectivas futuras.

Palavras Chaves: Gravitagao, TERG, Cosmologia, Equagao de Schrédinger, energia

gravitacional, Universo Tipo-Gdodel.
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Abstract

Teleparallelism Equivalent to General Relativity is an alternative description to Ge-
neral Relativity, based on the field of tetradas as fundamental observers, which replaces
the concept of Curvature by Torsion, acting in a manner similar to an equation of force.
From this it is possible to build a regularized version of the energy density and a Hamil-
tonian, which will be quantized by the Weyl procedure, a robust formalism that allows
transforming classical quantities into possible observables and respective quantum opera-
tors, in a quantum phase space. The cosmological model in question is Gédel, modified
according to Obukhov to be able to support not only rotation but also expansion. In his
work, Obukhov will demonstrate that it is possible to escape from the problems of causa-
lity inherent to models with rotation, imposing certain parameters, to be measured, that
avoid the problems of CTC’s (Closed Time-like Curves). Finding a Schrodinger equation
for this model, through the quantization of gravitational energy and finding a possible
solution is the main objective, and finally discuss the possibilities that this solution brings

and future perspectives.

Keywords: Gravitation, TEGR, Cosmology, Schrodinger Equation, gravitational energy,

Type-Godel Universe.
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Notacoes e Abreviaturas

Notagoes: as unidades G (constante da gravitagao universal) e ¢ (velocidade da luz no
espago vazio) sdo fixadas e escolhidas no sistema natural de unidade tal que G =c=1. A
assinatura da métrica adotada sera do tipo diag = (—, 4+, +,+). A constante de Planck &
continua com seu valor explicitado para melhor identificar quando estamos trabalhando

com Mecénica Quantica.

RG = Relatividade Geral e Teoria Geral da Relatividade.

e TERG = Teleparalelismo Equivalente & Relatividade Geral.

CTC = Closed Time-like Curves (Curvas tipo-tempo fechadas em traduzacao di-

reta).

MQ = Mecéanica Quantica.
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Capitulo 1

Introducao

A construgao de uma cosmologia quantica é um avanco significativo das ciéncias natu-
rais. Ao desenvolver a teoria geral da relatividade, Einstein abriu um leque de infindéveis
possibilidades para se estudar todas os sistemas fisicos onde a gravidade tem um impor-
tante papel, e assim desenvolver a era da cosmologia moderna, alimentado com cada vez
mais dados e entendido a luz desta robusta teoria. Em paralelo se deslancha a teoria
quantica e a descricao da matéria e suas interagoes nos niveis mais bésicos, e nas menores
escalas; qualquer que seja o paradigma adotado na descrigao dos fenomenos da realidade,
ele com certeza deve partir da propria mecanica quantica.

Unir ambas as areas mostra-se uma tarefa herciilea. Questdes como renormalizagao
da teoria quantica da gravitacao, bosons associados a gravitagao em nivel quantico, pro-
blema de hierarquia das interacoes fundamentais, determinacao do que é energia e matéria
escura, até hoje ainda estao em aberto e constituem um sério desafio para um programa
completo de uma versao quantica para a interagao gravitacional. O trabalho que apre-
sentamos aqui é apenas mais um “pequeno passo” para o desenvolvimento da teoria. Em
tal tentativa de reproduzir uma cosmologia quantica consistente, nao é possivel conciliar
diretamente os pilares da RG com Mecanica Quéntica, pois é quantizar diretamente a
RG [8] se mostra um trabalho bastante dificultoso. Diante deste problema, a maneira que
este trabalho encontrou de contornar tal dificuldade é em usar um modelo alternativo,
mas completamente equivalente & RG, baseado no Teleparalelismo absoluto, chamado de

Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral, ou simplesmente TERG. Com tal pro-



posta é possivel reconstruir todos os resultados obtidos pela RG padrao e ainda adicionar

novas informagoes ao sistema como energia, momento angular e linear gravitacional.

No TERG a nocao de interagao gravitacional é caracterizada por meio da noc¢ao do
tensor de Tor¢ao [32, 51| e se abandona o tensor de Curvatura de Riemann como maneira
de determinar a dindmica do campo gravitacional. Assim h& uma série de novas interpre-
tacoes para o fendmeno da gravidade. E Maluf [32] que vai de encontro a uma expressao
regularizada para a hamiltoniana gravitacional, sustentada completamente no principio

de gauge e em principios relativisticos fortes.

Com o desenvolvimento entao de uma gravitacao relativistica e por consequéncia uma
cosmologia relativistica, poderia o universo estar em rotacao? H& intimeros dados cole-
tados do nosso universo que apontam para a sua expansao uniforme, entretanto poucas
se atrevem a questionar se estes mesmos dados nao indicariam uma possivel rotagao do
universo como um todo. Se a Terra gira em torno do proprio eixo, a Lua, em torno da
Terra, a Terra em torno do Sol, o Sol em torno do centro da Via Léactea, e até mesmo é
possivel pensar no mundo atémico e subatémico como possuindo momento angular (néo
exatamente uma rota¢do mas que possui correlagdo), por que nao imaginar o Universo
inteiro, como um todo, estando em rotagao? Nao poderia um modelo possuindo ambas,
rotacdo e expansao, explicar a expansao acelerada do universo (talvez uma espécie de

potencial centrifugo empurrando as galéxias para longe umas das outras)?

Serda Gamow [20] o primeiro a pensar num possivel Universo em rotagdo, entretanto
é Godel [21] que ird mostrar que ha uma solugao exata das equagoes de campo de Eins-
tein que possui solucao com rotagao. As equacgoes encontradas por Godel apresentavam
sérios problemas, entre os quais a violagao da causalidade do espago-tempo. Serao entao
formulados outros modelos que emulam e tentam contornar estas dificuldades da solugao
apresentada por Godel. Entre estas ressaltaremos a generalizacao nao-estacionaria pro-
posto por Obukhov [10], que apresenta expansao, além de rotagao. Essa generalizagao é
conhecida como modelo de Goédel-Obukhov e nao estaria em conflito com qualquer ob-
servacgao cosmologica atual. Assim podemos determinar, usando TERG, caracteristicas

como energia gravitacional, momento linear e momento angular gravitacional.
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E aqui que podemos observar o desenvolvimento de um método que permita quantizar
em observaveis fisicos diretamente e de uma maneira simples. Teremos um operador
associado a cada quantidade e a partir disto determinar a versao quantica do sistema
e seu comportamento. Os primeiros passos para uma verdadeira gravitagao/cosmologia
quantica.

No segundo capitulo trataremos das propriedades da gravitacao e sua relagao com a
relatividade de maneira que sejam consistentes entre si, mostrando suas bases e alguns
resultados bem conhecidos da literatura.

No capitulo terceiro, as bases do proprio Teleparalelismo em si, da sua relacao com a
RG, e a construgao do tensor energia-momento gravitacional a partir das proprias equagoes
de campo. No quarto capitulo, chegamos finalmente nos principios envolvendo cosmologia
e a solucao proposta para o Universo de Godel-Obukhov, calculando a densidade de
energia gravitacional associada a métrica.

Por ultimo apresentamos a quantizacao da densidade de energia encontrada, através
do método de quantizacao de Weyl no modo como realizado por McCoy, e assim expressar
um operador hamiltoniano que possa ser usada numa equagao do tipo Schrodinger, e por
fim encontrar as autofuncoes associadas. E entao apresentamos a conclusao e possiveis

discussoes sobre os resultados obtidos.



Capitulo 2

Gravitacao e Relatividade

A base atual de entendimento do Cosmos, a estrutura do universo como um todo,
e da astrofisica esta situada nos alicerces da Gravitacao Relativistica [58, 16, 60, 7, §].
Para isso se faz necessario entender o contexto da aplicacao e extensao da Teoria da
Relatividade Especial para fendémenos gravitacionais. A construgao de uma teoria que
leve em conta a velocidade limite de interagao entre sistemas fisicos, a velocidade da luz,
e a interagao gravitacional foi realizada por A. Einstein, culminando na chamada Teoria
Geral da Relatividade. Tal teoria prevé uma nova gama de fenémenos envolvendo a forga
gravitacional newtoniana nao antes previstas pela mesma, estendendo nossa compreensao
sobre o universo e seu comportamento.

A RG sera entao multi-aplicada em qualquer situacao onde precisamos estabelecer a
interacao gravitacional entre um conjunto de corpos, um sistema fisico, e por isso tem
uma ampla aplicacao em Astrofisica Estelar, formagao e evolugao de nebulosas, dindmica
de sistemas solares, modelar a evolu¢ao coésmica do universo e etc. Seu sucesso é tal que
permitiu a previsao de Buracos Negros, entender a formagao mais detalhadamente de um
sistema solar e descrever a estrutura completa do Universo pela Cosmologia. Vamos entao

estabelecer os fundamentos e postulados que constroem a RG.
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2.2 Fundamentos da Teoria Geral da Relatividade

A RG tera como base alguns postulados fundamentais para a constru¢ao da mesma:

e Gravidade é geometria. A forca gravitacional é substituida pelo conceito de entidade

geométrica no espago-tempo quadridimensional, chamada de Curvatura;

e O tensor energia-momento é a fonte da gravidade, logo ha uma relacao entre Cur-

vatura e energia-massa do sistema;

e Particulas descrevem trajetorias chamadas de geodésicas, que se apresentam como
“linhas retas” numa regiao curvada, quando livres de forcas externas de qualquer

natureza.

Com tais conceitos é possivel construir as equagoes dindmicas que regem a interagao
gravitacional, bem como a propria forma com que ele é produzido e alimentado [10].
A ideia que nasce na Relatividade Restrita de podermos escrever as leis da fisica de
maneira covariante, ou seja, invariantes em forma, para todos os observadores inerciais,
tendo a velocidade da luz ¢ como parametro universal [30], é estendida ao fendmenos
envolvendo a gravitagao, de tal forma que agora os referenciais em queda livre nao girantes
sao considerados também inerciais. Einstein entao introduz o conceito de Principio da

Covaridancia Geral |10], que em linhas gerais dita:

As leis da fisica devem ser escritas em forma tensorial.

Assim como descrevemos as leis do eletromagnetismo através de uma forma compacta
covariante, valido para qualquer referencial inercial, desejamos fazer o mesmo com a gra-
vidade. Entretanto a transicao entre a descricao da gravidade, dada pela Lei de Newton,
e sua forma tensorial requer o sacrificio de abandonar a ideia de um espago-tempo de Min-
kowski, palco da Relatividade Restrita, plano, infinito e ilimitado, por um espago-tempo
dinamico, curvado, que se modifica na presenca de matéria.

Outro principio bésico adotado por Einstein que permitiu estender a relatividade ao

problema gravitacional é o Principio da Equivaléncia 7] que diz:



6 2.2. FUNDAMENTOS DA TEORIA GERAL DA RELATIVIDADE

Todos os laboratorios em queda-livre, nao girantes, sao equivalentes no que diz

respeito as leis da fisica.

Evidentemente, os laboratérios em queda livre sao os referenciais inerciais locais de Lo-
rentz, e as leis da fisica sao as leis formuladas relativisticamente.

Para introduzir esses novos conceitos, base fundamental da RG, precisamos expandir
nosso formalismo matemaéatico. Assim trocamos o tensor métrico plano do espaco de
Minkowski 7, por um mais geral g,,, que em RG fard o papel principal na dinamica da
gravidade, chamado de Tensor Métrico . Tal tensor é introduzido com a necessidade de
se medir distancias infinitesimais entre pontos distintos de uma dada variedade, assim ele

é definido de forma geral como |[16]

ds® = g, (z) dztdz”. (2.1)

De uma maneira mais formal definamos a dinamica gravitacional como [57]:

e Definicao 1: O espago-tempo é descrito por uma variedade diferenciavel Rieman-
niana, ou pseudo-Riemanniana, de 4 dimensoes, num espaco métrico de Hausdorff
homeomorfo ao R*. A colecdo de todos os pontos nessa variedade é chamado de

Universo.

e Definigao 2: Uma variedade M real, n-dimensional, C"*° é um conjunto, junto com

uma cole¢ao de subconjuntos O, tal que:

— Para todo p € M se encontra pelo menos um O,, uma vez que o mesmo cobre

M.

Y

— Para todo « existe ¥, : O, — U,, bijetora, em que U, é um aberto em R";

— Se quaisquer dois conjuntos O, e Og se sobrepdem, O, (| Op # 0, existe fzo
It falOaNOs] = f3104 N 0g] tal que fo [Oa(NOs] € f5]0a(NOs] sejam
aberto em R" e que fz o f, ! sejam C*°. Os mapeamentos {f,} sao chamados

de coordenadas.
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e Definigao 3: Um Tensor é um mapa multilinear cobrindo M, tal que se define em

p € M como

p-vezes g-vezes

Dito assim, temos um tensor covariante p vezes e contravariante ¢ vezes. Um tensor

¢ definido de tal maneira que suas componentes seguem a lei de transformagao

’ / 4
M/W/g..-u; _ Ozt Otz Ozt ox¥r Q™2 Oz HLp2: fhp
i ’ - '

ViV g oxt Qxt2 Ozt axui 3x”; 835”; V1V lg

Assim para um dado referencial existe um nimero infinito de coordenadas, no qual
a quantidade fisica escrita na forma tensorial deve ser invariante por tais transfor-
magoes. Assim uma lei fisica é dita covariante (ou seja, invariante em forma) sobre

transformacao de coordenadas.

Com a definicao de um tensor 7', podemos construir a ideia de medidas fisicas no
espaco e no tempo, assim comprimentos, dreas e volume em uma variedade M arbitraria
qualquer de dimensao n. Assim hé a necessidade de derivar e integrar em tais espacos, e
por isso devemos definir de maneira inequivoca como se pode fazer isso nos mesmos. Para

isso comecemos tomando o campo escalar ® que se transforma como

e portanto a derivada em uma variedade qualquer sera

v al')\
8#/<I>(x ): Gy

a)\(I)<SL'V)

que é exatamente a lei de transformacao de um tensor. Entretanto quando inserimos
indices tensoriais no nosso campo, ou de outro modo, queremos derivar um campo ten-

sorial, a derivada simples ja nao se transforma como um tensor de maneira geral. Entao
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estabelecemos o conceito de derivada covariante de tal maneira que

a o [} A A o
V,T% = ,T% + TT% — TA, T4

onde f‘fm sao chamados de simbolos de Christoffel, definidos como

o 1
an = §g9)\ (8pg/\a + aag)\p - a/\gpa) . (22)

A partir disso apresenta-se a construcao das equacoes béasicas da RG, a saber que

2t u dz® dxP
+ -
ds? B ds ds

—0. (2.3)

Tal equagao, chamada Equacao da Geodésica |16, 57, 15, 7], representa o deslo-
camento de uma massa de prova se movendo Unica e exclusivamente na presenca de um
campo gravitacional nao-nulo. Essas equacoes, de carater cinemético, prevé como uma
particula se move no espago-tempo sob um dado sistema referencial e tomando um deter-
minado sistema de coordenadas. Assim fica garantido a necessidade de covariancia. Se
definirmos a quadrivelocidade local como

dzt
w_ &
v ds

entao a equacgao da geodésica pode ser reescrita de forma mais compacta, usando auxilio
da derivada covariante

vV, u" = 0. (2.4)

Dessa forma estamos substituindo o Principio do Movimento Retilineo Uniforme, pelo

principio do movimento geodésico, que diz

O movimento dos corpos no espago-tempo serao dadas por geodésicas, ou seja,
a menor distdncia entres dois pontos num espaco-tempo curvado, quando hd

auséncia de forcas.

Isto significa que gravidade ¢é reinterpretada como um efeito geométrico puro e que tal
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efeito, manifesto por uma curvatura que veremos mais adiante, faz os corpos desviarem
do seu caminho natural (velocidade constante e linha reta na auséncia de outras forgas
quaisquer) da Relatividade Restrita, para realizarem curvas que aparentam ser desvios
naturais gracas a uma forga. Resumidamente, nao ha mais forga gravitacional, mas gra-
vidade na forma de curvatura geométrica que desviam os corpos do caminho retilineo que

seria na auséncia da mesma.

Uma vez que temos uma equacao cineméatica de descricao do movimento, falta entender
a parte dindmica da geracao do proprio campo gravitacional. Para isso introduzimos o
tensor de Curvatura R, que é construindo percebendo-se que as derivadas covariantes de
um tensor qualquer em geral nao comutam, e que tal propriedade é uma “medida” direta
de tal curvatura, da seguinte maneira

V., V,]V* =R VP

- Buv

onde [V, V,] é um comutador |7, 16]. Em termos de componentes pode ser escrito como
[ y by ) ) ]
. . o\ o oy o
R%,, = 0,5, — 0,15, + U5, IS, — 5,15, (2.5)

Tal tensor obedece a 22 Identidade de Bianchi
VaR,B/\/,w + VMR,B)\Z/Q + VZ/RB)\CW =0.

A partir de R% , podemos construir outros tensores (tomando as suas contragdes) que

sao o tensor de Ricci e o escalar de Ricci, respectivamente
Q _ L
R%., = Rp, ¢ R, =R

usando isso e a 2? Identidade de Bianchi, podemos demonstrar que [17]

1
v/g <R/U/ - §gﬂyR) =0 (26)



10 2.3. ACAO DE HILBERT-EINSTEIN

este resultado entao é chamado de Tensor de Einstein

1
Gul/ = ij — égMVR'

Uma vez que necessitamos ligar isto a fonte do campo gravitacional (uma massa), entao
devemos utilizar sua generalizacao covariante, o tensor energia-momento 7}, de tal ma-
neira que G, se mostre proporcional e com a garantia de derivada covariante nula. Disso

podemos concluir que [27, 30]

Gp,u = kTp,V (27)

onde k é uma constante que deve ser ajustada conforme o sistema de unidades e encontrada

fazendo o limite da gravitacao newtoniana.

2.3 Acao de Hilbert-Einstein

Einstein chegou a eq.(2.7) de forma euristica, baseado na ideia da covaridncia geral
que generalizasse o forca gravitacional newtoniana. Entretanto, aqui derivaremos a partir
de um principio variacional de uma A¢do S. A forma mais simples que podemos construir
uma Agdo para o campo gravitacional ¢ usando o Escalar de Ricci R = RF, (Principio
do acoplamento minimo). Como estamos trabalhando no espago-tempo curvado, preci-
samos que o funcional da Acao seja invariante por transformacao de coordenadas, assim

chamamos de Acao de Hilbert-FEinstein |16, 7, 30]
Sup = / d'z/=gR

o sinal “—" foi introduzido no radicando, devido a assinatura da métrica. Realizando uma

variagao com relagao ao tensor métrico g*” e exigindo que o mesmo se anule, temos
0gSHE = /d4$\/—gg’“’5RW+/d4$\/—gég"”RW+/d4xg“”RM,,5\/—g. (2.8)

Realizando as devidas variagoes em cada parcela e deixando todos os termos em fungao
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de dg", entao pode-se escrever queremos

1
(SgSHE = /d4$\/ _g(R/U/ - §guuR)6gwj (29)

uma vez que 0,5y = 0, a unica forma disso ser nulo para toda a variacao dg"” seré se

1
RMV — §gMVR =0

ou seja, podemos definir uma densidade de lagrangiana £ tal que
£=y=gR

que se refere apenas a gravitagao pura, sem envolver campos de matéria. Caso insiramos
a Acao da matéria separadamente e variando também com relagao a g, entao temos as

equacgoes completas de campo de Einstein para a geragao de um campo gravitacional.
1
R, — §gWR = kT, (2.10)

onde define-se o tensor energia-momento da matéria como [35]

.2 88,
=g e

Note, que podemos tomar a trago da equagao de campo e inverter a relagao para obter
1
Ry, = k(T,, — §gu,,T) (2.11)

sendo 7' = T*,. Tal equagao ¢ muito util no uso da chamada Equagao de Landau-
Raychaudhuri [13], que envolve as grandezas de expansdo, cisalhamento, aceleragao e
rotacao do fluido cosmolodgico, que usaremos depois para caracterizar nosso modelo de

universo.
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2.4 Constante cosmologica

Uma das caracteristicas fundamentais da RG é que se baseia na relacao entre a derivada
covariante e o tensor métrico g,

Vaguw = 0.

Quando isto acontece dizemos que a conexao I' é compativel com a métrica, e como con-
sequéncia chegamos em (2.2). Em vista disso podemos adicionar um termo nas equagoes
de Einstein na forma

1
R,uzx = k(T,ul/ - §g,u1/T + Aglﬂ’) (212>

onde A é chamada de constante cosmoldgica. A mesma foi introduzida por Einstein no
contexto do seu universo estatico, servindo como fator de repulsao, enquanto o conteido
material do universo se atrairia, gerando assim um equilibrio entre os dois. Assim podemos

separar a densidade de lagrangiana em trés componentes independentes

L="L,+ L+ Ly

com Ly = —2A.

O modelo do Universo de Einstein, contudo, fracassou com a descoberta da expansao
do universo, advinda da interpretacao do redshift cosmologico dada pela Lei de Hubble.
Assim A entrara e saird dos modelos cosmologicos diversos que se criam, ora justificado
por nao ser necessaria num contexto de expansao, ora justificado por ser necessario como

forma de energia escura do modelo FLRW [15].

2.5 Aplicacoes e Resultados Experimentais em Relati-

vidade Geral

Ao se construir o aparato matematico da RG, esperamos que ela possa ter resultados
que sejam compativeis com a gravitagao ja conhecida (6rbitas planetarias, por exemplo),

que consiga explicar experimentos ainda sem uma teoria adequada e que produza novos
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resultados testaveis.

Assim, por exemplo, uma das previsoes é a existéncia de Buracos Negros, resultado
do colapso gravitacional de certos tipos de estrela, do desvio da luz na presenca de um
objeto massivo e o periélio de merciurio, todos no ambito da Astrofisica. Vamos entao

descrever alguns desses resultados.

Corpo Esférico Estatico

O primeiro resultado exato das Equagoes de Campo de Einstein foi dado por Schwarzs-
child [15, 7, 57, 58], que descreveu o modelo de um corpo de massa M, esfericamente
simétrico de raio R e completamente estatico. Tal modelo, descrito por uma métrica que

passou a ser conhecida como métrica de Schwarzschild

ds> = —A(r)de* + B(r)dr® + r*(d6* + sin® 0dg?) (213)

cuja solugao descreveria os valores das fungoes A(r) e B(r), para o vacuo, ou seja, a forma
da gravidade externa a um corpo com r > R. O tensor métrico se escreverd entao em

coordenadas esféricas como

Guv =

O trabalho ent@o sera computar os simbolos de Christoffel (2.2) e encontrar o tensor

de curvatura de Riemann (2.5). O célculo completo é bastante longo, e aqui resumiremos

a solucao encontrada (para mais detalhes pode-se consultar |7, 16])
2M
Alr)=B"Yr)=1-"—.
r

Tal resultado apresenta uma notavel caracteristica: ela nao depende do raio R caracteris-

tico do corpo, mas apenas da sua massa M. Esse resultado descreve entao uma estrela,
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planeta ou astro qualquer, desde que estes tenham uma rotagao lenta o suficiente para
que seja desprezada (caso nao seja possivel teriamos a métrica de Kerr [7]). O caso gravi-
tacional mais extremo, um buraco negro serve como consequéncia do colapso gravitacional
a partir desta métrica. Existird entao um raio caracteristico chamado Raio de Schwarzs-
child, r, = 2M, que determina uma foliacado do espago-tempo, se R > ry temos estrelas
e planetas (o sol por exemplo tem seu raio de schwarzschild de apenas 3 km, contra o
seu raio real é de aproximadamente 7,0 - 10° km), se, por outro lado, R < r, temos um
caso extremo de colapso gravitacional caracterizado por um buraco negro. Tal métrica
apresenta duas singularidades (a métrica nao é bem definida) para o valor de r = 0 e
r = rs, uma vez que as funcoes A e B divergem ou se anulam nesses pontos. Essa sera
entao a principal caracteristica de um Buraco Negro de maneira geral, o colapso gravita-
cional de uma estrela massiva suficiente ou ainda através de gases e poeira ird culminar
irremediavelmente na presenca de singularidades no seu interior e a impossibilidade de se
escapar dele. Essa constatacao é simples, se notarmos que as coordenadas r e ¢, para um
dado valor de r, tornam a criar um outro tipo de singularidade, essa entretanto removivel
(bastando apenas uma mudanga no sistema de coordenadas local), chamada Horizonte
de Eventos, no qual nenhuma particula pode retornar depois de atravessar. A distan-
cia entre o centro do Buraco Negro até esse Horizonte é justamente o chamado Raio de
Schwarzschild |7, 30], que vai depender exclusivamente da massa do astro. Ao longo do
tempo, com a evolucao cientifica e tecnologica varios resultados astrondémicos sugerem a
detecgao de diversos Buracos Negros indicando que tais astros podem realmente existir.
Outros tipos também foram desenvolvidos envolvendo as principais caracteristicas como

carga elétrica, massa e rotagao.

Tabela 2.1: Tipos de buracos negros

TIPO MASSA | CARGA | ROTACAO
Schwarzschild sim nao nao
Kerr sim nao sim
Reissner-Nordstrom sim sim nao
Kerr-Newman sim sim sim

Ainda hoje ha procura por buracos negros espalhados pelos cosmos, e acredita-se que
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toda galaxia deve ter um em seu centro.

2.5.1 Deflexao da luz por efeito gravitacional

Uma das consequéncias da nova teoria da gravitacao de Einstein é que a a gravidade dos
corpos € capaz de desviar a luz de seu caminho retilineo. Essa descoberta é responsével por
descrever as chamadas lentes gravitacionais, que permitem a analise de objetos distantes
através do fluido que preenche o universo.

Mesmo na antiga teoria corpuscular da luz, predita por Newton, ja se era capaz de
realizar este tipo de célculo: © = 2M/R, onde © é o angulo de desvio do caminho em
linha reta original, M é a massa do Sol e R, o seu raio. Von Soldner, em 1801 [(], previu
um desvio de 0,87" (oitenta e sete segundos de arco) para um feixe luminoso defletido
pelo Sol quando o mesmo passa proximo a sua superficie, entretanto o valor atual é pelo
menos 2 vezes este valor. Einstein, usando RG entao, faz a previsao desse desvio como

sendo [30]
AM

S)
R

resultando em 1, 75”, o dobro do previsto teérico pela teoria newtoniana da luz e da gravi-
tacao. Einstein vai interpretar este resultado como sendo uma parte devido a gravitacao
newtoniana, e a outra parte devido as suas correcoes relativisticas. Esse foi o principal
resultado experimental usado a favor da RG [6], completando assim com sucesso e uma

boa acuracia a verificagao experimental da RG.

2.5.2 Efeito Doppler Gravitacional

Um efeito comum na propagacao de ondas na mecanica classica é o chamado “Efeito
Doppler”, que registra a mudanca de frequéncia da um onda emitida devido ao movimento
relativo entre dois referenciais inerciais, tomando um referencial como sendo o emissor e
outro como o receptor [25]. Um anélogo deste fendmeno acontece devido a presenga da
gravidade atuante.

Para entender melhor este fenémeno, tomaremos, por simplicidade, a métrica de
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Schwarzschild (2.13) e tomar dois referenciais espacialmente estacionarios, um sendo o
Receptor e outro o Emissor. Imaginemos entao o emissor gerando uma onda luminosa
de comprimento de onda Ag no ponto do espaco-tempo rg, ¢ e g durante um intervalo
de tempo proprio d7g, que chega no receptor no ponto do espago-tempo rg, ¢r e 0g, du-
rante o intervalo de tempo proprio drg. Consideremos entao que dr = d¢ = dff = 0 para
ambos os observadores (portanto espacialmente em repouso em relacao a distribuigao de

massa M, que gera a métrica), e neste caso ds? = —dr? (intervalo tipo-tempo), segue que

2M
d@:Q__gﬁﬂ
TE

2M
m%_<1———)ﬁ?
TR

Por outro lado, os comprimentos de onda no emissor e no receptor sao definidos por

AEg = cdTg e Agr = cdTg, e portanto

1—M%
A_E_dTE_ TE

)\R dTR (1_M)§

TR

como neste contexto a relacao de dispersao da luz continua sendo A\v = ¢, podemos
reescrever em funcao das frequéncias de emissao e recepg¢ao

1
oM\ 2
V_R_<1_E>

-
VE oM 2

1 2M

TR
Claramente as frequéncias s serao idénticas se rg = rg. Lembrando que os observa-
dores sao espacialmente estacionarios, temos entao uma mudanca de frequéncia tinica e

exclusivamente devido a atuagao da gravidade em diferentes pontos.

Outros exemplos estao bem distribuidos pela literatura, lentes gravitacionais, ondas
gravitacionais, arraste de referenciais (Efeito Lense-Thirring), precessao do periélio de

Mercitrio, etc |30, 7, 57, 16].
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Capitulo 3

Teleparalelismo Equivalente a

Relatividade Geral

Uma condi¢ao fundamental para analisar a dindmica de uma teoria fisica é observar
como esta é capaz de construir certas leis de conservagao, ou seja, ser capaz de detectar
grandezas fisicas que se mantém constantes conforme essa dindmica evolui quando um
vinculo é quebrado ou imposto. Assim, uma forma matemética de firmar tais invariantes

através da equagao tensorial que é descrita por algum tensor T' |7, 5]
0, = 0.

Essa equacao deve representar, especificamente, a conservacao de uma “carga”. Se o
tensor acima representar a energia-momento, por exemplo, entao a equacao se refere a lei
da conservacao local da energia e do fluxo de momento. Entretanto, elas estao definidas

por uma derivada comum, e assim nao respeita o principio da covariancia geral.

Uma maneira de manter a interpretagao da conservagao de energia, seria usar o aco-

plamento minimo e reescrever como [30)]
v, I =0

isto porém nao esté formalizado de acordo com o Teorema de Noether [55], onde a con-
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servacao das quantidades estao associadas a derivadas simples. Assim, para o caso de um

tensor do tipo T, separamos essa derivada como
au (TIW + t'wj) =0

onde temos que

Ot =T, T + 1V, T,

Procura-se entao o tensor t*¥ que possa fazer esse papel, entretanto varios autores
conseguiram no méaximo pseudo-tensores, escolhidos usando alguma particularidade ne-
cessaria para resolver um problema em especifico. Foi Mgller [35] que mostra que é impos-
sivel anular o campo gravitacional por transformacoes de coordenadas, ou seja, a ideia de
um pseudo-tensor torna impraticavel a ideia de uma energia gravitacional independente
das coordenadas adotadas. Uma nova alternativa vem se mostrando promissora (apesar
de datar de meados da década de 1930) é o Teleparalelismo Equivalente a Relatividade
Geral, iniciada por Einstein numa tentativa de unir gravitagdo e eletromagnetismo (que
acabou nao tendo um resultado adequado por nao haver uma justificativa adequada para

os coeficientes da lagrangiana formada).

O paralelismo absoluto (ou Teleparalelismo) entdo é uma descri¢ao alternativa a RG,
usando uma descricao geométrica do campo gravitacional através de tétradas definidas
como base do espaco-tempo local. As tétradas serao entao um conjunto de 4 vetores line-
armente independentes, que substituem o tensor métrico no papel de agente da gravidade.
A descri¢ao de Mgller [35] permite a criagdo de um expressao para a energia e 0 momento
do campo gravitacional de maneira local, superando a problema da localizacao da energia
gravitacional. A forma com que trabalhou apresentava invariancia por transformagoes de
Lorentz globais SO(1,3) e permitiu que fosse criado uma versao lagrangiana da teoria,
baseado em tais tétradas. E Y. M. Cho [9] que mostra que a lagrangiana do Teleparale-
lismo é equivalente a de Hilbert-Einstein (2.3), em 1967 Hayashi e Nakano desenvolvem
uma teoria de gauge para o grupo de translacoes do espago-tempo, e em 1978 Hayashi

e Shirafuji [26] unem as duas ideias (teoria de calibre das translagoes e teleparalelismo)
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e chamam de “New General Relativity”. Temos a partir disso entao que, do ponto de
vista observacional, ambas as teorias predizem o mesmo resultado, ainda que com ligei-
ras interpretacgoes diferentes. A maior vantagem, entretanto, é que é possivel construir
um verdadeiro tensor energia-momento para a gravidade. E Maluf em [32] que formula
uma versao Hamiltoniana do Teleparalelismo, obtendo uma expressao regularizada para a
densidade de energia e momento angular, e é neste contexto que surge entao a expressao

TERG (Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral).

No desenvolvimento deste capitulo entao sera mostrado a forma do TERG através dos

campos de tétradas de uma maneira formal.

3.1 O campo de tétradas

Iniciaremos entao introduzindo o conceito de campo de tétradas (ou vierbein), um
conjunto de quatro vetores linearmente independentes que servem como uma base local
para o espago-tempo designado. Dado o conjunto de bases {é(u)}, fixados no espaco-
tempo, podemos construir um conjunto de referenciais (ndo necessariamente inerciais),
tais que para cada ponto p associamos um conjunto de tétradas relacionando o espaco

tangente 7T}, considerado minkowskiano, ou seja, plano [14, 12].

que obedecem a relagao

9 (6, €)) = Nab

onde os indices a, b, c. .., sao indices do espago tangente plano. As quantidades e, sao
matrizes 4 x 4 invertiveis que estao associadas com a métrica do espago-tempo fisico e do

espago tangente pela relagao acima:

14
gyueaﬂeb = TNab-
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Da ortonormalidade de g, e 1, deduz-se as seguintes relagoes para as tétradas

a w o ¢b
e e’ =0,

e usando isso podemos inverter e obter a métrica do espaco-tempo em funcao do campo

de tétradas:

a b
Guv = Tlab€ € -

Definindo o determinante de e“# €Oomo

o a
e = det (e #)
temos que o determinante se relaciona com a métrica da forma
vV—g=e.

Para realizarmos medidas do espaco-tempo fisico no espaco tangente do observador
dado pelos vetores de base €(,), definimos tensores com componentes latinas no espago
plano do observador como projecoes dele proprio originalmente vindo do espaco-tempo
fisico curvo, com o auxilio das tétradas:

a1a2-+an al az ., ,0n Vi, v2 . VU Y142 on,
1% e e ey ey, e, "V

bibo-bm — € 1€ o 11n €01 V1Vt

Por outro lado podemos considerar tensores com indices mistos representando as projecoes
cujas transformagoes de Lorentz e de coordenadas sao dadas por [33]

oxt 928 _

ap! _ aa Ad
4 bl/_AcAb o> oY dp-

As transformacoes de Lorentz A atuam apenas nos indices latinos que estao associados
ao espaco tangente tomado como plano para o observador, e variam de ponto a ponto
(A (z)), ja as derivadas s@o devidas as transformagoes de coordenadas no espago-tempo

fisico nao-plano.
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3.2 Dinamica Gravitacional

Uma vez que estabelecemos um conjunto de vetores para um observador e seu referen-
cial podemos verificar as consequéncias dindmicas no ambiente do Teleparalelismo. Para
isso entao pensamos separadamente no efeito gravitacional per si, e assim estabelecer as
equagoes de campo que determinam a evolugao do sistema, e em seguida entender o efeito
das distribui¢oes de matéria e gravidade na trajetéria de particulas testes, em outra pa-
lavras, desenvolvemos uma parte dinamica com as equagoes de campo do Teleparalelismo

e outra parte cinemética ao deduzir uma “equacao de forca” sobre particulas.

3.2.1 Formalismo Lagrangiano

Dado uma variedade dotada de um campo de tétradas e, e uma conexao de spin wj,qp,

que garanta a invariancia por transformagoes globais de Lorentz SO(1,3) e usando

_ a
Guv = € Meau-

Considerando agora o paralelismo absoluto, devemos impor que

o que implica que nossa conexao se escreve como
[V = e 0ue\ + ea”wuabeb/\ (3.1)
onde a conexao de spin é anti-simétrica nos ultimos indices
Wrba = —WHab-
Tomando a comutacao da derivada covariante

[V, VIV = R,V + T, VgV (3.2)

- Buv
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os tensores de Curvatura e Tor¢ao em termos dessa conexao se escrevem

Rp)\yu = al’rﬁ)\ o aﬂrﬁ)\ + Fga Z)\ - FZO’ Z/\ (33)
€
T, =1 -1y, (3.4)

Definimos o tensor Tor¢ao tomando a conexao da derivada covariante num variedade geral

T‘lW(e, w) = 0,e’, — dye’, + wuabeby — wyabeb# (3.5)

e o tensor de Curvatura
Rab,u,l/(w) = auwyab - al’w,uab + w,ua cwucb - wuacw,ucb (36)

e o escalar de Curvatura
R(e,w) = ™" Rapu(w). (3.7)

Podemos escrever a conexao de spin em duas partes
Wpab = Wpab + Kuab

onde W,q ¢ a conexao de spin de Levi-Civita da RG e K4 é o tensor de Contorgao,

escrito em termos da Torcao:

1
Km/a = 5 (Tyua + Tauu - Tuua) .

A RG entao sera caracterizada por uma Torgao que se anula e uma Curvatura nao-nula.

A conexao se torna a de Levi-Civita, dado em termos dos Simbolos de Christoffel Fﬁy
a e ao b
I, =10, + e Kuaue’, (3.8)

e para RG, K, = 0. Contudo, podemos escolher fazer w,q., = 0 [32] e com isso, temos
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que

« acx
I, = e*“0.ea.

Essa conexao, chamada de Conexdo de Weitzenbick |33, 12|, tem a sutileza de anular

identicamente a Curvatura

Rapur(w) = 0

e mas nao a Tor¢ao [20]

7, =T, -1, (3.9)

E assim nossa variedade deixa de ser a Riemanniana (ou pseudo-Riemanniana) e passa
ser a Variedade de Weitzenbock W, onde desenvolveremos toda a dinamica gravitacional.
A pergunta que se pode fazer é: se a Curvatura é responsavel pela dinadmica da gravidade
na RG, como é possivel que em TERG a curvatura se anule e ainda tenhamos gravidade?
Essa aparente contradigao se desfaz se notarmos que podemos fazer as seguintes separagoes

nos tensores

Ragpur (@) = Rapu (@) + Qaguw(w)

T Z‘V(e,w) = T‘L,j(e,w) + T‘Ll,(e, w).

[e7

Temos que 79,

T4, (e,w) e Qupu (w) em RG sdo nulos, enquanto em TERG os tensores
que se anulam sdo Rag,.(w) e T‘LV Tudo subsiste na escolha a ser feita sobre o tipo
da conexao de spin wyqs, tal liberdade estd vinculada diretamente a ideia de uma teoria
de gauge para a gravitacao e com isso, a partir da formulagao lagrangiana, temos que

a conexao de spin nao interfere na dindmica gravitacional e portanto pode ser anulada,

fazendo assim a fixagao de um gauge adequado.

Assumindo que a Curvatura (geral) se anula, mas a Tor¢ao, ndao, podemos contrair os

indices e formar

o ]_ 1
eR(e) = —e (ZTWTW 5T Ty — T#TM) — 20, (eT*) (3.10)
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onde T, = T",,. O lado esquerdo de (3.10) nada mais ¢ que a densidade de lagrangiana da
RG, se abandonarmos o termo de divergéncia total representado pela derivada, podemos

concluir que a densidade de lagrangiana da gravitacao teleparalela sera
L. = 1 aBu 1 aBp Iz
g = —Ke ZT Topu + §T Tgay — T"T), (3.11)

onde £ é uma constante de ajuste de unidades, valendo para o nosso caso 1/16mw. A

densidade de lagrangiana total (matéria + gravidade) seré escrita

1
L= —EeEO‘WTaW - LM (312)

O tensor 3 é definido como [32, 33, 1§]

épr (T&w + THEY _ TVE#) 4 % (gfvTu _ géuTV)

1
4
e Ly é lagrangiana da matéria. Realizando uma variagdo em (3.12) com respeito ao

campo de tétradas e temos |54, 12]

—e0y, (3.13)

1
ebu€arOp (GEM”) —e (Zb”aTbW - ZeaquCdTbcd> =

essa equagao entao prediz que uma fonte 6, de gravidade afetara o espago-tempo torcendo-
o conforme descrito pelo lado esquerdo de eq.(3.13). Logo podemos observar que as duas
teorias, Teoria Geral da Relatividade e Teleparalelismo, sao portanto equivalentes dina-

micamente e representam os mesmos efeitos gravitacionais, ainda que a fenomenologia

seja drasticamente oposta [10]. Podemos reescrever a eq.(3.13) como
0y (=) = - (8V + 1Y) (3.14)
onde foi definido o novo tensor t*°
" = 16% (45T, — 5 T, g, (3.15)
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a natureza de tal tensor sera discutida se analisarmos as propriedades de anti-simetria do

tensor Y. Derivando a equacdo em ), temos:
039, (=) = 4md [e (O + )]

mas o tensor YV & antissimétrico nos dois tltimos indices, enquanto as derivadas par-
ciais sdo simétricas, e portanto temos o lado esquerdo de (3.15) identicamente nulo

D, (eX?) = 0. Levando a [53]
O\ [eebu (@)‘” + t)‘“)] =0.

Usando o Teorema de Noether [37], podemos associar entdo a quantidade entre colchetes

como uma corrente COI]SGI'V&da:
b\ __ b Al AL
JN=ee " (@ +t )

e hWJ» = 0. Sabendo que o tensor de matéria estd associado a ©*, uma possivel
interpretacio para t*™ é ser o tensor energia-momento do préprio campo gravitacional

puro. Reescrevendo 957" = 0 em termos de componentes

o jbO

._}b:
o TV I =0

onde J° = ;7% com i = 1,2,3. E usando o Teorema da Divergéncia

de Zb A
— = -ndS
dt P T

onde a carga de Noether associada é

Qb — / jb0d3:c
Q
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usando a definicao da corrente conservada J
b 3,6 (Q0 0
Q —/deeeu(@“th“)

lembrando dos conceitos basicos de Teoria Classica de Campos, essa carga Q° pode ser
associada com o momento canoénico do campo [53, 55, 37|, dividido em duas partes, o
quadrimomento da matéria/radiacao advinda do tensor © e o quadrimomento do proprio
campo gravitacional vinda da parte de t. Logo, sem constante cosmolégica (A = 0), sera

dado por:
P = /Qd?’a:eeau (@0“ + to“) )

O quadrimomento obedece P* = (E,p), onde E é a energia e p ¢ o momento linear
total do sistema considerado. Usando entao a relagao dada, podemos separar a energia

total em componentes de matéria e gravitacional, bem como o momento linear.

E = E,+Ey (3.16)

el
I

P, + Py (3.17)

O que nos leva a poder separar claramente os efeitos advindos da matéria sem gravidade
e da gravidade pura (sem matéria), mas ainda considerando sua interagdo. De maneira
analoga como podemos fazer ao analisar a dindmica de uma carga num campo elétrico,
ao estudar a energia da particula em si devido a efeitos do campo, bem como entender a

energia do campo em si devido a presenca da carga.

3.2.2 Campo de Tétradas e Sistemas Referenciais

Queremos determinar as equagoes que descrevem a gravidade através do formalismo
das tétradas e teleparalelismo como uma teoria de gauge da gravitacao. Comecemos,
entao, determinado um conjunto de campo de tétradas como {e(o)ﬂ, e(l)u, e(Q)M, 6(3)ﬂ}, que

estabelece o referencial local de um observador que se move ao longo de uma trajetoria
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C, representado por uma linha de mundo z* (1), onde 7 ¢ o tempo proprio do observa-
dor. As componentes e(o)u e e(i)u, com 7 = 1, 2, 3, sao vetores tipo-tempo e tipo-espaco,

respectivamente.

Assim podemos escolher de maneira tal que e(o)” = v* onde v* = dz"/dr é a quadri-
velocidade do observador. Por sua vez, a quadri-aceleracao é definida como a derivada
absoluta da quadrivelocidade

Du#

at = ——

dr

que expandido em termos da conexao de Levi-Civita é

dvt
a“:——i-F”Bv v”

dr

Para a RG a* = 0 na auséncia de forcas externas, entao nao ha forga gravitacional. Refe-
renciais Inerciais sao descritos entao por particulas que seguem geodésicas numa geometria
curvada, e portanto, em constante queda livre de forma a anular, pelo menos localmente,
a interagao gravitacional (Principio da Equivaléncia Fraco). No caso do Teleparalelismo,

mesmo com a* = (0 para forcas externas nao-gravitacionais nulas, temos que

do*
a8 _
= + (Thy — K4,) v™v” = 0.
Manipulando e usando a identidade K€ v*o* =T v*o#
dv* o o
-+ I v v? = Tyt v v? (3.18)

assim, para a conexao de Weitzenbock, a Tor¢ao T atua como uma forga gravitacional, em
semelhanca a For¢a de Lorentz num contexto de um campo eletromagnético externo. No-
temos entretanto que nao hé presenga da massa da particula que caminha sobre tal linha
de mundo, essa caracteristica ainda é remetida a ideia de equivaléncia entre a massa gra-
vitacional e inercial. Em resumo, no Teleparalelismo ha uma forca gravitacional, atuando

por meio do tensor de Torgao.

E facil provar usando e(g) = v* e a eq.(3.8) que isto se reduz a:
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isto sugere que existe uma intima ligacao entre a Torcao T' e a aceleracao de referenciais.

Projetando no espaco tangente do observador, devido a anti-simetria de K, as tunicas

componentes nao nulas serao a’, com ¢ = 1, 2, 3. Projetando no espaco do observa-

dor, identificamos o tensor de aceleragao que generaliza a ideia de referenciais gerais de

aceleragao propria

¢ab = KOab

sendo a = ¢(g)x. De maneira geral ¢o, — (a, 2), onde a é a aceleracao translacional e

2, a frequéncia de rotacao de um referencial espacial nao-rotacional. Assim ¢ é utilizado

para caracterizar o tipo de referencial que estamos lhe dando, interpretando-o como as

aceleragoes inerciais ao longo da trajetoria descrita pelo sistema de referéncia. Por outro

lado se a* se anula entdo a trajetoria é dita geodésica [33].

Assim podemos resumir as diferencgas entre a RG e o TERG da seguinte maneira

Tabela 3.1: Diferencas entre RG e TERG

RG

TERG

Tensor fundamental

tensor métrico g,

campo de tétradas e,

Tipo de Conexao

Levi-Civita I'f,

Weitzenbock I, = e 0,e,

Dinamica

Determinagao da Curvatura R,

Determinagao da Torgao 77,

Equagoes de movimento

% + f“ﬁv%ﬁ =0

o

% + Fiﬂvo‘vﬂ = Tﬁ“av%ﬁ
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Capitulo 4

Cosmologia e Universo de Tipo-Godel

Ao estabelecer as suas equagoes de campo da gravitagao, Einstein entao parte para a
primeira tentativa de descrever todo o universo como uma tunica estrutura coesa medida
em larga escala [38]. Desta forma inaugura-se a Cosmologia Relativista, que usa como
base principios basicos as equagoes de campo da gravitacao, termodinamica de fluidos e

observacao experimental dos modelos.

H& uma miriade de modelos que podem ser estudados, e que oferecem diferentes resul-
tados e possibilidades para explicar o universo conforme a disponibilidade de dados que
temos. Sendo hoje o modelo padrao da cosmologia baseado na métrica de Friedmann-

Robertson-Walker baseado na ideia do “ovo primordial” de Lamaitre.

Apesar de tal modelo ter muito sucesso na descricao atual do universo, existem uma
série de desafios a serem explicados satisfatoriamente, como a anisotropia local da ra-
diacao cosmica de fundo, expansao acelerada do universo, auséncia de simetria matéria-
antimatéria, entre outros. Tais problemas, é claro, esperam-se ser resolvidos com o advento

da mecanica quantica e sua compatibilizacao com processos gravitacionais.

O que podemos fazer de maneira geral entao é estabelecer certos principios gerais que

qualquer modelo cosmologico deve ter e/ou obedecer.



30 4.1. PRINCIPIOS GERAIS EM COSMOLOGIA

4.1 Principios gerais em Cosmologia

Os principios e caracteristicas que descrevemos se aplicam a qualquer modelo cosmolo-
gico descrito por uma métrica sobre uma variedade M3 lorentziana, cujo espaco tangente

T, em p € M ¢ o espago da relatividade restrita einsteiniana [59, 57].

e Principio Cosmolégico
Afirma-se que nao existe nenhum observador preferencial nas propriedades do uni-
verso quando este é tomado em larga escala. O universo entao aparentara obedecer

as mesmas leis em cada uma das suas partes locais.

e Conteiido material
Um universo é tomado de varias propriedades que vao depender exclusivamente do
contetdo material que lhe preenche e se puder ser subdivido, a relacao entre suas
partes. Em geral os modelos de Universo apresentam matéria e radiagao em propor-
¢oes desiguais de tal maneira que a medida que o universo evolui, essas diferentes
partes afetam essa evolucao bem como elas proprias sao afetadas por essa evolu-
¢ao e pelas interacoes com as outras partes, como num sistema retro-alimentante.
A priori os efeitos locais da interacao matéria + radiagao pouco importa, pois em
Cosmologia tomaremos apenas o comportamento médio em larga escala. Diversos
modelos irao incluir além da matéria e radiacdo comum, outras substancias a fim
de preencher lacunas teéricas nos processos observacionais, como energia escura,

matéria escura, inflaton e etc.

e Observadores
Um observador, em Cosmologia, serd um sistema de coordenadas caracterizada por
uma congruéncia de velocidades dentro do fluido coésmico que é capaz de realizar
medidas, ou seja, para qual se projeta as quantidades fisicas (expansao, radiagao de

fundo na faixa do micro-ondas, rotagao, etc)

e Parametros Cinéticos

Serao os parametros principais associados a forma como um observador “enxerga’ seu
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universo. Estao intimamente relacionados com a forma da métrica e se apresentam
como propriedades globais do universo em questao. Os parametros cinéticos serao:

Expansao, Cisalhamento, Rotagao e Aceleragao [38, 19].

Esses parametros e condig¢oes sao gerais e dizem a respeito de qualquer solucgao fisica
que respeite as equagoes de campo da gravidade. Ha um grande ntmero de solucoes
exatas [18], e explora-las ao maximo é quase impossivel, dada a riqueza de proprieda-
des e possibilidades de cada uma. Alguns modelos cosmolégicos estao descritos nestas

possibilidades:

1. Universo Estatico de Einstein:

A proposta de descricao do universo por Einstein partiu da hipdétese de que sua
geometria é estatica, a matéria ¢ um fluido perfeito de densidade p e velocidade v*.
Por sua estaticidade, queremos dizer que ele nao possui rotagao, nem expansao e
nem deformacao, sem inicio e sem fim. O que promove um universo que nao possui

dindmica para evoluir.

Einstein ao desenvolver seu modelo de universo percebeu que qualquer flutuacao que
ocorresse na densidade do seu contetido material leva a uma instabilidade irreversivel
que o faria contrair indefinidamente e por fim colapsar, e por isso insere sua famosa
constante cosmologica A a fim de frear qualquer instabilidade que possa surgir e

manter equilibrada a atracao gravitacional de suas partes.

2. Universo de Friedmann:

O Universo de Friedmann é hoje considerado a base do Modelo Padrao da Cosmo-
logia, apresenta uma estrutura simples contendo um universo que possui expansao e
preenchido por um fluido de densidade de matéria/energia p e uma pressao p, e que
nao tem partes interagentes |58]. Este seria o paradigma cosmol6gico mais aceito
atualmente, baseado num comeco quente e denso, até a evoluir para o seu estado
atual de baixa densidade e muito mais frio. H&4 uma vasta literatura para traba-

lhar em todos os detalhes as vantagens e desvantagens de tal modelo. Seu maior
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empecilho hoje é descrever de maneira satisfatoria o que seria a energia escura, a

assimetria matéria/anti-matéria na bariogénese e etc.

3. Universo de Kasner:

O universo descrito por Kasner [38] é um modelo que ird apresentar anisotropias
na sua densidade global de matéria, ele representa uma regiao do espago-tempo
no qual a participacao da matéria na criagao da curvatura ¢ desprezivel. Neste
caso a curvatura sustentaria a si propria. A métrica de Kasner entao tera um
cisalhamento e expansao nao-nulas, e a rotacao nula. A métrica é descrita em

coordenadas cartesianas como:
ds® = —dt* + a*(t)dx® + b (t)dy® + > (t)d2”

a taxa de expansdo ¢ © = V/V, onde V (t) = a(t)b(t)c(t). Assim a geometria de Kas-
ner representa um Universo sem matéria (o campo gravitacional se autoalimenta),

com expansao distinta (e dai surge a anisotropia) segundo trés eixos ortogonais.

Nosso tipo de Universo a ser trabalhado seré entao um tipo-Godel, que absorve carac-

teristicas de rotacao e expansao que detalharemos a seguir.

4.2 Universo de Godel

O matematico e logico Kurt Godel, amigo intimo de Einstein [17], apresenta em 1949
uma solugao exata para as equacoes de campo de Einstein da Relatividade Geral, criando
um modelo cosmologico de universo contendo apenas rotagao [21, 51]. Godel considerou
para isso um cenario onde se tinha um cosmos preenchido por um fluido perfeito, isto é,

com densidade de energia € # 0 e pressao p = 0 dada pela seguinte métrica

1
ds?* = A*(—dt* + 2™ dtdy — §e2mwdy2 + da® + dz?) (4.1)

sendo A e m parametros constantes. Tal modelo entao exibia algumas propriedades

notaveis:
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Apresenta homogeneidade e é estacionario, porém nao estatico;

Apresenta simetria rotacional;

A fonte do campo gravitacional é um fluido perfeito, ou seja, matéria com baixa
pressao conjuntamente com uma constante cosmologica negativa (sinal contréario ao

introduzido por Einstein);
e Nao apresenta singularidade e é geodesicamente completo (completamente regular);

e Possui curvas tipo-tempo fechadas.

Nesta solugao, a velocidade angular €2 da rotagao césmica é dada por

com densidade de energia ¢ dado por

dre = —A

Apesar de ser um boa solucao das equagoes de Einstein, este modelo foi muito criti-
cado por nao considerar a expansao do Universo e apresentar curvas tipo-tempo fechadas
(CTCs) - que permitia a violagao da causalidade no espago-tempo. Novello, mais tarde,
mostra que é impossivel estender o tempo ¢ de um referencial local para um tempo global
coésmico sobre toda a variedade, chamado tempo gaussiano S, diferentemente da métrica
do Modelo Cosmolégico Padrao (modelo FLRW) onde se é possivel realizar tal procedi-
mento e “cobrir” todo o universo com um tempo universal (o que nos permite falar sobre

coisas como Idade do Universo, Big Bang, Expansao Cdsmica, etc ) [38].

4.3 Modelo de Obukhov-Godel

Apresentamos o modelo de Gddel para um universo homogéneo, preenchido por um

fluido perfeito em rotacao. Obukhov, em trabalhos posteriores ao de Gédel, propoe um
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novo elemento de linha permitindo os efeitos de expansao e rotacao dessa forma de uni-
verso [40, 39, 29], que nos limites dos parametros adequados reproduzem a solugao original
de Godel com rotagao apenas, ou o universo Friedmanneano plano com expansao apenas.
Comecemos entao definindo o elemento de linha que descreve a geometria do que chama-

remos a partir de agora de Universos Tipo-Godel:

ds® = —dt* + 2A\/oe™ dtdy + A* (da® + ke*™ dy* + dz*) (4.2)

onde temos A = A(t), e o, m e k s@o constantes, com o > 0 e m > 0. O tensor métrico

g e sua inversa serao dados respectivamente por:

~1 0 Ayoe™ 0

0 A? 0 0
Guv =
Ayoe™ 0 A’ke*™ 0
0 0 0 A?
(§]
k e m®
0 A2 0 0
g =
e—ma 672mz
Az Vo O A 0
0 0 0 A2

onde ¢ = 0 4+ k. Fagamos a escolha especifica de uma congruéncia de observadores v*
co-movel ao fluido que preenche nosso universo |1, 39|, de tal maneira que os parametros

de expansao, cisalhamento, aceleracao e rotacao, sao dados respectivamente por

A
- 3= 4.
0 = 35 (4.3)
A, = 0 (4.4)
a, = A\oems” (4.5)
Q= 2 /2 (4.6)
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assim, o modelo cosmolégico Gédel-Obukhov nao tem cisalhamento para este conjunto
de observadores. Para o caso de A ser constante, o uinico parametro que nao se anula
serd a rotagao global 2 recaindo na forma original de Godel [21]. Obukhov entdo mostra
que para determinados valores da constante k (maiores que 1) é possivel contornar as
dificuldades do modelo original de Godel e evitar Curvas Tipo-Tempo Fechadas (CTC,
na sigla inglesa), e assim evitar os problemas de causalidade inerentes a essa geometria
[ Y ) Y ]

Resumidamente, ja que o movimento de rotagao esta tao presente em diversos feno-
menos fisicos, desde a “rotagao” do elétron em torno do ntcleo atémico, passando pelo
movimento de translagao da Terra em torno do Sol, seria entao interessante observar os
efeitos, ainda que tedricos, de uma possivel rotacao nao-nula do préprio Universo como

um todo.

Uma pergunta interessante do modelo de Gddel surge: se o Universo gira, entao onde
estaria o seu centro? A resposta entretanto é um tanto sutil. A primeira vista uma
possivel rotagao global indicaria a presenca de um tipo especial de observadores sobre o
eixo da rotacao para qual seria possivel indicar um “repouso absoluto”, ferindo assim a

principal caracteristica da Relatividade Especial, ou ainda o Principio Copernicano.

Ao observarmos melhor a métrica (4.2), temos que o mesmo ¢é isométrico a M x R,

onde M é uma variedade com métrica [11]

d\? = —dt* + 2A\/oe™ dtdy + A* (da® + ke*™ dy?) .

A componente dz nao contribui efetivamente para a Tor¢ao do Universo de Godel, con-
sequentemente uma forma de visualiza-lo espacialmente é imaginarmos que em qualquer
ponto este é um disco de Poincaré produto cartesiano com uma componente euclidiana.
Algo como um “cilindro de Poincaré”. A atencao aqui é que esta interpretagao vale para
todos os pontos do espaco. Se imaginarmos Maria e o Joao no universo de Godel a uma
certa distancia um do outro, Maria vai visualizar algo como um cilindro de Poincaré, e vai
esperar que Joao a veja no centro e que ele esteja na periferia, mas nao € isso que acontece.

O que acontece é que o Joao também se vé como centro do cilindro. Em consequéncia
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dessa estrutura espacial, a conclusao que podemos chegar ¢ que tal modelo possui um
eixo de simetria cuja rotagao se d4 em um eixo especifico (que no nosso caso foi escolhido

como sendo o eixo z), entretanto sem apresentar qualquer centro de rotagao.

4.4 Enmergia Gravitacional do Universo de Obukhov-

Godel

Um conjunto de tétradas associado a um referencial co-mével ao fluido que preenche

esse universo pode ser escolhido como

1 0 —AJoem 0
0 A 0 0
e, = . (4.7)
0 0 AVEem™ 0
0 0 0 A

Lembrando que a quadrivelocidade esta relacionado com as tétradas

T

entao

s (4.8)

Assim, ent@o, podemos calcular o tensor energia-momento gravitacional (3.15). Para isso

devemos, usando (4.7), calcular a Tor¢ao (3.4)

Ty = eax(0pe”, — 0,e”,). (4.9)
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Cujas tinicas componentes nao-nulas serao

Tooe = —Too = A\/E emr
Tore = —To = m\/EAemx
T = —Two = AA
Toy = —Tog = kAA™
Tore = —Toy = mkA%e*me
Ts03 = —T330 = AA.

Usando a defini¢do do tensor ¥ (também chamado de Superpotencial) [12]

Z)\ul/ — (T/\ull + Tu/\u o TVA;,L) + % (g)\VTu o g)\uTu)

>~ =

o calculo, laborioso, nos leva as seguintes componentes nao-nulas

010_m_k1

26 A?

1A
§ A3

—2mz

7202 _ e

12 _ 52332 _ ﬁAeﬂm
¢ A

—mx
$012 _ §2120 _ y2201 _ oce

3¢ A3

Por fim, com os valores dos nosso tensores, podemos finalmente calcular o Tensor Energia-
Momento Gravitacional, e a energia associada ao campo. Usando (3.15), encontramos as

devidas componentes

1 1 .
00 = 37€2A2 <m20k’ — 12]€2A2>
s
01 _ mk A

 8mEA3
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1 \/Ee_mx .
02 __ 2 2
= g (1264 = o)

$10 — m_ki
 4mE A3

11:_32_17&%( 20+4kA2>

20 = 16@22% {6I<:A2 +m? (k: + %)}

21 _ _3myfoe ™ A
- 16m ¢ A4

{(k+4a) A%+ mj“}

- 1 672mx
T 81 244

g L1
32w EA?

t22

( 25 4kA2) .

Claramente t*” nao ¢ um tensor simétrico, entretanto é sempre possivel torna-lo simétrico
nos seus indices pela adigdo de um termo que seja uma divergéncia pura [30]. Em posse

do tensor, podemos calcular a energia gravitacional como
PO =p, = /d%ee(o)“t“o (4.10)

onde e = det(e?,)

e = A%\/€em.
O que nos leva a escrever
_ g, e 2 {2
E, = /d x—327r\/§ <am A+ 12EAA ) :

Ao se realizar a integragao sobre todo o espago, claramente a integral diverge, dando uma

energia infinita, por isso, a fim de trabalhar apenas com valores finitos, podemos usar
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apenas a densidade de energia ¢, que sera

- eme ) .
0= g (om2A +12k44%) . (4.11)

Assim temos como caso limite quando m = ¢ = 0, a vorticidade se anula e a energia
gravitacional ¢ dada apenas pela expansao (num universo plano), enquanto para o caso de
expansao nula (fator de escala A constante), a energia fica atrelada somente a vorticidade

do mesmo (Universo de Gddel).
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Capitulo 5

Mecanica Quantica e Quantizacao

Os fendémenos fisicos que descrevem o mundo, desde o movimento dos astros em torno
do Sol até o comportamento de particulas subatémicas, é regido por um conjunto de ideias
e interpretagoes de observagoes que culminam no que chamamos de Leis da Fisica. Assim
sendo, cada grupo dessas leis se estabeleceu num corpo mais ou menos coeso para for-
mar troncos comuns: Eletromagnetismo, Mecanica Classica, Termodinamica, Optica, etc.
Esse conjunto de regras denominadas leis, entretanto, podem entrar em contradi¢ao entre
si quando um mesmo fendémeno perpassa mais de um tronco. Por exemplo, a radiacao
de corpo negro, que se fundamenta nos principios da Termodinamica e do Eletromagne-
tismo, e que s6 foi completamente compreendido supondo uma reinterpretagao do proprio
fenéomeno que levou Planck a postular seus “osciladores discretizados”.

Nesse contexto de necessidade de se explicar os diversos fendmenos que surgiram ao
se experimentar sob o dominio atémico [17], surge entdo a Mecanica Quéntica, em sua
primeira versdo como um apanhado de postulados (varios deles feitos por Bohr [30]),
entretanto ainda com certa limitacdo. E com Heisenberg, e sua mecanica matricial, e
Schrédinger, com a mecanica ondulatoria, que se solidifica e comegamos a ter um aparato
matematico mais robusto para realizar previsoes, munidos da Interpretacao de Copenha-
gue, tendo por Bohr, Pauli e Born seus principais defensores.

A Mecanica Quantica, entao, terd uma constante caracteristica do mundo microsco-
pico h, chamada constante de Planck, que definira a “fronteira” entre o mundo cléssico e

quantico. Fazendo h — 0 recuperariamos os resultados da Fisica Cléssica.
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O processo se daria entao ao identificar os observaveis fisicos, como energia, momento
angular, momento linear, em operadores atuando em vetores num espago abstrato, con-
forme um conjunto de regras, que permitem predizer ou calcular as probabilidades dos
eventos que ocorrem. Percebamos que a Mecanica Quantica, como criada, permite apenas
que calculemos probabilidades de medidas. E por este motivo que se necessita de uma
interpretacao altamente cuidadosa, ja que isto se mostra completamente fora do senso
comum e daquilo que se tinha na fisica contemporanea da época em que a teoria quantica
foi desenvolvida. Os longos debates entre Bohr e Einstein, discorrendo sobre a natureza
em si e a natureza da propria mecanica quantica frente a natureza, levaram a um melhor
entendimento do significado de tudo isso. Como historicamente quem “venceu” o debate
sobre como interpretar a Mecanica Quéantica foi Bohr, apresentaremos aqui os postulados
dessa teoria conforme essa leitura da mesma, entretanto existem outras variadas inter-
pretacoes que se dispoem a explicar de uma maneira “mais satisfatoria” os fenomenos
quénticos, e assim a discussdo em torno disso ainda esta longe do fim [28].

Os métodos desenvolvidos para pensar na forma dos operadores, que correspondem
a quantidades fisicas observaveis, serd chamado de quantizacao, o que basicamente nos
instrui na maneira de construir tais operadores. Os métodos entao sao desenvolvidos prin-
cipalmente por P.A.M. Dirac, com a chamada quantizagao canénica [17], ou as integrais
de caminho de R.P. Feynman, que conseguem dar um bom subsidio para as quantizacoes.
Entretanto o processo de quantizacao sofrem de inconsisténcias internas que veremos mais

adiante.

5.1 Fundamentos da Mecanica Quantica

Nesta se¢ao faremos um breve resumo dos postulados da Mecéanica Quéantica. Pode-
mos descrever as propriedades da Mecanica Quéantica entao, segundo a Interpretacao de

Copenhague como:

1. Qualquer estado de um sistema quéantico em um tempo %, esté caracterizado por

um vetor (“ket”) |W(ty)) que pertence a um espago de Hilbert.
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Este vetor no espaco de Hilbert descreve completamente o estado fisico do sistema.

Tudo que pode ser dito sobre o sistema esta contido em |W(¢)).

2. Toda quantidade fisica mensuravel é descrita por um operador auto-adjunto (cha-
mado observével) agindo no espaco de Hilbert do sistema. Entretanto, o inverso nao

é necessariamente verdade.

3. O tnico resultado possivel de uma medida de uma quantidade fisica é um dos

autovalores do operador autoadjunto associado a ela.

4. A probabilidade de se encontrar um dos autovalores (por exemplo, a,) associado a

quantidade observada ¢ dada por (no caso discreto):

plan) = [P 0)[* = (0[P | W) = 5, [(P[5)]*

onde P, é o projetor sobre o auto-subespago do espaco de Hilbert com autovalor a,,

e |¢9) é um dos auto-estados com este autovalor com degenerescéncia g,.

Como o estado definido no primeiro postulado descreve integralmente o sistema
fisico, esta probabilidade é a méaxima informacao que podemos ter sobre o sistema
e nao se refere a uma ignorancia sobre este que poderia ser eliminada com uma

investigagao mais detalhada.

5. A evolugao do vetor de estado enquanto nao se realizam experimentos é governada

pela equacgao de Schrédinger:

d|¥ (1))

i
R

= H(#)[¥(t)) (5.1)

onde H(t) é o operador hamiltoneano do sistema. Na descri¢do de Heisenberg sao

os observaveis que variam com tempo.

6. Depois de uma medida gerando o autovalor a,, o estado do sistema colapsa para:

B, V)

T o

/

|
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Outro ponto importantissimo advindo da Mecanica Quantica é a impossibilidade de
ter medidas extremamente precisas quando se tenta colapsar a funcao de onda para ob-
servaveis que sao conjugados. O exemplo mais simples que temos é ao tentar medir
simultaneamente a posicao em uma dada dire¢ao do espago de uma particula e seu mo-
mento linear na mesma dire¢cao. Como x e p, sao conjugados, possuem um comutador
que nao se anula

[z, p] = ih

entao teremos incertezas associadas a tais medidas dada por

St

AxAp, > 7 (5.3)

O primeiro a observar essa propriedade de sistemas fisicos quanticos foi Heisenberg |23,

| e por isso ficou conhecido como Principio da Incerteza de Heisenberg [17].

5.2 Quantizacao

H& intmeras formas de se tentar quantizar um sistema fisico, ou seja, dado a sua
descrigao classica, desenvolver um correspondente quantico [16, 11]. Se @ representa o
mapa de quantizacao que atua nas fungoes f no espaco de fase classico, as propriedades a

seguir sao geralmente consideradas desejaveis [10]:

—_

. wa = l’¢ € pr = _Zhax¢a

DO

. [ — Q¢ ¢ um mapa linear;

3. [Qf, Qq] = ihQyy,gy (parénteses de Poisson);

S

. Qgor = 9(Qy) (Regra de Von Neumann).

No entanto, essas quatro propriedades nao sao apenas mutuamente inconsistentes,
mas qualquer de trés delas sdo também inconsistentes [3]. Um problema apresentado na

chamada Regra do Parénteses de Poisson é demonstrado pelo Teorema de Groenewold

[24]:
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Teorema 1. Ndao hd nenhum mapa de quantiza¢io @ (sequindo as regras acima) sob
observdaveis polinomiais de grau menor ou igual a quatro que satisfaca o Parénteses de

Poisson, ainda que f e g tenham graus menor ou igual a trés.

E assim, podemos dizer que nao hé de fato nenhuma boa regra de quantizagao. En-
tretanto algumas possuem vantagens sobre outras, de acordo com a necessidade ou visao
de quem realiza o processo de quantizacao.

A chamada quantizacdo candénica entao serd uma das formas mais usuais de se re-
lacionar observaveis (ou quasi-observéveis como os potenciais eletromagnéticos ¢ e ff) a

operadores hermitianos correspondentes, passando de um espago de fase classico para um

analogo quantico.

5.3 Quantizacao de Weyl

Uma vez que nao havera uma técnica de quantizacao que seja completamente satisfato-
ria, o processo dependera exclusivamente de uma escolha arbitraria e que seja conveniente
para o sistema fisico, podemos escolher entao a Quantiza¢io de Weyl |22, 3| como a que
traz de uma maneira mais natural a quantizagao dos observéaveis do problema de Gdédel
em questao.

A quantizagao de Weyl (ou mapeamento de Wigner-Weyl) é definido matematicamente

cOomo

WIf] (21, 22, ey 20) = ﬁ /d"zd"k‘f (21, 22, ..., Zn) €TP (é Zkl (z — 2;)) (5.4)
=1

de maneira geral podemos entender esse mapeamento como sendo um conjunto de ob-
servaveis classicos tomado num espaco de fase descrito por n variaveis zi, 2o, ..., 2,, que
possui suas contrapartidas quanticas (seus operadores Z1, 2s, ..., Z,), € que sdo quantizadas
através do procedimento (5.4), para um dada funcao f nesse espago de fase. Ou seja, o
procedimento de Weyl-Wigner toma uma func¢ao f das coordenadas generalizadas e seus
momenta conjugados e quantiza num operador f [12].

O conjunto dos operadores hermitianos Z; formaram assim um espago nao-comutativo
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obedecendo a algebra da comutacao

[?:“j, 7:’!] = iaij‘ (55)

Esse mapeamento gera entao o nosso espaco de fase quantico. Sua principal vantagem
é eliminar ambiguidades que podem surgir na hora de simetrizar ou anti-simetrizar um
operador, ja que isso acontece naturalmente, tendo assim um significado fisico mais claro,
além de podermos, ao menos em tese, quantizar fungoes nao-polinomiais de mais dificil
tratamento em outras formas de quantizagao, como a quantizagao canonica. Para o caso
de um fungoes polinomiais o resultado é o mesmo que a quantizagao candnica |1, 52, 31].

Essa forma garante que podemos determinar operadores quanticos para qualquer ob-
servavel desejavel, apesar do inconveniente de que nem sempre teremos a capacidade de
realizar essa integral de maneira analitica, e por isso langar mao de técnicas numéricas.

Sera conveniente, entretanto, usar um resultado de McCoy [34, 16]. Se G(p,q) ¢ a
fungao classica e G(p,q1) é a mesma fungao classica de tal maneira que os fatores sido
ordenado com ¢ sempre precedendo p, entao a regra de Weyl eq.(5.4) pode ser escrita na

forma:

G =W|[G] := exp <_%8§;p) G(p,q1)- (5.6)

O operador diferencial atua apenas em G(p, ¢;) e é importante manter a ordem dos fatores

durante a diferenciagao. Fica claro a partir da eq.(5.6) que o operador quantico associado

¢ unico e idéntico ao classico quando A — 0 (Principio da Correspondéncia |23, 28, 30]).

5.4 Aplicacao do procedimento de Weyl

Vamos ilustrar na pratica como quantizar um sistema a partir de uma dada funcao,
usando a forma dada por McCoy eq(5.6). Tomemos entao uma fungao f(p,q) = gp, onde
seguimos o ordenamento normal para aplicagao de eq(5.6), vamos ter ao final do processo

um operador hermitiano F(p,§) = W|[f(p,q)]. Seguindo o procedimento teremos:
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B iR (qp) 1 ([ ih\® 02 [82(qp)
) +_<_7> 3q8p(3q6p>+

onde foi usado a expansao em Maclaurin [50]

N 2 A3
=T AL

com A sendo uma matriz (operador).

Realizando as derivagoes e fazendo a substituicao ¢ — ¢ e p — p, conforme McCoy,

nosso operador F' sera escrito
th

Fp.) = b - 5

que aparentemente nao é o operador correspondente de ¢gp. Entretanto, basta utilizarmos

a relacao de comutacao entre p e ¢

e substituindo na expressao de F' que chegamos a forma mais conhecida desse operador

. 1, .. .
F(p,q) = < (qp + pq) (5.7)

[\

que é a forma direta, exata e simetrizada do da funcdo f(p,q) = ¢p. Este exemplo
simples mostra o poder da técnica, que funciona de maneira geral mesmo para casos mais

complicados de fungoes.

Baseado em todo esse aparato estamos prontos para tentar realizar uma quantizacao
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sobre a densidade de energia eq(4.11) e obter uma equagao de Schrédinger correspondente.



48

Capitulo 6

Quantizacao da Energia Gravitacional

do Modelo de Godel-Obukhov

Uma vez que ja estabelecemos a (densidade) energia gravitacional do Universo de
Godel-Obukhov eq.(4.11) e construimos uma técnica que permite a quantizacao direta
de quantidade fisicas classicas mapeando em operadores no espago de Hilbert [56, 46],
podemos entao unir essas duas ideias e encontrar o respectivo operador Hamiltoniano e
consequentemente uma Equagao do tipo Schrodinger. Para isso entao vamos construir um
espaco de fase cléssico nas varidveis A e A. E, portanto, construir operadores associados

~

Ae A, obedecendo a relagao de comutagao

[A, 21} — i (6.1)
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com A sendo a constante associada ao sistema. Quantizando a energia, teremos:
- i O ) -
H = ep(-2-2 )¢ (A,A)
P ( 2 9A04)

N ix 02 eme .
H = - - S 2A 4+ 12kAA2
“p ( 2 aA@A)( 32WE) (om?a+ )

~ ez .
H = — 2A 4+ 12kAA%) —
3o \/E (am + )

ix o 02 ( em?

—_— _ 2 .2 DRI
3550 " r e (amA+12kAA>>+

R mx . A\ .
g = —_° 12k AA? + m20 A — 204k A
32m\/€ 2

v eme 2 ] . 9
= %7 (12kAA 12i\kA + m 0A>

E usando a comutagao eq.(6.1), podemos reescrever A como um operador na base de A:

] d
A=—ix 2
“NIA

Assim reescrevemos o operador Hamiltoniano em termos de A e suas derivadas. E entao

construir uma equacao diferencial que determina as autofunc¢oes da Equacao de Schrodin-

ger [23]. Escrevendo entdao HV (A, x) = eV (A, ), teremos a seguinte equacao diferencial
ma 2P(A V(A
i (—m?/mu o YA A, x)) _ (6.2)
8m\/€ 0A?

reorganizando os termos, nossa equagao fica

Ao 4 2 — A+

0Pv oV m2o 2m/€
U= .
0A2 T 9A (m% SeW}\?kE) 0 (6.3)

que nos leva a uma solugao:

U (A1) = e BV (Fl(q:)M (J, 1, %\/?jzka) + Fy(z)U (J, 1, % %a)) (6.4)



20

onde Fi e F; sao fungoes complexas que depende apenas da coordenada x e é determinada

a partir das condigoes de contorno sobre essa variavel e

J_3 k:om)\

As fungdes M (a, b, z) e U(a, b, ) sdo as Fungoes Hipergeométrica Confluentes, ou fungoes

de Kummer [2]:

M(a,b,z) Z ")n'

n=0

onde a® =1ea™ =a(a+1)(a+2) - (a+n—1), enquanto U(a,b, z)

T (1-b)

—1) 1
= ) M 1—p.2 —
Tlat+1-0) + z (a+ b, b, z)

Ula,b,z) = I (@)

M(a,b, z)

Através da funcao de onda temos todas as informacoes necessarias, pelo menos na
interpretagao ortodoxa da mecénica quantica |30, 28|, para caracterizar o sistema fisico
e suas propriedades junto aos observaveis. O problema entao é definir os autovalores
da autofuncao encontrada, para isso devemos que ter que J seja um ndmero inteiro nao

positivo, garantindo o bom comportamento da fun¢ao de onda (6.4):

3 e +1
3V ko m/\E 2

Realizando as manipulacoes algébricas para isolar a auto-energia e

I3m\ ko .. 1

Uma vez que n € IN, claramente esta expressao se assemelha as auto-energias do Oscilador
Harmonico Qudntico, com a diferenca que em nosso caso elas podem ser negativas. Como
estamos trabalhando no regime quantico fica claro que A deve ser um ntmero muito
pequeno, e portanto podemos assumir numa primeira analise que tanto A quanto A sdo
quantidade pequenas, o que nos leva a interpretar nossos resultados para um universo de

Go6del-Obukhév muito pequeno também. Realizando entao uma expansao no parametro
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espacial x

_ 3mA ko ., +1
s e T R

_ U BmA Sk ey ) 41
€n = o \ 3¢ max 5 ntg).

Se levarmos em conta que x deve ser muito pequeno no inicio do Universo, entao podemos

desprezar os termos de ordem alta e ter apenas
3m\ ko . 1
h=——"-—4|=—=(n+=].
2m \| 3¢ 2

Assim a energia tem um méximo em n = 0 e A > 0 e para valores maiores, temos

energia cada vez mais negativas

3mA ko
—? ¥ € € > € > €y > (66)

€0 —

Expressoes negativas de energia sao incomuns, mas nao impossiveis, ja que o Teorema da
Positividade da Energia [30] é provado valido apenas para os campos de matéria, e 0 nosso
caso ¢ puramente gravitacional. Uma maneira de contornar tais problema ¢ imaginar que
a adicao de matéria no processo de quantizacao pode levar a um valor de nz« do qual a
energia gravitacional nao poderia decair mais, tornado o saldo de energia total do modelo

de Godel positivo ou pelo menos nulo, mas nao completamente negativo.

Por outro lado, supondo A = —w < 0, teremos auto-energias positivas associadas ao

sistema, o que é mais comum e mais facil de interpretar fisicamente.

3 k
e —U € <€ <€ < - (67)

O T 3¢

O valor de A entao s6 pode ser definido experimentalmente para podermos determinar o
valor de €y.A dificuldade estd em detectar qual o valor exato de ¢, devido a sua depen-

déncia direta com os muitos parametros do modelo de Godel-Obukhov, o que significa
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ainda um longo caminho para entender completamente os valores de energia envolvidos.
Conseguimos assim uma expressao bastante clara baseada tanto nos conceitos consistentes

da mecéanica quantica, quanto da cosmologia, baseada na formulagao TERG da mesma.
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Capitulo 7

Consideracao Finais

Neste trabalho propusemos uma possivel solucao para a quantizagao de energia gravi-
tacional do modelo tipo-Godel como feito por Obukhov, que descreve um universo preen-
chido por um fluido césmico de densidade ¢ e pressao p, apresentando rotacao e expansao
simultaneamente. Isso é possivel gracas a formulagao do TERG, que nos possibilita en-
contrar a (densidade de) energia gravitacional do modelo.

Houve dois objetivos em nossa proposta: a utilizacao de uma teoria que nao a teoria da
relatividade geral ao tentar descrever um Universo em rotacao e expansao, apesar das evi-
déncias observacionais nao serem conclusivas. Determinar uma equagao de Schrodinger a
partir da quantizagao da hamiltoniana classica que descreve o universo de Gédel-Obukhov,
pela regra de quantizacao de Weyl.

Para o primeiro problema recorremos & TERG como teoria base da gravitagao que
permitiu, a partir da métrica de Obukhov e assim determinar completamente o tensor de
energia-momento gravitacional (sem adi¢ao de matéria) para esse Universo, com base em
um conjunto de observadores co-moéveis ao fluido que o preenche.

Através de tal tensor ¢, expressamos a densidade de energia ¢ (ja que a energia total
do universo de Godel-Obukhov é divergente) em termos do fator de escala A(t) e sua
respectiva derivada temporal A(t) O processo de quantizacao dessa densidade de energia
nos leva entao a um operador quantico hermitiano, o hamiltoniano H usando como base
a versao quantizada dos operadores acima citados.

De posse do operador Hamiltoniano escrevemos uma equacao de Schrédinger que avalia
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a evolucao temporal da funcao de onda cosmologica que governa o comportamento da
gravidade. Como resultado temos eq(6.4), com nivel de complexidade bem alto. As

constantes associados & normalizacao sao obtidas garantindo que

/ dAIT(A, 2)]2 =1
0

para todo x [30].

A funcao de onda apresentada contém assim toda a informagao que podemos obter
deste sistema. H& ainda a questao, nao explorada neste trabalho, de quantizar o proprio
momento angular gravitacional diretamente pelo procedimento de Weyl. Entao, trabalhar
com a possibilidade de um Universo em rotagao pode trazer luz & questoes ainda em
aberto, principalmente oriundas de recentes dados observacionais que estao se tornando
cada vez mais acurados e precisos gracas ao avanco tecnolégico.

Com isso avancamos mais alguns passos para estabelecer os alicerces da Cosmologia
Quantica nos moldes aqui apresentada. Novos desafios se impoe e que precisam ser eluci-
dados com mais clareza, e esperamos que este trabalho possa ajudar no desenvolvimento

de outros pesquisadores e futuros cientistas e cosmologos.
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