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Resumo

Em muitos problemas de inferéncia Bayesiana em que os dados sdo complexos ou de alta
dimensao, a distribui¢do marginal e a verossimilhanca sdo analiticamente intrataveis ou dificeis
de serem computadas, o que gera um obsticulo para obtencao da distribuicao a posteriori. Na
literatura Estatistica existem diferentes métodos propostos para estimar a distribuicdo a poste-
riori nesses casos. Este trabalho teve como objetivo aprimorar, introduzindo duas inovagoes,
o amostrador Gibbs-ABC proposto por Rodrigues, Nott e Sisson (2019), no qual, para con-
tornar o problema da dimensionalidade, substitui-se, no algoritmo de Gibbs, as distribuicdes
condicionais completas por aproximacdes obtidas por modelos de regressdo ajustados sobre da-
dos sintéticos. Propomos realizar a aproximag¢do das condicionais completas acumuladas por
meio do ajuste de regressdo quantilica via redes neurais com correcdo spline monotonica, téc-
nica que se destaca pela flexibilidade e capacidade de lidar com intera¢des e ndo-linearidades
nos dados. Além disso, na abordagem proposta € possivel optar por utilizar uma estratégia de
reparametrizacao/descorrelacdo dos parametros, antes de proceder com a estimacao das condi-
cionais completas. O desempenho do método proposto foi avaliado por meio de dois estudos

de simulagdo, os quais apresentaram resultados satisfatorios.

Palavras-chave: Amostrador de Gibbs; Descorrela¢ao; Inferéncia sem Verossimi-

lhanca; Redes Neurais; Regressao Quantilica.



Abstract

In many Bayesian inference problems where the data is complex or large, the marginal dis-
tribution p(X) and the likelihood p(X|@) are analytically intractable or difficult to be computed,
which creates an obstacle to obtain the posterior distribution. In the Statistical literature, there
are different methods proposed to estimate the posterior distribution in these cases. This work
introduces two innovations to the Gibbs-ABC sampler proposed by Rodrigues, Nott e Sisson
(2019), in which, to circumvent the dimensionality problem, in the Gibbs algorithm, the com-
plete conditional distributions are replaced by approximations obtained by regression models,
fitted over synthetic data. We propose to approximate the cumulative complete conditionals
through the adjustment of quantile regression via neural networks with monotonic spline cor-
rection, a technique that stands out for its flexibility and ability to deal with the interections
and non-linearities in the data. In addition, in our approach, it is possible to use a reparametri-
zation/parameter decorrelation strategy, before proceeding with the estimation of the complete
conditionals. The performance of the proposed method was analysed using two simulation

studies, which shown satisfactory results.

Keywords: Decorrelation; Gibbs Sampler; Likelihood-free inference; Neural Networks;

Quantile Regression.
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1 Introducao

Em inferéncia Bayesiana, diferentemente da abordagem frequentista, os parametros, assim
como os dados, sdo tratados como varidveis aleatdrias, para os quais, uma distribui¢do de pro-
babilidade denominada distribui¢do posteriori.

A posteriori € obtida por meio da combinagdo de uma distribui¢c@o a priori, que sintetiza o
conhecimento prévio a observacao dos dados, e da verossimilhanga, que representa as informa-
coes oriundas dos dados.

Desta forma, a distribui¢do a posteriori, que reflete todo conhecimento atualizado sobre
o pardmetro, é dada por 7(0|X) = p(X|0)7(0)/p(X) onde w(0) representa a distribui¢do
a priori, p(X|@) a verossimilhanga e p(X) a distribui¢do marginal que é uma constante de
normalizacao.

Em muitos problemas de inferéncia Bayesiana, a distribui¢do marginal p(X) é uma integral
multidimensional que ndo pode ser analiticamente calculada. Além disso, se os dados sdo
complexos, de alta dimensdo ou com a func@o de probabilidade conhecida apenas por meio
de um processo de geragdo de dados, é comum encontrar fun¢des de verossimilhanca p(X|6)
analiticamente intratdveis ou dificeis de serem computadas (Murray, Ghahramani e MacKay,
2006), o que gera um obstdculo para obtenc¢do da distribuicdo a posteriori, elemento chave
de toda andlise Bayesiana de dados (Kinas e Andrade, 2010). Nesses casos sao necessarios
métodos numéricos para prosseguir com a inferéncia.

Na literatura Estatistica existem diferentes métodos propostos para estimar a distribuicao a
posteriori, dentre estes métodos temos 0s que aproximam a distribuic@o a posteriori sem neces-
sitar do cdlculo de p(X), como por exemplo, o Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC), o
Monte Carlo Seguencial (SMC) (DelMoral, 1996; Kinas e Andrade, 2010).

Nos casos em que a verossimilhanga € intratdvel podemos citar os métodos de Inferéncia
Indireta e Computacao Bayesiana Aproximada (ABC) também conhecido como likelihood-free
method.

O ABC € um método alternativo, que tem se destacado, para aproximacdo da posteriori,
pois além de ndo precisar calcular a distribuicdo marginal p(X) ndo é necessdria a utiliza¢do
de uma expressdo explicita para a funcdo de verossimilhangca (Beaumont, Zhang e Balding,
2002; Murray, Ghahramani e MacKay, 2006; Rodrigues, 2017). Outros métodos podem ser
encontrados em (Martins, 2017).

O ABC ganhou mais notoriedade apds ser apresentado por Beaumont, Zhang e Balding



(2002) para tratar problemas complexos na drea de genética que inviabilizam o cdlculo da distri-
buicdo de verossimilhanca de forma analitica. O método em vez de utilizar os dados completos,
se baseia em medidas resumo dos dados (média, mediana, variancia, dentre outras.) escolhidas
pelo usudrio, o que o torna computacionalmente vidvel. H4 diversas formas de se implementar
um algoritmo ABC, sendo sua versdo mais simples baseada no algoritmo de rejeicdo. Esses
métodos apresentam bom desempenho em problemas com baixa ou moderada dimensdo, nu-
meros de parametros inferiores a 50 (Rodrigues, Nott e Sisson, 2019). No entanto, sofrem com
a questdao de dimensionalidade (Blum e Francois, 2010), casos em que o método € ineficiente
e tem dificuldade de gerar amostras aproximadas da posteriori (devido a baixa probabilidade
de aceitagdo das amostras candidatas) (Nott et al., 2018b). De acordo com Rodrigues (2017),
ainda esta limitado a modelos de baixa dimensao.

Virios trabalhos propuseram solu¢des que buscam melhorar a eficiéncia do ABC. Beau-
mont, Zhang e Balding (2002) introduziram a ideia de reduzir o erro de aproximag¢ao por meio
do ajuste de uma regressdo linear local dos valores dos parametros simulados e o conjunto
gerado das estatisticas de resumo. Bazin, Dawson e Beaumont (2010) exploraram o ajuste
via ABC de modelos hierdrquicos utilizando subconjuntos do vetor das estatisticas resumo por
meio da fatoracdo da verossimilhanga em componentes de baixa dimensdo. Blum e Francois
(2010) propuseram realizar o ajuste por regressao introduzido por Beaumont, Zhang e Balding
(2002) usando modelos de regressao heteroceddstica condicional nao linear. Nott et al. (2018b)
estimam distribuicdes marginais a posteriori univariadas de baixa dimensao, para subconjuntos
do parametro de interesse e posteriormente reconstroem a distribui¢ao posteriori conjunta com
base nos resultados.

Rodrigues, Nott e Sisson (2019), apresentaram um amostrador de Gibbs aproximado, sem
necessidade do calculo da verossimilhanga, no qual, para contornar o problema da dimensiona-
lidade, substitui-se, no algoritmo de Gibbs, as distribuicdes condicionais completas (DCC) por
aproximacdes obtidas por modelos de regressao.

Neste estudo foi dado foco a problemas de inferéncia estatistica para modelos com veros-
similhanca p(X'|@) ndo-calculdvel, tendo como objetivo aprimorar o amostrador Gibbs-ABC
proposto por Rodrigues, Nott e Sisson (2019) de modo a acelerar a convergéncia e aumentar a
velocidade de mistura (quao rapido uma cadeia consegue explorar completamente o suporte da
distribui¢do alvo) visto que uma das desvantagens do método apresentada pelos autores € a mis-

tura lenta na cadeia de Markov, em especial para modelos com fortes correlacdes a posteriori.



A Secido 2 descreve brevemente em que consiste o método de Monte Carlo, método ABC,
descorrelagdo de varidveis, redes neurais, regressdo quantilica, regressdo quantilica via redes
neurais e interpola¢do monotdnica.

A Sec¢do 3 aborda primeiramente o método para construir distribuicdes condicionais ba-
seadas em regressdo e o método para implementar o amostrador Gibbs aproximado sem ve-
rossimilhanca apresentado por Rodrigues, Nott e Sisson (2019). Posteriormente, apresenta o
método proposto neste trabalho para construir distribui¢cdes condicionais baseadas em regres-
sdo quantilica via redes neurais com corre¢do spline monotdnica com ou sem descorrelaciao dos
parametros.

Na Sec¢do 4, o desempenho do amostrador de Gibbs aproximado € avaliado para os métodos
original e proposto em dois estudos de simulacdo: o primeiro estima a distribui¢do a poste-
riori de um modelo normal bivariado, no qual optou-se pelo processo em que hd a etapa de
descorrelagdo dos parametros; o segundo estima a distribui¢do a posteriori de um modelo de
mistura gaussiana D-dimensional sem considerar a etapa de descorrelagdo. Em ambas as si-
mulacdes utiliza-se regressdo quantilica via redes neurais multicamadas para a estimacao das
condicionais completas.

Na Secdo 5 sdo apresentadas as conclusdes e consideragdes finais.

2 Background

2.1 Meétodos de Monte Carlo

Os métodos de Monte Carlo podem se referir a qualquer algoritmo em andlise numérica em
que simulacdo computacional € usada. Sao empregados nas mais diferentes dreas, embora, para
ndo fugir do escopo deste trabalho, serd dada uma ideia geral do emprego desses métodos em
inferéncia estatistica, mais precisamente na estimacao de parametros. Uma ideia mais geral do
que sdo os métodos de Monte Carlo pode ser encontrada em Rizzo (2007).

Para melhor entendimento da ideia por trds dos métodos de Monte Carlo, considere que se

/ " ga)ds. (1)

[e.9]

deseja computar a seguinte integral

Desde que as integrais estejam bem definidas, € possivel fazer uso do seguinte artificio

algébrico
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Desta forma, o problema de computar a integral definida em (1) € transformado em um pro-
blema de valor esperado de uma fun¢do em relagdo a uma densidade arbitrdria, f(-), que tenha
o mesmo suporte do intervalo de integracdo. E, como € sabido, a Lei dos Grandes Numeros nos
permite afirmar que a média amostral converge com probabilidade 1 para a média populacional
0 (Rizzo, 2007). Ou seja, se é possivel gerar uma amostra aleatéria da densidade f(-), a média
amostral de h(X), definida na Equacéo 2, aproxima a integral definida em (1). A qualidade

dessa aproximacao serd dada pelo tamanho da amostra.

2.2 Meétodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov

Segundo Rizzo (2007), muitas aplicacdes dos métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov
surgem em Inferéncia Bayesiana, contexto em que as integrais utilizadas para o calculo da
posteriori sdo frequentemente dificeis de calcular por métodos numéricos, especialmente em
altas dimensoes. Os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov fornecem uma forma para
resolver de maneira satisfatéria este tipo de problema de integracgao.

O maior desafio para empregar a metodologia abordada na secdo 2.1 é gerar valores da
distribuicdo f(-). Entretanto, se for possivel construir uma Cadeia de Markov que tenha dis-
tribui¢do estaciondria f(-), entdo pode-se executar a cadeia por um periodo longo de tempo de
forma que a cadeia convirja (aproximadamente) para distribui¢do alvo.

Uma classe de algoritmos que permite a geracao de valores conforme abordado € a classe

de Algoritmos Metropolis-Hastings.

2.2.1 Amostrador Metropolis-Hastings (M-H)

Amplamente empregado nas mais diversas areas, 0 M-H € um algoritmo mais geral que permite
simular valores de uma Cadeia de Markov que tenha distribui¢ao estaciondria f(-) (Algoritmo
1). A ideia por tras deles é gerar uma Cadeia de Markov {0;;t = 0,1,2,..., N} tal que a
distribuicdo estaciondria seja a distribuicao alvo. Em resumo, o algoritmo deve especificar, para
um determinado estado da cadeia, 6; por exemplo, como gerar o préximo estado, 6;,,. Cabe
ressaltar que em todos os algoritmos desta classe, existe um valor candidato Y, gerado a partir

de uma distribui¢ao de proposta g(-|¢;). Se o valor candidato for aceito, move-se a cadeia para



este estado. Caso contrdrio, a cadeia permanecerd em seu estado atual.

E importante notar que a distribuicdo geradora de candidatos pode, ou ndo, depender do
estado corrente da cadeia, cabendo ressaltar que, caso a distribuicdo da proposta atenda as
condicdes de regularidade (irredutibilidade e aperiodicidade), a cadeia convergird para uma
distribuicdo estaciondria unica 7. O algoritmo é projetado para que a distribuic@o estaciondria
seja de fato a distribui¢do alvo, f(-). A demonstracdo desse fato pode ser encontrada em Rizzo

(2007).

Algoritmo 1: Amostrador Metropolis-Hastings

Entrada:
Uma distribui¢go alvo f(-);
Uma distribui¢do geradora de candidatos g(- | 6);
Um inteiro NV representando o numero de amostras desejado;
Um valor inicial 6(;

Simulacgdo

parat=1,... N faca

1. Gere 0% ~ g(-|0®V);

2. Gere U ~ U(0,1);

enquanto U > f(gffi)f’)(j(z,: ;;‘(i*)l)) faca

| Repita (1) e (2);

fim

Faca 0() = 6*;
fim
Saida:

A cadeia {#) |t = 1,..., N} contendo os valores gerados.

2.2.2 Amostrador de Gibbs

Caso especial do Amostrador Metropolis-Hastings, o Amostrador de Gibbs € frequentemente
aplicado quando a distribuicdo alvo € uma distribuicdo multivariada. Supondo que todas as
DCCs sejam conhecidas e faceis de amostrar, o Gibbs atualiza um parametro (ou bloco de para-
metros) por vez, gerando candidatos pela amostragem das distribui¢cdes condicionais completas
e, desta forma, todos os valores serdo aceitos.

Para melhor entendimento do algoritmo, defina @ = (64,0, ..., 6;) um vetor aleatério em

R?, e seja

047 ::(91,...,0j71,0j+1>~--79d%



o vetor removendo a componente j. O Algoritmo 2 descreve o Amostrador de Gibbs.

Algoritmo 2: Amostrador de Gibbs
Entrada:
Um inteiro /V representando o nimero de amostras desejado;
Um valor inicial 8(9;
Simulacgdo
parat=1,2,... N faca
Gere 6 ~ f£(6,] 657D 657D o0
0y ~ f(0:] 05,0870, 657 Y)

01(;) ~ f(ed’ 957 957 s 793—1);
fim
Saida:
A cadeia {0 |t = 1,..., N} contendo os valores gerados.

2.3 Computacao Bayesiana Aproximada (ABC)

O método ABC aproxima a distribuic@o a posteriori dos parametros, por meio da simulagdo sob
o modelo de interesse. Sendo que, no ABC a avaliacdo numérica da funcio de verossimilhanca
€ substituida por uma avalia¢ao da probabilidade do modelo ter produzido os dados observados,
com base na simula¢@o de conjuntos de dados sintéticos do modelo e na comparagdo deles com
os dados observados.

A inferéncia por meio do ABC € realizada com base em estatisticas de resumo, ou seja,
valores calculados para o conjunto de dados (média, mediana, variancia, dentre outras.). A
partir de uma priori definida para os parametros de interesse, sdo realizadas simulagdes do

modelo, que sdo utilizadas para aproximar a verossimilhanca sem avalid-la explicitamente.

2.3.1 Algoritmo de Rejeicao

Em sua formulag¢do mais simples, conhecida como algoritmo de rejeicao ABC, proposta inicial-
mente por Rubin (1984) e aprimorada por Tavare et al. (1997), € possivel estimar a distribui¢do
a posteriori para um pardmetro f condicionado a um conjunto de dados observados X s, sem
conhecer a verossimilhanga, o Algoritmo 3 traz sua implementacdo. Nesta abordagem trabalha-
se com medidas resumo de baixa dimensao s,,s = S(X,s) informativas para 6. A escolha

ideal para essas medidas seria um conjunto de estatisticas suficientes para #, mas normalmente



ndo é possivel garantir suficiéncia no contexto do ABC (Nott et al., 2018a). E importante sali-
entar que se S nio é suficiente hd perda de informacao e teremos uma aproximagao sobre a qual
ndo se tem garantias, mas se .S € suficiente e o limite de tolerancia 6 — 0, o método é exato, no

sentido de mirar a posteriori.

Algoritmo 3: Algoritmo de Rejeicio ABC
Entrada:
Uma priori 7(6);
Um conjunto de dados observados X s;
Um procedimento para gerar dados sob o modelo p(X|6);
Vetor de medidas resumo S() a serem computadas;
Limite de tolerancia ;
Métrica de distancia empregada D();
Um inteiro /V representando o nimero de amostras desejado;
Simulacdo
parat =1,... N faca
1. Gere 0% ~ 7(6);
2. Gere X ~ p(X | 60);
enquanto D(S(X),S(Xs)) > 0 faca

‘ Repita (1) e (2);
fim
fim
Saida:
A cadeia {#®) |t =1,..., N} contendo os valores gerados.

Cabe esclarecer que comparar D(S(X), S(Xs) em vez de D(X, X,s) € aceitar  em uma
vizinhanca de s, s30 concessoes feitas para aumentar a probabilidade de aceitacdo das amos-
tras. Para uma andlise abrangente comparando o desempenho dos principais métodos de re-
ducdo de dimensdo propostas na literatura ABC, ver Blum et al., 2013 . O D representa uma
medida de distancia (normalmente Euclidiana). Caso a magnitude dos pardmetros seja muito
diferente, é preferivel padronizar as varidveis para evitar que algum dos parametros domine a
distancia.

Apesar da simplicidade, o algoritimo é computacionalmente ineficiente, visto que € neces-
sario gerar repetidamente conjuntos de dados completos do modelo para obter uma amostra
aproximada da posteriori(Rodrigues, 2017). Valores altos para 6 aumentam o erro sistematico
gerado pelas aproximacdes (Tavare et al., 1997). A Figura 1 apresenta de forma simplificada o

passo a passo do método.



Método de Computagao Bayesiana Aproximada (ABC)

Amostras
Geradas Comparagdes
S, 1
o q
Dados Distribuigdo | X
Observados a priori J ll. L .
vt T Distribuigdo
s a Posteriori
1 -
| I : _
Sabs I ot -
2 - Gere um s i
1 - Calcule a parametro . A distribuico a
estatistica resumo candidato a partir . posteriori &€ aproximada
dos dados da priori e pelos valores dos
observados |’| parametros aceitos
I\
.k
5" )
3 — Gere uma pseudo 4 — Aceite o parametro
amostra da verossimilhanga candidato se
e calcule a estatistica D ::_g!' — Sops) <8

resumo
Figura 1: ABC - Adaptado do wikipedia.org

2.3.2 Amostragem por Importancia

Esta € uma abordagem um pouco mais sofisticada do ABC em que € atribuido um peso relativo
a importancia de cada amostra a posteriori aproximada, em vez de simplesmente rejeitar ou
aceitar um parametro candidato como no Algoritmo de Rejeicdo. A defini¢do dos pesos se da
a partir de trés componentes inter-relacionadas. Primeiro, uma fun¢do para calcular estatisticas
resumos dos dados, S(X), é escolhida para reduzir a dimensdo dos objetos. Nunes e Balding
(2010) apresentam uma discussdo detalhada sobre como selecionar a estatistica resumo para
obter resultados mais acurados na estimativa da posteriori via ABC.

Em segundo lugar, uma métrica de distancia, D(s, Seps) = ||S — Sops||» € empregada para
medir o grau de similaridade entre as estatisticas resumo de uma amostra sintética e as obser-
vadas s,ps. Terceiro, uma fung@o de ponderagdo, K, (d), que é controlada por um pardmetro de
largura de banda h, define os pesos de importancia de acordo com D(s, Sys) - quanto maior a
distancia, menor o peso (Rodrigues, 2017).

Considere um vetor de pardmetros D-dimensional @ = (y,...,0p)" , com distribuicdo
a priori associada 7(8), e verossimilhanca p(X|0) intratdvel. A partir dos dados observados,

T ops, pretende-se obter a distribuicdo a posteriori m(0|xps) X p(Xops|@)m (). Pode-se obter a



aproximagdo ABC por

7450(6]$0s) ox 7(6) / (15 — S0 | (X]0) X,

em que s = S(X) é um vetor de medidas resumo, s,,s =S (Xpps) € Kp(u) = K(u/h)/h é um
kernel de suavizacdo com parametro de banda 2 > 0. Um procedimento simples para coletar
amostras de m4pc(0]8.s) € dado no Algoritmo 4. Conforme dito na se¢do 2.3.1, se as medidas
resumo s sdo suficientes, o erro de aproximac¢do pode ser considerado pequeno, ou seja a banda

h — 0, neste caso mapc(0]Ses) convergird para a distribuicdo exata a posteriori 7(0|xops)-

Algoritmo 4: Amostragem por importancia ABC
Entrada:
Um conjunto de dados X y5s;
Uma priori 7(0);
Um procedimento para gerar dados sob o modelo p( X 5|0);
Um inteiro N > 0;
Um vetor de medidas resumo observadas S,ps =S (X ops);
Uma fungdo kernel K, (u) e um pardmetro de escala h > 0;
Inicio
para:=1,2,... N faca
Gere 8) ~ 7() para a priori;
Gere X ~ p(X|0®) para a verossimilhanga;
Calcule as medidas resumo s =§(X ®);
Atribua a %) o peso w; o< Kp,(]|8% — s46]|);
fim
Saida:
Um conjunto de vetores de parAmetros ponderados {6, w}Y, ~ mapc(0|Seps)-

2.3.3 Exemplo Introdutoério

Para auxiliar na compreensao da técnica, replicou-se o exemplo introdutério de estimativa via
ABC apresentado por Rodrigues (2017), utilizando o Algoritmo 4. Com foco principal em seus
aspectos operacionais, explorou-se em um nivel grafico e intuitivo - um exemplo de simula-
cdo. Para tal, considerou-se um modelo simples caracterizado por uma sequéncia de eventos
estocasticos dependentes. Precisamente, cada observacao, x;, ¢ = 1,--- , N, é obtida por (a)
uma amostra de uma distribuicdo normal com média # e variancia 1; e (b) se o valor obtido
em (a) for negativo, ele serd multiplicando por -1 com probabilidade p = 0, 5. A caracteristica

fundamental € que a acdo, ou a falta dela, na etapa (b) € condicional ao que aconteceu em (a).



Este modelo pode ser descrito pelas seguintes equagoes:

|y;|, com probabilidade p = 0,5
xT; =

Y;, com probabilidade 1 —p = 0,5
y; ~ N(6,1).

Atribui-se uma priori gaussiana padrdo para 6, que completa o processo de geracdo de dados
(priori preditiva). Condicionado em § = —1, que tomamos como o valor “verdadeiro” do para-

metro, simulamos 50 amostras do modelo para atuar como o conjunto de dados “observado”.
A fungdo densidade p(X|¢ = —1) é representada no canto inferior direito da Figura 2. Neste
exemplo a verossimilhanca pode ser facilmente avaliada, mas em constru¢des mais elaboradas,
pode ser intratdvel. Os dados univariados s@o resumidos por sua média amostral, z, e o desvio
padrdo, o. A distancia Euclidiana e o kernel de Epanechnikov foram escolhidos como a me-
dida de distancia e a funcdo de ponderacdo, respectivamente. Esta funcdo tem a propriedade de
atribuir peso zero para amostras posteriores cuja distancia entre o conjunto de dados sintético
e a estatistica de resumo observada € maior do que h. Ou sena, as amostras insatisfatorias sao
descartadas, aumentando a eficiéncia computacional (Fan e Zhang, 1999). O Algoritmo 4 foi
entdo usado para gerar N = 1000 amostras aproximadas da distribuicao a posteriori ABC para
uma banda de tolerancia h.
O grafico superior esquerdo na Figura 2 mostra os objetos gerados pelos Passos 1 a 3 do Algo-
ritmo 3. Cada parametro 81, ..  §N) est4 associado a dois pontos no grafico - um represen-
tando a média e o outro o desvio padrao da amostra sintética correspondente. A relagdo entre o
parimetro de interesse e as medidas resumo forma um padrao interessante, quando # é grande,
a probabilidade de gerar uma amostra negativa y torna-se desprezivel, de modo que a funcao de
densidade torna-se efetivamente uma tnica distribui¢ao normal centrada em 6. Nesta regido, a
média amostral € suficiente para ), enquanto o desvio padrdo se torna ndo informativo - observe
o agrupamento formado em torno do verdadeiro desvio padrdo o = 1. Do outro lado do eixo de
coordenadas, quando 6 é, digamos, menor que -3, entdo cada ponto de dados gerado € refletido
com probabilidade 0,5, transformando a fun¢do densidade em uma mistura de duas normais
com médias opostas. Nesse caso, Z estima £(X|f) ~ 0, sem nenhuma informacao util sobre 6.
O desvio padrio, entretanto, assume uma relagdo linear negativa com 6.
As linhas verticais representam as medidas resumo “observadas”. Vemos que o modelo s6 pode

reproduzir 6 ~ 1,5 se 6 estiver em uma vizinhanca de -1. Os graficos do lado direito exploram
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a relagdo entre 6 e as distancias Euclidianas calculadas |[s) — s,,||. Novamente, os padrdes
observados sugerem que a distancia s6 pode ser pequena se 6 ~ —1.

A etapa 4 do Algoritmo 4 ¢ ilustrada pelos gréficos da Figura 2. Primeiro, definimos A para
que 25% dos parametros candidatos recebam pesos positivos. Como a maioria das amostras
originais foi descartada, as nuvens de pontos agora se agrupam mais proximas as linhas verti-
cais. Conforme h é reduzido, as amostras se aproximam ainda mais do espago sobre o qual a
posteriori exata é apoiada. Por outro lado, o nimero de amostras aceitas também diminui, o
que leva a um aumento do erro de Monte Carlo. Essa compensagdo, que é uma caracteristica
bem conhecida dos métodos ABC, é observada no grafico inferior esquerdo da Figura 2. Con-
forme ilustrado em nosso exemplo introdutorio, definir um sistema de ponderagdo apropriado €

fundamental para aliviar o erro de aproximacdo ABC.
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Figura 2: Os graficos do canto superior esquerdo mostram as medidas resumo sintéticas (pon-
tos) e observadas (linhas verticais) para diferentes taxas de aceitagdo d. A intensidade da cor
reflete os pesos de importancia (calculados a partir da fungdo kernel de Epanechnikov), com o
branco liso representando peso zero. Os graficos correspondentes no lado direito apresentam
as distancias Euclidianas entre as estatisticas resumos sintéticas e observadas. As amostras em
cinza claro receberam peso zero (e, portanto, rejeitadas). A linha laranja representa a tolerancia
h induzida por ¢§. O grafico inferior esquerdo compara os posteriores exatos (vermelho) e ABC
aproximados (em cinza). O grafico inferior direito mostra a funcio de densidade para dados,
condicionada ao “verdadeiro” valor do parametro 6 = —1.
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2.3.4 Ajuste do ABC por Regressao

O parametro de largura de banda h € um parametro de distincia e controla a influéncia dos dados
vizinhos em um Kernel. Para mitigar o efeito de A > 0, métodos de pds-processamento de ajuste
de regressdo com base nas amostras ponderadas, segundo a proximidade com as distribui¢oes
marginais intrataveis, sdo comumente usados (Veja Beaumont, Zhang e Balding (2002); Blum
e Francois (2010); Rodrigues, Nott e Sisson (2019)).

O método ABC com ajuste por regressdo ¢ uma versao mais sofisticada para estimar a pos-
teriori 7(6|X), inicialmente proposto por Beaumont, Zhang e Balding (2002) e posteriormente
por Blum e Francois (2010), com objetivo de melhorar a qualidade da aproximacio via ABC e
deixar o algoritmo computacionalmente mais eficiente.

A ideia central do método &, a partir de amostras ponderadas {(0®), s w®)}N  para
w® > 0, ajustar modelos da forma 0,8 ~ f(0434,8),d = 1,..., D, na vizinhanca de s .
Um exemplo € dado em Beaumont, Zhang e Balding (2002) em que € ajustado um modelo de
regressao local, método ndo paramétrico que utiliza suavizagao para ajustar curvas e superficies

aos dados, a partir da equagao
96(5) = ag+ B} (Y — s4n5) + eg),

parai = 1,....Ned = 1,...,D,em que oy € R, B; € RY?, ¢g é a dimensdo do vetor
de medidas resumo s, e eg) ~ N(0,02%). Definimos como B, = (g, B4,02)" o vetor dos
parametros desconhecidos do modelo d.

Posteriormente, para reduzir a discrepancia entre s\ e s, procede-se com uma modifica-
¢do do 06(;) da forma 92(“ = B] Sops + (Qg) — B]s%), em que B, é uma estimativa de 3.

A modelagem pode ser realizada com diferentes abordagens de regressdo. O pacote abc do
R, por exemplo, implementa diferentes modelos de regressdo para ajuste, incluindo regressao
linear, regressao ridge e redes neurais (Csillery, Francois e Blum, 2012).

Blum e Francois (2010) estenderam o modelo linear local de duas maneiras interessantes.
Primeiramente, propuseram uma constru¢cdo heteroceddstica para explicar explicitamente as
variancias de erro desiguais.

Posteriormente, somando-se ao esforco de tornar o ajuste de regressdao mais robusto e ade-
quado para uma classe mais ampla de modelos intratdveis sugeriram estimar as densidades

condicionais completas a partir do ajuste de modelos via redes neurais, em que sao modelados
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tanto parametro de posicdo p quanto de escala o em segundo estdgio, com base nos residuos
do primeiro. Ao amostrar dos residuos assume-se que a distribuicao € a mesma em todo espago.

Nesta abordagem, a média condicional E(f,| . ..) é uma fun¢o ndo linear das covaridveis
e a variéncia condicional V(6,|...) ndo é constante em todo o espacgo das covaridveis. Desta

forma, a distribuicdo condicional € aproximada por:

0a(S,0-4) = m(g0,(-)) +(g04(-)) X ¢,

em que ¢ é uma varidvel aleatéria com média zero e variancia fixa. A esperanca condicional
¢ estimada em m(gg,(-)) por meio de uma rede neural. O termo de varidncia o(gy,(-)) € si-

milarmente estimado por uma rede neural ajustada sobre os residuos quadrados r? = (04 —

(9o, ()))*-

Uma amostra aproximada da distribuicao condicional completa é entdo dada por

0 = m(ggd(-)) + &(Qed(')) X —w

em que, ¢ € aleatoriamente selecionado 1,..., N.

2.4 Descorrelacdo de Variaveis

Gamerman e Lopes (2006) afirmam que uma boa parametrizagdo € util para melhorar a mistura

da cadeia e acelerar a convergéncia. Segundo Paulino, Turkman e Murteira (2003)

"A velocidade de convergéncia para distribuicdo alvo da cadeia de Markov gerada
de modo a obter uma amostra dela depende estreitamente do grau de correlacdo
entre os elementos do vetor aleatorio que tal distribuicdo impoe. Quando os com-
ponentes a posteriori sdo independentes ou fracamente correlacionados, o produto
do amostrador Gibbs move-se mais livremente em torno de uma gama mais ampla

das distribuicoes condicionais completas."

A melhor maneira de se estudar a descorrelacio é entender o que ocorre no caso mais sim-

ples, com apenas duas varidveis, X e Y. Elas sdo ditas descorrelacionadas quando:

E(XY) = E(X)E(Y)
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Assim, quando duas varidveis sdo linearmente descorrelacionadas, o valor esperado do produto
entre elas € igual ao produto dos valores esperados, e portanto, sua covariancia serd igual a zero.

Para os casos em que a média das varidveis € nula a condi¢ao passa a ser que

E(XY)=0

Ou seja, uma condi¢do de ortogonalidade.

Neste ponto, € possivel estabelecer uma ligacdo entre descorrelacdo e a Andlise de Com-
ponentes Principais (PCA), uma vez que, durante o processo de obtencao das componentes €
feita a imposicdo de que elas sejam ortogonais entre si. Assim, € possivel usar as componentes
principais como forma de se obter novas varidveis descorrelacionadas que tenham pouca perda

de informac¢d@o em relacdo as varidveis originais.

2.4.1 Anadlise de Componentes Principais para Descorrelacio de Variaveis

Kessy, Lewin e Strimmer (2018) analisaram diversos métodos que podem ser utilizados para
descorrelagao/whitining de variaveis, dentre os quais a PCA apresentou melhores resultados, o
que motiva o seu uso neste estudo.

A Andlise de Componentes Principais possui diversas aplicacdes, como por exemplo, a
reducdo de dimensionalidade, a estimagdo de fatores na andlise fatorial e a elimina¢do de mul-
ticolinearidade em uma regressdo. A ideia basica por trds da PCA €, a partir de um conjunto de
variaveis correlacionadas, buscar, por meio de combinagdes lineares dessas, varidveis latentes
ndo correlacionadas (linearmente) entre si. Isto pode ser feito por meio da diagonalizacdo da
estrutura de covariancias das variaveis sob estudo (Johnson e Wichern, 1998); (Mingot, 2005).

Do ponto de vista algébrico, a diagonalizac@o pode ser realizada por meio da decomposi¢ao
espectral da matriz > em autovalores e autovetores, que apresentam propriedades relevantes.
A primeira delas € a de que os autovetores gerados pela decomposicao sao uma base ortonor-
mal - os autovetores sdo unitarios e perpendiculares entre si. Outra propriedade € a de que os
autovalores obtidos coincidem com a variincia das componentes.

Em geral, para o estudo de um fendmeno com p varidveis correlacionadas, obtém-se p va-
ridveis latentes que devem ser mutuamente néo correlacionadas. E usual ordenar essas varidveis
em funcdo de suas varidncias. Deste modo, a primeira varidvel latente é definida pela combi-

nacdo linear de maior variancia, a segunda por aquela que possuir a segunda maior variancia e
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assim sucessivamente, até a p-ésima varidvel, a de menor variancia.

Cabe notar que esta é uma técnica, a principio, puramente matematica, no sentido de que
nenhuma distribuicdo de probabilidade é associada as varidveis sob estudo. Além disso, ela sé
depende da estrutura de covariancia (ou correlacdo linear) do conjunto de varidveis sob estudo.

Sendo um pouco mais formal, seja X T = [X,..., X,] o vetor aleat6rio com matriz de
covariancia associada 2.

Se as combinagdes lineares de X ' forem definidas como
YZ-:a;rX:ai1X1+ai2X2+...+aipo, i:1,2,...,p,
decorre que (veja Johnson e Wichern, 1998 p. 400),

Var(V;) = a; Za;, i=1,2,...,p

Cov(Y;, V) = a; Bay, i,k=12,...,p.

Impondo as combinagdes lineares acima que elas sejam ortogonais e que as respectivas
variancias sejam as miximas possiveis, a elas dd se o nome de componentes principais.

A i-ésima componente principal Y; é a combinacdo linear de méxima variabilidade restrita
T

aa; a; = 1. Esta restri¢ao se deve ao fato de que ao se maximizar a variancia de Y;, ou forma
quadritica a;' X a;, seu maximo pode ser aumentado multiplicado a; por uma constante. Desta
forma, ela faz-se necessaria.

Um fato interessante que decorre apds a maximizacao da variancia de Y; segue no seguinte

resultado.
Resultado 1.1 Seja 3 a matriz de covariancias associada ao vetor aleatério X ' = [X,..., X,
Se X tem os pares de autovalores e autovetores (A1, €1), (A2, €2), ..., (A, €,), entdo a i-ésima

componente principal € dada por
}/i = e;'—X = eile + eing + ...+ 61'po.
Com estas escolhas,

Var(Y;) =e Ze; = X;, i=1,2,....p

Cov(Yy,Yy) =€/ Zey =0, i#k.
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Se alguns \; forem iguais, as escolhas dos correspondentes coeficientes dos vetores e;, €
consequentemente Y;, ndo serdo unicas. Tem-se portanto que as componentes principais sao
ndo correlacionadas e t€ém varidncias iguais aos autovalores de 3.

O PCA convencional trata todos os dados uniformemente e ndo explora qualquer conhe-
cimento da qualidade relativa de cada amostra. Se a variagdo do ruido de cada amostra for
conhecida, uma abordagem mais natural é dar mais peso para amostras menos ruidosas, ou
seja, optar por utilizar o PCA ponderado, que pode ser obtido a partir dos passos apresentados

no Algoritmo 5.

Algoritmo 5: PCA Ponderada
Entrada:
Um conjunto de valores 0;
Uma matriz diagonal de pesos W;
Inicio
Obtenha o vetor de médias p de 0;
Obtenha a estrutura de covarincias ponderada ¥ = Z;w(e — ) TW(O — p);
Obtenha a decomposi¢io espectral de X2, 3 = UAUT;
Aplique U nos valores observados de 0, 8** = U#,;
Saida:
O conjunto de dados rotacionados 8**.

2.5 Redes Neurais Artificiais

Uma grande vantagem de usar uma rede neural € a capacidade de resolver problemas sem a ne-
cessidade de definicdo de modelos explicitos. Isto possibilita detectar implicitamente qualquer
relacdo ndo-linear entre a varidvel resposta e as varidveis explicativas. Além disso, ndo hé ne-
cessidade de independéncia e normalidade das varidveis em estudo. Por isso, esta metodologia
serd utilizada para estimacdo das condicionais completas em nosso estudo.

Com o objetivo de simular a capacidade do cérebro humano de adquirir conhecimento, por
meio da aprendizagem, o desenvolvimento das redes neurais artificiais (RNAs) foi inspirado na
estrutura e funcionamento do sistema nervoso, que possibilita aos humanos lidar com informa-
coes imprecisas e de fazer generalizacdes para essas informacdes (Faceli et al., 2011).

Para Haykin (2009) as redes neurais assemelham-se com o cérebro em dois aspectos: o
conhecimento € adquirido pela rede através de um processo de aprendizado e os conhecimentos

adquiridos sdo armazenados nos pesos das conexdes interneurdnios, conhecidos como pesos
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sindpticos. Dada suas propriedades, torna-se interessante a aplicabilidade de redes neurais em

estudos de classificagdo de padrdes e de previsao.

2.5.1 Sistema Nervoso Bioldgico

Entender o funcionamento do sistema nervoso bioldgico é de fundamental importancia para o
entendimento das redes neurais, pois elas tentam simular o comportamento do mesmo, con-
forme discutido em Silva, Spatti e Flauzino (2010).

O sistema nervoso € formado por um conjunto de células bastante complexo. Dentre elas
os neurdnios sao as células mais conhecidas. Sendo consideradas como as unidades bésicas de
processamento do cérebro. Apresentam um papel fundamental no funcionamento e comporta-
mento do corpo humano e do raciocinio.

As células neuronais controlam os sinais e acdes dos seres vivos, ou seja, sao responsaveis
pela conducd@o do impulso nervoso. Os neurdnios, especializados na transmissdo de informa-

coes, sdo compostos por trés partes: dendritos, axonio e corpo celular ou soma.

2.5.2 Neuronio Artificial

O neurdnio artificial ¢ um modelo simplificado e simulado do neur6nio biolégico e seus atri-
butos bdsicos sdo a adaptacdo e a representacdo de conhecimentos por meio conexdes. Eles
recebem sinais das varidveis de entrada e passam adiante uma versdo ponderada e tratada desse
sinal. Fazendo um paralelo com o sistema bioldgico, o contato dos dendritos com outros neuro-
nios é representado por conexdes ou sinapses, tendo como func¢do tornar o sinal de saida de um
neurdnio em um sinal de entrada de outro. O modelo de neurdnio mais simples e ainda um dos
mais utilizado nas diferentes arquiteturas de RNA’s foi proposto por McCulloch e Pitts (1943)

¢ constituido basicamente de 7 partes conforme apresentado a seguir.

Figura 3: Neurdnio Artificial.

18



(a)

(b)

(c)

(d)
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Sinais de entrada {x,,--- ,x,}: valores assumidos pelas varidveis explicativas de uma

aplicacao;

Pesos Sindpticos {wy, - -+ ,w,}: tém por funcdo ponderar cada uma das varidveis de en-
trada da rede, permitindo quantificar as suas respectivas relevancias em relagao a funcio-

nalidade do respectivo neurdnio;

Combinagdo Linear 3i: agrega todos os sinais de entrada que foram ponderados pelos

respectivos pesos sindpticos produzindo um valor potencial de ativagao;

Limiar de Ativagdo 0: especifica qual o patamar apropriado para que o resultado da

combinagdo linear ative a sinapse do neurdnio;

Potencial de Ativagdo u: diferenca entre o valor produzido pela combinacao linear e o
limiar de ativacdo; se u < @ diz-se que o neurdnio apresentou potencial excitatorio, caso

contrdrio, o potencial apresentado serd inibitorio;

Fungdo de Ativagdo g(): tem por objetivo limitar a saida do neurdnio dentro de um

intervalo de valores a serem assumidos pela prépria imagem funcional;

Sinal de Saida y: valor final produzido pelo neurdnio em relacdo a um determinado
conjunto de sinais de entrada, podendo também ser usado por outros neurdnios que estao

interligados.

Em sintese, a expressdo abaixo resume o resultado produzido pelo neur6énio artificial pro-

posto por McCulloch e Pitts (1943).

y=g0> wa;—0). 3)
=1

Desta forma, pode-se resumir o funcionamento de um neurdnio artificial da seguinte ma-

neira: primeiramente, é apresentando um conjunto de valores de entrada ao mesmo, com esse

conjunto de entrada, é realizada a multiplicacdo de cada entrada do neurdnio pelo seu respec-

tivo peso sindptico. Apds as multiplicagdes, € entdo obtido o potencial de ativagdo do neurdnio

por meio da soma ponderada dos sinais de entrada subtraindo-se o limiar de ativag@o. Por fim,

¢ aplicada a funcdo de ativacdo neural ao seu potencial de ativacdo para obten¢do do sinal de

saida.
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A partir da estrutura e funcionamento do neurdnio biolégico, diversos tipos de redes neu-
rais que buscam simular este sistema em computador, t€ém sido apresentado na literatura como
alternativas as técnicas de predi¢do tradicionais.

Uma rede neural é uma estrutura de processamento de informacao, distribuida paralela-
mente. Portanto, pode ser representada por uma estrutura genérica através de um grafo direcio-
nado. No grafo os neur6nios correspondem aos nés, as arestas funcionam como as sinapses. E
possivel representar também as camadas, que, juntamente com os neurdnios, definem a arquite-
tura de uma RNA que € relacionada ao tipo, nimero de unidades de processamento (camadas),

forma de conexdo dos neurdnios e tipo de aprendizagem em que sdo definidas as regras para o

ajuste dos pesos da rede.

2.5.3 Camadas de uma Rede Neural

Uma RNA apresenta trés tipos de camadas que podem ser definidas como:

e Camada de Entrada: recebe os dados/padrdes a serem analisados e os distribui (sem

modificd-los) a todos os neurdnios da camada seguinte;

e Camadas Intermedidrias, Escondidas ou Ocultas: responsdveis pela maior parte do pro-
cessamento dos dados, através das conexdes ponderadas, possuem a finalidade de extrair

as informacdes/ caracteristicas dos dados;

e Camada de Saida: recebe os estimulos das camadas anteriores e ativa uma resposta ade-

quada.

2.5.4 Aprendizado de uma Rede Neural

O aprendizado de uma rede € feito por meio de um processo iterativo de ajustes aplicado a seus
pesos até que se atinja uma solucdo generalizada para uma classe de problemas (Haykin, 2009).

Os tipos de aprendizagem sdo classificados como:

e Aprendizado Supervisionado: deve-se dispor do conjunto de dados e das respectivas sai-

das, ou seja, € necessdrio indicar a rede a resposta desejada para o padriao de entrada;

e Aprendizado Nao Supervisionado: a saida deve se auto organizar em relacdo as especifici-
dades do conjunto de dados e assim identificar subconjuntos similares. Nao ha indicacao

da resposta desejada para os padrdes de entrada;

20



e Reforco: o sistema aprende por meio de tentativa e erro, no qual o algoritmo recebe um

feedback da analise de dados.

Ha redes que conseguem classificar apenas objetos que sdo linearmente separdveis como as
do tipo perceptron e adaline que sdao formadas por apenas uma camada oculta.

Ja as redes do tipo perceptron multicamadas podem ser utilizadas para solu¢io de problemas
nao linearmente separaveis (Faceli et al., 2011).

A rede neural mais simples, de uma camada, é chamada de Perceptron e € inspirada nos
neurdnios. E constituida de nés de entrada, os pesos de cada entrada, fungio de ativagdo e os
nés de saida.

Funciona basicamente da seguinte maneira: € feita uma soma ponderada dos dados de en-
trada (que sempre sao numéricos) com seus pesos, o resultado dessa soma passa pela fungdo de
ativacdo que vai gerar o resultado na saida.

A rede neural multicamadas € composta de camadas alinhadas de neur6nios, na qual a pri-
meira camada apresenta as informagdes de entrada (varidveis explicativas), que sdo distribuidas
para as camadas intermedidrias, denominadas ocultas. E por fim, temos a camada de saida (va-
ridvel resposta), responsdvel por armazenar o resultado da rede. A Figura 4 ilustra o que foi

explanado.

Dados de‘
Entrada

Camada de Camadas Camada de
entrada intermediarias saida

Figura 4: Exemplo de uma rede neural multicamadas.

A rede neural multicamadas é treinada de forma supervisionada, por meio do algoritmo
backpropagation, conhecido também como regra Delta generalizada, em dois passos. Primeiro,
um padrdo € apresentado a camada de entrada da rede, entdo as informagdes/caracteristicas dos
dados sdo extraidas, camada por camada, até que a resposta seja produzida pela camada de

saida. No segundo passo, a saida obtida é comparada ao resultado esperado para esse padrao
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particular. O erro € calculado, e se for maior que zero é propagado a partir da camada de
saida até a camada de entrada, e os pesos das conexdes das unidades das camadas ocultas sao
ajustados de acordo com uma regra de correcao de erro. Ou seja, sdo utilizados para ajustar os

pesos e limiares de todos os seus neurdnios.

2.5.5 Arquitetura de uma Rede Neural

Define a forma como seus neurdnios estdo organizados, uns em relagdo aos outros. Tal organi-
zacdo dar-se pela forma do direcionamento das conexdes sindpticas dos neurdnios. A literatura
aponta trés tipos de arquitetura como principais: a arquitetura feedfoward, em que o fluxo de
informacdes € unidirecional, ou seja, da camada de entrada para camada de saida; a arquite-
tura recorrente, sua principal caracteristica reside no fato que as saidas dos neurdnios serem
realimentadas como sinais de entrada para outros neurdnios. Por fim, arquitetura em estrutura
reticulada, Consideram a disposi¢do espacial dos neurdnios para extragdo de caracteristicas, ou

seja, sua localizacao espacial serve para ajuste de seus pesos e limiares.

SAIDA

Figura 5: Exemplo de uma rede feedfoward.

Dentre as arquiteturas apresentadas, a feedfoward é a mais empregada em problemas de
regressdo e ela serd a adotada neste trabalho. Para obter uma discussdo detalhada sobre as
arquiteturas apresentadas ver Silva, Spatti e Flauzino (2010).

Segundo Silva, Spatti e Flauzino (2010):

"As aplicacoes sucessivas das fases forward e backward fazem com que os pesos
sindpticos e limiares dos neurdnios se ajustem automaticamente em cada itera-
cdo, implicando-se na gradativa diminui¢do da soma dos erros produzidos pelas

respostas da rede frente aquelas desejadas."
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2.5.6 Redes Multicamadas

As redes multicamadas (redes multilayers perceptron) apresentam arquitetura feedfoward e sao
caracterizadas pela presenca de pelo menos uma camada intermedidria, a Figura 5 é um exem-
plo. Apresentam aplicacOes nas mais variadas dreas do conhecimento como, por exemplo,
otimizacao de sistemas, reconhecimento de padrdes, aproximag¢do universal de funcdes, cuja é
a finalidade do seu uso neste trabalho, dentre outras.

Conforme j4 discutido na se¢@o anterior, pode-se perceber que as redes multicamadas sao
constituidas por trés partes: a camada de entrada, recebe os dados/padrdes a serem analisados
e os distribui (sem modificd-los) a todos os neurdnios da camada seguinte; camadas interme-
didrias, responsavel pela maior parte do processamento dos dados, através das conexdes pon-
deradas, possui a finalidade de extrair as informacdes/ caracteristicas dos dados; e a camada de
saida, responsavel por receber os estimulos das camadas anteriores e ativar uma resposta ade-
quada. Nota-se ainda que, com excecdo da camada de entrada, todas as outras camadas estdao
constituidas por neurdnios, as quais implicam em um esfor¢co computacional.

Cabe ressaltar que a configuragdo topoldgica da rede, tais como a quantidade de camadas
intermedidrias e seus respectivos nimeros de neur6nios depende de diversos fatores. Por exem-
plo, a classe de problema a ser tratada, a disposi¢do espacial das amostras de treinamento e
os valores iniciais atribuidos tanto aos parametros de treinamento como as matrizes de pesos
(Silva, Spatti e Flauzino, 2010).

Uma vez definida a topologia da rede, o processo de treinamento para arquitetura feed-
foward € feito de forma supervisionada, ou seja, para cada amostra de entrada, obtém-se a
respectiva saida desejada. Esse processo pode ser realizado por meio da utilizagdo do algoritmo

de treinamento denominado backpropagation, discutido a seguir.

2.5.7 Processo de Treinamento da Rede

Responsdvel pelo aprendizado da rede, o backpropagation tem como objetivo otimizar 0s pesos
para que a rede neural aprenda a mapear as entradas para as saidas de forma correta. Ou seja, 0s
pesos determinam o impacto que o valor de cada varidvel de entrada tem no valor das varidveis
de saida.

O processo comega com a inicializa¢io dos pesos da rede com pequenos valores aleatérios,
com base nos valores de entrada a previsao da rede neural em alguns dados € observada e o valor

da fung¢do erro entre o valor obtido e esperado para saida € calculado. Na busca de minimizar o
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valor da funcdo de erro, calculam-se os valores dos gradientes para cada peso da rede, e a partir
do vetor gradiente calculado, os peso sdo atualizados de modo iterativo, até que o erro atinja um
valor abaixo de algum limiar definido, ou atinja o nimero maximo de iteragdes preestabelecido.

De acordo com Deisenroth, Faisal e Ong (2020) o valor da fun¢do y em uma rede neural

pode ser expresso por:

Yy =(gkogr-10--0g1)(x) = gr(gr—1(---(9:1(x))--)),

ou seja, uma composicdo de fungdes, em que, x sdo as entradas, y sdo os valores observados e
cada fungdo g;, © = 1, - - - , k, possui seus proprios parametros.

Redes multicamadas apresentam fungdes ¢;(x;_1) = 0(W,;_1x;_1 + b,;_1) na i-ésima ca-
mada. x;_; € a saida da camada (i — 1)-ésima e o € uma fungdo de ativagdo. Para treinar esses
modelos, exige-se a obtencdo do gradiente de uma funcao de perda L em relagdo a todos os
parametros do modelo W;, b;, j = 1,... k. Desta forma, é necessdrio computar o gradi-
ente de L em relacdo as entradas de cada camada. Por exemplo, considerando as entradas x e

observacdes y, uma estrutura de rede definida por

go =X

g, = O_i(Wi—lgi—l + bj), 7 = 0, 1, RN k.
O interesse é encontrar W;,b;, 7 =0,1,...,k — 1, de modo que a perda quadrada

L(0) = |ly — gx(6,x)|I?

seja minimizada, @ = {Wy, bo, ..., Wy_1,bs_1}.

Para obten¢do dos gradientes em relagdo ao conjunto de pardmetros 6, é necessario obter as
derivadas parciais de L em relacdo aos parametros €; = W;, b; de cadacamadaj = 0,..., k—
1. Fazendo uso da regra da cadeia para derivagdo, € possivel determinar as derivadas parciais

Como
3_L _ OL Ogy, .”3gz‘+2 081
00; 3gk 3gk—1 3gi+1 00;

Supondo que ja se tenham obtido as derivadas parciais 0L/00,,, entdo a maior parte do
célculo pode ser reutilizado para calcular 0L /06;. Neste ponto percebe-se o porqué do nome

do algoritmo.
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Uma vez obtido o gradiente da fun¢do custo, o ajuste dos valores do conjunto de parame-
tros @ ¢ feito na dire¢do oposta do mesmo. Deisenroth, Faisal e Ong (2020) apresentam uma

discussdo mais detalhada sobre o algoritmo.

2.5.8 Hiperparametros de uma Rede Neural

Para o processamento de uma rede neural € necessdrio a definicdo dos seguintes hiperparame-

tros:

e Numero de camadas: deve-se optar pelo menor nimero de camadas escondidas para solu-
cionar o problema, o que pode ser avaliado a partir das métricas de desempenho aplicadas

aos dados de validagdo;

e Numero de neurdnios: deve estar entre o tamanho da camada de entrada e o da camada

de saida.

e Funcdo de Ativagdo g() tem por objetivo limitar a saida do neurénio dentro de um in-
tervalo de valores razodveis a serem assumidos pela prépria imagem funcional. Como
exemplo, temos as funcdes relu ( “Rectified Linear Unit”), tanh (tangente hiperbdlica) e
sigmoid ;

e Percentual dos dados alocados para os conjuntos de treinamento e teste.

e Tamanho do lote (Batch Size) - define o nimero de amostras que serdo propagadas pela

rede. O Batch Size pode ser uma das trés opgoes:

batch mode: o tamanho do lote € igual ao conjunto de dados total. Tamanhos maiores

de lotes levam a uma precisdo menor nos dados de teste;

mini-batch mode: o tamanho do lote é maior que um, mas menor que o tamanho total

do conjunto de dados;

stochastic mode: o tamanho do lote € igual a um. Portanto, o gradiente e os parametros

da rede neural sdo atualizados apds cada amostra;

e Numero de épocas de treinamento - quantas passagens completas do conjunto de dados

(épocas) devem ser realizadas;

e A compilacdo serve para configurar o processo de aprendizagem, nesta etapa € preciso

definir trés itens:
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Fungao Loss: mede a diferenga entre os dados de teste e os dados de validacdo. O

objetivo € minimizar a fun¢do para guiar o modelo para direcao certa;

Optimizer: define como os pesos da rede neural sdo atualizados com base no dados e

sua funcdo loss;

Meétrics: usadas para avaliagdo, monitora os passos de treinamento e teste da rede.

2.5.9 Generalizando uma Rede Neural Simples

Um fato bastante curioso sobre a redes neurais € o fato de algumas configuragdes se assimilarem
a alguns modelos matematicos especificos. Por exemplo, ao adotar-se a funcao de ativagdo sinal

no neuroénio de McCulloch e Pitts, apresentado em (3), a seguinte regra de decisao € obtida

17 Z?:l Wi Z 0
Y= )
—1, Z:'Lzl WiT; < 0
que, conforme pode ser observado, se trata de um discriminador linear, utilizado para resolver
problemas de classificacao.
Um segundo exemplo a ser citado € a utilizagdo da funcdo de ativacdo identidade a0 mesmo

neurdnio, para obten¢cao de um modelo de regressao linear

n
Y; = E wjxj+ei.
=1

Por fim, modelos lineares generalizados (mlg) sdo obtidos de maneira semelhante.

Retornando ao exemplo em que o neurdnio, também considerado uma rede - a perceptron
simples, assume a forma de um discriminador linear, fica meio ébvio que em regides ndo line-
armente separdveis a classificagdo dada ndo serd a ideal. Isso € bastante discutido no problema
de classificacdo para disjuncdo exclusiva (XOR). Tal disjun¢do € uma operacao légica entre
dois operandos, apresentando valor 16gico verdadeiro somente quando os dois operandos forem
diferentes. Ao fazer a representacdo grifica desse problema fica mais claro o que esté sendo elu-
cidado. A Figura 6 busca apresentar um possivel resultado da rede para o operador, além disso,
ela também apresenta um resultado para o operador AND e para o operador OR, os quais sdao

linearmente separdveis. Foi assumido 1 para o valor 16gico VERDADEIRO e 0 para FALSO.

Conforme pode ser observado na Figura 6, e discutido no paragrafo anterior, o perceptron
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Figura 6: Perceptron como discriminador linear

simples ndo realizard a classificacdo de maneira ideal, além disso, o algoritmo de estimacao dos
pesos nao convergird, mais detalhes sdo apresentados em Silva, Spatti e Flauzino (2010).
Uma possivel resolugdo para o problema XOR ¢ a adi¢cdo de uma camada oculta de dois

neuronios a rede perceptron, a qual passard a ter a estrutura apresentada na Figura 7.

Figura 7: Perceptron Multicamada para o problema XOR

Matematicamente a rede pode ser expressa por

2

2
Y= Zngj Zwﬁxi ;
j=1 i=1
em que as funcgdo de ativagio ¢s sdo fungdes sigmoidais f(z) = (1 + €)', responsaveis pelo
cardter nao linear da rede. Com isso, uma possivel solucao para o problema XOR ¢é apresentada

na Figura 8.

Através da Figura 8 percebe-se que a adi¢do da camada oculta realiza uma operacio de
conjun¢io booleana (AND) em que o neur6nio A apresentard valor igual 1 para padrdes acima
de sua reta e o B para abaixo da sua. Desta forma, a resposta da rede serd igual a 1 somente
quando os neurdnios A e B forem iguais a 1.

Silva, Spatti e Flauzino (2010) deduzem que uma rede perceptron de duas camadas, sendo

uma delas a camada escondida e a outra a propria camada de saida, é capaz de mapear qualquer
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Figura 8: Resolucao do problema XOR

problema de classificagdo de padrdes cujos elementos estejam dentro de uma regido convexa.

2.6 Regressao Quantilica

Na secdo anterior foram apresentados alguns exemplos de redes neurais e mostrado que elas
se assimilam a alguns modelos matematicos, ou estatisticos, no caso o discriminador linear e
os modelos de regressdo. Como o presente trabalho busca empregar a combinacao das redes
neurais e da regressao quantilica, € feita uma revisao desta a seguir.

O uso de regressdo quantilica se torna interessante, pois ao trabalhar com modelos flexiveis
para os quantis, ao invés de para as médias e variancias, conseguimos melhores aproximacoes
para as DCC'’s, reduzindo, em ultima instancia, o erro da estimativa da distribui¢do a posteriori
de interesse.

Segundo Koenker (2005) a regressao ajustada pelo método dos minimos quadrados ordiné-
rios € uma visdo limitada de um conjunto de distribuicdes, pois se baseia na média, informagao
resumida e incompleta de uma distribuicdo. Uma alternativa mais completa ajustar diversas
curvas de regressdo para diferentes quantis associados.

O modelo de regressao quantilica, em vez de avaliar apenas o impacto dos X no Y médio
como € feito numa regressao linear, verifica o efeito que os preditores X terdo sobre os quantis
de Y, neste caso sdo estimadas vdrias retas para diferentes quantis associados. Essa abordagem
¢ interessante para varidveis dependentes cuja distribuicdo apresenta assimetria, caudas pesadas
ou heteroscedasticidade, pois permite captar efeitos ao longo de toda a distribui¢do da varidvel
dependente.

Segundo He (1997) as curvas de percentil sdo geralmente calculadas um nivel de cada vez

e um problema preocupante com a regressao quantilica é que as curvas de quantis podem se
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cruzar, fendmeno do cruzamento de quantis. De certa forma, o cruzamento de curvas de quantis
reflete uma escassez de dados na regiao do percentil de interesse. O problema de cruzamento
pode ser evitado ao for¢ar ordenacdo das curvas.

Para o intuito desde trabalho, € suficiente definir o problema de regressdo quantilica a luz
de um contexto de otimizagdo. Rasteiro (2017) trdz uma discussdao completa sobre o tépico.

O modelo para regressao quantilica pode ser definido como

Yi = Xéﬁq'

Desta forma, para estimar o g-€ésimo quantil, € necessario encontrar 3, de tal forma que a

condicdo abaixo seja satisfeita

Py < xiBqlx) = q,

Assim, a obtengdo das estimativas 3, € realizada através da minimizagdo da funcdo definida

em (4).
LBy, X) = D alyi —xiBol + > (1= )|y — X, )
1:e5,4>0 1:e5,4<0

em que e;, = y; — X,3,, e B, representa o efeito marginal das varidveis explicativas X no

g-ésimo quantil de Y.

2.6.1 Um Pouco Sobre a Funcao de Perda da Regressao Quantilica

Segundo Abeywardana (2018) a func¢do de perda mais comumente usada, em problemas de
regressao, € a fungdo de erro quadratico médio e ao se exponencializar o negativo dessa fungao,
o resultado serd a distribuicao gaussiana, sendo que a moda desta distribui¢io corresponde ao
parametro média p. Na regressao quantilica, a perda para uma observacado individual € definida

como:
qeé;, €; Z 07
Leilq) = :
(1 —q)e;, ;<0

em que ¢ € o quatil requerido e e; € a diferenca entre o valor observado e o predito pelo modelo,
e; = y; — f(x;). A perda média sob os dados de entrada é dada por
N

£y £lg) = 5 D Ll — f6)la)

=1
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Ao se tomar o negativo da perda individual e exponencid-la, o que se obtém ¢é a distribui¢ao
de Laplace assimétrica. Conforme pode ser observado na Figura 9, o motivo pelo qual essa
func¢do de perda funciona € que, ao buscar a drea sob o grafico da fun¢do a esquerda de zero, ela

corresponde a ¢, ou seja, o quantil necessario.

0.06
1

0.04
1

f(x)

0.02
1

0.00
1

Figura 9: Funcao densidade de probabilidade de uma distribui¢do Laplace assimétrica.

No caso no qual ¢ é igual a 0,5 a funcdo perda é equivalente ao Erro Médio Absoluto (MAE)

e estima a mediana (50° percentil), em vez da média (Abeywardana, 2018).

2.7 Regressao Quantilica via Redes Neurais

A regressdo quantilica via redes neurais € uma extensao ndo linear da regressdo quantilica. Pode
ser estruturada por uma camada de entrada (os preditores), uma ou mais camadas ocultas e uma
camada de saida (a previsdo para um quantil). Nas camadas ocultas, ajustamos a entrada em
direcdo a saida pela multiplicagdo com pesos, adicionando algum viés(neur6nio de polarizagdo)
e aplicando uma funcao de ativac@o nao linear.

Sem perda de generalidade, substituindo-se 3, por W, em (4), Taylor (2000), utiliza uma
rede feedfoward para estimativa de quantis de modelos ndo lineares. No texto, o autor adota um

modelo de rede neural com uma camada oculta para ajuste de uma regressao quantilica

m n
f(Xt, v, W) = g2 Z Vg1 Z WjiTit
=0 i=0

Em que, ¢1(.) e g2(.) sdo fungdes de ativagdo e w;; e v; sdo os pesos(pardmetros) a serem

estimados. O modelo com n camadas ocultas, em nota¢do matricial, € descrito abaixo

FXe, Wi, s W) = g, (Wagnt (Wasign2 (- 2Wa (1(WiXy)) -+ +)))
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Tao logo, fazendo-se as devidas substitui¢des, o q-€simo quantil é obtido minimizando (4)

min £: Z qut_f(Xt7W177Wn)|+

Wi,....W,
t ‘ ytgf(xhwlr"vwn)

- > L—q) |y — (X, Wi,..., W,,) |
t | yt<f(Xt,W1,...,Wn)
A escolha do nimero de camadas e do ndmero de neur6nios em cada camada pode ser feita

via validacdo cruzada e inspecao do erro quadratico médio.

2.8 Interpolaciao Monotonica

Conforme abordado na sec¢do acima, por meio da regressdo quantilica pretende-se estimar
alguns pontos da func@o de distribuicdo, F'(zy),k = 1,2,--- ,n. Porém, mesmo para um n
grande, ndo se garante a estimac¢do da curva. Desta forma, faz-se necessirio o uso de algum

método que permita uma boa aproximacgdo para F' com os pontos obtidos.

2.8.1 Splines

Uma possivel técnica que permite uma aproximagdo para F' é fazer uso de uma combinagdo

linear de funcdes base,
k
F(z) ~ filx) =) 0;8(x),
i=1

em que [, -, [k sdo fungdes base conhecidas e 6y, - - , 0 sdo valores dos coeficientes a
serem estimados.

Uma familia de fun¢des base bastante empregada na literatura € a familia de funcdes splines.
A ideia por tras da construg¢do deste método € particionar o intervalo da fun¢ao a ser estimada,
digamos [a, b], em k subintervalos, [e; 1,¢],1 < i < k, talque a < ¢y < -+ < ¢ < b.
Uma vez realizado tal particionamento, para cada subintervalo, ajusta-se um polindmio p; como
aproximacdo de F' para o subintervalo em questdo. Os valores ¢, - - - , €, sa3o conhecidos como
nos (knots).

O problema ao adotar este procedimento, é que seu resultado é uma fungdo de aproximagao
polinomial por partes, s(-), e como os polindmios p; sdo construidos de forma independente-
mente, ela ndo é uma funcao continua. Desta forma, € necessario que as partes dos polindmios

sejam unidas de forma suave nos noés €y, - - - ,€x_1, além disso, € necessdrio que sejam deri-
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vaveis um certo nimero de vezes. Obtém-se entdo uma funcdo polinomial por partes, suave,

conhecida por func¢ao spline.

Um spline de ordem m com k£ — 1 nds internos em €1, - - - , €51 € qualquer fungdo da forma
m—1 k—1
— m—1
s(x) = cxi+ Y di(r—¢)" (x> €))
=0 j=1
emquecy, - ,Cp_1€dy,- - ,d_1 sA0 nimeros reais.

Fritsch e Carlson (1978), apresentam um método para interpolacdo unidimensional usando
interpolantes ctibicos por partes, uma classe especial de splines. Desta forma, sejam (x;, y;), i =
1,--- ,n os pares aos quais se deseja realizar a interpolacdo. A aplicacdo do método retorna

como valor interpolado o valor 3’ dado por

2h; + hi—y n hi +2h; 4
di—1 d;

y; = 3(h2‘_1 + hz) ( >_ 1 (sign(di_l) = &gn(dz)) s

emque h; = x; 1 — 1, ed; = y*ﬁ—*y

Este método consiste basicamente em obter uma média harmonica ponderada das inclina-
coes. Mais detalhes sobre a técnica splines pode ser obtido em Morellato (2014).

No splines monotOnico a inclinagdo em cada ponto do grid € determinada de forma a garan-

tir um comportamento monotdnico da fun¢do de interpolacgao.

3 Amostrador de Gibbs Aproximado sem Verossimilhanca

Nos casos em que as distribui¢cdes condicionais exatas nao podem ser computadas de forma
analitica, uma op¢do € modelar empiricamente as condicionais por meio de modelos de regres-
sdo e posteriormente utilizd-las em um amostrador Gibbs, evitando assim a necessidade de se

amostrar diretamente da distribuicdo exata (Rodrigues, Nott e Sisson, 2019).

3.1 Meétodo proposto por Rodrigues, Nott e Sisson (2019)

Para construir o amostrador de Gibbs aproximado sem verossimilhanca, o algoritmo comeca
de maneira semelhante a muitos algoritmos ABC, extraindo amostras {(8®, s®))} | da distri-
buigdo p(X|0)b(0) e computando s = S(X ), em que b(8) é uma distribuigio arbitréria -

normalmente definida como a prépria distribuicdo a priori 7(8).
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Uma vez as amostras obtidas, sdo ajustados modelos de regressao da forma 6,|(S, 0_4) ~
f(04185", 94(S,0_4)), em que O_, é o vetor B excluindo ;. Desta maneira, garante-se que f(-)
seja 0 mais préximo possivel de 7(04|Sops, @—_4), a verdadeira distribui¢do condicional completa
de 0,. As fungdes g4(S, 0_4) indicam fungdes de S e 6_, usadas no modelo de regressio para
determinar a distribui¢do condicional de ;. Esses modelos sdo ajustados usando as amostras
ponderadas {(8®, s ;)) N |, em que 0s pesos wfj) oc K, (||8% —841s||)7(8) /b(6) garantem
que seja dada maior importancia as amostras mais proximas aos dados observados s,js.

Em seguida, um procedimento padrdo do amostrador de Gibbs aproximado ¢ implemen-
tado amostrando cada parametro, por sua vez, de uma aproximacao a sua respectiva distribui-
¢do condicional completa 6 m)|(sobs, 0_4) ~ f(9d|,éj, 9d(Sobs; @_q)) parad = 1,...,D. Se
f (9d|ﬁd , Sobs, 0—a) = 7(04|Sobs, O—_q) para todo d, o amostrador Gibbs resultante terd como

alvo exatamente m(6|Sps). A implementacdo do método original € realizada no Algoritmo 6.
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Algoritmo 6: Amostrador de Gibbs aproximado, sem verossimilhanga - Método Ori-
ginal

Entrada:
Um conjunto de dados observados (Xps);
Uma priori 7(#) e um modelo generativo intratdvel p(X0);
Uma distribui¢do b(€) descrevendo uma regido de alta densidade a
posteriori;
Um vetor observado de medidas resumo sqps =S (Xops);
Um kernel de suavizagdo K} (u) com pardmetro de escala i > 0;
Um inteiro positivo /N definindo o nimero de amostras ABC;
Um inteiro positivo M definindo o niimero de iteracdes do amostrador Gibbs;
Uma colegdo de modelos de regressao f (043, , ga(S,0_4)) para aproximar cada
distribui¢do condicional completa 7(04|Sops, @_q) parad =1,..., D.
Simulacdo de Dados Sintéticos
para:=1,2,--- N faca
1.1 Gere 8%) ~ (@) de alguma distribui¢cio adequada b(8);
1.2 Gere X ~ p(X|6%) do modelo;
1.3 Calcule as medidas resumo s =§(X®));
2.1 Calcule os pesos da amostra w® oc Kj,(||s%) — sous||)7(0)/b(6);
fim
Inicializar 8© = (8, ... 8T,
Estimacdo dos Modelos
parad=1,2,--- | D faca
3.1 Ajuste um modelo de regressdo adequado 64|(S,0_4) ~ f(0418;, 94(S,0-4)),
de modo a f (6] Bj, 9d(Sobs, @—_4)) aproximar localmente a distribui¢ao
condicional completa p(64|Sops, 0—_q);
fim
Aproximacdo de Gibbs
param =1,2,--- . M faca
parad=1,2,--- , D faca
4.1 0%, = (67,60, 8 e I)T
atualizados de éj(-'), j #d;
4.2 Atualizagdo de Gibbs: Amostre éém)|(sobs, 0, ~ f(9d|,éj, 9d(Sobss 07 4));
fim

o vetor que contém os valores

fim
Saida:
O vetor contendo amostras aproximadas de Gibbs para os parametros.
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3.2 Meétodo Proposto

Uma das desvantagens do método original, apresentado pelos autores, é a mistura possivelmente
lenta na cadeia de Markov, em especial para modelos com fortes correlagdes a posteriori. Essa
limitagdo € herdada naturalmente do préprio amostrador de Gibbs. Além disso, ao modelar
apenas a média e a varidncia, as aproximagdes adotadas assumem implicitamente que a forma
das distribui¢des condicionais completas € fixa em uma vizinhanga de s.;,s. Neste estudo, pro-
pomos (Algoritmo 7) uma abordagem para estimar densidade a posteriori, introduzindo duas

inovagdes ao método apresentado por Rodrigues, Nott e Sisson (2019).

1. Na literatura encontra-se estudos em que as densidades condicionais completas sdo esti-
madas a partir do ajuste de modelos flexiveis de regressao nado linear, como por exemplo
Blum e Francois (2010) que utilizam redes neurais, para modelar tanto parametro de
locacdo p quanto de escala o . Entretanto, mesmo com essa abordagem mais flexivel
assume-se que a distribui¢do dos residuos é a mesma em todo espaco das estatisticas re-
sumo onde o peso € positivo, ndo conseguindo, portanto, acomodar variagdes de forma

das distribui¢cdes condicionais completas.

Dado o exposto, propde-se entdo, aproximar as condicionais completas por meio do ajuste
de regressao quantilica via redes neurais com correc¢ao spl/ine monotonica, modelo que se
destaca pela flexibilidade e capacidade de lidar com a complexidade e ndo-linearidades

dos dados.

Outras abordagens para estimar as densidades condicionais foram testadas inicialmente
nesse estudo (resultados ndo apresentados) incluindo FlexCode apresentado por Izbicki e
Lee (2016) no qual, reformula a func¢do densidade condicional como uma série ortogo-
nal ndo paramétrica em que € realizada uma expansio ortonormal (como, por exemplo,
a base de Fourier) dos coeficientes, que sao estimados via regressdao. Em nossas simu-
lagdes, o método se apresentou lento e ndo apresentou ajustes suficientemente precisos.
A quantile regression forests proposta por Meinshausen (2006) visa estimar os quantis
condicionais dos dados, sendo um método baseado em florestas aleatorias. Novamente,
nao observamos bons resultados, mesmo tendo explorado diferentes configuragdes. Mo-
notone composite quantile regression neural network (MCQRNN) proposta por Cannon
(2018) € uma extensao nao linear da regressdo quantilica, composta por uma camada de

entrada (os preditores), uma ou mais camadas ocultas e uma camada de saida (a previsao
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para um vetor de quantis). O pacote grnn do software R é limitado a 2 camadas ocultas,
o que prejudica o ajuste do modelo conforme a dimensao e complexidade dos dados au-

menta, ndo tendo apresentado, desta forma, resultado satisfatério em nossas simulagdes.

2. Descorrelagdo prévia dos parametros para acelerar a convergéncia e aumentar a veloci-
dade de mistura (quao rdpido uma cadeia consegue explorar completamente o suporte
da distribui¢do alvo). Ou seja, ao realizar a constru¢cao dos modelos de regressdo e do
amostrador de Gibbs, no método proposto, pode-se optar por operar no espaco original
ou em um espago transformado, no caso da presenca de forte autocorrelacdo entre os pa-
rametros. Kessy, Lewin e Strimmer (2018) apresentam diversos métodos que podem ser

utilizados para descorrelagdo/whitining de variaveis.

Para melhor entendimento do método proposto descrevemos a seguir 0s passos necessa-

rios detalhadamente.

3.2.1 Simulacdo de Dados

Semelhantemente ao método original, para construcdo do amostrador de Gibbs aproximado
sem verossimilhanga, o algoritmo comegca extraindo amostras {(8®, s())} da distribuigio

p(X|0)b(8) e computando s = S(X), em que b(8) é uma distribuigio arbitraria.

3.2.2 Descorrelacio dos Dados - Opcional

Para descorrelacdo dos dados ha desde métodos simples, como os apresentados em Kessy,
Lewin e Strimmer (2018), até complexos quanto um fluxo normalizador abordado por Kobyzeyv,
Prince e Brubaker (2020).

Nesse estudo, procede-se com a descorrelacdo dos parametros 8, por meio da técnica PCA
ponderada, com os pesos oriundos de uma estimativa preliminar (via ABC) da posteriori, ge-
rando o novo vetor de parimetros transformados 6, para os quais os modelos de regressdo

quantilica com correcdo spline monotdnica via redes neurais sdo construidos.

3.2.3 Estimacao dos Modelos Quantilicos

Uma vez definido se serd ou ndo utilizada transformacdo dos parametros, adiciona-se a estru-
tura de uma rede neural ao modelo de regressdo quantilica para estimar os quantis das distribui-

¢oes condicionais completas 7(04)|(S, 0_,). Desta forma, 7(6,) prové a melhor aproximagio
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possivel para 7(0,|sops, 0—q). As varidveis dependentes variam com d, mas normalmente sdo
de dimensdes relativamente baixas (Rodrigues, Nott e Sisson, 2019). As fungdes g4(S,0_4)
indicam fungdes de S e 6_; usadas na camada de entrada da rede neural, para determinar a
distribui¢do condicional de 6.

A implementagdo das redes neurais foi realizada no software R, por meio do pacote Keras,
que utiliza como backend o pacote Tensorflow, desenvolvido pelo Google para implementagao
de redes neurais convencionais e profundas em diversas topologias. Para atingir os objetivos do
trabalho foi necessario adaptar a funcdo de perda da rede neural no pacote.

A Construcao do modelo foi realizada de forma sequencial, por meio da funcdo "Keras-
model-sequential()", ou seja, cada camada € adicionada uma apds a outra, sendo que, o output
da primeira camada serve como input da segunda.

E importante ressaltar que o pacote Keras apresenta a op¢do de se trabalhar com pesos
para as amostras, no entanto, ¢ limitada as fun¢des de perda ja inclusas no pacote. O que

impossibilitou o seu uso no estudo, visto que, a funcado de perda utilizada foi customizada.

3.2.4 Aproximacido Gibbs Sampling

Um procedimento padrdo do amostrador de Gibbs aproximado € implementado amostrando
cada parametro, por vez, de uma aproximacao a sua respectiva distribuicdo condicional com-
pleta. Precisamente, por meio da regressdo quantilica estima-se os pontos pertencentes ao grid
definido para os quantis desejados da funcdo de distribuigdo, F(xk), k=1,2,--- ,nemquen
¢ o nimero total de pontos a ser estimados.

Posteriormente, € realizada uma suavisac¢ao via spline monotdnico para obtermos uma apro-
ximac¢ao da DCC em todo o espago (e ndo apenas sobre o grid). Esse procedimento garante que
os quantis "ndo cruzam". Dai, utilizamos o método da transformada inversa para gerar uma
amostra da DCC aproximada. E importante mencionar que o ajuste via splines foi realizado
num espago transformado, para garantir que a aproximacéo da distribuicdo F(6y|Sobs, 0_4) esti-

vesse restrita ao intervalo O a 1.

3.2.5 Mudanca de Escala

No caso em que se opte por descorrelacionar os pardmetros para aumentar a velocidade da

mistura, € necessario realizar a transformacdo inversa de 6, para retorna a escala original 6.
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Algoritmo 7: Amostrador de Gibbs aproximado, sem verossimilhanga - Método Pro-
posto

Entrada:
Um conjunto de dados observados (Xps);
Um vetor observado de medidas resumo sqps =S (Xops);
[Opcional] Um kernel de suavizagdo K, (u) com pardmetro de escala h > 0;
Uma fungdo ¢ : [0, 1] —> R, z I—> ¢(x);
Um modelo generativo 7w (0)p(X|6);
Um inteiro positivo /N definindo o nimero de amostras sintéticas a serem geradas;
Um inteiro positivo M definindo o niimero de iteracdes do amostrador Gibbs;
Um vetor ¢ = (q1, G2, - - -, k), em que, 0 < g, < 1, que define os quantis a serem
estimados;
Simulacdo de Dados Sintéticos
para: = 1,2 --- N faca
1.1 Gere 8 ~ b(0) de alguma distribui¢io adequada b(8);
1.2 Gere X ~ p(X|6@) do modelo;
1.3 Calcular as medidas resumo s =§(X ®);
fim
[Opcional] Descorrelagcdo via PCA Ponderada
2.1 Calcular os pardmetros na escala transformada @ para todo N, e substituir 8 por 6
em (3.1e4.2.1);
Estimacdo dos Modelos Quantilicos
3.1 Ajustar modelos de regressao quantilica via redes neurais 74(6,4)|ga(S, 6_4) para
aproximar cada distribuicdo condicional completa 7 (04|Sons, @) parad = 1,..., D;
Aproximagdo Gibbs sampling
4.1 Inicializar 6© = (6 . T,
param = 1,2, --- M faca
parad=1,2,--- D faca
4.2.1 Obtenha 7,(64)| ga(Sobs, 0 ;), em que

0*, = (9~§m), . ,91(;7_11, 5&?1_1), . ,ég”‘”)T o vetor que contém os valores
atualizados de éﬁ) j #d;

4.2.2 Ajustar um spline monot6nico da forma F'(-) sobre os pontos (¢(q), 7,);

4.2.3 Gerar um valor aleatério u ~ U[0, 1];

4.2.4 Aplique o método da transformada inversa 8™ = F~1((u));

fim
fim
[Opcional] Mudanca de Escala

4.3 Realizar transformacdo inversa de @, para retorna a escala original 6;
Saida:
A cadeia {6,|t = 0,1,--- , M} contendo os valores gerados.
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4 Estudos de Simulacao

Com intuito de avaliar o desempenho do método proposto em relacdo ao método apresentado
por Rodrigues, Nott e Sisson (2019), foram realizados dois estudos de simulag@o: o primeiro es-
tima a distribui¢do a posteriori de um modelo normal bivariado, no qual optou-se pelo processo
em que ha a etapa de descorrelacdo dos pardmetros; o segundo estima a distribuicao a posteriori
de um modelo de mistura gaussiana D-dimensional sem considerar a etapa de descorrelagdo.
Em ambas as simulagdes utiliza-se regressao quantilica via redes neurais multicamadas, para

estimagdo das condicionais completas.

4.1 Exemplo 1: Normal Bivariada com X conhecida

Considere um modelo onde a varidvel aleatéria bivariada, X, segue uma distribui¢do normal
bivariada com média p = (q, j10) € matriz de covaridncia, ¥, conhecida. Consideramos ainda

uma priori conjugada para o vetor de médias, ou seja,

X ~ N(p, %),

wu~ U[—10,10],
seja x = (x1,r2) uma tnica amostra observada de X, temos
m(plx) ~ N(p", X)),

emque, u* = (' + X7 (S e+ T x) e T = (B, + 27

Neste exemplo, a verossimilhanc¢a pode ser facilmente avaliada, o que permite a comparacao
das distribuicdes estimadas com as respectivas distribuicdes exatas. Além disso, fazendo-se uso
das propriedades da distribuicao normal multivariada, a distribui¢do condicional completa para

1 pode ser expressa por

ulluzzu’QNN(u1+ 1y — p2), o7y — = )
059 022

A distribui¢do condicional completa para jo decorre de forma similar.
Os parametros utilizados para simulagdo foram, p = 0,9, 02 = le x = Sy = (5/2,5/2),

atribuiu-se uma distribui¢ao uniforme como priori U[—10, 10] para 1 e po
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Para obter (!, b, s, %), 1 = 1,..., N, foram geradas N = 10.000 amostras de todo o
processo, considerando b(u) = m(p), e procedeu-se com uma rodada preliminar de ABC por
importancia com uma taxa de aceitacao de 100%, visto que o objetivo era a estimacao dos pesos
para ajustar a PCA ponderada. Para isso, foi utilizado o pacote abc do software R (Csillery,
Francois e Blum, 2012). Em seguida, procedeu-se com a descorrelacdo dos parametros pt, por
meio da técnica PCA ponderada (fungdo prcomp do software R), ajustada a partir do conjunto
de amostras com seus respectivos pesos, gerando o vetor de pardmetros transformados p);.

Uma vez realizada a transformacio nos parametros, modelos de regressdo quantilica via
redes neurais com corre¢do spline monotonica foram construidos para os mesmos. Neste ponto
ha uma vantagem em relacdo ao método original, pois ndo € preciso definir manualmente a
estrutura das covaridveis adotadas nos modelos de regressao usados para aproximar as DCC,
o que segundo Rodrigues, Nott e Sisson (2019) é necessdrio para obter boas estimativas no
método original. Nesta etapa, para modelar as distribui¢des condicionais de i1, j12, procedeu-
se com a aproximacao por meio do ajuste de regressoes quantilicas (quantis no intervalo [0,002
; 0,998]) via redes neurais com corre¢do spline monotdnica . Por se tratar de um exemplo
meramente ilustrativo, optou-se por uma rede com apenas uma camada intermedidria com 32
neur6nios, fun¢do de ativacao relu, batch size igual a 32 (valor padrdo) e 50 épocas (definido
a partir da anélise do grifico de perda da base de validacdo), para os demais hiperparametros
foram considerados os valores defaut do pacote Keras.

Ap6s ajustar modelos razodveis para as distribui¢des condicionais, procede-se com a amos-
tragem Gibbs ABC. Para implementagdo do algoritmo foram consideradas M = 5.000 iteragdes
e utilizado como valor inicial (1, p2) = (0,0). A Figura 6, apresenta os resultados obtidos a
partir do método proposto, em que é possivel verificar a consisténcia do método, visto que a
estimativa para a posteriori obtida aproxima a verdadeira densidade, o que pode ser evidenciado
na Figura 7(e) onde temos os pontos representando a distribui¢do a posteriori aproximada e os
contornos representando a verdadeira distribuicao a posteriori.

Para avaliar a efetividade do método proposto em relacdo ao método apresentado por Rodri-
gues, Nott e Sisson (2019) comparamos os resultados obtidos por cada um deles na Figura 11.
Ao analisar os paineis (a) e (b), com as cinquenta primeiras iteracdes de Gibbs, percebe-se que
a mistura na cadeia para o método original é mais lenta que para o método proposto. Esse com-
portamento também € observado na Figura 11c, em que as distancias entre pontos consecutivos

da cadeia € maior para o método proposto.
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H2

M1 K1
(a) Amostra da Priori (b) Amostras aceitas pelo algoritimo de rejeicdo ABC

H2

H1 H1
(c) Amostra transformada PCA ponderada (d) Amostra da distribuigéo a posteriori aproximada

Figura 10: Etapas para estimag¢do da distribui¢cdo a posteriori. (a) Distribui¢do a priori para
1 € po. (b) Resultado da rodada preliminar do ABC por rejeicdo, para estimar os pesos das
amostras. A intensidade de cinza representa o peso da respectiva amostra (quanto mais escuro
maior o peso). (c) Descorrelacdo das amostras em (b) via PCA ponderada. (d) Estimativa da
densidade posteriori baseada em 5 mil itera¢des do amostrador de Gibbs.

Percebe-se ainda o efeito da descorrelag@o na fun¢do de autocorrelagdo (FCA) Figura 11 (d),
a FCA (referente a 141) € insignificante em todos os lags para o método proposto, indicando que
geramos efetivamente m amostras independentes da posteriori. O mesmo nao ocorre no método
original, em que ha uma forte correlacdo nos lags iniciais, com um decaimento exponencial
(caracteristico de um modelo auto regressivo). Obviamente, neste caso mais simples a propria

estimativa do ABC ja seria suficiente, conforme observa-se na Figura 10(b).
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Figura 11: Comparativo do método original versus método proposto. (a) Primeiras 50 interacoes
Gibbs - método proposto. (b) Primeiras 50 interacdes Gibbs - método original. (c) Distancia
Euclidiana entre pontos consecutivos da cadeia de Markov. (d) Fun¢do de autocorrelacdo. (e-f)
Estimativa da densidade a posteriori baseada em 5 mil iteragdes do amostrador de Gibbs para
o método original e proposto. Os contornos em vermelho representam as curvas de nivel da
distribui¢@o a posteriori exata.
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4.1.1 Custo Computacional

Para avaliar o efeito da etapa de descorrelacdo no tempo computacional gasto comparamos o
tempo total gasto com e sem inclusdo desta etapa. A partir da Tabela 1, verifica-se que, nesse
exemplo, ndo hd um aumento significativo no tempo gasto com a inclusio da etapa de descorre-
lagcdo no método original (8,02 segundos) em relacdo ao método sem a etapa de descorrelacio

(7,45 segundos) usando modelos lineares.

Sem Descorrelagado Com Descorrelagao
Etapa Tempo (s) % Tempo | Tempo (s) % Tempo
Simulacdo de Dados Sintéticos 6,56 88,06 6,56 81,80
Descorrelacao PCA - - 0,74 9,23
Estimagdo dos Modelos 0,20 2,68 0,08 1,00
Aproximacao Gibbs Sampling 0,69 9,26 0,64 7,97
Total 7,45 100,0 8,02 100,0

Tabela 1: Comparag¢do do custo computacional para método original com e sem a etapa de
descorrelagdo. Dados obtidos a partir do primeiro estudo de simulacdo item 4.1.

4.2 Exemplo 2: Modelo de Mistura Gaussiano

Consideramos neste exemplo o modelo de mistura gaussiano D-dimensional apresentado por

Rodrigues, Nott e Sisson (2019) no qual a verossimilhanca é dada por:

p(slO)=> ... > [H w! (1 - w>bi] ép(s|w(b,6),%)

em que ¢,(x|a, B) denota a func¢do de densidade da distribui¢do normal bivariada com média
a e estrutura de covaridncias B avaliada em @, w € [0, 1] é o peso da mistura, p(b,0) =
(1 = 2b1)0y,...,(1 —2bp)ip)", b = (by,...,bp)" com b; € {0,1} e ¥ = [%;;] tal que
Yi=1eX,; =pparai # j.

Para efeito de comparacdo, manteve-se os mesmos parametros utilizados por Rodrigues,
Nott e Sisson (2019) quais sejam, D = 2, spps = (5/2,5/2) e w = 0,3 e p = 0,7. A priori
utilizada no artigo original, U[—20, 40] , se mostrou demasiado vaga para o ajuste das redes, e

por isso, nessa simulagdo, consideramos um intervalo menor, a saber U[—10, 10].
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As DCC'’s para 6, e by, sdo dadas respectivamente por

01 ’ (927 b, S) ~ N(ﬂem v1— 02) ]1[720,40}(91%
Mo, = S1 — pPS2 + ,092 — 281b1 + 2p82b1 — 2pb102 — 2p92b2 + 4pblb292

by | (0, b, s) ~ Bernoulli(L(py, )),

4p
_ P2

1—w 2 2 2
Py, = In ( ) 1 72 510 + —pe9291 - 1_—%9192 + 1 by0:05,

w 1—p?
em que L(z) = 1/(1 + exp(—z)) denota a fung¢do logistica.

A distribui¢do de ¢; ndo € gaussiana, mas proporcional a gaussiana indicada no intervalo
em que a priori € definida. As distribuicdes condicionais completas para 6, e b, sdo obtidas de
maneira similar.

Para obter (6%, 05, b,,b%, s, s5),1=1,..., N, geramos N = 1.000.000 de amostras de todo
o processo, considerando b(6) = m(0). Posteriormente, para modelar as distribui¢des condi-
cionais de 61, 6, ajustamos regressoes quantilicas via redes neurais com corre¢ao spline mo-
notOnica. Para tanto, adotamos uma rede com 4 camadas intermediarias com 128, 64, 32, 16
neurdnios respectivamente. Usamos fun¢do de ativacdo relu, batchsize igual a 32 e 30 épo-
cas. Para os demais hiperparametros foram considerados os valores defaut do pacote Keras.
Geramos M = 20.000 iteracdes utilizando como valor inicial (6;,6>) = (0, —10).

Neste exemplo, inicialmente, testamos o uso do método proposto com a etapa de descorrela-
¢do, no entanto, ela se mostrou invidvel, visto que houve uma piora na estimativa da distribuicdo
a posteriori, pois a transformacio via PCA mudou a geometria da func¢do, dificultando a esti-
mativa. Ou seja, neste caso, o uso da descorrelacdo dos pardmetros gerou uma perda real na
metodologia.

Dado o exposto, procedemos com o ajuste das regressdes quantilicas (quantis no intervalo
[0,002 ; 0,998]) via redes neurais com correcao spline monotonica sem realizar a etapa de
descorrelagdo dos parametros.

Numa situacao prética deve-se optar pela descorrelacdo quando a mistura da cadeia se mos-
trar lenta e os parametros foram altamente correlacionados a posteriori.

A Figura 12, que apresenta os resultados obtidos a partir do método proposto e original,
sugere visualmente que a aproximagdo dos dois métodos foi parecida. Além disso, ambas sdao

razodaveis, o que pode ser evidenciado na Figura 13(e) (onde temos os pontos representando a
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distribui¢do a posteriori aproximada e os contornos representando a verdadeira distribuicdo a

posteriori).

0

04 M
(a) Amostra da Priori (b) Amostras aceitas pelo algoritimo de rejeicdo ABC

0

04 04
(c) Posteriori aproximada - Método Proposto (d) Posteriori aproximada - Método Original

Figura 12: Etapas para estimacao da distribui¢do a posteriori. (a) Distribuicdo a priori para 6,
e 6,. (b) Resultado da rodada preliminar do ABC por importancia, para estimar os pesos das
amostras. (c-d) Estimativa da densidade a posteriori baseada em 20 mil iteracdes do amostrador
de Gibbs para os métodos proposto e original.

Neste exemplo, novamente, para avaliar a efetividade do método proposto em relagdo ao
método apresentado por Rodrigues, Nott e Sisson (2019) comparamos os resultados da simu-
lacdo realizada a partir da metodologia original com os resultados da metodologia proposta.
Através da Figura 13 (a) - (b), ao analisar as cinquenta primeiras iteracdes de Gibbs, percebe-se
que a mistura na cadeia para o método original é mais lenta que para o método proposto, o que
pode ser observado através das distincias entre os pontos, no qual nota-se que o intervalo de
variagdo para as distribui¢do das distancias entre os pontos do método proposto € maior que a do

método original, Figura 13 (c) desta forma, pode-se dizer que houve um aumento na velocidade
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da mistura na cadeia.

Na Figura 13 (d) observa-se, que mesmo sem optar pela etapa de descorrelacdao dos para-
metros, a funcdo de autocorrelagdo do método proposto € praticamente insignificante em todos
os lags. O que ndo ocorre no método original, em que ha uma forte correlacdo nos /lags iniciais,

com um leve decaimento.
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Figura 13: Comparativo do método original versus método proposto. (a-b) Primeiras 50 inte-
racdes Gibbs para os métodos proposto e original. (c) Distancia Euclidiana, entre os pontos,
do método original versus proposto. (d) Funcdo de autocorrelacio. (e-f) Estimativa da densi-
dade posteriori baseada em 20 mil iteragdes do amostrador de Gibbs para os métodos original e
proposto e o contorno representando a verdadeira distribui¢do a posteriori .

Um dos motivos do melhor desempenho apresentado pelo método proposto frente ao origi-
nal € que ao utilizar modelos flexiveis para estimacdo das condicionais completas ndo € neces-
sario expandir o espaco por meio da utilizac@o de varidveis latentes b, e bo, para tornd-las mais

simples(o que nem sempre sempre € possivel), como no método original.
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Para exemplificar a vantagem do método proposto frente ao original , replicamos o exemplo
2 considerando os clusters mais separados, ou seja, S,s = (5,5). A Figura 14 apresenta os

resultados obtidos.
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(a) Amostra da Posteriori Aproximada Método Proposto (b) Amaostra da Posteriori Aproximada Método Criginal

Figura 14: Estimativa da densidade posteriori baseada em 20 mil iteragcdes do amostrador de
Gibbs para os métodos proposto e original e o contorno representando a verdadeira distribui¢ao
a posteriori.

A partir dos resultados apresentados na Figura 14, verifica-se que ao cosiderar os clusters
mais separados S,,s = 5 0 método original ndo consegue explorar toda regido ficando restrito a
apenas um cluster. No entanto, dada a flexibilidade do método proposto isso ndo ocorre, mesmo
para clusters mais distantes 0 método consegue explorar toda regido. Ou seja o método proposto
apresenta um ganho em termos da recuperagdo da posteriori.

E importante salientar que no método proposto, as etapas de estima¢do dos modelos quanti-
licos e de execucao do amostrador de Gibbs aproximado apresentaram os maiores custos com-
putacionais, representando 11,6% e 87,6%, respectivamente, do tempo total. Nos exemplos
apresentados, na etapa de execucdo do amostrador de Gibbs a predicio dominou o custo com-
putacional, representando aproximadamente 100% do tempo. A interpolacdo via spline e a
descorrelagdo dos parametros apresentaram custo computacional desprezivel. A distribui¢dao do

custo computacional depende drasticamente do problema em estudo.

5 Conclusoes

Neste trabalho introduzimos duas inovacdes para tornar mais eficiente o amostrador Gibbs-
ABC apresentado por Rodrigues, Nott e Sisson (2019), o qual, assim como sua versao exata,

pode apresentar lentiddo na mistura da cadeia de Markov, sobretudo em modelos com fortes
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correlagdes a posteriori.

Primeiramente, recomendamos realizar uma rodada preliminar de ABC para estimar a es-
trutura de correlagdo linear da distribui¢io a posteriori, a partir da qual podemos transformar
os parametros via PCA, com o objetivo de reduzir as correlagdes existentes. Dessa maneira, €
possivel acelerar a convergéncia do amostrador de Gibbs sem que seja necessdrio aumentar o
numero de amostras sintéticas.

Em sua formulacao original, o amostrador Gibbs-ABC aproxima as distribui¢des condicio-
nais completas a partir de modelos ajustados para a média e (opcionalmente) para a varincia
condicional das distribui¢des. Dessa forma, ainda que os modelos adotados sejam flexiveis
(de redes neurais, por exemplo), hd uma suposic¢io implicita de que a forma da distribuigdo é
fixa em uma vizinhanca de s.,s. Tal limitacdo estrutural dificulta, ou mesmo impossibilita, o
alcance de bons resultados. Para mitigar esse problema, pode-se ajustar modelos localmente
adequados em cada iteracdo de Gibbs. Entretanto, tal solu¢do exige que os modelos de regres-
sdo sejam ajustados milhares de vezes, o que se mostra computacionalmente invidvel, exceto
para as constru¢des mais simples.

Nesse contexto, propomos aproximar as DCC acumuladas por meio do ajuste de modelos
de regressdo quantilica via redes neurais com corre¢ao spline monotonica. Ao trabalhar com
modelos flexiveis para os quantis, ao invés de para as médias e variancias, conseguimos me-
lhores aproximagdes para as DCCs, reduzindo, em ultima instancia, o erro da estimativa da
distribuicdo a posteriori de interesse. Sabidamente, redes neurais tendem a apresentar melhor
desempenho quando sdo treinadas sobre grandes volumes de dados (por isso sdo ditas data hun-
gry), dificultado portanto a aplicac@o da nossa técnica em modelos onde a geracdo de amostras
sintéticas seja demasiado lenta.

O tempo computacional de nosso algoritmo é equivalente ao método original (com modelos
para a média via redes neurais), visto que as etapas de interpolacdo via splines e de descorrela-
cdo dos parametros via PCA apresentam custo computacional desprezivel.

Para avaliar empiricamente o desempenho do método proposto, foram realizados dois es-
tudos de simulag@o: no primeiro, estimamos a distribuicdo a posteriori de um modelo normal
bivariado. Verificamos que as duas inovagdes propostas para aprimorar o amostrador Gibbs-
ABC apresentaram resultados satisfatérios — a velocidade de mistura da cadeia de Markov se
mostrou drasticamente maior. De fato, o procedimento efetivamente eliminou a autocorrelagdo

da cadeia.
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No segundo estudo, estimamos a distribuicdo a posteriori de um modelo de mistura gaus-
siana bidimensional. Ao usar modelos de regressdo quantilica, obtivemos bons resultados,
mesmo sem expandir o vetor de parametros usando varidveis latentes (procedimento adotado
com frequéncia para simplificar as DCCs). Esse exemplo mostra que nossa abordagem permite
acomodar casos em que a geometria das condicionais completas seja substancialmente mais
desafiadora.

Em suma, tendo em vista os resultados obtidos, entendemos que as inovagdes aqui propostas
lograram éxito na busca por um amostrador de Gibbs-ABC mais eficiente. Obviamente, investi-
gacdes comparativas mais extensas deverdo ser conduzidas para estabelecer com mais precisao

em quais situacdes nossa proposta deve ser empregada.
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