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Resumo

DA SILVA, A. A. M. Regressao quantilica para dados com censura intervalar.
2019. 101f. Dissertacao (Mestrado) - Pds-graduagao do Departamento de Estatistica,
Universidade de Brasilia, Brasilia. 2019.

Com a extensao da regressao quantilica a andalise de dados de sobrevivéncia, a técnica
se mostrou uma possibilidade ou complemento por modelar de forma direta o quantil
condicional do tempo de sobrevivéncia. Também proporcionou uma interpretacao mais
acessivel, visto que as conclusoes obtidas sao feitas no tocante ao tempo de sobrevivéncia.
A motivagao dessa dissertacao foi a generalizacao da regressao quantilica quando a variavel
resposta apresenta censura intervalar, cujo foco foi a adaptagao de um algoritmo proposto
para a estimacao de maxima verossimilhanca nao paramétrica da distribuicao da variavel
resposta na presenca da censura intervalar. Para analise de sua performance, foi realizado
um estudo de simulacao, com cendrios diferentes e comparando essa metodologia a outra
técnica proposta na literatura, aplicado a dados com censura intervalar, avaliando o vicio,
o erro padrao e o erro quadratico médio. Ademais, realizou-se a aplicacao a conjuntos de
dados reais com a intencao de também verificar o desempenho dos métodos estudados.

Palavras-chave: Regressao quantilica; Anélise de sobrevivéncia; Censura intervalar;

Dados censurados; Kernel; Regressao Isotonica.






Abstract

DA SILVA, A. A. M. Quantile Regression for Interval Censored Data. 2019.
101s. Dissertation (Master degree) - Department of Statistics, University of Brasilia,
Brasilia, 2019.

With the extension of the quantile regression to the analysis of survival data, the te-
chnique proved to be a possibility or complement by directly modeling the conditional
quantile of survival time. It also provides a more accessible interpretation, since the con-
clusions obtained are made regarding survival time. The motivation of this dissertation
was the generalization of the quantile regression when the response variable is has interval
censorship. The focus was the adaptation of a proposed algorithm for the nonparametric
maximum likelihood estimation of the distribution of the response variable in the presence
of interval censorship. In order to analyze its performance, a simulation study was carried
out, with different scenarios and by comparing this methodology to another technique pro-
posed in the literature, applied to data with interval censorship, evaluating the bias, the
standard error and the mean square error. In addition, the application was made to real
data sets with the intention of also verifying the performance of the methods studied.

Keywords: Quantile regression; Survival analysis; Interval censored data; Censored

data; Kernel; Isotonic Regression.






2.1

3.1
3.2

3.3

5.1

5.2

2.3

0.4

Al

A2

Lista de Figuras

Exemplo de ¢, = > p-(vi — ¢-), em que 7 € (0,25, 0,5, 0,75). . . . . ..

Graficos do método proposto nessa dissertacao. . . . . . .. .. ... ...
Exemplo de diagrama de soma acumulada e sua funcao minorante convexa
MAXIINA. .« .« v v v v e e e e e e e e
Grafico da funcao de sobrevivéncia estimada para os dados do exemplo

proposto. . . ..o Lo

Gréficos da relagao entre o Tempo (intervalo para a data de compra do
celular atual em dias) e a Idade (em anos). . . . . . . ... ... ... ...
Gréafico do ajuste das retas de regressao, utilizando o quantil de ordem
7=1(0,2;0,4;0,6;0,8) e segundo o método proposto nessa dissertacao.

Gréficos da relagao entre o Tempo (em anos) de ocorréncia da primeira cérie
e a Idade (em anos) do inicio da escovagdo. . . . . . . .. ...
Gréafico do ajuste das retas de regressao, utilizando o quantil de ordem

7=1(0,1;0,2) e segundo o método proposto nessa dissertagao. . . . . . . .

Graficos dos resultados da simulagao para exemplo 4.1, baseados no tamanho
da amostra (n = 200), no nimero de amostras (n* = 20) e considerando
é; ~ Normal(0,0 ; 0,3): Vicio do método de [Zhou et al.| e de Imputacao da
estimativa de by e by, apresentando os seus respectivos quantis de ordem 7.
Graficos dos resultados da simulagao para exemplo 4.1, baseados no tamanho
da amostra (n = 200), no nimero de amostras (n* = 20) e considerando
é; ~ Normal(0,0 ; 0,3): EP do método de [Zhou et al.| e de Imputacao da

estimativa de by e by, apresentando os seus respectivos quantis de ordem 7.

02

64

00l

(o8

59



A3

A4

A5

A6

AT

A8

Gréficos dos resultados da simulacao para exemplo 4.1, baseados no tamanho
da amostra (n = 200), no nimero de amostras (n* = 20) e considerando

é; ~ Normal(0,0 ; 0,3): EQM do método de Zhou et al.| e de Imputagao da

estimativa de by e by, apresentando os seus respectivos quantis de ordem 7. [0l

Graficos dos resultados da simulacao para exemplo 4.1, baseados no tamanho
da amostra (n = 200), no nimero de amostras (n* = 20) e considerando
é; ~ Lognormal(0,0 ; 0,3): Vicio do método de|Zhou et al.| e de Imputagao

da estimativa de by e by, apresentando os seus respectivos quantis de ordem

Graéficos dos resultados da simulacao para exemplo 4.1, baseados no tamanho
da amostra (n = 200), no nimero de amostras (n* = 20) e considerando
é; ~ Lognormal(0,0 ; 0,3): EP do método de [Zhou et al. e de Imputacao

da estimativa de by e by, apresentando os seus respectivos quantis de ordem

Gréficos dos resultados da simulacao para exemplo 4.1, baseados no tamanho
da amostra (n = 200), no nimero de amostras (n* = 20) e considerando
é; ~ Lognormal(0,0 ; 0,3): EQM do método de|Zhou et al.| e de Imputagao

da estimativa de by e by, apresentando os seus respectivos quantis de ordem

Graficos dos resultados da simulacao para exemplo 4.1, baseados no tamanho
da amostra (n = 200), no niumero de amostras (n* = 20) e considerando
é; ~ Logistica(0,0 ; 0,2): Vicio do método de Zhou et al.| e de Imputacao

da estimativa de by e by, apresentando os seus respectivos quantis de ordem

Graficos dos resultados da simulacao para exemplo 4.1, baseados no tamanho
da amostra (n = 200), no nimero de amostras (n* = 20) e considerando

é; ~ Logistica(0,0 ; 0,2): EP do método de Zhou et al. e de Imputagao da

39

estimativa de by e by, apresentando os seus respectivos quantis de ordem 7.



A.9 Graficos dos resultados da simulagao para exemplo 4.1, baseados no tamanho
da amostra (n = 200), no nimero de amostras (n* = 20) e considerando
é; ~ Logistica(0,0 ; 0,2): EQM do método de Zhou et al.| e de Imputagao

da estimativa de by e by, apresentando os seus respectivos quantis de ordem

A.10 Graficos dos resultados da simulagao para exemplo 4.1, baseados no tamanho

da amostra (n = 200), no numero de amostras (n* = 20) e considerando

é; ~ Weibull(3,0; 1,0): Vicio do método de [Zhou et al.| e de Imputagao da

estimativa de by e by, apresentando os seus respectivos quantis de ordem 7.
A.11 Gréficos dos resultados da simulacao para exemplo 4.1, baseados no tamanho

da amostra (n = 200), no numero de amostras (n* = 20) e considerando

é; ~ Weibull(3,0 ; 1,0): EP do método de [Zhou et al.| e de Imputagao da

estimativa de by e by, apresentando os seus respectivos quantis de ordem 7. [Q4
A.12 Graficos dos resultados da simulacao para exemplo 4.1, baseados no tamanho

da amostra (n = 200), no nimero de amostras (n* = 20) e considerando

é; ~ Weibull(3,0; 1,0): EQM do método de|Zhou et al.| e de Imputacao da

estimativa de by e by, apresentando os seus respectivos quantis de ordem 7. Q3

B.1 Gréficos das estimativas ndo paramétricas da curva de sobrevivéncia: (a)
Curva de sobrevivéncia global e da idade 20 anos (pontilhada); (b) Curva
de sobrevivéncia global e da idade 30 anos (pontilhada); (c) Curva de sobre-
vivéncia global e da idade 40 anos (pontilhada); (d) Curva de sobrevivéncia
global e da idade 50 anos (pontilhada); (e) Curva de sobrevivéncia global e
da idade 60 anos (pontilhada); (f) Curva de sobrevivéncia global e da idade
72 anos (pontilhada). . . . ... O8]
B.2 Gréficos das estimativas nao paramétricas da curva de sobrevivéncia global

edasidades. . . . . . 9]



B.3

B4

Gréficos das estimativas ndo paramétricas da curva de sobrevivéncia: (a)
Curva de sobrevivéncia global e do inicio de escovagao com 0,5 anos (ponti-
lhada); (b) Curva de sobrevivéncia global e do inicio de escovagao com 1,5
anos (pontilhada); (c) Curva de sobrevivéncia global e do inicio de escovacao
com 2,5 anos (pontilhada); (d) Curva de sobrevivéncia global e do inicio de
escovagao com 3,5 anos (pontilhada); (e) Curva de sobrevivéncia global e do
inicio de escovagao com 4,5 anos (pontilhada); (f) Curva de sobrevivéncia
global e do inicio de escovacgdao com 5,5 anos (pontilhada). . . . . . . . . ..
Graficos das estimativas nao paramétricas da curva de sobrevivéncia global

e das idades de inicio de escovagao. . . . . . . ...



2.1

3.1

3.2

4.1

4.2

4.3

4.4

5.1
5.2

2.3

Lista de Tabelas

Estimativas dos parametros para regressao quantilica. . . . . . . . . . . ..

Tempos de sobrevivéncia de 10 observacoes, com censura dos tempos or-
denados ys, y7 e ys e estimativas da fungao de sobrevivéncia e funcao
distribui¢ao acumulada, S(y;) e F/(y;), respectivamente. . . . . . . .. ..

Resultado do ajuste para o modelo de regressao quantilica. . . . . . . . ..

Resultados da simulacao para o exemplo 4.1, baseados no tamanho da
amostra (n = 200), no numero de amostras (n* = 20) e considerando
€ ~Normal(0,0; 0,3). . . . . . . . .
Resultados da simulacao para exemplo 4.1, baseados no tamanho da amos-
tra (n = 200), no numero de amostras (n* = 20) e considerando &; ~
Lognormal(0,0; 0,3). . . . . . . .
Resultados da simulacao para exemplo 4.1, baseados no tamanho da amos-
tra (n = 200), no numero de amostras (n* = 20) e considerando &; ~
Logistica(0,0; 0,2). . . . . . . .

Resultados da simulacao para exemplo 4.1, baseados no tamanho da amos-

tra (n = 200), no ndmero de amostras (n* = 20) e considerando ¢&; ~

Weibull(3,0; 1,0). . . . . . oo

Informagoes sobre o celular atual fornecidas pelos entrevistados. . . . . . .
Medidas resumo dos limites superior e inferior das datas desde a aquisicao
do celular (em dias). . . . . . ... Lo

Frequéncia das faixas etarias dos entrevistados. . . . . . . . . ... .. ..

45



5.4

3.5

2.6

5.7

Estimativas para os parametros dos modelos de regressao quantilica, os erros
padrao e intervalos de confianca. . . . . . .. ... ... ... ........ [63
Frequencia das faixas de idade das criangas de quando iniciaram a escovagao
dosdentes. . . . . ... ... ... .. ... .. . ... o7
Medidas resumo dos limites superior e inferior das idades da primeira ocorréncia

de cérie (emanos). . . . ... ... ... ... . ... ... b7
Estimativas para os parametros dos modelos de regressao quantilica, os erros

padrao e e intervalos de confianca. . . . . .. ... .. ... ......... [BS



Sumario

1. Introducao . . . . . . . . . . . il
2. Regressao Quantilica . . . . . . . . . . .
2.1 Quantis via otimizacao . . . . . . . . . ... [
2.2  Estimacgao para regressao quantilica . . . . . . . ... ... 9]
2.3 Propriedades da Regressao quantilica . . . . . . ... .. ... ... .... 13]
2.4 Inferéncia para o modelo de regressao quantilica . . . . . . . .. ... ...
2.4.1 Intervalo de confianca: método assintético . . . . . . . . ... ...

2.4.2 Intervalo de confianga: método bootstrap . . . . . . . . .. ... .. 17

2.4.3 Teste de Hipdtese Linear Geral . . . . . . . ... ... ... .... 10l

3. Regressao quantilica para dados censurados . . . . . . . . . ... .. ... ... 23
3.1 Censura intervalar . . . . . .. ... Lo 201
3.1.1 Funcao de verossimilhanca . . . . . . . ... ... L. 271

3.2 Regressao quantilica para censura intervalar . . . . . . ... ... ... .. 30
3.2.1 Regressao isotonica . . . . . . . . . . ... 311

3.2.1.1 Estimador ndo paramétrico de méxima verossimilhanca (ENPMV)

- censura intervalar . . . . . .. ...

3.2.2 Nucleo estimador . . . . . .. ... 351
3.2.2.1 Dados nao censurados . . . . . ... ..o 3061

3.2.22 Dadoscensurados . . . . .. ... 37

3.2.3 Suavizacao da estimativa da distribui¢ao condicional de Y dado valor
das covaridveis continuas . . . . . . ... ... ... L.

3.2.4 Método de Portnoy . . . . . ... ...



3.2.4.1 Ponderacao via Kaplan-Meier . . .
3.2.4.2  Algoritmo recursivo de Portnoy . .
3.2.5 Método proposto . . . . ... ... L.
3.2.6 Métodode Zhou . .. ... ... ... ...

3.2.6.1 Correcao do vicio . . . . . ... ..

4. Estudo de simulacao para comparacao dos métodos . . .

5. Aplicacao das metodologias a dados empiricos . . . . . .

5.1 Bancosdedados . .. .. . .. .. ... ... ...

6. Consideragoes finais. . . . . . . . . . . . .. ... .. ..

Referéncias . . . . . . . . .

Apéndice

A. Graficos do estudo de simulagao para comparagao dos métodos . . . . . . . . ..

B. Graficos da aplicacao das metodologias a dados empiricos

01]
01l

971



Capitulo 1

Introducao

A regressao quantilica é reconhecida como uma extensao mais robusta a tradicional
estimacao via minimos quadrados dos modelos de regressao linear, que somente detecta
associacoes com a média condicional. Esse procedimento estatistico oferece uma opcao
mais ampla para avaliar a influéncia dos efeitos das covariaveis sobre a variavel resposta
nos diferentes niveis de quantis, produzindo informacoes mais detalhadas. Assim, o modelo
de regressao quantilica especifica o valor do quantil condicional de uma variavel resposta
real Y dado o valor X = x, um vetor de covaridveis p-dimensional (Koenker e Bassett Jr,
1978):

Qv (rlx) =x'B(7),

em que Qy(7|x) é o quantil condicional de Y|X =z, 0<7<1 e S €RP (éo vetor de
parametros) para p > 1.

Algumas das propriedades da regressao quantilica sao bastante atrativas, principal-
mente diante da violagao de pressupostos e de outliers. Quando ha falha na suposicao de
homoscedasticidade, a regressao quantilica proporciona uma abordagem menos sensivel a
essa variabilidade estatistica dos dados se comparada a média condicional, havendo uma
acomodacao da heteroscedasticidade. Dessa maneira, possibilita uma perspectiva mais
precisa e abrangente em relacao aos diferentes niveis de associagoes. Esse mesmo compor-
tamento ¢é constatado na presenga de outliers, em que as estimativas da regressao quantilica
também se apresentam robustas. Outro recurso importante do método é com relagao as
transformacoes, visto que hé invariancia dos modelos as transformacoes monétonas. Por-
tanto, a distribuicao original é preservada, permitindo que a interpretacao seja feita de
forma direta dos parametros.

Com a extensao da regressao quantilica a andalise de dados de sobrevivéncia, a técnica



2 Capitulo 1. Introdugao

se mostrou uma possibilidade ao tradicional modelo de riscos proporcionais de Cox, por
modelar de forma direta o quantil condicional do tempo de sobrevivéncia. Assim, facilita
a interpretagao, visto que as conclusoes obtidas pela regressao quantilica sao feitas no
tocante ao tempo de sobrevivéncia e nao em relagao a fungao de risco — como no método
de Cox.

Para andlise de dados com tempo de censura aleatéria (além dos tipos censura a direita
e a esquerda), ha o tipo chamado de censura intervalar ou sobrevivéncia intervalar, em que
o tempo do evento (Y) somente é conhecido por ter ocorrido num determinado intervalo
de tempo, ou seja, Y € (ty;,t9], em que ty; e ty; sdo instantes de observagdo. A censura
intervalar se divide nos casos I e II. Os dados de censura intervalar do caso I, mais conhecido
como estado corrente (current status), concernem a dados em que todas as observagoes
sao censuradas pela direita, Y € (t1;,00), ou pela esquerda, Y € (0,ty;), em que Y e
t1; sao variaveis independentes. Portanto, no estado corrente, o individuo é observado
apenas uma vez no experimento num determinado tempo de observagao (ty;), verificando
a ocorréncia ou nao do evento de interesse. Ja o caso II é o caso geral, quando hé exames
periédicos, em que se tem duas informacoes de tempo para um mesmo caso, t1; < Y < to;.

Nesta dissertacao, a motivagao foi a generalizagao da regressao quantilica quando a
variavel resposta estd em censura intervalar. Um dos enfoques é a adaptagao de um
algoritmo proposto para a estimagao nao paramétrica de maxima verossimilhanca da dis-
tribuicao da variavel resposta na presenca da censura intervalar. Para aplicacao do método
de Portnoy, descrito em [Rasteiro (2017), para dados com censura a direita, realizou-se a
imputacao dos tempos de falha para os casos em que o intervalo de censura é finito. Para
uma observacao em que isso ocorre, a funcao de distribuicao condicional do tempo de fa-
lha, dado o valor da covariavel, foi estimada adaptando-se o algoritmo iterativo da funcao
minorante convexa, introduzindo pesos as observagoes, de tal forma que esses fossem de-
crescentes quanto maior fosse a distancia entre o valor da covaridvel para a observacao
fixada e para o restante das observagoes, utilizando nicleo estimador (Kernel). Obtida a
estimativa, essa foi uma funcao escada dos valores das observacoes, utilizando novamente
nucleo estimador para que se pudesse obter o valor imputado 7; para a variavel resposta,

gerando um valor z; com distribui¢do uniforme no intervalo [F'(ty;), F'(t2;)] e obtendo

i = F~(z;) iterativamente.

O método proposto foi comparado com a metodologia abordada por [Zhou et al. (2017,
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que trata da estimacao do vetor de parametros ((7) para modelos de regressao quantilica
com dados censurados por intervalos e a obtencao da propriedade de consisténcia. Em
Zhou et al.| (2017), a propriedade da normalidade assintética é estabelecida com um viés
convergindo para zero. Para reduzir o viés, Zhou et al| (2017) propéem o método de
corregao de polarizagao baseado na metodologia direta (estimativa inicial). Esses método
nao exige que os vetores de censura sejam distribuidos de forma idéntica e pode ser aplicado
a modelos com varias covariaveis.

A dissertacao esta organizada da seguinte forma: o Capitulo 2 trata de uma breve
revisao sobre os quantis via otimizacao, apresentando a solugao para uma simples mi-
nimizacao de uma soma da fungao perda, resolvida pelo quantil amostral de ordem 7.
Também se refere a definicao de modelos de regressao quantilica, propriedades e inferéncia
para esses modelos. No Capitulo 3, ha uma abordagem inicial sucinta sobre censura inter-
valar. Ademais, trata sobre a regressao quantilica aplicada a dados de censura intervalar,
casos I e II. Assim, também versa sobre o método proposto que utiliza a suavizacao da
estimativa da distribuicao condicional de Y dado o valor das covariaveis continuas, utili-
zando a estimacao nao paramétrica através da regressao isotonica e suavizada com a funcao
kernel, incluindo a aplicacdo da metodologia usada por Rasteiro (2017). Além disso, ha
uma explanagao sobre a abordagem realizada por Zhou et al. (2017). O Capitulo 4 exibe
um estudo de simulacao para aplicacao do algoritmo proposto para o estimador de maxima
verossimilhanca nao paramétrico da distribuicao da varidvel dependente na presenca da
censura intervalar, em comparacao com a técnica de Zhou et al| (2017). No Capitulo
5, tem-se a aplicacao das metodologias a dados empiricos. O Capitulo 6 apresenta as

consideragoes finais sobre o estudo.
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Capitulo 2

Regressao Quantilica

O método dos minimos quadrados (MMQ) vem sendo empregado, particularmente,
para realizar a analise de regressao, ja que o procedimento versa sobre a relagao entre a
variavel resposta de interesse e as covariaveis, descrevendo a média da variavel Y para
cada valor fixo de X, através de uma funcdo de média condicional da resposta (Hao e
Naiman, [2007). Suponha que Y seja uma varidavel dependente continua e X um preditor

p-dimensional, considerando o modelo padrao de regressao linear
/ .
Yi=x,f+¢;, i1=1,..n,

em que ¢; sao independentes, identicamente e normalmente distribuidos com média zero
e variancia desconhecida o2 O cerne da andlise de regressao cldssica estd na média,

E(Y|X = x) = 2/, em que [ mensura a variagdo marginal no valor esperado de Y
dada a variacdo unitdria em X, pois assume que FE(g|X) = 0 e a Var(g/X) = o2
Ademais, a aplicacao de modelos de médias condicionais conduz a estimadores que sao
acessiveis para computar e interpretar, apresentando, também, propriedades estatisticas
atraentes. Os estimadores (B) podem ser obtidos por MMQ), que minimiza o valor da
n

fungao de erro quadratico médio, isto é, mingegr .

[V; —x/4]°, em que x| é a i-ésima
linha da matriz X.

Entretanto, a estrutura de médias condicionais possui limitacoes intrinsecas, pois ao
resumir a relacao entre Y e X, o modelo gerado nao pode ser imediatamente estendido a
outras medidas, além da média. Outra desvantagem ocorre quando hé elevada distorcao
da distribuicao, o que pode dificultar a interpretacao da média. No caso de violacao da
suposicao de normalidade, isso pode suscitar imprecisao nos erros padrao. Assim, esse

modelo tradicional nao considera as propriedades distributivas condicionais completas da

variavel dependente, apresenta apenas informacao sobre a média condicional.
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Apesar do modelo de regressao linear e do modelo de regressao quantilica serem analogos
em alguns aspectos, ja que ambos tratam de uma variavel dependente continua e funcao
linear em parametros (desconhecidos), as técnicas diferem na modelagem dos dados e
na dependéncia das suposicoes pertinentes aos erros, como ja mencionado. A regressao
quantilica é considerada uma generalizacao natural da regressao linear classica, pois é ro-
busta quanto as suposicoes distributivas, posto que o estimador pesa o comportamento
local da distribuicao perto do quantil especifico, mais do que o comportamento remoto
da distribuigdo (Hao e Naiman, [2007), logo a estimacao dos parametros é considerada
mais eficiente. Na regressao quantilica também ha variacao no quantil condicional, pois é
possivel modelar qualquer posi¢ao predeterminada da distribuicao, para qualquer quantil
especificado. Portanto, ¢ uma abordagem mais abrangente para a analise estatistica.

Desde o trabalho seminal de [Koenker e Bassett Jr| (1978]), admitiu-se a regressao
quantilica como uma extensao mais robusta, especialmente para os erros que nao apresen-
tam distribuicoes Gaussianas. Os primeiros trabalhos de aplicagoes empiricas dos modelos
de regressao quantilica foram dos economistas (Buchinskyl, [1994; Chamberlain, [1994)), com
estudos que pesquisavam a respeito de toda a distribuicao condicional dos salarios, a fim
de precisar se os retornos de grau de escolaridade, a experiéncia e os efeitos da filiacao
sindical diferiam entre os quantis salariais.

Outros estudos deram sequéncia, abordando tépicos adicionais, com a utilizacao da re-
gressao quantilica para andlise salarial, como diferencas de saldrios entre brancos e minorias
(Chay e Honore, 1998), diferenga salarial entre homens e mulheres (Fortin e Lemieux)|1998)),
a transferéncia intergeracional de rendimentos (Eide e Showalter, 1999), distribuigoes de
salarios dentro de industrias especificas (Budd e McCall, [2001)), variacao na distribuigao
salarial (Machado e Matal |2005; [Melly, 2005)) e nivel educacional e desigualdade salarial
(Lemieux 2006)).

O emprego da regressao quantilica também se estendeu para discorrer sobre o impacto
demogréfico sobre o peso ao nascer do bebé (Abrevayay, [2002)) e a qualidade da escolaridade
(Bedi e Edwards, [2002} [Eide et al., [2002)). Além disso, a regressao quantilica se espalhou
para outros campos, notadamente a ecologia e as ciéncias ambientais (Cade et al., [1999;
Scharf et al., |1998), a sociologia (Haol 2005, 2006alb) e medicina e saide ptblica (Austin
et al., [2005; Wei et al., 2006). Informagcoes obtidas em Hao e Naiman| (2007)).
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2.1 Quantis via otimizacao

Nesta secao, os conceitos foram baseados no livro de Koenker e Portnoy| (1996)).

Seja Y qualquer varidvel aleatéria de valor real com a funcao de distribuicao acumulada
Fy(y) = Fly) = P(Y <y).

O quantil de ordem 7 para Y ¢é definido como

Qv (1) =Q(1) = Fy (1) = inf{y : Fy(y) > 7}, (2.1)

para V7 € [0,1]. Se F(-) é estritamente crescente e continua, entdo Fy '(7) é um tnico
numero real y tal que F(y) = 7 (Gilchrist, 2000).

Os quantis ordinarios de uma amostra surgem de um problema de otimizacao elementar.
Considere a questao da teoria de decisao em que se necessita uma estimava pontual para
uma variavel aleatéria com fungao de distribuicao F(-). Tome, a funcdo perda definida

CcOo1mo

1, u<0
pr(u) =u{r —I{u<0)}, I(u<0)= (2.2)
0, ©u>0

~

para V7 € [0,1] e p;(u) > 0 para Yu, em que I é a funcado indicadora e u =Y — g.
Para minimizar a perda esperada, considera-se encontrar g. Logo, tem-se,
A o A ?g A
Elp-(Y = )] = T/ (y = 9)dFy(y) + (1 — 1) / (y — 9)dFy (y).
Y —00

Para encontrar a condi¢ao de primeira ordem com respeito a ¢, tem-se

0= %{E[pT(Y—@)]}:T/;dFy(y)HT_U/y 0F,(y) = F(j) — 7

—0o0

Dado que a fungao de distribui¢ao acumulada é mondtona, qualquer elemento de {y :
F(y) = 7} minimiza a perda esperada, isto é, ¢ ¢é o quantil de ordem 7 para Y,
y=Fy '(7), que minimiza a observacao esperada para a funcio de perda definida

min Elpo(¥ = ) (2.3)

No caso de a fungao de distribuigao acumulada ser substituida por F,(¢), uma fungao

de distribuicao empirica é
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A escolha de y para minimizar a perda esperada,

/pf(yi—ﬂ)an(y) = %pr(yi—ﬁ),

acarreta no quantil amostral de ordem de 7. O problema de otimizagao, para encontrar

o quantil amostral de ordem 7, da-se da seguinte forma
G = mianT(yi —qr). (2.4)

Para exemplificar o problema de minimizagao ([2.4)), a seguir, construiu-se alguns dados

ficticios com auxilio do software R.

Exemplo 2.1. Seja Y, ...,Y, uma amostra aleatéria com n = 1.000 observagoes de
uma varidvel Y ~ N(0,5; 0,5). Assim, computou-se a func¢ao (2.4)) para ¢, = y, em
que y representa cada observacao da amostra, e para os diferentes valores de quantis,

7€ (0,25, 0,5, 0,75).

* =025
\ — 05

=075

1000

Figura 2.1: Exemplo de ¢, = > p,(y; — ¢-), em que 7€ (0,25, 0,5, 0,75).

Os valores de ¢,, que minimizam ¢,, sao iguais a 0,176, 0,526 e 0,828, conforme

os respectivos 7 = (0,25, 0,5, 0,75), nesse exemplo.
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2.2 Estimacao para regressao quantilica

A regressao quantilica avalia o impacto de um vetor de preditores X = x, p-dimensional,
em uma varigvel resposta Y (escalar), definida para 7 € [0,1]. Assim, a fungao do quantil

de ordem 7 condicional é dada por
Qv(rlr) =inf{y: P{Y <y [ X =z} > 7}, (2.5)

em que Qy(7|z) = Q.(Y|X ==x). Como ja foi mencionado, Koenker e Bassett Jr| (1978)

defenderam a substituicao de um modelo linear para a média de resposta pelo modelo

Qy (7lz) = Po(7) + 2'Bi(T) + ¢, (2.6)

em que 7 € [0,1], o0s coeficientes quantilicos sao [By(7) € R e [Bi(1) € RP e € éo
vetor de erros desconhecidos, supondo que o quantil condicional de ordem 7 ¢é zero, isto
é, Q(tlz) = inf{a : P(e <alX =2) > 7} =0o0u Ple <0/X =2) =7 (Rodrigues
et all 2016; [Davino et al., 2013)). Pode-se interpretar o coeficiente [, como a taxa de
variagao no T7-ésimo quantil da varidvel resposta Y ao variar em uma unidade o valor
do i-ésimo regressor, mantendo os valores fixos das demais varidveis (Rasteiro, 2017). Do

mesmo modo, como o quantil da amostra de ordem 7 resolve (2.4)), logo, leva-se a uma

abordagem da equacao (2.6]), obtendo-se
Qy (r|z) = mln ZPT — Qy(7]2)), (2.7)

em que Qy(7|z) = Q.(Y|X ==x) denota uma fungao (geral) do quantil condicional.

Seja (yi, x;),Vi > 1, com n valores observados de (Y, X). Na inferéncia do modelo
de regressao quantilica linear, a estimacao de [(7) é realizada resolvendo o problema de
minimizag¢ao

B(r) = min > p.(y; — aib), (2.8)

i=1

ou seja, visando obter uma estimativa de [ que minimize essa funcao.

Agora revisar-se-4 alguns métodos, como simplex e ponto interior para resolver a
equacao . No caso particular de tendéncia central, a soma de erros absolutos é mini-
mizada pelo estimador da regressao mediana. As outras fungoes quantilicas condicionais

sao estimadas minimizando uma soma de erros absolutos assimetricamente ponderados.
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Algoritmo Simplex
O problema de regressao quantilica (2.8)), ou seja, o célculo do estimador B (1), pode

ser reescrito como o problema de programacao

min Z Tly: — xi'B| + Z (1—17)|y: —xi'B|

BERP
ie{i:y; > 8} ie{iy;<ziB}

min {rlu+(1-7)1lv|y=X8+u-v}, (2.9)
(Bu,v) € RPx Ri"

sujeitoa SERP, u>0e v>0,

em que 'y = (Y1,...,Yn) , X = (21, ..., 2) , 1, é um vetor (n x 1) de valores iguais
aum, u=[y—X08y , v=[XB-yly e [z]+ éa parte ndo-negativa de z.
Levando isso alguns passos a frente, tem-se que 0 = (¢', ¢’ 0, v’), ¢ =[pF ]y, ¢ =
[ ], B=[x —x I, —1,], em que I, éa matriz identidade de ordem n, e
d=(0,0,71,(1—7)1,), em que 0’ = (0,0,...,0),. Pode-se escrever o problema como

um problema primal de minimizacao de programacao linear na forma padrao

(P) mein d'é (2.10)
s.a. BO =y,
6> 0.

Assim, a resolucao do problema pode se dar através do método simplex, o qual
comega em uma solugao bésica factivel (um dos pontos extremos). Se for a solugao 6tima,
parard; mas se nao for, continuara deslocando de vértice para vértice no exterior do con-
junto de restrigoes lineares. O algoritmo continua até fornecer o menor valor para a fungao
objetivo (ou maior, para problemas de maximizagao), comparada com a atual, ou seja,
chegar ao 6timo (novo vértice).

O livro de Dantzig (2002)) relata que suas ideias sobre o método simplex, surgiram em
1947 como um ensaio para a resolucao de uma classe de problema de planejamento militar,
empregando métodos semelhantes aos que ele utilizou em estudos anteriores com Wald e
Neyman sobre o lema de Neyman-Pearson. No entanto, Barrodale e Roberts| (1973) foram
quem propuseram o primeiro algoritmo que explora de forma dual as varidveis limitadas

do problema de minimizacao dos erros absolutos do modelo de regressao linear. Ja com
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relagdo a regressao quantilica, Koenker e d’Orey| (1987) sugeriram um algoritmo modifi-
cado do método simplex, mais eficiente, para esse tipo de problema quando o tamanho
do conjunto de dados é moderado. Além disso, o algoritmo é o mais estavel por sempre
encontrar uma solugao, apesar de ser lento para um grande nimero de observagoes (Chen e
Wei, 2005). Essa abordagem de |Barrodale e Roberts (1973) estd implementada no pacote
quantreg do software R, utilizando o comando method = “br”. Para maiores detalhes sobre

o método simplex vide Koenker et al.| (2017)) e [Santos| (2012).

Algoritmo de Ponto Interior

Ja o método de ponto interior é computacionalmente superior se comparado ao tra-
dicional método simplex para grandes problemas de programacao linear e para grandes
aplicagoes de regressao quantilica (Portnoy et all |[1997). Esse algoritmo é um conjunto de
técnicas iterativas que, em vez de percorrer o exterior do conjunto de restrigoes, como no
simplex, desloca-se para o interior do conjunto de restrigoes (regiao factivel) em diregao a
uma solucao de vértice.

A abordagem do método ponto interior por [Karmarkar| (1984) apresenta uma conexao
estreita com o trabalho sobre métodos de barreira para otimizagao restrita, de |Fiacco
e Mccormick (1968), e também para programas lineares de [Frisch| (1956). Seguindo a

exposigao em [Portnoy et al.| (1997)), considere o programa linear canonico
min {c'z | Az = b,z > 0}. (2.11)
Associa-se esse problema a reescrita da barreira logaritmica (método de Frisch)
B(x, u|Az = b), (2.12)

em que

Bla.p) = — 'y los(ri).
A equacao substitui as restrigoes de desigualdade em com um termo de
penalidade da barreira do logaritmo, assim, minimizando com uma sequencia de
parametros u, tal que g — 0. Com isso, obtém-se, no limite, uma solugao para o pro-
blema original . O problema modificado mostra uma clara vantagem, pois gera
passos do método de Newton para qualquer p fixo. [Portnoy et al. (1997) escreveram o

problema quadrético (Newton) para uma dire¢ao resultante de descida, p, inciando em x
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como (Koenker et al., 2017):

1
min = {c'p — up/ X~ + S pup' X7l Ap = b},
p

em que
2, 0 - 0
' 0 29 --- 0
X =diag(z) =
0 0 -

Denotando um vetor de multiplicadores de Lagrange para a restricao de igualdade por

y, esse problema produz condigoes de primeira ordem
{c—pX M, +uX?p= Ay, Ap = 0},
que, multiplicando-se por AX?, pode ser reformulado como
AX?Aly = AX?c — nAX',,.

Resolver y e substituir as condi¢oes de primeira ordem produz uma direcao de Newton,
0. A dificuldade inerente de cada passo desse método de barreira primordial consiste, por-
tanto, em resolver o sistema linear p x p nessa equagao. [Koenker et al.| (2017)) mencionam
que alguma melhoria no desempenho pode ser alcancada explorando as formulagoes pri-
mais e duais do problema. O dual do problema canénico pode ser expresso como (Koenker
et al., 2017):
myax{b'y | Ay+z=¢, z>0}.

A otimizacdo na primal implica em ¢ — pX 11, = Ay, entdo, pode-se definir 2 =

pX 1 para satisfazer a restricao dual e obter o sistema

A trajetéria paramétrica (z(p),y(u), z(n)) descreve o “caminho central” do centro
da restricao definido para uma solucao no limite do conjunto de restricoes, satisfazendo
a classica condigao de folga complementar, Xz = 0, quando p = 0. Essa formulagao

primal-dual novamente resulta em um sistema linear p X p, que requer o mesmo esforco
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computacional em cada iteragao (Koenker et al. 2017)). Para completar a descricao do
método primal-dual, precisaria especificar a distancia a percorrer na direcao p, como
ajustar p a medida que avanca ao longo do caminho central e como parar; esses detalhes
podem ser encontrados em Chen e Wei (2005)); Portnoy et al.| (1997).

Chen e Wei (2005) mencionam que o algoritmo de ponto interno é simples, facilmente
adaptado em outras situagoes (por exemplo, regressao quantil restrita), e muito rapido para
conjuntos de dados que possuem muitas observagoes e um pequeno nimero de variaveis
explicativas, mas apresenta dificuldade na presenca de outliers nas covariaveis. O método
ponto interior esta implementado no pacote quantreg do software R, utilizando o comando
method = “fn” ou method = “pfn”, este se o caso é o uso do pré-processamento, que me-

lhora substancialmente o desempenho do algoritmo (Santos, [2012; Koenker et al.| 2017)).

2.3 Propriedades da Regressao quantilica

Teorema 1 (Koenker e Bassett Jr, [1978) - Seja a matriz A,y, nao singular, v € R?

e a> 0. Entao, para qualquer 7 € [0, 1],

(i) Equivariancia de escala:

* Bf(aan) = CLBT(%X)v

* BT(_CL?%X) = a@l—f(va)'
(ii) Equivariancia de regressao: BT(y + X7, X) = BT(y, X))+, v€RP.

(iii) Equivariancia da reparametrizacio da matriz de design: f.(y, AX) = A4, (y, X),
4] £0.

(iv) Equivariancia a transformagoes mondtonas: Q. (h(Y)|X) = h(Q,(Y]X)).

O item (iv) é outra propriedade que os quantis dispdem, como mencionado anterior-
mente. Essa propriedade é essencial para uma maior compreensao do potencial da regressao
quantilica. Muitas vezes surgem situagoes em que as transformacoes sao consideradas para
obter linearidade ou uma distribuicao mais proxima da almejada. As transformacoes de
logaritmo, por exemplo, sao muito utilizadas para corrigir a assimetria a direita de uma

distribuicao. Isso permite uma interpretacao das estimativas em termos relativos, no caso
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de modelos de regressao linear. Entretanto, em termos absolutos, a média condicional da
variavel dependente nao pode ser obtida a partir da média condicional na escala de log,

por exemplo, pois é evidente que nao usufrui dessa propriedade,
ERY) # h(E(Y)).

A transformacao modifica sobretudo o que esta sendo estimado na regressao de minimos
quadrados (Hao e Naiman| 2007)).

Ja a regressao quantilica obtém o seguinte resultado:

Qn)(7) = h(Qy (7)), (2.13)

em que h(-) é uma fungao nao decrescente em R e Qy(7) é o quantil de ordem 7 de

qualquer v.a. Y de interesse apoiada no fato elementar que, para qualquer h mondtona,
P(Y <y)=P(h(Y) < h(y)).

A robustez também é uma importante caracteristica da regressao quantilica, que esta
relacionada a violagao de pressupostos de modelo relativos a variavel resposta e a nao
sensibilidade a outliers. Essa propriedade surge em decorréncia da esséncia da funcao de
distancia,

n

Sdi)=7 Y lp-bmwl + -7 3 |y b(r)al,

1=1 Yy > b(T)wy 1y < b(T)x;
que é minimizada, pois alterando os valores da variavel dependente de interesse, nao modi-
ficando o sinal do residuo, a linha ajustada continua a mesma. Do mesmo modo, é muito
limitada a influéncia dos outliers, no que se refere aos quantis univariados.

Para o modelo de regressao linear cléssico da média, quando se computa a matriz de
variancia e covariancia das estimativas, a suposicao de normalidade faz-se necessaria. A
violacao dessa suposi¢ao pode proporcionar imprecisao nos erros padrao. Ja a regressao
quantilica apresenta robustez a suposicoes distributivas devido ao estimador pesar o com-
portamento local da distribuicao adjacente ao quantil de interesse mais do que o compor-

tamento remoto da distribui¢ao (Hao e Naiman| |2007)).
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2.4 Inferéncia para o modelo de regressao quantilica

Nesta secao, abordar-se-a a obtencao de intervalos de confianca para os parametros do
modelo regressao quantilica, tratando sucintamente os seguintes métodos: o assintotico
e o0 boostrap. Também discorrera sobre o teste de hipotese linear geral para regressao

quantilica.

2.4.1 Intervalo de confianca: método assintotico

A teoria assintdtica é uma abordagem elementar também oferecida pela visao de oti-
mizacao dos quantis amostrais ordinarios, cujos resultados obtidos em modelo amostral se
generalizam como o modelo clédssico de regressao linear (Koenker, 2005). Seja o modelo

linear:
Yi = Po(T) +X51(T) + &4,

em que, para algum 7 de interesse, supondo que ¢; tenha distribuicao F(-) e sejam erros
independentes e identicamente distribuidos (iid). Entao, as fun¢oes quantilicas de y; sao

(determinado em ({2.6))):
Q(rlz) = Bo(r) +xBu(7) + F (1),

na qual F., denota a funcao de distribuicao comum dos erros, para algum 7 de interesse,
e que o quantil de ordem 7 de ¢; seja igual a zero.

Teorema 2 (Koenker e Bassett Jr, [1978) - Seja uma sequéncia de estimadores {3(r),
B(Tg),..., B(Tm)}, com 0 <7 < ..< T, <1, para os parametros do modelo (2.6,
em que F(-) é continua e tem densidade f(-) continua e positiva em Q(7), sendo
Q(1) = F71(r;), que é o quantil de ordem 7;. Verifica-se que, na configuracao em que
os erros da regressao quantilica sdo independentes e identicamente distribuidos (iid), o

estimador ((7) é nao viciado e segue uma distribuigdo normal assintética:

Va(B(r) — B(r)) -2 N0, V(71, e, o)), (2.14)

em que a matriz de covariancias V(7), pode ser dada como Q(7y, ..., Ty, F)®@ D! sendo
Q(11, ..., T, F) a matriz de covariancias dos m quantis amostrais correspondentes de
amostras aleatorias com distribuicao F, ® ¢é o produto de Kronecker e D ¢é uma

matriz positiva definida como lim n~* E XX, e 1, =1:n=1,2... Quando hd um
n — o0
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unico 7, a matriz de variancia e covariancia na equacao ([2.14)) se reduz a

V(r) = T(fi—(_O)T)(X’X)—l, (2.15)

na qual f;,Vi € [0,n] é a fungao densidade dos erros (Santos, [2012)).
No caso de erros independentes, mas nao identicamente distribuidos, com as funcoes de
densidade de probabilidade (f;), a teoria assintética de 3(7) é um pouco mais complexa,

segundo Koenker| (2005). A distribuicdo assintética de /n(3(r)—B(7)) segue uma normal

com média zero e matriz de variancia e covariancia
V(r)=7(1-7H,J,H* (2.16)

que possui a forma “sanduiche” de Huber et al.| (1967)), conforme a seguir:

Va(B(r) — B(r)) 2 N(0, 7(1 — 7)H, 13, H, 1), (2.17)
em que .
Jo(7) =n~" Z ;X

H,(1)= li_>rn n! Zxﬂ;fz(ﬁ(ﬂ)),
i=1

~

dado que f;(B(7;)) é a funcdo de densidade de probabilidade da varidavel dependente
considerada no quantil condicional (de interesse) de ordem 7.

Nos dois casos expostos e , h& maneiras diferentes de estimar a matriz de
variancia e covariancia. Para estimar V(1) da equagdo , conforme |Kocherginsky
et al| (2005), pode-se obter uma estimativa de 1/f(0) utilizando a diferenga entre os

quantis empiricos (Santos, [2012):

A A

F Y7 +h,)—F Y1 —hy,))
2hy, ’

com lim, o h, =0 e h, computado segundo Hall e Sheather| (1988)). Na fungao sum-
mary.rq do pacote quantreg do software R, para usar esse método de inferéncia, basta
tomar o comando se = “iid”, que fornecera os valores das estimativas dos parametros do
modelo, seus erros padrao e significancia de cada estimativa (Santos| 2012).

Ja para estimar V(7) na equacao (2.16]), uma forma é atribuida através de h,, e, na

sequéncia, a obtencao de H, (Koenker, 2005). Assim, um estimador assintoticamente



Secao 2.4. Inferéncia para o modelo de regressao quantilica 17

nao viciado para f;(4(r;)) computa-se do seguinte modo (Kocherginsky et al., 2005):
2hy,
(x;BT‘th - x;BT*hn)

Note que se fZ(B (i) =1f (B (1:)), Vi, i.e., sob asuposicao de erros aleatérios independentes

identicamente distribuidos, a matriz de variancia e covariancia corresponde com a exposta

na equagao ([2.15)) (Rasteiro, [2017). E tem-se
H,(r) =n™' Y fi |8(m)] wial,
i=1

assumindo que H, N 2§ n- Ja para esse método de inferéncia, utiliza-se o comando se =
“nid” também na funcao summary.rq do pacote quantreg do software R (Santos, 2012).

Por conseguinte, utilizando o teorema 2, pode-se obter um intervalo de confianga as-
sintotico para os parametros (3, dos modelos de regressao quantilica com a estimativa
da matriz de variancia-covariancia. Para mais detalhes sobre esses resultados assintéticos,
vide |Koenker e Bassett Jr (1978)), Hendricks e Koenker| (1992), Koenker e Machado (1999),
Koenker e Xiao| (2002), Koenker| (2005) e Kocherginsky et al.| (2005)).

2.4.2 Intervalo de confianca: método bootstrap

A reamostragem é uma alternativa evidente a inferéncia assintética, por estimar erros-
padrao de parametros sem requerer suposicao alguma no tocante a distribuicao de erros
(Gould et al., [1993). Bootstrap em pares representa uma forma muito eficaz de estimacao
da matriz de variancia-covariancia e de obter intervalos de confianga, (Efron e Tibshirani,
1994). Para os modelos de regressao quantilica, as técnicas de bootstrap foram consideradas
do mesmo modo eficazes (Parzen et all |1994); entretanto, demandam calculos repetidos
das estimativas do quantil de regressao, o que pode ocasionar em um maior custo com-
putacional, principalmente quando n e p sao grandes. Afirma-se que, para obter uma
estimativa aceitavel da matriz de variancia-covariancia, sao necessarias 50 réplicas de bo-
otstrap. (Efron e Tibshirani|, 1994).

Ademais, a despeito das estimativas de bootstrap serem consideradas imparciais, elas
expoem diferentes causas de variabilidade, posto que sao baseadas em um nimero finito de
replicagoes (variabilidade de reamostragem de bootstrap) e em uma tnica amostra de uma
determinada populagao (Davino et al., 2013)). Ha varias técnicas utilizando reamostragem,

COImao:
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e Método pares xy ou bootstrap da matriz de design (Kocherginsky, 2003));
e Método baseado em funcoes de estimativa pivotantes (Parzen et al., 1994));

e Bootstrap marginal da cadeia de Markov (He e Hu, [2002; Kocherginsky, |2003; |Ko-
cherginsky et al., 2005)).

O método pares xy representa a construgao de um dado nimero de amostras (B),
usualmente com o mesmo tamanho do conjunto de dados original, em que cada amostra
obtida se da através de um processo de amostragem aleatéria com substituicao do conjunto
original de dados. O processo de reamostragem é aplicado juntamente aos vetores x e
y. As regressoes quantilicas B sdo efetuadas nas amostras de bootstrap e um vetor das
estimativas dos parametros é capturado para cada quantil de interesse. Nesse caso, sob
a distribuicao normal assintética, um intervalo de confianca para os parametros (3, dos

modelos de regressao quantilica é dado por (Davino et al., 2013):

I.C. [31(7)} = {31(7') — EP/“\%')) X Z(1-a/2); BZ(T) + Efm')) X Z(1—a/2) | >
100(1—a)%

em que EP(3i(1)) é o estimador do erro padrio do estimador do parametro S3i(7) e
Z(1—aj2) € 0 quantil de ordem (1 — «/2) da distribui¢do normal padrao.

No caso de bootstrap baseado em funcgoes de estimativa pivotais, também chamado
de método pwy, a metodologia consiste na reamostragem da condicao de subgradiente,
utilizada nos modelos de regressao quantilica, para obter as estimativas dos parametros,
que é uma grandeza pivotal para o verdadeiro parametro do quantil de ordem 7 (Davino
et al., 2013).

Ja bootstrap marginal de cadeia de Markov (MCMB) tem como objetivo a reducao de
exigéncias computacionais decorrentes do uso dos processos de bootstrap mencionados an-
teriormente. A ideia subjacente é computar equacoes unidimensionais para cada replicagao
de bootstrap em lugar de um sistema p-dimensional requisitado pelas outras abordagens
de bootstrap, onde p corresponde ao nimero de variaveis explicativas (Davino et al., 2013).
Para maiores informacoes sobre os diferentes tipos de métodos bootstrap, vide também

Santos| (2012) e [Koenker et al.| (2017).



Secao 2.4. Inferéncia para o modelo de regressao quantilica 19

2.4.3 'Teste de Hipétese Linear Geral

Os conceitos, nesta subsegao, foram baseados no livro de Koenker (2005).

Seja a hipdtese linear geral sobre o vetor 8 = (6(m1), (1), ..., B(7w)") da forma
Hy:RB =r, (2.18)

em que R,,, ¢ uma matriz de posto completo de constantes conhecidas e r,,x; ¢ um

vetor de constantes também conhecidas, e a estatistica de teste é
T, =n(R3—1)[RV 'R (RS —r),
em que V,, sendo n =mp X mp, é uma matriz com o bloco i,j dado por
Va7, 75) = [min(r, 75) — 775 Ha (7)™ Ja(7i, ) Hi (1)~

na qual a estatistica 7T,, sob Hy, tem distribuicao assintética qu; H, e J, foram
definidos anteriormente.

Essa formulagao acomoda uma vasta diversidade de situacoes de teste, desde de testes
simples com um tnico coeficiente de regressao quantilica até testes conjuntos compreen-
dendo muitas covariaveis e quantis distintos. Esses testes proporcionam uma alternativa
robusta aos testes convencionais baseados em minimos quadrados, devido as propriedades
bésicas da regressao quantilica (Koenker e Bassett Jr,|[1978])). Para ilustrar a Segao , sera
descrito o modelo de regressao quantilica e os intervalos de confianca, através do exemplo

a seguir.

Exemplo 2.2. Esse estudo de simulagao proposto, inspirado no exemplo de |Rasteiro
(2017), conduzido para abordar o modelo de regressao quantilica, foi construido com uma
covariavel, considerando uma amostra com n = 10.000 observacoes. Seja a variavel

resposta, Y, gerada a partir do seguinte modelo padrao de regressao linear:
Y, = Bo(7) + pi(7)x; +&;, para i=1,..,n,

em que &; sao independentes e identicamente distribuidos com ¢ ~ N(0,1) e x; sao
preditores com X ~ U(3,5). Os parametros [y e f; sdo definidos como 3 e 4,

respectivamente. Para esse exemplo, foram escolhidos os seguintes quantis de ordem
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7 = (0,10;0,25;0,50;0,75;0,90). Assim, o modelo de regressao quantilica, que modela

quantis condicionais como func¢oes de covariaveis, utilizado foi
Qv (7]z) = Bo(7) + Bi(7) ;.

Para estimacao e extragao de inferéncias sobre as fungoes quantilicas condicionais,
nesse estudo, empregou-se o pacote quantreg do software R, que é uma implementagao da
regressao quantilica, que auxiliou no calculo para a obtencao das estimativas by e by dos
parametros. Os erros padrao foram computados pelo método bootstrap, técnica xy-pair,
fazendo uso da funcao summary.rq, onde se deve acrescentar o comando se = “boot” e
especificar como bsmethod = “ry”, desse modo inferindo sobre o vetor de parametros. Os
resultados, na tabela a seguir, apresentam as estimativas by e b; dos parametros [y e

B1, segundo os valores de 7 especificados e seus erros padrao correspondentes.

Tabela 2.1 - Estimativas dos pardmetros para regressao quantilica.

7 Parametro Estimativa Erro Padrao Wald p-valor Intervalo de Confianca

L.I L.S.

0,10 B 1,656 0,057 28,988 < 0,001 1,544 1,768
5 3,545 0,179 19,782 < 0,001 3,194 3,806

0,25 Bo 2,220 0,039 57,497 < 0,001 2,145 2,296
5 4,629 0,071 64,999 < 0,001 4,490 4,769

0,50 Bo 2,925 0,027 107,325 < 0,001 2,872 2,979
5 4,823 0,050 97,421 < 0,001 4,726 4,920

0,75 B 3,575 0,035 103,720 < 0,001 3,507 3,642
B 4,956 0,055 90,560 < 0,001 4,849 5,063

0,90 5 4,211 0,038 110,076 < 0,001 4,136 4,286
5 4,904 0,072 63,302 < 0,001 4,764 5,045

Os valores das estatisticas de Wald, também, estao exibidos na Tabela [2.1] que verifica
a hipdtese de interesse se todos os parametros f;(7) sao iguais a zero versus a hipétese
alternativa, de que pelo menos um deles difere de zero; segundo resultados, contata-se
que, a nivel de 5% de significancia, os parametros diferem significativamente de zero. Em
consonancia com isso, sao apresentados os valores dos intervalos com 95% de confianca
(I.C.), conforme suas respectivas estimativas e quantis de ordem 7, que foram calculados

a parte, com auxilio dos resultados fornecidos pelos pacotes mencionados. Desse modo,
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conforme as estimativas obtidas, pode-se apontar os modelos finais de regressao quantilica,

tais como

Qy(0,10|z) = 1,656 + 3, 545,
Qy (0,25|z) = 2,220 + 4, 6292,

O

( )
( )
v(0,50]x) = 2,925 + 4, 8231,
Qy (0,75|z) = 3,575 + 4, 9561,
v ( )

Qy(0,90|z) = 4,211 + 4, 904x;.

Na regressao quantilica, a interpretacao dos parametros, desses resultados, da-se da
seguinte forma, por exemplo: aumentando em uma unidade a covariavel z;, estima-se que
a mediana (quantil de ordem 7 =0,5) de y; aumente em 4,823 unidades. Sendo assim,
a leitura é feita na forma de taxa de variacao no quantil de ordem 7 de interesse ao variar
o valor da variavel explicativa.

No préoximo capitulo, sera abordado a aplicacao da regressao quantilica para dados cen-
surados, denotando como uma alternativa mais abrangente da distribuicao de sobreviveéncia
a outras técnicas classicas, visto que o modelo propicia as covariaveis efeitos variados em

cada nivel de quantil no tempo de acompanhamento.
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Capitulo 3

Regressao quantilica para dados censurados

A atencao ao modelo de regressao quantilica vem aumentando cada vez mais na andlise
de sobrevivéncia, devido ao interesse cientifico nos tempos de evento, e os quantis sao fer-
ramentas quantitativas com maior robustez e mais flexiveis para caracterizar os tempos de
evento do que os dispositivos baseados em média, como ja mencionado. Além disso, o0 mo-
delo possibilita a anélise de caracteristicas locais, particulares da distribuigao condicional,
de um tempo de interesse do evento (Koenker et al., [2017)).

A utilidade da técnica, para andlise de sobrevivéncia, foi evidenciada por muitas aplica-
¢oes relatadas na literatura. Powell (1984} |1986]) foi o primeiro a introduzir o modelo de
regressao quantilica para dados com tempos de censura “fixos”, cujo termo fixo, nesse
caso, representa que os valores censurados, para a variavel dependente, sao assumidos
como sendo conhecidos por todas as observagoes. Essa técnica também é conhecida como
modelo Tobit. Apesar dessa abordagem ter estabelecido um modo sagaz de corrigir a
censura, a funcao objetivo nao era convexa sobre os valores dos parametros, dificultando
minimizagao global (Ou et al., [2016)).

Para o modelo de regressao quantilica com dados censurados a direita, a estimacao
dos parametros foi estudada por diversos autores, alguns deles sao Powell (1984), |Pollard
(1990), Rao e Zhao| (1992), [Ying et al. (1995) e Wang e Wang| (2009). Em [Portnoy| (2003)),
hé abordagem de uma técnica recursiva, que estima os parametros do modelo de regressao
quantilica, aplicado a dados censurados, e assume linearidade dos quantis condicionais da
variavel resposta dada as varidveis explicativas, o que pode nao ser verificada no geral. O
Portnoy| utiliza uma metodologia de ponderacao, na qual, dado a fixacao dos valores de
7, sao calculados pesos atribuidos aos dados censurados. Ja a utilizacao do modelo com

dados duplamente censurados (ou seja, dados sujeitos a censura a esquerda e a direita),
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a estimativa de amostra Unica e o teste de duas amostras foram estudados por [Turnbull
(1974), Chang et al.| (1990), Zhang et al.| (1996)), Ren et al.| (1997), McKeague et al. (2001),
Chay e Powell| (2001)), (Cai e Cheng (2004)), [Lin et al. (2012)) e outros.

Em [Koenker e Geling (2001)), uma andlise de regressao quantilica foi detalhada para
um conjunto de dados de longevidade média, ilustrando como usar a regressao quantilica
para avaliar e interpretar efeitos das covariaveis em diferentes segmentos da distribuicao de
tempo do evento. Tal capacidade constitui outra grande vantagem da regressao quantilica
sobre os modelos de sobrevivéncia convencionais, como o modelo de riscos proporcionais e
o modelo de tempo de falha acelerado, que implicitamente influenciam a mudanca de loca-
lizagao pura dos efeitos nos tempos de sobrevivéncia ou nas suas transformagoes mondtonas
(Koenker et al., 2017).

Para dados com censura intervalar, estudos foram considerados por muitos autores,
dentre eles: [Turnbull (1976), |[Finkelstein e Wolfe| (1985), Gentleman e Geyer| (1994)), [Huang
e Wellner| (1997) e |Li et al.| (1998)). |[Kim et al.| (2010) versam sobre modelo de regressao
mediana com dados censurados em intervalos, tendo proposto um estimador através de
uma funcdo que se baseia na adaptagao do principio da falta de informagao (MIP) de
Efron| (1967). No entanto nenhuma propriedade foi obtida em teoria.

Ou et al.| (2016 abordam metodologia para dados conhecidos como current status e
propoem um modelo de regressao quantilica para analisa-los, visto que nao exige hipdteses
de distribuicao e os coeficientes podem ser interpretados como efeitos de regressao direta na
distribuicao do tempo de falha na escala de tempo original. O modelo apresentado assume
que o quantil condicional do tempo de falha é uma funcao linear das covaridveis. Assu-
miram a independéncia condicional entre o tempo de falha e o tempo de observacao. Um
M-estimador foi desenvolvido para estimacao de parametros, que é computado utilizando
o procedimento concavo-convexo e seus intervalos de confianca sao construidos através de
um método de subamostragem. Para o estimador, as propriedades assintéticas sao deri-
vadas e comprovadas utilizando a moderna teoria de processos empiricos. O desempenho
da amostra pequena do método proposto foi demonstrado através de aplicagao via estu-
dos de simulacao e na andlise de dados do Mayo Clinic Study of Aging, que estudou a
incidéncia do comprometimento cognitivo leve (MCI) nos subtipos: amnéstico (aMCI) e
nao-amnéstico (naMCI) em homens e mulheres separadamente.

Em [Zhou et al.| (2017)), com a generalizacao da regressao quantilica para dados observa-
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dos completos, propos-se um método de estimagao para modelos de regressao quantilica a
dados com censura intervalar. O estimador apresentado é definido como o ponto 6timo de
solucao de um problema de minimizagao com funcao objetiva convexa. A propriedade da
normalidade assintotica é estabelecida com um viés convergindo para zero. Para reduzir
o viés, dois métodos de correcao de polarizacao foram propostos, baseados em bootstrap
e a estimativa inicial respectivamente, os quais nao exigem distribuicao de forma idéntica
dos vetores de censura e podem ser aplicados a modelos com muitas covariaveis, como co-
variaveis de desenho aleatodrio fixo, discreto aleatério ou continuo. Além de facil aplicacao
computacional, esses métodos apresentaram bons resultados, segundo os autores.

O método proposto nesse trabalho consiste em imputar o valor da variavel resposta
para as observagoes com intervalo finito, mantendo inalteradas as observagoes com censura
a direita. Utiliza-se, entao, a metodologia existente para ajuste do modelo de regressao
quantilica para dados com censura a direita descrita em Rasteiro (2017) e, brevemente,
tratada na subsecao [3.2.4. Para proceder a imputagao do valor da variavel resposta com
intervalo finito, primeiramente obtém-se o estimador nao paramétrico de maxima veros-
similhanga (ENPMV) da fungao de distribui¢do (f.d.a.) condicional da varidvel resposta
dado o valor das covaridveis continuas (subsegao . Para tal, adapta-se o método
descrito em |Groeneboom e Wellner| (1992)) para calculo do ENPMV, atribuindo-se pesos
diferentes as observagoes, proporcionais a distancia dos valores das covaridveis {x} para
cada observacgao, em relacao aos valores das covariaveis para a observacao na qual se esta
fazendo a imputagao. Tais pesos podem ser calculados via ntcleo estimador (kernel). Ob-
tido o ENPMYV da f.d.a., o valor imputado é obtido via método da bisseccao, gerando um
valor z; a partir da distribuicao uniforme no intervalo [F (t1i | xi), a (to; | x;)], e buscando
o valor 7; tal que F'(y; | x;) = 2z, em que F (- | x;) é uma versao suavizada do ENPMV da
f.d.a. condicional da variavel resposta dado o valor das covaridveis. A versao suavizada do

ENPMV de F(- | x;) também pode ser obtida via nicleo estimador. A figura ilustra

essa metodologia.
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Figura 3.1: Gréficos do método proposto nessa dissertagao.

Para covaridveis discretas, a imputacao é feita, como a recém descrita, para subcon-
juntos dos dados determinados pelos valores das covariaveis discretas.

Nas préximas segoes, tratar-se-do os seguintes assuntos: censura intervalar (sucinta-
mente), onde também versard sobre as técnicas que sdo utilizadas na nova proposta de

metodologia, além de descrever, de forma breve, a técnica de |Zhou et al.| (2017).

3.1 Censura intervalar

Na anélise de sobrevivéncia, os dados sao quase inexoravelmente complicados por al-
guma forma de censura ou nao resposta (Koenker, [2005)). Os dados de censura intervalar,
no tempo de sobrevivéncia Y, podem ser expressos como n vetores (T;,Ty;) da po-
pulagdo (71,7,), ou n intervalos I; da populacdo I. Dois tipos de dados por censura

intervalar (CI) sao, na sequéncia, abordados.

Caso I. Também conhecido como estado corrente (current status). Seja C' o tempo de
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censura, defina ¢ como o indicador de censura a esquerda, tal que

17 se KSC’H
0, se Y; > C;.

5 =

Se 6 =1, tem-se censura a esquerda e, se 6 = 0, tem-se censura a direita. Denota-se que
a censura a esquerda equivale a Y € (0,%y;] e a censura a direita a Y € [t1;,00), sendo
Y e ty; variaveis independentes, em que Y nao é observado e s6é um dos tempos de
observacao ¢ informado (t1;) (Koenker] [2005). Considere um estudo em que um animal
de laboratério deve ser dissecado para verificar se um tumor se desenvolveu e para tanto
deverd ser sacrificado. Nesse caso, Y ¢é o inicio do tumor e C' é o tempo da disseccao,
portanto, somente se pode inferir, no momento da disseccao, se ha presenca de tumor ou
se ainda nao se desenvolveu, exemplo mencionado por |Ayer et al.| (1955).

Caso II. E considerado o tipo geral de censura intervalar, no qual

0i=1v=0, se YV; <ty
0; =0, vi=1, se ty; <Y; <ty ,
0; =0, 1 =0, se Y; >ty

em que 0; e -; sao indicadores de censura para o i-ésimo individuo, ¢ = 1,...,n. No
caso geral, ha registro de dois tempos de observagao para o i-ésimo individuo, sendo
C' = (t1, to;) e ty; < ty;, (Koenker et al.; 2017). Em estudos de acompanhamento médico,
cada paciente realiza diversos exames periddicos e o evento de interesse s6 é conhecido an-
tes do primeiro retorno, Y € (0,%y;], ou entre dois instantes de observacao consecutivos,

Y € (t1;, tai], ou apds o dltimo, Y € [ty;, 00), exemplo citado por Becker e Melbye (1991)).

3.1.1 Funcao de verossimilhanca

A fungao de verossimilhancga, incorporando a censura intervalar, é descrita segundo os
casos explanados a seguir.
Caso I. Seja (¢;,0;)i=1,.., € tomando Y e C varidveis independentes (ndo negativas),
obtém-se a funcao de verossimilhanca de Fy a partir da distribuicao conjunta de C' e de
d, expressa a seguir (Silva, 2011). Aqui g representa a fungao densidade de probabilidade

(f.d.p) de C.
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Para 0 =1, obtém-se

P(C<e¢ 6=1)=P(C<c Y <O

/ / F(y)g(z)dyda
- /0 9(t) /0 f(y)dydz
- /0 (@) F(x)da

e diferenciando essa equacao com relacao a ¢, tem-se que

2 / 9(2) F(2)dz = g(c)F ()
Jaem 6 =0, obtém-se

P(C<¢ 6=0)=P(C<¢ Y >C)

// f(y)g(x)dydx
= /0 9(x) /x f(y)dydzx

_ /0 g0l — Fla))da,

e diferenciando essa equacao com relagao a ¢, tem-se que

% ch@)p — F(2)ldz = g(c)[1 — F(c)).

A vista disso, para o caso I, a funcao verossimilhanca de F ¢é

n

L(F) o< [ JIF(e))* 1 = F(e)]' ™

=1

e a funcao de log-verossimilhanca é dada por
= GilogF(c;) + (1 — 6;)log[1 — F(c;)), (3.1)

na qual F(¢;) = P(Y; < ¢;) é estritamente continua.

Caso II. Seja (t14, t2i, 05, Vi)iz1,.... n, assumindo que Y é independente de (77, Ty) (que
sdo varidveis nao negativas) e P(Ty < Ty) =1, obtém-se a fungao de verossimilhanga de
Fy usando a distribuigdo conjunta de T3, Ty, § e =, expressa a seguir (Silva, 2011).

Aqui h representa a funcao densidade de probabilidade (f.d.p) conjunta de T} e T5.
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Para § =1 e 7=0 (censura a esquerda), obtém-se

P(Th <t1, Th <ty, 6; =1, v, =0)=P(Th < t1, To <y, Y < ty)
t1 to T
|| st dydzas
x 0

/Otl/ hxz/f Ydydzdx
/ ’ / * W ) F(2)dad

Flz) / * e, 2)dzd,

I
c\

[en]

[l
S—

e diferenciando essa equacao com relacao a t; e a ty, tem-se que

B tq to t2
—/ F(:L‘)/ h(x,z)dzdx:/ h(ty, z)dz
atl 0 x t1

62 t1 to d t
F - —F
sig |, F@ [ b 2die = Gop) [ a,
= F<t1)h’(t17t2>

Em §=0 e v=1 (censura no intervalo (t1,%s]), obtém-se
P(I<t;, Ty <ty, 6; =0, v, =1) =

t1, To < tg, t1 <Y <)

/ h(z, z)dydzdx

/_
/ (z, 2 / f(y)dydtdz
AL

I
\\\

— F(z)]|dzdz,

e diferenciando essa equacao com relacao a t; e a ty, tem-se que

6t1/ / (2) )dzdz = / (t1, 2)[F(2) — F(x)]dz

at?atz /o /x h(z, 2)[F(2) = F(x))dzdz = d% Wt (=) - F(t))dz

t1

= h(t1,t2)[F(t2) — F(t1)].
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Ja para 0; =0 e 7; =0 (censura a direita), obtém-se

P(T1<t1,T2<t2,5—0 ’72—0) T1<t1,T2<t2,Y>t2)

/ / / f(y)h(z, z)dydzdx
:/o /1, h<x’z)/z f(y)dydtdx
B /Otl / ’ h(z,2)[1 — F(z)]dzdz,

e diferenciando essa equacao com relacao a t; e a tp, tem-se que

atl/ / (,2)[1 = F(z )]dzdx:/:h(tl,z)[l—F(z)]dz

82%?;2 /o | / b )1~ F(:)dzde = d% /t At 2)[L = F(2)]dz

= h(t1, t2)[1 — F(t2)]-

Em vista disso, a funcao de verossimilhanca de F, desse caso, é dada por

n

L(F) x H[F(tli)]‘si [F(to;) — F(t1;)][1 — F(tgi)]l_éi_%

=1

e a funcao log-verossimilhanca de F é

i=1

A estimagao dos parametros da distribuicao dos tempos de falha da-se através da maxi-

mizacao da funcao de verossimilhanca, com a substituicao da expressao de F na funcao

log-verossimilhanca, no respectivo caso estudado, segundo equacao ou equagao .
Para estimar os parametros, utilizar-se-4 um método iterativo baseado em regressoes

isotonicas proposto por Groeneboom e Wellner (1992) e Barlow (1972).

3.2 Regressao quantilica para censura intervalar

Nos casos mais simples de dados de sobrevivéncia, observa-se um tempo de censura de

interesse a cada individuo e a resposta observada é o minimo do tempo real do evento e do
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tempo de censura (Koenker, 2005). Sendo Y o tempo de falha de interesse e X o vetor
de covariavel com dimensao k x 1, considere um modelo de regressao quantilica, que se

ajusta ao quantil condicional em funcao da covaridvel

Qy (7X) = X'B(7),

noqual 0 <7 <1 e B(r) éo vetor de coeficientes de regressdo desconhecidos, que
representa os efeitos da covariavel X no quantil de ordem 7 de Y, que depende de 7.
Cada elemento de (1) pode ser interpretado como uma mudancga estimada no quantil
de ordem 7 de Y, dada uma mudanca de uma unidade na covaridavel correspondente,
enquanto outras variaveis no modelo sao mantidas constantes. O foco reside na estimativa

e na inferéncia de (1) (Koenker| 2005} Ou et al., [2016)).

Em regressao quantilica, para os casos em que y; sao observados, o estimador é definido
f o (23), B(r) = mi -y — b fungao perda é B(r) =
conforme a equagao (2.8)), [(7) 5né1£p;p (y; — z;b), e a fungao perda é [(7)

pT(yZ - I‘lb), isto é>

(A
. Py — albl, se yi > alb

(1 —7)|y; — 2ib|, se y; < xlb.

Nos casos de censura intervalar (caso 2), note que y; — x;b > 0 ¢é valido para zib <ty; e

y; — xib < 0 é vélido para ;b > t9;. Seja a fungao perda quantilica definida como:
Tly; — xib(7)|, se ty; > xib(7)
vi(T, B), se ty; < zib(r) <ty
(1 —7)|y; — 2ib(7)|, se to < xib(7)
para algum (7, 8).
Na subsecoes [3.2.7] [3.2.2], [3.2.3] ¢ [3.2.4] a seguir, abordar-se-ao as técnicas que foram

utilizadas no método proposto nessa dissertacao, onde, respectivamente, as trés primeiras
Subsubse¢bes mencionadas referem-se a dados com censura intervalar (caso II) e a ultima

a dados com censura a direita.

3.2.1 Regressao isotonica

Para estimacao nao paramétrica de maxima verossimilhanca, utilizou-se a regressao

isotonica, explanada a seguir, como em Barlow et al.| (1972).
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Seja Y um conjunto finito {y1,...,yx} com a ordenagdo simples y; < Yo < ... < Y.
Uma fun¢do f:Y — R éisotonicase y, z € Y ey < x implicam f(y) < f(x). Seja
¢g uma dada fungao em Y e w uma dada funcao positiva em Y. Uma fungao isotonica

g* em Y ¢é uma regressao isotonica de ¢ com pesos w em relacao a ordenacao simples

Y1 < Y2 < ... < Y, se minimiza, na classe de fungoes isotonicas f em Y, a soma

Z l9(y:) = f(ya)*w(ys).

yey

Assumindo ainda a ordenagao simples y; < ys < ... < yx, considere as somas acumu-

ladas

J J

Gi=> wlygly:) e Wi=> wy), j=1..k

=1

O grafico dos pontos P; = (W;,G;), 7 =1,..,k, e Py, = (0,0) no plano cartesiano,
constitui o diagrama de soma acumulada (DSA) da fungao dada ¢ com pesos w. A re-
gressao isotonica de ¢ ¢ dada pela inclinagao da func¢ao minorante convexa méaxima do
diagrama de soma acumulada. A fun¢do minorante convexa maxima (MCM) é o grafico
do supremo de todas as fungoes convexas, cujos graficos se encontram abaixo do diagrama

de soma acumulada, conforme exemplificado na Figura |3.2]

Figura 3.2: Exemplo de diagrama de soma acumulada e sua funcdo minorante convexa maxima.

Em |Groeneboom e Wellner| (1992), a regressao isotonica ¢* pode também ser obtida
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por:

S glwwl)
g*(y;) = maxmin r==h
r<i k>i

w(y:)
r<j<k

O Teorema 1.10, em Barlow et al.| (1972) afirma que a regressao isotonica em ¢g* maxi-
miza

> {lf W) + lo(y) — FW)elf )]} w(y) (33)

na classe de fungoes isotonicas f, se ¢ é estritamente convexa e p(x) = ¢'(z) =

3.2.1.1 Estimador nao paramétrico de maxima verossimilhanca (ENPMYV) - censura

intervalar

Caso I. Para estimacao nao paramétrica de maxima verossimilhanca, utiliza-se a regressao
isotonica, discorrida na subsecao anterior.
No caso de estado corrente, a funcao minorante maxima convexa € definida como a

funcao de H*:[0,n] — R tal que

dado que

H*(t) = sup {H(t) cH(i) < Z(Sj, para cada i, 0 <i<n, H0)=0, e H convexa} :
J<i

Considere que se 6; =0, 1 <i < ky e 0; =1, kg <1 <mn, para quaisquer 0 < k <

ky < n, entao ¢*(y;) =0, 1 <i<ky e g°(v;)) =1, ks <i <n. O valor de g* é dada

pela derivada a esquerda de H* do DSA, em i para ¢ = 1,...,n, no ponto ngiw(yi)
(Groeneboom e Wellner 1992).

A determinacao do estimador nao paramétrico de maxima verossimilhanca de F, no

A

caso I, da-se através da obtencdo de uma F que maximize a equacao (3.1)), tal que
0 < Fle;) < ... < F(ey) < 1. Fazendo f =F, 4 = ¢ (i = 1,...,n), ®[F(¢;)] =
F(ei)logF(c;) + [1 = F(e;)]log[l — F(ci)l, ¢[F(c)] = ¥'(t) = logF(c;) — log[l — F(ci)] e
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substituindo na equagao , tem-se:
Z{q’[F(Ci)] + [9(ci) = F(ei)lelF ()] Jw(ci)
= Z{F(Ci)logF(Cz) +[1 = F(ei)llog[l = F(ci)] + [0; — F(ci)][logF (¢;) —log(1 — F(c:))]}

= > {logF(c;) + (1~ 8)log[L — F(c)]} (3.4)
— L(F).

Portanto, o ENPMV de F' é dado pela regressao isotonica ¢* de g¢(¢;) = d;, wi(¢;) =
1, e pode ser encontrada graficamente plotando os pontos:
(Z w(ci),Zw(ci)g(ci)> = (z’, Zél> , 1=1,..,n,
j=1 j=1 J<i
no plano cartesiano e computando a fun¢do minorante convexa em [0,n|, pois F (c;) é
dada pela derivada a esquerda no ponto ¢ do diagrama de soma acumulada, que é formado

por esses pontos (Groeneboom e Wellner, [1992)).

Caso II. Para obter o estimador nao paramétrico de méxima verossimilhanca no caso
geral de censura intervalar, utiliza-se os resultados de regressao isotonica, porém de forma
iterativa.

Sejam Qj, j=1,...m, m=mn+ Y 7, os valores ordenados do conjunto

J = J(l)UJ(Q), em que (3.5)
J(l) = {tlz : (51 =1ou Yi = 172 = 17"'777’} €

Em |Groeneboom e Wellner| (1992)), a Proposi¢do 1.4 menciona que: considere
correspondente a uma observagao ty;, tal que I{Y; <t;;} =1, e seja a maior estatistica
de ordem @,, correspondente a uma observacao to;, tal que I{Y; > t;} = 1. Entéo,
F ¢ o estimador nao paramétrico de méaxima verossimilhanca de F', se, e somente se,
F é a derivada & esquerda da funcao minorante convexa méxima do diagrama de soma
acumulada, que consiste nos pontos P; = (Gz(Q;), Hx(Q;)), j=1,...,m, e P, = (0,0).

Se, por exemplo, ()1 corresponde a um intervalo [t1;,t2;] com §; = 0 com ~; = 1, entao,

o termo n~og{F(ty) — F(t1;)} na Equacio (3.2) é maximizado fazendo F(ty;) = 0.
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Similarmente, se, por exemplo, a maior estatistica de ordem ¢,y € J corresponderia
a um tempo de observacao ty; tal que I{t;; <Y; <ty} =1, assim a F que maximiza
Equacao deveria satisfazer F(ty;) = 1.

Se existe K; > 1 tal que q,..., Qk, correspondem a valores de ty; com -y; =1,
entao F(Qj) =0,5=1,...,K;. Seexiste Ky <m talque Q,,..., @, correspondem
a valores de ty; com 7; =1 oude ty; com ~; =1, logo F(Qj) =1, j=K,,....,m. Os
valores de F (Qj), K1 < j < K, sao obtidos utilizando o algoritmo iterativo da fungao

minorante convexa descrita a seguir (Groeneboom e Wellner, 1992).

Considere as fungoes Gr(y) e Hp(y) dada por:

Grly) = 0 { Z [F(t,)]2 + Z [F(ts;) — F(t1;)]? + Z [F(to;) — F(t1:))?

111, <y 11, <y 12, <y
1—0; =
+ 5 (s (3.6)
i:;y [1 B F(tzi”? }
e
Hp(y) = Z (@)IGR(Q;) — Gr(Qj-1)], (3.7)
J:Q;<y
sendo
W 1
r) =7 Fltw) T Z F(ts) — F(ty)
’iltli<y t <y 11 7: tz <y 21 i
1—0; — v
Ly e } | 59)
it <y t
Sendo assim, os passos do algoritmo iterativo sao:
(i) Tome F© (Q,) = L K <j<K,.

(ii) Construa o DSA com os pontos Py = (0,0) e P; = (Gpw(Q;), Hpw(Q;)), J =
1,...,m eobtenha F(k“)(Qj) como sendo a derivada a esquerda no ponto Gz (Q;)

da funcao minorante convexa méaxima do diagrama de soma acumulada.

(iii) Critério de parada: ||[F*+D) — F®)|| < ¢, para alguma norma || - ||.

3.2.2 Nicleo estimador

O nucleo estimador (kernel estimator) ¢ um método estatistico nao paramétrico baseado

na estimacao da funcao de kernel, para interpolacao de dados. As estimativas de densi-
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dade sao aproximacoes locais da funcao alvo, que utilizam somente informagoes préximas
ao ponto a ser interpolado, sendo assim, cada observagao é ponderada localmente. Isto é,
os estimadores de kernel sao médias méveis ponderadas de uma funcao alvo, em que o peso
é determinado por meio de uma fungao kernel com uma suavizacao de kernel (bandwidth).
A suavizacao de kernel é local e se estende apenas para a observacao do vizinho mais

proximo, fornecendo a cada valor uma estimativa (Ali, 1998).

3.2.2.1 Dados nao censurados

A funcao kernel k é descrita em Hollander et al|(2013|) como uma fungao tal que

k(y) >0, —oo<y<oo, k(-y)=k(y),

/ T k(y)dy = 1 (3.9)

o0

e

/ ykdy = 0, para Vy € R.

o
Entao, k ¢é uma funcao nao negativa simétrica em torno de zero, que integra um, que
apresenta propriedades de uma funcao densidade de uma variavel aleatéria. Varias fungoes
kernel foram propostas para uso com estimativa de densidade, uma simples é o kernel

uniforme ou box kernel. O kernel uniforme é definido como

1, se —1/2<y<1/2
k(y) =

0, se caso contrario

e cumpre as tres restricoes explicitadas acima. Outra funcao do kernel comum ¢é o kernel
_ —(y—pu)2 2 . . . .
normal, f(y) = (2mo?)~/2e~W=1"/2%) " com u definido como zero para garantir simetria

e o uma constante. Se k é uma funcao do kernel, entao também é a versao em escala

()

para h > 0. Esse kernel em escala pode ser centrado em qualquer ponto Y; dos dados e

a simetria nao é em torno de zero, como acima, mas em torno de Y;

L (y=Y
~k .
()
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Considere os dados, uma amostra Y7,...Y, de observagoes i.i.d de uma distribuicao uni-
variada continua com funcao densidade de probabilidade f. A estimativa da densidade

f do nicleo no ponto y é

Ay)Zn—lh;k(y

na qual h é a bandwidth, também chamado de janela ou parametro de suavizacao e k(-)

h}@) , (3.10)

¢ uma funcao de densidade de probabilidade qualquer, geralmente simétrica, denominada
nucleo. A janela de h controla o grau de suavizagao. Logo, f é uma funcao densidade de
probabilidade, se k ¢ n@o negativa e se satisfaz a condigao (3.9). Além disso, f herda

todas as propriedades de diferenciabilidade e continuidade do Kernel k (Silverman) [1986)).

3.2.2.2 Dados censurados

Suponha que S seja o ENPMV da fungao de sobrevivéncia, entao, em |Pan (2000) para

caso de dados censurados, a estimativa do kernel de sua funcao de densidade é

for=—3 [ x(15) s (3.11)

em que k(-) é a funcdo nucleo e h é o parametro de suavizagao. (Silvay 2011).
O estimador da densidade em (3.11]), para dados com censura intervalar, pode ser

reescrito como

£u() hz (y QJ), (3.12)

com s; = S(Q;) — S(Q;11) = F(Q;41) — F(Q;), os Q; sdo os valores ordenados do
conjunto J naequagao (3.5) e, na Subsecao |3.2.1.1) mostra-se como F é computado.
Maiores informagoes em [Pan| (2000) e Silva (2011)).

A versao suavizada do estimador nao paramétrico de F(y) ¢é dada por:
0= k(L2 [F@) - o]
j=1
sendo F(Qj) j =1,...,n, obtido via algoritmo iterativo da funcao minorante convexa
(Groeneboom e Wellner, |1992), e
K (y;—Qj) [ﬁ(Qj> - ﬁ(ijl)} = /y hiyk <t_h;Q]> [F(Qj) - F(ijl)] dt

Y —0o0 Y
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3.2.3 Suavizacao da estimativa da distribuicao condicional de Y dado valor das

covariaveis continuas

Uma versao suavizada da distribuicao condicional de Y dado o valor de = de uma
covariavel X é dado por:
= _ - y—Q 2 >
Fyix(ylz) = ZK T F(Qjlz) — F(Qj-1lz) |,
j=1 Y
sendo F(Q;]x) obtida via algoritmo iterativo da fungio minorante convexa substituindo

n~! por k(“;xi), i.e., fazendo

0; Vi
X k - ___ ~ ~
o) Z ( ){Z [F(Tm)]?fz [F(Tyilz) — F(Tuil)]?

T, <y :T1;<y

i 1—0; —
Z 2 = 3.13
> [E(Tolz) = F(Thl)]” »> [1- F(T2i|x)]2} (3:19)

19 <y 1:T2;<y
€
Hp(yle) = Walylz) + Y F(Q;12)[G(Q)lx) — Gp(Qj-1]x)],
J:Q;<y
sendo
. 0i Vi
Weyle) = ) k ( ) { —t A ;
i 1—0; — i
_ SLa + Y —7} . (3.14)
19, <y F(TQZ’x) B F(Th’x) 19 <y 1- F(TQ"z)

H& a possibilidade de generalizacao, pois se houver um vetor multidimensional, mais

de uma covariavel continua, pode-se substituir por um Kernel multidimensional, k||* IJ I|.

Na sequéncia, serd abordado o método recursivo de [Portnoy| (2003), aplicado a dados
com censura a direita., que trata da teoria de redistribuicao da massa de probabilidade

para estimacao da funcao de distribuigao acumulada de Y;, sugerida por Efron| (1967).

3.2.4 Método de Portnoy

Para os dados na presenca de censura, a premissa da generalizacao da RQ esta no fato
dos subgradientes de B (1) (equagao , ou seja, das derivadas parciais direcionais com
relagdo b(7), somente depende do valor observado de Y; através da fungao indicadora

I(y; — 2;b(1) < 0) (Koenker, 2005} |Rasteiro, [2017).
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No caso de observacao de tempo de falha ou censura a direita, Rasteiro| (2017) mostra
que, para estimar o vetor [(7), ndo hé necessidade de se saber o valor exato que Y;
: , . ,
assume, e sim somente quando seu valor é menor ou maior que «b(7). Relembre que a
variavel aleatéria observada, por estar sujeita a censura a direita, é definida como Y =
. . , . .
min(Y;, ;). Na ocorréncia de censura com C; > x;b(7), considere que Fy,x,(y;), seja
conhecida. Veja que, quando héd censura de Y; (i.e. ¥; > C;), alguns cenérios podem

ocorrer no estudo da funcao I(y; — x/b(7)), conforme a seguir:

1. C; > x!b(7): nesse caso, I(y;—xib(t) < 0) =0, mesmo nao observando a varidvel

Y;.

2. C; < x!b(1): ao contrario do caso anterior, nao é possivel saber qual o valor a fungao
indicadora assume, somente com a observacao da variavel C}, pois ha outras duas
situagoes em que o valor da funcao esta associado, com as seguintes probabilidades

de ocorréncia:

a. Y; € (C;,x,b(7)]: nesse caso, I(y; —x;b(7) < 0) =1 e sua probabilidade de

ocorréncia ¢ dada por:

0) = P € (Combirl > G = DASGIEHNO) Sl By

b. Y; € (x!b(7),00): ja aqui é complementar ao caso anterior, dado que Y; > C;.
Logo, a probabilidade observada nessa situacao é de 1 — w;(7), com I(y; —

xib(1) <0) = 0.

Na prética, ndo se conhece Fy;x,(1;), sendo assim, deve-se estimd-la. Por conseguinte,
suponha uma amostra de n observagoes da variavel aleatoria “tempo até a ocorréncia da
falha” (especificada), sujeita a censura aleatéria a direita, ou seja, suponha as varidveis
(Ui, 05, %i), © = 1,...,n, com ¥y; = min(y;,¢;) e & = I(y; < ¢;). Para as observagoes

censuradas, d§; =0, a estimativa de w;(7) é definida por:

7'—7A'i
w; = ~ 9
]-_Ti

quando 7; ¢é uma estimativa para Fy,x,(C;).
Portnoy| (2003)), instigando a proposta de [Efron| (1967)) sobre a teoria de redistribui¢ao

da massa de probabilidade, sugeriu uma nova abordagem para estimacao de Fy;x,(C;)
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com a introducao de pesos a funcao de perda , de maneira a incorporar, na estimacao
dos parametros [(7), a informagao de censura aleatéria (Rasteiro, 2017). O esquema
de ponderacao via Kaplan-Meier discutido, a seguir, é importante para a compreensao do
método e também para estimar os parametros da fun¢ao quantilica para dados com censura

a direita, discorrido em Rasteiro| (2017)).

3.2.4.1 Ponderacao via Kaplan-Meier

Considere o estimador nao-paramétrico de Kaplan-Meier (KM) para a estimar a fungao
de sobrevivéncia de uma variavel aleatoria, que pode estar sujeita a censura a direita. Esse
estimador é uma adaptagao da funcao de sobrevivéncia empirica, que é escrita como (Giolo

e Colosimo, [2006; Rasteiro|, 2017)):

A - nimero de falha até o tempo y

ntimero total de observacoes na amostra’

S(y) ¢é uma funcdo escada com saltos nos instantes de tempo k, nos quais, de fato, séo
observados o evento de interesse.

A férmula classica do estimador pode ser definida apds estas premissas:
e Sejam y; < ... <y, 0sk tempos distintos e ordenados de falha;

e d; onumero de falhas em y;, 7=1,...,k;

e n; o numero de individuos sob risco em y;.

Entao, o estimador de Kaplan-Meier é expresso como:
A n; —d,; d;
S(y) = 7 = i
0= T0 (%) = 103
3y <y 3y <y
Maiores informagoes podem ser obtidas em |Giolo e Colosimo (2006).
Exemplo 3.1. Para ilustrar o estimador supracitado, considere uma amostra de 10

observacoes das variaveis aleatérias independentes, quando os tempos y»,y7 € yg sao

censurados a direita, exemplo proposto inspirado em Rasteiro (2017)).
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Tabela 3.1 - Tempos de sobrevivéncia de 10 observacoes, com censura dos tempos ordenados 2, y7 € ys €

estimativas da fungao de sobrevivéncia e fungao distribuigdo acumulada, S(y;) e F(y;), respectivamente.

i vy; Risco Evento S’(yz) ﬁ’(yz)

1 23 10 1 0,900 0,100
3 68 8 1 0,787 0,213
4 70 7 1 0,675 0,325
5 71 6 1 0,562 0,438
6 100 3 1 0,450 0,550
9 181 2 1 0,225 0,775
10 199 1 1 0,000 1,000

1.00

075

2 050
B

025

0.00

0 50 100 150 200
Yi

Figura 3.3: Gréfico da fungao de sobrevivéncia estimada para os dados do exemplo proposto.

Conforme em [Rasteiro (2017), o estimador de KM pode também ser computado de
outra maneira, menos comum, mas que o considera como resultado de um esquema de
ponderagao, que atribui pesos a cada uma das observacoes. No exemplo, perceba que
como a primeira observacao nao é censurada, logo a funcao de sobrevivéncia empirica tem
salto de dimensao 1/10. Ou melhor, isso corresponde a dizer que cada observacao tem
peso igual a 1. Por isso, a distribuicao acumulada no ponto i déa-se pela razao entre os
pesos anteriores a observacao ¥; e o tamanho n da amostra.

Na Figura [3.3] no entanto, a massa de probabilidade nao é atribuida, pelo estimador de
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KM, a observagoes censuradas. Por conseguinte, a distribuicao acumulada na observacao
yo €igual a 0,100, o que corresponde a funcao de sobrevivéncia estimada em 1, igual a
0,900. O peso de ys é essencial para computar a funcao de distribuicao acumulada nos
instantes de falha posteriores, o qual nao pode ser igual a 1, porque isso seria o mesmo
que dizer que a observagao é nao censurada. Portanto, o intuito é repartir o peso da
observacao y, considerando as duas possiveis condicoes: o verdadeiro valor do tempo de
falha ocorre entre ¢+ =2 e i =3, ou o verdadeiro tempo ¢é posterior a 3. Essas condicoes
tém probabilidade (77 — 0,100)/(1 — 0,100) e (1 —7/)/(1 — 0,100), respectivamente,
sendo 7, estimativa de 7;, a probabilidade acumulada no tempo de falha y; e wyu,
segundo apresentando nessa secao. Entao, em conformidade com o que foi exposto, 7'
deve satisfazer:

1+ (73 — 0,100)/(1 — 0,100) + 1
10 ’

*

7—3:

em que 1 é o peso da observagao y;, que é nao censurada, (73 —0,100)/(1 —0,100) é

opesode ys e 1, de y3 em 75. Calculando a equagao, encontra-se 75 = 0,213, que
coincide com o valor de F'(y3) da Tabela

Entao, para as observagoes 4, ys € g, que também nao sao censuradas:

. 1+ (rf—0,100)/(1 —-0,100)+1+1
B 10 !
., 14 (7 —0,100)/(1-0,100) +1+1+1

s = 10

14 (17 —0,100)/(1 —0,100) +1+1+1+1
10 ’

7—6 -

computando as equacoes, tem-se que 7; = 0,325 para y4, 75 = 0,438 para y5 e 7§ =
0,550 para ys. Em contrapartida, y; e yg sao censurados, portanto, a funcao distribuicao
acumulada nas observagoes y; e ys ¢ igual a 0,550, pois nao hd massa de probabilidade

associada. Para a observacao em vy,

14 (75 —0,100)/(1 = 0,100) + 4 + 2(r5 — 0,550)/(1 — 0,550) + 1
= 10 )

*

Ty

e calculando tem-se que 75 = 0,775. Do mesmo modo, a fungao distribui¢ao acumulada
no tempo de falha yg é igual a 1. Quando se introduz uma nova observacao ao conjunto

de dados, por exemplo entre i =1 e ¢ = 3, independentemente da escolha de y;;, a
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estimativa de 7;° nao é alterada, por exemplo, y;; = 400, com peso (1 —0,213)/(1 —
0,100) = 0,874. Assim, introduz-se uma nova observagao ficticia no conjunto de dados
para cada observacao censurada, que foi ponderada, optando-se por qualquer valor além
do escopo dos dados (Rasteirol, 2017)).

Assim, para o cédlculo da fungao de distribuicao acumulada, esse método de atribuicao
de pesos as observacoes remete ao conceito de redistribuicao da massa de probabilidades
proposto por Efron (1967)), que resulta em 1 menos a estimativa de KM, e é uma maneira

alternativa de computar suas estimativas (Rasteiro, 2017).

3.2.4.2  Algoritmo recursivo de Portnoy

Portnoy| (2003) propde a utilizacdo do esquema de ponderagao de KM, com algumas
alteragbes, que visa computar os pesos, w;(7), das observacoes censuradas, mas com
fixagao prévia dos valores de 7. Também deve calcular a estimativa de Fy;x,(Ci), 7.
Entao, os pesos w; podem ser definidos como

1 se ;=1 ou 77 <7
_ J j
w; =wi(T)=4q . . ,
A= se 0;,=0¢e 75> T
(17727’)7 (2 J 1

com 77 j=1,...., M.

Os passos do algoritmo de [Portnoy| (2003) compreendem (Rasteirol 2017)):

1. Estima-se b(7]), dado o valor 7, aplicando a regressao quantilica linear usual a

todos os dados, incluindo as observagoes censuradas (z;, C;).

2. Para estimar (7)), opera-se da mesma forma que no caso nao censurado. Assim,
verifica-se se hd valores ¢;, @ = 1,...,n, tais que ¢; € [x{b(]); xI'b(73)].
Se houver esses valores, b(7y) devera ser reestimado, abrangendo as observagoes
censuradas. Seja K o conjunto de indices de tais observagoes censuradas. Atribui-se
o *

7; = 77 para as observagoes em K. Igualmente, b(7y) é o vetor de parametros

que minimiza a funcgao:

ZPT; [5: — =] b(r3)] + Z {wi(3)pss [c; — 2] b(73)]

i¢K ieK

+ [ —wi(r)lpry [y — i b(r3)] },
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em que y+t°>° é um valor suficientemente grande incluido ao conjunto de dados, além

do escopo dos valores observados de ;.

Dado que ja se tenha computado b(7;) e defina K o ndices das observagoes cen-
. . . . ~ .
suradas que colaboram para o seu calculo. O passo seguinte é a estimacao b(Tj 1)
admitindo que nao héa outras censuras além das consideradas em K. Entretanto,
tome que apds a estimacio do parametro b(77,;), hd uma observagao censurada cj

tal que
c. € [w;;[’b(T;);asz(T;H)},

ou seja, o vetor b(T]’-k .1) necessita ser recalculado, tomando-se também a informacao
dessa censura. De outra maneira, o indice k deve ser incorporado ao conjunto K.
Atribui-se, logo, que 7 = 7] para essa observagao que precisa ser ponderada com
peso wk(T;‘). Além disso, é necessario introduzir uma observacao em 400 com
peso 1 — wk(T]’-‘), de modo a cobrir todas as possibilidades para o verdadeiro tempo
de sobrevivéncia da k-ésima observagao. Entao, de um modo geral, b(7},,) ¢ o

vetor de parametros que minimiza a funcao:

Z Priva [?71 B wzﬂb(ﬁ;l)] + Z {wi(T;'H)'OT;H [Ci - wzﬂb(T;‘k—i—l)]

i¢K ieK

(1= wim)os,, [+ - 2Tb(70)]

no qual 3™ ¢ um tempo de falha suficientemente grande introduzido ao conjunto

de dados.

O passo 3 deve ser repetido até que 7/, seja igual a 1 ou se restarem apenas

observacoes censuradas a direita de X;rb(T; 1)

Segundo Rasteiro| (2017)), o algoritmo de Portnoy| (2003) implementado nos principais

softwares, como no R, é eficiente e exibe rapidamente os resultados. Entretanto, a principal

desvantagem do método é o pressuposto de que todos os quantis se relacionam linearmente

com as covariaveis, pois, na pratica, isso nem sempre se verifica. Por exemplo, em geral, os

primeiros quantis nao seguem uma relagao linear, por apresentarem poucas observacoes.

Para exemplificar a aplicacao do método recursivo de [Portnoy| (2003)), usou-se um con-

junto de dados cedido por um instituto em Brasilia, apenas para demonstrar o uso da
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funcao “crq” do pacote quantreg do software R. Trata-se de um estudo sobre o tempo de
execugao de um processo (em minutos) com rela¢do a cinco localidades, onde foram avali-
ados 1.522 processos; 35% desses dados sao censurados a direita. Utilizou-se, para ajuste
do modelo de regressao quantilica, o quantil de ordem 7 = 0,5. O interesse foi avaliar o

tempo de execucao mediano de um processo.

Tabela 3.2 - Resultado do ajuste para o modelo de regressao quantilica.

Variavel — Estimativa Erro Padrao Valor p IC(95%)

Intercepto 5774 0,68 0,00  [56,27 ; 53,93]
bd$locV1 - - - -

bd$locV?2 20.09 412 0,00  [-40,49 ; -24.35]
bhd$locV3 1854 537 0,00  [-30,91 ; -9.,87]
bd$locV4 -7.81 1,75 0,00  [-10,42 ; -3,57]
bd$locV5 -6,69 3,97 0,09 [-14,68 ; 0,88]

Na tabela[3.2] verifica-se que somente a varidvel localidade (‘loc”) no grupo V5 (“locV5”)
nao ¢ significativa a nivel de 5%. Um exemplo de interpretacao seria que, ao mudar de loca-
lidade, o tempo mediano de execucao do processo € 18,5 minutos menor para um processo
que tem a localidade alterada de V1 para V3.

A seguir serao abordados alguns pressupostos e propriedades dos estimadores obtidos

pelo método de |Portnoy (2003), que sao discutidas e retratadas em seu artigo.
Propriedades Assintdticas
Portnoy| (2003)) propoe as seguintes condigoes:

Cl. Seja € > 0 tal que 71 > ¢, em que 77 é o unico e menor valor de 77 definido em

2,8(7) =Ci e §; =0.

C2. A funcado densidade de probabilidade Y (dado ;) e suas derivadas satisfazem:

a < f;(u) <b, |fi(u)| <c, uniformemente para e < Fj(u) < 1—¢ e uniformemente

em?=1,...,n, quando a >0, b < +o0 e ¢ sao constantes que podem depender
de e.
C3. Seja a constante B tal que || z; ||< B uniformemente em ¢ = 1,...,n. [Portnoy

(2003) menciona que deve ser possivel permitir que o limite em z; dependa de n
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(contanto que n cresca lentamente). Entretanto, as propriedades assintdticas pare-
cem complicadas, de modo que a simplificacao oferecida pela presuncao da limitacao
parece ser razoavel, relaxando o pressuposto. Além disso, geralmente ha poucas ob-
servagoes com x; grande; e assim as estimativas dos quantis condicionais seriam

ruins.

(C4. Defina
Z,(7) = %X’ (diag {@(7) f; (@5@)) }) X,

Entao, seja uma matriz definida (nao aleatéria), Z(7) e a constante ¢ tal que, para

n suficientemente grande,

| Zu(7) = Z(7) ||< en” V1.

Segundo o Condigao 1, defina D, = diag(d;), com

di=7(1—7)—(1—1) {I(Ci < 2 (r) {T —hhis C’} } |

Assuma que
X'D,X — V(7), quando n — oo,

em que V(7) é a matriz de variancia e covariancia (2.17); entdo, com Z(7) sob as
Condicoes apresentadas, de C1 a (4, o estimador é nao viesado e segue assintoticamente

a distribuicao normal multivariada:

Vi (b(r. @) = B(r)) D N (Z V() Z7 (7).
Na pratica, bem como no contexto em dados sem censura, abordado em |[Rasteiro| (2017)),
é inviavel a estimagao da fungao variancia de b(7,w) de modo direto, ja que requer a
funcao de distribuicao de Y;, que é desconhecida. Salienta que uma solucao viavel para
estimacao da fungao variancia seria a utilizacao de uma implementacao via bootstrap, que
ha no software R. Assim, uma estatistica de teste para a hipdtese, como a distribuigao
assintética do estimador de B(7) é normal: Hy : Bs(7) : 0,1 s =1,...,p, por exemplo,

déa-se pela estatistica t:
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em que, para a variancia de bs(7), Z. é a estimativa de bootstrap. Da mesma maneira,

pode-se escrever o intervalo de confianga bootstrap-t como, vide [Efron e Tibshirani| (1994):

Z,
I.C. [bs(T)] = |bs(T) Ftajom—14/ — |, com nivel de conflanca 1 — a.
100(1—a)% n

Contudo, [Efron e Tibshirani (1994) sugerem a utilizacdo de um método hibrido de
bootstrap para estabelecer os intervalos de confianga para o parametro (7). A proposta,
nesse caso, baseia-se em definir via bootstrap as distancias interquartilicas b%(7)o75 —
bi(T)oso € bi(T)oso — bE(T)o25, em que o quantil de ordem k das estimativas de bg(7)
determinadas via bootstrap é b%(7)x . Na sequéncia, multiplica-se essas medidas estimadas
por 2,906, cujo valor é usado para assegurar a consisténcia do estimador em |Heritier
et al.| (2009), e se adiciona o valor 5*(7)gs0. Portanto, os intervalos de confianga sdo
obtidos com coeficiente de confianga de 95% para bs(7); desse modo, verifica-se que eles
nao sao absolutamente simétricos (Rasteirol 2017).

A vantagem, de uma forma geral, em realizar inferéncia de regressao quantilica com da-
dos censurados via bootstrap é que metodologias baseadas em reamostragem das variaveis
(Y;,Cy,0;) podem ser explicadas pela teoria cldssica de bootstrap, segundo autores. Sob
outra perspectiva, métodos que incluem os residuos do modelo, ou que tratam do con-
texto em que as varidveis (Y;, C;,d;) nao sao independentes e identicamente distribuidas
para Vi =1,...,n, ainda demandam estudos e novas teorias (Rasteiro, 2017)). Maiores
informacoes vide [Portnoy| (2003) e [Rasteiro| (2017).

A seguir serd apresentado o algoritmo da metodologia proposta nessa dissertacao, a
qual ¢ a aplicacao do método de Portnoy, utilizado em Rasteiro (2017)), adaptado ao algo-

ritmo iterativo da fungdo minorante convexa, este discorrido nessa Subsubsegao [3.2.3

3.2.5 Método proposto

Aqui séo os passos do algoritmo proposto nessa dissertagdo. F(- | x;) representa o
estimador ndo paramétrico de maxima verossimilhanca (ENPMV) condicional suavizado

de F(- | z;). Para o caso em que ha censura intervalar:
1. Faca 7 =1;

2. Enquanto i < n;
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3. Se §; =7;=0, faca i<+ i+ 1; va para (2);

4. Se 6; =1, faca F(L; | ;) =0 e calcule F(R; | ;);
5.S¢ 3 =1, caleule F(L; | %) e F(R; | x);

6. Gere z ~ U(F(L; | 2;), F(R; | z:));

7. Faga m; = (L; + R;)/2;

8. Calcule F(m@- | z;);

9. Se F(m; | z;) > z, faca R; = my;

10. Se ﬁ’(mZ | ;) < z;, faca L; = my;

11. Se R;— L; <e, faga 7; = m,;; caso contrario, va para (7).

Ja no caso em que, também, ha censura a direita, aplicou-se o método de Portnoy
(2003).
Na sequéncia, serd apresentado o método de [Zhou et al.| (2017), o qual foi comparado

ao método proposto.

3.2.6 Método de Zhou

No caso II de censura intervalar, serda abordado a metodologia de|Zhou et al.| (2017)), que
propoem métodos de estimacao do vetor de parametros [((7) para o modelo de regressao
quantilica censurado por intervalos com 7 € [0,1]. Num primeiro momento, os autores
propoem um método de estimagao, que é uma generalizagao direta da regressao quantilica
para dados observados completos. O estimador proposto é definido como o ponto 6timo de
solugao de um problema de minimizacao com funcao objetivo convexa. A propriedade da
normalidade assintdtica é estabelecida com um viés convergindo para zero. Para reduzir
o viés, dois métodos de correcao de polarizagao sao propostos, baseados em bootstrap e
estimativa inicial respectivamente. Ademais, os métodos propostos nao exigem que os
vetores de censura sejam distribuidos de forma idéntica e podem ser aplicados facilmente
a modelos com varias covaridveis, como covariaveis de desenho aleatério fixo, discreto

aleatdrio ou continuo.
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Em casos de censura em intervalos, observa-se que y; — x;3(7) > 0 é valido para
ziB(1) < ty; e y; —xif(7) < 0 para 2i8(7) > ty, assim, nesse caso, pode-se definir a

fungao de perda de quantis (;(7,3) como

Tly: — 2iB(7)], se ti; > xB(7)
G, B) = (7, B), se ty; < B(T) <ty (3.15)
(L =7)lys = 2iB(T)],  se to < xB(7)

para alguns ;. (;(7,5) nao pode ser usada diretamente para obter o estimador de (;(7)
pois 1; mnao é definida e 1; é nao observavel. Como a contribuicao de cada ponto para o
estimador, depende apenas do sinal do residuo, na equacao 7 y; pode ser substituido
por ty;, se ty; > xiB(7), epor ty, se to; < x,B(7). Os autores salientam que nao é facil
definir ;, pois se z5(7) € (t1;,te) é valido, ndo temos ideia do sinal de y; — x}5(7),
contudo observe que se o intervalo de censura ty; — t1; for pequeno, y; estard préximo
de ty; e ty; e, concomitantemente, P(z53(7) € (t1;,le]) estard préximo de zero sob
algumas condigoes de regularidade. Dessa forma, pode-se desconsiderar a contribuicao

desses pontos nesses casos. Por conseguinte, pode-se modificar (;(7,3) para

”

Tlyi — 3 8(7)], se ty; > xiB(7)
G(r.B) =1 0, se ty; < 28(r) < b (3.16)
| (L=l — 2B, se tas < 2B(7)
[ it — 2B(r)] se tyy > a(r)
=4 0, se ty; < i B(7) <ty
| (L= 7t — 23 B(T)|, se ty < 235(7)

Ci(1,B) & reescrito como (i(7, B) = (1—7) |ty — max(ty;, 243(7))| + 7|t — min(ty,, 8(7))|.
Defina o estimador do quantil de censura intervalar, Bn(T) do vetor de parametro de

regressao como o ponto de solucao ideal do problema de minimizacao:

min {n‘l ;@(T, 6)} : (3.17)
isto é,

Bn(T) = arg rﬁneiél {n_l ; EZ»(T, B)} ) (3.18)
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Se {y;} for observado, ou seja, ty; = ty; para cada i, o estimador Bn(T), definido na
equacao , serd transformado em estimador quantilico ER(T) para dados observados
completos. Em vista disso, o método acima é uma generalizacao direta da estimacao do
quantil para modelos de regressao com dados observados completos. Note que Z,-(T, p) =
(1 —7)| max(te;, x,5(7)) — to;| + 7|t1; — min(ty;, 2, 5(7))], visto que max(c; + ca, c3+c¢4) <
max(cy, c3) +max(ce, ¢q) € min(cy +c2, c3+cq4) > min(eq, c3) +min(cq, ¢4) para quaisquer
nimeros reais cj,co,c3 € ¢4. Os autores mencionam que é facil provar que a funcao
objetivo da equagao é convexa; isso faz com que o estimador quantilico seja facil de
computar.

Seja || - || anorma Ly do vetor correspondente. Para atribuir as propriedades as-
sintéticas do estimador quantilico Bn(T) (Zhou et all [2017), primeiro assume-se que as

seguintes suposicoes estao satisfeitas:

Al. Para qualquer 7 € (0,1), o verdadeiro vetor do parametro [o(7) é um ponto

interior do espaco paramétrico ©O.

A2. Para qualquer 7 € (0,1), a fungdo de distribui¢do condicional de y; dado z; é

continua em 45y (7).

A3. (tyi,te), © = 1,...,n, sdo vetores aleatérios independentes (ndo é necessario que
sejam identicamente distribuidos), que satisfagam sup,|ta; — t1;] < 0, para alguma
sequéncia de o, — 0, quando n — oco. Entretanto, tanto G;(-) como GZ(-),
que sao fungoes de distribuicao marginal de ty; e t9; respectivamente, tém derivadas

continuas e limitadas préximas ao ponto z}3y(7).

A4. Para cada € > 0, existe um M finito tal que

an\ wi [P Z() i 1> M)]

para todos n suficientemente grande.

A5. A sequéncia dos menores autovalores das matrizes:

OG3(r)
{ Zml [1—7’ o

estd limitado de zero para n suficientemente grande.

1
_9GHY)

T

r=x}B80(T)

l=2250(7)] }
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Sob essas premissas, os principais resultados de [Zhou et al| (2017) sdo os seguintes

teoremas:

T1 Para qualquer 7 € (0,1), sob as premissas Al — A5, Bn(T) £ Bo(T) quando

jo - . .
n — oo, em que “—” significa convergéncia em probabilidade.

T2 Para qualquer 7 € (0,1), sob as premissas Al — A5,

2R K (Bu(r) = Bo(r) + K L ) <5 N (0,1,0)

- . D
quando n — oo, em que I,, denota a matriz identidade de ordem m, “—”

significa convergéncia em distribuicao e
Z E{zx) [f?Py + (1= 7)2Py +27(1 — 1)},

Py = P (2;80(1) < tys|as) P (2380(T) > tus|as)

Py, P(l’ 50(7') < t21|$z) P(l’;ﬂ()(T) > t2i|l'i),

P P(.Z' ,80(7') S t12|.fE7,) P(l’;ﬁo(T) > t2i|l'7;),
1

L, EE {2 [(1 = 7)T (to; < 2L Bo(7)) — 7L (2} 50(7) < t1)]}-

T3 Suponha g, = O(n~'/2), logo sob as premissas Al — A5,
2K 2Ky (Ba(r) = o) + K L ) =5 N (0, T)
para qualquer 7 € (0,1) quando n — oo.

Zhou et al| (2017)) salientam que, para os vetores de censura (ty;,to;), @ = 1,...,n,
nao se presume que sejam identicamente distribuidos e que os vetores de covariaveis
x;, ¢ = 1,...,n, podem ser varidveis aleatorias discretas fixas ou varidveis aleatérias
continuas. A suposi¢gdo A4 impede que um tnico ponto de amostra com || z; || muito
grande tenha um efeito dominante sobre o estimador Bn(T), essa suposicao assegurara que
n seja suficientemente grande, e K,, sdo matrizes definidas nio negativas com autovalores
limitados acima, positivamente.

Para modelos de regressao quantilica com dados observados, dados censurados a di-
reita ou dados duplamente censurados, em Zhou et al.| (2017)), também se observa que as

suposigoes sobre a fungao de distribui¢ao condicional de y; dado z; (ou funcao de distri-

buigao de erros de regressao) sao, constantemente, necessarias para assegurar a unicidade
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do estimador de parametros. No entanto, para dados com censura intervalar, uma vez que
nao ha y; sendo observado, as suposicoes sobre a funcao de distribuicao condicional de
y; nao sao suficientes. As suposigoes A3 e A5, que sao sobre as propriedades das fungoes
de distribuicao condicional das varidaveis de censura observadas, sao requisitos adicionais
para garantir a unicidade do estimador de quantil para amostras grandes. Na pratica,
suposicoes similares a Ab sao, constantemente, necessarias na regressao quantilica para
censura a direita ou dados duplamente censurados, maiores detalhes vide [Pollard (1990),
Rao e Zhao| (1993), Xiuging e Jinde| (2005)) e Wang e Wang| (2009)). A suposigao A5 é um
requisito em que ty; ou ty; € préximo de x}5(7) para pontos de amostra “suficientes” e
que os regressores z;3(7) s@o nao colineares para essas observagoes.

Contudo, |Zhou et al| (2017) mencionam uma limitacdo importante a estimagao de
quantil proposta, que nao pode ser aplicada a dados com duracao infinita de intervalo
de censura, como dados censurados a direita ou censurados duplamente, o que se verifica

constantemente em estudos empiricos, dados experimentais.

3.2.6.1 Correcao do vicio

Em Zhou et al.|(2017), no Teorema 3, mostra-se que sob a condicio o, = O(n~/?) e as
suposicoes A1-A5, a propriedade da normalidade assintética padrao é verdadeira, quando
n — oo. Mas, de fato, o, provavelmente convergiria muito mais lentamente que n~/2,
Pela suposigao A5 e equagao || L, ||*= O(0?), demonstrada em Zhou et al|(2017), tem-se
que o estimador quantilico convergira para distribuicao normal com um viés zero.

Posto isso, para obtencao da estimacgao do quantil com as corregoes, utiliza-se os dados
observados {(t;,te,z;)}, resolvendo o problema de minimizagao (3.17)) primeiro e depois
fazendo as correcoes de polarizacao apresentadas, a correcao de bootstrap e a correcao pelo
método direto. [Zhou et al.| (2017)) concluem que a metodologia bootstrap, devido ao célculo,
¢ mais complexa que o método direto, sendo esse o mais recomendado, principalmente pela

rapidez. Em virtude disso, foi tratado somente o método direto,que esta sumariamente

descrito em seguida. Sugerem também que o erro padrao deve ser obtido via bootstrap.

A. Método direto

A partir da prova dos teoremas em [Zhou et al.| (2017)), sabe-se que o vicio existe,
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principalmente, porque FE(I5) # 0, em que

I5 = n_l Z Z/l’m [(]_ — T)I(.T;ﬁo > tQZ) — TI((L’;ﬁO S tlz)] .

i=1
Portanto, propos-se o método direto de correcao de viés.

Seja

U7 (B) = 2B (1= T)T(aifo(r) > tai) = TT(xifo(T) < )],
UO(B) = 23 [(1 = T)T(@iBa(r) > tr) = T (@fn(T) < )]

e defina que

n

=1

B,t(r)—argmm{nl Gir.8) — wﬂ}.

Pela prova do Lema 1 (em Zhou et al. (2017)), é facil ver que

z {n > [6tn) —w)] - 3 (Gl o) - wE O3 }

i=1

1 /
=572 +0(] = |P)

uniformemente em n e uniformemente sobre || z [|[< v, com v — 0, no qual z =
Ky 2(5 — Bo(7)). Entao, pelo pressuposto A1-A5 e a prova do Lema 1 apresentada em
Zhou et al.| (2017), pode-se escrever:

2/nK VK, (B (1) — BolT)) — N(0, Ly,),

quando n — 400 para qualquer 7 € (0,1).

Portanto, [’(7) nao é um estimador do vetor de parametros, porque [S3(7) é in-
cluido em \I/;-BO(T) (8). Como f,(7), obtido pela equacao (3.18) converge para fo(r) em
probabilidade, é natural definir o estimador corrigido por viés como

BP(r) = argmin {n > |Gt 8) - w7 ()] } . (3.19)

€O
A i=1

Como (;(7,5) e \Iff”(T)(B) sao convexos e lineares em [, respectivamente, a funcao
objetiva de minimizagao no problema ([3.19) também é convexa.

Maiores informagoes, especialmente sobre as provas, os teoremas e os lemas, vide [Zhou

et al.| (2017).
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Capitulo 4

Estudo de simulacao para comparacao dos métodos

Neste capitulo, apresentar-se-4 um estudo de simulagao, que foi realizado para avaliar
a performance dos métodos descritos no capitulo 3, para ajuste do modelo de regressao
quantilica para dados com censura intervalar. Esses métodos sao: as implementacoes feitas
com a metodologia desenvolvida por Zhou et al. (2017)), descrita na subsecao , ea
proposta de algoritmo, que foi tratado na segao [3.1}

O exemplo apresentado, a seguir, foi extraido de Zhou et al.| (2017)). Nele é considerado
o modelo de regressao quantilica com censura intervalar e com covariavel aleatoria continua.

Exemplo 4.1. Neste exemplo, apresentado por Zhou et al.| (2017), o modelo de re-

gressao ¢ definido como:

Yi = bo + biwr + ¢,

para by = 1,0+ F~(1) e b = 1,0, considerando nove valores diferentes de 7 (0,1; 0,2;
0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8 e 0,9), onde F é a fungao distribuicao de e;. As covaridveis do

banco de dados {(ty;,to;, 2;)} foram geradas da seguinte forma:
1. {z;} segue uma distribuicdo Normal com média 0,5 e desvio padrao 0,5.

2. Oserros da regressao {z;} sao derivados de e; = é;—mediana(é) para assegurar sua
mediana no ponto zero, sendo {é;} gerados independentemente, segundo as quatro
distribuicoes a seguir:

(a) Distribuigdo Normal (0,0 ; 0,3);

(b) Distribui¢ao Lognormal (0,0 ; 0, 3);
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(c) Distribuicao Logistica (0,0 ; 0,2);

(d) Distribuicao Weibull (3,0 ; 1,0).

3. Para cada i, gerar intervalo de censura {(ty;, 2]}, primeiro determina-se U; =

min{y;} — 0,3+ r; , parar; ~U(0, 0,3). Em seguida, define-se

k1
ti;, = Uz —+ Z lj
=0
k
tyi = Ui + le7
=0

para lp =0, l; ~U(0, 0,3) independentemente para j =1,...,k, e k ¢ inteiro
nao negativo que satisfaz U; + Z;:é L <y <U; + Z?:o .

Em relagao a cada cendrio, relatou-se o viés, erro padrao (EP) e o erro quadratico
médio (EQM) dos estimadores dos parametros com base no tamanho da amostra, n = 200,
e no numero de amostras, n* = 20, para as execucgoes da simulacao.

Para maior precisao, a imputacao nao deve ser Uinica; posto isso, para cada observacao,
foi realizada imputacao, ou seja, deve-se completar os dados uma vez e, assim, calcular os
seus estimadores com base naqueles dados (Van Buuren| 2012). Portanto, no algoritmo
proposto, foram consideradas cinco imputagoes, tomando a média delas e apds calculando
as estimativas dos parametros. Os resultados das simulacoes implementadas sao apresen-
tados na tabela [4.1} na qual é possivel avaliar o desempenho de cada método avaliado,

considerando as diferentes suposigoes.
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Tabela 4.1 - Resultados da simulagdo para o exemplo 4.1, baseados no tamanho da amostra (n = 200),

no nimero de amostras (n* = 20) e considerando é; ~ Normal(0,0 ; 0, 3).

T Método Estimativa de by Estimativa de by
Vicio Erro Padrao EQM Vicio Erro Padrao EQM
0,1 Imputagdo -0,0088 0,0663 0,0045 0,0061 0,0846 0,0072
Zhou et al.l 0,0690 0,0671 0,0093 0,0164 0,0838 0,0073
0,2 Imputacdo 0,0041 0,0546 0,0030  -0,0088 0,0815 0,0067
Zhou et al.l 0,0557 0,0485 0,0055  -0,0019 0,0850 0,0072
0,3 Imputagao 0,0080 0,0363 0,0014  -0,0103 0,0683 0,0048
Zhou et al.] 0,0403 0,0450 0,0037  -0,0108 0,0753 0,0058
0,4 Imputacdo 0,0116 0,0364 0,0015  -0,0167 0,0692 0,0051
Zhou et al.l 0,0267 0,0379 0,0021  -0,0118 0,0629 0,0041
0,5 Imputagdo 0,0112 0,0339 0,0013  -0,0158 0,0642 0,0044
Zhou et al.l 0,0075 0,0329 0,0011  -0,0137 0,0622 0,0041
0,6 Imputagdo 0,0110 0,0358 0,0014  -0,0128 0,0651 0,0044
Zhou et al.] -0,0112 0,0302 0,0010  -0,0090 0,0571 0,0033
0,7 Imputagdo 0,0174 0,0396 0,0019  -0,0157 0,0693 0,0025
Zhou et al.| -0,0253 0,0434 0,0051  -0,0059 0,0700 0,0049
0,8 Imputagdo 0,0158 0,0491 0,0027  -0,0135 0,0731 0,0042
Zhou et al.l -0,0406 0,0509 0,0055  -0,0037 0,0713 0,0051
0,9 Imputagdo 0,0155 0,0541 0,0032  -0,0065 0,0771 0,0060
Zhou et al.l -0,0702 0,0463 0,0071 0,0026 0,0607 0,0037

Com relagao as avaliagoes denotadas na tabela [4.1] conclui-se, de modo geral, que ha

semelhanca entre as duas técnicas, pois os valores absolutos resultantes dos vicios sao

proximos, bem como os valores dos erros padrao. O vicio é equivalente ou melhor para

alguns 7 iniciais, no caso do algoritmo proposto (com imputagoes). Entretanto, para

7= (0,6, 0,7, 0,8, 0,9), esse método apresenta estimativas de b; com valores de vicio

maiores que os da metodologia de Zhou et al.| (2017)). Quanto aos erros quadraticos médios,

para os métodos analisados nos diferentes 7, eles foram valores baixos e também bem

préximos entre si, com mudanca somente na terceira ou quarta casa decimal, evidenciando

a eficiéncia de ambas as técnicas.
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Tabela 4.2 - Resultados da simulagio para exemplo 4.1, baseados no tamanho da amostra (n = 200), no

niimero de amostras (n* = 20) e considerando é; ~ Lognormal(0,0 ; 0, 3).

T Método Estimativa de by Estimativa de b;
Vicio Erro Padrao EQM Vicio Erro Padrao EQM
0,1 Imputacdo -0,0178 0,0459 0,0024 0,0133 0,0570 0,0034
Zhou et al.] 0,0661 0,0394 0,0059 0,0045 0,0587 0,0035
0,2 Imputacdo -0,0046 0,0404 0,0017  0,0063 0,0494 0,0025
Zhou et al.] 0,0504 0,0335 0,0037  0,0066 0,0446 0,0020
0,3 Imputacao 0,0052 0,0390 0,0015  -0,0054 0,0521 0,0027
Zhou et al.] 0,0389 0,0339 0,0027  0,0059 0,0485 0,0024
0,4 Imputacao 0,0098 0,0294 0,0010  -0,0090 0,0483 0,0024
Zhou et _al.] 0,0275 0,0287 0,0016  -0,0031 0,0465 0,0022
0,5 Imputagao 0,0089 0,0254 0,0007  -0,0045 0,0490 0,0024
Zhou et _al.| 0,0098 0,0233 0,0006 0,0023 0,0484 0,0023
0,6 Imputacao 0,0051 0,0258 0,0007  0,0046 0,0487 0,0024
Zhou et al.] -0,0034 0,0254 0,0007  0,0003 0,0496 0,0025
0,7 Imputacdo 0,0084 0,0380 0,0015 0,0098 0,0648 0,0043
Zhou et al.| -0,0210 0,0381 0,0019 0,0120 0,0645 0,0043
0,8 Imputagao 0,0070 0,0522 0,0028 0,0215 0,0763 0,0063
Zhou et al.| -0,0478 0,0529 0,0051 0,0210 0,0718 0,0056
0,9 Imputagao 0,0125 0,0730 0,0055 0,0283 0,1046 0,0117
Zhou et al.| -0,0728 0,0773 0,0113 0,0316 0,1043 0,0119

Na tabela em que ¢€; segue uma distribuicao Lognormal, observa-se que as meto-
dologias, com relacao a estimativa de by, demonstram comportamentos, na maior parte
Y s ) ) )
parecidos considerando os vicios, mas ha valores de 7, como 0,1 e 0, 6, que exibem valores
para o vicio ainda um pouco menores para o método de Zhou et al,| (2017). No entanto,
para o erro quadratico médio, os valores das técnicas sao equiparaveis, pequenos e exi-
bindo, na grande maioria, diferenca somente na quarta casa decimal, sendo assim, com
Y ) s Y )

desempenho similares.
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Tabela 4.3 - Resultados da simulagdo para exemplo 4.1, baseados no tamanho da amostra (n = 200), no

ntmero de amostras (n* = 20) e considerando ¢é; ~ Logistica(0,0 ; 0,2).

T Método Estimativa de by Estimativa de by
Vicio Erro Padrao EQM Vicio Erro Padrao EQM
0,1 TImputagdo -0,0256 0,0459 0,0028  -0,0110 0,0714 0,0052
Zhou et al.l 0,0572 0,0523 0,0060  -0,0059 0,0679 0,0046
0,2 Imputacao -0,0170 0,0372 0,0017  -0,0015 0,0534 0,0029
Zhou et al.l 0,0393 0,0331 0,0026 0,0029 0,0426 0,0018
0,3 Imputacao -0,0063 0,0320 0,0011  -0,0053 0,0517 0,0019
Zhou et al.] 0,0263 0,0348 0,0027  -0,0023 0,0511 0,0026
0,4 Imputacao 0,0004 0,0298 0,0009  -0,0064 0,0542 0,0030
Zhou et al.] 0,0166 0,0352 0,0015  -0,0054 0,0502 0,0025
0,5 Imputagdo 0,0022 0,0272 0,0007  -0,0084 0,0450 0,0021
Zhou et al.l 0,0001 0,0359 0,0013  -0,0070 0,0520 0,0028
0,6 Imputagdo 0,0052 0,0319 0,0010  -0,0119 0,0476 0,0024
Zhou et al.] -0,0120 0,0337 0,0013  -0,0055 0,0481 0,0023
0,7 Imputagdo 0,0083 0,0450 0,0021  -0,0087 0,0584 0,0035
Zhou et al.| -0,0288 0,0426 0,0026  -0,0060 0,0540 0,0030
0,8 Imputagdo 0,0165 0,0542 0,0032  -0,0153 0,0668 0,0047
Zhou et al.l -0,0419 0,0486 0,0041  -0,0070 0,0729 0,0054
0,9 Imputagdo 0,0220 0,0533 0,0033  -0,0007 0,0859 0,0074
Zhou et al.l -0,0595 0,0527 0,0063 0,0067 0,0747 0,0056

Para estimativa do coeficiente b; na tabela [4.3] verifica-se que os erros quadréticos

médios, que levam em consideracao tanto o vicio quanto o erro padrao, apresentam valores

bem proximos e baixos, demonstrando que os métodos abordados sao equiparaveis em

performance.
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Tabela 4.4 - Resultados da simulagio para exemplo 4.1, baseados no tamanho da amostra (n = 200), no

nimero de amostras (n* = 20) e considerando é; ~ Weibull(3,0 ; 1,0).

T Método Estimativa de by Estimativa de b;
Vicio Erro Padrao EQM Vicio Erro Padrao EQM
0,1 Imputacao -0,0037 0,0358 0,0013  -0,0233 0,0609 0,0042
Zhou et al.| 0,0743 0,0332 0,0066  -0,0205 0,0481 0,0027
0,2 Imputagao -0,0011 0,0401 0,0016  -0,0217 0,0744 0,0060
Zhou et al.] 0,0620 0,0400 0,0054  -0,0242 0,0680 0,0052
0,3 Imputacao 0,0032 0,0420 0,0018  -0,0146 0,0769 0,0061
Zhou et al.] 0,0426 0,0405 0,0035  -0,0169 0,0692 0,0051
0,4 Imputacao 0,0118 0,0363 0,0015  -0,0206 0,0715 0,0055
Zhou et al.] 0,0211 0,0371 0,0018  -0,0180 0,0655 0,0046
0,5 Imputagao 0,0180 0,0382 0,0018  -0,0253 0,0661 0,0050
Zhou et al.] 0,0102 0,0317 0,0011  -0,0200 0,0592 0,0039
0,6 Imputagao 0,0155 0,0315 0,0012  -0,0209 0,0560 0,0036
Zhou et al.] -0,0048 0,0300 0,0009  -0,0216 0,0572 0,0037
0,7 Imputagao 0,0183 0,0305 0,0013  -0,0254 0,0478 0,0029
Zhou et al.| -0,0195 0,0303 0,0013  -0,0173 0,0514 0,0029
0,8 Imputagao 0,0212 0,0433 0,0023  -0,0228 0,0547 0,0035
Zhou et al.| -0,0379 0,0470 0,0037  -0,0161 0,0549 0,0033
0,9 Imputagao 0,0305 0,0588 0,0044  -0,0109 0,0754 0,0058
Zhou et al.] -0,0517 0,0579 0,0060  -0,0065 0,0649 0,0043

No caso em que ¢; segue uma distribuicao Weibull, tabela [4.4] é possivel notar que as
metodologias apresentaram, de uma forma geral, valores equivalentes quanto as avaliacoes
expostas. Os resultados alcancados para os erros quadraticos médios também foram muito
proximos, como constatado nas tabelas anteriores para outros cenarios.

Os graficos gerados, para auxiliar na visualiza¢ao dos resultados da simulagao, aborda-

dos previamente, estao expostos no Apéndice [A]l



Capitulo 5

Aplicacao das metodologias a dados empiricos

Neste capitulo, como ja mencionado na introducgao, abordar-se-ao os comportamentos
das metodologias estudadas (de [Zhou et al. e do algoritmo proposto) aplicados a dados
reais. Para isso, foram utilizados os seguintes conjuntos de dados, que apresentam censura

intervalar: compras de celulares e ocorréncia de caries.

5.1 Bancos de dados

Compras de Celulares

Um dos bancos de dados, a ser utilizado, é sobre compras de celulares e esta disponivel
no pacote icensBKL do software R, nomeado como mobile. Conforme |Bogaerts et al.
(2017), em fevereiro de 2013, uma pesquisa sobre compras de celulares foi realizada na
Finlandia, entre proprietarios de 15 a 79 anos de idade de um telefone celular. Os partici-
pantes foram amostrados aleatoriamente, a partir de um diretorio de niimeros de telefone
disponiveis publicamente, estabelecendo quotas no sexo, idade e regiao dos entrevistados.
Um total de 536 entrevistas concluidas foram gravadas usando um sistema de entrevista
telefonica assistida por computador (CATT). A quantidade de proprietarios do sexo femi-
nino, mas também de proprietarios de 15 a 24 anos, estava sub-representada nos dados,
enquanto os homens e os proprietarios de 65 a 79 anos estavam super-representados no
estudo, em comparagao com as estatisticas oficiais finlandesas de 2012. Os entrevistados
foram solicitados a responder perguntas sobre a compra de seus celulares (atuais e ante-
riores) e a relatar algumas caracteristicas familiares. As entrevistas se concentraram nas

seguintes questoes:

Q1. Quando vocé comprou o seu celular? (meés e ano; se o més nao foi lembrado, a estagao
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do ano foi solicitada);

Q2. Quando vocé comprou o seu celular anterior? (ano e més; se més nao foi lembrado,

a estacao do ano foi solicitada);
Q3. Qual é o seu género? (masculino; feminino);
Q4. Qual é o seu grupo etério? (15-24; 25-34; 35-44; 45-54; 55-64; 65-79 anos de idade);

Q5. Qual é o tamanho da sua casa? (quantidade de pessoas por domicilio: 1, 2, 3, 4, 5

ou mais pessoas; sem resposta);

Q6. Qual é o seu rendimento familiar antes dos impostos? (30.000 ou menos; 30.001-50.000;

50.001-70.000; mais de 70.000 euros; sem resposta).

Os tempos de compra (més e ano) sdo censurados por intervalo, porque apenas o més,
e nao o dia da compra, foi solicitado. Além disso, muitos entrevistados nao conseguiram

lembrar o momento da compra, conforme exibido na tabela [5.1]

Tabela 5.1 - Informagoes sobre o celular atual fornecidas pelos entrevistados.

Conseguiram informar o més e o ano da compra 310
Conseguiram fornecer a estagao do ano e o ano 115

Nao conseguiram lembrar nem o ano 37

Dos 517 entrevistados que responderam as perguntas sobre o telefone anterior, 117 con-
seguiram informar o més e o ano da compra, 91 foram capazes de relatar a estacao do ano
e 0 ano, 146 forneceram apenas o ano e 163 nao conseguiram lembrar nem mesmo o ano.
Os seguintes entrevistados foram excluidos da analise: trés entrevistados que informaram
que seu telefone anterior foi comprado apds o telefone atual, 30 entrevistados para os quais
os intervalos de compra do telefone anterior e atual sao completamente sobrepostos e 6
entrevistados que nao informaram o tamanho do domicilio. Como resultado, o conjunto
de dados usado em nossas analises contém 478 entrevistados, os quais informaram correta-
mente que tinham um telefone anterior e tém intervalos nao sobrepostos para os tempos de
compra do telefone anterior e atual, com 258 homens e 220 mulheres. Mais detalhes sobre
a pesquisa podem ser encontrados em Karvanen et al.| (2014) e |[Bogaerts et al.| (2017).

O conjunto de dados apresenta 16 variaveis. Para a aplicacao, no entanto, somente

essas foram utilizadas:
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1. CLL: limite inferior numérico da data de compra do telefone atual;
2. CUL: limite superior numérico da data de compra do telefone atual;

3. agegrp (faixa etaria): 1 = “15-24 anos”, 2 = “25-34 anos”, 3 = “35-44 anos”, 4 =
“45-54 anos”, 5 = “b5—64 anos” e 6 = “65-79 anos”. Através da variavel “agegrp”,
obtém-se, por construcao, uma outra variavel denominada “age”, tomando o ponto
médio dos intervalos de “agegrp”. Portanto, a variavel “age”, que sera utilizada no
estudo, assume os seguintes valores: 20 anos, 30 anos, 40 anos, 50 anos, 60 anos e 72

anos.

Tanto “CLL” como “CUL”, tiveram as datas modificadas para mostrar exatamente
a quantidade de tempo transcorrido apds a compra do celular atual, passando a serem
denominadas como “L” e “R”, respectivamente, sendo assim, foi colocando a idade do
celular como idade igual a zero em 31/01/2013. Verificou-se que o intervalo maximo da

data de aquisicao do telefone foi de 196 meses.

Tabela 5.2 - Medidas resumo dos limites superior e inferior das datas desde a aquisi¢do do celular (em
dias).

Medidas Limite Inferior (L) Limite Superior (R)

Min. 0,0 30,0
1° Q. 215,0 224.0
Mediana 489,0 580,0
Média 726,7 817.,6
3° Q. 938.3 1047,0
Méx. 5510,0 5874,0

Tabela 5.3 - Frequéncia das faixas etdrias dos entrevistados.

Faixa etaria 1524 25-34 3544 4554 5564 6579 Total
N 57 83 66 81 95 96 478

Na Figura pode-se visualizar a relagao entre o tempo transcorrido da compra do
celular (considerando as varidveis “CLL” e “CUL” | que foram modificadas para contabilizar

exatamente o tempo transcorrido desde a aquisi¢ao do celular, segundo j& mencionado) e
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a idade. Para facilitar a visualizacao da relagao do tempo transcorrido desde a compra do
celular com a “Idade”, foi realizada uma distribuicao das idades ao longo do intervalo de
faixa etdria aleatoriamente na Figura[5.1] exibindo linhas individuais para cada observagao.
Percebe-se que o tempo em que a pessoa esta com o celular depende da idade, quanto mais
nova a pessoa, mais novo ¢ o celular. Os graficos das curvas de sobrevivéncia global e por

idade estao no apéndice

Tempo desde a compra
3000 4000 5000 6000
1 | 1

2000
|

1000
1

0
!

Idade

Figura 5.1: Gréficos da relagao entre o Tempo (intervalo para a data de compra do celular atual em dias)

e a Idade (em anos).

Para esse conjunto de dados, visa-se modelar o tempo transcorrido desde a aquisi¢ao do
celular atual analisando os efeitos da covariavel idade nas respostas quantilicas, utilizando

o seguinte modelo de regressao quantilica:

QTempO(T|Age) = BO(T) + Bl (T)Age

As estimativas dos coeficientes, Bo e Bl, foram obtidas através do método de [Zhou
et al.| (2017), corrigido pela metodologia direta (subsegao [3.2.6) e da proposta de algo-
ritmo, com imputagao (segao .
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Tabela 5.4 - Estimativas para os parametros dos modelos de regressao quantilica, os erros padrao e

intervalos de confianga.

T Método Bo  Erro Padrao IC Inf IC Sup 81  Erro Padrao IC Inf IC Sup
0,1 Imputacio 0,0189 39,7475 -79,4761 79,5139 1,9133 1,2612 -0,6091 44357
Zhou et al. -4,6652 32,7580 -70,1830 60,8526 2,2417 0,8769 0,4879  3,9955
0,2 Imputacio 2,6710 445615  -86,452 91,794 4,0964 1,1158 18648 6,328
Zhou cf. al. 1,4694 66,2244 -130,9794 133,9182 4,4831 1,2012  1,9007  7,0655
0,3 Imputacio 13,5882 65,0442 -116,5002 143,6766 6,3918 1,2081  3,7956  8,9880
Zhou et all 31,4064 90,9770 -150,5476  213,3604 6,0799 1,8306 24187  9,7411
0,4 Imputacio  101,1631 67,7850  -34,4069  236,7331 6,7703 1,5550  3,6603  9,8803
Zhou et all  100,5565 78,4625 -56,3685  257,4815 6,8514 1,5044  3.8426  9,8602
0,5 Imputacio  181,6941 39,2807 103,1327  260,2555 8,5864 1,1671  6,2522 10,9206
Zhou et all  142,3049 124,3365 -106,3681  390,9779 8,8419 24351 39717 13,7121
0,6 Imputacio  177,2252 54,2538 68,7176  285,7328 10,6087 1,3727  7.8633 13,3541
Zhou et all  194,8319 103,9302  -13,0285  402,6923 9,9221 21311 5,6599 14,1843
0,7 Imputacio  316,1764 163,3257  -10,475 642,8278 11,2510 3,6269 3,972 18,5048
Zhou ot all  240,5359 183,0574 -125,5789  606,6507 12,5493 3,6499 52495 19,8491
0,8 Imputacio  258,0748 1194991 19,0766 497,073 18,7316 44742 97832 27,6800
Zhou et all  250,5780 204,8714 -159,1648  660,3208 18,0117 41805  9,6507 26,3727
0,9 Imputacio  243,5727 465,7878 -688,0029 1175,1483 32,9519 10,1815 12,5889 53,3149
Zhou et all  146,1069 374,5354 -602,9639 8951777 34,2196 7,3205 19,5786 48,8606

Na tabela , percebe-se que ha relativa proximidade dos valores de Bl quando com-
paradas as metodologias de imputacao e de Zhou et al.. O mesmo se verifica para seus
erros padrao, que apresentaram, no geral, comportamentos similares.

Para os dois métodos estudados, pode-se observar que héa variacao dos interceptos,
porém ha erros padrao muito elevados, o que os tornam nao significativos. Nas inclinacoes
das retas ajustadas, também se verifica uma variacao, sugerindo que os dados sejam hete-
rocedasticos. Portanto, percebe-se que os efeitos, ocasionados pela idade, aumentam dos
quantis de ordem baixa para os de ordem alta, confirmando que se refere a um modelo
escala-locacao, pois aponta alteracao na tendeéncia central e variabilidade no tempo desde
a compra do celular. A maior variacao no tempo de aquisicao do celular, gerado pela
mudanca de idade, estd no quantil de ordem 0,9, sugerindo que, entre individuos que tém
mais tempo desde a aquisi¢ao de celular, a idade é uma condigao relevante. Na Figura[5.2]

foram plotadas apenas algumas das retas ajustadas para melhor visualizacao.
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Figura 5.2: Grafico do ajuste das retas de regressao, utilizando o quantil de ordem 7 = (0, 2;0, 4; 0, 6;0, 8)
e segundo o método proposto nessa dissertacao.

Ocorréncia de Caries

Outro conjunto de dados também usado é resultante de um estudo odontolégico pros-
pectivo longitudinal, que combina o registro de dados de saide bucal e a promogao da
saude bucal, realizado em Flandres (norte da Bélgica) de 1996 a 2001. Nesse estudo co-
orte, 4.468 criangas de idade escolar primaria (primeiro ano da escola bésica no inicio do
estudo) foram aleatoriamente amostradas e com exames dentais realizados anualmente por
um dos 16 dentistas treinados. O banco de dados apresentado contém, principalmente, as
informagoes sobre os tempos de surgimento dentario e de cérie resumido nas observacoes
censuradas por intervalo. Algumas covaridveis da linha de base também estao incluidas.

Informacoes sobre habitos de satide bucal, atendimento odontoldgico, histérico de trau-
matismo dentario e dor de dente relacionada as criangas foram obtidas dos pais das criancas
por meio de questionario estruturado. No grupo de intervencao, esse questionario foi re-
petido anualmente com pequenas adaptagoes a cada ano. Os pais das criancas do grupo
controle receberam um questionario, idéntico ao usado no grupo de intervengao, mas ape-
nas no inicio e no final do periodo de 6 anos. O questionario foi validado durante a fase
de pré-teste. Somente dentro do grupo de intervencao o programa de educacao em saide
bucal foi entregue. Isso incluiu uma sessao de educacao em saide bucal para criancas e
professores uma vez por ano, precedendo o exame individual de saude bucal. O conjunto

de dados esta disponivel no pacote icensBKL do software R, nomeado como tandmobAll.
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Para mais detalhes sobre o desenho do estudo, ver [Vanobbergen et al.| (2000).
O conjunto de dados apresenta 143 variaveis. Entretanto, para a aplicacao, extraiu-se

uma amostra de tamanho n = 500 e somente essas variaveis foram utilizadas:

1. STARTBR: fator, indica a idade que iniciou a escovagao dos dentes (relatado pelos
pais) com: 1 =<= 1= [0,1] anos, 2 = (1,2] = (1,2] anos, 3 = (2,3] = (2, 3] anos,
4 = (3,4] = (3,4] anos, 5 = (4,5] = (4,5] anos e 6 => 5 = depois que com 5 anos
de idade. Através da varidvel “STARTBR”, obtém-se, por construcao, uma outra
variavel denominada “age”, tomando o ponto médio dos intervalos de “STARTBR”.
Portanto, a variavel “age”, que sera utilizada no estudo, assume os seguintes valores:

0,5 anos, 1,5 anos, 2,5 anos, 3,5 anos, 4,5 anos e 5,5 anos;

2. FBEG.16: limite inferior para o tempo de cérie (em anos de idade, 'F’ significa
'falha’) do dente permanente 16 (primeiro molar permanente). “NA” se o tempo de

carie fosse censurado a esquerda;

3. FEND.16: limite superior para o tempo de cdrie (em anos de idade, 'F’ significa

‘falha’) do dente permanente 16. “NA” se o tempo de carie fosse censurado a direita.

Tabela 5.5 - Frequéncia das faixas de idade das criangas de quando iniciaram a escovacao dos dentes.
Idade <=1 (1,2] (2,3] (3,4 (4,5] >b Total
N 59 212 145 54 25 5 900

Tabela 5.6 - Medidas resumo dos limites superior e inferior das idades da primeira ocorréncia de carie
(em anos).

Medidas Limite Inferior (L) Limite Superior (R)

Min. 0,0 6,6
1° Q. 8,4 11,5
Mediana 11,0 20,0
Média 9,9 17,15
3° Q. 11,6 20,0
Méx. 12,3 20,0

A amostra apresenta, assim como o conjunto de dados original, um elevado ntiimero de

dados censurados, cerca de 73%, sendo a maior parte de censura a direita. Os valores 0 e 20
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sao valores artificiais colocados, referentes as variaveis “L” e “R”, para os casos de censura

a esquerda e a direita, respectivamente; para esse ultimo, é um valor do limite superior

arbitrario e maior que todos os limites dos intervalos. A idade méaxima de surgimento de

carie encontrada no estudo foi em um adolescente de 12 anos e quatro meses e a menor foi

em uma crianca de seis anos e dois meses. A figura [5.3| apresenta os casos de censura a

esquerda, intervalar e a direita (esse com os pontos em cor roxa). Os graficos das curvas

de sobrevivéncia global e por idade do inicio da escovagao estao no apéndice

12

10

Idade de surgimento da primeira cérie

T
3

Idade de inicio da escovacéo

Figura 5.3: Gréficos da relacao entre o Tempo (em anos) de ocorréncia da primeira cérie e a Idade (em

anos) do infcio da escovagao.

Tabela 5.7 - Estimativas para os parametros dos modelos de regressao quantilica, os erros padrao e e

intervalos de confiancga.

T Msétodo Bo  Erro Padrao IC Inf IC Sup B:  Erro Padrao IC Inf IC Sup
0,1 Imputacio 7,6730 0,5944 6,4842  8,3618 0,2162 0,3080 -0,3998  0,8322
Ol et 8,2606 0,3760 7,5036  9,0126 0,0871 0,1753 -0,2635  0,4377

0,2 Imputacio 10,1669 0,3227 9,5215 10,8123 -0,0576 0,0861 -0,2298  0,1146
Zhou et all  9,7466 0,6260 84946 10,9986 -0,0453 0,2587 -0,5627  0,4721

O algoritmo proposto, aplicado a amostra dos dados sobre ocorréncia de caries, retorna

estimativas apenas para 7 = (0,1 ; 0,2). No entanto, o método de [Zhou et al.| (2017)
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fornece estimativas para todos os decis, pois se colocou um valor arbitrario maior que
todos os limites dos intervalos para as observagoes com censura a direita, como ja dito.
Testou-se dois valores para este limite superior artificial, 20 e 99. As estimativas de 3y e
1 nao se alteram para 7 = 0,1 e 7 = 0,2, mas foram influenciadas pelo limite superior
artificial para 7 de ordem maior que 0,2, o que é esperado por termos cerca de 73% de
censura a direita. Isso corrobora com o que foi mencionado por|Zhou et al.| (2017)), que seu
método s6 vale para intervalos finitos e nao funciona para dados com censura a direita. O
erro padrao foi computado via bootstrap, segundo sugerido em Zhou et al. (2017)).

No entanto, na tabela tabela verifica-se, para as técnicas estudadas, que o efeito
da idade de inicio de escovagao nao influencia na idade de inicio da primeira cérie (nao
é significativo), considerando os dois decis analisados em virtude da magnitude do erro

padrao. A Figura [5.4] corrobora com essa afirmacao.

12

10

|dade de surgimento da primeira carie
&
I

T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

Idade de inicio da escovacéo

Figura 5.4: Gréfico do ajuste das retas de regressdo, utilizando o quantil de ordem 7 = (0,1;0,2) e

segundo o método proposto nessa dissertacao.
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Capitulo §

Consideracoes finais

Nessa dissertagao, foram estudados os modelos de regressao quantilica aplicados a da-
dos com censura intervalar. Na introducgao, apresentou-se uma contextualizacao sobre a
robustez dos modelos de regressao quantilica, que proporcionam uma perspectiva mais am-
pla das distribuicoes condicionais da variavel resposta, percebendo o efeito das covariaveis
nos diferentes niveis de quantil (Koenker e Bassett Jr, 1978). Além disso, realizou-se
uma sucinta comparagao a tradicional estimacao dos minimos quadrados dos modelos de
regressao linear.

As propriedades da regressao quantilica foram brevemente abordadas, referentes a ro-
bustez aos pressupostos e a equivariancia. Ademais, para a analise de sobrevivéncia, a
facilidade de interpretacao direta das estimativas, como o efeito no tempo de sobrevivéncia
(Koenker e Bassett Jr, [1978; [Koenker et al.l 2017)).

No terceiro capitulo, tratou-se dos modelos de regressao quantilica a dados censurados,
mostrando que diversos autores tém estudado a técnica estendida a analise de sobrevivéncia
para o seu desenvolvimento. Entre as metodologias tratadas, esta a adaptacao do algoritmo
proposto para a estimacao de méaxima verossimilhanca nao paramétrica da distribuicao da
variavel resposta na presenca da censura intervalar, considerando a aplicacao do método
de Portnoy para dados com censura a direita, descrito em [Rasteiro| (2017), onde se fez a
imputacao dos tempos de falha, para os casos em que o intervalo de censura é finito. A
outra metodologia descrita, com a qual foi comparada o método proposto na dissertacao,
foi a de [Zhou et al| (2017)), que visa a generalizagao da regressao quantilica para dados
observados completos, apresentando um método de estimagao para modelos de regressao
quantilica a dados com censura intervalar, com aplicacao de correcao de viés, no qual foi

realizado o método direto.
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No estudo de simulacao, realizado no capitulo quatro, utilizou-se um exemplo proposto
em |Zhou et al. (2017)), que evidenciou equivaléncia das duas técnicas, para as avalia¢oes
expostas, o viés, o erro padrao e, especialmente, o erro quadratico médio, que apresentou
valores pequenos e muito proximos entre os dois métodos. Entretanto, quando comparada a
velocidade da performance das metodologias estudadas, o método proposto na dissertacao
¢ mais intensivo computacionalmente, o que o torna bem mais lento que o do |Zhou et al.
(2017)).

A aplicagao a conjuntos de dados reais, no capitulo 5, acabou salientando uma limitagao
de Zhou et al.|(2017) quando hé dados com censura a direita, tendo as estimativas gera-
das, particularmente nos ultimos quantis de ordem 7, influenciadas pelo limite superior
artificial, o que nao ocorre com a técnica proposta nesse estudo. Entao, entende-se que
a metodologia exposta nesse trabalho, apesar de ser mais complexa computacionalmente,
pode ser utilizada em estudos onde nao ha somente intervalos finitos.

Como sugestao de melhoria, pode-se trabalhar mais com relacao a velocidade do algo-
ritmo, talvez analisar a questao da bisseccao, que o faz ser mais intensivo e, possivelmente,

ver uma outra forma de tornd-lo mais rapido nessa parte da técnica.
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