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Resumo

Análise de Sensibilidade Topológica Aplicada em Problemas Elípticos

Autor: Fernando Soares de Carvalho

Orientador: Dr. Éder Lima de Albuquerque - (ENM/UnB)

Co-orientador: Dr. Antonio André Novotny - (LNCC)

Programa de Pós Graduação em Ciências Mecânicas

Brasília, 14 de dezembro de 2020

Neste trabalho é apresentada uma metodologia para otimização topológica baseada
no conceito de derivada topológica. Dentre as aplicações bem sucedidas da derivada
topológica destacam-se sua utilização em certas classes de problemas inversos, mecânica da
fratura e modelagem da evolução do dano. A fim de ampliar as aplicações dessa metodologia,
a mesma é utilizada de forma inovadora em três problemas distintos: Modelo de dissipação
de calor por Difusão-Convecção em estado estacionário e também os modelos de placas de
Kirchhoff e Reissner-Mindlin. No primeiro problema, foi possível otimizar o fluxo de calor e
nos demais problemas (modelos de placas), foi otimizada a primeira frequência natural de
vibração. A principal ferramenta utilizada neste contexto, refere-se ao conceito de derivada
topológica, que foi calculada em cada problema. Esta derivada mede a sensibilidade do
funcional de forma em relação a uma perturbação singular infinitesimal no domínio, tal
como inserção de furos, trincas, inclusões ou termos fontes. Como função de forma (função
custo), no problema que envolve convecção e difusão, foi utilizado uma versão modificada
da energia potencial e nos problemas de placas foi utilizada a forma variacional do primeiro
autovalor. A fórmula fechada, possibilitou a otimização de topologias utilizando métodos
dos elementos finitos.

Palavras-chaves: Derivada Topológica; Otimização Topológica; Projetos de Trocadores
de Calor; Maximização do primeiro autovalor de Placas.
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Abstract

TOPOLOGICAL SENSITIVITY ANALYSIS APPLIED TO ELLIPTICAL
PROBLEMS

Author: Fernando Soares de Carvalho

Supervisor: Dr. Éder Lima de Albuquerque - (ENM/UnB)

Co-advisor: Dr. Antonio André Novotny - (LNCC)

PhD in Mechanical Sciences

Brasília, December 11, 2020

In the present work is presented a methodology for topological optimization based
on topological derivative concept. Among the successful applications of the topological
derivative, its use in certain classes of inverse problems, fracture mechanics and damage
evolution modeling are highlighted. Expanding the applications of this methodology, it
is used in an innovative way, in three distinct problems: A convective-diffusive problem
in steady state and also for the Kirchhoff and Reissner-Mindlin plate models. In the first
problem, it was possible to optimize the heat flow and in the other problems (plate models),
the first natural frequency of vibration was optimized. The main tool used in this context,
refers to the concept of topological derivative, which was calculated for each problem.
This derivative measures the functional’s sensitivity in relation to a singular infinitesimal
perturbation in the domain, such as insertion of holes, cracks, inclusions or source terms.
As a shape function (cost function), in the problem involving convection and diffusion, a
modified version of the potential energy was used and in the plate problems the variational
form of the first eigenvalue was used. The closed formula of the topological derivative,
made it possible to optimize topologies using finite element methods.

Key-words: Topological derivative; Topological optmization; heat exchange topology
design; plates eigenvalue maximization.
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1 Introdução

A otimização topológica tem um papel importante em projetos estruturais. Atu-
almente, pesquisadores despendem grandes esforços na busca de técnicas de otimização
mais eficazes. Estes métodos têm por objetivo modificar a forma e topologia da estrutura
inicial, representada por uma geometria em um domínio aberto e limitado Ω, sujeito a
certas condições de contorno, de maneira que seja possível reduzir os custos ou melhorar a
funcionalidade de uma estrutura.

Uma maneira de abordar os problemas de otimização topológica, consiste em
inferir o quanto a solução de uma equação de estado associada ao problema é sensível
a uma perturbação na topologia do domínio. Essa análise de sensibilidade topológica
pode ser realizada observando-se a influência da criação de um pequeno furo circular no
domínio, através de uma expansão assintótica da solução da equação de estado no domínio
perturbado [4, 59].

A derivada topológica (DT) é um método versátil que pode contribuir significativa-
mente para o campo de otimização de topologia independentemente do método numérico ou
de otimização empregado. A DT é definida como o primeiro termo (correção) da expansão
assintótica de um determinado funcional de forma em relação a um pequeno parâmetro
que mede o tamanho das perturbações de domínio, como furos, inclusões, termos-fonte e
trincas (Novotny e Sokolowski, 2013). Este conceito relativamente novo tem aplicações
em diferentes campos, como otimização de forma e topologia (Lopes et al., 2017; Anflor
et al., 2018), problemas inversos (Ferreira e Novotny, 2017), processamento de imagem
(Hintermuller e Laurain, 2009), design de material em modelos constitutivos multi-escala
(Amstutz et al., 2010) e modelagem mecânica incluindo fenômenos de evolução de danos e
fratura (Ammari et al., 2013; Xavier et al., 2017). Mais recentemente, a DT foi combinada
com sucesso com um método level-set de representação do domínio (Amstutz e Andra,
2006), levando a um algoritmo de projeto de topologia bastante eficiente conduzido apenas
pela derivada topológica. Para uma descrição do desenvolvimento teórico e das aplicações
do método da derivada topológica, é possível consultar a série de artigos (Novotny et al.,
2019a, b, c). Ver também (Bojczuk e Mroz, 2012; Giusti et al., 2017; Norato et al., 2007;
Otomori et al., 2015). Apesar de não terem sido citados, existem muitos outros trabalhos
com contribuições relevantes nos avanços no campo da derivada topológica.

Os problemas tratados neste trabalho, referem-se a análise de sensibilidade topoló-
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gica dos modelos de condução de calor envolvendo Convecção-Difusão e modelos placas
(Kirchhoff-Love e Reissner-Mindlin). As funções custo associadas a cada problema (condu-
ção de calor e modelo de flexão de placas) são: funcional energia modificado e primeiro
autovalor, respectivamente. Sendo assim, neste trabalho a expansão assintótica associada
a cada um dos modelos foram desenvolvidas em detalhes e a derivada topológica, com
relação à nucleação de uma inclusão circular é obtida em sua forma fechada para os três
modelos, além de importantes resultados numéricos obtidos com geometrias otimizadas.

A inovação deste trabalho refere-se a expansão assintótica topológica para problemas
de condução de calor (equação Convecção-Difusão modificada), assim como para os modelos
de flexão de placas, que não estão disponíveis na literatura, quando se considera a energia
modificada e o primeiro autovalor como funções custo, respectivamente. Dependendo
da equação diferencial governante considerada, o procedimento de derivação se torna
altamente complexo. A forma fechada da DT pode ser obtida após um intenso trabalho
analítico. Nesse contexto, um conjunto disponível de fórmulas fechadas de DT para diversas
classes de problemas pode contribuir significativamente no campo da otimização topológica,
uma vez que pode ser acoplado a diversos métodos de otimização topológica disponíveis
na literatura.

A equação de Convecção-Difusão permite solucionar problemas relacionados a
projetos ótimos de trocadores de calor. Essa classe de problemas foi introduzida pela
primeira vez como lei construtiva com a proposta de reconhecer que existe um fenômeno
universal que gera uma configuração ideal de design na natureza (Bejan et al., 1995;
Bejan, 1997). Esse fenômeno pode ser observado pela otimização da topologia ao resolver
os problemas de condução de calor em estado estacionário, onde a maioria dos estudos
também confirmam que as estruturas ramificadas representam uma classe de projeto
ideal para trocadores de calor (Bendsoe e Sigmund, 2003; Gersborg-Hansen et al., 2006;
Lohan et al., 2017). Dbouk (2017) apresenta uma revisão de pesquisas sobre otimização de
topologia desenvolvidos nos últimos quinze anos considerando problemas dessa natureza.
Este trabalho discute alguns aspectos referentes às metodologias numéricas desenvolvidas
para resultar em um projeto ideal com geometrias complexas e sua desvantagem natural na
fabricação industrial. O projeto ideal de trocadores de calor ainda está sendo considerado na
literatura, bem como o desenvolvimento de abordagens numéricas para obter a geometrias
otimizadas com designs inovadores. Com tais geometrias é possível obter a minimização
da dissipação de energia convectiva-difusiva.

A teoria das placas caracteriza-se por ser um campo amplo e seu projeto ideal
pode ser analisado sob diferentes pontos de vista da engenharia. Em relação à otimização
topológica de placas diferentes variáveis de projeto podem ser consideradas, por exemplo,
a espessura [61] materiais compósitos [53] e uma formulação de otimização de material
para placas laminadas [114]. Em [62] foi proposta uma teoria da análise de sensibilidade
do projeto de estruturas baseadas em modelos de elementos finitos mistos.

A otimização de topologias para os modelos de placas (Kirchhoff e Reissner-Mindlin),
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considerando a maximização do primeiro autovalor desempenha um papel importante
na integridade estrutural. Quando a frequência de excitação é sintonizada em uma das
frequências naturais de vibração, a estrutura pode ser danificada ou até colapsar. Nesse
sentido, torna-se relevante problemas de otimização formulados com a maximização do
menor autovalor sujeito a uma restrição de volume. De acordo com a literatura, as
estruturas podem apresentar autovalores simples ou múltiplos. Os métodos para lidar
com autovalor simples estão bem estabelecidos assim como implementações de rotinas
para otimização de topologias. O principal problema em uma otimização de topologia é a
existência de autovalores simples, mas conforme o processo iterativo evolui, a geometria se
torna complexa e autovalores múltiplos podem surgir, o que pode ocasionar vibrações auto-
excitadas na placa. Nos modelos abordados nesse trabalho, o problema de autoexcitação
não é observado e são obtidas topologias otimizadas com a maximização da primeira
frequência natural de vibração da estrutura. Masur e Mróz (1979); Haug e Rousselet (1980)
demonstraram que a falta de diferenciabilidade no caso de existir múltiplos autovalores,
geram sérios problemas na análise numérica e obtenção das condições de otimalidade
em problemas de otimização. Geometrias complexas requerem métodos específicos para
lidar com um projeto estrutural ideal com respeito a multiplicidade de autovalores (em
particular o primeiro autovalor) devido aos elevados números de parâmetros de projeto
e graus de liberdade. A DT para autovalores (simples) do Laplaciano foi considerada
por Ammari e Kheli (2003) e para múltiplos autovalores no contexto de elasticidade por
Nazarov e Sokolowski (2008).

A DT para o problema de flexão da placas de Kirchhoff considerando o operador
diferencial de quarta ordem foi primeiramente considerada no artigo de Novotny et al.
(2005). A extensão desses resultados levando em consideração uma classe geral de funcionais
de forma foi apresentada por Amstutz e Novotny (2011). No artigo de Turevsky et al. (2009)
foi proposto um método numérico para calcular a variação de primeira ordem de algumas
quantidades de interesse quando uma inclusão de formato arbitrário é introduzida no
domínio da placa. A DT com relação à introdução de reforço em uma placa foi apresentada
e discutida em detalhes por Bojczuk e Mróz (2009). Uma análise detalhada dos métodos
de controle de volume para otimização topológica de placas usando o conceito de DT
foi apresentada por Campeão et al. (2014). Mais tarde, a derivada topológica para a
energia potencial total associada ao problema de flexão da placa de Reissner-Mindlin foi
apresentada por Sales et al. (2015). O modelo mecânico conduz a um sistema acoplado
de equações diferenciais parciais de segunda ordem. O modo de lidar com tal sistema
acoplado representa a principal contribuição dos autores. Portanto, o modelo de placa
de Kirchhoff já foi extensivamente estudado do ponto de vista teórico e numérico. Por
outro lado, existem poucos trabalhos teóricos lidando com o modelo de placas de Reissner-
Mindlin. Em particular, apenas o funcional de forma energia foi considerada e nada pode
ser encontrado do ponto de vista numérico.

Neste trabalho, é considerada a análise assintótica topológica da norma 𝐿2 e da
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seminorma 𝐻1 da solução para um problema difusivo-convectivo, no que diz respeito à
nucleação de inclusões dotadas de diferentes propriedades materiais. A metodologia para
lidar com essas questões representa um grande desafio deste trabalho. Já para o problema
de flexão de placas são apresentadas as derivadas topológicas das normas 𝐿2 e energia
associadas à solução dos problemas considerando os modelos de placas de Kirchhoff e
Reissner-Mindlin. Um termo de ordem zero é introduzido nas equações de equilíbrio, o que
permite adaptar as sensibilidades obtidas ao contexto de otimização da topologia de placas
em vibração livre. Alguns experimentos numéricos são apresentados mostrando topologias
otimizadas de trocadores de calor e também aplicações na maximização de autovalores de
estruturas de placas.

1.0.1 Motivação

A equação de Difusão-Convecção-Reação [88] está associada a um problema de
condução de calor em estado estacionário. Após calcular a derivada topológica, considerando
como função custo (funcional a ser otimizado) um funcional energia modificado, foi possível
otimizar a dissipação de calor em um domínio Ω por meio de geometrias ótimas de
trocadores de calor.

Os problemas de placas são importantes elementos estruturais e são frequente-
mente encontradas em muitas estruturas na engenharia, como lajes de edifícios, pontes,
passarelas, partes de automóveis, aviões, navios, etc. Dessa forma, análise de vibrações de
placas é significativa para controle de ressonância. Isto pode ser conseguido, por exemplo,
maximizando a primeira frequência natural de vibração.

Uma placa é um elemento estrutural no qual uma dimensão, denominada espessura,
é relativamente menor que as outras duas dimensões. Neste trabalho vamos considerar
placas finas e espessas. É considerado placa fina quando a relação entre a espessura e
a menor dimensão do plano médio for inferior a 2,5%. Mas de fato, o importante a ser
diferenciado entre placas finas e espessas são as hipóteses necessárias para construção dos
modelos.

O modelo de placas finas de Kirchhoff [58] pode ser visto como uma extensão do
modelo de viga de Euler-Bernoulli. A teoria de Kirchhoff não considera a deformação
por cisalhamento transversal. A teoria de placas espessas de Reissner-Mindlin [95] leva
em conta o cisalhamento transversal. O modelo de Reissner-Mindlin é visto como uma
extensão do modelo de vigas de Timoshenko. Dessa forma, o modelo matemático para o
problema de Kirchhoff é dado por um sistema de equações diferenciais de quarta ordem [10].
Já o modelo matemático que dá suporte para a teoria de Reissner-Mindlin é escrito como
um sistema acoplado de equações diferenciais parciais de segunda ordem [96].
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1.1 Objetivos do Trabalho

Neste trabalho, utilizamos uma alternativa mais geral, que apresenta várias pos-
sibilidades de aplicações, obtendo a sensibilidade topológica considerando não apenas a
equação de estado, mas uma função custo que representa uma medida de desempenho do
problema em estudo. Este é o foco da análise de sensibilidade topológica [38,45,83,103].

1.1.1 Objetivo Geral

Fazer a análise de sensibilidade topológica dos funcionais: Energia modificado para
um operador diferencial de segunda ordem e a forma variacional do primeiro autovalor
para um operador de quarta ordem e também de um sistema de segunda ordem acoplado.

1.1.2 Objetivos Específicos

• Obter topologias otimizadas para trocadores de calor otimizando a dissipação de
energia;

• Obter topologias otimizadas maximizando a primeira frequência natural de vibração
(primeiro autovalor) em estruturas de placas.

1.2 Metodologia

A metodologia utilizada é o desenvolvimento da expansão assintótica das funções
custo. A perturbação topológica considerada é a nucleação de uma inclusão infinitesimal
circular no domínio, com propriedades materiais diferentes do domínio original.

Primeiramente é apresentado o modelo matemático do problema proposto, que
é representado por um operador diferencial, em sua forma forte. Em seguida é definida
uma função custo expandida assintoticamente com auxílio da forma fraca do problema
proposto e de uma equação adjunta. Tal equação adjunta é determinada pela diferenciação
analítica da função custo adicionada pela equação de estado (maiores detalhes podem
ser encontrados em [90]). Com essa expansão é possível determinar a DT do funcional
associado a cada problema.

Dessa forma, o conceito central é o de DT, introduzido em Sokolowski e Zochowski
(1999). Este conceito tem sido utilizado com sucesso na otimização de topologia (uma
revisão detalhada pode ser encontrada em [42]).

Utilizamos o conceito de derivada topológica em três problemas, modelados por
operadores diferenciais que são conhecidos em problemas de engenharia, são eles: Equação
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de Difusão-Convecção, Modelo de placa de Kirchhoff e Modelo de placa de Reisnner-
Mindlin. Foi realizada a análise assintótica desses operadores diferencias, com intuito de
obter a forma fechada da derivada topológica. Essa análise possibilita a geração de projetos
de geometrias otimizadas, em problemas de condução de calor e vibrações de placas. De
forma sintetizada pode-se descrever a metodologia utilizada:

• Calcular a DT do funcional (função custo) energia modificado no problema de
Difusão-Convecção-Reação;

• Calcular a derivada topológica do primeiro autovalor associado ao modelo de placas
de Kirchhoff;

• Calcular a derivada topológica do primeiro autovalor associado ao modelo de placas
de Reissner-Mindlin;

• Adaptação do algoritmo para Otimização Topológica, baseado na DT, utilizando
métodos dos Elementos Finitos para o presente contexto.

Para implementação do algoritmo baseado na derivada topológica, é utilizado o
método de penalização linear com restrição de volume para obter a topologia ótima do
projeto considerado. Para a obtenção dos resultados numéricos, é empregado o Método
dos Elementos Finitos.

Embora existam poucos trabalhos na literatura relacionando os modelos propostos
com o conceito de derivada topológica, para cada um desses problemas a DT já foi
determinada, considerando como função custo, a energia potencial total. Nesse contexto,
Novotny e Sales (2015), determinaram a DT para equação de Convecção-Difusão, porém,
não há perturbação no termo que modela a difusão. Para o modelo de placa de Kirchhoff
a DT foi determinada por Amstutz e Novotny (2011) e por último, a DT associada ao
modelo de placa de Reissner-Mindlin foi calculada no trabalho de Sales e Novotny (2015).
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2 Revisão Bibliográfica

A análise de sensibilidade topológica estendeu os conceitos desenvolvidos nos anos
70 para a análise de sensibilidade à mudança de forma, na qual o objetivo é determinar a
sensibilidade de um problema quando o domínio sofre perturbações suaves em sua fronteira,
não havendo mudanças em sua topologia [104].

Posteriormente surgem técnicas de otimização topológica que apresentam melhores
resultados, por exemplo técnicas de homogeneização e penalização, que utilizam materiais
fictícios com densidades intermediárias [22,23].

Alguns anos depois surge o conceito de DT que permite a determinação de uma
topologia ótima, conforme descrita por Eschenauer et al. (1994) [45], Shumacher (1996)
[102], Sokolowski e Zokowski (1999) [103], Céa et al. (2000) [38], Novotny (2003) [83]. Esta
técnica ganha destaque pela grande quantidade de aplicações e também por não utilizar
densidades intermediárias.

É importante destacar, que o conceito matemático formal de derivada topológica
foi introduzido por Sokolowski e Zochowski (1999). Posteriormente, Novotny et al. [83],
introduz uma forma alternativa para a definição de DT equivalente a definição inicial [103].
Porém esses autores estabelecem um isomorfismo entre o domínio original e o domínio
topologicamente modificado. Este resultado potencializa as possibilidades de aplicações da
técnica.

Novotny et al. (2003) [83, 86,87] estudam a sensibilidade topológica para diversos
problemas de engenharia: a condução estacionaria de calor em sólidos rígidos considerando
condições de contorno de Neumann, Robin e Dirichlet na fronteira do furo, elasticidade
linear em estado plano de tensão e deformação flexão elástica linear de placas de Kirchhoff,
torção de barras sujeitas a fluência estacionária e Poisson em domínio perturbado por uma
inclusão com propriedades distintas do meio.

Amstutz (2003) [6] analisa o desenvolvimento assintótico topológico de alguns
problemas. Em particular, aplicam-se os resultados obtidos em problemas de: (i) localização
de trincas considerando o problema de Laplace 2D, (ii) Helmholtz 2D com condição de
Dirichlet no furo circular, condição de Neumann no furo de forma arbitraria e inserção de
inclusões. E ainda, estuda-se a sensibilidade para uma classe de problemas não lineares
com condição de Dirichlet e furo de forma arbitrária.
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Nazarov e Sokolowski (2004) [75] desenvolvem a expansão assintótica do funcional
energia, correspondente ao problema de Poisson para uma perturbação associada a formação
de um ligamento. Feijóo (2004) [47] estuda a derivada topológica para o problema de
Helmholtz em um meio infinito, sendo o resultado empregado na resolução do problema
inverso do espalhamento. Guillaume e Idris (2004) [54] aplicam a análise de sensibilidade
nas equações de Stokes considerando funcionais custos mais gerais e furos de forma
arbitrária. E ainda, são apresentadas aplicações da derivada topológica em problemas de
otimização. Burger et al. (2004) [34] usam a derivada topológica em combinação com o
método level-set para resolver problemas de reconstrução e otimização de formas.

O trabalho de Novotny et al. (2002) [87] apresenta uma nova metodologia para
obtenção da derivada topológica, mediante conceitos de análise de sensibilidade à mudança
de forma. Essa abordagem viabiliza a utilização do conceito de derivada topológica na
obtenção de topologia ótima em elasticidade bidimensional, de modo a minimizar a energia
de deformação da estrutura. Em 2005 [85], utilizando essas ideias, calcula a forma fechada
da DT no problema de flexão de placas elásticas para o modelo cinemático de Kirchhoff,
utilizando a energia potencial como função custo. Uma variação na função custo a ser
otimizada, para o modelo de placas de Kirchhoff, aparece no trabalho de Bojczuk e Mróz
(2009) [29]. Esses utilizam como função custo o volume de material da placa.

Diante das grandes possibilidades do conceito de DT, Amstutz (2006) [7] fornece o
cálculo da derivada topológica para uma classe de problemas não lineares. Em particular,
trata da equação de Navier-Stokes e da versão não linear da equação de Helmholtz. Giusti
et al. (2010) [51] apresenta o cálculo da DT para a energia potencial total associada ao
problema de difusão de calor em um meio ortotrópico em estado estacionário.

Amstutz e Novotny (2011) [10] calculam a derivada topológica para o modelo
de placas finas o modelo matemático é um operador diferencial de quarta ordem para
uma classe de funcionais associados a esse modelo. Posteriormente, generalizando alguns
resultados, Amstutz et al. (2014) [11] apresentam a expansão topológica assintótica de
uma classe de funções de forma associadas a operadores diferenciais elípticos de ordem 2𝑚,
𝑚 ≥ 1. Neste último trabalho, a estrutura geral do tensor de polarização é apresentada
e o conceito de tensor de polarização degenerado é introduzido. Utilizando diferentes
abordagens, Campeão et al. (2014) [36] utiliza o modelo de placas de Kirchhoff para
otimização topológica, considerando diferentes métodos para o controle de volume e
assume também como função custo a energia potencial.

No presente trabalho, estuda-se uma generalização das ideias apresentadas por
Sales e Novotny (2015) [88]. A DT é calculada para um problema convectivo-difusivo em
estado estacionário. Porém, no caso analisado por esses autores, não há perturbação no
termo de convecção e ainda é adotada a energia potencial como função custo.

Também é analisado neste trabalho, o modelo de placa de Reissner-Mindlin descrito
como um sistema acoplado de equações diferenciais parciais de segunda ordem. São
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ampliadas as ideias desenvolvidas por Sales et al. (2015) [99], que apresentaram o primeiro
trabalho no contexto de otimização topológica associado ao conceito de DT para este
modelo de placas.

Demonstrando a grande potencialidade do conceito de DT, na otimização topológica,
em variados contextos. Os trabalhos de Amigo et al. (2016) [3] apresenta a derivada
topológica para atuadores piezoelétricos. Torii et al (2016) [107] utilizam o conceito de
DT para apresentar uma abordagem para a otimização de topologia de conformidade
robusta sob restrição de volume. Já Sá et al. (2016) [98] apresentam a DT aplicada a
problemas de otimização de projeto de canal de fluxo de fluido. Lopes (2016) [65] calculam
a derivada topológica para mecanismos flexíveis com restrições de tensão. Amad et al.
(2017) [1] desenvolve, via derivada topológica, um novo método para design de topologia
de antenas eletromagnéticas utilizadas em terapia de hipertermia para o tratamento de
câncer. Em Machado (2017) é determinada a derivada topológica para o problema de
fundição eletromagnética inversa, que consiste em projetar um conjunto de indutores
de tal forma que um metal líquido atinja uma determinada forma. Ferreira e Novotny
(2017) [48] desenvolvem um novo método de reconstrução não iterativa para o problema
da tomografia por impedância elétrica. Considerando um domínio anisotrópico, Bonnet e
Cornaggia (2017) [31] calculam a derivada topológica de ordem superior para elasticidade
tridimensional.

Todos os trabalhos citados até aqui, utilizam métodos dos Elementos Finitos em sua
formulação numérica. Poucos trabalhos são encontrados na literatura, com implementação
da derivada topológica via métodos do elementos de contorno (MEC), dentre eles, podemos
destacar: Anflor (2007) [13] apresenta o desenvolvimento e implementação computacional
de técnicas de otimização topológica para problemas governados pela equação de Poisson,
utlizando o método dos elemetos de contorno e derivada topológica adotando a energia
potencial como função custo. Anflor e Marczak (2012) [14] apresenta uma implementação
de uma formulação obtida pela análise de sensibilidade topológica utilizando MEC, para
problemas simultâneos de otimização de transferência de calor e massa. Também utilizando
o MEC e derivada topológica, Neches e Cisilino (2008) [77] apresentam otimizações
topológicas em problemas de elasticidade linear bidimensional.

Cabe mencionar ainda que o método de análise de sensibilidade topológica, em
particular, não apresenta qualquer limitação quanto à função custo, condição de contorno
nos furos, ao fenômeno em estudo ou tipo de método numérico utilizado, o que permitiu
aplicar o conceito de DT em três problemas, com modelos matemáticos distintos: Equação
de Convecção-Difusão, Modelos de placas de Kirchhoff e Reissner-Mindlin.
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3 Conceitos Preliminares

Neste capítulo são apresentados alguns conceitos fundamentais para o desenvolvi-
mento do trabalho. É feita uma breve explanação sobre os tipos de otimização (parâmetros,
forma e topológica) com ênfase na Otimização Topológica. O conceito da DT também é
apresentado. Finalmente, é feita uma descrição do algoritmo baseado na DT utilizando
método dos elementos finitos.

3.1 Otimização

A otimização estrutural busca encontrar um projeto (estruturas) com melhor
desempenho e que satisfaça as restrições impostas ao mesmo. A avaliação do desempenho
está associada a algum critério, que pode ser, por exemplo: mínima massa, máxima rigidez,
mínima/máxima frequência natural de vibração, mínima dissipação de calor, máxima
carga de flambagem, etc.

Os processos de otimização são classificados em três tipos, são eles, otimização de
forma, de parâmetro e topológica.

3.1.1 Otimização de Parâmetros

Segundo Anflor (2007), um problema de otimização de parâmetros ocorre quando
as varáveis de um projeto descrevem características geométricas da estrutura, como a área
de seção transversal em barras, momento de inércia em vigas ou espessura de placas. Para
o caso de barras, por exemplo, o objetivo consiste na busca de uma distribuição ótima
para a área de seção transversal de cada barra, de modo que uma grandeza física seja
otimizada (minimizada ou maximizada), tal como a flexibilidade ou tensão enquanto a
condição de equilíbrio e as restrições são satisfeitas.
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(a) Topologia inicial (b) Topologia otimizada

Figura 3.1 – Otimização de parâmetros

3.1.2 Otimização de Forma

Na otimização de forma o domínio de definição da equação de estado é modificado
através de alterações em sua forma, ou seja, há modificação no contorno do domínio. O
tratamento desse tipo de variável de projeto (forma) possui algumas particularidades,
principalmente no que se refere ao cálculo das derivadas das funções de desempenho,
que podem ser obtidas utilizando alguns conceitos básicos da mecânica do contínuo, tais
como derivada material de campos espaciais e o teorema do transporte de Reynolds. No
caso de estruturas discretas (treliças ou pórticos) busca-se a solução ótima através da
modificação das coordenadas nodais. Já em estruturas contínuas (cascas, placas, etc.),
a forma é definida e modificada através de variáveis de controle geométrico, tais como
pontos de controle de curvas de Bezier ou Splines. Nesses problemas, os limites e interface
das estruturas são controlados como variáveis de projeto que geralmente são contínuas.
Problemas de otimização de forma geralmente são mais complicados do que otimização de
parâmetros, pois requerem técnicas mais sofisticadas para geração de malha automatizada
e derivadas bastante precisas para a determinação da sensibilidade.

As variáveis de projeto são geralmente os pontos de controle de primitivas geomé-
tricas. A otimização de forma permite mudanças apenas no contorno do domínio original.
(Ver figura (3.1.2))

(a) Topologia inicial (b) Topologia otimizada

Figura 3.2 – Otimização de forma
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3.1.3 Otimização Topológica

Nos últimos anos, a otimização da topologia assistida por computador tem recebido
crescente atenção. É um campo relativamente novo, mas em rápida expansão, da mecânica
estrutural. Ele é usado em uma taxa crescente em aplicações industriais, por exemplo,
nas indústrias automotiva, de máquinas e aeroespacial. A razão para isso é que muitas
vezes é possível obter maiores economias e melhorias de design do que as otimizações de
parâmetros e de forma.

Neste trabalho a ênfase está na otimização topológica, que tem por objetivo
determinar a distribuição ótima de material de um projeto ao inserirem furos (nucleações
de inclusões) tanto no domínio quanto em seu contorno. Esse tipo de otimização pode ser
visto como uma extensão da otimização de forma, pois na topologia final do projeto o
contorno também sofre alterações. Com isso, tem ainda a vantagem de poder ser usada no
estágio conceitual de um projeto, não dependendo de uma estrutura inicial definida, sendo
capaz de alterar a topologia, tamanho e forma.

(a) Topologia inicial (b) Topologia otimizada

Figura 3.3 – Otimização topológica

Muitos métodos de otimização topológica foram desenvolvidos nas últimas décadas,
incluindo método de homogeneização (Bendsøe e Sigmund, 1998 [23]), a microestrutura
fictícia Solid Isotropic Microstructure with Penalization (SIMP) (Bendsøe e Sigmund,
1999 [25]), o método level set (WANG et al. 2003 [113]) e o método da derivada topológica
(Sokolowski e Zochowski, 1999 [103]). Entre todos os métodos de otimização de topologia
citados aqui, talvez um deles que esteja sob desenvolvimento contínuo devido à alta
complexidade matemática envolvida seja a derivada topológica, sendo essa a abordagem
discutida neste trabalho e, portanto, apresentada com mais detalhes na próxima seção.

É importante destacar as vantagens da utilização da DT com relação aos métodos
citados acima: É dada por uma fórmula fechada, que depende da solução do problema
original não perturbado; fornece uma direção de descida mais íngreme no processo de
minimização da função de forma e não utiliza densidades intermediárias de materiais no
processo de otimização.
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3.2 Derivada Topológica

Para introduzir o conceito de DT considere um domínio aberto e limitado Ω ⊂ R2

o qual contém uma pequena perturbação (furo ou inclusão) de forma arbitrária 𝐵𝜀(̂︀𝑥) de
tamanho 𝜀 centrada em um ponto arbitrário ̂︀𝑥 ∈ Ω, conforme pode ser observado na figura
(3.4) (ver [110]).

É introduzida então, uma função característica 𝑥 ↦→ 𝜒(𝑥), 𝑥 ∈ Ω associada ao
domínio original, que será denotado por 𝜒 = 1Ω, tal que

|Ω| =
∫︁

Ω
𝜒, (3.1)

onde |Ω| é a medida de Lebesgue de Ω. Então, é definida uma função característica da
forma 𝑥 ↦→ 𝜒𝜀(̂︀𝑥, 𝑥), 𝑥 ∈ Ω associada ao domínio topologicamente perturbado. O domínio
perturbado é obtido quando um furo circular 𝐵𝜀(̂︀𝑥) é introduzido no domínio Ω, neste
caso, 𝜒𝜀(̂︀𝑥) = 1Ω − 1𝐵𝜀(̂︀𝑥).

Assume-se que um dado funcional de forma, 𝜓(𝜒𝜀(̂︀𝑥)), associado a um domínio
topologicamente perturbado, admite a seguinte expansão assintótica topológica

𝜓(𝜒𝜀(̂︀𝑥)) = 𝜓(𝜒) + 𝑓(𝜀)𝐷𝑇 (̂︀𝑥) + 𝑜(𝑓(𝜀)), (3.2)

onde 𝜓(𝜒) é o funcional de forma associado ao domínio original (não perturbado), 𝑓(𝜀) é
uma função positiva, tal que, 𝑓(𝜀) → 0 quando 𝜀 → 0. A função, ̂︀𝑥 ↦→ 𝐷𝑇 (̂︀𝑥) é chamada
de derivada topológica de 𝜓 em ̂︀𝑥. Essa derivada, pode ser entendida como uma correção
de primeira ordem de 𝜓(𝜒) para aproximar 𝜓(𝜒𝜀(̂︀𝑥)). De fato, a equação (3.2), pode ser
escrita da forma

𝜓(𝜒𝜀(̂︀𝑥)) − 𝜓(𝜒)
𝑓(𝜀) = 𝐷𝑇 (̂︀𝑥) + 𝑜(𝑓(𝜀))

𝑓(𝜀) . (3.3)

Passando o limite com 𝜀 → 0 na equação acima, obtemos

𝐷𝑇 (̂︀𝑥) = lim
𝜀→0

𝜓(𝜒𝜀(̂︀𝑥)) − 𝜓(𝜒)
𝑓(𝜀) . (3.4)

De acordo com Novotny e Sokolowski (2015), o limite (3.4) não é trivial, pois se
trata de perturbações singulares consistindo da nucleação de furos em que os funcionais
de forma 𝜓(𝜒) e 𝜓(𝜒𝜀(̂︀𝑥)) resultam definidos em domínios topologicamente diferentes.
Entretanto, neste trabalho, são consideradas perturbações regulares, produzidas pela
nucleação de inclusões, por ser mais prático do ponto de vista matemático do que o caso
singular, visto que a topologia do domínio é preservada. O domínio Ω é dividido em dois
subdomínios 𝜔 ⊂ Ω e o complemento Ω ∖ 𝜔. Dessa forma, introduzimos funções constantes
por partes 𝛼, 𝛽, 𝜌 e 𝑓 , que são apresentadas na tabela 1.
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𝛼(𝑥) 𝛽(𝑥) 𝜌(𝑥) 𝑓(𝑥)
Ω ∖ 𝜔 𝛼0 𝛽0 𝜌0 𝑓0
𝜔 𝛼1 𝛽1 𝜌1 𝑓1

Tabela 1 – Valores de 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝜌(𝑥) e 𝑓(𝑥) em Ω

.

Figura 3.4 – Conceito de derivada topológica

A perturbação topológica é dada pela nucleação de uma pequena inclusão circular
da forma 𝜔𝜀(̂︀𝑥) := 𝐵𝜀(̂︀𝑥) = {‖𝑥 − ̂︀𝑥‖ < 𝜀} para ̂︀𝑥 ∈ Ω. Em particular, a perturbação é
governada pelo conjunto de funções constantes por partes, 𝛼𝜀, 𝛽𝜀, 𝜌𝜀 and 𝑓𝜀 de acordo com
as tabelas 2 e 3.

Tabela 2 – Valores de 𝛼𝜀, 𝛽𝜀, 𝜌𝜀 and 𝑓𝜀.
𝛼𝜀 𝛽𝜀 𝜌𝜀 𝑓𝜀

Ω ∖𝐵𝜀 𝛼 𝛽 𝜌 𝑓
𝐵𝜀 𝛾𝛼𝛼 𝛾𝛽𝛽 𝛾𝜌𝜌 𝛾𝑓𝑓

Tabela 3 – Valores de 𝛾𝛼, 𝛾𝛽, 𝛾𝜌 and 𝛾𝑓 .

𝛾𝛼 𝛾𝛽 𝛾𝜌 𝛾𝑓

Ω ∖ 𝜔 𝛼1/𝛼0 𝛽1/𝛽0 𝜌1/𝜌0 𝑓1/𝑓0
𝜔 𝛼0/𝛼1 𝛽0/𝛽1 𝜌0/𝜌1 𝑓0/𝑓1

É importante ressaltar que um funcional de forma definido em um domínio de
referência Ω irá admitir a expansão assintótica topológica (3.2) se algumas propriedades
forem verificadas, são elas:

• O funcional 𝜓(𝜒𝜀(̂︀𝑥)) deve ser diferenciável com relação a forma em ̂︀𝑥 ∈ Ω;

• O funcional 𝜓(𝜒𝜀(̂︀𝑥)) é contínuo em relação a perturbação topológica em 0+, isto é,
lim𝜀→0+ 𝑓(𝜀) = 0;

• A função 𝜀 ↦→ 𝑓(𝜀) é continuamente diferenciável em (0, 𝜀0];

• A passagem ao limite lim𝜀→0+
𝑜(𝑓(𝜀))
𝑓(𝜀) = 0 é verdadeira.
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Observação. 3.1 A derivada topológica obedece às regras básicas do Cálculo Diferencial
(em particular soma e regra de quociente para diferenciação), que serão utilizadas nos
capítulos posteriores.

3.3 Método dos Elementos Finitos

Nesta seção é apresentado os tipos de elementos finitos utilizados neste trabalho.
O primeiro é conhecido na literatura por DST (Discrete Shear Triangle) proposto origi-
nalmente por Batoz e Lardeur (1989) [20], baseadas no modelo de Reissner-Mindlin e as
seguintes hipóteses: a) as rotações das seções variam quadraticamente sobre o domínio do
elemento; b) o deslocamento vertical varia cubicamente ao longo dos lados; c) A rotação
normal da seção varia linearmente ao longo do lado do elemento; d) material homogêneo e
isotrópico; e) campos pequenos de deslocamentos, rotações e deformações. O DST possui
nove graus de liberdade sendo duas rotações (𝜃𝑥𝑖, 𝜃𝑦𝑖) e um deslocamento vertical (𝜔𝑖) por
nó, (ver figura 3.3). A formulação matemática deste elemento contempla as hipóteses da
teoria de flexão de placas de Reissner-Mindlin [74], de forma que ele tem capacidade de
capturar os efeitos de índices de rigidezes relativas (vão/espessura) no comportamento da
placa.

O segundo elemento de placas utilizado foi o DKT (Discrete Kirchhoff Triangle),
que foi originalmente apresentado por Stricklin apud [21]. Segundo Batoz e Lauder [20], o
DKT pode ser considerado uma forma degenerada do DST. De fato, Viana [109], mostra
explicitamente as alterações na matriz de rigidez do DST para se obter a forma exata
da matriz de rigidez do DKT. Embora a construção da matriz de rigidez dos elementos
DKT e DST não requeira a interpolação dos deslocamentos transversais no domínio do
elemento, para o cálculo do vetor nodal equivalente e da massa de matriz, tal interpolação
é essencial.

Figura 3.5 – Graus de liberdade: Elementos DKT e DST

Nos exemplos de trocadores de calor, foram utilizados elementos finitos triangu-
lares lineares, com três nós e três graus de liberdade. O polinômio aproximador é uma
expressão algébrica completa do primeiro grau, expresso em função dos parâmetros nodais
(temperatura).
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Figura 3.6 – Elemento finito triangular com 3 graus de liberdade

A figura 3.7 mostra uma malha 2 × 2 (estruturada) definida sobre o domínio Ω,
com 16 elementos e 13 nós.

(a) (b)

Figura 3.7 – Triangulação do quadrado unitário: (a) Enumeração dos elementos; (b) Enu-
meração dos pontos nodais

Observação. 3.2 A malha triangular estruturada 𝑛×𝑛 utilizada nos exemplos numéricos
deste trabalho, possiu 4𝑛2 elementos e [(𝑛+ 1)2 + 𝑛2] nós.

3.4 Implementação

Com o intuito de facilitar o entendimento da implementação do algoritmo baseado
na derivada topológica, nas subseções a seguir são descritos: o método de penalização
linear que é utilizado para minimizar a função de forma, impondo uma restrição de volume,
o algoritmo de otimização, bem como a metodologia de criação de furos (ou inclusões) no
processo de otimização.

16



3.4.1 Penalização Linear

Considere um domínio 𝒟 ⊂ R2, tal que Ω ⊂ 𝒟. O problema de otimização a ser
resolvido consiste em encontrar um subdomínio Ω ⊂ 𝒟, que satisfaz o seguinte problema
de minimização: ⎧⎨⎩ Minimizar ℱΩ(𝑢),

sujeito a |Ω| ≤ |Ω|*.
(3.5)

onde |Ω| é a medida de Lebesgue de Ω e ℱΩ é a função de forma (função objetivo) definida
no domínio Ω.

Usando o método de penalização linear para o controle de volume, o problema (3.5)
é reescrito como

min
Ω⊂R2

ℱ𝜇
Ω(𝑢), (3.6)

com
ℱ𝜇

Ω(𝑢) = ℱΩ + 𝜇|Ω|. (3.7)

Na equação acima 𝜇 > 0 é um multiplicador fixo que impõe uma restrição no volume de
material elástico, ou seja, quanto maior for o valor de 𝜇, menor será o volume final |Ω|.

A derivada topológica de (3.7) é dada por,

𝐷𝑇 ℱΩ(̂︀𝑥) = 𝐷𝑇 ℱ + 𝜇𝐷𝑇 |Ω|. (3.8)

De forma que,

𝐷𝑇 |Ω| =
⎧⎨⎩ −1 𝑠𝑒 ̂︀𝑥 ∈ Ω

1 𝑠𝑒 ̂︀𝑥 ∈ 𝒟 ∖ Ω̄,
(3.9)

Deve-se ressaltar que o método de penalização utilizado não fornece um controle
direto sobre a fração de volume requerida, isto significa que não conseguimos fixar a priori
a fração de volume de material a ser retirado.

3.4.2 Algoritmo de Otimização Baseado na Derivada Topológica

O algoritmo de otimização topológica utilizado neste trabalho foi proposto por
Amstutz e Andra (2006) para resolução do problema (3.5). O processo se dá por uma
representação do domínio por uma função level-set e a aproximação das condições de
otimalidade baseadas na derivada topológica por uma iteração de ponto fixo. Em parti-
cular, o algoritmo se mostra muito eficiente em produzir mudanças gerais na topologia,
diferentemente de outras metodologias baseadas em representações por funções level-set.
Além disso, a DT tem a vantagem de fornecer uma fórmula analítica explícita para a
sensibilidade topológica que permite obter a topologia ótima (em alguns casos em poucas
iterações).
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Com a representação de domínio por função level-set, o material duro é caracterizado
por uma função 𝜓 ∈ 𝐿2(Ω), tal que

Ω𝑠 = {𝑥 ∈ Ω, 𝜓(𝑥) < 0}, (3.10)

e o domínio de material mole é definido por

Ω𝜔 = {𝑥 ∈ Ω, 𝜓(𝑥) > 0}. (3.11)

Agora, considere a DT do funcional de forma ℱΩ(𝑢). De acordo com Amstutz e
Andra (2006), uma condição suficiente de otimalidade local do problema (3.5) para a classe
de problemas que consideram inclusões circulares como pertubações singulares é

𝐷𝑇 ℱΩ(𝑥) > 0, ∀𝑥 ∈ Ω. (3.12)

Para desenvolver um algoritmo baseado em level-set que tem por objetivo produzir
uma topologia que satisfaça (3.12) é necessário definir a função

𝑔(𝑥) =
⎧⎨⎩ −𝐷𝑠

𝑇 ℱΩ(𝑥) 𝑠𝑒 𝑥 ∈ Ω𝑠

𝐷𝜔
𝑇 ℱΩ(𝑥) 𝑠𝑒 𝑥 ∈ Ω𝜔.

(3.13)

Com a definição acima e considerando (3.10) e (3.11), podemos estabelecer que a
condição suficiente (3.12) é satisfeita se for válida a seguinte relação de equivalência entre
𝑔 e a função level-set 𝜓:

∃ 𝜒 > 0, tal que 𝑔 = 𝜒𝜓, (3.14)

ou, de forma equivalente

𝜃 := 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

(︃ ⟨𝑔, 𝜓⟩𝐿2(Ω)

‖𝑔‖𝐿2(Ω)‖𝜓‖𝐿2(Ω)

)︃
= 0, (3.15)

onde 𝜃 é o ângulo entre os vetores 𝑔 e 𝜓 em 𝐿2(Ω).

Assim, começando com uma dada função level-set 𝜓0 ∈ 𝐿2(Ω), que define o domínio
inicial para a topologia ótima, o algoritmo proposto, produz uma sequência (𝜓)𝑖∈N de
funções level-set que fornecem sucessivas aproximações para a condição suficiente de
otimalidade (3.14). A sequência satisfaz,

𝜓0 ∈ 𝐿2(Ω) (3.16)
𝜓𝑛+1 ∈ 𝑐𝑜 (𝜓𝑛, 𝑔𝑛) , ∀𝑛 ∈ N, (3.17)

onde 𝑐𝑜 (𝜓𝑛, 𝑔𝑛) é o espaço convexo {𝜓𝑛, 𝑔𝑛}. Neste trabalho o domínio inicial 𝜓0 é norma-
lizado. Com 𝒮 denotando a esfera unitária em 𝐿2(Ω), o algoritmo é explicitamente dado
por

𝜓0 ∈ 𝒮 (3.18)

𝜓𝑛+1 = 1
sin 𝜃𝑛

[︃
sin((1 − 𝜅𝑖)𝜃𝑛)𝜓𝑛 + sin(𝜅𝑖𝜃𝑛) 𝑔𝑛

‖𝑔𝑛‖𝐿2(Ω)

]︃
, ∀𝑛 ∈ N, (3.19)
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onde 𝜅𝑖 ∈ [0, 1] é o tamanho do passo determinado pela busca linear de modo a diminuir
o valor da função custo ℱΩ(𝑢) e, por construção de (3.19), tem-se que 𝜓𝑛+1 ∈ 𝒮,∀𝑛 ∈ N.
O processo iterativo é interrompido quando, para alguma iteração, algum dos decréscimos
obtidos em 𝜅 ou 𝜃, seja menor que uma dada tolerância numérica. Se, neste estágio,
a condição de otimalidade (3.14) não é satisfeita no grau de precisão requerido, isto é,
se 𝜃𝑛+1 > 𝜖𝜃 ou 𝜅𝑛+1 > 𝜖𝜅, onde 𝜖𝜃 = 1∘ e 𝜖𝜅 = 10−3, são tolerâncias de convergência
pré-estabelecidas, então, um refino uniforme da malha é feito e o processo repetido até
que seja obtido 𝜃 < 1∘ (valor adotado neste trabalho).

Vale ressaltar que a fim de reduzir o custo computacional e, ao mesmo tempo,
melhorar a robustez em relação aos mínimos locais, observa-se que geralmente é benéfico
dividir o processo de otimização em várias etapas associados a diferentes níveis de precisão.
Nesta estrutura, começamos com uma malha mais grosseira e, após a convergência, essa
malha é refinada. A função level-set é projetada na malha (estruturada) refinada e a
otimização é reiniciada com essa nova configuração. Este procedimento é iterado até a
precisão desejada ser alcançada.

Observação. 3.3 Para obter todos os exemplos numéricos apresentados neste trabalho,
os códigos foram implementados no Matlab 2018a e ainda, contou-se com uma workstation
com um processador Intel Core i7 e memória instalada (RAM) de 64,0 GB.
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4 Trocadores de Calor

Neste capítulo é feita a expansão assintótica do funcional energia modificado, para
isso é necessário o cálculo da DT de dois funcionais auxiliares. Inicialmente é considerado
o modelo matemático para um problema Difusivo-Convectivo-Reativo, que é um modelo
mais geral da equação de Difusão-Advecção. Vamos impor uma restrição, considerando-o
em estado estacionário.

São apresentadas estimativas dos termos residuais (remanescentes), assim como
os resultados numéricos, que possibilitaram um projeto de trocador de calor, baseado no
cálculo da derivada topológica, implementado com auxílio do método dos elementos finitos.
Nas duas primeiras seções, os problemas originais não perturbados e topologicamente
perturbados são apresentados, juntamente com argumentos sobre a existência da derivada
topológica associada.

Ao utilizar a DT, foi possível obter topologias otimizadas, que além de corroborar
com as tradicionais topologias ramificadas conhecidas na literatura, por serem os caminhos
condutivos ótimos na condução de calor 2𝐷, propõe uma nova abordagem para a função
custo. Também é considerada uma perturbação do termo convectivo, o que permitiu a
obtenção de topologias ótimas de trocadores de calor. A possibilidade de inserção de
material com diferentes condutividades térmicas durante o processo iterativo permite a
obtenção de trocadores de calor com geometrias mais complexas.

É importante ressaltar que a otimização de topologia é uma valiosa ferramenta de
projeto para sistemas físicos, especialmente para sistemas estruturais. No entanto, sua
aplicação no campo da transferência de calor é menos evidente, mas está em constante
progresso. Dessa forma, poucos trabalhos são encontrados na literatura no contexto de
otimização topológica para problemas de condução de calor utilizando a DT.

A perturbação no termo convectivo da equação de Difusão-Convecção e o fato
de que o funcional energia modificado é mais geral, com relação a outros funcionais que
podemos encontrar na literatura especializada destacam as contribuições desse trabalho.
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4.1 Equação de Difusão-Convecção-Reação

A seguir, é apresentado o problema (modelo matemático) no domínio não perturbado
Ω e também as condições de contorno nas fronteiras, Γ𝐷 e Γ𝑁 , de Dirichlet e Neumann,
respectivamente. Posteriormente, apresentam-se também a formulação do problema no
domínio perturbado e as respectivas condições de contorno.

4.1.1 Problema não Perturbado

O modelo é representado pela Equação de Difusão-Convecção-Reação:
Encontre 𝑢, tal que⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−div(𝛼∇𝑢) + 𝛽(∇𝑢 · V) + 𝜌𝑘𝑢

div(V)
=
=

𝑓

0
em Ω ,

𝑢 = 0 sobre Γ𝐷,

𝜕n𝑢 = 0 sobre Γ𝑁 ,

(4.1)

onde 𝑢 é a temperatura, div(𝛼∇𝑢) é o termo difusivo, ∇𝑢 · V é o termo convectivo, com
V um dado campo de velocidade, a última parcela do lado esquerdo (𝜌𝑘𝑢) é o termo
de reação (𝑘 é uma função escalar não negativa) e 𝑓 é o termo fonte. Consideramos a
condição de não-deslizamento, V · n = 0 em 𝜕Ω (n é o vetor normal a fronteira 𝜕Ω), e
ainda, (Γ𝐷 ∪ Γ𝑁) = 𝜕Ω, 𝛼 e 𝛽 são os coeficientes de difusão e convecção, respectivamente
(𝛽 ≪ 𝛼), 𝜌 é o coeficiente de reação.

A formulação fraca é dada por:
Encontrar

𝑢 ∈ 𝐻1
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼∇𝑢 ·∇𝜂+

∫︁
Ω
𝛽(∇𝑢 ·V)𝜂+

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑢𝜂 =

∫︁
Ω
𝑓𝜂, ∀𝜂 ∈ 𝐻1

0 (Ω). (4.2)

O funcional de forma associado ao domínio não perturbado é definido como,

ℱ(𝑢) =
∫︁

Ω
𝛼‖∇𝑢‖2 +

∫︁
Ω
𝜌𝑘|𝑢|2, (4.3)

onde a primeira e segunda parcelas do lado direito estão associadas a energia potencial e
energia térmica, respectivamente.

Para calcular a DT do funcional dado por (4.3) é necessário calcular a DT dos
funcionais,

𝒢(𝑢) =
∫︁

Ω
𝜌𝑘|𝑢|2 e 𝒥 (𝑢) =

∫︁
Ω
𝛼‖∇𝑢‖2. (4.4)

A fim de auxiliar as análises, introduz-se os problemas adjuntos para 𝒢(𝑢) e 𝒥 (𝑢),
dados por:
Encontrar

𝑞 ∈ 𝐻1
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼∇𝑞 ·∇𝜂−

∫︁
Ω
𝛽(∇𝑞 ·V)𝜂+

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑞𝜂 = −2

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑢𝜂, ∀𝜂 ∈ 𝐻1

0 (Ω), (4.5)
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Encontrar

𝑝 ∈ 𝐻1
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼∇𝑝 · ∇𝜂 −

∫︁
Ω
𝛽(∇𝑝 · V)𝜂 +

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑝𝜂 =

− 2
∫︁

Ω
𝛼∇𝑢 · ∇𝜂, ∀𝜂 ∈ 𝐻1

0 (Ω). (4.6)

4.1.2 Problema Perturbado

Com isso, podemos definir o problema perturbado:
Encontre 𝑢𝜀 tal que,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−div(𝛼𝜀∇𝑢𝜀) + 𝛽𝜀(∇𝑢𝜀 · V) + 𝜌𝜀𝑘𝑢𝜀

div(V)
=
=

𝑓𝜀

0

⎫⎬⎭ em Ω ,

𝑢𝜀

V · n
=
=

0
0

⎫⎬⎭ sobre 𝜕Ω

J𝑢𝜀K
J𝛼∇𝑢𝜀K · 𝑛

V · n

=
=
=

0
0
0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ sobre 𝜕𝐵𝜀 .

(4.7)

A formulação fraca do problema é dada por,

𝑢𝜀 ∈ 𝐻1
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼𝜀∇𝑢𝜀 ·∇𝜂+

∫︁
Ω
𝛽𝜀(∇𝑢𝜀 ·V)𝜂+

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘𝑢𝜀𝜂 =

∫︁
Ω
𝑓𝜀𝜂 ∀𝜂 ∈ 𝐻1

0 (Ω). (4.8)

Os funcionais de forma perturbados são dados por,

𝒢𝜀(𝑢𝜀) =
∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘|𝑢𝜀|2 e 𝒥𝜀(𝑢𝜀) =

∫︁
Ω
𝛼𝜀‖∇𝑢𝜀‖2. (4.9)

Observação. 4.1 A igualdade a seguir, é importante para o desenvolvimento do restante
do capítulo. Sejam 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐻1

0 (Ω) então∫︁
Ω

2𝛽(∇𝜓 · V)𝜓 = −
∫︁

Ω
𝛽div(V)𝜓2 +

∫︁
Ω
𝛽div(𝑉 𝜓2) =

∫︁
𝜕Ω
𝛽(V · n)𝜓2 = 0. (4.10)

4.1.3 Existência da Derivada Topológica

Uma vez definidos o problema não perturbado (4.1) e o problema perturbado (4.7),
mostraremos a existência da derivada topológica associada ao problema de Convecção-
Difusão-Reação.

Lema 4.1 Seja 𝑢 solução do Problema (4.1) e 𝑢𝜀 solução do Problema (4.7). Então:

‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐻1
0 (Ω) = 𝑂(𝜀). (4.11)
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Demonstração. Fazendo a diferença entre (4.8) e (4.2),
∫︁

Ω
𝛼𝜀∇𝑢𝜀 · ∇𝜂 −

∫︁
Ω
𝛼∇𝑢 · ∇𝜂⏟  ⏞  

𝐿1

+
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇𝑢𝜀 · V)𝜂 −

∫︁
Ω
𝛽(∇𝑢 · V)𝜂⏟  ⏞  

𝐿2

+
∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘𝑢𝜀𝜂 −

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑢𝜂⏟  ⏞  

𝐿3

=
∫︁

Ω
𝑓𝜀𝜂 −

∫︁
Ω
𝑓𝜂⏟  ⏞  

𝐿4

. (4.12)

Desenvolvendo 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3 e 𝐿4, obtemos

𝐿1 =
∫︁

Ω
𝛼𝜀∇𝑢𝜀 · ∇𝜂 −

∫︁
Ω
𝛼∇𝑢 · ∇𝜂

=
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛼∇𝑢𝜀 · ∇𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛼𝛼∇𝑢𝜀 · ∇𝜂 −
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛼∇𝑢 · ∇𝜂

−
∫︁

𝐵𝜀

𝛼∇𝑢 · ∇𝜂 ±
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛼𝛼∇𝑢 · ∇𝜂

=
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛼∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛼𝛼∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇𝜂 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢 · ∇𝜂

=
∫︁

Ω
𝛼𝜀∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇𝜂 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢 · ∇𝜂. (4.13)

𝐿2 =
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇𝑢𝜀 · 𝑉 )𝜂 −

∫︁
Ω
𝛽(∇𝑢 · 𝑉 )𝜂

=
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛽(∇𝑢𝜀 · 𝑉 )𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽(∇𝑢𝜀 · 𝑉 )𝜂 −
∫︁

Ω
𝛽(∇𝑢 · 𝑉 )𝜂 ±

∫︁
𝐵𝜀

𝛾𝜀𝛽(∇𝑢 · 𝑉 )𝜂

=
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛽(∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · 𝑉 )𝜂 −
∫︁

Ω
𝛾𝛽𝛽(∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · 𝑉 )𝜂 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢 · 𝑉 )𝜂

=
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · 𝑉 )𝜂 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢𝜀 · 𝑉 )𝜂, (4.14)

𝐿3 =
∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘𝑢𝜀𝜂 −

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑢𝜂

=
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝜌𝑘𝑢𝜀𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝜌𝜌𝑘𝑢𝜀𝜂 −
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝜌𝑘𝑢𝜂 −
∫︁

𝐵𝜀

𝜌𝑘𝑢𝜂 ±
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝜌𝜌𝑘𝑢𝜂

=
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝜌𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝜂 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝜂

=
∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝜂 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝜂. (4.15)

𝐿4 =
∫︁

Ω
𝑓𝜀𝜂 −

∫︁
Ω
𝑓𝜂 = −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝜂. (4.16)

Substituindo 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3 e 𝐿4 em (4.12)
∫︁

Ω
𝛼𝜀∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇𝜂 +

∫︁
Ω
𝛽𝜀(∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · 𝑉 )𝜂 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝜂 =

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢 · ∇𝜂

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢𝜀 · 𝑉 )𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝜂 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝜂. (4.17)
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Considerando 𝜂 = 𝑢𝜀−𝑢, pela igualdade (4.10) tem-se,
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇(𝑢𝜀−𝑢)·V)(𝑢𝜀−𝑢) =

0 e,∫︁
Ω
𝛼𝜀‖∇𝑢𝜀 − 𝑢‖2 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)2 =

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢 · ∇(𝑢𝜀 − 𝑢)

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢𝜀 · V)(𝑢𝜀 − 𝑢) +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢(𝑢𝜀 − 𝑢) −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢).

(4.18)

Usando a desigualdade Cauchy-Schwarz e o fato de 𝑢 ser Lipschitz contínua, temos∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢 · ∇(𝑢𝜀 −𝑢) 6 𝑐1‖∇𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀)‖∇(𝑢𝜀 −𝑢)‖𝐿2(𝐵𝜀) 6 𝑐1𝜀‖𝑢𝜀 −𝑢‖𝐻1
0 (Ω), (4.19)

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽[∇𝑢 · V](𝑢𝜀 − 𝑢) 6 𝑐3‖∇𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀)‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀) 6 𝑐3𝜀‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐻1
0 (Ω), (4.20)

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢(𝑢𝜀 − 𝑢) 6 𝑐4‖𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀)‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀) 6 𝑐4𝜀‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐻1
0 (Ω), (4.21)

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) 6 𝑐5‖𝑓‖𝐿2(𝐵𝜀)‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀) 6 𝑐5𝜀‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐻1
0 (Ω). (4.22)

Logo, ∫︁
Ω
𝛼𝜀‖∇𝑢𝜀𝑢‖2 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)2 6 𝑐6𝜀‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐻1

0 (Ω). (4.23)

Por outro lado, usando a desigualdade de Poincaré, temos

𝐶1‖𝑢𝜀 − 𝑢‖2
𝐻1

0 (Ω) 6
∫︁

Ω
𝛼𝜀‖∇𝑢𝜀𝑢‖2 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)2. (4.24)

Portanto, substituindo (4.23) em (4.24), concluímos que

𝐶1‖𝑢𝜀 − 𝑢‖2
𝐻1

0 (Ω) 6 𝑐6𝜀‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐻1
0 (Ω), (4.25)

que conduz ao resultado,
‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐻1

0 (Ω) ≤ 𝐶𝜀, (4.26)

com 𝐶 = 𝑐6

𝐶1
independente do parâmetro 𝜀. �

Observação. 4.2 O Lema 4.1 garante a continuidade com relação ao pequeno parâmetro
𝜀, e portanto diferenciável no sentido (3.2).

4.2 Cálculo da Derivada Topológica dos Funcionais Auxiliares

A partir dos problemas apresentados nas equações (4.1) a (4.9) são formulados dois
teoremas a respeito da derivada topológica, que serão apresentados ao longo das próximas
seções.
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Teorema 4.1 Considere os funcionais de forma 𝒢(𝑢) e 𝒢𝜀(𝑢𝜀) apresentados no lado
esquerdo de (4.4) e (4.9), respectivamente. Então, a derivada topológica de 𝒢 é dada por,

𝒟𝑇 𝒢(𝑥) = −2𝛼P𝛼∇𝑢 · ∇𝑞 − 2𝛽(P𝛼𝛽∇𝑢 · V)𝑞
− 𝜌𝑘(1 − 𝛾𝜌)𝑢(𝑢+ 𝑞) + (1 − 𝛾𝑓 )𝑞𝑓, (4.27)

onde 𝑞 é a solução do problema adjunto definido em (4.5) e P𝛼 e P𝛼𝛽 são os tensores de
polarização, dados por

P𝛼 = 1 − 𝛾𝛼

1 + 𝛾𝛼

I e P𝛼𝛽 = 1 − 𝛾𝛽

1 + 𝛾𝛼

I (I tensor identidade de segunda ordem). (4.28)

Demonstração. Considerando a diferença entre os funcionais 𝒢𝜀(𝑢𝜀) e 𝒢(𝑢), teremos

𝒢𝜀(𝑢𝜀) − 𝒢(𝑢) =
∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘(𝑢𝜀)2 −

∫︁
Ω
𝜌𝑘(𝑢)2

=
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝜌𝑘(𝑢𝜀)2 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝜌𝜌𝑘(𝑢𝜀)2 −
∫︁

Ω
𝜌𝑘(𝑢)2 ±

∫︁
𝐵𝜀

𝜌𝑘(𝑢𝜀)2

=
∫︁

Ω
𝜌𝑘[(𝑢𝜀)2 − (𝑢)2] −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀)2

= 2
∫︁

Ω
𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢⏟  ⏞  

𝐴1

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀)2

⏟  ⏞  
𝐴2

+
∫︁

Ω
𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)2⏟  ⏞  

ℰ1(𝜀)

. (4.29)

Para 𝐴2, temos:

𝐴2 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀)2 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢+ 𝑢)2

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢)2 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)2

⏟  ⏞  
ℰ2(𝜀)

+ 2
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢) · 𝑢⏟  ⏞  
ℰ3(𝜀)

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢)2(̂︀𝑥) +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘[(𝑢)2 − (𝑢)2(̂︀𝑥)]⏟  ⏞  
ℰ4(𝜀)

+ℰ2(𝜀) + ℰ3(𝜀)

= 𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢)2(̂︀𝑥) +
4∑︁
2

ℰ𝑖(𝜀). (4.30)

Para determinar 𝐴1, observamos que a Equação (4.17) é igual a
∫︁

Ω
𝛼∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇𝜂 +

∫︁
Ω
𝛽(∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · 𝑉 )𝜂 +

∫︁
Ω
𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝜂 =

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢𝜀 · ∇𝜂

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢𝜀 · 𝑉 )𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝜀𝜂 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝜂 (4.31)

e fazendo 𝜂 = 𝑞 em (4.31)
∫︁

Ω
𝛼∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇𝑞 +

∫︁
Ω
𝛽(∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · 𝑉 )𝑞 +

∫︁
Ω
𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑞 =

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢𝜀 · ∇𝑞

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝜌(∇𝑢𝜀 · 𝑉 )𝑞 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝜀𝑞 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞. (4.32)
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Por outro lado, considerando (4.10) e 𝜂 = 𝑢𝜀 − 𝑢 em (4.5), teremos∫︁
Ω
𝛼∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇𝑞 +

∫︁
Ω
𝛽(∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · 𝑉 )𝑞 +

∫︁
Ω
𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑞 = −2

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑢(𝑢𝜀 − 𝑢). (4.33)

Observando que o lado esquerdo de (4.33) e (4.32) são iguais e o lado direito de
(4.33) é igual a −𝐴1, podemos escrever

𝐴1 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢𝜀 · ∇𝑞⏟  ⏞  
𝐴3

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢𝜀 · V)𝑞⏟  ⏞  
𝐴4

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝜀𝑞⏟  ⏞  
𝐴5

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞⏟  ⏞  
𝐴6

. (4.34)

Para 𝐴6 e 𝐴5 temos:

𝐴6 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞(̂︀𝑥) +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓 [𝑞 − 𝑞(̂︀𝑥)]⏟  ⏞  
ℰ5(𝜀)

= 𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞(̂︀𝑥) + ℰ5(𝜀), (4.35)

𝐴5 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝜀𝑞 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢+ 𝑢)𝑞

= −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝑞 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑞⏟  ⏞  
ℰ6(𝜀)

= −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝑞(̂︀𝑥) −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘[𝑢𝑞 − (𝑢𝑞)(̂︀𝑥)]⏟  ⏞  
ℰ7(𝜀)

+ℰ6(𝜀)

= −𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝑞)(̂︀𝑥) + ℰ6(𝜀) + ℰ7(𝜀). (4.36)

Para determinar 𝐴3 e 𝐴4, utilizaremos um ans�̈�tz para a expansão de 𝑢𝜀, dado por

𝑢𝜀(𝑥) = 𝑢(𝑥) + 𝑤𝜀(𝑥) + ̃︀𝑢𝜀(𝑥), (4.37)

onde 𝑢𝜀 é solução de (4.8), 𝑤𝜀 é solução do problema exterior (4.47) e ̃︀𝑢𝜀 é um resíduo.

Com isso, podemos escrever 𝐴3 e 𝐴4 da seguinte forma,

𝐴3 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢𝜀 · ∇𝑞 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇(𝑢+ 𝑤𝜀 + ̃︀𝑢𝜀(𝑥)) · ∇𝑞

= −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢 · ∇𝑞⏟  ⏞  
𝐴7

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑤𝜀 · ∇𝑞⏟  ⏞  
𝐴8

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇̃︀𝑢𝜀 · ∇𝑞⏟  ⏞  
ℰ8(𝜀)

, (4.38)
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𝐴4 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢𝜀 · V)𝑞 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽[∇(𝑢+ 𝑤𝜀 + ̃︀𝑢𝜀(𝑥)) · V]𝑞

= −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢 · V)𝑞⏟  ⏞  
𝐴9

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑤𝜀 · V)𝑞⏟  ⏞  
𝐴10

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇(̃︀𝑢𝜀) · V)𝑞⏟  ⏞  
ℰ9(𝜀)

. (4.39)

Daí,

𝐴7 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢 · ∇𝑞 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢 · ∇𝑞 ±
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢 · ∇𝑞(̂︀𝑥)

= −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢 · ∇𝑞(̂︀𝑥) −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼[∇𝑢 · ∇𝑞 − (∇𝑢 · ∇𝑞)(̂︀𝑥)]⏟  ⏞  
ℰ10(𝜀)

= −𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢(̂︀𝑥) · ∇𝑞(̂︀𝑥) + ℰ10(𝜀), (4.40)

𝐴9 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢 · V)𝑞 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢 · V)𝑞 ±
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢 · V)𝑞(̂︀𝑥)

= −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢 · V)𝑞(̂︀𝑥) −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢 · V)[𝑞 − 𝑞(̂︀𝑥)]⏟  ⏞  
ℰ11(𝜀)

= −𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢 · V)𝑞(̂︀𝑥) + ℰ11(𝜀). (4.41)

Para determinar 𝐴8 e 𝐴10, vamos substituir (4.37) em (4.7),

0 = −div{𝛼𝜀∇[𝑢+ 𝑤𝜀 + ̃︀𝑢𝜀]} + 𝛽𝜀(∇[𝑢+ 𝑤𝜀 + ̃︀𝑢𝜀] · V) + 𝜌𝜀𝑘[𝑢+ 𝑤𝜀 + ̃︀𝑢𝜀] − 𝑓𝜀

= −div(𝛼𝜀∇𝑢) + 𝛽𝜀(∇𝑢 · V) + 𝜌𝜀𝑘𝑢− 𝑓𝜀⏟  ⏞  
𝐴11

−div(𝛼𝜀∇𝑤𝜀) − div(𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀)

+𝛽𝜀(∇𝑤𝜀 · V) + 𝛽𝜀(∇̃︀𝑢𝜀 · V) + 𝜌𝜀𝑘𝑤𝜀 + 𝜌𝜀𝑘̃︀𝑢𝜀(𝑥). (4.42)

Reescrevendo os termos de 𝐴11,

𝐴11 =
⎧⎨⎩ −div(𝛼∇𝑢) + 𝛽(∇𝑢 · V) + 𝜌𝑘𝑢− 𝑓 se 𝑥 ∈ Ω ∖𝐵𝜀

−div(𝛾𝛼𝛼∇𝑢) + 𝛾𝛽𝛽(∇𝑢 · V) + 𝛾𝜌𝜌𝑘𝑢− 𝛾𝑓𝑓 se 𝑥 ∈ 𝐵𝜀.
(4.43)

Logo, 𝐴11 = 0 por (4.1) e (4.7).

Assim, (4.42) pode ser escrito como:

−div(𝛼𝜀∇𝑤𝜀) − div(𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀) + 𝛽𝜀(∇𝑤𝜀 · V) + 𝛽𝜀(∇̃︀𝑢𝜀 · V) + 𝜌𝜀𝑘𝑤𝜀 + 𝜌𝜀𝑘̃︀𝑢𝜀(𝑥) = 0. (4.44)
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Também podemos calcular o salto do gradiente no problema perturbado,

J𝛼𝜀∇𝑢𝜀K · 𝑛 = −(1 − 𝛾𝛼)∇𝑢(𝑥) · 𝑛+ J𝛼𝜀∇𝑤𝜀K · 𝑛+ J𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀K · 𝑛

= −(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢(̂︀𝑥) · 𝑛− (1 − 𝛾𝛼)∇2𝑢(𝑦)(𝑥− ̂︀𝑥) · 𝑛|𝜕𝐵𝜀

+J𝛼𝜀∇𝑤𝜀K · 𝑛+ J𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀K · 𝑛

= −(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢(̂︀𝑥) · 𝑛− 𝜀(1 − 𝛾𝛼)𝛼[∇2𝑢(𝑦)]𝑛 · 𝑛

+J𝛼𝜀∇𝑤𝜀K · 𝑛+ J𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀K · 𝑛. (4.45)

Como o salto do gradiente no problema perturbado é nulo, temos que:

−(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢(̂︀𝑥) · 𝑛− 𝜀(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇2𝑢(𝑦)𝑛 · 𝑛+ J𝛼𝜀∇𝑤𝜀K · 𝑛+ J𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀K · 𝑛 = 0. (4.46)

Para o problema exterior quando 𝜀 → 0 temos: Encontre 𝑤𝜀, tal que

𝑃1 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

div(𝛼𝜀∇𝑤𝜀) = 0 em R ,

𝑤𝜀 → 0 quando ‖𝑥‖ → ∞
J𝑤𝜀K

J𝛼𝜀∇𝑤𝜀K · 𝑛
=
=

0̂︀𝑢
⎫⎬⎭ sobre 𝜕𝐵𝜀 ,

(4.47)

onde ̂︀𝑢 = (1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢(̂︀𝑥) · 𝑛.

Sabemos que a solução de 𝑃1, conforme Novotny e Sokolowski (2016, p. 88), é dada
por:

𝑤𝜀(𝑥) = P𝛼∇𝑢(̂︀𝑥) · (𝑥− ̂︀𝑥) em 𝐵𝜀 (4.48)

𝑤𝜀(𝑥) = P𝛼
𝜀2

‖𝑥− ̂︀𝑥‖2 ∇𝑢(̂︀𝑥) · (𝑥− ̂︀𝑥) em R2 ∖𝐵𝜀. (4.49)

Na bola 𝐵𝜀, podemos escrever

∇𝑤𝜀(𝑥) = P𝛼∇𝑢(̂︀𝑥), (4.50)

isto significa que, ∇𝑤𝜀(𝑥) é uniforme na bola 𝐵𝜀.

Agora constrói-se ̃︀𝑢𝜀, de tal forma que ficam compensadas as discrepâncias introdu-
zidas por termos de ordem superior em 𝜀, bem como pela camada limite ∇𝑤𝜀 na fronteira
exterior Ω. Dessa forma, o resíduo ̃︀𝑢𝜀 deve ser solução para o seguinte problema de valor
de contorno: Encontre ̃︀𝑢𝜀, tal que

𝑃2 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−div[𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀(𝑥) + 𝛽𝜀(∇𝑢𝑢𝜀 · V) + 𝜌𝜀𝑘̃︀𝑢𝜀(𝑥) = 𝛽𝜀(∇𝑤𝜀 · V) + 𝜌𝜀𝑘𝑤𝜀 em Ω̃︀𝑢𝜀 = −𝑤𝜀 em 𝜕Ω
J̃︀𝑢𝜀K

J𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀K𝑛
=
=

0
𝜀𝑔

⎫⎬⎭ sobre 𝜕𝐵𝜀 ,

(4.51)
onde 𝑔 = (1 − 𝛾𝛼)𝛼[∇2𝑢(𝑦)]𝑛 · 𝑛.

É demonstrado no Lema 4.3 que o resíduo, apresentado no problema acima, possui
uma estimativa na forma ‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻1

0 (Ω)𝑜 = 𝑜(𝜀).
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Considerando (4.50), podemos estimar 𝐴8 e 𝐴10

𝐴8 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑞 · ∇𝑤𝜀

= −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑞(̂︀𝑥) · ∇𝑤𝜀 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑤𝜀 · [∇𝑞 − ∇𝑞(̂︀𝑥)]⏟  ⏞  
ℰ12(𝜀)

= −(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑞(̂︀𝑥) ·
∫︁

𝐵𝜀

P𝛼∇𝑢(̂︀𝑥) + ℰ12(𝜀)

= −𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝛼)𝛼P𝛼∇𝑢 · ∇𝑞(̂︀𝑥) + ℰ12(𝜀), (4.52)

𝐴10 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑞(∇𝑤𝜀 · V)

= −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑞(̂︀𝑥)(∇𝑤𝜀 · V) −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑤𝜀 · V)[𝑞 − 𝑞(̂︀𝑥)]⏟  ⏞  
ℰ13(𝜀)

= −(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑞(̂︀𝑥)
∫︁

𝐵𝜀

P𝛼𝛽(∇𝑢(̂︀𝑥) · V) + ℰ13(𝜀)

= −𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝛽)𝛽P𝛼𝛽(∇𝑢 · V)𝑞(̂︀𝑥) + ℰ13(𝜀). (4.53)

Substituindo (4.40) e (4.52) na equação (4.38), (4.41) e (4.53) na equação (4.39),
obtemos

𝐴3 = −𝜋𝜀2[(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢 · ∇𝑞 + (1 − 𝛾𝛼)𝛼P𝛼∇𝑢 · ∇𝑞](̂︀𝑥) + ℰ8(𝜀) + ℰ10(𝜀) + ℰ12(𝜀)
= −2𝜋𝜀2𝛼P𝛼∇𝑢 · ∇𝑞(̂︀𝑥) + ℰ8(𝜀) + ℰ10(𝜀) + ℰ12(𝜀), (4.54)

(4.55)
𝐴4 = −𝜋𝜀2 [(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢 · V)𝑞 + (1 − 𝛾𝛽)𝛽(P𝛽∇𝑢 · V)𝑞] (̂︀𝑥) + ℰ9(𝜀) + ℰ11(𝜀) + ℰ13(𝜀)

= −2𝜋𝜀2𝛽(P𝛼𝛽∇𝑢 · V)𝑞(̂︀𝑥) + ℰ9(𝜀) + ℰ11(𝜀) + ℰ13(𝜀). (4.56)

Agora, substituindo (4.35), (4.36), (4.54) e (4.56) em (4.34),

𝐴1 = −𝜋𝜀2[2𝛼P𝛼∇𝑢 · ∇𝑞(̂︀𝑥) + 2𝛽(P𝛽∇𝑢 · V)𝑞

+ (1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝑞(̂︀𝑥) − (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞(̂︀𝑥)] +
13∑︁

𝑖=5
ℰ𝑖(𝜀). (4.57)

Finalmente, substituindo (4.30) e (4.57) em (4.29), obtemos

𝒢𝜀(𝑢𝜀) − 𝒢(𝑢) = −𝜋𝜀2[2𝛼P𝛼∇𝑢 · ∇𝑞(̂︀𝑥) + 2𝛽(P𝛼𝛽∇𝑢 · V)𝑞

+ (1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢(𝑢+ 𝑞)(̂︀𝑥) − (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞(̂︀𝑥)] +
13∑︁

𝑖=1
ℰ𝑖(𝜀). (4.58)

Considerando que 𝑓(𝜀) = 𝜋𝜀2, podemos concluir que a derivada topológica do
funcional 𝒢 é dada por:

𝐷𝑇 𝒢 = −2𝛼P𝛼∇𝑢 · ∇𝑞 − 2𝛽(P𝛼𝛽∇𝑢 · V)𝑞 − 𝜌𝑘(1 − 𝛾𝜌)𝑢(𝑢+ 𝑞) + (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞. (4.59)

�
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Teorema 4.2 Considere os funcionais de forma, 𝒥 (𝑢) e 𝒥𝜀(𝑢𝜀), apresentados em (4.4) e
(4.9), respectivamente. Então a derivada topológica de 𝒥 é dada por,

𝒟𝑇 𝒥 (𝑥) = −2𝛼P𝛼∇𝑢 · (∇𝑢+ ∇𝑝) − 2𝛽(P𝛼𝛽∇𝑢 · V)𝑝
− 𝜌𝑘(1 − 𝛾𝜌)𝑢𝑝+ (1 − 𝛾𝑓 )𝑝𝑓, (4.60)

onde 𝑝 é solução do problema adjunto (4.6).

Demonstração. Considerando 𝜂 = 𝑢 em (4.2) e 𝜂 = 𝑢𝜀 em (4.8), temos:

𝒥 (𝑢) =
∫︁

Ω
𝛼‖∇𝑢‖2 =

∫︁
Ω
𝑓𝑢−

∫︁
Ω
𝛽(∇𝑢 · V)𝑢−

∫︁
Ω
𝜌𝑘(𝑢)2, (4.61)

𝒥𝜀(𝑢𝜀) =
∫︁

Ω
𝛼𝜀‖∇𝑢𝜀‖2 =

∫︁
Ω
𝑓𝜀𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝛽𝜀(∇𝑢𝜀 · V)𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘(𝑢𝜀)2. (4.62)

Logo,

𝒥𝜀(𝑢𝜀) − 𝒥 (𝑢) = −
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇𝑢𝜀 · V)𝑢𝜀 +

∫︁
Ω
𝛽𝜀(∇𝑢 · V)𝑢⏟  ⏞  

𝐵1

−
∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘(𝑢𝜀)2 +

∫︁
Ω
𝜌𝑘(𝑢)2⏟  ⏞  

𝐵2

+
∫︁

Ω
𝑓𝜀𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝑓𝑢⏟  ⏞  

𝐵3

. (4.63)

Note que, por (4.10) temos que 𝐵1 = 𝐵4 = 0. Calculando 𝐵3,

𝐵3 =
∫︁

Ω
𝑓𝜀𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝑓𝑢 =

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀 +

∫︁
𝐵𝜀

𝛾𝑓𝑓𝑢𝜀 −
∫︁

Ω
𝑓𝑢±

∫︁
𝐵𝜀

𝑓𝑢𝜀

=
∫︁

Ω
𝑓𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝑓𝑢−

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢𝜀 ±
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢)

= 2
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢𝜀 −
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢). (4.64)

Observa-se que 𝐵2 = 𝒢(𝑢) − 𝒢𝜀(𝑢𝜀). Assim, substituindo (4.64) e 𝐵2 em (4.63),
temos

𝒥𝜀(𝑢𝜀) − 𝒥 (𝑢) = 2
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) − 2

∫︁
Ω
𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢⏟  ⏞  

𝐵5

−
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢)⏟  ⏞  

𝐵6

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀)2 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢𝜀 + ℰ14(𝜀), (4.65)

onde ℰ14(𝜀) = ℰ1(𝜀).

Para determinar 𝐵5, substituímos (4.2) em (4.6) e posteriormente consideramos
𝜂 = 𝑢𝜀 − 𝑢 e também utilizamos a equação (4.10), então teremos

2
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) − 2

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑢(𝑢𝜀 − 𝑢) = −

∫︁
Ω
𝛼∇𝑝 · ∇(𝑢𝜀 − 𝑢) −

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑝(𝑢𝜀 − 𝑢)

−
∫︁

Ω
𝛽(∇𝑝 · V)(𝑢𝜀 − 𝑢) + 2

∫︁
Ω
𝛽(∇𝑢 · V)(𝑢𝜀 − 𝑢). (4.66)
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Por outro lado, fazendo 𝜂 = 𝑝 em (4.31),
∫︁

Ω
𝛼∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇𝑝+

∫︁
Ω
𝛽(∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · V)𝑝+

∫︁
Ω
𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑝 = +

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢𝜀 · ∇𝑝

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢𝜀 · V)𝑝+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝜀𝑝−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝. (4.67)

Logo, 𝐵5 pode ser escrito da seguinte forma,

𝐵5 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢𝜀 · ∇𝑝−
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽(∇𝑢𝜀 · V)𝑝−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝜀𝑝

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝+ 2
∫︁

Ω
𝛽(∇𝑢 · V)𝑢𝜀. (4.68)

Para determinar 𝐵6, vamos considerar 𝜂 = 𝑢𝜀 em (4.2) e 𝜂 = 𝑢 em (4.8), obtendo∫︁
Ω
𝛼∇𝑢 · ∇𝑢𝜀 +

∫︁
Ω
𝛽(∇𝑢 · V)𝑢𝜀 +

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑢𝑢𝜀 =

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀, (4.69)∫︁

Ω
𝛼𝜀∇𝑢𝜀 · ∇𝑢+

∫︁
Ω
𝛽𝜀(∇𝑢𝜀 · V)𝑢+

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘𝑢𝜀𝑢 =

∫︁
Ω
𝑓𝜀𝑢. (4.70)

Fazendo a diferença entre (4.70) e (4.69), temos

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢𝜀 · ∇𝑢−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝜀𝑢

+
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇𝑢𝜀 · V)𝑢⏟  ⏞  

𝐵7

−
∫︁

Ω
𝛽(∇𝑢 · V)𝑢𝜀⏟  ⏞  

𝐵8

=
∫︁

Ω
𝑓𝜀𝑢−

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀⏟  ⏞  

𝐵9

. (4.71)

Mas,

𝐵7 =
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇𝑢𝜀 · V)𝑢±

∫︁
𝐵𝜀

𝛽(∇𝑢𝜀 · V)𝑢 = −
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽(∇𝑢𝜀 · V)𝑢+
∫︁

Ω
𝛽(∇𝑢𝜀 · V)𝑢⏟  ⏞  

𝐵10

, (4.72)

𝐵9 =
∫︁

Ω
𝑓𝜀𝑢−

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀 ±

∫︁
Ω
𝑓𝑢 = −

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀𝑢−

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢. (4.73)

É possível observar que 𝐵10 = 𝐵8. Assim, (4.71) pode ser reescrito como:

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢𝜀 · ∇𝑢−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝜀𝑢−
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽(∇𝑢𝜀 · V)𝑢

− 2
∫︁

Ω
𝛽(∇𝑢 · V)𝑢𝜀 = −

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀𝑢−

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢. (4.74)

Logo,

𝐵6 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢𝜀 · ∇𝑢−
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽(∇𝑢𝜀 · V)𝑢

− 2
∫︁

Ω
𝛽(∇𝑢 · V)𝑢𝜀 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝜀𝑢+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢. (4.75)
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Substituindo (4.68) e (4.75) em (4.65),

𝒥𝜀(𝑢𝜀) − 𝒥 (𝑢) = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢𝜀 · ∇𝑝⏟  ⏞  
𝐵11

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢𝜀 · ∇𝑢⏟  ⏞  
𝐵12

−
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽(∇𝑢𝜀 · V)𝑝⏟  ⏞  
𝐵13

−
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽(∇𝑢𝜀 · V)𝑝⏟  ⏞  
𝐵14

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑢𝜀𝑢⏟  ⏞  
𝐵15

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝⏟  ⏞  
𝐵16

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑢𝜀(𝑢𝜀 − 𝑢)⏟  ⏞  
ℰ15(𝜀)

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢)⏟  ⏞  
ℰ16(𝜀)

+ℰ14(𝜀). (4.76)

Dessa forma,

𝐵15 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝜀𝑝±
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝑝

= −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝑝+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑝±
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝑝)(̂︀𝑥)

= −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝑝)(̂︀𝑥) +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘[𝑢𝑝− (𝑢𝑝)(̂︀𝑥)]⏟  ⏞  
ℰ17(𝜀)

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑝⏟  ⏞  
ℰ18(𝜀)

= −𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝑝(̂︀𝑥) + ℰ17(𝜀) + ℰ18(𝜀), (4.77)

𝐵16 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝±
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝(̂︀𝑥)

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝(̂︀𝑥) +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )[𝑓𝑝− (𝑓𝑝)(̂︀𝑥)]⏟  ⏞  
ℰ19(𝜀)

= 𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝑓 )(𝑓𝑝)(̂︀𝑥) + ℰ19(𝜀). (4.78)

Para desenvolver os termos de 𝐵11 a 𝐵14, novamente o ans�̈�tz é definido para a
expansão de 𝑢𝜀 e seguimos de forma análoga ao que foi feito no desenvolvimento das
equações de (4.37) a (4.53).

Dessa forma,

𝐵11 = 2𝜋𝜀2𝛼P𝛼∇𝑢 · ∇𝑝(̂︀𝑥) +
22∑︁

𝑖=20
ℰ𝑖(𝜀). (4.79)

𝐵12 = −2𝜋𝜀2𝛼P𝛼‖∇𝑢‖2(̂︀𝑥) +
25∑︁

𝑖=23
ℰ𝑖(𝜀). (4.80)

𝐵13 = 2𝜋𝜀2𝛽(PB𝛽
∇𝑢 · V)𝑝(̂︀𝑥) +

28∑︁
𝑖=26

ℰ𝑖(𝜀). (4.81)

𝐵14 = 2𝜋𝜀2𝛽(P𝛽∇𝑢 · V)𝑢(̂︀𝑥) +
31∑︁

𝑖=29
ℰ𝑖(𝜀). (4.82)
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onde

ℰ20(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇̃︀𝑢𝜀(𝑥) · ∇𝑝. (4.83)

ℰ21(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼[∇𝑢 · ∇𝑝− (∇𝑢 · ∇𝑝)(̂︀𝑥)]. (4.84)

ℰ22(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑤𝜀 · [∇𝑝− ∇𝑝(̂︀𝑥)]. (4.85)

ℰ23(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇̃︀𝑢𝜀(𝑥) · ∇𝑢 (4.86)

ℰ24(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼[∇𝑢 · ∇𝑢− (∇𝑢 · ∇𝑢)(̂︀𝑥)]. (4.87)

ℰ25(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑤𝜀 · [∇𝑢− ∇𝑢(̂︀𝑥)]. (4.88)

ℰ26(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼(∇(𝑢− 𝑢𝜀) · V)𝑝. (4.89)

ℰ27(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽[(∇𝑢 · V)𝑝− ((∇𝑢 · V)𝑝)(̂︀𝑥)]. (4.90)

ℰ28(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽(∇𝑤𝜀 · V)[𝑝− 𝑝(̂︀𝑥)]. (4.91)

ℰ29(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼(∇(𝑢− 𝑢𝜀) · V)𝑢. (4.92)

ℰ30(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽[(∇𝑢 · V)𝑢− ((∇𝑢 · V)𝑢)(̂︀𝑥)]. (4.93)

ℰ31(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽(∇𝑤𝜀 · V)[𝑢− 𝑢(̂︀𝑥)]. (4.94)

Finalmente, substituindo (4.77), (4.78), (4.79) e (4.82) em (4.76),

𝒥𝜀(𝑢𝜀) − 𝒥 (𝑢) = −2𝜋𝜀2𝛼P𝛼∇𝑢 · (∇𝑢(̂︀𝑥) + ∇𝑝(̂︀𝑥)) − 2𝜋𝜀2𝛽P𝛼𝛽(∇𝑢 · V)𝑝(̂︀𝑥)

− 𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢𝑝(̂︀𝑥) + 𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝(̂︀𝑥) +
31∑︁

𝑖=14
ℰ𝑖(𝜀). (4.95)

Considerando que 𝑓(𝜀) = 𝜋𝜀2, é possível concluir que a derivada topológica de 𝒥 é
dada por:

𝐷𝑇 𝒥 = −2𝛼P𝛼∇𝑢 · ∇(𝑢+ 𝑝) − 2𝛽(P𝛼𝛽∇𝑢 · V)𝑝− 𝜌𝑘(1 − 𝛾𝜌)𝑢𝑝+ (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝. (4.96)

4.3 Equação de Difusão-Convecção

Para o cálculo da DT do funcional energia modificada associado a equação de
Difusão-Convecção-Reação (eq. (4.1)), o termo de reação é considerado nulo. Além disso, é
feita uma modificação do funcional apresentado em (4.3), no que se refere a importância de
cada parcela do funcional. Serão utilizadas as derivadas determinadas em (4.59) e (4.96).

4.3.1 Formulação do Problema

No domínio original, a formulação matemática é apresentada a seguir:
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Encontre 𝑢, tal que⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−div(𝛼∇𝑢) + ∇𝑢 · V
div(V)

=
=

𝑓

0
em Ω ,

𝑢 = 0 sobre Γ𝐷,

𝜕n𝑢 = 0 sobre Γ𝑁 .

(4.97)

Definimos a função de forma (funcional energia modificado), que será minimizado:

ℱ(𝑢) = 𝑡

𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑎 𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙⏞  ⏟  ∫︁
Ω
𝛼||∇𝑢||2 +(1 − 𝑡)

𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑎 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑐𝑎⏞  ⏟  ∫︁
Ω
𝜌|𝑢|2⏟  ⏞  

𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑎 𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑑𝑎

, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, (4.98)

onde 𝑡 é um parâmetro que fornece o peso de cada parcela do funcional, 𝑢 é solução do
sistema (4.97). Dessa forma, a DT associada é dada por,

𝐷𝑇 (ℱ) = −2𝛼P𝛼∇𝑢 · (𝑡∇𝑢+ ∇𝑝+ ∇𝑞) − (1 − 𝑡)(1 − 𝛾𝜌)𝜌|𝑢|2, (4.99)

onde 𝑝 e 𝑞 são as respectivas soluções dos problemas adjuntos a seguir:

𝑝 ∈ 𝒰(Ω) :
∫︁

Ω
𝛼∇𝑝 · ∇𝜂 −

∫︁
Ω
(∇𝑝 · V)𝜂 = −2𝑡

∫︁
Ω
𝛼∇𝑢 · ∇𝜂 ∀𝜂 ∈ 𝒰(Ω), (4.100)

𝑞 ∈ 𝒰(Ω) :
∫︁

Ω
𝛼∇𝑞 · ∇𝜂 −

∫︁
Ω
(∇𝑞 · V)𝜂 = −2(1 − 𝑡)

∫︁
Ω
𝜌𝑢𝜂 ∀𝜂 ∈ 𝒰(Ω), (4.101)

com o espaço 𝒰 = {𝜙 ∈ 𝐻1(Ω) : 𝜙|𝜕𝐷 = 0}.

4.4 Estimativas dos Termos Residuais

Nesta seção serão calculadas as estimativas dos termos remanescentes (residuais)
ℰ𝑖(𝜀), 𝑖 = 1, ..., 31, gerados no cálculo das derivadas topológicas apresentadas nas seções
anteriores.

Antes de calcular a estimativa dos resíduos será necessário apresentar as demostra-
ções a seguir.

Lema 4.2 Seja 𝑤𝜀 definido em (4.37) e solução de (4.47), então

‖𝑤𝜀‖𝐿2(Ω) 6 𝐶𝜀2
√︁

|𝑙𝑛(𝜀)| = 𝑜(𝜀). (4.102)

Demonstração. Considerando 𝑅 > 0 tal que Ω ⊂ 𝐵𝑅 onde 𝐵𝑅 é a bola centrada
em ̂︀𝑥 e raio 𝑅, então

‖𝑤𝜀‖2
𝐿2(Ω) =

∫︁
Ω
𝑤2

𝜀 6
∫︁

𝐵𝑅

𝑤2
𝜀 =

∫︁
𝐵𝜀

𝑤2
𝜀 +

∫︁
𝐵𝑅∖𝐵𝜀

𝑤2
𝜀 . (4.103)
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Para calcular essas integrais vamos considerar a solução de 𝑤𝜀 apresentada em
(4.48). Usando coordenadas polares, obtemos

∫︁
𝐵𝜀

𝑐𝑤2
𝜀 =

∫︁
𝐵𝜀

𝑐

[︃
1 − 𝛾

1 + 𝛾
∇𝑢(̂︀𝑥) · (𝑥− ̂︀𝑥)

]︃2

= 𝑐2

∫︁ 𝜀

0
𝑟2𝑟 𝑑𝑟 = 𝑐3𝜀

4, (4.104)

∫︁
𝐵𝑅∖𝐵𝜀

𝑐𝑤2
𝜀 =

∫︁
𝐵𝑅∖𝐵𝜀

𝑐

[︃
1 − 𝛾

1 + 𝛾

𝜀2

‖𝑥− ̂︀𝑥‖2 ∇𝑢(̂︀𝑥) · (𝑥− ̂︀𝑥)
]︃2

= 𝑐4

∫︁ 𝑅

𝜀

𝜀4

𝑟4 𝑟
2𝑟 𝑑𝑟 = 𝑐5𝜀

4(𝑙𝑛𝑅 − 𝑙𝑛 𝜀). (4.105)

Portanto,

‖𝑤𝜀‖𝐿2(Ω) 6
√︁
𝑐3𝜀4 + 𝑐5𝜀4|𝑙𝑛(𝜀)| 6 𝐶𝜀2

√︁
|𝑙𝑛(𝜀)|. (4.106)

�

Lema 4.3 Seja ̃︀𝑢𝜀(𝑥) definido em (4.37) e solução de (4.51), então

‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻1(Ω) 6 𝐶𝜀2
√︁

|𝑙𝑛(𝜀) = 𝑜(𝜀). (4.107)

Demonstração. A forma fraca do problema definido em (4.51) é dada por:

̃︀𝑢𝜀 ∈ ̃︀𝒰𝜀 :
∫︁

Ω
𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀 · ∇𝜂 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘̃︀𝑢𝜀𝜂 +

∫︁
Ω
𝛽𝜀(∇̃︀𝑢𝜀 · V)𝜂

=
∫︁

Ω
𝛽(∇𝑤𝜀 · V)𝜂 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘𝑤𝜀𝜂 + 𝜀

∫︁
𝜕𝐵𝜀

𝑔𝜂, ∀𝜂 ∈ 𝐻1
0 (Ω), (4.108)

onde,

̃︀𝒰𝜀 := {𝜙 ∈ 𝐻1(Ω) : 𝜙|𝜕Ω = −𝑤𝜀}; 𝑔 = (1 − 𝛾)𝛼∇2𝑢(𝑦)𝑛 · 𝑛. (4.109)

Observe que se 𝜙𝜀 ∈ ̃︀𝒰𝜀; 𝜂 = ̃︀𝑢𝜀 − 𝜙𝜀 ∈ 𝐻1
0 (Ω). Fazendo a substituição em (4.108),

obtemos
∫︁

Ω
𝛼𝜀‖∇̃︀𝑢𝜀‖2 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘(̃︀𝑢𝜀)2 +

∫︁
Ω
𝛽𝜀(∇̃︀𝑢𝜀 · V)̃︀𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀 · ∇𝜙𝜀 −

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘̃︀𝑢𝜀𝜙𝜀

−
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇̃︀𝑢𝜀 · V)𝜙𝜀 =

∫︁
Ω
𝛽𝜀(∇𝑤𝜀 · V)̃︀𝑢𝜀 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘𝑤𝜀̃︀𝑢𝜀 + 𝜀

∫︁
𝜕𝐵𝜀

𝑔̃︀𝑢𝜀

−
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇𝑤𝜀 · V)𝜙𝜀 −

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘𝑤𝜀𝜙𝜀 − 𝜀

∫︁
𝜕𝐵𝜀

𝑔𝜙𝜀. (4.110)

Pelo Teorema da divergência temos:

−
∫︁

Ω
𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀 · ∇𝜙𝜀 =

∫︁
Ω

div(𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀)𝜙𝜀 −
∫︁

𝜕Ω
𝜌𝜙𝜀𝜕𝑛̃︀𝑢𝜀 −

∫︁
𝐵𝜀

J𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀K · 𝑛𝜙𝜀. (4.111)
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Substituindo (4.111) em (4.110),
∫︁

Ω
𝛼𝜀‖∇̃︀𝑢𝜀‖2 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘(̃︀𝑢𝜀)2 +

∫︁
Ω

div(𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀)𝜙𝜀⏟  ⏞  
𝐸1

−
∫︁

𝜕Ω
𝜌𝜙𝜀𝜕𝑛̃︀𝑢𝜀⏟  ⏞  
𝐸2

−
∫︁

𝐵𝜀

J𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀K · 𝑛𝜙𝜀⏟  ⏞  
𝐸3

+
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇̃︀𝑢𝜀 · V)̃︀𝑢𝜀⏟  ⏞  

𝐸4

−
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇̃︀𝑢𝜀 · V)𝜙𝜀⏟  ⏞  

𝐸5

−
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇𝑤𝜀 · V)̃︀𝑢𝜀⏟  ⏞  

𝐸6

+
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇𝑤𝜀 · V)𝜙𝜀⏟  ⏞  

𝐸7

−
∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘̃︀𝑢𝜀𝜙𝜀⏟  ⏞  
𝐸8

= +
∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘𝑤𝜀̃︀𝑢𝜀⏟  ⏞  

𝐸9

−
∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘𝑤𝜀𝜙𝜀⏟  ⏞  

𝐸10

+ 𝜀
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝑔̃︀𝑢𝜀⏟  ⏞  
𝐸11

− 𝜀
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝑔𝜙𝜀⏟  ⏞  
𝐸12

. (4.112)

Pode-se observar que 𝐸3 = 𝐸12, por (4.10) 𝐸4 = 0. Agrupando os termos 𝐸1, 𝐸5,
𝐸7, 𝐸8 e 𝐸10 e considerando (4.51), teremos∫︁

Ω
[div(𝛼𝜀∇̃︀𝑢𝜀) − 𝛽𝜀(∇̃︀𝑢𝜀 · V) + 𝛽𝜀(∇𝑤𝜀 · V) − 𝜌𝜀𝑘̃︀𝑢𝜀 + 𝜌𝜀𝑘𝑤𝜀]𝜙𝜀 = 0. (4.113)

Logo, (4.112) podes ser reescrito como
∫︁

Ω
𝛼𝜀‖∇̃︀𝑢𝜀‖2 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘(̃︀𝑢𝜀)2 −

∫︁
𝜕Ω
𝜌𝜙𝜀𝜕𝑛̃︀𝑢𝜀⏟  ⏞  
𝐸2

+
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇𝑤𝜀 · V)̃︀𝑢𝜀⏟  ⏞  

𝐸6

= −
∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘𝑤𝜀̃︀𝑢𝜀⏟  ⏞  

𝐸9

+ 𝜀
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝑔̃︀𝑢𝜀⏟  ⏞  
𝐸11

. (4.114)

Como 𝜙𝜀 ∈ ̃︀𝒰𝜀 segue que 𝜙𝜀|𝜕Ω = −𝑤𝜀 e 𝑤𝜀|𝜕Ω = ℎ𝜀2 onde ℎ = 𝑃
|𝑥−̂︀𝑥‖2 ∇𝑢(̂︀𝑥) ·(𝑥− ̂︀𝑥),

temos que

|𝐸2| =
⃒⃒⃒⃒
𝜀2
∫︁

𝜕Ω
𝜌ℎ𝜕𝑛̃︀𝑢𝜀

⃒⃒⃒⃒
6 𝜀2‖ℎ‖𝐻1/2(𝜕Ω)‖𝜕ñ︀𝑢𝜀‖𝐻−1/2(𝜕Ω) 6 𝜀2‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻1(Ω). (4.115)

Para os termos 𝐸9 e 𝐸11, escrevemos

|𝐸9| =
⃒⃒⃒⃒∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘𝑤𝜀̃︀𝑢𝜀

⃒⃒⃒⃒
6 𝑐‖𝑤𝜀‖𝐿2(Ω)‖̃︀𝑢𝜀‖𝐿2(Ω) 6 𝑐𝜀2

√︁
|𝑙𝑛(𝜀)|‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻1(Ω), (4.116)

|𝐸11| =
⃒⃒⃒⃒
𝜀
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝑔̃︀𝑢𝜀

⃒⃒⃒⃒
6 𝑐𝜀‖𝑔‖𝐻−1/2(𝜕𝐵𝜀)‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻1/2(𝜕𝐵𝜀) 6 𝑐𝜀2‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻1(Ω). (4.117)

Já para 𝐸6, temos

𝐸6 =
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛽(∇𝑤𝜀 · V)̃︀𝑢𝜀 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽(∇𝑤𝜀 · V)̃︀𝑢𝜀 =
∫︁

𝜕Ω
𝛽(V · n)𝑤𝜀̃︀𝑢𝜀 −

∫︁
𝜕𝐵𝜀

𝛽(V · n)𝑤𝜀̃︀𝑢𝜀

−
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛽(∇̃︀𝑢𝜀 · V)𝑤𝜀 +
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝛾𝛽(V · n)𝑤𝜀̃︀𝑢𝜀 −
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽(∇̃︀𝑢𝜀 · V)𝑤𝜀 = −
∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇̃︀𝑢𝜀 · V)𝑤𝜀

(4.118)

logo,

|𝐸6| =
⃒⃒⃒⃒∫︁

Ω
𝛽𝜀(∇̃︀𝑢𝜀 · V)𝑤𝜀

⃒⃒⃒⃒
6 𝑐‖∇̃︀𝑢𝜀‖𝐿2(Ω)‖𝑤𝜀‖𝐿2(Ω) 6 𝑐𝜀2

√︁
|𝑙𝑛(𝜀)|‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻1(Ω). (4.119)
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Substituindo (4.115), (4.116) e (4.117) em (4.112), vamos obter∫︁
Ω
𝜌𝜀‖∇̃︀𝑢𝜀‖2 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘|̃︀𝑢𝜀|2 6 𝜀2

√︁
|𝑙𝑛(𝜀)|‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻1(Ω). (4.120)

Por outro lado, usando a desigualdade Poincaré,

𝛼‖̃︀𝑢𝜀‖2
𝐻1(Ω) 6

∫︁
Ω
𝜌𝜀‖∇̃︀𝑢𝜀‖2 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘|̃︀𝑢𝜀|2. (4.121)

Assim, substituindo (4.120) em (4.121), obtemos

𝛼‖̃︀𝑢𝜀‖2
𝐻1(Ω) 6 𝑐𝜀2

√︁
|𝑙𝑛(𝜀)|‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻1(Ω), (4.122)

que conduz ao resultado

‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻1(Ω) = 𝐶𝜀2
√︁

|𝑙𝑛(𝜀)| = 𝑜(𝜀). (4.123)

�

Lema 4.4 Seja 𝑢 solução do Problema (4.1) e 𝑢𝜀 solução do problema (4.7). Então

‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(Ω) 6 𝐶𝜀1+𝛿 = 𝑜(𝜀). (4.124)

Demonstração. Considerando a expansão de 𝑢𝜀 apresentada em (4.37) e usando
(4.106) e (4.123), temos

‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(Ω) = ‖𝑤𝜀 − ̃︀𝑢𝜀‖𝐿2(Ω) 6 ‖𝑤𝜀‖𝐿2(Ω) + ‖̃︀𝑢𝜀‖𝐿2(Ω)

6 ‖𝑤𝜀‖𝐿2(Ω) + ‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻1(Ω) 6 𝐶𝜀2
√︁

|𝑙𝑛(𝜀)| + 𝐶𝜀1+𝛿 = 𝑜(𝜀). (4.125)

�

De posse dos resultados apresentados, podemos estimar os termos remanescentes.

Utilizando o Lema 4.3, temos

ℰ1(𝜀) = ℰ14(𝜀) =
∫︁

Ω
𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)2 6 𝐶1‖𝑢𝜀 − 𝑢‖2

𝐿2(Ω) 6 𝐶2𝜀
2(1+𝛿) = 𝑜(𝜀2). (4.126)

ℰ2(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢) 6 𝐶‖𝑢𝜀 − 𝑢‖2
𝐿2(𝐵𝜀)

6 𝐶1‖𝑢𝜀 − 𝑢‖2
𝐿2(Ω) 6 𝐶2𝜀

2(1+𝛿) = 𝑜(𝜀2). (4.127)

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Lema 4.3,

ℰ3(𝜀) = 2
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢 6 𝐶1‖𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀)‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀)

6 𝐶2𝜀‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(Ω) 6 𝐶3𝜀
2+𝛿 = 𝑜(𝜀2). (4.128)
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Usando o fato de 𝑢 ser Lipschitz contínua e fazendo a mudança para coordenadas
polares.

ℰ4(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘[(𝑢)2 − (𝑢)2(̂︀𝑥)]

6 𝐶1

∫︁
𝐵𝜀

‖𝑥− ̂︀𝑥‖ 6 𝐶2𝜀
∫︁ 𝜀

0
𝑟 𝑑𝑟 6 𝐶3𝜀

3 = 𝑜(𝜀2). (4.129)

Observe que, se 𝜑 ∈ 𝐻1
0 (Ω), temos∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝜌𝑓 [𝜑− 𝜑(̂︀𝑥)] 6 𝐶1

∫︁
𝐵𝜀

(𝑥− ̂︀𝑥) 6 𝐶2𝜀
∫︁ 𝜀

0
𝑟 𝑑𝑟 6 𝐶3𝜀

3 = 𝑜(𝜀2). (4.130)

Fazendo 𝜑 = 𝑞 e 𝜑 = 𝑝, por (4.130) temos que ℰ5(𝜀) = 𝑜(𝜀2) e ℰ21(𝜀) = 𝑜(𝜀2).

Para os resíduos ℰ6(𝜀) e ℰ18(𝜀), podemos calcular:
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝜑 6 𝐶1‖𝜑‖𝐿2(𝐵𝜀)‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀)

6 𝐶2𝜀‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(Ω) 6 𝐶3𝜀
2+𝛿 = 𝑜(𝜀2). (4.131)

Novamente, considerando 𝜑 = 𝑞 e 𝜑 = 𝑝, teremos ℰ6(𝜀) = 𝑜(𝜀2) e ℰ18(𝜀) = 𝑜(𝜀2).

Sabendo que 𝜑 e 𝑢 são Lipschitz contínuas e fazendo a mudança para coordenadas
polares:∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝑢[𝜑− 𝜑(̂︀𝑥)] 6 𝐶1

∫︁
𝐵𝜀

‖𝑥− ̂︀𝑥‖ 6 𝐶2𝜀
∫︁ 𝜀

0
𝑟 𝑑𝑟 6 𝐶3𝜀

3 = 𝑜(𝜀2). (4.132)

Na equação acima, considerando 𝜑 = 𝑞 obtemos ℰ7(𝜀) = 𝑜(𝜀2). E para 𝜑 = 𝑝,
obtemos ℰ17(𝜀) = 𝑜(𝜀2)

Para o cálculo dos resíduos ℰ8(𝜀), ℰ20(𝜀) e ℰ23(𝜀), vamos usar também a imersão
de 𝐿2(Ω) em 𝐻1(Ω),
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇̃︀𝑢𝜀 · ∇𝜑 6 𝐶‖∇̃︀𝑢𝜀‖𝐿2(𝐵𝜀)‖∇𝜑‖𝐿2(𝐵𝜀)

6 𝐶‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻1(Ω)‖𝜑‖𝐻1(Ω) 6 𝐶𝜀2+𝛿 = 𝑜(𝜀2). (4.133)

Logo, considerando 𝜑 = 𝑞, 𝜑 = 𝑝 e 𝜑 = 𝑢 obtemos ℰ8(𝜀) = 𝑜(𝜀2), ℰ20(𝜀) = 𝑜(𝜀2) e
ℰ23(𝜀) = 𝑜(𝜀2), respectivamente.

Para estimar ℰ9(𝜀), ℰ26(𝜀) e ℰ29(𝜀), vamos usar a imersão de 𝐿2(Ω) em 𝐻1(Ω),
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇̃︀𝑢𝜀 · V)𝜑 6 𝐶‖∇̃︀𝑢𝜀‖𝐿2(𝐵𝜀)‖𝜑‖𝐿2(𝐵𝜀)

6 𝐶‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻1(Ω)‖𝜑‖𝐻1(Ω) 6 𝐶𝜀2+𝛿 = 𝑜(𝜀2). (4.134)

Assim, considerando 𝜑 = 𝑞, 𝜑 = 𝑝 e 𝜑 = 𝑢 resulta em ℰ9(𝜀) = 𝑜(𝜀2), ℰ26(𝜀) = 𝑜(𝜀2)
e ℰ29(𝜀) = 𝑜(𝜀2) respectivamente.
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Para determinar os resíduos ℰ10(𝜀), ℰ21(𝜀) e ℰ24(𝜀) considere o o fato de 𝑢 e 𝜑 serem
Lipschitz contínuas e fazendo a mudança para coordenadas polares, logo∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑢 · [∇𝜑− ∇𝜑(̂︀𝑥)] 6 𝐶
∫︁

𝐵𝜀

‖𝑥− ̂︀𝑥‖ 6 𝜀
∫︁ 𝜀

0
𝑟 𝑑𝑟 6 𝐶𝜀3 = 𝑜(𝜀2). (4.135)

Com isso, considerando 𝜑 = 𝑞, 𝜑 = 𝑝 e 𝜑 = 𝑢 resulta em ℰ10(𝜀) = 𝑜(𝜀2), ℰ21(𝜀) =
𝑜(𝜀2) e ℰ24(𝜀) = 𝑜(𝜀2)

Para o resíduo ℰ11(𝜀), ℰ27(𝜀) e ℰ30(𝜀) é usado o fato de 𝜑 ser Lipschitz contínua,
logo
∫︁

𝐵𝜀

[(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑢 · V)][𝜑− 𝜑(̂︀𝑥)] 6 𝐶‖∇𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀)‖𝑥− ̂︀𝑥‖𝐿2(𝐵𝜀)

6 𝐶‖𝑢‖𝐻1(Ω)‖𝑥− ̂︀𝑥‖𝐿2(𝐵𝜀) 6 𝐶𝜀
5
2 = 𝑜(𝜀2). (4.136)

Considerando 𝜑 = 𝑞, 𝜑 = 𝑝 e 𝜑 = 𝑝 resulta em ℰ11(𝜀) = 𝑜(𝜀2), ℰ27(𝜀) = 𝑜(𝜀2) e
ℰ30(𝜀) = 𝑜(𝜀2) respectivamente.

Para o resíduo ℰ12(𝜀), ℰ22(𝜀) e ℰ25(𝜀) é usado o fato de 𝜑 ser Lipschitz contínua,
logo∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼∇𝑤𝜀 · [∇𝜑− ∇𝜑(̂︀𝑥)] 6 𝐶‖∇𝑤𝜀‖𝐿2(𝐵𝜀)‖𝑥− ̂︀𝑥‖𝐿2(𝐵𝜀) 6 𝐶𝜀
5
2 = 𝑜(𝜀2). (4.137)

Para 𝜑 = 𝑞, 𝜑 = 𝑝 e 𝜑 = 𝑢 resulta, respectivamente, em ℰ12(𝜀) = 𝑜(𝜀2), ℰ22(𝜀) =
𝑜(𝜀2) e ℰ25(𝜀) = 𝑜(𝜀2).

Para o resíduo ℰ13(𝜀), ℰ28(𝜀) e ℰ31(𝜀) é usado o fato de 𝜑 ser Lipschitz contínua,∫︁
𝐵𝜀

[(1 − 𝛾𝛽)𝛽(∇𝑤𝜀 · V)][𝜑− 𝜑(̂︀𝑥)] 6 𝐶‖∇𝑤𝜀‖𝐿2(𝐵𝜀)‖𝑥− ̂︀𝑥‖𝐿2(𝐵𝜀) 6 𝐶𝜀
5
2 = 𝑜(𝜀2). (4.138)

Da equação anterior , se considerarmos 𝜑 = 𝑞, 𝜑 = 𝑝 e 𝜑 = 𝑝 o que resulta em
ℰ13(𝜀) = 𝑜(𝜀2), ℰ28(𝜀) = 𝑜(𝜀2) e ℰ31(𝜀) = 𝑜(𝜀2).

O resíduo ℰ15(𝜀) é calculado usando a Lema 4.3,

ℰ17(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢𝜀 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)(𝑢𝜀 − 𝑢+ 𝑢)

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)2 + (𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢 6 𝐶1‖𝑢𝜀 − 𝑢‖2
𝐿2(𝐵𝜀) + 𝐶2‖𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀)‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀)

6 𝐶3𝜀‖𝑢𝜀 − 𝑢‖2
𝐿2(Ω) + 𝐶4𝜀‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(Ω) 6 𝐶5𝜀

2(1+𝛿) + 𝜀2+𝛿 = 𝑜(𝜀2). (4.139)

Para o resíduo ℰ16(𝜀) é usado o fato de 𝑢 ser Lipschitz contínua e fazendo a mudança
para coordenadas polares.

ℰ18(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) 6 𝐶‖𝑓‖𝐿2(𝐵𝜀)‖𝑥− ̂︀𝑥‖𝐿2(𝐵𝜀) 6 𝐶𝜀
5
2 = 𝑜(𝜀2). (4.140)
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4.5 Exemplos Numéricos

Nos exemplos numéricos apresentados, o domínio 𝒟 ⊂ R2, tal que Ω ⊂ 𝒟 é dado
por um quadrado de lado unitário (0, 1) × (0, 1), com uma fonte de calor uniformemente
distribuído no domínio de intensidade 𝑓 . Durante o processo de otimização, são utilizados
dois materiais, o primeiro é o alumínio (𝛼 = 205𝑊/𝑚𝐾) e o segundo é um material com
baixa condutividade térmica (𝛾𝛼 ≪ 𝛼). O domínio inicial consiste apenas em alumínio. Uma
fonte externa produzindo um vento unidirecional com velocidade 𝑉 , também é imposta
ao problema. Com a evolução do processo de otimização, iterativamente, o alumínio é
substituído pelo segundo material, dessa forma, a região branca representa o material de
baixa condutividade térmica.

Dois critérios de parada são considerados no algoritmo atual: 𝜃 < 1∘, que é o ângulo
entre a função level-set e a DT e 𝜅 < 10−3, (𝜅 ∈ (0, 1]). Nos exemplos (4.1) e (4.2) a seguir,
o domínio é discretizado usando elementos finitos triangulares lineares, resultando em uma
malha uniforme inicial com 160.000 elementos e 80.401 nós . Para aumentar a precisão
e a suavidade da topologia, são realizadas 4 etapas de refinamento uniforme na malha
durante o processo iterativo, resultando em uma malha final com 40.960.000 elementos e
20.486.401 nós.

Exemplo 4.1 No exemplo 1, o domínio (topologia) inicial, têm as bordas (contorno de
Neumann Γ𝑁) isoladas termicamente, exceto por uma região Γ𝐷 (contorno de Dirichlet) de
comprimento 𝑚(Γ𝐷) = 0.2, posicionada no meio do lado esquerdo , na qual a temperatura
é prescrita como 𝑢 = 0∘𝐶, tem-se ainda, 𝑡 = 1, 𝑓 = 104𝑊 e parâmetro de penalidade
𝜇 = 4.

Nas figuras 4.1(a) e (b), são apresentados o domínio e o mapa de temperaturas
iniciais. Para avaliar a influência da velocidade V e do contraste 𝛾𝛼 na topologia final,
é considerado um conjunto de quatro casos, a saber, casos A, B, C, D, como mostra a
Tabela 4.

Tabela 4 – Exemplo 1. Velocidade e contraste.
Caso A Caso B Caso C Caso D

𝑉 (10, 0) (−10, 0) (0, 10) (10, 0)
𝛾𝛼 0.020 0.020 0.020 0.006

As topologias finais estão descritas na figura 4.2(a)-(d). É possível notar várias
ramificações nas topologias, o que mostra como o bom condutor drena energia da maior
parte do domínio, considerando a restrição de volume, controlada (indiretamente) pelo
parâmetro de penalidade 𝜇.
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(a) (b)

Figura 4.1 – Topologia (a) e Mapa de temeratura (b) inicial.

Figura 4.2 – Topologias otimizadas: (a) caso A; (b) caso B; (c) caso C; (d) caso D.

.

Para efeito de comparação, a velocidade é a única variável que interfere nas
topologias finais nos casos A, B e C, pois o contraste 𝛾𝛼 é o mesmo nos três casos. É
possível observar, comparando os casos A e B, a influência da mudança de sentido da
velocidade 𝑉 . Já no caso C é imposta a mudança de direção na velocidade, resultando em
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uma falta de simetria horizontal da topologia final. O caso D apresenta um comportamento
diferente devido ao menor valor imposto ao parâmetro 𝛾𝛼, consumindo maior custo
computacional para atingir os critérios de parada quando comparado aos casos anteriores.
Os históricos de evolução para a função custo e a fração de volume são apresentados nas
Figuras 4.3 e 4.4, respectivamente.

Figura 4.3 – Histórico da Função custo.

.

Figura 4.4 – Histórico da Fração de Volume.

.

Exemplos representativos com variações no parâmetro 𝑡, são mostrados nas figuras
4.5a e 4.5b, com 𝑡 = 0.5 e 𝑡 = 1, respectivamente. Os demais parâmetros e condições de
contorno são dados no Exemplo 4.1 (Caso C). O históricos da função custo e da fração de
volume podem ser vistos nas figuras 4.6(a) e (b).
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(a) 𝑡 = 0.5 (b) 𝑡 = 0

Figura 4.5 – Topologias otimizadas para 𝑡 = 0.5 (a) e 𝑡 = 0 (b).
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Figura 4.6 – Histórico da Função Custo (a) e Histórico da Fração de Volume (b).

Vale destacar que quaisquer alterações na malha inicial, no número de refinamentos
da malha, nas propriedades do material, condições de contorno ou parâmetro de peso 𝑡,
tem influência sobre topologia final. Nas figuras 4.7(a) e (b), foram utilizadas as mesmas
condições de contorno do Exemplo 4.1-C, exibido acima. Porém, na figura 4.7(a), a malha
inicial possui 40000 elementos, 20201 nós e foram realizadas três etapas de refinamento
da malha, gerando uma malha final com 2.560.000 elementos e 1.281.601 nós. Na figura
4.7(b) a malha inicial possui 160.000 elementos e 80.401 nós, foram realizados dois refinos
de malha, gerando uma malha final também com 2.560.000 elementos e 1.281.601 nós. A
tabela 5 exibe os valores da função de forma (ℱ), ângulo 𝜃, Volume final e o número de
iterações, das topologias finais.

Tabela 5 – Exemplo 1. Topologia Final.
ℱ 𝜃 Volume Iterações

Figura 4.7(a) 2.85 4.26∘ 31.73% 91
Figura 4.7(b) 2.89 7.47∘ 33.62% 59
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(a) Malha inicial 100 × 100 (b) Malha inicial 200 × 200

Figura 4.7 – Topologias finais após três etapas de refinamento da malha.

.

É possível observar que aumentar o número de etapas de refinamento da malha
gera um maior custo computacional (maior número de iterações). Porém pode alcançar
um menor valor para o ângulo 𝜃, que determina melhor condição de otimalidade. Embora
as topologias 4.7(a) e (b) foram obtidas com a mesma malha final, observa-se a influência
da malha inicial, assim como da quantidade de refinamentos da malha, na topologia final,
que modifica a forma, a quantidade e a suavidade do contorno das ramificações no design
do trocador de calor. Contudo, o mais importante é observar o critério de otimalidade
relativo ao ângulo 𝜃, pois em nenhum dos dois exemplos imediatamente acima alcançamos
o valor 𝜃 < 1∘, ou seja, as topologias não estão otimizadas. Dessa forma, para alcançar
tal critério (𝜃 < 1∘) seria necessário refinar ainda mais a malha, até que o critério fosse
satisfeito, gerando um maior custo computacional. Sendo assim, conclui-se que a malha
inicial e o número de refinamentos devem ser determinados de acordo com os valores de 𝜃
obtidos.

Exemplo 4.2 O segundo exemplo refere-se a um trocador de calor assimétrico. As tem-
peraturas nas regiões Γ𝐷𝑖

, 𝑖 = 1, ..., 4, são prescritas 𝑇𝐻 = 100∘𝐶 e 𝑇𝐿 = 0∘𝐶. Os demais
contornos são isolados termicamente. Tem-se ainda 𝑡 = 1, 𝑓 = 104 e 𝜇 = 0.8.

Na figura 4.8(a) e (b), estão representadas o domínio inicial e o mapa de temperatura
no domínio inicial, respectivamente. As regiões Γ𝐷𝑖

, para 𝑖 = 1, 2, 3, 4 tem comprimento
0.2. É possível observar, na figura 4.9(a)-(d), a evolução da otimização do domínio, durante
o processo iterativo, mais precisamente são mostradas as topologias nas iterações 𝑗 = 1,
𝑗 = 3, 𝑗 = 30 e na iteração 𝑗 = 56, tem-se a topologia otimizada. As ramificações
observadas na topologia, surgem devido a fonte de calor 𝑓 , uniformemente distribuída por
todo o domínio.

44



(a) Domínio inicial (b) Mapa de temperatura

Figura 4.8 – (a) Domínio inicial; (b) Mapa de temperatura no domínio inicial.

.

(a) 𝑗 = 1 (b) 𝑗 = 3

(c) 𝑗 = 30 (d) 𝑗 = 56

Figura 4.9 – Topologias nas iterações 𝑗 = 1 (a), 𝑗 = 3 (b), 𝑗 = 30 (c) e topologia otimizada
𝑗 = 56 (d).

.

O decréscimo da função de forma pode ser visto na figura 4.10(a), o que mostra
que o problema de minimização é resolvido e o método é eficiente. A figura 4.10(b), mostra
a evolução do histórico de volume.
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(a) Histórico da Função Custo (b) Histórico da Fração de Volume

Figura 4.10 – (a) Histórico da função custo; (b) Histórico de Volume.

.

Na literatura encontra-se trabalhos que utilizam o conceito de DT para obter
uma topologia ótima para trocadores de calor. Os trabalhos destacados nesse sentido,
são apresentados por Novotny (2003) e Marczak (2005). Novotny (2003) utilizou método
do elementos finitos e a energia potencial como função custo , Marczak (2005) também
considera a energia potencial como função custo. Porém utilizou o Método dos elementos
de Contorno para implementação numérica. As topologias otimizadas obtidas pelos autores
são mostradas nas figuras 4.11(a) e (b). Na figura 4.11(c) é mostrada a topologia otimizada
com a metodologia utilizada neste trabalho, no qual uma função custo mais geral é utilizada.
Nas topologias apresentadas nas figuras 4.11(a)-(c), não são observadas as ramificações na
estrutura do trocador de calor, isso ocorre pelo fato de considerarmos 𝑓 = 0, ou seja, não
há uma fonte de calor distribuída uniformemente pelo domínio, tem-se ainda, 𝑡 = 1, 𝛽 = 1
e 𝑉 = 0.

(a) Novotny (2003) (b) Marczak (2005) (c) Neste trabalho

Figura 4.11 – (a) Topologias otimizadas.

.

Neste capítulo, a análise assintótica topológica do funcional energia modificado
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associado ao problema difusivo-convectivo-reativo, no que diz respeito à nucleação de
inclusões circulares dotadas de diferentes propriedades materiais, foi considerada. Em
particular, argumentos sobre a existência da derivada topológica foram apresentados, a
forma fechada da DT foi calculada e também as estimativas para os termos remanescentes
(residuais) da expansão assintótica topológica foram rigorosamente apresentadas. Por
fim, foram apresentados os exemplos numéricos implementados com base na derivada
topológica. As sensibilidades resultantes foram particularizadas para resolver alguns
problemas selecionados, todos com foco na minimização da dissipação de energia convectiva.
No projeto de trocador de calor, o material de alta eficiência foi substituído progressivamente
por um material de baixa condutividade térmica, até a obtenção de um projeto complexo
com alto desempenho. Os experimentos numéricos confirmam a eficácia do método proposto.
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5 Modelos de Placas: Kirchhoff e
Reissner-Mindlin

Neste capítulo, o foco principal é a análise de sensibilidade topológica, considerando
os modelos de placas sob as hipóteses de Kirchhoff e Reissner-Mindlin. No modelo mate-
mático de placa de Kirchhoff, o operador diferencial se caracteriza por ser de quarta ordem.
Já o modelo de Reissner-Mindlin é expresso por um sistema de equações diferenciais de
segunda ordem acoplado.

Ao apresentar a forma fechada da derivada topológica, é possível otimizar o primeiro
autovalor, em um domínio Ω que representa uma placa quadrada (0, 1) × (0, 1)𝑚2, sob
certas condições de contorno. Após o processo de otimização foi possível obter um domínio
final (topologia) otimizado, com relação à maximização da primeira frequência natural de
vibração.

Ressalta-se que Novotny e Amstutuz (2011) [10] e Sales e Novotny (2015) calcu-
laram a derivada topológica para o modelo de placas de Kirchhoff e Reissner-Mindlin,
respectivamente. Porém, nos dois trabalhos é considerada a energia potencial total como
função de forma (ou função custo). Para os modelos de placas analisados neste trabalho,
considera-se como função custo a forma variacional do primeiro autovalor do operador
diferencial. Este primeiro autovalor (𝜆), está relacionado com a primeira frequência natural
(𝜔1) de vibração da placa (𝜔1 =

√
𝜆).

Em cada caso, a análise assintótica de funcionais auxiliares são necessárias para
determinar a forma fechada da derivada topológica do primeiro autovalor associado aos
modelos de placas de Kirchhoff e Reissner-Mindlin.

O design final de placas apresentados maximizam a primeira frequência de resso-
nância (ou frequência natural de vibração) da placa. Os modos de vibração são a forma
como a estrutura vibra, relacionada a cada uma de suas frequências naturais. Ou seja, para
cada frequência natural existe pelo menos um modo de vibração específico, ou um perfil
de vibração. Em particular, o primeiro modo de vibração apresenta maior deslocamento,
motivo pelo qual torna-se vantajoso otimizar a frequência natural correspondente.

O método (Derivada Topológica) utilizado neste trabalho, para otimização topoló-
gica de placas, considera inclusões circulares de um material com propriedades diferentes
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da topologia inicial, de forma que a função custo (primeiro autovalor) seja otimizada. É
importante destacar que não há necessidade de considerar densidades intermediárias em
cada ponto do domínio. O algoritmo utilizado encontra de forma iterativa a distribuição
ótima de material.

5.1 Otimização Topológica de Placas em Vibração Livre

A otimização topologia (OT) de estruturas de placas tem sido objeto de estudo
há décadas. Vários métodos foram propostos nesse período, e ainda hoje pesquisadores
demandam grandes esforços no aperfeiçoamento ou criação de métodos de otimização.

O objetivo da OT em problemas de placas em vibração livre é obter uma solução
para otimização (maximização/minimização) de autovalores. Bruggi e Taliercio (2012)
analisam, por exemplo, a maximização de autovalores estruturais. Bendsøe e Olhoff
(1985) [24] maximizam as distâncias dos autovalores estruturais de uma determinada
frequência. Maeda et al. (2006) [71] atimizam a topologia da estrutura para alcançar certos
autovalores .

Díaaz e Kikuchi (1992) [41], Krog e Olhoff (1999) [60] utilizam método de design
de homogeneização para resolver os problemas de projeto à prova de vibração. Para essa
mesma classe de problemas Stanford, Beran e Bhatia (2014) [105]; Luo e Gea 1998 [68]
utilizam as microestruturas isotrópicas sólidas com penalização linear (SIMP). Wang, Basu
e Leiva 2004 [112], ainda no contexto de otimização de topologia aplicam o método de
otimização estrutural evolutiva (ESO). Zhu, Zhang e Qiu 2007 [115] utilizam o método de
otimização estrutural bidirecional evolutiva (BESO). Já o método Level-Set é utilizado nos
trabalhos de Park e Youn 2008 [94]; Ansari, Khajepour e Esmailzadeh 2013 [18]. De acordo
com Aulig e Olhoff (2016) [17]; Guo, Zhang e Zhong (2014) [55], embora os princípios
matemáticos usados nos métodos acima sejam diferentes há um elemento comum entre
eles, ou seja, todos esses métodos conduzem a otimização da topologia de uma maneira
geometricamente implícita (usando representação em rede ou indireta), pelo qual o design
do layout do problema é transformado em um problema de distribuição ideal do material.

Como já ressaltado anteriormente, o objetivo deste trabalho é maximizar o primeiro
autovalor, sujeito a uma restrição de volume, dos operadores diferenciais que modelam
os problemas de Kirchhoff e Reissner-Mindlin, com intuito de otimizar a topologia das
estruturas de placas.

A inovações deste trabalho, com relação aos trabalhos já encontrados na literatura,
estão na utilização da forma fechada da derivada topológica do primeiro autovalor para
otimização da topologia de placas, o que facilita a implementação numérica do algoritmo
de otimização e ainda a função de forma considerada é a forma variacional do primeiro
autovalor.
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5.2 Caso I: Modelo de Placa de Kirchhoff

Para a formulação do problema é considerada a representação de uma placa
retangular de espessura constante ℎ, por um domínio Ω ⊂ R2.

Kirchhoff (1850), desenvolveu uma teoria baseada nas seguintes suposições:

• As fibras normais ao plano médio da placa permanecem normais durante a deformação
e não sofrem variações em seu comprimento.

• A tensão normal transversal pode ser desprezada.

Figura 5.1 – Flexão da Placa.

O funcional de forma associado ao domínio não perturbado aqui considerado é
definido como,

𝜆1 =
∫︀
𝛼M(𝑢) · ∇∇𝑢∫︀

Ω 𝛽|𝑢|2
. (5.1)

Para determinar a derivada topológica do funcional 𝜆1 associado ao problema de
Kirchhoff, inicialmente são calculadas as derivadas topológicas dos funcionais que aparecem
no numerador e denominador (subseções 5.2.2.1 e 5.2.2.2 ) de (5.1). Posteriormente, é
utilizada a regra do quociente para diferenciação.

A seguir é apresentado o problema original e também o problema perturbado, bem
como a existência da derivada topológica.

O operador que modela o problema é dado por [89]: Encontre 𝑢 ∈ 𝐻2
0 , tal que

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−div( div𝛼M(𝑢)) + 𝛽𝑘𝑢 = 𝑓 em Ω

M(𝑢) = C∇∇𝑢
𝑢 = 𝜕n𝑢 = 0 sobre 𝜕Ω ,

(5.2)

onde M(𝑢) é o tensor momento fletor, 𝑘 é uma função positiva, 𝑢 é o deslocamento
transversal e C é o Tensor constitutivo de quarta ordem, dado por

C = 𝐸ℎ3

12(1 − 𝜈2) ((1 − 𝜈)I + 𝜈I ⊗ I) , (5.3)
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onde 𝜈 é o coeficiente de Poisson, 𝐸 é o módulo de elasticidade, ℎ é a espessura da placa,
I e I são tensores identidade de segunda e quarta ordens, respectivamente.

Figura 5.2 – Representação do Domínio

Observação. 5.1 A constante 𝐷 = 𝐸ℎ3

12(1−𝜈2) é conhecida como a rigidez à flexão da placa.

Figura 5.3 – Elemento infinitesimal da placa: a) sem furo; b) com furo.

Entende-se este problema no sentido fraco, isto é, 𝑢 ∈ 𝐻2
0 (Ω) é solução fraca de

(5.2) se, somente se,

𝑢 ∈ 𝐻2
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼M(𝑢) · ∇∇𝜂 +

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑢𝜂 =

∫︁
Ω
𝑓𝜂, ∀𝜂 ∈ 𝐻2

0 (Ω). (5.4)

Com isso, temos o problema perturbado,

𝑢𝜀 ∈ 𝐻2
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼𝜀M(𝑢𝜀) · ∇∇𝜂 +

∫︁
Ω
𝛽𝜀𝑘𝑢𝜀𝜂 =

∫︁
Ω
𝑓𝜀𝜂, 𝜂 ∈ 𝐻2

0 (Ω). (5.5)

Observação. 5.2 É considerado um sistema de coordenadas ortonormal (n,𝜏 ) sobre 𝜕Ω.
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Figura 5.4 – Sistema de Coordenadas curvilíneo sobre 𝜕Ω.

Dessa forma, é possível decompor ∇𝜙 em duas componentes, uma normal outra
tangencial, ou seja

∇𝜙 = 𝜕n𝜙 · n⏟  ⏞  
𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙

+ 𝜕𝜏𝜙 · 𝜏⏟  ⏞  
𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙

,

e ainda, vamos escrever

𝑀nn(𝑢𝜀) = M(𝑢𝜀)n · n,
𝑀𝜏 n(𝑢𝜀) = M(𝑢𝜀)n · 𝜏 ,

ou seja, 𝑀nn e 𝑀𝜏 n, são as componentes do tensor momento fletor escrito na base
ortonormal (n, 𝜏 ).

Para definir a formulação associada ao problema variacional perturbado, utiliza-se
integração por partes, ou seja,∫︁

Ω
𝛼𝜀M(𝑢𝜀) · ∇∇𝜂 =

∫︁
Ω∖𝐵𝜀

𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛼𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝜂

=
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

−div𝛼M(𝑢𝜀) · ∇𝜂 −
∫︁

𝜕Ω
𝛼M(𝑢𝜀)n · ∇𝜂 +

+
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝛼M(𝑢𝜀)n · ∇𝜂 −
∫︁

𝐵𝜀

div𝛾𝛼𝛼M(𝑢𝜀) · ∇𝜂 −

−
∫︁

𝜕𝐵𝜖

𝛾𝛼𝛼M(𝑢𝜀)n · ∇𝜂. (5.6)

Integrando por partes novamente, obtemos∫︁
Ω∖𝐵𝜀

−div𝛼M(𝑢𝜀) · ∇𝜂 =
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

div(div𝛼M(𝑢𝜀)𝜂 −
∫︁

𝜕Ω
𝜂div𝛼M(𝑢𝜀) · n +

+
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝜂div𝛼M(𝑢𝜀) · n (5.7)

e

−
∫︁

𝐵𝜀

div𝛾𝛼𝛼M(𝑢𝜀) · ∇𝜂 =
∫︁

𝐵𝜀

div(div𝛾𝛼𝛼M(𝑢𝜀)𝜂 −
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝜂div𝛾𝛼𝛼M(𝑢𝜀) · n. (5.8)

Somando (5.7) e (5.8) e observando que 𝑢𝜀|𝜕Ω = 0,

−
∫︁

Ω
div(𝛼𝜀M(𝑢𝜀) · ∇𝜂 =

∫︁
Ω

div(div𝛼𝜀M(𝑢𝜀)𝜂 +
∫︁

𝜕𝐵𝜀

Jdiv𝛼𝜀M(𝑢𝜀)K𝜂. (5.9)
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Integrando por partes sobre a 𝜕𝐵𝜀,∫︁
𝜕𝐵𝜀

𝛼M(𝑢𝜀)n · ∇𝜂 =
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝛼M(𝑢𝜀)n · (𝜕n𝜂 n + 𝜕𝜏 𝜂 𝜏 )

=
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝛼M(𝑢𝜀)n 𝜕n𝜂 n +
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝛼M(𝑢𝜀)n 𝜕𝜏 𝜂 𝜏

=
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝛼M(𝑢𝜀)n · n 𝜕n𝜂 +
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝛼M(𝑢𝜀)n · 𝜏 𝜕𝜏 𝜂

=
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝛼𝑀nn(𝑢𝜀)𝜕n𝜂 + 𝛼M(𝑢𝜀)n · 𝜏𝜂

⃒⃒⃒⃒𝑥2

𝑥1

−
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝜕𝜏 (𝛼M(𝑢𝜀)n · 𝜏 ) 𝜂. (5.10)

De forma análoga,
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝛾𝛼𝛼M(𝑢𝜀)n · ∇𝜂 =
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝛾𝛼𝛼𝑀
nn(𝑢𝜀)𝜕n𝜂 + 𝛾𝛼𝛼M(𝑢𝜀)n · 𝜏𝜂

⃒⃒⃒⃒𝑥2

𝑥1

−∫︁
𝜕𝐵𝜀

𝜕𝜏 𝛾𝛼𝛼𝑀
n𝜏 (𝑢𝜀)𝜂. (5.11)

Fazendo a diferença entre (5.11) e (5.10), temos
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝛼M(𝑢𝜀)n · ∇𝜂 −
∫︁

𝜕𝐵𝜀

𝛾𝛼𝛼M(𝑢𝜀)n · ∇𝜂 =
∫︁

𝜕𝐵𝜀

J𝛼𝜀𝑀
nn(𝑢𝜀)K𝜕n𝜂−∫︁

𝜕𝐵𝜀

J𝜕𝜏𝛼𝜀𝑀
n𝜏 (𝑢𝜀)K𝜂. (5.12)

Assim, substituindo (5.9) e (5.12) em (5.6), vamos obter o problema:
Encontre 𝑢𝜀, tal que⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

div(div𝛼𝜀M(𝑢𝜀)) + 𝛽𝜀𝑘𝑢𝜀 = 𝜌𝜀𝑓 em Ω ,

𝑀(𝑢𝜀) = C∇∇𝑢𝜀

𝑢𝜀

𝜕n𝑢𝜀

=
=

0
0

⎫⎬⎭ sobre 𝜕Ω

J𝑢𝜀K
J𝜕n𝑢𝜀K

J𝛼𝜀𝑀
nn(𝑢𝜀)K

J𝜕𝜏𝛼𝜀𝑀
n𝜏 (𝑢𝜀)K + Jdiv(𝛼𝜀M(𝑢𝜀)K · n

=
=
=
=

0
0
0
0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
sobre 𝜕𝐵𝜀 .

(5.13)

5.2.1 Existência da Derivada Topológica

Uma vez definidos os problemas (5.2) e (5.13), é possível mostrar a existência da
Derivada Topológica, que será feito no resultado a seguir.

Teorema 5.1 Seja 𝑢 solução do problema (5.2) e 𝑢𝜀 solução do problema (5.13). Então

‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐻2(Ω) = 𝑂(𝜀).
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Demonstração. Subtraindo as equações (5.5) e (5.4), temos
∫︁

Ω
𝛼𝜀M(𝑢𝜀) · ∇∇𝜂 −

∫︁
Ω
𝛼M(𝑢) · ∇∇𝜂⏟  ⏞  

𝑆1

+
∫︁

Ω
𝛽𝜀𝑘𝑢𝜀𝜂 −

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑢𝜂⏟  ⏞  

𝑆2

=

∫︁
Ω
𝑓𝜀𝜂 −

∫︁
Ω
𝑓𝜂⏟  ⏞  

𝑆3

. (5.14)

Agora pode-se escrever,

𝑆1 =
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛼𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝜂 −
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛼M(𝑢) · ∇∇𝜂−∫︁
𝐵𝜀

𝛼M(𝑢) · ∇∇𝜂. (5.15)

Somando e subtraindo
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛼𝛼M(𝑢) · ∇∇𝜂, no lado direito da equação acima,
obtêm-se

𝑆1 =
∫︁

Ω
𝛼𝜀𝑀(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇∇𝜂 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼𝛼)M(𝑢) · ∇∇𝜂. (5.16)

Para 𝑆2, escreve-se

𝑆2 =
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛽𝑘𝑢𝜀𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽𝑘𝑢𝜀𝜂 −
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛽𝑘𝑢𝜂 −
∫︁

𝐵𝜀

𝛽𝑘𝑢𝜂,

após somar e subtrair
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽𝑘𝑢𝜂, no lado direto da equação acima, obtêm-se

𝑆2 =
∫︁

Ω
𝛽𝜀𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝜂 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜂. (5.17)

E para 𝑆3, tem-se

𝑆3 =
∫︁

Ω
𝑓𝜀𝜂 −

∫︁
Ω
𝑓𝜂

=
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝑓𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝑓𝑓𝜂 −
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝑓𝜂 −
∫︁

𝐵𝜀

𝑓𝜂

= −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝜂. (5.18)

Substituindo (5.16), (5.17) e (5.18) em (5.14), teremos
∫︁

Ω
𝛼𝜀𝑀(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇∇𝜂 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼𝛼)M(𝑢) · ∇∇𝜂+∫︁
Ω
𝛽𝜀𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝜂 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜂 = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝜂. (5.19)

Na equação anterior, considerando 𝜂 = 𝑢𝜀 − 𝑢 e reorganizando os termos, obtêm-se∫︁
Ω
𝛼𝜀𝑀(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢) +

∫︁
Ω
𝛽𝜀𝑘‖𝑢𝜀 − 𝑢‖2 =

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢) · ∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢) +

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢(𝑢𝜀 − 𝑢) −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢). (5.20)
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É possível observar que,∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢) · ∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢) ≤ 𝑐1‖M(𝑢)‖𝐿2(𝐵𝜀)‖∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢)‖𝐿2(𝐵𝜀)

≤ 𝜀𝑐2‖∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢)‖𝐿2(Ω)

≤ 𝜀𝑐3‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐻2(Ω), (5.21)

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢(𝑢𝜀 − 𝑢) ≤ 𝑐1‖𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀)‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀)

≤ 𝜀𝑐2‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(Ω)

≤ 𝜀𝑐2‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐻2(Ω), (5.22)

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) ≤ 𝑐1‖𝑓‖𝐿2(𝐵𝜀)‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(𝐵𝜀)

≤ 𝜀𝑐2‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(Ω)

≤ 𝜀𝑐3‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐻2(Ω). (5.23)

E ainda que,

𝑐‖𝑢𝜀 − 𝑢‖2
𝐻2

0 (Ω) ≤
∫︁

Ω
𝛼𝜀𝑀(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢) +

∫︁
Ω
𝛽𝜀𝑘‖𝑢𝜀 − 𝑢‖2. (5.24)

Utilizando as desigualdades (5.21) - (5.24) em (5.20), teremos

𝑐‖𝑢𝜀 − 𝑢‖2
𝐻2(Ω) ≤ 𝑐4𝜀‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐻2(Ω).

Portanto, pode-se concluir que

‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐻2(Ω) ≤ 𝐶𝜀 = 𝑂(𝜀). (5.25)

�

5.2.2 Cálculo da Derivada Topológica

Nesta seção são determinadas as derivadas topológicas dos funcionais auxiliares,
que serão essenciais no cálculo da DT do primeiro autovalor associado ao modelo de placas.

5.2.2.1 Parte I

Teorema 5.2 Considere os funcionais,

𝒢(𝑢) =
∫︁

Ω
𝛽𝑘|𝑢|2 e 𝒢𝜀(𝑢𝜀) =

∫︁
Ω
𝛽𝜀𝑘|𝑢𝜀|2, (5.26)

onde 𝑢 é solução de (5.2) e 𝑢𝜀 é solução de (5.13). Então a Derivada Topológica de 𝒢 é
dada por

𝒟𝑇 𝒢 = 𝛼PM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) − (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢(𝑢+ 𝑞)(̂︀𝑥) + (1 − 𝛾𝑓 )𝑓(̂︀𝑥)𝑞(̂︀𝑥), (5.27)
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sendo 𝑞 solução do problema adjunto,

𝑞 ∈ 𝐻2
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑞) · ∇∇𝜂 +

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑞𝜂 = −2

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑢𝜂, ∀𝜂 ∈ 𝐻2

0 (Ω), (5.28)

e P o tensor polarização de quarta ordem, dado por

P = 1
2

1 − 𝜈

1 − 𝛾𝛽𝛿2

(︃
4𝛿2

1 − 𝜈
I + 𝛿1𝛿2

1 + 3𝜈
1 − 𝜈2

1 − 𝛾𝛼

1 + 𝛾𝛼𝛿1
I ⊗ I

)︃
, (5.29)

com

𝛿1 = 1 + 𝜈

1 − 𝜈
e 𝛿2 = 1 − 𝜈

3 + 𝜈
.

Demonstração. Será considerada a diferença entre os funcionais (5.26),

𝒢𝜀(𝑢𝜀) − 𝒢(𝑢) =
∫︁

Ω
𝛽𝜀𝑘|𝑢𝜀|2 −

∫︁
Ω
𝛽𝑘|𝑢|2

=
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛽𝑘|𝑢𝜀|2 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽𝑘|𝑢𝜀|2 −
∫︁

Ω
𝛽𝑘|𝑢|2 ±

∫︁
𝐵𝜀

𝛽𝑘|𝑢𝜀|2

=
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛽𝑘|𝑢𝜀|2 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛽𝑘|𝑢𝜀|2 −
∫︁

Ω
𝛽𝑘|𝑢|2 +

∫︁
𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽𝑘|𝑢𝜀|2 −
∫︁

𝐵𝜀

𝛽𝑘|𝑢𝜀|2

=
∫︁

Ω
𝛽𝑘|𝑢𝜀|2 −

∫︁
Ω
𝛽𝑘|𝑢|2 +

∫︁
𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽𝑘|𝑢𝜀|2 −
∫︁

𝐵𝜀

𝛽𝑘|𝑢𝜖|2

=
∫︁

Ω
𝛽𝑘(|𝑢𝜀|2 − |𝑢|2) −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘|𝑢𝜀|2.

(5.30)

Observando que,

𝑢2
𝜀 − 𝑢2 = (𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢+ 𝑢2

𝜀 − 𝑢𝜀𝑢± (𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢
= 2(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢+ 𝑢2

𝜀 − 𝑢𝜀𝑢− 𝑢𝜀𝑢+ 𝑢2

= 2(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢+ (𝑢𝜀 − 𝑢)2. (5.31)

Substituindo a equação (5.31) na equação (5.30), pode-se escrever

𝒢𝜀(𝑢𝜀) − 𝒢(𝑢) = 2
∫︁

Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢⏟  ⏞  

𝐴1

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘|𝑢𝜀|2⏟  ⏞  
𝐴2

+
∫︁

Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)2⏟  ⏞  

ℰ1(𝜀)

. (5.32)

Expandindo 𝐴2, tem-se
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𝐴2 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘|𝑢𝜀|2

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘|𝑢𝜀 − 𝑢+ 𝑢|2

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘|𝑢|2 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘|𝑢𝜀 − 𝑢|2⏟  ⏞  
ℰ2(𝜀)

+ 2
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢⏟  ⏞  
ℰ3(𝜀)

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘|𝑢|2(̂︀𝑥) +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘(|𝑢|2 − |𝑢|2(̂︀𝑥))⏟  ⏞  
ℰ4(𝜀)

+ℰ2(𝜀) + ℰ3(𝜀)

= (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝜋𝜀2𝑘|𝑢|2(̂︀𝑥) +
4∑︁

𝑖=2
ℰ𝑖(𝜀). (5.33)

Para determinar 𝐴1, considera-se a equação adjunta

𝑞 ∈ 𝐻2
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑞) · ∇∇𝜂 +

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑞𝜂 = −2

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑢𝜂, ∀𝜂 ∈ 𝐻2

0 (Ω). (5.34)

Considerando 𝜂 = 𝑢𝜀 − 𝑢 na equação anterior, obtêm-se∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑞) · ∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢) +

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑞(𝑢𝜀 − 𝑢) = −2

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑢(𝑢𝜀 − 𝑢). (5.35)

Da equação (5.5), tem-se

∫︁
Ω∖𝐵𝜀

𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛼𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝜂 +
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝛽𝑘𝑢𝜀𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽𝑘𝑢𝜀𝜂 =∫︁
Ω∖𝐵𝜀

𝑓𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝑓𝑓𝜂,

∫︁
Ω
𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝜂 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝜂 +
∫︁

Ω
𝛽𝑘𝑢𝜀𝜂 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝜂 =∫︁
Ω
𝑓𝜂 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝜂. (5.36)

Subtraindo (5.4) de (5.36), obtêm-se

∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇∇𝜂 +

∫︁
Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝜂 = −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝜂 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝜂+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝜂. (5.37)

Considerando 𝜂 = 𝑞 na equação (5.37),∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇∇𝑞 +

∫︁
Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑞 = −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑞+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑞. (5.38)
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Observando ainda que,∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇∇𝑞 +

∫︁
Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑞 =

∫︁
Ω
𝛼C∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · ∇∇𝑞 +

∫︁
Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑞

=
∫︁

Ω
𝛼∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢) · C𝑇 ∇∇𝑞 +

∫︁
Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑞

=
∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝑞) · ∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢)

+
∫︁

Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑞. (5.39)

Substituindo (5.39) em (5.38), pode-se obter∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑞) · ∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢) +

∫︁
Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑞 = −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑞+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑞. (5.40)

Comparando (5.40) com (5.35), nota-se que

− 𝐴1 = −2
∫︁

Ω
𝛽𝑘𝑢(𝑢𝜀 − 𝑢) = −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞⏟  ⏞  
𝐴3

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑞⏟  ⏞  
𝐴4

+

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑞⏟  ⏞  
𝐴5

. (5.41)

Para 𝐴3 e 𝐴4, tem-se

𝐴3 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞(̂︀𝑥) +
∫︁

𝐵𝜀

[(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞 − (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞(̂︀𝑥)]⏟  ⏞  
ℰ5(𝜀)

.

= (1 − 𝛾𝑓 )𝜋𝜀2𝑓𝑞(̂︀𝑥) + ℰ5(𝜀). (5.42)

𝐴4 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑞 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢+ 𝑢)𝑞

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑞 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑞⏟  ⏞  
ℰ6(𝜀)

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑞(̂︀𝑥) +
∫︁

𝐵𝜀

[(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑞 − (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑞(̂︀𝑥)]⏟  ⏞  
ℰ7(𝜀)

+ℰ6(𝜀)

= (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝜋𝜀2𝑢𝑞(̂︀𝑥) +
7∑︁

𝑖=6
ℰ𝑖(𝜀). (5.43)

Para expandir 𝐴5 é necessário realizar a análise assintótica de 𝑢𝜀 com relação a 𝜀,
com esse intuito, é considerado um ans�̈�tz [91] para 𝑢𝜀, da forma

𝑢𝜀(𝑥) = 𝑢(𝑥) + 𝑤𝜀(𝑥) + ̃︀𝑢𝜀(𝑥). (5.44)
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Substituindo no operador 𝑀 , tem-se que

𝑀(𝑢𝜀(𝑥)) = 𝑀(𝑢(𝑥)) +𝑀(𝑤𝜀(𝑥)) + M(̃︀𝑢𝜀(𝑥)) (5.45)
= M(𝑢(̂︀𝑥)) + ∇𝑀(𝑢(𝑦))(𝑥− ̂︀𝑥) +𝑀(𝑤𝜀(𝑥)) + M(̃︀𝑢𝜀(𝑥)), (5.46)

onde 𝑦 é um ponto intermediário entre 𝑥 e ̂︀𝑥. Na fronteira da inclusão 𝜕𝐵𝜀 tem-se

J𝑀𝑛𝑛(𝑢𝜀)K = (𝑀𝑛𝑛(𝑢𝜀)|Ω∖𝐵𝜀 − 𝛾𝛼𝛼𝑀
𝑛𝑛(𝑢𝜀)|𝐵𝜀) = 0, (5.47)

e
J𝜕𝜏𝑀

𝜏𝑛(𝑢𝜀)K + JdivM(𝑢𝜀)K · 𝑛 = 0. (5.48)

Levando em conta (5.45), as expressões (5.47) e (5.48) avaliados no 𝜕𝐵𝜀, podem ser escritas
como:

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢(̂︀𝑥))𝑛 · 𝑛− 𝜀(1 − 𝛾𝛼)𝛼(∇𝑀(𝑢(𝜉))𝑛)𝑛 · 𝑛

+ J𝑀𝑛𝑛(𝑤𝜀(𝑥))K + J𝑀𝑛𝑛(̃︀𝑢𝜀(𝑥))K = 0, (5.49)

e

(1 − 𝛾𝛼)𝛼(𝜕𝜏 M(𝑢(̂︀𝑥))𝑛 · 𝜏 + divM(𝑢(̂︀𝑥)) · 𝑛

𝜀(1 − 𝛾𝛼)𝛼(𝜕𝜏 (∇𝑀(𝑢(𝜉))𝑛)𝑛 · 𝜏 + div(∇𝑀(𝑢(𝜉))𝑛) · 𝑛)
+ J𝜕𝜏𝑀

𝜏𝑛(𝑤𝜀(𝑥))K + Jdiv𝑀(𝑤𝜀(𝑥))K · 𝑛)
+ J𝜕𝜏𝑀

𝜏𝑛(̃︀𝑢𝜀(𝑥))K + JdivM(̃︀𝑢𝜀(𝑥))K · 𝑛). (5.50)

Logo, é possível determinar M(𝑤𝜀), tal que

J𝑀𝑛𝑛(𝑤𝜀(𝑥))K = −(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢(̂︀𝑥))𝑛 · 𝑛, (5.51)

J𝑀 𝜏𝑛(𝑤𝜀(𝑥))K+Jdiv𝑀(𝑤𝜀(𝑥))K ·𝑛 = −(1−𝛾𝛼)𝛼(𝜕𝜏 M(𝑢(̂︀𝑥))𝑛 ·𝜏+divM(𝑢(̂︀𝑥)) ·𝑛). (5.52)

Agora, o seguinte problema exterior é considerado, e obtido com 𝜀 → 0.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Encontre 𝑀(𝑤𝜀), tal que
div(divM(𝑤𝜀)) = 0 em R2 ,

𝑀(𝑤𝜀) → 0 no ∞
𝑤𝜀 → 0 no ∞

𝜕𝑛𝑤𝜀 → 0 no ∞
J𝑀𝑛𝑛(𝑤𝜀)K

J𝜕𝜏𝑀
𝜏𝑛(𝑤𝜀)K + JdivM(𝑤𝜀)K · 𝑛

=
=

̂︁𝑢1̂︁𝑢2

⎫⎬⎭ sobre 𝜕𝐵𝜀

(5.53)

com,

̂︁𝑢1 = −(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢(̂︀𝑥))𝑛 · 𝑛, (5.54)
̂︁𝑢2 = −(1 − 𝛾𝛼)𝛼(𝜕𝜏 M(𝑢(̂︀𝑥))𝑛 · 𝜏 + divM(𝑢(̂︀𝑥)) · 𝑛). (5.55)
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O problema acima tem uma solução explícita, que pode ser encontrada em detalhes
no livro de Little (1973), que será utilizada para construir a expansão para M(𝑢𝜀). Dessa
forma, é possível construir M(̃︀𝑢𝜀) de tal forma que compense as discrepâncias introduzidas
pelos termos de mais alta ordem em 𝜀, assim como pela camada limite M(𝑤𝜀) na fronteira
exterior 𝜕Ω. Isto significa que o resíduo M(̃︀𝑢𝜀), deve ser solução do seguinte problema de
valor de contorno:
Encontre 𝑢𝜀, tal que:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

div(div𝛼𝜀M(̃︀𝑢𝜀)) + 𝛽𝜀𝑘̃︀𝑢𝜀 = 𝑓𝜀 em Ω ,

M(̃︀𝑢𝜀) = C∇∇̃︀𝑢𝜀̃︀𝑢𝜀

𝜕ñ︀𝑢𝜀

=
=

0
0

⎫⎬⎭ sobre 𝜕Ω

J̃︀𝑢𝜀K
J𝜕ñ︀𝑢𝜀K

J𝛼𝜀𝑀
nn(̃︀𝑢𝜀)K

J𝜕𝜏𝛼𝜀𝑀
n𝜏 (̃︀𝑢𝜀)K + Jdiv(𝛼𝜀M(̃︀𝑢𝜀)K · n

=
=
=
=

0
0

−𝜀ℎ1

𝜀ℎ2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
sobre 𝜕𝐵𝜀 .

(5.56)

onde,

ℎ1 = (1 − 𝛾𝛼)𝛼(∇𝑀(𝑢(𝜉))n)n · n, (5.57)
ℎ2 = −(1 − 𝛾𝛼)𝛼(𝜕𝜏 (∇𝑀(𝑢(𝜉))n)n · 𝜏 + div(∇𝑀(𝑢(𝜉))n) · n). (5.58)

Observação. 5.3 Como ℎ1 e ℎ2 são independentes do parâmetros 𝜀, tem-se uma estima-
tiva ‖̃︀𝑢𝜀‖𝐻2(Ω) = 𝑂(𝜀2) para o resíduo [10].

Sendo assim, utilizando (5.44), escreve-se

𝐴5 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑞 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝑢(𝑥) + 𝑤𝜀(𝑥) + ̃︀𝑢𝜀(𝑥)) · ∇∇𝑞

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝑢(𝑥)) · ∇∇𝑞⏟  ⏞  
𝐴6

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝑤𝜀(𝑥)) · ∇∇𝑞⏟  ⏞  
𝐴7

+

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(̃︀𝑢𝜀(𝑥)) · ∇∇𝑞⏟  ⏞  
ℰ8(𝜀)

. (5.59)

Tem-se ainda que,

𝐴6 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝑢(𝑥)) · ∇∇𝑞

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝑢(𝑥)) · ∇∇𝑞 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) −

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥)

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼(M(𝑢) · ∇∇𝑞 − M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥))⏟  ⏞  
ℰ9(𝜀)

= 𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) + ℰ9(𝜀). (5.60)
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No caso de uma inclusão circular, o tensor 𝑀(𝑤𝜀(𝑥)) admite, no sistema de
coordenadas polares (𝑟, 𝜃) em ̂︀𝑥, a seguinte expressão ( [10], [91])

• para 𝑟 ≥ 𝜀

𝑀𝑟(𝑟, 𝜃) = −𝛼1
1 − 𝛾𝛼

1 + 𝛿1𝛾𝛼

𝜀2

𝑟2 − 1 − 𝛾𝛼

1 + 𝛿1𝛾𝛼

(︃
4𝜈

3 + 𝜈

𝜀2

𝑟2 + 3𝛿2
𝜀4

𝑟4𝛽1

)︃
cos 2𝜃. (5.61)

𝑀𝜃(𝑟, 𝜃) = 𝛼1
1 − 𝛾𝛼

1 + 𝛿1𝛾𝛼

𝜀2

𝑟2 − 1 − 𝛾𝛼

1 + 𝛿2𝛾𝛼

(︃
4𝜈

3 + 𝜈

𝜀2

𝑟2 + 3𝛿2
𝜀4

𝑟4𝛽1

)︃
cos 2𝜃. (5.62)

𝑀𝑟𝜃(𝑟, 𝜃) = 𝛿2
1 − 𝛾𝛼

1 + 𝛿2𝛾𝛼

(︃
2𝜀

2

𝑟2 − 3𝜀
4

𝑟4

)︃
𝛽1 sin 2𝜃. (5.63)

• para 0 < 𝑟 < 𝜀

𝑀𝑟(𝑟, 𝜃) = 𝛼1𝛿1
1 − 𝛾𝛼

1 + 𝛿1𝛾𝛼

+ 𝛿2
1 − 𝛾𝛼

1 + 𝛿2𝛾𝛼

𝛽1 cos 2𝜃. (5.64)

𝑀𝜃(𝑟, 𝜃) = 𝛼1𝛿1
1 − 𝛾𝛼

1 + 𝛿1𝛾𝛼

− 𝛿2
1 − 𝛾𝛼

1 + 𝛿2𝛾𝛼

𝛽1 cos 2𝜃. (5.65)

𝑀𝑟𝜃(𝑟, 𝜃) = −𝛿2
1 − 𝛾𝛼

1 + 𝛿2𝛾𝛼

𝛽1 sin 2𝜃. (5.66)

Os valores 𝛼1 e 𝛽1, são dados por

𝛼1 = 𝑡𝑟(M(𝑢(̂︀𝑥)) e 𝛽1 =
√︁

2𝑀𝐷(𝑢(̂︀𝑥)) ·𝑀𝐷(𝑢(̂︀𝑥)), (5.67)

onde 𝑀𝐷(𝑢(̂︀𝑥)) representa a parte deviatória do tensor momento M(𝑢(̂︀𝑥)), ou seja,

𝑀𝐷(𝑢(̂︀𝑥)) = M(𝑢(̂︀𝑥)) − 1
2𝑡𝑟M(𝑢(̂︀𝑥))I. (5.68)

Considerando T = P − I, para 𝐴7, teremos

𝐴7 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑤𝜀) · ∇∇𝑞

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑤𝜀) · ∇∇𝑞 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑤𝜀) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) +

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑤𝜀) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥)

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑤𝜀) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑤𝜀) · (∇∇𝑞 − ∇∇𝑞(̂︀𝑥))⏟  ⏞  
ℰ10(𝜀)

= 𝜋𝜀2𝛼TM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) + ℰ10(𝜀). (5.69)

Substituindo (5.60) e (5.69) em (5.59), pode-se escrever

𝐴5 = 𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) + 𝜋𝜀2𝛼TM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥)+
10∑︁

𝑖=8
ℰ𝑖(𝜀). (5.70)
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Agora substituindo (5.42), (5.43) e (5.70) em (5.41), obtêm-se

− 𝐴1 = 𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞(̂︀𝑥) + 𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑞(̂︀𝑥)+
(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝜋𝜀2M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) + 𝜋𝜀2𝛼TM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥)+

10∑︁
𝑖=5

ℰ𝑖(𝜀). (5.71)

Substituindo (5.33) e (5.71) em (5.32), é possível notar que

𝒢𝜀(𝑢𝜀) − 𝒢(𝑢) = −(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝜋𝜀2𝑘𝑢2(̂︀𝑥) + (1 − 𝛾𝑓 )𝜋𝜀2𝑓𝑞(̂︀𝑥) −

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝜋𝜀2𝑢𝑞(̂︀𝑥) − (1 − 𝛾𝛼)𝛼𝜋𝜀2M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) −

𝛼𝜋𝜀2TM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) +
10∑︁

𝑖=1
ℰ𝑖(𝜀). (5.72)

Logo,

𝒢𝜀(𝑢𝜀) − 𝒢(𝑢) = −𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢(𝑢(̂︀𝑥) + 𝑞(̂︀𝑥)) + 𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞

− 𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝛼)𝛼(M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) + TM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥)) +
10∑︁

𝑖=1
ℰ𝑖(𝜀)

= −𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢(𝑢(̂︀𝑥) + 𝑞(̂︀𝑥)) − 𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞−

𝜋𝜀2𝛼PM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) +
10∑︁

𝑖=1
ℰ𝑖(𝜀) (5.73)

Portanto,

𝐷𝑇 𝒢 = 𝛼PM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑞(̂︀𝑥) − (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢(𝑢+ 𝑞)(̂︀𝑥) + (1 − 𝛾𝑓 )𝑓(̂︀𝑥)𝑞(̂︀𝑥). (5.74)

�

5.2.2.2 Parte II

Teorema 5.3 Dados os funcionais,

𝒥 (𝑢) =
∫︁

Ω
𝛼M(𝑢) · ∇∇𝑢 e 𝒥𝜀(𝑢𝜀) =

∫︁
Ω
𝛼𝜀M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑢𝜀, (5.75)

com 𝑢 e 𝑢𝜀 satisfazendo as condições do Teorema (5.2) e 𝑝 solução do problema adjunto,

𝑝 ∈ 𝐻2
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑝) · ∇∇𝜂 +

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑝𝜂 = −2

∫︁
Ω
𝛼M(𝑢) · ∇∇𝜂, ∀𝜂 ∈ 𝐻2

0 (Ω).
(5.76)

Então a DT de 𝒥 é dada por,

𝐷𝑇 𝒢 = 𝛼PM(𝑢(̂︀𝑥)) · (∇∇𝑝(̂︀𝑥) + ∇∇𝑢(̂︀𝑥)) − (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑝(̂︀𝑥) + (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝(̂︀𝑥). (5.77)
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Demonstração. Considere a diferença,

𝒥𝜀(𝑢𝜀) − 𝒥 (𝑢) =
∫︁

Ω
𝛼𝜀M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝛼M(𝑢) · ∇∇𝑢

=
∫︁

Ω
𝑓𝜀𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝛽𝜀𝑘‖𝑢𝜀‖2 −

∫︁
Ω
𝑓𝑢+

∫︁
Ω
𝛽𝑘‖𝑢‖2

=
∫︁

Ω
𝑓𝜀𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝑓𝑢⏟  ⏞  

𝐵1

+
∫︁

Ω
𝛽𝑘‖𝑢‖2 −

∫︁
Ω
𝛽𝜀𝑘‖𝑢𝜀‖2⏟  ⏞  

𝐵2

. (5.78)

Desenvolvendo 𝐵1, teremos

𝐵1 =
∫︁

Ω
𝑓𝜀𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝑓𝑢

=
∫︁

Ω∖𝐵𝜀

𝑓𝑢𝜀 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝑓𝑓𝑢𝜀 −
∫︁

Ω
𝑓𝑢+

∫︁
𝐵𝜀

𝑓𝑢𝜀 −
∫︁

𝐵𝜀

𝑓𝑢𝜀

=
∫︁

Ω
𝑓𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝑓𝑢−

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢𝜀

=
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢𝜀 +
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) −

∫︁
Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢)

= 2
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢𝜀 −
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢). (5.79)

Para 𝐵2, tem-se

𝐵2 =
∫︁

Ω
𝛽𝑘‖𝑢‖2 −

∫︁
Ω
𝛽𝜀𝑘‖𝑢𝜀‖2

=
∫︁

Ω
𝛽𝑘‖𝑢‖2 −

∫︁
Ω∖𝐵𝜀

𝛽𝑘‖𝑢𝜀‖2 −
∫︁

𝐵𝜀

𝛾𝛽𝛽𝑘‖𝑢𝜀‖2 +
∫︁

𝐵𝜀

𝛽𝑘‖𝑢𝜀‖2 −
∫︁

𝐵𝜀

𝛽𝑘‖𝑢𝜀‖2

=
∫︁

Ω
𝛽𝑘‖𝑢‖2 −

∫︁
Ω
𝛽𝑘‖𝑢𝜀‖2 +

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘‖𝑢𝜀‖2

=
∫︁

Ω
𝛽𝑘(‖𝑢‖2 − ‖𝑢𝜀‖2) +

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘‖𝑢𝜀‖2. (5.80)

Logo,
−𝐵2 =

∫︁
Ω
𝛽𝑘(‖𝑢𝜀‖2 − ‖𝑢‖2) −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘‖𝑢𝜀‖2. (5.81)

Utilizando (5.31) em (5.81), obtêm-se

−𝐵2 = 2
∫︁

Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢+

∫︁
Ω
𝛽𝑘‖𝑢𝜀 − 𝑢‖2⏟  ⏞  

ℰ11(𝜀)

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘‖𝑢𝜀‖2. (5.82)

Substituindo (5.79) e (5.82) em (5.78), podemos escrever

𝒥𝜀(𝑢𝜀) − 𝒥 (𝑢) = 2
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢𝜀 −
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) −

− 2
∫︁

Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢+

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘‖𝑢𝜀‖2 + ℰ11(𝜀),

ou ainda,

𝒥𝜀(𝑢𝜀) − 𝒥 (𝑢) = 2
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) − 2

∫︁
Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑢⏟  ⏞  

𝐵3

−
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢)⏟  ⏞  

𝐵4

+

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘‖𝑢𝜀‖2 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢𝜀 + ℰ11(𝜀). (5.83)
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Considerando a equação adjunta

𝑝 ∈ 𝐻2
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑝) · ∇∇𝜂 +

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑝𝜂 = −2

∫︁
Ω
𝛼M(𝑢) · ∇∇𝜂, ∀𝜂 ∈ 𝐻2

0 (Ω).
(5.84)

Por (5.4),

−2
∫︁

Ω
𝛼M(𝑢) · ∇∇𝜂 = −2

∫︁
Ω
𝑓𝜂 + 2

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑢𝜂. (5.85)

Substituindo (5.85) em (5.84) e considerando 𝜂 = 𝑢𝜀 − 𝑢,∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑝) · ∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢) +

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑝(𝑢𝜀 − 𝑢) = −2

∫︁
Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) + 2

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑢(𝑢𝜀 − 𝑢),

ou seja, ∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑝) · ∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢) +

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑝(𝑢𝜀 − 𝑢) = −𝐵3. (5.86)

Considerando 𝜂 = 𝑝 em (5.37),
∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝑢𝜀 − 𝑢)∇∇𝑝+

∫︁
Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑝 = −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑝+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑝. (5.87)

De forma análoga ao que foi observado em (5.39), pode-se escrever
∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝑝) · ∇∇(𝑢𝜀 − 𝑢) +

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑝(𝑢𝜀 − 𝑢) =

∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑢𝜀 − 𝑢)∇∇𝑝+∫︁

Ω
𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑝. (5.88)

Comparando as equações (5.86), (5.87) e (5.88), observa-se que

𝐵3 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑝−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑝. (5.89)

Para desenvolver 𝐵4, vamos inicialmente considerar 𝜂 = 𝑢𝜀 em (5.4) e 𝜂 = 𝑢 em
(5.5), obtendo ∫︁

Ω
𝛼M(𝑢) · ∇∇𝑢𝜀 +

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑢𝑢𝜀 =

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀, (5.90)

∫︁
Ω
𝛼𝜀M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑢+

∫︁
Ω
𝛽𝜀𝑘𝑢𝜀𝑢 =

∫︁
Ω
𝑓𝜀𝑢. (5.91)

Fazendo a diferença entre (5.90) e (5.91),
∫︁

Ω
𝛼𝜀M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑢−

∫︁
Ω
𝛼M(𝑢) · ∇∇𝑢𝜀 +

∫︁
Ω
𝛽𝜀𝑘𝑢𝜀𝑢−

∫︁
Ω
𝛽𝑘𝑢𝑢𝜀 = ∫︁

Ω
𝑓𝜀𝑢−

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀,

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑢+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑢 =
∫︁

Ω
𝑓𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝑓𝜀𝑢,
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∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑢+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑢 =
∫︁

Ω
𝑓𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝑓𝜀𝑢+ ∫︁

Ω
𝑓𝜀𝑢−

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀,

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑢+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑢 =
∫︁

Ω
𝑓𝑢𝜀 −

∫︁
Ω
𝑓𝑢+

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢,

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑢+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑢 =
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢)+ ∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢. (5.92)

Assim,

𝐵4 = −
∫︁

Ω
𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢) = −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑢−∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑢+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢. (5.93)

Substituindo (5.89) e (5.93) em (5.83), tem-se

𝒥𝜀(𝑢𝜀) − 𝒥 (𝑢) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑝−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑝−∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑢−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑢+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘‖𝑢𝜀‖2 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑢𝜀 + ℰ11(𝜀). (5.94)

Dessa forma,

𝒥𝜀(𝑢𝜀) − 𝒥 (𝑢) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝⏟  ⏞  
𝐵5

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑝⏟  ⏞  
𝐵6

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑝⏟  ⏞  
𝐵7

−

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑢𝜀) · ∇∇𝑢⏟  ⏞  
𝐵8

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀(𝑢𝜀 − 𝑢)⏟  ⏞  
ℰ12(𝜀)

−

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓(𝑢𝜀 − 𝑢)⏟  ⏞  
ℰ13(𝜀)

+ℰ11(𝜀). (5.95)

Note que para 𝐵5 e 𝐵6, pode-se escrever,

𝐵5 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝+
∫︁

𝐵𝜀

[(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝] (̂︀𝑥) −
∫︁

𝐵𝜀

[(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝] (̂︀𝑥)

=
∫︁

𝐵𝜀

[(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝] (̂︀𝑥) +
∫︁

𝐵𝜀

[(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝− [(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝] (̂︀𝑥)]⏟  ⏞  
ℰ14(𝜀)

= 𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝(̂︀𝑥) + ℰ14(𝜀). (5.96)
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𝐵6 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑝 =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝜀𝑝+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑝−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑝 =∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑝+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑝+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑝(̂︀𝑥) −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑝(̂︀𝑥) =∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑝(̂︀𝑥) +
∫︁

𝐵𝜀

(︁
1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑝− (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑝(̂︀𝑥)

)︁
⏟  ⏞  

ℰ15(𝜀)

+

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘(𝑢𝜀 − 𝑢)𝑝⏟  ⏞  
ℰ16(𝜀)

=

𝜋𝜀2(1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑝(̂︀𝑥) + ℰ15(𝜀) + ℰ16(𝜀). (5.97)

Para expandir os termos 𝐵7 e 𝐵8, podemos proceder de forma análoga ao que foi
feito para o termo 𝐴5, isto é,

𝐵7 = (1 − 𝛾𝛼)𝛼𝜋𝜀2M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑝(̂︀𝑥) +

𝛼𝜋𝜀2TM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑝(̂︀𝑥) +
19∑︁

𝑖=17
ℰ𝑖(𝜀), (5.98)

𝐵8 = (1 − 𝛾𝛼)𝛼𝜋𝜀2M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑢(̂︀𝑥) +

𝛼𝜋𝜀2TM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑢(̂︀𝑥) +
22∑︁

𝑖=20
ℰ𝑖(𝜀), (5.99)

onde,

ℰ17(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼(M(𝑢) · ∇∇𝑝− M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑝(̂︀𝑥)),

ℰ18(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑤𝜀) · (∇∇𝑝− ∇∇𝑝(̂︀𝑥)),

ℰ19(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(̃︀𝑢𝜀) · ∇∇𝑝,

ℰ20(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼(M(𝑢) · ∇∇𝑢− M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑢(̂︀𝑥)),

ℰ21(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(𝑤𝜀) · (∇∇𝑝− ∇∇𝑢(̂︀𝑥)),

ℰ22(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼M(̃︀𝑢𝜀) · ∇∇𝑢. (5.100)
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Finalmente, substituindo as equações (5.96) - (5.99) em (5.95), obtêm-se

𝒥𝜀(𝑢𝜀) − 𝒥 (𝑢) = (1 − 𝛾𝑓 )𝜋𝜀2𝑓𝑝(̂︀𝑥) − (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝜋𝜀2𝑘𝑢𝑝(̂︀𝑥) −

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝜋𝜀2M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑝(̂︀𝑥) −

𝛼𝜋𝜀2TM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑝(̂︀𝑥) −

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝜋𝜀2M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑢(̂︀𝑥) −

𝛼𝜋𝜀2TM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑢(̂︀𝑥) +
22∑︁

𝑖=11
ℰ𝑖(𝜀).

Logo,

𝒥𝜀(𝑢𝜀) − 𝒥 (𝑢) = 𝜋𝜀2
(︁
(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝(̂︀𝑥) − (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑝(̂︀𝑥) − (1 − 𝛾𝛼)𝛼

(︁
M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑝(̂︀𝑥)

+ TM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑝(̂︀𝑥)

+ M(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑢(̂︀𝑥) + TM(𝑢(̂︀𝑥)) · ∇∇𝑢(̂︀𝑥)
)︁)︁

+
22∑︁

𝑖=11
ℰ𝑖(𝜀)

= 𝜋𝜀2
(︁
𝛼PM(𝑢(̂︀𝑥)) · (∇∇𝑝(̂︀𝑥) + ∇∇𝑢(̂︀𝑥)) − (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑝(̂︀𝑥) + (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝(̂︀𝑥)

)︁
+

22∑︁
𝑖=11

ℰ𝑖(𝜀). (5.101)

Portanto,

𝐷𝑇 𝒥 = 𝛼PM(𝑢(̂︀𝑥)) · (∇∇𝑝(̂︀𝑥) + ∇∇𝑢(̂︀𝑥)) − (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑘𝑢𝑝(̂︀𝑥) + (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑝(̂︀𝑥). (5.102)

�

5.2.3 Autovalor do Operador Diferencial de Quarta Ordem

O principal interesse consiste em calcular a DT do primeiro autovalor do Operador
de quarta ordem com condições de Dirichlet homogêneas na fronteira de Ω.

Um problema que surge na otimização de autovalores é a possibilidade do algoritmo
encontrar dois autovetores (modos de vibrações) associados ao mesmo autovalor, o que
pode acarretar em dificuldades na convergência do problema de otimização, por exemplo,
fazendo com que a maximização de um determinado autovalor possa fazê-lo coincidir com
o autovalor seguinte.

Neste sentido, o problema de repetitividade foi contornado, devido às condições
de contorno e geometrias consideradas nos experimentos numéricos. Uma discussão mais
detalhada sobre a repetitividade de autovalores pode ser encontrada em [92,100,108].

Ressalta-se ainda, que os modos de vibrar são características intrínsecas de uma
estrutura (estão associados aos autovalores correspondentes). São determinados pelas
propriedades do material, como massa, rigidez, amortecimento e pelas condições de
contorno da estrutura. Cada modo é definido por uma frequência natural. Quaisquer
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alterações nas condições de contorno ou nas propriedades do material acarretam em
mudanças no modo de vibrar.

Ao excitar uma placa, por exemplo, a forma de vibrar assumida tende a ser
dominada pela forma do modo de vibrar mais próximo à frequência de excitação. Nosso
interesse, está no primeiro modo de vibração, por apresentar menor frequência de vibração
e consequentemente maior deformação, sendo assim, suas consequências para a estrutura
são mais prejudiciais. O que torna relevante a maximização do primeiro autovalor [73].

Ao reescrever o problema (5.2) com 𝑓 = 0 e 𝑘 = −𝜆, obtém-se o problema de
autovalor ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

div( div(𝛼M(𝑢))) = 𝛽𝜆𝑢 em Ω
M(𝑢) = C∇∇𝑢

𝑢 = 𝜕n𝑢 = 0 sobre 𝜕Ω .

(5.103)

Observação. 5.4 Se o módulo de elasticidade 𝐸, o coeficiente de Poisson 𝜈 e a espessura
da placa ℎ são constantes, tais que 𝐸ℎ3 = 12 e 𝜈 = 0, o problema de valor de contorno
acima, pode ser escrito em sua forma mais conhecida, ou seja, o problema de autovalor
para equação de Kirchhoff, dado por

Δ2𝑢 = ∇4𝑢 = 𝛽𝜆𝑢, em Ω.

Dessa forma, a formulação fraca será dada por

𝑢 ∈ 𝐻2
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼M(𝑢) · ∇𝜂 =

∫︁
Ω
𝜆𝛽𝑢𝜂 ∀𝜂 ∈ 𝐻2

0 . (5.104)

Segundo Gazzola [49], o menor autovalor do problema do operador, pode ser escrito
da seguinte forma:

𝜆1 = inf
𝑢∈𝐻2

0 (Ω)

∫︀
𝛼M(𝑢) · ∇∇𝑢∫︀

Ω 𝛽|𝑢|2
, (5.105)

vamos utilizar a notação 𝜆1 = 𝜆.

Considerando as perturbações apresentadas nas Tabelas 1, 2 e 3, é possível definir
a formulação fraca do problema perturbado,

𝑢𝜀 ∈ 𝐻2
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼𝜀M(𝑢𝜀) · ∇∇𝜂 =

∫︁
Ω
𝜆𝜀𝛽𝜀𝑢𝜀𝜂 ∀𝜂 ∈ 𝐻2

0 (Ω). (5.106)

5.2.4 Cálculo da Derivada Topológica do Primeiro Autovalor

A seguir, é apresentado em detalhes o cálculo da DT do primeiro autovalor. Apre-
sentamos os problemas adjuntos e também utilizamos a regra do quociente para derivada
topológica.
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Teorema 5.4 Seja 𝑢 solução de (5.103), então a DT do primeiro autovalor 𝜆1 é dada
por:

𝐷𝑇 (𝜆1) = −𝛼PM(𝑢) · ∇∇𝑢+ (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝜆𝑢2

𝒢(𝑢) . (5.107)

Demonstração. Se 𝑢 satisfaz a relação (5.105), teremos

𝜆1 =
∫︀

Ω 𝛼M(𝑢) · ∇∇𝑢∫︀
Ω 𝛽|𝑢|2

= 𝒥 (𝑢)
𝒢(𝑢) , (5.108)

ou seja,
𝒥 (𝑢) = 𝜆1𝒢(𝑢). (5.109)

Agora para calcular a DT 𝐷𝑇 (𝜆1) podemos, aplicar a regra do quociente em (5.108)
(Novotny e Sokolowski (2016)), isto é.

𝐷𝑇 (𝜆1) = (𝐷𝑇 𝒥 )𝒢(𝑢) − (𝐷𝑇 𝒢)𝒥 (𝑢)
[𝒢(𝑢)]2 . (5.110)

Substituindo (5.109) em (5.110), temos

𝐷𝑇 (𝜆1) = (𝐷𝑇 𝒥 )𝒢(𝑢) − 𝜆1(𝐷𝑇 𝒢)𝒢(𝑢)
[𝒢(𝑢)]2 = 𝐷𝑇 𝒥 − 𝜆1𝐷𝑇 𝒢

𝒢(𝑢) . (5.111)

São definidas as equações adjuntas

𝑝1 ∈ 𝐻2
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑝1)·∇∇𝜂−

∫︁
Ω
𝜆1𝛽𝑝1𝜂 = −2

∫︁
Ω
𝜆1𝛽𝑢𝜂 ∀𝜂 ∈ 𝐻2

0 (Ω), (5.112)

para 𝒢(𝑢),

𝑞1 ∈ 𝐻2
0 (Ω) :

∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑞1) · ∇∇𝜂 −

∫︁
Ω
𝜆1𝛽𝑞1𝜂 = −2

∫︁
Ω
𝛽𝑢𝜂 ∀𝜂 ∈ 𝐻2

0 (Ω). (5.113)

De forma análoga ao que foi obtido no capítulo anterior, obtém-se as seguintes derivadas
topológicas:

𝐷𝑇 𝒥 = 𝛼PM(𝑢) · ∇∇𝑢− 𝛼PM(𝑢) · ∇∇𝑝1 + (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝜆1𝑢𝑝1, (5.114)

𝐷𝑇 𝒢 = 𝛼PM(𝑢) · ∇∇𝑞1 + (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝜆1𝑢𝑞1 − (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝑢2. (5.115)

Considerando 𝜂 = 𝑞1 em (5.112) e 𝜂 = 𝑝1 em (5.113),∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑝1) · ∇∇𝑞1 −

∫︁
Ω
𝜆1𝛽𝑝1𝑞1 = −2

∫︁
Ω
𝜆1𝛽𝑢𝑞1, (5.116)∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝑞1) · ∇∇𝑝1 −

∫︁
Ω
𝜆1𝛽𝑞1𝑝1 = −2

∫︁
Ω
𝛽𝑢𝑝1, , (5.117)

ou seja,

−2
∫︁

Ω
𝜆1𝛽𝑢𝑞1 = −2

∫︁
Ω
𝛽𝑢𝑝1 ⇒

∫︁
Ω
𝛽𝑢(𝜆1𝑞1 − 𝑝1) = 0 ⇒ 𝑝1 = 𝜆1𝑞1. (5.118)
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Utilizando (5.111), (5.118) e as derivadas (5.114) e (5.115) teremos

𝐷𝑇 𝒥 − 𝜆1𝐷𝑇 𝒢 = −𝛼PM(𝑢) · ∇∇𝑢− (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝜆1𝑢
2. (5.119)

Portanto,

𝐷𝑇 (𝜆1) = −𝛼PM(𝑢) · ∇∇𝑢+ (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝜆1𝑢
2

𝒢(𝑢) , (5.120)

ou de forma equivalente,

𝐷𝑇 (𝜆−1
1 ) = −𝛼PM(𝑢) · ∇∇𝑢+ (1 − 𝛾𝛽)𝛽𝜆1𝑢

2

𝜆2
1𝒢(𝑢) . (5.121)

�

Observação. 5.5 A derivada topológica obtida depende apenas da solução no domínio
não perturbado. O tensor de polarização obtido é isotrópico, pois foi utilizada uma inclusão
circular.

Observação. 5.6 Pode-se tomar os casos limites (𝛾𝛼 , 𝛾𝛽 → 0 e 𝛾𝛼 , 𝛾𝛽 → ∞). Para
𝛾𝛼 , 𝛾𝛽 → 0, a inclusão equivale a um furo e a condição de transmissão na fronteira da
inclusão degenera para uma condição de contorno de Neumann homogênea. Neste caso o
tensor polarização é dado por,

P0 = 2
3 + 𝜈

I + 1 + 3𝜈
2(1 − 𝜈)(3 + 𝜈)I ⊗ I. (5.122)

Para 𝛾𝛼 , 𝛾𝛽 → ∞, a inclusão elástica equivale a uma inclusão rígida e o tensor
polarização é dado por,

P∞ = − 2
1 − 𝜈

I + 1 + 3𝜈
2(1 − 𝜈2)I ⊗ I. (5.123)

5.2.5 Estimativas dos Termos Remanescentes

Nesta seção, faremos as estimativas dos termos ℰ𝑖(𝜀) (a letra 𝑐 irá representar uma
constante independente de 𝜀).

Primeiramente, observamos que as estimativas dos termos residuais ℰ𝑖(𝜀), 𝑖 =
1, 2, ..., 7 e ℰ𝑖(𝜀), 𝑖 = 11, 12, ..., 16, são análogas ao que foi feito na seção 4.4.

Pela regularidade elíptica 𝑢 é de classe 𝐶∞, 𝑝 e 𝑞 são de classe 𝐶4,𝛼 em uma
vizinhança de ̂︀𝑥. A partir dessas informações, segue que

|ℰ9(𝜀)| = 𝑐𝜀3; |ℰ17(𝜀)| = 𝑐𝜀3; |ℰ20(𝜀)| = 𝑐𝜀3. (5.124)
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Da desigualdade de Cauchy-Schwarz e tendo em conta a regularidade de 𝑝 e 𝑞 em
uma vizinhança de ̂︀𝑥, bem como as fórmulas explícitas (5.64) - (5.66), obtemos

|ℰ10(𝜀)| ≤ ‖M(𝑤𝜀)‖𝐿2(𝐵𝜀)‖∇∇𝑞 − ∇∇𝑞(̂︀𝑥)‖𝐿2(𝐵𝜀)

≤ 𝑐𝜀2‖M(𝑤𝜀)‖𝐿2(𝐵𝜀)

≤ 𝑐𝜀3, (5.125)

de forma análoga, |ℰ18(𝜀)| ≤ 𝑐𝜀3 e |ℰ21(𝜀)| ≤ 𝑐𝜀3.

5.3 Caso II: Modelo de Placa de Reissner-Mindlin

Na teoria de placas de Reissner-Mindlin [74, 95], o modelo mecânico é descrito por
um sistema de equações diferenciais parciais totalmente acoplado de segunda ordem. Pouco
se encontra na literatura, no que se refere à determinação da derivada topológica para
problemas acoplados. Por exemplo, para placa de Reissner-Mindlin, a derivada topológica
foi calculada pela primeira vez nos trabalhos de Sales, Novotny e Rivera (2015) [96,99], onde
o funcional considerado foi a energia potencial total associada ao problema. Considerando
problemas acoplados de outra natureza, Cardone et al. [37], apresentou de forma abstrata
a derivada topológica para um problema piezoelétrico.

Nesta seção, é realizada a análise assintótica topológica do funcional dado pela forma
variacional do primeiro autovalor associado ao problema de flexão de placa de Reissner-
Mindlin. É considerado que a placa está submetida a efeitos de flexão e cisalhamento sob
as seguintes premissas cinemáticas: as fibras normais ao plano médio da placa permanecem
retas durante o processo de deformação, mas não necessariamente perpendiculares ao plano
médio, e ainda, estas fibras não sofrem variações no seu comprimento. Consequentemente,
as deformações cisalhantes transversais não são desprezíveis e as deformações normais são
nulas. Assume-se que o material é homogêneo e isotrópico.

Figura 5.5 – Descrição cinemática da flexão da placa

A perturbação topológica é uma inclusão circular com a propriedade do material
também isotrópica e homogênea. A seguir é apresentado o problema original e o problema
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perturbado, bem como a existência da derivada topológica. Apresentamos ainda, exemplos
numéricos com otimização da topologia com uma restrição de volume para placas quadradas
com otimização do primeiro autovalor. Vale ressaltar que a essa abordagem do problema é
inédita na literatura especializada.

O funcional de forma associado ao domínio não perturbado aqui considerado é
definido como,

𝜆1 =

∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝜃) · ∇𝑠𝜃 + 𝛽Q(𝜃, 𝜔) · (𝜃 − ∇𝜔)∫︁

Ω
𝜌𝜔2

= 𝒜(𝜃, 𝜔)
ℬ(𝜃, 𝜔) . (5.126)

Para determinar a derivada topológica do funcional 𝜆1 associado ao problema de Reissner-
Mindlin, inicialmente são calculadas as derivadas topológicas dos funcionais que aparecem
no numerador e denominador (subseções 5.3.2.1 e 5.3.2.2 ) de (5.126). Posteriormente, é
utilizada a regra do quociente para diferenciação.

O modelo matemático é dado pelo sistema acoplado, apresentado a seguir:
Encontre (𝜃, 𝜔), tais que:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−div(𝛼𝑀(𝜃)) + 𝛽Q(𝜃, 𝜔) = 0 em Ω ,

div(𝛽Q(𝜃, 𝜔)) + 𝜌𝑘𝜔 = 𝑓 em Ω ,

𝜔 = 0 sobre Γ𝐷𝜔 ,

𝜃 = 0 sobre Γ𝐷𝜃
,

𝑀(𝜃) · n = 𝑚 sobre Γ𝑁𝜃
,

Q(𝜃, 𝜔) · n = 𝑞 sobre Γ𝑁𝜔 ,

(5.127)

onde 𝑀(𝜃) = C∇𝑠𝜃 é tensor momento fletor, ∇𝑠𝜃 = 1
2(∇𝜃 + (∇𝜃)𝑇 ) é o tensor de

deformações, e ainda Q(𝜃, 𝜔) = K(𝜃− ∇𝜔) é o esforço cisalhante. Os tensores (isotrópicos)
constitutivos C e K, são de quarta e segunda ordens, respectivamente. O ângulo 𝜃 representa
o ângulo de rotação, 𝜔 é o deslocamento transversal, 𝑓 é um termo fonte e n é o vetor
normal unitário sobre 𝜕Ω direcionado para o exterior do domínio Ω. O tensor C foi definido
em (5.3), e o tensor K é dado por:

K = 𝑓𝑐𝐸ℎ

2(1 + 𝜈)I. (5.128)

Sendo que, 𝑓𝑐 = 5/6 é o fator de correção de cisalhamento. As fronteiras de
Neumann são denotadas por Γ𝑁𝜃

e Γ𝑁𝜔 , enquanto as fronteiras de Dirichlet, por Γ𝐷𝜃
e Γ𝐷𝜔 .

Na fronteira de Dirichlet a rotação e o deslocamento transversal são nulos. E também, o
momento 𝑚 e os esforços cortantes 𝑞, são nulos na fronteira de Neumann.

A formulação fraca do problema é dada pelo problema variacional acoplado, apre-
sentado a seguir:
Encontre (𝜃, 𝜔) ∈ 𝒰 . tal que:⎧⎪⎨⎪⎩

∫︁
Ω
(𝛼𝑀(𝜃) · ∇𝑠𝜂1 + 𝛽Q(𝜃, 𝜔) · 𝜂1) = 0 ,∫︁
Ω
(𝛽Q(𝜃, 𝜔) · ∇𝜂2) +

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝜔𝜂2 =

∫︁
Ω
𝑓𝜂2 , (𝜂1, 𝜂2) ∈ ℋ(Ω).

(5.129)
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No problema (5.129), 𝒰 é o conjunto das funções admissíveis:

𝒰 = {(𝜙𝜃, 𝜙𝜔) ∈ ℋ : 𝜙𝜃|𝜕Ω = 𝜙𝜔|𝜕Ω = 0}, ℋ(Ω) = 𝐻1(Ω) ×𝐻1(Ω). (5.130)

É considerada as perturbação definidas nas tabelas (2) e (3). Dessa forma, podemos
definir o problema perturbado: Encontre (𝜃𝜀, 𝜔𝜀), tais que:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−div(𝛼𝜀𝑀(𝜃𝜀)) + 𝛽𝜀Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) = 0 em Ω ,

div(𝛽𝜀Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀)) + 𝜌𝜀𝑘𝜔𝜀 = 𝑓𝜀, em Ω
𝑀(𝜃𝜀) = C∇𝑠𝜃𝜀,

Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) = K(𝜃𝜀 − ∇𝜔𝜀),
𝜔𝜀 = 𝜔 sobre Γ𝐷𝜔 ,

𝜃𝜀 = 𝜃 sobre Γ𝐷𝜃
,

𝛼𝜀𝑀(𝜃𝜀)n = 0 sobre Γ𝑁𝜔 ,

𝛽𝜀Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) · n = 0 sobre Γ𝑁𝜃
,

J𝜃𝜀K
J𝜔𝜀K

J𝛼𝜀𝑀(𝜃𝜀)Kn
J𝛽𝜀Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀)K · n

=
=
=
=

0
0
0
0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
sobre 𝜕𝐵𝜀,

(5.131)

cuja formulação fraca é dada por,

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁

Ω

(︁
𝛼𝜀𝑀(𝜃𝜀) · ∇𝑠𝜂1 + 𝛽𝜀Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) · 𝜂1

)︁
= 0,∫︁

Ω

(︁
𝛽𝜀Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) · ∇𝜂2

)︁
+
∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘𝜔𝜀𝜂2 =

∫︁
Ω
𝑓𝜀𝜂2, (𝜂1, 𝜂2) ∈ ℋ(Ω).

(5.132)

5.3.1 Existência da Derivada Topológica

Com o intuito de mostrar (Teorema 5.5) a existência da DT, novamente é necessário
mostrar a continuidade da função com relação ao parâmetro 𝜀.

Teorema 5.5 Sejam (𝜃, 𝜔) e (𝜃𝜀, 𝜔𝜀) soluções dos problemas (5.127) e (5.131), respecti-
vamente. Então, tem-se que:

‖𝜃𝜀 − 𝜃‖ 6 𝐶𝜀 (5.133)
‖𝜔𝜀 − 𝜔‖ 6 𝐶𝜀, (5.134)

onde 𝐶 é uma constante independente do parâmetro 𝜀.

Demonstração.
Subtraindo (5.129) de (5.132), tem-se para todo (𝜂1, 𝜂2) ∈ ℋ(Ω):⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁

Ω

(︁
(𝛼𝜀𝑀(𝜃𝜀) − 𝛼𝑀(𝜃)) · ∇𝑠𝜂1 +

∫︁
Ω
(𝛽𝜀Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) − 𝛽Q(𝜃, 𝜔)

)︁
· 𝜂1 = 0∫︁

Ω
(𝛽𝜀Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) − 𝛽Q(𝜃, 𝜔)) · ∇𝜂2 +

∫︁
Ω
𝑘(𝜌𝜀𝜔𝜀 − 𝜌𝜔)𝜂2 = −

∫︁
Ω
(𝑓𝜀 − 𝑓)𝜂2.

(5.135)
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Utilizando a notação 𝑒𝜃 = 𝜃𝜀 − 𝜃 e 𝑒𝜔 = 𝜔𝜀 − 𝜔, teremos∫︁
Ω
𝛼𝜀𝑀(𝑒𝜃) · ∇𝑠𝜂1 +

∫︁
Ω
𝛽𝜀Q(𝑒𝜃, 𝑒𝜔) · 𝜂1 =

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝜃) · ∇𝑠𝜂1+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝜃, 𝜔) · 𝜂1 (5.136)

e também∫︁
Ω
𝛽𝜀Q(𝑒𝜃, 𝑒𝜔) · ∇𝜂2 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘𝑒𝜔𝜂2 =

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝜃, 𝜔) · ∇𝜂2+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝜂2 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝜂2, (5.137)

Considerando como funções teste, 𝜂1 = 𝑒𝜃 e 𝜂2 = 𝑒𝜔, em (5.136) e (5.137), respecti-
vamente, teremos as seguintes equações:

∫︁
Ω
𝛼𝜀𝑀(𝑒𝜃) · ∇𝑠𝑒𝜃 +

∫︁
Ω
𝛽𝜀Q(𝑒𝜃, 𝑒𝜔) · 𝑒𝜃 =

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝜃) · ∇𝑠𝑒𝜃+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝜃, 𝜔) · 𝑒𝜃, (5.138)

∫︁
Ω
𝛽𝜀Q(𝑒𝜃, 𝑒𝜔) · ∇𝑒𝜔 +

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘|𝑒𝜔|2 =

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝜃, 𝜔) · ∇𝑒𝜔+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝑒𝜔 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑒𝜔. (5.139)

Subtraindo (5.139) de (5.138), obtemos∫︁
Ω
𝛼𝜀𝑀(𝑒𝜃) · ∇𝑠𝑒𝜃 +

∫︁
Ω
𝛽𝜀Q(𝑒𝜃, 𝑒𝜔) · (𝑒𝜃 − ∇𝑒𝜔) −

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘|𝑒𝜔|2

=
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝜃, 𝜔) · (𝑒𝜃 − ∇𝑒𝜔) +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝜃) · ∇𝑠𝑒𝜃

−
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝑒𝜔 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑒𝜔. (5.140)

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, juntamente com a desigualdade
triangular, teremos:

∫︁
Ω
𝛼𝜀𝑀(𝑒𝜃) · ∇𝑠𝑒𝜃 +

∫︁
Ω
𝛽𝜀Q(𝑒𝜃, 𝑒𝜔) · (𝑒𝜃 − ∇𝑒𝜔) −

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘|𝑒𝜔|2

≤
∫︁

Ω
𝛼𝜀𝑀(𝑒𝜃) · ∇𝑠𝑒𝜃 +

∫︁
Ω
𝛽𝜀Q(𝑒𝜃, 𝑒𝜔) · (𝑒𝜃 − ∇𝑒𝜔)

≤ 𝐶1𝜀
(︁
‖𝑒𝜃‖ℋ1(𝐵𝜀) + ‖𝑒𝜔‖𝐻1(𝐵𝜀)

)︁
, (5.141)

onde foi utilizada a regularidade elíptica de 𝜃 e 𝜔. Agora, da coercividade da forma bilinear
no lado esquerdo da desigualdade acima, segue:

𝑐
(︁
‖𝑒𝜃‖2

ℋ1(𝐵𝜀) + ‖𝑒𝜔‖2
𝐻1(𝐵𝜀)

)︁
≤
∫︁

Ω
𝛼𝜀𝑀(𝑒𝜃) · ∇𝑠𝑒𝜃

+
∫︁

Ω
𝛽𝜀Q(𝑒𝜃, 𝑒𝜔) · (𝑒𝜃 − ∇𝑒𝜔) −

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝑘|𝑒𝜔|2. (5.142)
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Então,
𝑐

2
(︁
‖𝑒𝜃‖ℋ1(𝐵𝜀) + ‖𝑒𝜔‖𝐻1(𝐵𝜀)

)︁2
≤ 𝑐

(︁
‖𝑒𝜃‖2

ℋ1(𝐵𝜀) + ‖𝑒𝜔‖2
𝐻1(𝐵𝜀)

)︁
≤ 𝐶1𝜀

(︁
‖𝑒𝜃‖ℋ1(𝐵𝜀) + ‖𝑒𝜔‖𝐻1(𝐵𝜀)

)︁
, (5.143)

Finalmente, tem-se

‖𝑒𝜃‖ℋ1(𝐵𝜀) + ‖𝑒𝜔‖𝐻1(𝐵𝜀) ≤ 2𝐶1

𝑐
𝜀 = 𝐶𝜀, (5.144)

onde a constante 𝐶 é independente do parâmetro 𝜀. �

5.3.2 Cálculo da Derivada Topológica

Nesta seção são calculadas as derivadas topológicas dos funcionais que vão compor
o funcional de forma. Sendo assim, serão considerados dois funcionais auxiliares, a saber,
𝒜(𝜃, 𝜔) e ℬ(𝜔).

5.3.2.1 Parte I

Inicialmente é calculada a derivada topológica do funcional 𝒜(𝜃, 𝜔). São determi-
nados o problemas exterior, a equação ajunta e os termos remanescentes.

Teorema 5.6 Considere os funcionais, dados por

𝒜(𝜃, 𝜔) =
∫︁

Ω

(︁
𝛼𝑀(𝜃) · ∇𝑠𝜃 + 𝛽Q(𝜃, 𝜔) · (𝜃 − ∇𝜔)

)︁
, (5.145)

𝒜𝜀(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) =
∫︁

Ω

(︁
𝛼𝜀𝑀(𝜃𝜀) · ∇𝑠𝜃𝜀 + 𝛽𝜀Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) · (𝜃𝜀 − ∇𝜔𝜀)

)︁
. (5.146)

e ainda o problema adjunto,∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑝1) · ∇𝑠𝜂1 +

∫︁
Ω
𝛽Q(𝑝1, 𝑞1) · (𝜂1 − ∇𝜂2) −

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑞1𝜂2 =

− 2
∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝜃) · ∇𝑠𝜂1 − 2

∫︁
Ω
𝛽Q(𝜃, 𝜔) · (𝜂1 − ∇𝜂2). (5.147)

Então a DT do funcional de forma 𝒜 é dada por,

𝐷𝑇 (𝒜)(̂︀𝑥) = 𝒯𝑀𝑀(𝜃(̂︀𝑥) · ∇𝑠(𝑝1(̂︀𝑥) + 𝜃(̂︀𝑥))+
T𝒬𝒬(𝜃(̂︀𝑥), 𝜔(̂︀𝑥))

(︁
(𝑝1 − ∇𝑞1) + (𝜃 − ∇𝜔)

)︁
−

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝑞1 + (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞1
)︁
. (5.148)

Demonstração.

Fazendo a diferença entre os funcionais (ver equações de (5.30) a (5.33)), temos

𝒜𝜀(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) − 𝒜(𝜃, 𝜔) = 2
∫︁

Ω
𝜌𝑘𝜔𝑒𝜔 − 2

∫︁
Ω
𝑓𝑒𝜔 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔2
𝜀 +

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝜔𝜀+∫︁
Ω
𝑓𝑒𝜔 + ℰ1(𝜀). (5.149)
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Considerando 𝜂1 = 𝑒𝜃 e 𝜂2 = 𝑒𝜔 na equação adjunta (5.147), teremos
∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝑝1) · ∇𝑠𝑒𝜃 + 𝛽Q(𝑝1, 𝑞1) · (𝑒𝜃 − ∇𝑒𝜔) −

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑞1𝑒𝜔 =

− 2
∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝜃, 𝜔) · ∇𝑠𝑒𝜃 − 2

∫︁
Ω
𝛽Q(𝜃, 𝜔)(𝑒𝜃 − ∇𝑒𝜔). (5.150)

É possível observar que a formulação fraca (5.129) pode ser escrita da seguinte
forma,

−2
∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝜃) · ∇𝑠𝜂1 − 2

∫︁
Ω
𝛽Q(𝜃, 𝜔) · (𝜂1 − ∇𝜂2) = −2

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝜔𝜂2 + 2

∫︁
Ω
𝑓𝜂2. (5.151)

Substituindo 𝜂1 = 𝑒𝜃 e 𝜂2 = 𝑒𝜔 em (5.151) e posteriormente comparando com
(5.150), temos
∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝑝1) · ∇𝑠𝑒𝜃 + 𝛽Q(𝑝1, 𝑞1) · (𝑒𝜃 − ∇𝑒𝜔) −

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑞1𝑒𝜔 =

− 2
∫︁

Ω
𝜌𝑘𝜔𝑒𝜔 + 2

∫︁
Ω
𝑓𝑒𝜔. (5.152)

Subtraindo a equação (5.129) de (5.132) e considerando 𝜂1 = 𝑝1 e 𝜂2 = 𝑞1,∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑒𝜃) · ∇𝑠𝑝1 +

∫︁
Ω
𝛽Q(𝑒𝜃, 𝑒𝜔)(𝑝1 − ∇𝑞1) −

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑒𝜔𝑞1 =

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝜃𝜀) · ∇𝑠𝑝1+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) · (𝑝1 − ∇𝑞1) −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝜀𝑞1.+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞1 (5.153)

De (5.152) e (5.153), tem-se

− 2
∫︁

Ω
𝜌𝑘𝜔𝑒𝜔 + 2

∫︁
Ω
𝑓𝑒𝜔 =

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝑝1) · ∇𝑠(𝜃𝜀)+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝑝1, 𝑞1) · (𝜃𝜀 − ∇𝜔𝜀) −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝜀𝑞1 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞1. (5.154)

Para calcular a derivada topológica (3.4), é necessário conhecer o comportamento
assintótico das funções 𝜃𝜀 e 𝜔𝜀 em relação ao parâmetro 𝜀. A fim de resolver a diferença
entre os funcionais 𝒜𝜀(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) e 𝒜(𝜃, 𝜔) dada em (5.149), serão considerados os seguintes
ans�̈�tz, para 𝜃𝜀 e 𝜔𝜀: ⎧⎨⎩ 𝜃𝜀(𝑥) = 𝜃(𝑥) + 𝜀𝜑(𝑥/𝜀) + ̃︀𝜃𝜀(𝑥)

𝜔𝜀(𝑥) = 𝜔(𝑥) + 𝜀𝑧(𝑥/𝜀) + ̃︀𝜔𝜀(𝑥).
(5.155)

As funções 𝜃 e 𝜔 são soluções do problema não perturbado (5.127), enquanto que
as funções 𝜑 e 𝑧 são soluções dos problemas exteriores e ̃︀𝜃𝜀 e ̃︀𝜔𝜀 são os resíduos. Para
construir os problemas exteriores substitui-se os ans�̈�tz em (5.131). Dessa forma vamos
obter,⎧⎨⎩ −𝜀div(𝜌𝜀C∇𝑠𝜑) − div(𝜌𝜀𝑀(̃︀𝜃𝜀)) + 𝜌𝜀Q(̃︀𝜃𝜀, ̃︀𝜔𝜀) + 𝜀𝜌𝜀Q(𝜑, 𝑧) = 0,

−𝜀div(𝜌𝜀K∇𝑧) + 𝜀div(𝜌𝜀K𝜑) + 𝜌𝜀K𝑧 + div(𝜌𝜀Q(̃︀𝜃𝜀, ̃︀𝜔𝜀)) + 𝜌𝜀K̃︀𝜔𝜀 = 0.
(5.156)
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Considerando a mudança de variável 𝑥 = 𝜀𝑦, tem-se que ∇𝑦𝑧(𝑦) = 𝜀∇𝑧(𝑥/𝜀) e
∇𝑠

𝑦𝜑(𝑦) = 𝜀∇𝑠𝜑(𝑥/𝜀). Então podemos escrever,⎧⎨⎩ −𝜀−1div𝑦(𝜌𝜀C∇𝑠
𝑦𝜑) − div(𝜌𝜀𝑀(̃︀𝜃𝜀)) + 𝜌𝜀Q(̃︀𝜃𝜀, ̃︀𝜔𝜀) + 𝜀𝜌𝜀Q(𝜑, 𝑧) = 0,

−𝜀−1div𝑦(𝜌𝜀K∇𝑦𝑧) + 𝜀div(𝜌𝜀K𝜑) + 𝜌𝜀K𝑧 + div(𝜌𝜀Q(̃︀𝜃𝜀, ̃︀𝜔𝜀)) + 𝜌𝜀K̃︀𝜔𝜀 = 0.
(5.157)

Para construção do problema exterior, que é independente de 𝜀, utiliza-se os termos
de menor ordem de 𝜀. Logo, na variável 𝑦 as parcelas que compõem os problemas exteriores
são,

div𝑦(𝜌𝜀C∇𝑠
𝑦𝜑(𝑦)) = 0 e div𝑦(𝜌𝜀K∇𝑦𝑧(𝑦)) = 0 (5.158)

Considerando as condições de transmissão sobre 𝐵𝜀, descritas em (5.131), segue
que:

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝜃)(̂︀𝑥)n + J𝜌𝜀C∇𝑠
𝑦𝜑Kn+
(1 − 𝛾𝛼)𝛼(𝑀(𝜃) −𝑀(𝜃)(̂︀𝑥))n + J𝛼𝜀𝑀(̃︀𝜃𝜀)Kn = 0, (5.159)

e

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝜃, 𝜔)(̂︀𝑥) · n − J𝛽𝜀K∇𝑦𝑧K · n + 𝜀(1 − 𝛾𝛽)𝛽K𝜑 · n + (1 − 𝛾𝛽)𝛽K𝑧+
(1 − 𝛾𝛽)𝛽K̃︀𝜔𝜀 + (1 − 𝛾𝛽)𝛽(Q(𝜃, 𝜔) − Q(𝜃, 𝜔)(̂︀𝑥)) · n + J𝛽𝜀Q(̃︀𝜃𝜀, ̃︀𝜔𝜀)K · n. (5.160)

Em seguida, agrupamos os termos de mesma ordem de 𝜀 e assim construímos os
problemas na variável 𝑦,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

div(𝛼𝜀C∇𝑠
𝑦𝜑) = 0 em R2 ,

𝜑 → 0 no ∞,

J𝜑K
J𝛼𝜀C∇𝑠

𝑦𝜑K · n
=
=

0
𝑔𝜃

⎫⎬⎭ sobre 𝜕𝐵𝜀,

(5.161)

onde 𝑔𝜃 = −(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝜃)(̂︀𝑥)n. Deforma análoga, a função 𝑧 é solução de

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

div(𝛽𝜀K∇𝑦𝑧) = 0 em R2 ,

𝑧 → 0 no ∞,

J𝑧K
J𝛽𝜀K∇𝑦𝑧K · n

=
=

0
𝑔𝜔

⎫⎬⎭ sobre 𝜕𝐵𝜀,

(5.162)

onde 𝑔𝜔 = (1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝜃, 𝜔)(̂︀𝑥) · n.

Os resíduos (̃︀𝜃𝜀, ̃︀𝜔𝜀) são soluções do problema de valor de contorno, de forma que
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as discrepâncias introduzidas pelas funções 𝜑 e 𝑧 são compensadas. Sendo assim,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

div(𝛼𝜀𝑀(̃︀𝜃𝜀) − 𝛽𝜀Q(̃︀𝜃𝜀, ̃︀𝜔𝜀) = 𝑓1 em Ω ,

−div(𝛽𝜀Q(̃︀𝜃𝜀, ̃︀𝜔𝜀)) + 𝜌𝜀𝑘𝜔𝜀 = 𝑓2 em Ω,
𝑀(̃︀𝜃𝜀) = C∇𝑠̃︀𝜃𝜀,

Q(̃︀𝜃𝜀, ̃︀𝜔𝜀) = K(̃︀𝜃𝜀 − ∇̃︀𝜔𝜀),̃︀𝜃𝜀 = 𝜀2𝜃0 sobre Γ𝐷𝜃
,̃︀𝜔𝜀 = 𝜀2𝜔0 sobre Γ𝐷𝜔 ,

𝑀(̃︀𝜃𝜀)n = 𝜀2𝑀(𝜃0)n sobre Γ𝑁𝜃
,

Q(̃︀𝜃𝜀, ̃︀𝜔𝜀) · n = 𝜀2Q(𝜃0, 𝜔0) · n sobre Γ𝑁𝜔 ,

J𝛼𝜀𝑀(̃︀𝜃𝜀)Kn
J𝛽𝜀Q(̃︀𝜃𝜀, ̃︀𝜔𝜀)K · n

J̃︀𝜃𝜀K
J̃︀𝜔𝜀K

=
=
=
=

𝑔1

𝑔2

0
0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
sobre 𝜕𝐵𝜀,

(5.163)

onde 𝜔0 = −𝜀−1𝑧|𝜕Ω , 𝜃0 = −𝜀−1𝜑|𝜕Ω , 𝑔1 = −(1 − 𝛾𝛼)𝛼(𝑀(𝜃) −𝑀(𝜃)(̂︀𝑥))n, 𝑔2 = ̃︀𝑔ℎ + 𝜀̃︀𝑔𝑝,
com ̃︀𝑔ℎ = −(1 − 𝛾𝛽)𝛽(Q(𝜃, 𝜔) − Q(𝜃, 𝜔)(̂︀𝑥)) · n e ̃︀𝑔𝑝 = −K𝜑(n) · n e ainda 𝑓1 = 𝜀𝜌𝜀Q(𝜑, 𝑧)
e 𝑓2 = 𝜀div(𝜌𝜀K𝜑).

Substituindo (5.155) em (5.154), obtemos

− 2
∫︁

Ω
𝜌𝑘𝜔𝑒𝜔 + 2

∫︁
Ω
𝑓𝑒𝜔 =

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝜃) · ∇𝑠𝑝1 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝜑) · ∇𝑠𝑝1+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝑝1, 𝑞1)(𝜃 − ∇𝜔) +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝑝1, 𝑞1)(𝜑− ∇𝑧)−∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝑞1 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞1 +
3∑︁

𝑖=2
ℰ𝑖(𝜀). (5.164)

É possível observar que,
∫︁

Ω
𝑓𝑒𝜔 = −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝜔 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝜃𝜀) · ∇𝑠𝜃−∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀)(𝜃 − ∇𝜔) +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝜔𝜔𝜀. (5.165)

Agora, substituindo (5.164) e (5.165) em (5.149),

𝒜𝜀(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) − 𝒜(𝜃, 𝜔) = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝜃) · ∇𝑠𝑝1 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝜑) · ∇𝑠𝑝1−∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝑝1, 𝑞1)(𝜃 − ∇𝜔) −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝑝1, 𝑞1)(𝜑− ∇𝑧)+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝑞1 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞1 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔2+∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝜔 +
∫︁

Ω
𝑓𝑒𝜔 +

5∑︁
𝑖=1

ℰ𝑖(𝜀). (5.166)
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Logo,

𝒜𝜀(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) − 𝒜(𝜃, 𝜔) = 𝜋𝜀2
(︁
𝒯𝑀𝑀(𝜃(̂︀𝑥) · ∇𝑠(𝑝1(̂︀𝑥) + 𝜃(̂︀𝑥))+

𝛽T𝒬𝒬(𝜃(̂︀𝑥), 𝜔(̂︀𝑥))
(︁
(𝑝1 − ∇𝑞1) + (𝜃 − ∇𝜔)

)︁
−

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝑞1 + (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞1
)︁

+
10∑︁

𝑖=1
ℰ𝑖(𝜀). (5.167)

ℰ1(𝜀) =
∫︁

Ω
𝜌𝑘(𝜔𝜀 − 𝜔)2, (5.168)

ℰ2(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝑝1) · ∇𝑠̃︀𝜃𝜀, (5.169)

ℰ3(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝑝1, 𝑞1)(̃︀𝜃𝜀 − ∇̃︀𝜔𝜀), (5.170)

ℰ4(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔(𝜔𝜀 − 𝜔), (5.171)

ℰ5(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝜔𝜀 − 𝜔)2, (5.172)

ℰ6(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼
(︁
𝑀(𝑝1) · ∇𝑠𝜃 −𝑀(𝑝1(̂︀𝑥)) · ∇𝑠(𝜃)(̂︀𝑥)

)︁
, (5.173)

ℰ7(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼
(︁
𝑀(𝑝1) · ∇𝑠𝜑−𝑀(𝑝1(̂︀𝑥)) · ∇𝑠(𝜑)(̂︀𝑥)

)︁
, (5.174)

ℰ8(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽
(︁
Q(𝑝1, 𝑞1) · (𝜃 − ∇𝜔) − Q(𝑝1, 𝑞1) · (𝜃 − ∇𝜔)(̂︀𝑥)

)︁
, (5.175)

ℰ9(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽
(︁
Q(𝑝1, 𝑞1) · (𝜃 − ∇𝑧) − Q(𝑝1, 𝑞1) · (𝜃 − ∇𝑧)(̂︀𝑥)

)︁
, (5.176)

ℰ10(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝑘(𝜔2 − 𝜔2(̂︀𝑥)). (5.177)

Para o caso de uma perturbação (inclusão) circular com a propriedade isotrópica
e homogênea, SALES et al. (2013), apresenta as soluções para os problemas exteriores
(5.161) e (5.162). Essas soluções são adaptações das ideias apresentadas por Novotny
e Sokolowski (2013). Utilizando ainda o teorema de Eshelby [43, 44], tem-se a seguinte
representação para a solução de (5.161),

Q∇𝑠
𝑦𝜑(𝑦)|𝐵1

= 𝒯 𝑀(𝜃)(̂︀𝑥), (5.178)

onde 𝒯 é o tensor isotrópico de quarta ordem dado por:

𝒯 = 1
2

1 − 𝛾𝛼

1 + 𝛾𝛼𝛼2

(︁
2𝛼2I + 𝛼1 − 𝛼2

1 + 𝛾𝛼𝛼1
I ⊗ I

)︁
, (5.179)

e para a solução (5.162),
K∇𝑦𝑧(𝑦)|𝐵1

= TQ(𝜃, 𝜔)(̂︀𝑥), (5.180)

onde T é um tensor isotrópico de segunda ordem e pode ser escrito como:

T = −1 − 𝛾𝛽

1 + 𝛾𝛽

. (5.181)
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E ainda,
𝒯𝑀 = 𝛼(𝒯 + I) e T𝒬 = 𝛽(T + I), (5.182)

𝛼1 = 1 + 𝜈

1 − 𝜈
e 𝛼2 = 3 − 𝜈

1 + 𝜈
. (5.183)

Portanto, pela definição (3.2), identificamos a derivada topológica 𝐷𝑇 (𝒜), dada
por

𝐷𝑇 (𝒜)(̂︀𝑥) = 𝒯𝑀𝑀(𝜃(̂︀𝑥) · ∇𝑠(𝑝1(̂︀𝑥) + 𝜃(̂︀𝑥))+
T𝒬𝒬(𝜃(̂︀𝑥), 𝜔(̂︀𝑥))

(︁
(𝑝1 − ∇𝑞1) + (𝜃 − ∇𝜔)

)︁
−

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝑞1 + (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞1
)︁
. (5.184)

5.3.2.2 Parte II

Nesta segunda subseção, será realizado um estudo seguindo os mesmos passos da
subseção anterior. Porém, considera-se novos funcionais auxiliares (definidos no domínio
não perturbado e no domínio perturbado) para o cálculo da derivada topológica.

Aqui consideramos os funcionais, dados por

ℬ(𝜃, 𝜔) =
∫︁

Ω
𝜌𝑘𝜔2 (5.185)

ℬ𝜀(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) =
∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘𝜔

2
𝜀 . (5.186)

Fazendo a diferença entre (5.185) e (5.186), obtemos

ℬ𝜀(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) − ℬ(𝜃, 𝜔) =
∫︁

Ω
𝜌𝜀𝑘𝜔𝜀 −

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝜔. (5.187)

De forma análoga ao que obtemos em (5.32),

ℬ𝜀(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) − ℬ(𝜃, 𝜔) = 2
∫︁

Ω
𝜌𝑘(𝜔𝜀 − 𝜔)𝜔 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔2
𝜀 +

∫︁
Ω
𝜌𝑘(𝜔𝜀 − 𝜔)2⏟  ⏞  

ℰ11(𝜀)

. (5.188)

É possível observar que,
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔2
𝜀 = (1 − 𝛾𝜌)𝜋𝜀2𝜌𝑘𝜔2(̂︀𝑥) +

14∑︁
𝑖=12

ℰ𝑖(𝜀), (5.189)

onde,

ℰ12(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝜔𝜀 − 𝜔)2, (5.190)

ℰ13(𝜀) = 2
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝜔𝜀 − 𝜔)𝜔, (5.191)

ℰ14(𝜀) =
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘(𝜔2 − 𝜔2(̂︀𝑥)). (5.192)
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Utilizando a equação adjunta, dada por∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝑝) · ∇𝑠𝜂1 +

∫︁
Ω
𝛽Q(𝑝, 𝑞) · (𝜂1 − ∇𝜂2) −

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑞𝜂2 = −2

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝜔𝜂2, (5.193)

e considerando 𝜂1 = 𝑒𝜃 e 𝜂2 = 𝑒𝜔, teremos

−
∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝑝) · ∇𝑠(𝑒𝜃) −

∫︁
Ω
𝛽Q(𝑝, 𝑞) · (𝑒𝜃 − ∇𝑒𝜔)

+
∫︁

Ω
𝜌𝑘𝑞𝑒𝜔 = 2

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝜔𝑒𝜔. (5.194)

Da equação (5.132), podemos obter∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝜃𝜀) · ∇𝑠𝜂1 +

∫︁
Ω
𝛽Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) · (𝜂1 − ∇𝜂2) −

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝜔𝜀𝜂2 =∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝜃𝜀) · ∇𝑠𝜂1 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) · (𝜂1 − ∇𝜂2)−∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝜀𝜂2 −
∫︁

Ω
𝑓𝜂2 +

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝜂2. (5.195)

Subtraindo a forma fraca (5.129) do problema não perturbado da equação acima,
obtemos∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝑒𝜃) · ∇𝑠𝜂1 +

∫︁
Ω
𝛽Q(𝑒𝜃, 𝑒𝜔) · (𝜂1 − ∇𝜂2) −

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑒𝜔𝜂2 =∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝜃𝜀) · ∇𝑠𝜂1 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) · (𝜂1 − ∇𝜂2)−∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝜀𝜂2 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝜂2. (5.196)

Considerando 𝜂1 = 𝑝 e 𝜂2 = 𝑞 na equação anterior e ainda o fato do operador ser
adjunto, obtemos∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝑝) · ∇𝑠𝑒𝜃 +

∫︁
Ω
𝛽Q(𝑝, 𝑞)(𝑒𝜃 − ∇𝑒𝜔) −

∫︁
Ω
𝜌𝑘𝑞𝑒𝜔 =∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝑝) · ∇𝑠𝜃𝜀 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝑝, 𝑞) · (𝜃𝜀 − ∇𝜔𝜀)−∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝜀𝑞 +
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞. (5.197)

Comparando as equações (5.194) e (5.197), temos

2
∫︁

Ω
𝜌𝑘𝜔𝑒𝜔 = −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝑝) · ∇𝑠(𝜃𝜀) −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝑝, 𝑞) · (𝜃𝜀 − ∇𝜔𝜀)

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝜀𝑞 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞. (5.198)

Substituindo a equação anterior em (5.188), podemos escrever

ℬ𝜀(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) − ℬ(𝜃, 𝜔) = −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛼)𝛼𝑀(𝑝) · ∇𝑠(𝜃𝜀) −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝛽)𝛽Q(𝑝, 𝑞) · (𝜃𝜀 − ∇𝜔𝜀)

+
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝜀𝑞 −
∫︁

𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔2
𝜀 −

∫︁
𝐵𝜀

(1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞 + ℰ16(𝜀). (5.199)
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Utlizando o ans�̈�tz (5.155) em (5.199), e calculando explicitamente as integrais na
bola 𝐵𝜀, obtemos

ℬ𝜀(𝜃𝜀, 𝜔𝜀) − ℬ(𝜃, 𝜔) = 𝜋𝜀2
(︁
𝒯𝑀𝑀(𝑝(̂︀𝑥)) · ∇𝑠(𝜃(̂︀𝑥)) + TQQ(𝑝(̂︀𝑥), 𝑞(̂︀𝑥))(𝜃(̂︀𝑥) − ∇𝜔(̂︀𝑥))−

(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔(𝑞 + 𝜔)(̂︀𝑥) + (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞(̂︀𝑥)
)︁
. (5.200)

Portanto, determinamos a derivada topológica do funcional ℬ, dada por

𝐷𝑇 ℬ(̂︀𝑥) = 𝒯𝑀𝑀(𝜃(̂︀𝑥)) · ∇𝑠(𝑝(̂︀𝑥)) + TQQ(𝑝(̂︀𝑥), 𝑞(̂︀𝑥))(𝜃(̂︀𝑥) − ∇𝜔(̂︀𝑥))−
(1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔(𝑞 + 𝜔)(̂︀𝑥) + (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞(̂︀𝑥). (5.201)

5.3.3 Problema de Autovalor: Sistema Acoplado

Nesta seção, será definido o problema de autovalor (ŋ) para o modelo de placas de
Reissner-Mindlin e apresentar a forma variacional desse autovalor. Utilizando resultados
das seções anteriores, vamos determinar a derivada topológica do primeiro autovalor, para
que o funcional possa ser otimizado.

Vamos considerar, no problema formulado em (5.127), 𝑘 = ŋ, e a função custo
utilizada é a forma variacional do primeiro autovalor, dada por

𝜆1 = inf
(𝜃,𝜔)∈𝐻1×𝐻1

∫︁
Ω
𝛼𝑀(𝜃) · ∇𝑠𝜃 + 𝛽Q(𝜃, 𝜔) · (𝜃 − ∇𝜔)∫︁

Ω
𝜌𝜔2

= 𝒜(𝜃, 𝜔)
ℬ(𝜃, 𝜔) . (5.202)

Da equação anterior, podemos escrever

𝒜(𝜃, 𝜔) = 𝜆1ℬ(𝜃, 𝜔). (5.203)

Definimos então as formulações fracas dos problemas não perturbado e perturbado,
respectivamente ∫︁

Ω
(𝛼𝑀(𝜃) · ∇𝑠𝜂1 + 𝛽𝒬(𝜃, 𝜔)(𝜂1 − ∇𝜂2)) =

∫︁
Ω
𝜌𝜆𝜔𝜂2 (5.204)∫︁

Ω
(𝛼𝜀𝑀(𝜃𝜀) · ∇𝑠𝜂1 + 𝛽𝜀𝒬(𝜃𝜀, 𝜔𝜀)(𝜂1 − ∇𝜂2)) =

∫︁
Ω
𝜌𝜀𝜆𝜀𝜔𝜀𝜂2. (5.205)

Sabemos ainda, por (5.111), que

𝐷𝑇 (𝜆1) = (𝐷𝑇 𝒜) − ŋ𝐷𝑇 (ℬ)
ℬ(𝜃, 𝜔) . (5.206)

Definimos também novas equações adjuntas, relacionadas aos funcionais 𝒜(𝜃, 𝜔) e
ℬ(𝜃, 𝜔), respectivamente∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝑝2) · ∇𝑠𝜂1 +

∫︁
Ω
𝛽𝒬(𝑝2, 𝑞2) · (𝜂1 − ∇𝜂2) −

∫︁
Ω
𝜌ŋ𝑞2𝜂2 = −2

∫︁
Ω
𝜆1𝜌𝜔𝜂2,(5.207)∫︁

Ω
𝛼𝑀(𝑝3) · ∇𝑠𝜂1 +

∫︁
Ω
𝛽𝒬(𝑝3, 𝑞3) · (𝜂1 − ∇𝜂2) −

∫︁
Ω
𝜌ŋ𝑞3𝜂2 = −2

∫︁
Ω
𝜌𝜔𝜂2. (5.208)
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Considerando 𝜂1 = 𝑝3 e 𝜂2 = 𝑞3 em (5.207), 𝜂1 = 𝑝2 e 𝜂2 = 𝑞2 em (5.208) e
subtraindo as equações obtidas, teremos

−2
∫︁

Ω
𝜌𝜔(−𝑞2 + 𝜆𝑞3) = 0, isto é, 𝑞2 = 𝜆𝑞3. (5.209)

De forma análoga ao que obtemos nas equações (5.184) e (5.201),

𝐷𝑇 𝒜 = 𝛼P𝑀(𝜃) · (∇(𝜃 + 𝑝2))𝑠 + 𝛽𝑃𝑄(𝜃, 𝜔) · ((𝜃 + 𝑝2) − ∇(𝜔 + 𝑞2))
− (1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔𝑞2 + (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞2 em Ω. (5.210)

𝐷𝑇 ℬ = 𝛼P𝑀(𝜃) · (∇𝑝3)𝑠 + 𝛽𝑃𝑄(𝜃, 𝜔) · (𝑝3 − ∇𝑞3)
− (1 − 𝛾𝜌)𝜌𝑘𝜔(𝜔 + 𝑞3) + (1 − 𝛾𝑓 )𝑓𝑞3 em Ω. (5.211)

Portanto, utilizando a relação (5.209), nas equações acima e substituindo em
(5.206), obtemos a derivada topológica

𝐷𝑇 (𝜆1) = −𝛼P𝑀(𝜃) · (∇𝜃)𝑠 + 𝛽𝑃𝑄(𝜃, 𝜔) · (𝜃 − ∇𝜔) + (1 − 𝛾𝜌)𝜌𝜆1|𝜔|2∫︀
Ω 𝜌|𝜔|2

. (5.212)

Em particular,

𝐷𝑇 (𝜆−1
1 ) = −𝛼P𝑀(𝜃) · (∇𝜃)𝑠 + 𝛽𝑃𝑄(𝜃, 𝜔) · (𝜃 − ∇𝜔) + (1 − 𝛾𝜌)𝜌𝜆1|𝜔|2

𝜆2
1
∫︀

Ω 𝜌|𝜔|2
, (5.213)

5.3.4 Estimativas dos Termos Remanescentes

Será considerada nesta subseção as estimativas dos termos remanescentes da análise
assintótica topológica para o problema de placas quando o funcional de forma é dado pelo
primeiro autovalor, ou seja, é estimado ℰ dados pelas expansões assintóticas (5.164) e
(5.200).

Primeiramente é possível observar que, os termos ℰ𝑖(𝜀), 𝑖 = 1, ..., 4, ℰ8(𝜀) e ℰ𝑖(𝜀), 𝑖 =
15, ..., 19 são residuais, de acordo com as desigualdades (4.126), (4.127), (4.128) e (4.129).

As estimativas dos demais termos residuais podem ser encontradas em [99]. Tais
estimativas dependem essencialmente da regularidade elíptica do modelo matemático e
também das estimativas apresentada no Teorema a seguir,

Teorema 5.7 Se (̃︀𝜃𝜀, ̃︀𝜔𝜀) é solução de (5.163). Então, as estimativas ‖̃︀𝜃𝜀‖𝐻1(Ω) = 𝑜(𝜀) e
‖̃︀𝜔𝜀‖𝐻1(Ω) = 𝑜(𝜀) são verdadeiras.

5.4 Exemplos Numéricos: Maximização do Primeiro Autovalor

Nos exemplos numéricos são considerados os dois problemas (Kirchhoff e Reissner-
Mindlin) sobre um domínio 𝒟, dado por um quadrado de dimensões (0, 1) × (0, 1) m2.
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Os parâmetros de contraste 𝛾𝛼 = 𝛾𝛽 = 𝛾𝜌 = 10−3, o módulo Young é 𝐸 = 210 GPa,
Coeficiente de Poisson 𝜈 = 0, 3, a espessura da placa é ℎ = 0, 05 m. Consideramos dois
casos, que são: uma massa concentrada no centro da placa e quatro massas concentradas
localizadas no centro de cada quadrante da placa. Os problemas governados pelo modelo
de Kirchhoff são rotulados como casos K1 e K2 com uma e quatro massas concentradas,
respectivamente. Os problemas governados pela teoria de Reissner-Mindling são rotulados
como casos R1 e R2 também com uma e quatro massas concentradas, respectivamente. O
parâmetro de penalidade é definido como 𝜇 = 1, 2 para os casos K1 e R1 e 𝜇 = 1, 4 para
os casos K2 e R2. A massa concentrada não estrutural é representada por pontos pretos,
como mostrado na Fig. 5.6.

Novamente dois critérios de parada são considerados no algoritmo atual: 𝜃 < 2∘, que
é o ângulo entre a função level-set e a DT e 𝜅 < 10−3, (𝜅 ∈ (0, 1]). Em todos os exemplos,
o domínio é discretizado usando elementos finitos triangulares lineares, resultando em uma
malha uniforme inicial com 14.400 elementos e 7.321 nós. Para aumentar a precisão e a
suavidade da topologia, são realizadas 3 etapas de refinamento uniforme na malha durante
o processo iterativo, resultando em uma malha final com 921.600 elementos e 461.761 nós.

(a) uma massa (b) quatro massas

Figura 5.6 – Domínio inicial: uma massa (a) e quatro massas (b) concentradas, represen-
tadas por pontos pretos.

.

As topologias ótimas para o modelo considerando a hipótese de Kirchhoff, são
mostradas na Fig.5.7(a) e (b), respectivamente. Para a hipótese de Reissner-Mindlin,
considerando as mesmas topologias iniciais e condições de contorno, as topologias finais são
mostradas na Fig. 5.8(a) e (b), nos quais observa-se o efeito de cisalhamento na otimização
topológica das placas.
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(a) Caso K1 (b) Caso K2

Figura 5.7 – Topologia final para o problema de Kirchhoff com uma massa concentrada
(a) e quatro massas concentradas (b).

.

(a) Caso R1 (b) Caso R2

Figura 5.8 – Topologia final para o problema de Reissner-Mindlin com uma massa concen-
trada (a) e quatro massas concentradas (b).

Nos casos R1 e R2 (figuras 5.8 a-b), as linhas mais finas que surgem na estrutura da
placa se devem a artefatos numéricos, sendo assim não há relação com a malha utilizada.
No entanto, em todos os casos um mínimo local é atingido, ressaltando que 𝜃 ≈ 1∘ e 𝜃 ≈ 2∘

para os casos R1 e R2, respectivamente.

Na figura 5.9, é possível observar o histórico do primeiro autovalor normalizado
𝜆1/𝜆

0
1, de forma que 𝜆0

1 é calculado para 𝒟 = Ω. Tem-se ainda 𝜆0
1 = 425.68 (caso K1),

𝜆0
1 = 785.47 (caso K2), 𝜆0

1 = 382.18 (caso R1), 𝜆0
1 = 649.96 (caso R2). Na figura 5.10, o

comportamento do segundo autovalor normalizado 𝜆1/𝜆2 é apresentado, de forma que
é possível notar que não há multiplicidade de autovalores durante o processo iterativo.
Para os exemplos R1 e R2, verifica-se um maior custo computacional, que se deve ao
efeito do cisalhamento no processo de otimização topológica. Nas figuras 5.11 e 5.12 são
apresentados o histórico da fração de volume final da placa e o histórico da função de
forma, respectivamente. Ainda na figura 5.12, verifica-se que o comportamento da função
de forma está relacionada com a quantidade e posições das massas concentradas e não
com o modelo de placa considerado..
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Figura 5.9 – Primeiro autovalor normalizado 𝜆1/𝜆
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Figura 5.10 – Segundo autovalor normalizado 𝜆1/𝜆2. Casos K1 e R1 no eixo esquerdo,
casos K2 e R2 no eixo secundário direirto.

.

Figura 5.11 – Histórico da fração de volume

.

86



Figura 5.12 – Histórico da função custo

.

É importante ressaltar que metodologias diferentes para otimização topológica de
placas, são encontradas na literatura, por exemplo, Liang et al. (2001), apresenta um método
de otimização, baseado no Índice de Performance (IP), que se trata de um parâmetro
adimensional que envolve, volume, densidade e tensões Máximas de Von Mises [63]. O
resultado obtido, para a otimização da topologia da placa utilizando esse método, pode ser
visto na figura 5.13(a). Khoza (2006), utilizando o método das assíntotas móveis (MAM),
desenvolvido no trabalho de Svanberg [106], obtém a topologia otimizada 5.13(b). Para
reproduzir tais exemplos utilizando a DT do primeiro autovalor, considera-se uma placa
quadrada (0, 1) × (0, 1)m2, com uma massa concentrada no centro da placa, módulo de
elasticidade 𝐸 = 70𝐺𝑃𝑎, Coeficiente de Poisson 𝜈 = 0.3, parâmetro de penalidade 𝜇 = 0.45
e espessura ℎ = 0.05𝑚, a topologia final é apresentada na figura 5.13(c)

(a) (b) (c)

Figura 5.13 – Topologia final utilizando IP (a) MAM (b) e DT (c).

Ainda corroborando com os resultados obtidos nesse trabalho, utilizando a mesma
metodologia, porém, considerando a derivada topológica associada a energia potencial
total, Novotny e Sokolowski (2013) apresentam resultados de otimização topológica de
placas regidas pelas hipóteses cinemáticas de Kirchhoff. Para a descrição das condições de
contorno e propriedades material utilizadas, novamente considera-se uma placa quadrada
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(0, 1) × (0, 1)m2, com uma massa concentrada no canto superior direito da placa, módulo
de elasticidade 𝐸 = 1, Coeficiente de Poisson 𝜈 = 0.3, espessura ℎ = 0.1𝑚 e parâmetro de
penalidade 𝜇 = 1. Os resultados são apresentados na figura 5.14(a)-(b).

(a) (b)

Figura 5.14 – Topologia otimizada utilizando a derivada topológica associada a Energia
potencial total (a) e primeiro autovalor (b).

Neste capítulo, foi considerado a análise assintótica topológica da norma 𝐿2 e
semi-normas 𝐻2 e 𝐻1 das soluções para os modelos de flexão placas de Kirchhoff e Reissner-
Mindlin, em relação à nucleação de inclusões dotadas de diferentes propriedades materiais.
Em particular, argumentos sobre a existência da derivada topológica foram apresentados. As
sensibilidades resultantes foram particularizadas para resolver um problema específico, ou
seja, maximização do primeiro Autovalor de placas. Nos exemplos numéricos apresentados,
os designs ótimos apresentaram primeira frequência natural maximizada. Vale destacar
que para os modelos de placas em vibração livre o primeiro modo de vibração apresenta
maiores deslocamentos, o que pode ser mais prejudicial para a estrutura, o que mostra
a necessidade de maximizar o primeiro autovalor. Além disso, uma análise foi realizada
comparando o primeiro e o segundo autovalor à medida que o processo iterativo evoluía.
Não foi observada a ocorrência de multiplicidade de autovalores, eliminando assim qualquer
presença de vibrações auto-excitadas.
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6 Conclusão

Este trabalho objetivou essencialmente em calcular de forma explícita a DT de
funcionais associados a modelos de trocadores de calor e placas. O resultado obtido é
então utilizado para construir um algoritmo de otimização topológica baseado na DT,
conjuntamente com o método de representação do domínio por função level-set. Posterior-
mente, são apresentados alguns exemplos numéricos evidenciando as potencialidades do
método na otimização de topologias. Assim a DT se apresenta como uma ferramenta de
grande versatilidade e com sua sólida base matemática, aliada às constantes pesquisas que
resultam em maior eficiência com resultados cada vez melhores, vem tendo sua aplicação
prática ampliada.

No problema Difusivo-Convectivo, relacionado ao projeto de trocadores de calor
foi considerada nucleação de inclusões com diferentes propriedades materiais. O processo
iterativo é iniciado com o domínio totalmente preenchido com material de alta condutivi-
dade térmica e durante o processo é substituído por um material de baixa condutividade
térmica, até que as condições de parada do algoritmo sejam satisfeitas, obtendo um projeto
ótimo. Foi possível observar ainda, maior sensibilidade à mudanças nas condições de
contorno, propriedades do material e até mesmo na malha utilizada. Para o cálculo de
DT é considerado um funcional de forma que ainda não encontrava-se na literatura, no
qual considera-se a soma da energia potencial com a energia térmica (funcional energia
modificado). As estimativas dos termos remanescentes são apresentadas com maiores
detalhes.

No que diz respeito à literatura relacionada ao método da DT, o modelo da placas
de Kirchhoff já foi extensivamente estudado do ponto de vista teórico e numérico. Contudo,
é inovadora a utilização do primeiro autovalor como funcional de forma. Por outro lado,
existem poucos trabalhos teóricos que tratam do modelo de placas Reissner-Mindlin. Em
particular, apenas o funcional de forma energia foi considerado e nada pode ser encontrado
do ponto de vista numérico. Neste caso, também de forma inovadora, considera-se a DT
do primeiro autovalor associado ao modelo e alguns experimentos numéricos no contexto
de maximização de autovalores são apresentados.

Vale ainda ressaltar que, nos problemas de autovalores, o projeto ótimo apresentou
sua primeira frequência natural maximizada. É realizada uma análise com intuito de
comparar o primeiro e o segundo autovalores à medida que o processo iterativo evolui. O
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fenômeno de múltiplos autovalores não é observado, eliminando assim qualquer presença
da não diferenciabilidade do operador considerado.

Em todos os exemplos numéricos um mínimo local foi alcançado. A tolerância
numérica nos exemplos de trocadores de calor foi 𝜃 < 1𝑜 e nos exemplos de placas 𝜃 < 3𝑜.
Isso mostra a convergência do algoritmo e corrobora com a eficiência do método.

6.1 Trabalhos Publicados

Durante a elaboração da tese foram publicados quatro trabalhos, sendo dois em
anais de congresso internacional e dois em periódicos indexados:

• CARVALHO, F. S.; RUSCHEINSKY, D. ; ANFLOR, C. T. M. ; NOVOTNY,
A. A. . Topological Derivative Applied in a Problem of Convection-Diffusion of a
Heat Exchanger. In: 25th International Congress of Mechanical Engineering, 2019,
Uberlândia-MG. Proceedings of the 25th International Congress of Mechanical Engi-
neering, 2019.

• RUSCHEINSKY, D. ; CARVALHO, F. S. ; ANFLOR, C. T. M. ; NOVOTNY, A.
A.. Topological Derivative Applied to the Eigenvalue Problem in a Membrane Struc-
ture. In: 25th International Congress of Mechanical Engineering, 2019, Uberlândia-
MG. Proceedings of the 25th International Congress of Mechanical Engineering, 2019.

• RUSCHEINSKY, D. ; CARVALHO, F. S. ; ANFLOR, CARLA ; NOVOTNY,
A. A. . Topological asymptotic analysis of a diffusive-convective-reactive problem.
ENGINEERING COMPUTATIONS, v. ahead-of-print, p. 1-24, 2020. (Fator de
impacto: 1.322)

• CARVALHO, F. S.; RUSCHEINSKY, D. ; GIUSTI, S. M. ; ANFLOR, C. T. M. ;
NOVOTNY, A. A. . Topological Derivative-Based Topology Optimization of Plate
Structures Under Bending Effects. STRUCTURAL AND MULTIDISCIPLINARY
OPTIMIZATION (INTERNET), v. ahead-, p. 1-14, 2020. (Fator de impacto: 3.377)

6.2 Sugestões para Trabalhos Futuros

Como proposta de continuidade deste trabalho, apresentam-se alguns tópicos, todos
no contexto de Otimização Topológica,
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1. Problema de flambagem de placas (Hipóteses de Kirchhoff e Reissner-Mindlin) sob
compressão uniaxial, maximizando a carga crítica de flambagem;

2. Maximização (minimização) da distância entre autovalores consecutivos nos modelos
de flexão de placas;

3. Trocadores de Calor, com imposição de condições de contorno (Dirichlet e Neumann)
não-homogêneas na fronteira das inclusões.
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