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Resumo

Este trabalho formula diversos problemas em fisica na linguagem de processos estocasticos.
Primeiramente, tratamos da representacao de processos Markovianos e a relacao entre as
formulagoes de equagao mestra, integrais funcionais e processos de saltos. Utilizando estes
formalismos, se discute a aplicabilidade do modelo de Langevin a sistemas moleculares.
Verifica-se que esse modelo é inapropriado para descrever a interagao de uma particula
Browniana com um gas de esferas rigidas. A discrepancia com relagdo ao modelo exato
¢ menos acentuada se a massa da particula Browniana for muito maior que a massa das
particulas que formam o gas. A equacao de Langevin generalizada, que trata de sistemas
nao-Markovianos, também é discutida. Novamente, se levantam algumas criticas quanto
a sua aplicabilidade a sistemas moleculares. Em especial, mostramos que o teorema de
flutuagao e dissipagdo normalmente invocado nesse formalismo pode ser violado em um
sistema fisico simples.

Finalmente, se formula um método de inferéncia de tendéncias em séries temporais utili-
zando o formalismo de processos Gaussianos. Ao contrario de outros métodos comuns, como
as médias moveis, obtemos tanto o valor esperado para tendéncia quanto o erro associado a
esta inferéncia. O calculo é feito utilizando o formalismo de integrais de trajetoria que evita
algumas computagoes caras normalmente associadas a inferéncia com processos Gaussianos.
Esse procedimento é possivel se a taxa de amostragem for alta o suficiente para que seja

possivel aproximar a série temporal observada por uma trajetéria continua.



Abstract

This work discusses some problems in physics using the language of stochastic processes.
Firstly, we discuss the relationships between the formalisms of master equations, path inte-
grals, and jumping processes. FEach of them is a different prescription to define a Markovian
process. Using these formalisms, we discuss the applicability of the classic Langevin model
to molecular systems. We show that this model is inadequate to describe the interaction of
a Brownian particle with a gas of hard spheres. The discrepancy with respect to the exact
solution is ameliorated if the mass of the Brownian particle is much bigger than the mass of
the particles in the gas. The generalized Langevin equation that describes non-Markovian
systems is also discussed. Again, we raise a criticism to its relevance in the description of
molecular systems. In special, we show a simple physical system that violates the fluctuation
dissipation theorem.

Finally, the we present a method of inferring tendencies from time series data. Differently
from other common methods, e.g., moving averages, we obtain both the expected value for
the tendency and the associated error. The calculation is done using path integrals and
avoids some expensive computations commonly associated to other similar methods such as
Gaussian process regression. This procedure is feasible if the sampling rate is high enough

in order to be possible to approximate the time series data by a continuous function.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Este trabalho aborda vérios problemas relacionados entre si, mas sem eleger
um tema principal e sem possuir um objetivo muito especifico. De certo modo,
o texto diante do leitor é um esforgo de costura: relacionamos vérios resultados
estabelecidos na teoria de probabilidades com problemas de fisica e vice-versa.
Dado a natureza fragmentada, nao ha como resumir o objetivo da tese em um
Ginico paragrafo. Apresentamos uma lista com os topicos tratados junto a uma

breve descri¢ao da nossa contribuicao.

Integral funcional em Processos Markovianos. Toda probabilidade de
transicao Markoviana possui uma representagao como integral funcional, assim
como varios outros niicleos que nao representam necessariamente uma proba-
bilidade [27]. Nossa contribuigao consiste em obter uma condi¢ao necesséria
e suficiente para identificar as integrais funcionais que resultam em probabi-
lidades. Essa condicao é uma conseqiiéncia do teorema de De Finetti para
variaveis aleatorias infinitamente divisiveis[45|. Esse topico é apresentado no

Capitulo 2.

10
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Processos Markovianos e processos de saltos. Feller mostrou que todo
processo Markoviano auténomo pode ser representado como um limite a partir
de um processo de saltos [16]. Obtemos esse resultado resolvendo explicita-
mente a equagao de Chapman-Kolmogorov. A demonstragao apresentada é
menos abstrata e fornece melhores indicagdes sobre quais processos que exi-
bem a propriedade Markoviana. Por outro lado, o resultado é menos geral.
No entanto, acreditamos que o método apresentado poderia ser estendido para
processos Markovianos de segunda ordem, onde a demonstracao de Feller fa-

lharia. Esse é o topico do Capitulo 3.

Correlacao e difusao. Morgado, et. al, mostraram como caracterizar o
expoente de difusao de uma particula descrita pela equacao de Langevin gene-
ralizada a partir da densidade espectral da forga aleatorial49|. Reformulamos
esse problema sem mencionar a forca aleatoria. Ainda que os resultados se
assemelhem, o critério apresentado envolve apenas a densidade espectral do
processo, enquanto que o de Morgado utiliza transformadas de Laplace, que
geralmente sao mais inconvenientes de se manipular. Esse é o topico do Capi-

tulo 4.

Ergodicidade e mistura. Um problema com a literatura de ergodicidade e
mistura é a abundancia de defini¢des incompativeis. Ergodicidade e mistura,
em suas diferentes acepgoes, sao conceitos relacionados. Demonstramos que
certas condigoes de mistura (uma forte e outra fraca) implicam em ergodici-
dade (forte e fraca). Os teoremas apresentados s@o simples e se baseiam em
condigoes faceis de serem compreendidas. Recentemente, Lee [42]aplicou um
teorema devido a Khinchin [33] em, acreditamos, um contexto improprio e
encontrou uma contradicao. Posteriormente, comparamos o resultado de Lee

com o nosso. Esse topico também é discutido no Capitulo 4.
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Equacgao de Langevin. A equacao de Langevin foi formulada para descre-
ver o movimento de particulas mesoscopicas em um fluido. Sua extrapolacao
para o regime microscopico, talvez seja indevida [17]. Resolvemos um modelo
simples que acompanha as colisdes em um gas de esferas rigidas. A equagao
de Langevin é uma aproximagao razoavel no limite em que a massa da parti-
cula Browniana é muito maior que a das moléculas do fluido. Normalmente
considera-se que o coeficiente de difusao é constante. Uma aproximagao um
pouco melhor, no entanto, seria obtida considerando um coeficiente de difu-
sao que depende da velocidade da particula Browniana. De qualquer modo, as
propriedades de equilibrio e as correlagoes lineares do modelo de esferas rigidas

e do modelo de Langevin sao idénticas. Esse topico é discutido no Capitulo 5.

Equacgao de Langevin generalizada. A teoria de resposta linear pode ser
reescrita como uma equagao de Langevin generalizada|38]. Associada a ela,
temos o teorema de flutuacao e dissipagao. Investigamos novamente a apli-
cabilidade destes resultados a sistemas classicos microscopicos. Apresentamos
um sistema simples onde o teorema de flutuacao e dissipacao é violado. Esse
resultado esta baseado em [9], ainda que estes autores nao contemplem a pos-
sibilidade de violagao da relagao de flutuacao e dissipagao no regime cléssico.
Argumentamos que a condi¢ao para que haja violagao da flutuacao e dissi-
pacao ¢ mais comum em sistemas microscopicos que normalmente se assume.

Esse é o topico do Capitulo 6.

Processos Gaussianos e detecgao de tendéncias. Processos Gaussianos
sao utilizados em problemas de interpolacao [60]e inferéncia estatistica [57].
Nossa contribuigao consiste em um método de deteccao de tendéncias em séries
temporais. Os resultados se assemelham ao bem conhecido método de médias
moveis, mas com o beneficio de existir uma estimativa das incertezas associadas

a esta inferéncia. Consideramos o limite de amostragem continua, onde o
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problema de inferéncia efetivamente se reduz a uma teoria de campos livre, o
que resulta em varios beneficios computacionais. Esse topico é discutido no

Capitulo 7.

1.2 Estrutura da tese

A ordem de apresentacao foi escolhida de tal maneira que os capitulos se
organizam em uma sucessao logica, onde o problema de um capitulo é sempre
abordado de alguma maneira em um capitulo anterior. No entanto, quase
todos os capitulos sao razoavelmente independentes entre si. As excecoes sao
o capitulo 4 que serve de base para os capitulos 6 e 7, e ainda o capitulo 5,
que depende de alguns resultados presentes no capitulo 3.

Iniciamos a tese com uma introducao relativamente longa sobre a teoria de
probabilidades e processos estocasticos. Seu objetivo é duplo. Primeiro, quere-
mos uniformizar a notagao. Fora isto, existe a intengao de apresentar algumas
nogoes de probabilidades Bayesianas e da teoria de processos estocésticos de
Kolmogorov. Estes temas raramente sao tratados com o devido cuidado em
livros-texto de fisica. Duas referéncias particularmente tteis que influenciaram
o presente trabalho sdo o livro de Jaynes sobre probabilidades [26] e o de Van

Kampen sobre processos estocasticos [32].

1.3 Probabilidades

As probabilidades nao existem

(De Finetti)

Apresentamos uma versao muito resumida da histéria da teoria de probabili-
dades e da nocao Bayesiana de probabilidade como uma medida de crenga em

uma possibilidade.
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1.3.1 Uma pequena histéria

Ainda que os jogos de azar normalmente estejam associados a historias de ruina
pessoal, ha varios casos em que relagao entre matematicos e jogadores foi bas-
tante proficua. O grande produto desta relacao foi a teoria da probabilidades,
que é o tema a ser apresentado agora. O primeiro tratamento matemético
dado aos jogos de azar foi realizado pelo pensador italiano Girolamo Cardano,
essencialmente para uso proéprio, ja que era um jogador notério. No entanto,
uma discussao organizada so se iniciou um século depois, novamente motivada
por jogos de azar: um cavalheiro francés, Antoine Gombaud, que entre outras
coisas era um matemaético amador, jogador e filosofo de botequim, propds uma
discussao sobre como determinar a aposta justa em alguns jogos de azar que
chamou a atencao de Pascal e Fermat.

O resultado do didlogo entre os dois matematicos estabeleceu as bases da
teoria de probabilidades e da analise combinatoéria. A partir dai, os jogos de
azar passaram a ser um tema recorrente na discussao de outros matemaéticos
respeitaveis. Jakob Bernoulli escreveu um livro influente chamado Ars Congjec-
tandi (Arte da conjectura) que apresentava importantes contribuigdes, como
por exemplo a lei dos grandes nimeros. Para Bernoulli, a teoria de probabili-
dades oferece um método geral de inferéncia.

Esse ponto de vista foi posteriormente desenvolvido pelo marqués de La-
place. Laplace comeca seu Ensaio Filosdfico Sobre as Probabilidades com uma
discussao sobre como a noc¢ao de azar se concilia com o mundo deterministico
implicito nas leis de Newton. Ainda que para os padroes modernos sua dis-
cussao sobre determinismo seja obsoleta, a conclusao basica sobre o papel das
probabilidades na ciéncia e vida humana, em geral, se mantém. Para Laplace,
“filosofia sa nao vé [no azar| nada mais que a expressao de nossa ignorancia a
respeito das verdadeiras causas”.

A interpretacao de probabilidade como uma medida subjetiva de ignorancia
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é hoje associada a escola Bayesiana de estatistica. Ainda que qualquer mencao
ao subjetivismo possa causar desconforto em certos circulos, a interpretacao
Bayesiana ¢, na realidade, extremamente leniente. Ela se adéqua tanto a usos
sérios, como em ciéncia, quanto a outros usos menos respeitaveis, como a prova
estatistica da existéncia de Deus, dada pelo proprio reverendo Thomas Bayes.
Deve-se reconhecer que as probabilidades podem ser utilizadas para descrever o
grau de crenga em hipéteses, como em “existe 10% de chance do Brasil ganhar
a proxima copa do mundo”. A questao é se probabilidades deste tipo podem
ser admitidas na pratica cientifica.

Apos a contribuigao fundamental de Maxwell e Boltzmann e posteriormente
de Born na mecanica quantica, é inadmissivel pensar na fisica moderna sem
o conceito de probabilidade. Mas, exatamente, que papel as probabilidades
cumprem numa teoria fisica? Certamente, o ensemble candnico nao é sim-
plesmente o grau de ignorancia de Gibbs sobre a posi¢ao de um determinado
sistema fisico no espago de fase (e, analogamente, o ensemble microcanénico
nao seria o grau de ignorancia de Boltzmann): existe algo mais forte nas atri-
buigoes de probabilidade que a simples opiniao de um ou outro cientista. O
fisico americano Edwin T. Jaynes foi pioneiro em trazer os métodos Bayesia-
nos para a fisica e enfrentou varias destas questoes [24]. Aqui fazemos apenas

alguns comentarios:

e Nao queremos que a descrigao sobre a natureza esteja sujeita aos capri-
cho das mentes dos cientistas: a ciéncia se pretende ser uma descri¢ao
objetiva da realidade. Existem maneiras bem definidas de escolher atri-
buigoes de probabilidade com base na evidéncia disponivel. Subjetivi-

dade nao significa aceitar qualquer atribuicao de probabilidades leviana

1

'Ex.: Jaynes interpreta o método da méxima entropia de Gibbs como a prescricio que
gera a distribui¢cao menos enviesada entre todas as possiveis atribui¢coes de probabilidade.
Essa interpretagao se baseia na nogao estatistica de entropia devida & Shannon. Mas porque,
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e A lei dos grandes ntimeros nao faz sentido se as probabilidades sao inter-
pretadas como freqiiéncias: afinal, como é possivel falar em convergéncia
para freqiiéncias se as probabilidades sao definidas como freqiiéncias? A

interpretacao Bayesiana eliminaria a circularidade nesse argumento.

e E dificil definir a nocéo de aleatoriedade intrinseca, que é outra alter-
nativa comum a interpretacao Bayesiana. Um sistema intrinsecamente
aleatorio também seré epistemologicamente aleatoério no sentido que nao
poderiamos determinar seu estado com certeza. Existe uma questao exo-
térica sobre se probabilidades que nos atribuimos seriam as verdadeiras
probabilidades do mundo, o que na perspectiva Bayesiana corresponde
a um falso problema. No entanto, a maioria dos pretensos exemplos
de aleatoriedade intrinseca podem ser caracterizados como o que Jaynes
chama de faldcia da projecao mental: quando “se supoe que as criacoes da
propria imaginacao sao propriedades reais da Natureza, e que a propria

ignorancia significa algum tipo de indecisao por parte da Natureza”.

para obter o ensemble candnico, € necessario utilizar somente a energia como vinculo? A
resposta nao esta na dindmica microscopica do sistema: nao importa o caos ou ergodicidade.
Fundamentalmente, quem dita os vinculos é a termodinamica: os sistemas termodinamicos
mais simples sao aqueles definidos apenas pela energia e entropia. Segundo Jaynes, de-
vemos utilizar toda a informagdo macroscopica disponivel e somente esta (por informacao
macroscopica entenda-se as variaveis termodindmicas que, de fato, se consegue medir e con-
trolar). Teorias macroscopicas mais complicadas como a hidrodindmica surgem da aplicacao
do método de maxima entropia com vinculos mais sofisticados [28].
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1.3.2 Regras para o calculo de probabilidades

A AND B A OR B

A NOT B A XOR B

Figura 1.1: Diagramas de Venn: ao lado esquerdo para dois conjuntos e ao
lado direito mostra uma representacao com quatro conjuntos.

As regras para a atribuicao de probabilidades podem ser expressas de maneira
intuitiva pelos diagramas de Venn (Fig. [1.1]), pensando nas probabilidades
como as “areas” circunscritas em cada conjunto A, B, AAND B, AOR B, etc
(AND, OR, XOR, NOT, representam operadores Booleanos.) Os diagramas de
Venn ficam rapidamente complicados na medida que se aumenta o niimero de
conjuntos, o que implica que geralmente usaremos uma versao algébrica destas
operacoes. Introduzimos a notagao compacta AB = AANDB, A+ B =
AORB e A = NOT A que utiliza o fato que as regras para as operacoes
de AND e OR mimetizam respectivamente a multiplicacao e a adicao. O
fato que estas operagoes sobre conjuntos definem uma algebra é explorado por
matemaéticos, que a chamam de algebra-o.

Do ponto de vista formal, uma probabilidade é uma mensuracao sobre uma
dlgebra-o (4lgebra de conjuntos). Da Fig. 1.1 podemos inferir as seguintes

regras para a manipulacao de probabilidades
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P(A+ B)=P(A)+ P(B) — P(AB), (1.1)

P(A) = 1— P(A). (1.2)

Adicionalmente, postulamos que a mensuracao é finita, atribuindo convenien-
temente o valor P(A + B) = 1, para a probabilidade do conjunto “universo”.
O conjunto de todas as possibilidades é denominado de espago amostral, que
possui probabilidade 1. O conjunto de todos os subconjuntos, no nosso caso,
@, A, B, A B, A+ B, AB ¢ A+ B — AB forma a algebra—o, que é fechada
nas operacoes Booleanas AND, OR, XOR, NOT, etc.

As idéias anteriores capturam formalmente as propriedades de uma pro-
babilidade, mas nada dizem sobre o que elas significam, ou em que contexto
aplica-las. E assim também ocorre em qualquer outra teoria matematica.

Os diagramas de Venn induzem uma interpretacao imediata a partir da no-
¢ao elementar de conjunto como uma colegao de objetos. Nesse caso, é natural
identificar as probabilidades como o nimero de objetos de cada tipo dentro
de cada conjunto. Ou melhor, dada a condigao de normalizacao, a probabili-
dade seria a fracao de objetos em cada conjunto com relacao ao niimero total
de elementos. Deste ponto de vista, a probabilidade estaria limitada a lidar
com colegoes de objetos ou de eventos. Tais eventos poderiam representar os
varios resultados de um experimento aleatorio repetido intimeras vezes, o que
corresponde & interpretacao freqiientista das probabilidades.

A concepcao de probabilidades como freqiiéncias é menos util que apa-
renta. Normalmente se invoca a lei dos grandes niimeros que diz que em uma
série infinitamente longa de resultados, as freqiiéncias estatisticas convergem
para a probabilidade, com probabilidade 1. Para evitar a 6bvia circularidade

no argumento, é necessario um certo contorcionismo epistemologico. Varias



CAPITULO 1. INTRODUCAO 19

justificativas funcionam mais ou menos assim: a probabilidade representaria
a distribuicao de elementos sobre um conjunto imaginario, possivelmente in-
finito, de possiveis realizagoes. A lei dos grandes nimeros entao garantiria
a convergéncia das freqiiéncias do experimento real para aquelas do conjunto
imaginério.

Esse argumento, no entanto, deve utilizado com parcimoénia: o objetivo
da concepcao freqiientista é evitar o subjetivismo, ou probabilidades enten-
didas como “ignorancia a respeito das verdadeiras causas”. Isso é é violado
descaradamente ao invocar a no¢ao de um conjunto imagindrio de realizagoes,
ou qualquer objeto do género. A concepcao freqiientista nao consegue lidar
com problemas simples como, porque atribuimos uma probabilidade a prior:
de 1/6 a cada uma das faces de um dado: a rigor seria necessario conduzir
um experimento de freqiiéncias para determinar essa questao, apesar de quase
ninguém o fazer. E imediatamente 6bvio, olhando a Fig. 1.1, que o formalismo
de probabilidades se presta ao célculo de freqiiéncias. No entanto, é muito
menos claro que esse formalismo é uma ferramenta adequada para lidar com
“graus de crenca” e ignorancia. KEssa situacgao foi contornada com o teorema
de Cox, que fundamenta matematicamente a nogao subjetivista de probabili-
dade como sendo a tnica maneira consistente de manipular “graus de crenca”
representados por nimeros reais [10].

Cox define “plausibilidade” (ou “grau de crenga”) como uma relagdo entre

duas afirmacoes logicas:

(A|H) = “o quanto A ¢é plausivel assumindo a hipotese H.” (1.3)

Outra interpretacao possivel é: “em que grau a hipétese H implica A”. Uma
vez que se aceite que é possivel representar numericamente a nocao de plausi-

bilidade, as regras usuais para o calculo de probabilidades seguem do teorema
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de Cox. A interpretacao de Cox generaliza a nocao elementar de probabilida-
des como freqiiéncias e se aplica a qualquer situagao que possa ser formulada
como graus de crenga atribuidos a conjuntos ou a afirmacoes logicas.

Vale observar que, no argumento de Cox, P(A|H) ¢ a probabilidade con-

dicional de A dado H, que normalmente seria definida como

P(A|H) =

(1.4)

A interpretagao freqiientista é que P(A|H) representa a fracao dos elementos
de H que também pertencem a A. No entanto, para Cox, toda probabilidade é
condicional, e ao invés de definir P(A|H) a partir de P(AH ), ele faz o contrario.

O resultado é a chamada regra de Bayes

P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B), (1.5)

que foi obtida pela primeira vez pelo reverendo Thomas Bayes a partir de um
argumento muito menos trivial.

Em varios casos, a hipotese fundamental H ¢ identificada como toda a in-
formacao prévia que se tém sobre um determinado modelo estatistico. Por
ser essencialmente vaga e raramente aparecer explicitamente nas contas, é co-
mum omitir H (como fizemos em [1.5]). Existe pelo menos um caso onde o
reconhecimento que existem hipoteses a prior: é importante também como
ferramenta de célculo, mas isto serd tratado adiante quando discutirmos os
chamados fatores de Bayes para a comparacao de modelos estatisticos.

O caso de maior interesse para a aplicacao da teoria de probabilidades
corresponde & situagao em que existem varias afirmagoes A;; i = [1,m] em

que uma e apenas uma ¢é verdadeira. Um exemplo simples é o sistema de dois
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niveis definido abaixo

A; =“a moeda se encontra no estado cara” (1.6)

Ay ="“a moeda se encontra no estado coroa”. (1.7)

Naturalmente, ambas afirmacoes nao podem ser verdadeiras simultaneamente,
ou seja,

A1A2 = falso = P(A1A2|H> =0. (18)

Além disto, pelo menos uma das afirmacoes, A; ou As, deve ser verdadeira em

qualquer circunstancia, de forma que
A; + Ay = verdadeiro = P(A; + A1|H) = 1. (1.9)
Juntando (1.1), com (1.8) e (1.10) obtemos a regra de normalizagao
P(A;) + P(As) = 1. (1.10)

A generalizagao para qualquer conjunto {A;} de afirmagoes exaustivas e mu-
tualmente exclusivas ¢ imediata.

De maneira geral, considere dois sistemas de afirmagoes {4;} e { B,} exaus-
tivos e mutualmente exclusivos — ou seja, conjuntos de afirmagdes em que
sempre uma e apenas das afirmagcoes é verdadeira. A condi¢cao de normaliza-

¢ao ¢ dada abaixo

P(a

Verdade

H) =2, P(AlH) =1,

J/

(1.11)
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que também se aplica as probabilidades condicionais
> P(A|B;H) =1, (1.12)

qualquer que seja B;. Destes resultados, deriva-se a regra de normalizacao para

sistemas compostos, ou seja,

ZijP(AiBj|H): ZP(AAH) ZP(Bj|Az‘H) =1,

- - (1.13)
1 1
e a importante regra de marginalizacao
> P(ABj|H) = P(A|H) Y P(B;|AH) = P(A;|H). (1.14)

J J

Estes sao os resultados basicos da teoria. De agora em diante nos referimos
a distribuicao de probabilidade toda atribuicao feita sobre um conjunto de afir-
magoes exaustiva e mutuamente exclusivas. As regras expostas anteriormente
também permitem generalizar o conceito de probabilidade para distribuicoes

continuas como sera feito na proxima sec¢ao.

1.3.3 Notacao

A notagao P(A|H) representa a probabilidade do evento A dada a hipotese H.
Normalmente, estes eventos sao descritos por indices, que podem ser continuos
ou discretos, como por exemplo a A="particula esta na posicao = no instante
t”. Para deixar a notagao mais acessivel, permitimos que as afirmagoes logicas
sejam representadas diretamente por estes indices e, ao invés de escrever A,
ou A(z,t) escrevemos diretamente P(x|H).

Se o argumento da probabilidade for, por exemplo AB = AAND B, ¢é

util substituir o operador l6gico AND por uma virgula, para separar mais
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claramente as varias hipoteses. Assim, uma probabilidade conjunta destas se

escreveria como
P(AB|H) = P(AAND B|H) = P(A, B|H). (1.15)

Em muitos casos, a virgula torna o argumento mais legivel, mas da a falsa
impressao que P(A, B|H) é uma fungao de trés variaveis A, B e H. A proba-
bilidade possui apenas dois argumentos: o condicionante, que no caso é H e
argumento,/conjunto principal, que aqui ¢ AAND B.

E logico que, se as afirmacoes A e B dependerem de variaveis adicio-
nais (digamos, A(z) e B(y)), entdo a probabilidade P(A, B|H) também sera
uma funcao de x e y, que normalmente escrevemos com uma letra maitscula:
P(AB|H) = F(z,y). Caso x e y sejam variaveis continuas, convém explici-
tara densidade de probabilidades escrevendo P(AB|H) = f(z,y)dz dy. Essa
notacao é explicita sobre as varidveis desconhecidas denotadas pelo diferencial

dx dy e possui o beneficio de cair imediatamente numa integral quando, por

exemplo, escrevemos

SO P(AlH) = 3 Py = Y di f(x) = /dxf(x), (1.16)

onde a passagem do segundo para o terceiro termo evoca a defini¢ao de integral

de Riemann, devidamente descontada a falta de rigor matemaético.
Apresentamos algumas notagoes tuteis que serdo muito utilizadas no res-

tante do texto. Seja um problema descrito por uma probabilidade continua

f(z)dx. Representamos a média de uma funcéo g(z) como

(9(x)) = / dz f(z) g(z). (1.17)

Também é conveniente introduzir uma notacao para a variavel centralizada.
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Deste modo, definimos

(lg@) = (gle — (o)) = [def@)gle—@). (1)

A segunda notagao é conveniente para representar os momentos centralizados.

A variancia, por exemplo, se escreveria simplesmente como

(%)) = {(z — (2))*) = (2®) — (2)°. (1.19)

Vale ressaltar, novamente, que as médias e desvio padrao sao nimeros que cap-
turam informacoes parciais sobre a distribuicao de probabilidades. Elas sao
lteis para embasar decisoes que levem em conta o risco em um modelo pro-
babilistico (comprar ou vender um ativo?). No entanto, distribui¢des muito
diferentes entre si ainda podem possuir o mesmo valor para a média, covari-

ancia e outras estimativas pontuais.

1.3.4 Ensembles

A lei dos grandes ntimeros garante que a freqiiéncia estatistica converge para
a probabilidade no limite de infinitas realizacoes de um experimento aleatoério.
(Essa afirmagao é bastante mais delicada em um espago amostral continuo).
Deste modo, é possivel representar uma distribuicao de probabilidades como
um conjunto muito grande (potencialmente infinito) de copias mentais dis-
tribuidas de uma maneira apropriada entre os diferentes estados do espaco
amostral. Esse conjunto de elementos é chamado de ensemble estatistico.
Ainda que nao exista nada de fundamentalmente errado com o raciocinio
de ensemble, vale a pena mencionar que ele induz a um erro muito comum,
ainda que sutil. Os fisicos tratados em fisica estatistica sao, via de regra, for-
mados por um conjunto enorme de particulas. E razoavel pensar no proprio

sistema fisico como um ensemble estatistico. Esse ensemble descreveria a gran-
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deza fisica “densidade de particulas” que, quando devidamente normalizada, é
também uma probabilidade. No entanto, o ensemble é muitas vezes igualado a
probabilidade a uma particula, P(q,p), que é obtida integrando a distribuigao
de probabilidades no espago de fase sobre todas as outras particulas. A rigor,
esta identificacao é incorreta. Dado que as particulas interagem entre si, nao
seria razoavel considera-las estatisticamente independentes. Havendo correla-
goes, a lei dos grandes nimeros nao pode ser invocada para igualar P(q,p)
com a densidade de particulas observada experimentalmente [32].

O dilema apontado por esta questao é que, se por um lado P(q,p) é mais
facilmente acessivel a teoria (ex.: quebras da hierarquia BBGKY), por outro
lado a densidade de particulas é a grandeza experimentalmente mais relevante.
De fato, ha varios modelos obtém uma equacao cinética assumindo algum tipo
de independéncia estatistica entre as diferentes particulas (equagao de Boltz-
mann ou Vlasov). Isto restaura a interpretacao correta do ensemble estatistico
ja que lidariamos com um sistema de particulas que, para efeitos praticos,
poderiam ser tratadas como se fossem independentes.

A densidade de particulas ser uma grandeza fisica bem definida nao im-
plica que s6 existe uma atribui¢ao “correta” de probabilidades P(q,p). Uma
atribuicao razoavel de probabilidade depende do grau de detalhamento que
se consegue descrever o sistema. Na situacao idealizada onde se conhece as
velocidades e posigoes de todas as particulas, P(q,p) corresponderia a uma
mistura de deltas de Dirac. O outro extremo, onde quase nada se sabe sobre
o sistema fora seu estado termodindmico, poderia ser abordado utilizando o
método da méxima entropia de Gibbs [24, 25]. Nenhuma das distribuigoes é
mais certa ou errada que a outra: elas apenas refletem um tipo de informacao

diferente disponivel sobre o sistema.
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1.4 Processos estocasticos

A grosso modo, um processo estocéstico é a generalizacao do conceito de nu-
mero aleatério para uma fungao aleatoria. Uma parte consideravel da literatura
em processos estocasticos lida com fungoes que dependem de um tnico para-
metro real, que normalmente identificamos com o tempo. Todos os problemas
considerados nesse trabalho sao deste tipo, onde a funcao desconhecida usual-
mente representa a posicao de uma particula ou sua velocidade como fungoes
do tempo. No entanto, é necessario mencionar que existem situagoes em que os
parametros sao vetores em R” ou mesmo elementos de espacos mais exoticos.

Uma fungdo arbitraria y(t) sobre um parametro real se assemelha em di-
versos aspectos a um vetor. Para enfatizar isto, também utilizamos a no-
tagdo y(t) = y; onde o tempo t seria interpretado como um indice conti-
nuo. Atribuimos uma probabilidade a um vetor definindo uma distribuicao
conjunta sobre cada uma das suas componentes. Por exemplo, a probabi-
lidade de um vetor v = (vy,vq,...,vy) é dada pela distribuigdo conjunta
P(v) = P (v1,v2,...,05).

E l6gico que nao é possivel seguir o mesmo raciocinio utilizado para vetores
para atribuir uma probabilidade a uma funcao. Trata-se de um objeto com um
namero infinito e ndo-enumeravel de componentes. E sensato, portanto, come-
¢ar por um problema mais modesto. Ao invés de falar sobre a distribuicao de
probabilidade completa para a fungao y(t) poderiamos definir a probabilidade
que o valor de y(t) em t; seja igual a y;: isto fornece uma informagao parcial
sobre a funcao desconhecida. Escrevemos esta probabilidade explicitamente
como P(y1) = fi, (y1)dy:-

Esse raciocinio pode ser levado adiante: definimos uma malha temporal

com os valores tq, s, ...,y e assim consideramos a probabilidade que a fungao
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y(t) assuma o valor y; em cada instante ¢; como sendo

P(yb Y2, ,yN) = ftl,tg,...,tN<y17 Ya, - - ayN)dyldyQ .. dyn. (1-20)

Em algumas situacoes é mais conveniente utilizar a notagao mais explicita,

P(yr, - yn) = f(y, tes - yns tn)dyr - - dyn, (1.21)

= f(y1,...,ynlt1 ... tn)dys . .. dyy, (1.22)

mas usualmente favoreceremos a primeira. A probabilidade P(y,...,yy) de-
finida sobre a malha temporal ¢1,...,ty é uma probabilidade a N —pontos

para y(t). Dito isto, poderfamos partir de (1.20) e definir as probabilidades a
N+1, ou N —1 pontos: um processo estocastico é simplesmente uma maneira

consistente de definir estas probabilidades.

1.4.1 Condicao de compatibilidade de Chapman

E importante garantir que as atribuicdes de probabilidades sobre diferentes
malhas temporais sejam consistentes entre si. Considere, por exemplo, a malha
t1,...,tny e uma segunda malha onde acrescentamos um ponto ¢y,;. Pela lei

de marginalizacao das probabilidades, é necessario que

Pyr...yn) = Z P(yr. . Yynyn+1)- (1.23)

YN+1

Ou seja, a integracao sobre um ponto adicional recupera a atribuicao sobre a
malha original. Podemos generalizar esta equacao de diversas maneiras utili-
zando a idéia que retirar um ponto da malha temporal deve equivaler a integrar
sobre a variavel y; na distribuicao de probabilidades.

O conjunto de todas estas condigbes sobre as probabilidades a N- pontos

de um processo estocastico é conhecido como as condi¢oes de compatibilidade
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de Chapman. Podemos construir as condigoes relevantes na forma de uma

hierarquia de equacoes de compatibilidade,

P(y:) = ZP(?A?JQ), (1.24)

P(y1y2) = ZP(y1y2y3), (1.25)
= 3 (1.26)
Plyi...yn) = Z P(yr-. . Yynyn+1)- (1.27)

A condicao de compatibilidade é o requerimento trivial de que as distribuicoes
conjuntas sobre uma sub-malha de pontos sao calculadas pela integragao sobre
as variaveis indesejadas.

Ainda que muitas vezes seja razoavelmente simples definir as probabili-
dades a um 1 ou 2 pontos de maneira consistente, satisfazer a hierarquia
(1.27) para qualquer valor arbitrario de N costuma ser um problema ma-
teméatico complicado: P(y,...yy) ser relaciona de uma maneira nao-trivial
com P(yi,...,yn+1) pela equagao integral (1.27). Duas situagoes comuns onde
¢é possivel garantir a condicao de compatibilidade serao abordadas nesse tra-
balho. A primeira, os processos Markovianos, é tratada nos capitulos 2 e 3
enquanto que o capitulo 7 é dedicado aos processos Gaussianos. Vale ressal-
tar que existem outras maneiras de definir processos estocasticos validos, tais

como as copulas estocasticas [51] e o funcional caracteristico [39].

1.4.2 Definicao de Kolmogorov

Em muitas situagoes, a aleatoriedade das fungoes y(t) decorre do desconheci-
mento de alguns parametros que controlam a fungao y(t). Em muitos proble-
mas de fisica, os parametros desconhecidos correspondem as condi¢oes iniciais

de um determinado problema. Para ilustrar isto, montamos um processo es-
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tocastico extremamente simples baseado nesta idéia.

Considere que as fungdes desconhecidas y(t) sao linhas retas e a aleatori-
edade resulta apenas dos parametros 6; e 0y na relagao y(t) = 01 + 0ot serem
desconhecidos. Seja a probabilidade conjunta destes pardametros dada por
g(01,605)d6,db;. Para esse processo, podemos escrever as probabilidades a N

pontos de maneira simples

fily) = /d91d92 g(01,02)0 (y — 01 — Ost) (1.28)

ftt'<y7 yl) = /d91d92 9(917 92)5 (f‘/ — 0, — (9275) 0 (y/ — 0, — 92t/) ) (129)

e assim por diante.

No ambito da fisica classica, é possivel afirmar que quase todos os proces-
sos estocasticos de interesse sao no fundo uma variagao mais complicada do
exemplo anterior. Apds integrar as equagoes de movimento, qualquer variavel
dindmica y(t) seria uma rela¢do deterministica (e extremamente complicada)
envolvendo o tempo t e o microestado inicial. A aleatoriedade presente nestes
sistemas resulta do desconhecimento da condicao inicial.

Podemos generalizar o argumento que levou & (1.28-1.29) definindo de ma-

neira mais abstrata

y(t) = f(0,1), (1.30)

onde @ representa um conjunto enumerével (pode ser infinito) de variaveis ale-
atorias e f(6,t) ¢ uma funcdo arbitraria. E 6bvio que um processo definido
como (1.30) satisfaz as condigoes de compatibilidade de Chapman. Kolmogo-
rov mostrou que todo processo que satisfaz as condi¢oes de compatibilidade
também pode ser escrito como (1.30)[32]. Ainda que sua demonstragao estabe-
lega a equivaléncia entre as duas defini¢coes, nem sempre é possivel reconstruir
a fungao f(0,t) a partir da hierarquia de Chapman, ou mesmo identificar o

espago de parametros aleatorios 6.
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1.4.3 Probabilidades condicionais

A nocao de processo surge da maneira como normalmente se fatora a distri-
buigao de probabilidades a N—pontos. Sejam y1, ..., yx os valores de y(t) nos

pontos t1,...,ty. E sempre possivel escrever P(yi, ... ,YN) COMO

Py, ...,yn) = P(yr) P(y2ly1) P(yslyayn) - - - P(ynlyn—1---41), (1.31)

onde as probabilidades P(y;|yi—1...,y1) sdo as probabilidades de y; condi-
cionadas aos valores conhecidos de y;_1,...,y;. Partindo de P(y;), define-
se P(y1,y2) utilizando a condicional P(ys|y;); partindo de P(y,ys) define-se
P(y1,y2,ys) utilizando P(ys|y2,y1), e assim por diante. O processo estocdstico

pode entao ser concebido como uma algoritmo que determina as condicionais

P(yilyi—1 - .., y1) que por sua vez definem a probabilidade sobre qualquer malha
..ty
Observe que (1.27) deve valer mesmo quando os argumentos 41, Yz, - - - , Yn

nao forem ordenados temporalmente. De fato, ainda que a notacao utilizada
induza a supor um ordenamento temporal, isto nao é necessario e as relagoes
acima valem mesmo quando t; £ ty--- £ ty. Existem varios processos que
se apresentam de maneiras mais simples quando h& ordenamento. Por isso,
além da clareza de notacao, utilizaremos esta convencao a partir de agora.
Enfatizamos que o ordenamento é apenas uma convencao que em determinados
contextos sequer faz sentido (e.g., o argumento da fun¢do pode ser um objeto

como um vetor, um nimero complexo, uma lista, uma palavra, etc).

Satisfazer a hierarquia de Chapman é um problema fundamental na defini¢ao
de qualquer processo estocdstico. Por este motivo, consideraremos processos

Markovianos e posteriormente Gaussianos: esses sao os dois exemplos mais
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imediatos onde € possivel mostrar que a hierarquia de Chapman € satisfeita.
Muatos autores calculam apenas a evolugao da probabilidade marginal e sequer
tratam da defini¢dao do processo estocdstico subjacente. Isto talvez seja satis-
fatorio em algumas aplicagcoes. No entanto, toda informagdo sobre como as
trajetorias estocdsticas se comportam € perdida neste tipo de abordagem. Acre-
ditamos que esta € uma parte importante na avaliacao da qualidade de qualquer
modelo estocdstico e por isso tentamos explicitar o processo estocdstico com-

pleto sempre que isto for possivel.



Capitulo 2

Processos Markovianos

Na formulagao do processo Markoviano por integrais de trajetoria, a probabi-
lidade de transicao de x’' em t' para x em t € escrita como a integral funcional
[27]

G (z]2') = /Dx Dz el dtlH(zt)—izd]

O resultado desta integral também deve corresponder a uma distribuicdo de
probabilidades, mas isto nao € garantido pela expressio acima. A questio
principal abordada nesse capitulo € a de determinar quais “Hamiltonianas”
H(z,z,t) gerariam processos estocdsticos legitimos e quais $ao as suas princi-
pais caracteristicas. Apresentamos um critério necessdrio e suficiente a partir
do teorema de De Finetti [45] para varidveis aleatdrias infinitamente divisi-
veis. A equagiao mestra do processo Markoviano € obtida relacionando-a com
a representacao por integral de trajetorias. A classe de Hamiltonianas mais
simples que existe estd associada a distribuicoes estdaveis gera uma equacao de

Fokker-Planck generalizada jd conhecida na literatura [67].

Um processo é chamado Markoviano se, dado o estado presente, a proba-

bilidade de um estado posterior for independente do passado. Em linguajar

32
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técnico, isto equivale & imposicao sobre as probabilidades de transicao:

P(@nyilzn, ooty ..., 21) = P(xng1]on), (2.1)

onde assumimos que t; < ty < --- < ty. Em um processo Markoviano, basta
especificar duas distribuigoes, P(x;) e P(x|xy), para caracterizar qualquer

probabilidade a N-pontos, como abaixo,
P(z1,...,xN) = P(xq1)P(x2|x1) P(z3]2s) ... P(xy|zNn_1)- (2.2)

Por simples que aparentem, existe uma dificuldade técnica para se defi-
nir um processo Markoviano legitimo: nem toda probabilidade de transicao
P(zni1|xy) respeita automaticamente a condigao de compatibilidade. Escre-
vemos a probabilidade de transicao entre dois instantes arbitrérios ¢; e t3 como
P(xs|lzy) = )_,, P(x3,22]|1). Fatorando o lado direito da equacio e utilizando

a propriedade Markoviana 2.1 chegamos a
P(xs|a1) =Y Plwslas) P(xa|z), (2.3)
x2

que é conhecida como equagao de Chapman-Kolmogorov (ou equagao de Smo-
luchowski) [32]. Infelizmente, encontrar todas as solugdes para a Eq. (2.3) é
uma tarefa complicada.

O método mais utilizado para obter um processo Markoviano legitimo é
definir a probabilidade de transicao como a solucao de uma equacao mestra.
Relacionado a esse método, temos a equacgao de Fokker-Planck, que é uma
forma que equacao mestra assume em modelos com ruido continuo. Apesar
da importancia desse formalismo, o foco deste capitulo é a caracterizacao do
processo Markoviano por integrais de trajetoria.

A integral de trajetoria (ou integral funcional) foi introduzida por Wiener,
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em 1921, no estudo do movimento Browniano. No entanto, a popularizacao
dos métodos de integral funcional em fisica se deu apés o trabalho de Feynman
em mecanica quantica. Posteriormente, estes mesmos métodos voltaram a ser
utilizados por fisicos para lidar com processos estocasticos. Muitas técnicas
desenvolvidas na mecanica quantica se traduzem para o contexto de processos
estocésticos devido as semelhancas entre a equacao de Schrodinger e a equacao
de Fokker-Planck. Essa semelhanca foi explorada por varios autores para de-
senvolver a chamada formulacao Lagrangiana para a equagao de Fokker-Planck
[34, 23, 35, 27|. Em um contexto semelhante, Masao Doi utilizou os métodos
de segunda quantizagao para tratar de processos estocasticos com a linguagem
de espagos de Fock [12, 55, 46, 11].

Ainda que nao seja necessario, o formalismo de integrais de trajetoria para
tratar de processos estocasticos é normalmente apresentado a partir de uma
identificagao formal com a fisica quantica. Adotamos uma abordagem dife-
rente, ressaltando a conexao com a mecanica quantica apenas apos desenvolver
os conceitos principais em uma linguagem puramente estatistica.

Todas fungoes P(x|z},) que obedecem a equagao de Chapman-Kolmogorov
(2.3) possuem uma representacao como integral funcional [29, 27|. No entanto,
nem toda integral funcional produz um processo estocéstico véalido pois tam-
bém é necessario que as solugdes para a Eq. (2.3) representem probabilidades
validas. Ao relacionar o formalismo de integrais de trajetoria com a teoria de
fungoes caracteristicas, obtemos as formas mais gerais para uma integral de
trajetoria que representa um processo estocéstico Markoviano. Normalmente a
literatura se restringe a dois casos particulares: os processos de Fokker-Planck
e os processos de criagao e destruicao. Essa conexao é, no conhecimento do
autor, original e permite apresentar a teoria de processos Markovianos de uma
maneira bastante unificada, além de estender o formalismo de integrais de

trajetoria para outros processos estocésticos como os voos de Lévy.
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2.1 Equacao Mestra

Com o intuito de definir a equagao mestra, é interessante utilizar uma notacao
mais explicita para variaveis continuas: P(z¢|zy) = Gu(x|2")dz. Na nova

notagao, equacao de Chapman-Kolmogorov se escreve como

%@mz/@@mM%@wx (2.4)

para t > s > t'. Observe o comportamento no limite s — ¢: a equagao acima é
consistente somente se Gy (z|r') = §(x—x'). Obtemos um resultado nao-trivial
derivando (2.4) por ¢ antes de tomar esse limite: isto resulta em uma equagao

dindmica para G (z|z") que se escreve como

M%mw:/WWMM%@W% (2.5)

onde Wy(z|2') = 9,Gys(x|2’)*~".

Uma vez fixado W;(z|z'), a solugdo da equacio diferencial (2.5) com a con-
digdo inicial Gt,t/(m|x’)|tlzt = §(z — 2') é univoca. Observe que Wy(z|z') &
definido a partir da propria probabilidade de transicao, o que faz com que a
Eq. (2.5) seja, no fundo, uma definigao circular. A utilidade da equagao acima
estd no fato que é possivel modelar a probabilidade de uma transi¢ao infini-
tesimal de uma forma relativamente simples. Com isso, a Eq. (2.5) pode ser
entendida como uma prescri¢ao para reconstruir Gy (z|z’) a partir do compor-
tamento desta probabilidade no limite t —t’ = 6t — 0, que é codificado por

Normalmente a equacao mestra é apresentada de uma forma um pouco
diferente, que garante que suas solugoes sejam densidades de probabilidades

validas. Para tanto, assumimos que a probabilidade de transicao no limite
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0t — 0 possui a forma abaixo

Guisip(zla’) = (1 — M\(2') 0t) §(x — 2') + 5t Wy (x]2'), (2.6)

onde A\ (2') = [ dx Wi(z]z') e W(x|a") > 0. A Eq. (2.6) representa a aproxima-
¢ao para a probabilidade de transicao em primeira ordem em dt, garantindo a
sua positividade, normalizagao e a condigao de contorno Gy (z|2") = 6(x — ').

Substituimos a Eq. (2.6) na Eq. (2.5), obtendo

Gy (x]a") = /d?/ (Wi(zly) — M(y)o(z — )] Gu (y]2"), (2.7)
= [ &y ilal)Gurtyls)) = Wilslo)Guolale) . (29
onde a passagem de (2.7) para (2.8) usa o fato que \(2') = [ dz Wy(z|z’). Essa

é a forma candnica da equacao mestra, que é interpretada como uma equacao
de ganhos e perdas para as probabilidades. Num intervalo ¢, cada elemento
em y possui uma chance Wy(x|y) dt de transitar para x. Assim, o acréscimo de
probabilidade em x se da pela soma das transicoes sobre todos os estados v,
como determina o primeiro termo da Eq. (2.8). Por outro lado, os elementos
inicialmente em = podem transitar para outros estados diminuindo o valor da
probabilidade em x. O segundo termo caracteriza a perda de probabilidade
em x devido a estas transigoes.

Interpretamos W;(x|2") como um de fluxo de probabilidade de 2’ para z.
Por comparagao direta da Eq. (2.8) com a Eq. (2.5) vemos que os dois nicleos

W e W se relacionam por

Wi(z|z") = Wi(z|2') — M\(2")d(x — ). (2.9)

O nucleo Wi(z|2') caracteriza univocamente uma probabilidade de transi¢ao

pela equagao mestra. Note que existem processos que nao podem ser escritos
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por uma equacao mestra como (2.8). Nesses casos, a descricdo se da pela

equagao de Fokker-Planck generalizada a ser apresentada na Sec. 2.3.

2.1.1 Equacao mestra e processos de saltos

Existe uma interpretacao fisica interessante para os resultados anteriores. Em
vista da Eq. (2.6), a equac¢@o mestra descreve um processo que, infinitesimal-
mente, possui uma probabilidade 1 — \;(z’)dt de nao realizar transi¢ao alguma

e uma probabilidade A\;(z’)dt de realizar uma transigao de acordo com

q(x|z") = Wi(z|z") /N (2). (2.10)

Assim, espera-se que a dinamica das fungoes x(t) de um processo definido pela
equagao mestra (2.8) seja descontinua. O sistema permaneceria um tempo
indeterminado no estado 2’ e, apés um intervalo de espera aleatorio, execu-
taria uma transi¢ao de acordo com ¢, (x|z’). Esse processo entdo se repetiria
indefinidamente.

Podemos estimar o tempo médio entre duas transigoes se \;(z') ndo depen-
der do tempo. A probabilidade de nao realizar nenhuma transicao ap6s um
tempo 7 pode ser decomposta a partir da probabilidade infinitesimal 1—\(2")dt

como abaixo

S (z') = lim (1 — \(z')7/n)" = e @7, (2.11)

n—oo

O termo S, (2') ¢ conhecido como a fungao de sobrevida do processo.

A formulacao precisa de um processo de saltos é o tema de um capitulo
posterior. Por enquanto, lembramos que os processos descrito pela Eq. (2.6)
possuem uma dindmica descontinua. Isto os distinguem de modelos como o
processo de Wiener, onde as transi¢coes se dao continuamente ao longo do

tempo.
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2.2 Integrais de trajetoria

A equacgao mestra foi obtida supondo uma forma especifica para a probabili-
dade de transicao entre dois instantes infinitamente préoximos. No formalismo
de integrais de trajetorias, fazemos o mesmo, mas o objetivo nao é mais obter
uma equacao diferencial. Nessa abordagem, quebramos o intervalo 7 =t — t/

em pequenas partes de tamanho §t = 7/N para escrever

N
Gtt’(xN|$0) == /dl’l e d.TN_l H Gtiti_l('ri|xi—1>7 (212)

i=1

onde Gy, ,(x;|z;—1) eventualmente serda substituido por uma aproximacao
como a Eq. (2.6) quando N — oo.

A questao central no formalismo de integrais de trajetoria é definir o limite
de infinitas integragoes sucessivas na Eq. (2.15). Esse limite pode ser tratado
de maneira absolutamente rigorosa em apenas algumas situacoes, como, por
exemplo, o processo de Wiener [58]. Mesmo nos casos onde ainda néo existe
uma justificativa formal precisa (como nas aplica¢oes & mecanica quantica), o
formalismo de integrais de trajetoria se mostrou extremamente ttil. E possivel
fazer um paralelo com o célculo ordinario: Riemann e Cauchy forneceram res-
pectivamente a defini¢ao rigorosa do conceito de integral e derivada. Isto nao
significa que os seus antecessores estavam equivocados, nem que seus célculos
eram fundamentalmente mal definidos. De fato, em boa parte dos casos, a con-
cepc¢ao mais intuitiva de Newton e Leibniz reproduz corretamente os resultados
da integral de Riemann e a defini¢ao de limite segundo Cauchy.

Para efeito de argumento, considere a integral de Riemann, definida como

o limite das somas parciais

N

[ e = im S (0 i) () (213)



CAPITULO 2. PROCESSOS MARKOVIANOS 39

Na Eq. (2.13), particionamos o intervalo [a,b] em a =ty > t; >ty > -+ >
txy = b, e os pontos t, sao escolhidos arbitrariamente no intervalo [t,,t,_1].
Dizemos que uma funcao f(t) é integravel no intervalo a, b se o limite ao lado
direito de (2.13) existe e nao depende da escolha precisa de ¢,,. Informalmente,
o resultado de uma integral de Riemann corresponde ao limite da soma de
infinitos ntmeros infinitamente pequenos. Riemann forneceu uma definigao
matematicamente rigorosa para o limite ao lado direito da equacao, mas que
nao discutiremos nesta apresentacao.

De maneira analoga ao caso anterior, definimos a integral de trajetéria como
a convolucao de infinitas fungoes infinitesimalmente proximas a delta de Dirac.
E o analogo funcional da integracdo comum, onde multiplicamos entre si infi-
nitos operadores infinitesimalmente préximos da unidade. Vale notar que, ao
contrario da integral de Riemann, nao existe uma defini¢ao matematicamente
rigorosa para o processo de limite. Trabalhamos com nogoes intuitivas como
nimeros infinitesimais, que apesar de serem amplamente utilizadas por fisicos
e engenheiros, nao sao particularmente bem vistas entre os matemaéticos.

A distribui¢do de Dirac é um objeto bastante singular e, a rigor, s6 é
bem definida caso se encontre dentro do sinal da integral. Por esse motivo, é
conveniente trabalhar no espaco de Fourier, onde ela se reduz a uma constante.
E possivel dar sentido & nocdo de uma funcéo infinitamente proxima a delta

de Dirac escrevendo
/ 1 St H(z,x't)—iz(z—x')
Gt+§t7t(l’|I) == % dze R (214)

onde H(z,x',t) caracteriza a divergéncia com relagdo a delta de Dirac, que
é recuperada no limite 0t — 0. A definicao anterior é conveniente porque,

ao substituir na Eq. (2.12), o expoente do integrando vira formalmente uma
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integral ordinaria:

P(xi|ay) = G (xn|xg) doy = /Dm Dze Skl (2.15)
onde
N
S = Z [’lZl(ill'Z — ZL'Z',1> — 0t H(ZZ', Ti—1, tifl)] s (216)
i=1
= / dt [izi — H(z, z, t)], (2.17)
0

e definimos Dz Dz =[]\, (dz; dz;/27) — observe que ndo integramos sobre o
tltimo termo dxy. Chamamos S na Eq. (2.15) de “agao” e a funcdo H(z,x,t)
de “Hamiltoniana” associadas & integragao funcional. Essa nomenclatura é
emprestada da fisica quéantica, onde estes objetos correspondem, de fato, aos
nomes que lhes atribuimos.

Ainda que a definigao de S na Eq. (2.16) seja essencialmente o que aparece
na Eq. (2.13), é preciso um pouco de cautela porque, via de regra, o termo
H(z,z,t)+iiz ndao é Riemann-integravel. Isto é um problema nos processos em
que x(t) ndo é diferenciavel, tornando o termo izz divergente. Em alguns casos
é possivel mitigar esse problema usando uma definicao diferente de integral.
Considere a integral de Stieltjes definida abaixo

N

[ a0 50 = tim S latt) - st} FR) (238)

que coincide com a integral de Riemann f; dt z(t) f(t) se z(t) for uma funcao
diferenciavel. Existem algumas funcoes que nao sao integréveis no sentido
de Riemann, mas o sao no sentido de Stieltjes — um exemplo importante
¢ a delta de Dirac. No resto da aprensentagao, utilizaremos dz(t) ou dt &

indiscriminadamente, mesmo quando z(t) nao for diferencidvel — nesse caso,
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[ dtz(...) deve ser entendido como uma notagao conveniente para a integral
de Stieltjes [dx(t)(...).

Ao estudar as trajetérias do movimento Browniano, o matematico japo-
nés Kiyoshi Ito constatou que a definigao de Stieltjes nao era apropriada: o
resultado da integral depende do ponto £, escolhido dentro de cada particao
em (2.18). Para estas fungoes, é necessario especificar uma prescri¢ao para se
escolher os instantes t,, para obter uma definicao de integral consistente.

A prescricao de Ito é a mesma que adotada até aqui e consiste em utili-
zar o ponto anterior, t, = t,_;. Uma outra possibilidade muito comum ¢ a
integral de Stratonovich, que adota o ponto central ¢, = % (tn, + tn—1). Ainda
que as duas defini¢oes coincidam em fungoes Riemann-integraveis, os resulta-
dos sao diferentes quando se trata de trajetérias do movimento Browniano e
possivelmente em varias outras situagoes.

Como um exemplo de que é importante se prender atencao a estes detalhes,
ressaltamos que o teorema fundamental do calculo assume uma forma inusitada
no célculo de Ito se x(t) for uma trajetéria Browniana. Nesse caso, é possivel

demonstrar que

b T b 2
/ da (1) dfl; ) :F(:)s(b))—F(a:(a))—% / dth(:)s)%F(x), (2.19)

onde Dy(z) é o coeficiente de difus@o processo de Browniano a ser definido
posteriormente. Ao fazer Dy — 0, as trajetorias Brownianas se tornam dife-
renciaveis e a integral de Ito se iguala a integral de Riemann usual. A prescrigao
de Stratonovich elimina o segundo termo e assim resulta na mesma regra do

calculo de Riemann — mesmo que o integrando nao seja Riemann-integréavel.
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2.2.1 Funcao Hamiltoniana

O fato que as func¢oes Gy (z]2") sdo probabilidades implica em certas res-
trigoes sobre a Hamiltoniana que define a integracao funcional. De fato, iden-

tificamos o termo

¢t(2|x,) _ 657§H(z,z',t)—i—iza:’7 (220>

como a funcao caracteristica da distribuicao de probabilidades para Gy s ¢ (2|2").
Uma das dificuldades com a expressao anterior estd em saber quando ela, de
fato, representa uma funcao caracteristica valida. Que propriedades a funcao
H(z,2',t) deve ter para que, ao obter Gy ¢(x|2") a partir de (2.20), a resposta
seja uma distribuicao de probabilidades positiva e normalizada?

A forma geral (2.20) é bem estudada na literatura de fungoes caracteristicas
e representa a funcao caracteristica de uma variavel infinitamente divisivel. Di-
zemos que uma variavel aleatoria é divisivel se puder ser escrita como a soma de
duas outras variaveis aleatorias independentes. Fica claro pela Eq. (2.20), que
Ty 60 corresponde & soma de um ntmero arbitrario de variaveis independentes

I/ Fisicamente, isto significa

com a funcdo caracteristica dada por ¢;(z|z’)
que o incremento dx no intervalo ¢t corresponde a soma de n incrementos in-
dependentes em um intervalo dt/n. Uma vez que n pode ser tao grande quanto
se queira, esta propriedade define uma varidvel conhecida como infinitamente
divisivel.

De Finetti demonstrou as condigoes necessarias e suficientes para que a

Eq. (3.4), que representa variaveis infinitamente divisiveis, seja uma fungao

caracteristica valida. Citamos sem demonstragao:

Theorem 2.1 (De Finetti). Seja ¢(z) uma fungio caracteristica. Entao
W@ ¢ g funcao caracteristica de uma varidvel infinitamente divisivel para
a > 0.

De modo semelhante, a funcao caracteristica de qualquer distribuicao infinita-
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mente divisivel pode ser escrita como lim,, eo‘"(w"(z)_l), para uma Sequéncia

convergente de a,, > 0 e de fungoes caracteristicas 1V, (2).

Aqui vale uma observacao. E possivel que o expoente de uma funcéo carac-
teristica infinitamente divisivel nao seja fatorado na forma a (1(z) — 1). Esse é
o caso da Gaussiana, cuja fungao caracteristica é dada por e=27°%" Nesse caso,
identificamos a = 10? e ¢g(z) = 1 — 22, sendo que ¥g(z) nao representa uma
funcao caracteristica vélida. No entanto, uma Gaussiana de variancia o? ¢ in-
finitamente divisivel pois corresponde & soma de outras n variaveis Gaussianas

com variancia 02 /n. De todo modo, é facil verificar que
1, -1 2 2
) n 377’” oz 71) 1 9.9
lim e ( =e 277 (2.21)

onde o argumento anterior ilustra o significado do limite no teorema de De
Finetti.

Comparando a representagao de De Finetti com a Eq. (2.20), vemos que
H(z,2',t) = N(2) [ty (2|2") — 1], (2.22)

onde A\y(z') é um parametro com dimensao de freqiiéncia que deixa o expoente
adimensional e ¥y (z|2’) ¢ uma funcdo caracteristica arbitraria. O teorema
de De Finetti também contempla situacoes limites como aquela ilustrada na
Eq. (2.21). A expressdo (2.22) garante que as probabilidades de transigao
infinitesimais Gi45:¢(x|2’) sdo positivas e normalizadas.

Existem outras representagoes tteis para uma funcao caracteristica. In-
vocamos um teorema devido a Lévy e Khinchin [44] que diz que toda fungao

caracteristica pode ser escrita como

o(z) = 6—\82\0‘(1—2'K3St~’,‘r1(2)‘1>)(1—w(é>’2))+iz@7 (2.23)



CAPITULO 2. PROCESSOS MARKOVIANOS 44

onde ¢ e s sao os parametros de escala e localizacao da distribuicao’. Define-
se & = —%ln|z! para « = 1 e & = tan (%), caso contrario. O parametro
—1 < [ < 1 é um coeficiente de assimetria: para = £1 a variavel aleatoria
resultante assume somente valores positivos ou negativos. A forma da distri-
buigao de probabilidades é controlada em grande parte pela fun¢ao w(sz), que
se for identicamente nula corresponde a uma distribuigao estavel de Levy (é
um atrator para a soma de variaveis independentes). Para toda fungao carac-
teristica valida, é verdade que w(0) = 0, além de w(z) ser uma fungao continua
em uma regiao proxima da origem. O expoente a possui valores no intervalo
0 < a <2 e, somente quando a = 2, a distribui¢ao resultante possui desvio
padrao e média finitos?.

Ao comparar a Eq. (2.20) com a Eq. (2.23), lembramos que os parametros
s e £ podem, em principio, depender de z’, t e §t. Além disto, é necessério
que a Eq. (2.23) recupere a funcdo caracteristica da delta de Dirac, dada

z(@=") " quando 6t — 0. Deste modo, identificamos o parametro de

por e~
localizacao como ¢ = 2’ + 6t Dy, onde D; é o chamado coeficiente de drift, que
pode depender tanto de z’ quanto de t. Pelo mesmo raciocinio, vemos que o
pardmetro de escala é s = (3t D), onde Dy = Dy(a’,t) > 0 é o coeficiente
de difusao.

A funcado w(-) pode depender explicitamente de 2/, t e §t, e assim escrevemos
w(sz|z',t,0t). Considere o limite

w(z,2',t) = lim w ((575 Do)V 2

ot—0

7 t, 5t) . (2.24)

Em varios casos de interesse, w = 0, porque o argumento sz da fungao w se

anula e w(0|z’,¢,6t) = 0. E claro que a dependéncia em 6t pode impedir a

I Estes parametros controlam a dispersao e a localizacio da distribuicdo. No caso de uma
probabilidade Gaussiana, por exemplo, eles correspondem respectivamente ao desvio padrao
multiplicado por v/2 e 4 média.

2Nao é verdade, no entanto, que toda funcdo deste tipo represente uma funcéo caracte-
ristica valida.
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convergéncia para zero, ja que estamos modificando simultaneamente s e dt.
De qualquer modo, a restri¢ao w(0,2’,t) = 0 persiste para que tenhamos uma
funcao caracteristica consistente.

Apos estas consideragoes, estamos prontos para escrever a Hamiltoniana

Ccomo

H(z,x,t) = Dy(x,t) |2|* (1 —iPsgn(2)®(2)) (1 — w(z,x,t)) —iD1(x, ).

(2.25)
Observe que a forma (2.23) nao garante uma funcao caracteristica valida e
isto depende essencialmente da fun¢ao w(z,z,t). Para @ = 0, terfamos uma
distribuicao estavel e o processo estocastico correspondente seria descrito por
uma equacao de Fokker-Planck generalizada dada na Sec. 2.3.1. Nesse caso em
particular, é possivel garantir a validade de H(z,x,t) e o processo estocastico
fica especificado apenas pelos coeficientes de drift e de difusao. De um modo
geral, é necessario garantir que H(z,x,t) também possa ser escrito como a
Eq. (2.22) ou uma forma limite a partir desta expressao.

E possivel relacionar as duas expressoes (2.22) e (2.25). Para isto, é neces-
sério determinar o expoente « e as constantes s, £ e § da representacao de Lévy
a partir da fungao caracteristica ¥ (z) que aparece em (2.22). Observamos que
¥(z) também possui uma representacao de Lévy com seus coeficientes caracte-
risticos ag,(3y, So € £o. A relagao entre ambos pode ser facilmente estabelecida
considerando o limite para z — 0 da funcao caracteristica.

Todas fungoes caracteristicas se comportam da mesma maneira nesse li-
mite: ¢(z) ~ 1 —|sz|" (1 —ifBsgn(z)®) + ilz, onde lembramos que w(z — 0).
Cada termo na expressao anterior controla um aspecto diferente da funcao
caracteristica e podemos determina-los a partir de operagoes simples. Deste

modo, verificamos que os termos « e (3 de ¢(z) s@o os mesmos que os de ¥(z),
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mas os coeficientes de drift e difusao ficam dados por
D1 = >\€O; D2 = )\88. (226)

Obtemos o valor de @,

B P(z) — 1
[s02]" (1 — ifsgn(2)®)’

w(z)=1 (2.27)
onde é possivel constatar que w(z) se aproxima continuamente de zero no limite

z — 0.

2.3 Equacoes dinamicas

A probabilidade de transicao infinitesimal pode ser escrita como

1 - - 2,2’ t)—iz(x—x'
Griser(z|2") = %/ dz e Ot H(za t)—iz(z—a") (2.28)
0

onde a Hamiltoniana foi definida anteriormente em (2.22) e (2.25). Vamos uti-
lizar esse resultado para definir uma equagao diferencial para G, (x|z’), avali-
ando [Gyistp (z]2') — G (x|2")] /0t a partir da equagao de Chapman-Kolmogorov
(2.4). O resultado disto é mostrado abaixo

1 /
OGuals') = tim = [ dy (Guralely) - 8o~ )] Gulyle').  (229)

Ao substituir a representacao de Fourier dos termos entre colchetes, o lado

direito da equacao se reduz a

: 1 ot H(z,y,t) e—iz(x—y) /
(slgin(JE/dy/dz e —1] o G (y|z").

o—iz(@—y)
— [y [ @2 B0 ) Gutyle). (230
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Dai obtemos uma relacao do tipo equagao de Schrodinger,

0,G (IBW/) = Wt Gtt/(x’$/)> (2-31)

= /dy Wiz, y)Gw (y)2), (2.32)

onde o operador Hamiltoniano W, que aparece na Eq. (2.31) possui o niicleo

—iz(z—1')

21

Wiz, 2) = / dz H(z, 2 1) (2.33)

A “Hamiltoniana” definida na Eq. (2.25) recebeu esse nome em analogia ao
mesmo objeto que aparece na representacao de integral de trajetérias em me-
canica quantica. E, de fato cumpre, ela cumpre um papel analogo ao da
Hamiltoniana tradicional no sentido de ser o operador de evolugao temporal.
E claro que esta “Hamiltoniana” nao representa a energia do sistema e, inclu-
sive, possui autovalores complexos: a analogia com a Hamiltoniana tradicional
cessa por aqui.

Utilizando as propriedades das transformadas de Fourier, é possivel re-
escrever (2.31) como uma equagao diferencial. No célculo de W;(z,z') na
Eq. (2.33), cada poténcia f(z')2" na Hamiltoniana vira uma vira um termo do
tipo f(2') (i9;)" 0(x — 2’). Ao aplicar cada um destes termos a Gy(x|z’) como
na Eq. (2.32), ficamos com (i9,)" [f(x)Gy (z|2")] . Esse resultado pode ser en-
tendido como uma regra de conversao de uma Hamiltoniana escalar em um
operador, ou uma “regra de quantizacao” na linguagem da teoria quantica. Se-
gundo o argumento anterior, um termo do tipo z"z™ na Hamiltoniana viraria
um operador (id,)" [#"] atuando em Gy (x|2’). Diferentemente da prescricao
de simetrizagao normalmente utilizada em mecanica quantica, que é dada por
rp % (Zp + px), a prescrigdo correta no nosso caso ¢ colocar os operadores
de “momentum” Z = i0, a esquerda dos operadores de posicao x.

E possivel mostrar que a discrepancia com relagao a regra utilizada na
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mecanica quantica se deve a utilizacao da integral estocastica de Ito ou a de
Stratonovich. O primeiro leva a regra de colocar os operadores de momentum
a esquerda dos operadores de posicao enquanto o segundo esté associado a

regra de simetrizacao.

2.3.1 Equacgoes de Fokker-Planck

Consideramos o caso especifico em que @ = 0 na Hamiltoniana (2.25), carac-
terizando um distribuicao infinitesimal estavel. Para comecar, explicitamos a
equagao mestra para a = 2, que corresponde ao processo de Wiener com ruido
Gaussiano. De acordo com a regra de “quantizacao” discutida anteriormente,

a equacao dinamica poderia ser escrita como
atht/($|ZE,) = {—ax [Dl(l’,t) ] + 82 [DQ l' t }Gtt’ |.I' ) (234)

que é a bem conhecida equacao de Fokker-Planck.

Caso o # 2, existe uma complicagao adicional pois o termo de momentum
z torna-se uma lei de poténcia fracionaria. Nesse caso, é necesséario definir
formalmente um operador

o—iz(z—y)

1w, (239)

A% f(z) = - / dzdy |2]° (1 - ifsgn(=)®)

que chamamos de uma derivada fracionaria®. Desta definicao, resulta a equa-

¢ao de Fokker-Planck generalizada

Gy (z|2') = {=0, [Di(z,t) -] + AZP [Dy(z,t) -]} G (z2). (2.36)

Valores entre 0 < a < 2 definem os chamados processos de difusao fractal,

3Em que pese, existem intimeras defini¢des de derivada fracionéria na literatura. Na
nossa defini¢do, recuperamos as derivadas ordinarias se 8 = 0 e se « for um ntmero par.
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associados a distribuigoes de Lévy com variancia infinita. E facil verificar que,
para a = 2, a derivada fracionéria coincide com 9? e a equagao de Fokker-

Planck usual é restaurada.

2.3.2 Equagao mestra e expansao de Kramers-Moyal

Ao avaliar a Eq. (2.33) utilizando a Eq. (2.22), obtemos

Wiz, 2') = M(a') [qu(]a) — 6(x — )],

tendo definido ¢;(z]|z’) = [dzyx(z]2)¢ _u(x w). Esse resultado também foi
obtido em (2.9), onde identificamos W (x|z") = \(2')q(z|2’) e é equivalente a
equagao mestra (2.8).

E possivel escrever a mesma equacdo na forma diferencial expandindo
Yi(z]2") em série de poténcias. Caso ¥(z|z') seja uma fungao analitica, te-
riamos

() =1+ W (iz)" . (2.37)

A Hamiltoniana corresponde portanto a

Z””‘T (o ZD 2 t)(iz)" (2.38)

onde D, (z',t) = M(2")pn (2, t)/n! e p,(2’,t) sdo os momentos estatisticos de
q(z]z") em torno de z’. A regra de “quantizacao”, que corresponde a colocar
os operadores de momentum & esquerda resulta na conhecida expansao de

Kramers-Moyal

0.C-(al2’) = 3 (1) (Dl (G (ala'). (2.39)

n=1

A expansao de Kramers-Moyal geralmente é escrita com o intuito de truncé-
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la até uma ordem finita. No entanto, de acordo com o teorema de Pawula,
qualquer truncagem da Eq. (2.39) até o termo n > 3 gera distribuigdes negati-
vas, geralmente em tempos transientes. Ainda que o comportamento seja inde-
sejavel, muitas vezes é interessante resolver a série truncada como aproximacao

para o problema mais complicado de resolver a equagao mestra completa.

2.3.3 Ruido de Wiener: formulagao Lagrangiana

Wiener introduziu a nocao de integral de trajetoria ao estudar o movimento
Browniano. Esse formalismo assume que o = 0 e a = 2, correspondendo a
Hamiltoniana

H(z,z,t) = —Do(x,t) 2* 4+ Dy (z,t)2. (2.40)

A interpretagao fisica desta escolha é que a probabilidade de realizar uma
transicao infinitesimal é uma Gaussiana com variancia 2D,0t e média D;dt.
O coeficiente de drift D, representa uma tendéncia enquanto D, caracteriza a
flutuacao aleatoria: esta interpretagao se aplica a qualquer distribui¢ao, mesmo
quando a média e o desvio padrao nao sao bem definidos.

O processo de Wiener corresponde a um dos poucos casos onde é possivel

realizar as integragoes sobre z na Eq. (2.15). O resultado é a expressao
P(z|zy) = G (xn|T0) dry = /Dac e~ 5=l (2.41)
onde a nova “agao” S" = [ dt L(x, &,t) ¢ escrita para a “Lagrangiana’

Lz, i, t) = (i — Dy(x,1))?, (2.42)

4D2(I’, t)

tendo definido a derivada de x(t) como uma diferenca finita i (t;) = (z; — x;_1) /5t*.

4A  versdio discretizada da  Lagrangiana  seria  escrita como  L; =
[(x; — xi—1) /0t — D1(xi-1, ti,l)]Z /4Ds(x;-1,t;—1), onde a agdo corresponde & soma
S =N, 8L
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. ~ , N .~
O elemento de integragao é Dx =[], _, % e adotamos a prescri¢ao
TL2(Tn—1,04

de nao integrar sobre dx

Ainda que os nomes “acao” e “Lagrangiana” sejam sugestivos, é necessario
interpreta-los com um pouco de cautela. Ao tentar encontrar a trajetoria mais
provavel, a que minimiza a ac¢ao definida para a Lagrangiana (2.42), é tentador
utilizar a experiéncia prévia com as equacoes de Euler-Lagrange. No entanto,
isto nao funciona.

Considere um processo em que D, é constante e D depende apenas de z.

A acgao desse processo estocéstico se escreveria explicitamente como

1

[ —
4D,

/ dt [&* 4+ Dy (z)* — 2 Dy(z) &), (2.43)
0

onde o ultimo termo representa uma derivada total em t: definimos D; =
dG/dz, e assim dG/dt = Dyi. O termo com a derivada total ndao pode ser
desprezado como acontece na fisica classica. Na integral de Ito, o teorema
fundamental do calculo para trajetérias do movimento Browniano se escreve

Cco1mo

/O "4 (t) Dy(2) = Ga(r) — G(x(0)) — % /0 ' dthd;f). (2.44)

Usando estas regras de integragao de maneira consistente, a agao (2.43) seria

equivalente a expressao abaixo

1

—
4D,

4 dD
/ dt [332 + D} + DZ—I] + cte, (2.45)
0 dx

onde a diferenga com relagao ao resultado classico decorre das trajetorias (t)
nao serem Riemann-integraveis.
Como proceder a partir dai?

Os termos D? e dDy/dx sao Riemann-integraveis e portanto nao apresentam
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grandes problemas. O termo cinético, no entanto, é probleméatico: a derivada
das trajetorias do movimento Browniano diverge em quase todos os pontos, e
possivelmente algo pior acontece com a derivada ao quadrado. Aqui é neces-

sario voltarmos para a definicao da integral (2.45) como uma soma discreta,

ou seja,
N-1 2
. 1 (xn-i-l - xn) le (mn)
S = lim —— S 4 6t Dy (x,)? 4+ Dy———— 2.46
N 4Dy et ot + 1(%n)” + Ds dx, ( )
Minimizamos a ac¢ao impondo que %S’ (2o, ...,zn) = 0. O resultado, é
20; — Ty — T dD(z;) d? D (x;)
= Dy(x;))————= + Dy—————=, 2.47
0t2 (i) dx; + dx? ( )
que corresponde a versao em diferencas finitas da equacao diferencial
dD1 d*D
t(t) =D D : 2.4
B(t) = i)t + Dy (2.48)

Incidentalmente, a Eq. (2.48) também resulta de se utilizar as equagdes de

Fuler-Lagrange com a seguinte Lagrangiana

L=—|#"+D}+ Dy—|, (2.49)

que é o mesmo termo que aparece no integrando da Eq. (2.45). Essa Lagran-
giana também aparece quando reescrevemos a integral (2.43) para o calculo
de Stratonovich. Deste modo, alguns autores argumentam que a Eq. (2.49)
fornece a “verdadeira Lagrangiana” do sistema enquanto que Eq. (2.42) estaria
errada. Talvez esta afirmacao seja muito forte: utilizando as regras do célculo
de Ito de maneira consistente, a Eq. (2.42) ¢ equivalente & Eq. (2.49). Na
realidade, é possivel mostrar que a Eq. (2.49) é uma representagao valida da

Lagrangiana em qualquer calculo [23]. Na regra de Ito, a Eq. (2.49) também é
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equivalente & Eq. (2.42). Na regra de Stratonovich construimos Lagrangianas
equivalentes adicionando termos de derivada total no tempo — outras regras

correspondem a diferentes critérios de invariancia.

2.4 Conclusao

Historicamente, a integracao funcional surgiu com Wiener no contexto de pro-
cessos estocésticos. No entanto, & excecao da equacao de Fokker-Planck, as
técnicas de integracao funcional sao invariavelmente apresentadas em conexao
formal com a mecénica quantica e seus operadores, regras de comutagao, etc.
Um dos objetivos desta exposigao foi explicitar que esta incursao pela mecanica
quantica nao é necesséaria.

Uma dificuldade na formulacao do processo estocéstico que nao aparece
em mecanica quantica é o problema de representacao de modelos. A tnica
exigéncia formal sobre a Hamiltoniana quéntica é que a mesma seja Hermi-
tiana: ¢ trivial definir um modelo quéntico (mais dificil ¢ definir um modelo
com uma fisica interessante). A situagao na teoria de processos Markovianos
¢ menos encorajadora: sao conhecidas algumas classes de Hamiltonianas que
geram probabilidades de transicao legitimas. Mas, estes modelos esgotam to-
dos os casos? Dada uma Hamiltoniana arbitraria, como descobrimos se ela
representa corretamente um processo Markoviano?

Apresentamos o critério geral que determina quais sao as Hamiltonianas
legitimas para um processo estocéastico. Com isto, é possivel formular modelos
Markovianos inteiramente na linguagem de integragao funcional. Acreditamos
que a existéncia de um critério deste tipo pode encorajar pesquisas futuras
na utilizacao do formalismo de integrais de trajetoria para analisar processos
Markovianos.

A formulacao Hamiltoniana permite mapear todos processos estocasticos
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Markovianos que existem. Essa generalidade vem com um prego: nem sempre
¢ possivel escrever a agao na forma Lagrangiana. Por esse motivo, alguns
métodos importantes como a aproximacao de WKB nao funcionariam. Um
tema natural para a pesquisa futura é considerar métodos aproximativos que

também funcionem nestes casos.



Capitulo 3

Processos de saltos

Feller mostrou que todo processo Markoviano auténomo € um processo de sal-
tos ou se aproxima de um por um limite [16]. Obtemos uma demonstracao
alternativa deste resultado resolvendo explicitamente a equagao de Chapman-
Kolmogorov. A solugdo € obtida em etapas, relaxando progressivamente as
restricoes sobre um processo simples, cuja solucao € trivial, até contemplar
processos auténomos arbitrdrios. A solucao apresentada € menos abstrata e
pode ser interpretada de maneira mais direta que os resultados anteriores. A

desvantagem € que o resultado obtido é um pouco menos geral.

A equacao mestra e a integral de trajetorias sao duas formulagoes para
determinar a probabilidade de transicao de um processo Markoviano que es-
sencialmente evitam atacar diretamente a equagao de Chapman-Kolmogorov.
O motivo para isto é 6bvio: se trata de uma equacao integral nao-linear extre-
mamente dificil de se resolver.

Neste capitulo nos limitamos a processos auténomos definidos pela proba-
bilidade de transi¢do Gy (x|z’) depender apenas da diferenca entre os tem-
pos 7 = t — t'. Nesse caso, mostramos que é possivel resolver a equacao de

Chapman-Kolmogorov explicitamente.

95
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Para processos auténomos, a equacao de Chapman-Kolmogorov se simpli-

fica como

Grirale') = [ dyGolaly) oo (3.1

onde G,(x|z") representa a probabilidade de transi¢ao de z’ para x passado
um tempo 7.

Iniciamos a exposicao com um exemplo simples, que generalizamos em eta-
pas. Na Sec. 3.1, consideramos que a probabilidade de transi¢ao é homogénea
na variavel de estado, ou seja, G, (z|z') = G, (x — 2'). Essa simplificagao per-
mite obter uma solugao analitica exata e servira como apresentacao de varias
idéias importantes. Depois generalizamos para a situacao onde a probabili-
dade de transicdo nao é homogénea em z, mas é analitica em 7 (Sec. 3.2).
Finalmente, na Sec. 3.3, invocamos um resultado previamente conhecido de-
vido a Feller [16] que diz que todo processo Markoviano auténomo pode ser

aproximado por um processo de saltos.

3.1 Processos homogéneos

Considere processos Markovianos invariantes por translagao tanto em x quanto
em t. A probabilidade de transi¢ao se escreve como G (z|z') = G,(x — '),
onde 7 = t —t/. Assim, a equacao de Chapman-Kolmogorov se torna uma

convolugao

Geriole) = [ dy Gl = )G (o), (3.2

que pode ser facilmente resolvida no espago de Fourier. A convolugao de distri-
buicoes de probabilidade descreve um processo de soma de variaveis aleatorias.
Assim, G, (z) ¢ a distribui¢ao da soma de duas variaveis aleatorias cujas dis-
tribuicoes sao G, (x) e G ().

Definimos a fungao caracteristica (FC) de G, (x) como ¢, (z) = [ dx G (x)e**.
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Escrita para as fungoes caracteristicas, a convolugao (3.2) se simplifica,

¢T’+T(z) = ¢T’(z)¢7(’z) (33)

A solugao geral para a equacao anterior é

¢r(z) = 77 (3.4)

No entanto, a Eq. (3.4) ainda ndo representa a resposta final: somente as
solucdes que correspondem a distribuicoes de probabilidade nos interessam. E
necesséario garantir que a Eq. (3.4) ¢ uma FC vélida.

A Eq. (3.4) representa a FC de uma distribuic@o infinitamente divisivel,
ja que equivale a soma de um numero arbitrario de variaveis distribuidas de
acordo com ¢, /,,(2). Deste modo, a forma geral da FC em (3.4) é prescrita pelo
teorema de De Finetti apresentado no capitulo anterior (pagina 2.1). Usando

esse resultado, vemos que

o(z) = 67/\(¢(2)—1)7 (3.5)

onde A é uma constante com unidade de freqiiéncia que corrige a dimensiona-
lidade do expoente e 1(z) é uma FC arbitraria. Essa expressao garante que
a solucao da equacao de Chapman-Kolmogorov de fato representa uma dis-
tribuigao. Mais ainda, segundo o teorema de De Finetti, qualquer solugao da
Eq. (3.2) pode ser escrita como a Eq. (3.5) ou como um limite de expressoes
deste tipo.

Convém introduzir uma nomenclatura adicional. A Eq. (3.5) representa o
que chamamos de uma forma canonica de De Finetti. Ja as FC’s que resultam
de um limite a partir da Eq. (3.5) sdo o que chamamos de formas limite de De

Finetti. A Gaussiana é um exemplo tipico do segundo caso.
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3.1.1 Dinamica de saltos

O movimento Browniano de Einstein e os voos de Lévy sao dois exemplos de
processos decorrentes de uma forma limite de De Finetti. Em ambos os casos,
as caracteristicas das trajetorias resultantes sao muito bem compreendidas:
ambas sao continuas e nao diferencidveis em quase todos os pontos. A pergunta
que se coloca aqui ¢ a seguinte: existe uma assinatura comum as trajetorias

que decorrem de processos com a forma canonica de De Finetti?

X(t)

0 10 20 30 40
tempo (t)

Figura 3.1: Processo de saltos em duas escalas de tempo distintas. A linha
clara resulta de um processo com A = 1 e saltos Gaussianos de variancia 1 e
a linha escura foi produzida de maneira semelhante com A\ = 10 e variancia
0.3. Em freqiiéncias altas e saltos pequenos as trajetorias se assemelham as
trajetorias de um movimento Browniano.

A resposta é positiva: as formas candnicas de De Finetti definem processos

que evoluem por saltos discretos, como mostrado na Fig. 3.1. Para ver isto,
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expandimos a Eq. (3.5) em uma série de poténcias em torno de 7 = 0,

O (2) = e |1+ Amap(2) + —=L(2)? + ... (3.6)

=Y P(nlr)¢(2)", (3.7)

onde P(n|t) = (A1)"/nl. A equagao para a probabilidade de transigdo é
portanto

Gr(z) =) P(n|r)q(x|n), (3.8)

onde ¢(z|0) = d(x) e g(z|1) = g(x) é a densidade de probabilidades associada

a FC 1 (z). As probabilidades ¢(z|n) sao definidas pelo produto de convolugao

a(aln) = g(z) * (z) + - % q(a). (3.9)

~~
n vezes

A Eq. (3.8) determina que, passado um tempo 7, existe uma probabilidade
P(n|7) de fazer uma transicdao segundo q(x|n). E 6bvio pela definicao (3.9),
que g(z|n) é a probabilidade da soma de n variaveis distribuidas como ¢(z).
Em outras palavras, a evolugao segundo G.(z) é decomposta em uma parte
P(n|7) que diz quantas transi¢oes foram feitas até o tempo 7 e outra parte
que diz o estado final apos somar as n transigoes distribuidas segundo ¢(z).

Uma maneira 1util de conceber esse processo é utilizando a nocao de tempo
de sobrevida. O termo P(0|7) = e™*" determina a chance que nenhuma tran-
si¢ao ocorra até o tempo 7. Queremos determinar a probabilidade p(t) dt para
que a primeira transi¢do ocorra exatamente entre ¢ e t+dt. E claro que P(0|7)
contém essencialmente esta informacao ja que corresponde & probabilidade de
que o instante ¢ em que ocorre a primeira transi¢ao seja maior que 7. Sendo

assim, 1 — P(0|7) é a probabilidade cumulativa [ dt¢p(t). Diferenciando esse
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termo por 7 obtemos a probabilidade desejada
a —AT
p(T) = 5 [1— P(O]7)] = e 7. (3.10)
T

A simulag@o de um processo descrito pela Eq. (3.10) é entao muito simples:
(1) utilizando p(7), sorteia-se a duragao do intervalo de espera no qual o estado
do sistema nao se altera, (2) realiza-se uma transi¢ao de tamanho distribuido

de acordo com ¢(x), e (3) itera-se o processo indefinidamente.

3.2 Processos analiticos em 7

Os resultados obtidos na se¢ao anterior dependem da condig¢ao de homogenei-
dade espacial que reduz a equacao de Chapman-Kolmogorov a uma convolucao.
Nessa se¢ao, relaxamos a restricao de homogeneidade espacial e obtemos a so-
lucao para qualquer processo autonomo. Esse é o principal resultado original
deste capitulo.

Supomos que a probabilidade de transigao G (z|z’) é analitica em 7. Deste
modo, é razoavel esperar que a equagao de Chapman-Kolmogorov para G (z|z’)
implique em relagoes trataveis para os coeficientes da série de poténcias de

G, (x|z"). Antes de fazé-lo, convém escrever a probabilidade de transigado como
G (zla’) =) P(n|r,2') q(z]a’,n), (3.11)
n=0

onde ¢(z|2’,0) = §(x — 2’) e tanto P(n|r,2") quanto ¢(z|z’,n) sdo probabili-
dades ainda indefinidas.

A probabilidade cumulativa [*__ dy G, (y|z') possui necessariamente uma
descontinuidade em x = 2’ com uma amplitude que, em geral, depende tanto
de 7 quanto de z’. Essa descontinuidade se traduz em um termo proporcional

a uma delta de Dirac na densidade G, (z|2"). Obviamente, para 7 = 0 a des-
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continuidade assume seu valor maximo de 1 ja que Go(z|2') = §(x — ). A
amplitude desta descontinuidade é a funcao de sobrevida mencionada anteri-
ormente, que aqui denotamos por S, (z'). A suposigao que G, (z|z’) é analitica
em 7 implica que S, (2') também o é.

Considere a expansao em série de poténcias de

G, (zl2') NN A
W = R, (z,2') = ch(x,x )" (3.12)

n=0

Cada coeficiente ¢, (z,x’) deve ser normalizavel para que G,(z|z’') também o
seja. Definimos a,(2') = [ dz c,(z,2’) para introduzir os novos coeficientes
q(zlz’,n) = cp(z,2") /a,(2') e P(n|t,2") = S;(2")a,(z")7". Estes sdo os mes-
mos coeficientes que aparecem na Eq. (3.11).

As probabilidades ¢(z|z’,n) sdo normalizadas por definigdo. J4 a norma-
lizagdo de P(n|t,2’) é estabelecida facilmente ao integrar a Eq. (3.11) por
z. Note que o fator S;(z') é comum a todos os termos P(n|7,z’) e portanto

podemos reorganizar a condicao de normalizacao como

Sp(@) 7 = an(a)r" (3.13)

Daqui segue que os coeficientes da expansao em série de poténcias de S, (z')~!
determinam completamente os coeficientes a,,(z’).

Dos vérios processos descritos pela Eq. (3.11) (ex., Ref. [3]), a pro-
priedade Markoviana surge apenas de familias de probabilidades P(n|r,2’) e
q(z|z’,n) muito especificas. Primeiramente, mostramos que a fungao de so-
brevida S, (2") de um processo Markoviano é necessariamente um decaimento
exponencial. Posteriormente, mostramos que a seqiiéncia de probabilidades

q(x|2’,n) depende apenas da distribuigao q(z|z’) = q(x|2’, 1).
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3.2.1 Funcao de sobrevida

Toda distribuicao de probabilidades pode ser fatorada de maneira univoca em
uma parte continua e em outra parte descontinua (esta fatoragao sera tratada
explicitamente na Sec. 4.2.3, vale observar que aqui nos referimos a conti-
nuidade da distribuigdo cumulativa de probabilidades). A parte descontinua
consiste em uma mistura de funcoes delta de Dirac.

Consideramos distribui¢des que possuem pelo menos um ponto de descon-

tinuidade em = = 2’. Deste modo, ¢ possivel fatorar G (z|z’) como
G (z|z") = S, (2")o(x — ) + H (z]2"), (3.14)

onde H,(z|x') ndo possui nenhuma descontinuidade em = = z/, mas pode pos-
suir uma descontinuidade em outros pontos. Substituindo (3.14) na equagao

de Chapman-Kolmogorov, obtemos

Grir(z|2") = Srid(x — 2') + Hepr (z]2), (3.15)
= S, (a!)Su(a/)oa — ) + [ dy Holaly) Holole)

+ S (x)Hp(x|2") + Sy (2" H, (x]2). (3.16)

Basta que a convolu¢ao [ dy H,(z|y)H, (y|z') ndo possua nenhuma desconti-

nuidade em 2’ para que seja possivel afirmar que
Srir(a') = S-(2") S (). (3.17)
Essa equacao é satisfeita somente se
S (2) = e M7, (3.18)

onde A(z’) é uma fungdo arbitraria de 2’. Utilizando a relagao (3.13), segue
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imediatamente que

AET" ey

n!

(3.19)

p(n|7, ) =

Assim como no caso homogéneo, as probabilidades p(n|7,z") definem um pro-
cesso de Poisson. A diferenca esté essencialmente em que agora a taxa de
transigoes A(z') pode depender do estado z’.
Existe uma lacuna nesta demonstracao: é necessario definir em que con-
digoes o termo [ dy H,(z|y)H. (y|z’) nao resulta em uma descontinuidade em
, . . . .
2'. Para isto, consideramos a maneira mais geral que um ponto de descon-

tinuidade pode aparecer na probabilidade de transicao G.(z|z’), dada pela

fatoracao abaixo
Gr(x|r') = S (@)o(x — ') + > Au(r,a)8 (x = fula')) + H (z]2'). (3.20)

A funcdo HY (x|2) representa a parte continua da probabilidade de transi¢ao
e as fungoes f,(z') e A,(7,2") sdo até certo ponto arbitrarias. Cada termo
no somatorio representa portanto uma transigao de z’ para f,(z’) que ocorre
com uma probabilidade A, (7,2). E possivel mostrar que as funcoes f,(z')
nao podem depender de 7 para que a propriedade Markoviana seja satisfeita.

A equagao de Chapman-Kolmogorov implica em restrigoes fortes sobre a
probabilidade de transigdo e, em especial, sobre as fungoes f,(z'). Antes de
proceder, é conveniente introduzir a notagao Ag(7,2') = S, (2') e fo(z') = 2" e
desconsiderar a parte continua de G (x|z') (ela pode ser facilmente recuperada,
mas a desconsideramos por simplicidade do argumento). Substituindo (3.20)

m (3.1), obtemos

WE

Grir(zlz) =) Ap(t+ 7,20 (x — fu(2)), (3.21)

0

3
Il

Z (7, fin (@) Am(7:27)8 (2 = fo (fm(2)))) . (3.22)

I
-
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Os pontos de descontinuidade de (3.21) obviamente devem ser os mesmos
que (3.22). Fica claro, portanto, que o conjunto de fungodes { fo, f1,..., fn}
deve ser fechado pela operacao de composicao '. Escrevendo explicitamente,

temos

fao fon = s (3.23)

onde M,,, ¢ a “tabela de multiplicagao” do conjunto. Todos os termos nu-
los de M, identificam composi¢oes de funcgoes f, o f,, = fo. Estes termos
contribuirao para a forma da fun¢ao de sobrevida.

A suposicao que fizemos no inicio da secao corresponde & imposicao que
o0 tnico termo nulo na tabela de multiplicagao seja My, (esse termo é sempre
nulo ja que fyo fo = fy). Caso isto nao se verifique, ao invés da Eq. (3.17),

chegaremos a equagoes funcionais do tipo

Srir(z') = S (2)Sp(2") + F(r,7), (3.24)

onde F(7,7') é a soma sobre todos os termos A; (7, fj(z')) A;(7',2') em que
fiof; = fo, exceto fyo fy que fornece a contribuicao S;(2')Sy (2') ja considerada
em (3.24).

Ainda que seja possivel definir consistentemente processos onde relacgoes
do tipo (3.24) aparecem, nao iremos consideréa-los na presente exposi¢ao. Em
principio, é possivel utilizar um raciocinio analogo ao que apresentaremos para
definir estes processos completamente. No entanto, ignoramos esta possibili-
dade deixando-a para um trabalho futuro. De agora em diante, assumimos

que S, (1) = e @7,

1'Usamos a notagao corrente (f o g) (z) = f(g(x)).
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3.2.2 Probabilidade de saltos

Uma vez que P(n|r,2’) for conhecida, as probabilidades ¢(z|z’,n) seguem de
substituir a Eq. (3.11) na equagao de Chapman-Kolmogorov (3.1), comparando
ordem a ordem de 77"". Em especial, obtemos uma relacao de recorréncia

escolhendo os termos com 77" em ambos os lados da equagao,

dfalaln+1) = [ dyKe.ya) alyle'n) (3.25)
onde
K(z,y,2') = {1 — ))\\((;J/))} ér—y)+ ))\\((xy,))q(x\y) (3.26)

Na relagao anterior, definimos ¢(z|z") = ¢(x|z’,1) para simplificar a notagao.
Se a taxa de transigoes ndo depender do estado, entao a Eq. (3.25) assumiria

a forma mais simples

q(zp|xo,n) = /d$1 o dTy_q H q(zilziq). (3.27)

=1

Processos com uma taxa de transicao dependente do estado podem exibir di-
fusdo anomala [61, 30|, sendo que alguns processos definidos em em fractais
também possuem esta propriedade [53]. No entanto, nos concentramos no caso
em que a taxa de transicao é constante, que resulta nas relagoes mais simples
para as probabilidades ¢(z|z’,n) na Eq. (3.27).

Em uma série de casos, as probabilidades de transicao de processos Mar-

kovianos autonomos descrevem processos de saltos e sao dadas por

G(zla") =) %e—w% (x|’ n). (3.28)

Mostraremos por um argumento simples e genérico que mesmo 0s casos nao

contemplados na demonstracao anterior podem ser escritos como um caso li-
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mite de um processo de saltos [16]. No entanto, ao abordar a equacdo de
Chapman-Kolmogorov explicitamente, como foi feito nesta se¢ao, obtemos uma
no¢ao mais precisa de como cada termo em (3.28) deve ser interpretado e quais

sao as possibilidades contempladas em diferentes processos Markovianos.

3.3 Limite de processos de saltos

Considere operadores G, que agem em elementos f(z) do espago de fungoes

integraveis como

G, f(x) = / dy G (zly) (). (3.29)

Essa notacao é especialmente conveniente pois a equagao de Chapman-Kolmogorov

vira uma definicao de semigrupo
Grir =Gy G, (3.30)
cuja solucao geral é dada por
G,=e", (3.31)

onde W & o gerador de evolucao temporal. No entanto, talvez a Eq. (3.31) seja
excessivamente geral: a positividade e normalizacdo de G, (x|z') sdo preserva-
das apenas para geradores de evolugao temporal muito especificos.

O operador de transicao satisfaz a relacao
Gr = (Grym)", (3.32)

para todo m finito. A equagao (3.32) é exata, mas de uso muito limitado se
ainda nao se conhece G,. Para obter uma prescri¢ao util a partir da Eq. (3.32),

consideramos uma aproximacao Ty, ~ G, valida para d7 muito pequeno. O
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operador aproximante Ty, nao precisa ser um processo Markoviano, mas deve

ser semelhante o suficiente a G, no sentido preciso que
lim == — (. (3.33)

Uma escolha conveniente é Ty, = 14+57 W, que satisfaz a Eq. (3.33) — mas, na-
turalmente, existem varias outras possibilidades. De todo modo, se a Eq. (3.33)
for satisfeita, podemos trocar G/, por T/, em (3.32). O erro é da ordem de
(Ts, — Gs,) /0T e portanto desaparece no limite 7 — 0. De uma maneira bem
formal, esse raciocinio corresponde ao formalismo de integrais de trajetoria
para processos Markovianos.

Reescrevemos W, sem perda de generalidade, como
W=XQ-1), (3.34)

onde A é um parametro arbitrario com dimensao de [tempo]™! e @ é um ope-

rador. O aproximante Ty, considerado anteriormente se torna
Tsr = (1 — A7) + (A7) Q, (3.35)

que é simplesmente a definicao infinitesimal de um processo de saltos. Assim,

apoés substituir esse resultado em (3.32) e tomar o limite m — oo, ficamos com

—AT

G, = 2; en! )" Q™ (3.36)

E 6bvio que se () representar uma probabilidade condicional valida, en-
tao G.(z|z’) também o serd. A Eq. (3.34) portanto fornece uma prescri¢ao
para definir um operador de evolucdo temporal W que resulta em probabili-

dades de transi¢ao positivas. No entanto, ndo esté claro se Eq. (3.36) é uma
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representacao geral de um processo Markoviano ou nao.
E possivel aproximar qualquer processo Markoviano auténomo por uma

série convergente de processos de saltos. O limite mencionado é o seguinte:

G, = Jim (Gin-1) (3.37)
o= (A7) e n
= lim % (Gin)" . (3.38)
n=0 ’

A prova deste resultado se resume a mostrar que apenas os termos n >~ At
contribuem para o somatorio na Eq. (3.38). (Esse teorema é uma versao sim-
plificada de um resultado encontrado em [16].) A média e o desvio padrao da
distribuicao de Poisson que pesa os fatores (Gl /)\)n sao respectivamente A7 e
V7. Assim, a massa de probabilidade é praticamente toda concentrada no
intervalo ny = At 4+ kv/A7 para um namero k suficientemente alto de desvios-
padrdo em torno da média?. Deste modo, desprezamos os termos no somatério
com n ¢ [n_,n;] pois estes contribuem com uma fragao arbitrariamente pe-
quena da massa de probabilidade total.

Para A\ — o0, cada termo do somatoério truncado converge para um termo

proporcional & GG,. Para verificar esse fato, observamos que

(Gi)™ =Gy =G (3.39)

Tk\/T/N’

que para A — oo, claramente se reduz a GG,. A série truncada converge para
G, fora um fator arbitrariamente proximo de 1 (a massa de probabilidade
que a série carrega). Chamamos o termo em que n = A7, de termo principal
da série. (3.38). Esse argumento estabelece que, a parte de uma vizinhanga

arbitrariamente préoxima do termo principal, todas as outras contribuicoes a

2Uma colocacdo mais precisa desta afirmacao pode ser feita invocando a desigualdade
de Chebyshev. Assim, estabelecemos que a massa de probabilidade incluida nesse intervalo
é maior ou igual a 1 — 1/k?. Para um limite mais preciso, também seria possivel calcular
explicitamente a distribuicao de quantis da probabilidade de Poisson as custas de uma forma
matematica mais elegante.
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série (3.38) desaparecem para A — oc.

3.4 Conclusao

Em um processo Markoviano, deve-se garantir que a probabilidade de transi-
¢ao obedece a equacao de Chapman-Kolmogorov. Existem algumas maneiras
de definir modelos que satisfazem esta restri¢ao, onde ja mencionamos as inte-
grais de trajetoria e as equagoes mestras. Nos dois casos, a resposta é obtida
respectivamente pela solucao de uma integral funcional ou de uma equagao
integro-diferencial. Esse passo, de escrever a probabilidade de transi¢cao como
a solucao de um problema matematico especifico nao é estritamente necessario.

Resolvemos a equacao de Chapman-Kolmogorov de processos auténomos
supondo que a probabilidade de transi¢ao de z(t) para x(t 4 7) é analitica em
7. A solucao obtida representa um processo de saltos, que é parametrizado
pela probabilidade de cada salto e uma taxa de transi¢oes. Feller mostrou que
todo processo Markoviano pode ser aproximado por um processo de saltos no
limite em que a taxa de transicoes A — oo. Para que isto seja verdade, a

probabilidade de saltos deve ser definida como

q(z|z") = Gy (z]a'). (3.40)

Esse resultado é denominado de férmula exponencial para os processos Mar-
kovianos. O resultado que obtivemos se superpoe com o teorema de Feller em
alguns aspectos, mas as duas demonstragoes nao sao inteiramente equivalentes.

Nossa preocupacao foi obter explicitamente as solugoes da equacgao de
Chapman-Kolmogorov. A solugao geral obtida permite-nos construir expli-
citamente todos processos Markovianos que satisfazem as hipoteses da nossa
demonstracao. O teorema de Feller, ou a féormula exponencial do processo

Markoviano, nao faz algumas destas hipoteses (como a analiticidade em 7) e



CAPITULO 3. PROCESSOS DE SALTOS 70

nesse sentido é mais geral que o nosso. No entanto, nao podemos encara-lo
como a solucao geral da equagao de Chapman-Kolmogorov. A férmula ex-
ponencial mostra como criar aproximacoes de um dado processo Markoviano
como um processo de saltos.

A férmula exponencial do processo Markoviano justifica a suposicao de
analiticidade que fizermos anteriormente. Ainda que nem todo processo Mar-
koviano autdénomo seja analitico, é sempre possivel construir uma aproximacgao

analitica tao semelhante quanto se queira do processo estocéstico original.



Capitulo 4

Covariancia, ergodicidade e

difusao

As diferentes condigoes de mistura tentam capturar a no¢ao de uma varid-
vel estocdstica que “esquece” seu valor inicial. Jd a ergodicidade determina se
as médias temporais sao iquais as médias de ensemble. Mostramos que duas
condigoes de mistura (uma fraca e outra forte) implicam respectivamente duas
condigoes de ergodicidade (uma fraca e outra forte). Nosso resultado estd em
desacordo com um resultado recente de Lee [42] e é consistente com um teo-
rema que Khinchin demonstrou para sistemas cldssicos [33].

Morgado, et. al, mostraram como caracterizar o expoente de difusao de uma
particula descrita pela equagao de Langevin generalizada a partir da densidade
espectral da for¢a aleatorial49]. Reformulamos esse problema sem mencionar a
forca aleatoria. Ainda que os resultados se assemelhem, o critério apresentado
envolve apenas a densidade espectral do processo, enquanto que o de Morgado

utiliza transformadas de Laplace.

Considere um copo de agua pura. Em principio, nao ha muito o que obser-

var: a agua possui uma temperatura, volume, densidade, bem definidos e com

71
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umas poucas variaveis é possivel especificar as suas caracteristicas mais relevan-
tes. Essa simplicidade obviamente desaparece na descrigao microscopica: sao
cerca de 10%* moléculas fazendo movimentos complicados, trombando umas
com as outras, etc. Fundamentalmente, esta interacao complexa determina
aqueles poucos graus de liberdade que nos interessam no sistema macrosco-
pico. No entanto, transitar de um nivel de descrigao para outro é muitas vezes
impraticavel.

Para fazer a ponte com a dindmica microscopica é conveniente adotar uma
abordagem estocastica. Ao invés de considerar o estado de todas as particulas
que formam o sistema, é possivel obter varias informacgoes tteis considerando
apenas o estado de uma destas particulas e tratar o resto do sistema como
uma influéncia aleatoria sobre esta particula. Para evitar uma discussao muito
abstrata, denotamos a variavel de interesse de u(t) e assumimos que se trata
da velocidade da particula selecionada.

Muitas vezes, especificar o processo estocastico exato relacionado a wu(t)
pode ser tao complicado quanto desenvolver a dinamica microscépica explici-
tamente. Felizmente, varias informagoes de interesse podem ser obtidas sem
que seja necessario especificar um processo estocastico completamente. Em
alguns casos, apenas determinar os primeiros momentos estatisticos destas
distribui¢oes pode ser o suficiente. Este capitulo trata de processos definidos

parcialmente apenas pela média e pela covariancia da variavel estocéstica.

4.1 Matrizes de covariancia

4.1.1 Definicao

Considere a probabilidade a dois pontos P(uy, uy) = fi(u, u')dudu’. A proba-
bilidade marginal P(u;) = f;(u)du é definida como sendo fi(u) = [ du’ fu (u,u’)
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ou fy(u') = [du fi(u,u'). A meédia (u(t)) corresponde a

u(t) = /duft(u) u.; u(t) = /du’ fo(u). (4.1)

Usando a probabilidade a 2-pontos, escrevemos a matriz de covariancia do

processo. O segundo momento da distribuigao é

(u(t)u(t")) = /dudu' frer(u,u)un (4.2)

e a covariancia é dada explicitamente como

5(t, 1) = (ut)u(t’)) — p(t)p). (4.3)

Na presente discussao, estamos interessados em processos estacionarios,
que sao aqueles em que f;(u) ndo depende do tempo e todas as probabilidades
de N—pontos sao invariantes por deslocamento temporal (e.g., fu(u,u’) =
frerv+r(u,u')). A motivacao fisica é que os resultados nao sejam explicita-
mente dependentes da escolha do instante inicial ¢ = 0. Espera-se que esta
simetria seja violada apenas quando houver uma influéncia externa que de-
penda do tempo ou na descricao do regime transiente de um estado fora do
equilibrio.

A condigao de estacionariedade implica que a média u(t) ndo depende do
tempo e a matriz de covariancia ¥(¢,t') depende apenas da diferenga entre os
tempos. A partir destas duas condigoes nao é possivel deduzir a estacionarie-
dade de um processo estocastico, entao seria mais correto dizer que os sistemas
aqui considerados sao fracamente estaciondrios. Por fracamente estacionéario,

¢ logico, entendemos que pu(t) = cte e X(t,t') = X(t — t').
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4.1.2 Propriedades matematicas

E possivel identificar dois efeitos independentes codificados na matriz de cova-

ridncia: sao a correlacao e a flutuacao. A correlagao linear, definida como

X(t,t’):%; o(t) = /S, (4.4)

fornece uma idéia da similaridade da variavel u(t) avaliada em tempos dife-
rentes. O caso extremo em que correlacdo entre u(t) e u(t') ¢ +1, significa
que existe uma uma relagdo linear entre u(t) e u(t'). Ja o desvio padrao o(t)
fornece uma medida da flutuagao da variavel u(t) no instante ¢. Tipicamente,
u(t) permanecera dentro dentro do intervalo p + o(t), portanto quanto maior
o(t), maior sera o intervalo de valores em que u(t) costuma percorrer. (Pode-
mos reformular esta afirmacao de maneira mais precisa usando a desigualdade
de Chebyshev: a probabilidade que u(t) esteja até k desvios-padrao longe da
média é maior ou igual & 1 — 1/k? para qualquer distribuicdo.)

Nem toda funcao do tipo X(¢,#') ¢ uma matriz de covariancia valida. E 6b-
vio, pela defini¢cao da covariancia na Eq. (4.3), que 3(¢,t") deve ser simétrica
nos argumentos ¢t e t’. Existe, no entanto, uma condi¢cao bem mais restri-
tiva. A matriz de covariancia deve ser positivo-definida. Essa propriedade

serd apresentada na se¢ao que se segue.

Matrizes de covariancia

Definimos a matriz M;; = ¥(t;,t;), onde {t1,...,t,} é uma malha temporal
arbitraria. O processo estocastico para u(t) prescreve a probabilidade conjunta
P(uy,...,u,) de se obter qualquer vetor u = (uy,...,u,) nesta malha tem-
poral. Para efeito da presente discussao, consideramos momentaneamente que
esse processo seja conhecido e que seja possivel sortear amostras u; a partir de

P(u) = P(uy, ..., uy).
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Supomos por simplicidade que a média sobre esse ensemble é nula. A

covariancia de um ensemble com N amostras fica entao dada por

N
) 1
Mi; = lim ; (ug); (ur); (4.5)

onde (uy), denota a i-ésima componente do k-ésimo vetor. Podemos rees-

crever a relagao anterior de maneira mais elegante definindo o vetor wy =
1 : 1 N _ .

75 (k1 k2 - U ). Assim, ¥ Dopeo Uiktjr = (Wi, w;), onde (-,-) & o pro-

duto escalar definido usualmente. Generalizando a idéia anterior, vemos que

M;; ¢ uma matriz de covariancia se e somente se puder ser escrita como

onde {w;} é um conjunto de vetores com dimensoes arbitrarias.

A propriedade anterior é uma das maneiras como os matematicos definem
uma matriz positivo-definida. Na realidade, existe uma série de propriedades
equivalentes que cumprem o mesmo efeito. Deste modo, a matriz M sera

positivo-definida' se e somente se:

1. Vale a desigualdade viMv > 0 para todo v (estritamente positiva se

viMv = 0 apenas para v = 0).

2. Uma matriz M ¢ (estritamente)-positivo-definida se for Hermitiana e

todos seus autovalores forem (estritamente) positivos.

3. M pode ser decomposta como M;; = (v;,v;), onde {v;} é um conjunto
de vetores e (-,-) denota um produto interno. A matriz resultante sera
estritamente-positivo-definida se o conjunto de vetores for linearmente

independente.

INote que alguns autores utilizam uma convencdo diferente: usam “positivo-semi-
definido” e “positivo-definido” quando noés utilizamos “positivo-definido” e “estritamente
positivo-definido”.
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4. Existe uma nogao semelhante a de raiz quadrada de uma matriz positivo
definida. Ela é dada pela decomposicao de Cholesky, e significa que existe

uma matriz triangular superior R tal que

M = R'R. (4.7)

(Equivalentemente, existe uma matriz triangular inferior L tal que M =
LL"). Os elementos diagonais de R e L sdo maiores que zero no caso

estritamente positivo, além da decomposicao de Cholesky ser univoca.

5. Todos menores principais de M possuem determinante positivo ou nulo.
Os menores principais sao formados removendo um nimero arbitrario de
linhas e as correspondentes colunas da matriz M (i.e.: se removermos
a segunda linha é necessario remover a segunda coluna). Determinan-

tes estritamente positivos definirem uma matriz estritamente-positivo-

definida.

No caso estritamente positivo, a forma bilinear (v,u) = viMu define um

produto interno.

Operadores positivo-definidos

A relagao entre operadores positivo-definidos e matrizes positivo-definidas é
bastante direta. Definimos a matriz de covariancia M;; = 3(¢;,t;) sobre uma
malha {t1,...,t,}. Dizemos que o operador X(¢,t’) é positivo definido se todas
matrizes de covariancia M;; definidas pela prescri¢ao anterior sobre qualquer
malha temporal forem positivo-definidas|57].

Podemos inferir algumas propriedades de Y(¢,t') diretamente desta defini-
gao. Escolhendo uma malha com apenas um tempo, vemos que (¢, t) > 0
(podemos utilizar a propriedade (2), por exemplo, para estabelecer isto). Es-

colhendo {t, '}, junto com a propriedade (5), mostramos imediatamente que
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X(t,t) > |X(t,t')]. Observe que M ¢é Hermitiana e real, o que implica em
Y(t,t') = X(t',t). Estas propriedades sao tteis, mas obviamente nao sdo o
suficiente para assegurar a positividade de um operador.

Similarmente ao caso anterior, existem diferentes maneiras de caracteri-
zar um operador positivo-definido que espelham as propriedades das matrizes
positivo-definidas. Assim, considere o operador ¥ que atua em um elemento

g(t) do espago de fungoes,

(S-9) (1) = / au(t') (4, 1) g(t). (48)

O operador de covariancia é positivo-definido se e somente se g-3-¢g > 0 para
qualquer fungao g. Similarmente, um operador é estritamente positivo-definido

se g-X-¢g =0 apenas para g = 02.

Funcoes positivo-definidas: teorema de Bochner

Toda fungao f(7) define um nicleo pela prescrigao K (t,t') = f(t—t'). Dizemos
que uma funcdo f(7) é positivo-definida se K (t,t') representar o nicleo de um
operador positivo definido. Segundo um teorema devido & Bochner [45], uma

funcao é positivo-definida se e somente se puder ser escrita como

f(r) = /du(w) e T (4.9)

onde v(w) é uma medida.
Nos casos em que ji(w) possui uma densidade, dv(w) = S(w)dw, podemos

escrever

—iwT
e

27‘[';

(1) = /dw >(w) N(w) = /dT N(1)e™T, (4.10)

onde identificamos ¥(7) = f(7). Esse resultado ¢ conhecido como o teorema

2A Eq. (4.8) é uma integral de Stieltjes sobre a medida u(t). Caso u(t) possua uma
densidade, entao du(t) = %dt’ e a integral se reduz a integral de Riemann usual.
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de Wiener-Khinchin no contexto de processos estocasticos, mas simplesmente
reproduz o teorema de Bochner na teoria geral de operadores lineares. Para
obter um processo estocastico bem definido, é necessario que a variancia seja
finita, ou seja,

5(0) i/dwi(w) < . (4.11)

T o
Veremos adiante que esta propriedade determina se as trajetorias u(t) sao
continuas em quase todos os pontos ou nao.

No contexto mais especifico de matrizes de covariancia, adiantamos as se-
guintes conclusoes. Para que X(t — t') seja uma matriz de covariancia positivo
definida, basta que sua transformada de Fourier seja positiva, ou seja i(w) >0
(o que também garante que a matriz de covariancia é Hermitiana). Além
disto, para que a matriz de covariancia seja real, $(w) deve ser uma funcao
par. Enfim, ¥(w) é uma distribuicao simétrica (e geralmente normalizavel) das

freqiiéncias w.

Analise de autovalores

A equagao de autovalores para um nucleo positivo-definido (¢, ¢') com respeito

a uma medida v(t) se escreve como

/ At S )b = Ni(t). (4.12)

Assumimos que os autovalores sdo ordenados (A; > Ay > -+ > 0) e que as
auto-fungoes sdo normalizadas ([ dv(t)gi(t)d;(t) = ;). O teorema espectral

(ou teorema de Mercer), diz que o operador 3(t,t") pode ser escrito como
S(t, 1) =Y Ni(t)e; () (4.13)
i=1

e que os autovalores sao absolutamente somaveis, ou seja, > .~ |A;| nao diverge.
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Um fato interessante a respeito dos resultados acima é que tanto a decom-
posi¢ao espectral quanto os proprios autovalores dependem da medida v(t).
O espectro de autovalores torna-se continuo se a decomposicao é feita sobre
uma medida infinita ([ dv(t) = 0o). E possivel obter trivialmente o espec-
tro de autovalores de um nitcleo estacionario a partir do teorema de Bochner.

Escrevemos

-1 = [aute) = = [an) (m) (11

que, comparando com a Eq. (4.13), demonstra que as autofungoes sao do tipo
ondas planas e o espectro de autovalores ¢ dado por du(w). Se p(w) possui
uma densidade, du(w) = L(w)dw, entdo convém utilizar a densidade espectral

¥ (w) como uma representacao do nicleo estacionario.

Funcoes caracteristicas e covariancia

E conveniente explorar a relacio entre funcoes caracteristicas e as matrizes de
covariancia de processos estacionarios. Matematicamente, as condig¢oes sobre
ambas sao muito semelhantes, onde a maior dificuldade consiste em garantir
o carater positivo-definido. Primeiramente, existe a diferenca trivial que a
funcao caracteristica deve ser igual a 1 na origem para impor a normalizacao
das probabilidades. As matrizes de covariancia podem assumir qualquer valor
positivo, que identificamos com 3(0) = %. Mais importante é o fato que
matrizes de covariancia devem ser Hermitianas e reais, enquanto as fungoes
caracteristicas nao exigem tais propriedades.

A parte real de uma funcao caracteristica é sempre par e sua parte ima-
ginaria é impar. Para que uma funcao caracteristica seja real, é necessario

que ela defina uma lei de probabilidades simétrica. Deste modo, as matrizes

de covariancia sao sempre proporcionais as fungoes caracteristicas de variaveis
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aleatorias simétricas.

Escrevemos explicitamente a matriz de covariancia como

Y(1) =2(0)o(1), (4.15)

onde ¢(7) é a fungdo caracteristica de uma distribui¢ao simétrica. De maneira

analoga, temos a densidade espectral

S(w) = 2(0)f(w), (4.16)

onde f(z) é a densidade de probabilidades da distribui¢ao definida por ¢(7).
Esse resultado simples é de enorme conveniéncia: ele nos permite utilizar a
vasta literatura sobre funcoes caracteristicas no estudo de matrizes de covari-
ancia e vice-versa.

Mostramos alguns exemplos de distribui¢oes simétricas cuja fungao carac-
teristica é conhecida em forma fechada. Note que em todos os casos s > 0 é
um parametro de escala e v > 0 é um parametro de forma. (Ver Apéndice 8
para a defini¢do das fungoes especiais).

Também podemos utilizar distribui¢oes definidas apenas para argumentos
positivos e fazer uma extensao par das mesmas. A funcao caracteristica desta
nova variavel é simplesmente a parte real da fungao caracteristica original.
Aqui mostramos alguns exemplos deste tipo (sendo que a extensao par nao foi

realizada).

Nicleos integrais e transformacoes lineares

A combinagao linear de variaveis estocésticas define outra variavel estocéstica.
Considere um processo z(t) com média u(t) e covariancia X(¢,¢"). Definimos

um segundo processo y(t) de acordo com a relagao
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| Distribuigao Densidade f(z) | Fungao Caracteristica ¢(2) |
2
Gaussiana 22 e 257
3 K, (vV2v]sz|) (V2v]sz] 2
Student-t/Matérn - %F(V ( 2V82> ( F(V))2<V*1 )
Cauchy /Lorentz W[$2+52] eIl
; 1 —Jz[/s 1
Laplace/Exponencial -e ey
Lévy estaveis 3 (sem forma fechada) eI+l
Retangular 4 %rect (%) % sin (%sz)
Triangular ° tri (%) # (1 — cos(sz))
Logistica fssechz (g—i) %
Secante Hiperbolica Q—isech (%) sech (sz)
Semi-circulo ﬁ §%2 — 2 pRACD]
6 1 T 72 sin(sz)
Cosseno truncado % [1 + cos (Wg)] ()
7 1 || Si(kz)
Log-truncado 5 log <?> -

Tabela 4.2: Fungoes caracteristicas de distribuicoes simétricas

| Distribuigao | Densidade f(x) Fungao Caracteristica ¢(z) |
Gama S%Vr_(_;) /e (1 —isz)” "
; s¥ —s/x 2(—isz)
Gama inversa TR / ) (2\/ @sz)
LéVy A /% ezg/T; e—\/—22 sz
2
Wald® Ve exp [2 (11— VT=752)]
Weibull 2L (w/9)” L4 50 T () el
Pareto Oz — s) 2 v(—isz)" T (—v, —isz)
_ 2
Rayleigh re gj 1+ i\/gsz e [erf (S—Z) + 1}
(1 —2isz)” o= para z < 5-

x? nao-central

_ztp V
e 2s
2s < )

Beta

T(a+p) x> 1(s— 33/6 !
D(@)(B)  s*+h~

1Fy (o a0 + Byisz)

Tabela 4.4: Fungoes caracteristicas de distribui¢oes definidas na reta real
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y(t) :/dt’g(t,t')m(t')—i-a(t). (4.17)

E simples mostrar que a média e covariancia da variavel transformada se es-

crevem explicitamente como

a(t) :/dt’g(t,t')x(t’)—i—a(t), (4.18)

Y(t,t') = /ds ds' g(t,s)g(t', s")2(s,s). (4.19)

Além destas propriedades, também temos a correlagao cruzada

({z(t)y(t))) = /dS’g(t', $)E(t, '), (4.20)

que é 1util em alguns contextos.

E interessante considerar o caso em que tanto o processo z(t) quanto os nu-
cleos integrais dependem apenas da diferenca 7 = t —t’. Considere as transfor-
madas de Fourier definidas como g(w) = [ dt g(t)e™™ e B(w) = [ dt B(t)e™™.
Um célculo simples a partir de (4.19) resulta em

—iwT

o

~ (&

S(r) = / d [§(w)* S(w)

(4.21)

Essa expressao é particularmente ttil porque a estacionariedade é uma propri-
edade esperada em varios processos fisicos. De maneira similar, a covariancia

cruzada fica

/ dr (a(B)y(t + 7)) e = §(w)S(w). (4.22)

9No caso comum em que g(t) e z(t) ndo sdo de quadrado integravel, é necessario truncar
o dominio de integragdo em um intervalo t € [—T, T e trabalhar com os resultados no limite
de T arbitrariamente grande. Para alguns processos estocésticos, esse limite pode nao ser
rigorosamente bem definido.
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Continuidade e diferenciabilidade

Existem diferentes critérios para avaliar se um processo estocastico é continuo
ou nao. A motivagao é inferir a continuidade das trajetérias aleatérias, o que
infelizmente é um problema matemaéatico muito dificil. Apresentamos alguns
critérios simples que, em certos casos (como processos Gaussianos) permitem
acessar a continuidade das trajetorias decorrentes do processo estocastico.

Dizemos que um processo estocastico é continuo no sentido quadratico mé-
dio se o limite abaixo existe

lim <[x(t') - x(t)]2> ~0. (4.23)

t'—t

Essa ¢ uma condi¢ao de continuidade relativamente forte, ainda que nao ga-

19 De todo modo, a

ranta totalmente a continuidade das amostras de z(t)
continuidade quadratica média é a tnica forma conveniente para nossos pro-
positos: como a probabilidade a N—pontos nao foi fornecida, a continuidade
quadratica média é o maximo que se pode dizer sobre a continuidade ou des-

continuidade das trajetorias.

Resolvendo explicitamente a Eq. (4.23), ficamos com

lim <[az(t’) - x(t)]2> — lim [(2(t)?) + (x(t')?) — 2 (@(t)z(t'))], (4.24)

= lim [S(t,¢) + p(t)> + S, ¢) + p(t')® = 25(¢, ¢') — 2u(t)u(t)] .

t—t’

(4.25)

Onde vemos que a relagao é satisfeita somente se média for uma funcao conti-

10K possivel mostrar que (4.23) implica que as funcdes z(t) sdo “continuas em quase
todos os pontos”. No entanto, um processo continuo no sentido quadratico médio ainda
pode ser descontinuo na acep¢do comum: basta, para isto, que a trajetoria x(¢) possua
uma quantidade enumeravel de pontos de descontinuidade — ou melhor, que os pontos de
descontinuidade formem um conjunto de medida nula em ¢ [59]. A violagdo da Eq. (4.23)
nao garante que o processo estocastico seja descontinuo em quase todos os pontos, apesar
de isto ser verdade em alguns casos, como em processos Gaussianos.
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nua em t e se lim;_y 3(¢,t") convergir para um valor finito (se isto for verdade,
entdo é possivel mostrar que X (¢,t') é continua em todos os pontos).
Partindo da condicao de continuidade mencionada anteriormente, é possivel
determinar a diferenciabilidade de um processo estocéstico x(t). Dizemos que
_ de

um processo x(t) é diferenciavel se o processo estocastico y(t) = <7 for continuo.

Deste modo, é necessario que a média e a covariancia de y(t),

2

. tt) =
dt’ () dt dt’

S(t, 1), (4.26)

sejam funcoes continuas em todos os pontos ¢t e t'. De maneira similar, a

. . e " L. . . n
diferenciabilidade até n-ésima ordem decorre da continuidade de flt—f, 0 que

mn 2n ~ .,
depende de ”Cllt—ﬁ‘ e C&ZWZ(L t') serem fungoes continuas dos seus argumentos.

4.2 Ergodicidade e condicao de mistura

Vérias definicoes nao-equivalentes de ergodicidade e mistura existem na lite-
ratura [6]. Definimos uma condi¢do de mistura forte e outra condicao fraca
e mostramos que cada uma delas é suficiente para estabelecer a ergodicidade
(fraca e forte) de um processo estacionario.

Em um trabalho recente, Lee [42] apontou que a condi¢ao de mistura linear
nao ¢ uma condicao suficiente para um sistema fisico ser ergodico. Esse re-
sultado contradiz um teorema devido a Khinchin[33|, ainda que o teorema de
Khinchin nao se aplique ao caso considerado por Lee. Obtemos uma condigao
de ergodicidade consistente com o resultado de Khinchin. Analisando sistemas
descritos pela equagao de Langevin generalizada, Lapas, et. al. [40] também
chegaram & mesma conclusao por nos obtida.

O teorema de Khinchin foi formulado originalmente para sistemas Hamil-

tonianos classicos. Ele mostra que se a correlagao de uma variavel dinamica
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tender a zero,

lim ((f(t)f(t+7))) =0, (4.27)

T—00

¢ possivel concluir que f(t) é ergdodico. A média poderia entao ser calculada

!, Sendo um resultado puramente cléssico,

sobre o ensemble microcanonico!
em principio nao ha porque esse teorema deva ser satisfeito em um processo
estocéstico arbitrario. No entanto, mostramos que as mesmas conclusoes do

teorema de Khinchin se aplicam a qualquer processo estocéstico estacionario,

o que contradiz a conclusao de Lee.

4.2.1 Ergodicidade fraca

Um sistema é ergddico se as médias de ensemble se igualam as médias tem-

porais. E razoavel que um sistema que viole a condicdo de mistura néo seja

ergodico ja que as condigOes iniciais afetariam a estatistica apds um tempo

muito longo. Mostramos, nesta secao, que esta intuicao esta correta.
Definimos a condi¢ao de mistura fraca

lim ¥(7) =0, (4.28)

T—00
onde X(7) é a fungdo de covaridncia de um processo estacionario. De maneira
similar, definimos o critério de ergodicidade fraco como sendo

lim % /0 " dtult) = / du f(u) u, (4.29)

T—o00

onde o lado esquerdo é uma média temporal e o lado direito representa a média
sobre a distribui¢ao f(u). O objetivo desta se¢ao é verificar que é possivel
inferir a Eq. (4.29) a partir da Eq. (4.28).

A igualdade (4.29) deve ser interpretada no sentido "quase certo" da esta-

1O ensemble microcanénico pode estar sujeitos a vinculos adicionais fora o da energia.
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tistica: o lado esquerdo é uma fungao aleatoria de u(t), mas o lado direito é
deterministico. Mais explicitamente, a Eq. (4.29) diz que a probabilidade da
variavel Fr = 7 fOT dt u(t) assumir um valor diferente daquele ao lado direito
converge para zero. A estratégia na nossa demonstragdo para determinar a
ergodicidade do processo estocéstico consiste em mostrar sob quais condigoes
a média de Frr converge para um valor fixo e o desvio padrao de Fr converge
para zero no limite 7" — oo.

Calculamos a média (Fr) de um processo estacionério u(t) como 2

(Fr) = 2 / dt (u(t)) (4.30)
:—/ dt p = p, (4.31)

onde p é a média de u(t). Para o processo ser ergddico, o desvio padrao de Fr
deve ser nulo no limite 7" — oo, garantindo a convergéncia em probabilidade

da Eq. (4.29). Calculamos

T T

dt

{((Fr)) = dt” ((u(t) = p) (u(t') — ), (4.32)

dt' S(t —t') (4.34)

\\ﬂ\

),
dt/TtZt—t (4.33)
af

ﬂ|w§|Hﬂw|H

Na passagem de (4.32) para (4.33) definimos X(¢ — ¢') como a matriz de co-
variancia de u(t) e na passagem de (4.33) para (4.34) utilizamos o fato que
Y (1) = ¥(—7) para mudar os limites de integragao.

E possivel avaliar o limite limp_., ((Fr)) facilmente utilizando a regra de

I2A rigor, a demonstracdo que fazemos exige apenas que a média e a covaridncia sejam
estacionarias.
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L’Hépital. Aplicando-a uma vez em (4.34), obtemos

lim ((Fr)) = %/OT dt' (T —t') = %/OT dt' X(t'). (4.35)

T—o0

Aplicando novamente a regra de L’Hopital em (4.35) o resultado é

lim ((Fp)) = lim S(T), (4.36)

T—o0 T—o00

que simplesmente reproduz a condigao de mistura fraca na Eq. (4.28). Mos-
tramos portanto que a condigao de mistura fraca é equivalente ao processo

estocastico estacionario ser fracamente ergodico.

4.2.2 Ergodicidade forte

Dizemos que um processo é fortemente ergodico se para qualquer fungao g(u)

vale a igualdade

lim % /0 dt g(u(t)) = / du £ (u) g(u) (4.37)

para alguma distribuigao de equilibrio f(u). Podemos entender a condigao de
ergodicidade fraca (4.29) como se “médias temporais sdo iguais as médias de
ensemble”. A Eq. (4.37) é uma condigao mais forte, onde estd em questao se
qualquer estatistica calculada sobre qualquer trajetoéria suficientemente longa
possa ser calculada a partir de uma distribuigao de ensemble f(u). A condigao
de ergodicidade forte é necessaria se quisermos garantir que cada trajetoria
u(t) funcione como um gerador de ntimeros aleatorios da distribuicao f(u).
Definimos a condi¢ao de mistura forte como sendo

lim G, (u|u') = f(u). (4.38)

T—00
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onde G, (ulu") é a probabilidade de transi¢do de «’ para u ap6s um tempo 7
e f(z) é a probabilidade marginal de um processo estacionario. A equagao
anterior postula que toda informacao sobre a condicao inicial se perderia para
tempos muito longos. A condi¢do de mistura fraca (4.28) diz respeito apenas
as correlagoes lineares. De um modo geral, as Egs. (4.28) e (4.38) nao se
equivalem. A Eq. (4.28) é uma condigao necesséria para que valha a Eq. (4.38)
em processos com desvio padrao finito. Em alguns processos estocésticos (ex.:
processos Gaussianos) as condigoes de mistura fraca e forte se equivalem. Vale
notar que existem varias outras condigoes de mistura disponiveis na literatura
6].

A rigor, a Eq. (4.37) deve valer para qualquer fungao g(u) escolhida arbi-
trariamente. No entanto, basta provarmos que a equacao vale para g(u) = e***:
nesse caso o lado direito vira a fungao caracteristica, que define completamente
a distribui¢do de equilibrio f(u). A analise que se segue ¢ muito semelhante
aquela realizada na secao anterior, portanto apenas apontamos os resultados
principais.

Para comecar, definimos a variavel aleatoria
T
Fr(z) = —/ dt e=*®, (4.39)
0

A média (Fr(z)) é facilmente calculada se a distribui¢do marginal de u(t) é

estacionéria,

(Fr(z)) = = /0 dt (="M (4.40)

_ % /O dt (2) = 6(2), (4.41)

onde ¢(z) é a fungao caracteristica da distribui¢ao marginal. Aqui assumimos

a condicao de estacionariedade explicitamente para as distribuicoes a 1-ponto
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e a 2—pontos. Para o processo ser ergodico, o desvio padrao de Frr(z) deve ser

nulo. Deste modo,

< lim FT(z)2> —p(2)? =0, (4.42)

T—o00

que pode ser reescrita explicitamente como

— !

1 T . - ! ’ 2=z
Jim / dt dt’ <em<t>+“' “(”>\ = o(2)%. (4.43)
o0 0

O termo (... ) corresponde a fungao caracteristica da distribuigao a dois pontos.

O limite T" — oo pode ser avaliado da mesma maneira que na se¢ao anterior
ja que ¢;_y(z,7') também ¢é uma funcao par de t — t’. Apresentamos somente
o resultado final,

lim ¢, (2,2) = ¢(2)°. (4.44)

T—00

Queremos relacionar a Eq. (4.44) com a condigao de mistura forte dada em
(4.38). Para comparar as duas equagoes, multiplicamos a Eq. (4.38) por f(u)

para obter

lim fr(u,u') = f(u) f(u'), (4.45)

T—00

onde f,(u,u’) representa a probabilidade a 2-pontos. Reescrevemos a equagao
anterior utilizando a funcao caracteristica, de modo que

lim o, (2,2') = 6(=)(2), (4.46)

T—00

onde z diz respeito a varidvel u e 2’ a variavel u/. E logico que se fizermos 2/ = z,
a Eq. (4.46) reproduz exatamente a condigao de ergodicidade na Eq. (4.44).
Assim, a condigao de mistura forte é suficiente para haver ergodicidade. No
entanto, é possivel que existam processos que nao satisfazem a condicao de

mistura forte e ainda assim sejam ergodicos.
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4.2.3 Representacao da densidade espectral

Existem basicamente duas maneiras como a condi¢ao de mistura fraca pode
ser violada. Na primeira, temos lim, ., x(7) = cte, para uma constante nao-
nula qualquer. A outra possibilidade é que x(7) se comporte como uma fungao
periodica e o limite considerado anteriormente nao exista. Em qualquer um
destes casos, o comportamento assintético se reflete na densidade espectral
i(w) Para traduzir a condi¢ao de mistura para a linguagem de densidade
espectral, usamos um teorema importante que diz respeito a representacao de
distribuigoes. Lembramos também das Eqgs. (4.15-4.16) que relacionam fungoes
caracteristicas de variaveis simétricas com as matrizes de covariancia.

Seja F(x) = [ da’ f(z) a probabilidade cumulativa de uma distribuicéo
(pode ser uma distribui¢ao de probabilidades ou também a densidade espec-
tral). Toda distribui¢ao cumulativa F'(x) possui uma decomposi¢do univoca

em trés componentes [45]

F(z)=aF.(x)+bFy(x)+ cFy(z). (4.47)

As distribuigoes cumulativas F,(x), Fy(z) e Fs(z) sdo respectivamente as partes
continua, descontinua e singular.

Uma distribuicao continua ¢ diferenciavel em todos os pontos e possui uma
densidade f(z) dada por dF.(z)/dz. Ja a distribui¢do descontinua representa
uma funcao de saltos, e cresce apenas em um nimero enumeravel de pontos.
Rigorosamente, esta distribuigao nao ¢é diferencial nos pontos de descontinui-
dade, mas normalmente representamos a derivada como uma delta de Dirac.
A densidade da parte descontinua portanto corresponde a uma mistura de
fungoes delta de Dirac.

Finalmente, temos a componente singular Fy(x). Esse é um objeto curi-

oso: trata-se de uma func¢ao continua, crescente, mas que a derivada é nula em
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quase todos os pontos. Devido a estas propriedades, varias distribuicoes singu-
lares sdo conhecidas pelo nome genérico de “escadaria do diabo” [66]. Existem
efeitos fisicos modelados por distribui¢oes singulares [50], mas via de regra sua
aplicabilidade ¢ bastante limitada.

E interessante verificar como a funcio caracteristica de cada parte da de-
composicao se comporta. Na linguagem de matrizes de covariancia, a funcao
caracteristica representa a covariancia enquanto que dF'/dx estaria relacionado
com a densidade espectral. A decomposi¢ao em (4.47) automaticamente se re-

flete em

d(2) = ade(2) + bpa(z) + cps(2). (4.48)

No entanto, as fungoes caracteristicas de cada parte nao sao imediatamente
reconheciveis. E possivel, até um certo ponto, inferir as propriedades de con-
tinuidade da distribuicao a partir do comportamento da funcao caracteristica
em z — 00. Segundo o lema de Riemann-Lebesgue, a transformada de Fourier
de qualquer fun¢ao mensurével se anula quando o argumento tende ao infinito.

Esse ¢ exatamente o caso da parte continua da distribuigao, e portanto

lim ¢.(z) = 0. (4.49)

A distribuicao da parte descontinua é uma mistura de deltas de Dirac.
Tomando a transformada de Fourier, ¢4(z) seria uma mistura de ondas planas
que descrevem uma funcao quasi-periodica. Deste modo, o limite para z — oo

nao existe, mas podemos tomar o limite superior que resulta em

lim sup ¢q4(z) = 1. (4.50)

Z—00
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Finalmente, a parte singular possui um comportamento intermediario,

limsup ¢s(z) = L, (4.51)

zZ—00

onde L pode ser um ntmero no intervalo 0 < L < 1.

Agora utilizamos a decomposicao mencionada anteriormente explicitamente
no contexto de fungoes de covariancia. Na discussao que se segue, assumimos
que a parte singular da distribuicao é nula, que é uma condi¢ao necessaria para
que seja possivel escrever uma densidade espectral. Deste modo, fatoramos a

densidade espectral univocamente como

N

Sw) = Suw) + > % [5(w — wn) + 6(w + w,)] (4.52)
n=0

onde utilizamos o fato de se tratar de uma distribui¢ao simétrica (lembre-se

que a Eq. (4.52) representa a derivada da Eq. (4.47). Transformando esse

resultado de volta para 7, temos
N
S(7) = Ee(r) + Y an cos(wy7), (4.53)
n=0

Segundo a Eq. (4.47), a parte continua da covariancia se anula quando 7 —
oo. Deste modo, a condicao de mistura fraca é violada somente se a parte

descontinua for nao-nula.

4.3 Difusao

Difusao é o fenémeno em que uma particula se move devido a colisoes aleatorias
com as moléculas de um fluido. Um conjunto de particulas que difunde em um
recipiente uniforme tende a se espalhar até atingir uma distribui¢ao uniforme.

A maneira como esse processo se da é importante para compreender varios
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fenémenos em fisica, quimica e biologia.

A difusao é um dos mecanismos dominantes na determinacao da velocidade
de diversas reagoes quimicas [37]. Ela também é responsével pelo transporte
de proteinas, RNA e alguns nutrientes no meio intracelular [20]. Em fisica da
matéria condensada, a difusao participa do transporte de condutores 48|, entre
varias outras aplicagoes. Sistemas nao-moleculares também podem apresentar
uma fenomenologia semelhante a difusao. Alguns exemplos sao a transmissao
de doengas ou genes em uma populagao [4], ativos financeiros [62, 56|, entre
muitos outros.

Os exemplos anteriormente citados sao apenas uma amostragem dispersa.
De todos sistemas onde ocorre difusao, o movimento Browniano ainda é o
caso embleméatico. O primeiro modelo matematico bem sucedido para explicar
o fendmeno foi proposto por Einstein [14|. Einstein caracterizou a difusao
pelo desvio padrao da distribuicao de posi¢oes. Considerando o movimento
aleatorio de uma particula esférica de raio a em um fluido de viscosidade 7,

temos

(z(1)*) ~2Dr, (4.54)
onde o coeficiente de difusao D é igual a

kT
~ 6man’

D (4.55)

Esse resultado, conhecido como a férmula de Einstein, foi importante histori-
camente porque permitia estimar o nimero de Avogadro de uma maneira rela-
tivamente direta. Como é bem sabido, o nimero de Avogadro esta escondido
na Eq. (4.55) dentro da constante de Boltzmann, kg = R/N4. A constante

dos gases R e os outros fatores da féormula sio facilmente mensuraveis'.

BExistem diversas maneiras mais convenientes e precisas de determinar o nimero de
Avogadro experimentalmente. O proprio Einstein propds algumas alternativas antes mesmo
da publicagdo de seu celebrado artigo sobre o movimento Browniano [54].
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A difusao ainda é um topico de pesquisa atual. Do ponto de vista tedrico, a
atencao, agora, se voltou para os sistemas com a chamada difusao anémala nos
quais a expressao de Einstein falha qualitativamente. Em sistemas anomalos,
a variancia da posi¢cao nao cresce mais linearmente com o tempo.

E possivel chegar qualitativamente na Eq. (4.54) a partir de um raciocinio
estatistico muito simples, dai o desconforto causado por sistemas com difusao
anomala. Considere o movimento Browniano em uma dimensao. Um modelo
razoavel postula que a cada pequeno intervalo dt, a particula em observacao
sofre um deslocamento aleatorio. Seja a variancia da distribuicao de saltos
dada por vy. Em t, = ndt, a posicao da particula é a soma dos n passos ale-
atorios executados. E claro que, se estes passos sio estatisticamente idénticos
e independentes, entao a variancia seria von = vgt,/dt, que cresce linearmente
com o tempo.

A difusao anémala é observada em véarias situacoes. Citamos o transporte
de portadores em sistemas com armadilhas [48], difusdo em sistemas fractais
[53] e ainda o transporte de portadores em uma proteina [36], s6 para nos ater
a uma lista muito breve — a Ref. [47] apresenta varios exemplos de processos
deste tipo. E comum generalizar a férmula de Einstein assumindo um expoente

diferente de 1 para 7. Assim, a relacao de difusao fica
(x(1)?) ~ 2D,7°. (4.56)

A difusao normal, obviamente, corresponde & o« = 1 e denomina-se subdifusao
e superdifusao os casos em que « é respectivamente menor ou maior que 1.
Note que existem sistemas que nao se enquadram na formulacao anterior. As
leis de Lévy, por exemplo, possuem variancia infinita e devem ser analisadas

de outras maneiras.
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4.3.1 Expoentes anémalos

O objetivo desta secao é determinar o expoente de difusao assintético a partir
da matriz de covariancia de um processo que descreve a velocidade u(t) da par-
ticula Browniana. Assumimos que o processo para a velocidade é estacionério
e que a lei de equipartigao é respeitada, de modo que ¥(0) = %

Determinar o expoente de difusao se resume a avaliar como a variancia de

z(T) = fOT dsu(s) se comportaria. Um célculo direto determina a variancia de

z(7),

(z(1)?) = /OT dsds' (s — ') (4.57)
= /00 dw 3 (w) /T ds ds/w (4.58)

. 2
= /_Z dw ¥ (w) Emz’;%/?)} X T, (4.59)

onde a passagem da segunda para a terceira linha é feita resolvendo as integrais
;o . .
em s e s’ apos trocar a ordem de integragao. O termo em colchetes corresponde
a uma representacao da delta de Dirac como distribuicao, como mostrado
abaixo
a sin® (w/a)

lim §,(w) = d(w); Io(w) = ————. (4.60)

a— 00 71'@)2

Deste modo, podemos computar imediatamente o limite de 7 — oo da Eq. (4.59),

(que equivale a a — 0, uma vez que identificamos a = 2/7)

lim (@) = 3(0). (4.61)

T—00 T

Devido a simetria da matriz de covariancia e a relacao entre pares de trans-

formadas de Fourier, é possivel escrever o lado direito de (4.61) como

»(0) = / dr 2(1)e' 0" =2 /0 h dr¥(r) = 2D (4.62)
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A Eq. (4.62) é conhecida como a relagao de Green-Kubo para o coeficiente
de difusdo. Juntas, as Eqs. (4.62) e (4.54) caracterizam o processo de difusao
normal, onde assintoticamente a variancia cresce linearmente com o tempo, e
a constante de proporcionalidade é definida como duas vezes o coeficiente de
difusao.

A difusdo anémala ocorre quando a integral em (4.62) se anula ou diverge.
Vamos entao reescrever a Eq. (4.57) de uma maneira conveniente para extrair
o expoente de difusdo. Tirando o logaritmo de ambos os lados da Eq. (4.57) ,

e diferenciando com relacao a 7, obtemos

In {z(1)*) = 81?17’ In(2D) 4+ aln7] = a. (4.63)

Olnt

Note que o crescimento da variancia como lei de poténcia no lado direito da
Eq. (4.56) so é esperado assintoticamente. Apoés substituir a Eq. (4.59) em

(4.63), tomamos o limite 7 — oo. Um célculo direto leva a

ds 95 (w)
o =1 fim L0757 (4.64)
=00 [ dwd,(w)X(w)

Na passagem anterior, foi necessario assumir que f](:l:oo) = 0 ao realizar a
integracao por partes, o que s6 é verdade em distribuigoes continuas. As
distribuicoes descontinuas podem ser tratadas a partir de um raciocinio bem
mais simples, que sera feito separadamente na Sec. 4.3.3.

A Eq. (4.64) deve ser avaliada com um pouco de cautela pois & excegao
do caso que apresenta difusao normal, onde f](()) é¢ um valor finito nao-nulo,
trata-se de um limite singular. A fungao J,(w) efetivamente realiza um corte
no dominio de integragao da Eq. (4.64) ja que para |w| > a™!, §,(w) atinge um
valor suficientemente préoximo de zero para que o restante da integral possa ser

desprezado. Avaliamos como o limite (4.64) se comporta quando a densidade
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espectral pode ser escrita como uma lei de poténcias préoximo a origem:

Y(w) ~w P (4.65)

Para um valor de a o suficientemente pequeno, seria possivel trocar os integran-
dos em (4.64) pelo valor em (4.65): d,(w) garantiria, entdo, que o integrando se
tornaria desprezivel no intervalo que a densidade espectral comecasse a divergir
consideravelmente de (4.65).

Substituindo a Eq. (4.65) em (4.64) ficamos com

a=1—-— lim fdw 5a(w>w (—ﬁw*ﬁ*l)

lin e 1+ 8. (4.66)

Observe, no entanto, que esse resultado so6 vale se —1 < 3 < 1. Para § > 1,
a densidade espectral carregaria uma divergéncia nao-normalizével na origem.
Isto implica que X(0) = oo , o que é fisicamente absurdo. Por outro lado,
se f < —1, as integrais em (4.66) divergem e ficamos novamente com um
limite singular (que pode ter qualquer valor). De certo modo, ja era possivel
antever algum problema nesse limite uma vez que o expoente de difusao «
seria negativo, o que nao é plausivel.

O caso 3 < —1 esta associado a auséncia de difusdo, ou seja, (x(7)?) = cte.
A prova é muito simples, uma vez que se perceba que uma eventual divergéncia
da integral (4.59) para 7 — oo ocorreria na origem (o fato da integral nao

divergir implica que o = 0). Reorganizamos a Eq. (4.59) como

(z(1)?) = %/000 dw %Sin(uﬁ/?)% (4.67)
S (168)

A segunda integral converge sempre que 3 < —1 e portanto w—?/w — 0 para

w = 0. Isto garante a convergéncia da primeira integral e portanto um processo
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deste tipo nao apresenta difusao, como queriamos demonstrar.
Resumindo, se a densidade espectral ¥(w) se comportar como lei de potén-

cia para w muito pequeno, a difusao ocorreria segundo

Ti+h —1<p<1
Y(w) ~w™: (z(1)?) ~ . (4.69)

70 0<—1

Deste modo, os processos superdifusivos possuem 3 > 0 e a densidade espectral
diverge na origem. Enquanto isso, processos subdifusivos sao caracterizados
por 3 < 0 e a densidade espectral se anula na origem. De um modo geral,
a escala no espago de freqiiéncias em que a aproximacao em (4.65) comega a
valer define inversamente a escala de tempo necessaria para a difusao de fato
se comporte como lei de poténcia. O resultado anterior ¢ uma caracterizagao
assintotica da difusdo. E possivel que em escalas de tempo mais curtas, a
difusao ocorra de maneira consideravelmente mais complicada. H& situagoes
em que efeitos transientes sao dominantes na escala de tempo do laboratoério.

E interessante que exista uma relacdo simples entre o expoente de difu-
sao e a densidade espectral do processo para as velocidades. Um resultado
semelhante & Eq. (4.69) foi obtido por Morgado, et. al. [49] no contexto da
equagao de Langevin generalizada. Morgado caracteriza a difusao a partir do
comportamento na origem da transformada de Laplace da covariancia da forca
aleatoria. Os dois resultados nao sao diretamente comparaveis. No entanto,
utilizamos a Eq. (4.69) na Sec. 6.3 para obter uma relagdo semelhante a de

Morgado para a equacao de Langevin generalizada.
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4.3.2 Exemplos
Exemplo I: Decaimento em leis de poténcia

Considere correlagoes que decaem assintoticamente como leis de poténcia

¥(7) o || 7. (4.70)

Vale observar que no regime subdifusivo (y > 1), a integral de X(7) se anula
e para isto acontecer a funcao de covariancia deve oscilar. Nestes casos, inter-
pretamos (4.70) como o decaimento da amplitude de (7).

De todo modo, a transformada de Fourier de ¥(7) existe para y positivo e
se comporta na origem como Y (w) o< w?~'. Comparando com (4.69), reconhe-

cemos 3 =1 — v e portanto

(z(1)?) oc 7277, (4.71)

Vale observar que de acordo com a Eq. (4.69), se v > 2, o expoente de difusao
seria nulo.

Uma correlagao positiva indica a propensao de se manter o sinal da veloci-
dade inicial ao longo do movimento. O caso limite em que X(t) = cte = £(0) e
portanto v = 0 representa a situacao onde a correlagao é 1 e assim representa
o extremo em que a velocidade evolui de maneira reversivel. Esse é um exem-
plo emblematico de difusao balistica. Note que a transformada de Fourier da

matriz de covariancia nao decai como lei de poténcia, sendo dada por

¥ (w) = 2(0)6(w). (4.72)

O resultado anterior é de carater geral. Os nicleos associados a transforma-

gao balistica ndo decaem & zero quando 7 — oo. Chamamos Eq. (4.72) de
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nicleo balistico puro, que descreve o caso em que as particulas simplesmente

se espalham sem realizar colisoes (e.g., efusdo de um gés ideal).

Exemplo II: Fungao gama

Por suas propriedades matematicas, a funcao gama é um exemplo especial-
mente interessante de matriz de covariancia (ver tabela 4.4 na pagina 81). O
comportamento na origem é regulado por um indice que permite cobrir toda
a faixa de expoentes andmalos, exceto a difusao balistica.

A Eq. (4.69), que relaciona o exponente de difusao com o comportamento
da densidade espectral na origem, se aplica na faixa 0 < v < 2. E 6bvio que
para a funcio gama, L(w) ~ w”~!, 0 que resulta em (z(7)?) ~ 7277. Na faixa

v > 2, a analise é um pouco diferente. Para v = 2, a covariancia é

1 — %72

(1) =2(0)R [(1 —isT) "] = Z(O)m,

(4.73)

onde s é uma constante arbitraria com dimensao de freqiiéncia. Substituindo

a expressao anterior na integral (4.57), segue, que

kT

m s2

(x(1)) In (14 s*77). (4.74)

A difus@o, nesse caso, nao é descrita por uma lei de poténcias, mas podemos
entendé-la como um caso intermediario: o logaritmo cresce mais lentamente
que qualquer poténcia de 7. Para v > 2, a integral (4.57) converge, e isto
caracteriza um expoente de difusao nulo.

O motivo pode ser entendido heuristicamente. A covaridncia decai com
ordem 777 = (t — t/)7%. Como temos uma integral em ¢ e outra em t', é
necessario que v > 2 para que as integrais convirjam no limite ¢, — oo. Para

v < 2, a integral diverge como lei de poténcia, caracterizando um expoente

anomalo, mas para v = 2 a divergéncia é logaritmica, resultando na Eq. (4.74).
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Finalmente, em v > 2, a integral converge e nao ha difusao.

4.3.3 Difusao em distribuicoes descontinuas

A analise que segue da Eq. (4.59) nao se aplica a distribui¢oes descontinuas.
No entanto, é possivel estudar a difusao facilmente nesse caso. A covariancia
associada a uma densidade espectral puramente descontinua é uma mistura de

cossenos, como abaixo

N
Z ay, cos(w, T (4.75)

n=0

onde assumimos que wy < w; < --- < wy. Deste modo, basta calcular a

integral (4.57) para a distribui¢ao acima. O resultado é
Z 2., L “’"T), (4.76)

onde nao ha qualquer restricao quanto a N ser finito.
Aparentemente, a Eq. (4.76) implica que um sistema com densidade espec-
tral descontinua nao difunde. No entanto, se wy for nulo ou muito pequeno, a

difusao em uma escala de tempo 7 < wy ! sera balistica, como se percebe pelo

limite
1— 1
lim —Coi(W) = 72, (4.77)
wo—0 (,L)O 2

Segundo a equacao anterior, a auséncia de difusao se dard somente no limite
-1 . . .. . ~

em que 7 > w, . Se alguns w,, forem muito baixos, esse limite poderia nao ser
alcancado em escalas de tempo do laboratoério e portanto a difusao se apresen-
taria como uma fungao potencialmente complicada do tempo. Por outro lado,
se a menor freqiiéncia for wy < 771, o comportamento serd aproximadamente
balistico.

A expressao completa para a densidade espectral também inclui a parte

continua (e a parte singular que estamos desprezando). Nesse caso, a difusao
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¢ dominada pelo termo que difunde mais rapidamente.

Vale notar que, a rigor, os sistemas fisicos tendem a um estado de equilibrio.
Nesse caso, particula Browniana se encontraria em qualquer posicao dentro
do recipiente em que esta confinada com igual probabilidade. Obviamente,
nesse caso (x(t)?) tenderia a uma constante e obterfamos um expoente de
difusao nulo. Esse comportamento aparece naturalmente em uma distribuicao
descontinua se wy nao for rigorosamente nulo. Para que o mesmo ocorra na
parte continua da distribuicao, seria necesséario que a densidade espectral fosse
nula em um intervalo w € [0,wp], para wy muito pequeno. Assim, a integral

(4.68) convergiria.

4.4 Conclusao

4.4.1 Mistura e ergodicidade

Ao tratar a ergodicidade de um sistema estocéstico, obtemos um resultado que
contradiz Lee [42], mas ¢ compativel com o trabalho de Lapas, et. al. [40].
Possivelmente, a contradicao surge porque Lee utiliza considera uma teoria
quantica. E importante destacar que a nocdo de processo estocastico nio se
aplica a sistemas quanticos. Para que um processo estocastico seja definido,
é necessario construir todas as probabilidades a N—pontos P(uy,...,uy). No
caso de uma variavel quantica, isto nao é possivel porque um operador de
Heisenberg A(t) geralmente nao comuta com A(¢) (t # t/). Nio existe uma
prescricao bem definida para atribuir uma probabilidade conjunta a operadores
que nao comutam. Mais ainda, é possivel mostrar que nenhuma probabilidade
conjunta pode ser definida para determinados conjuntos de operadores.
Ainda que nao exista uma defini¢ao precisa de processo estocastico quan-
tico, se define fungoes de covariancia quantica e outros conceitos estatisticos.

Estas defini¢oes sao inerentemente ambiguas e nada garante que se comportem
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como os objetos da teoria de probabilidades. O teorema de ergodicidade fraca
apresentado na Sec. 4.2.1 pode ser formalmente generalizado para o regime

quantico definindo-se a covariancia entre dois operadores como

Cov(A, B) = 5 (A= (A) (B = (B))), (4.78)

N | —

onde (...) denota a média no espago de Hilbert. Lee utiliza uma defini¢ao
diferente de covariancia quantica. Acreditamos que a discrepancia entre seu
resultado e o resultado para processos estocésticos se deva fundamentalmente

& esta escolha.

4.4.2 Difusao

Estabelecemos um critério para obter o expoente de difusao a partir da den-
sidade espectral do processo estocéstico para as velocidades. Esse resultado
lembra o de Morgado, et. al. [49], mas ainda nao pode ser diretamente compa-
ravel a ele. Faremos uma comparacao na Sec. 6.3, apds apresentar a equagao
de Langevin generalizada. O método aqui apresentado nao faz uso desta equa-
¢ao. A unica suposicao é que o processo estocastico para as velocidades seja
estacionario.

Outro ponto importante é que mostramos que a difusao balistica ¢ uma
propriedade dos sistemas que violam a condi¢ao de mistura fraca e, de acordo

com o resultado anterior, também nao sao ergddicos.



Capitulo 5

Movimento Browniano e equacao

de Langevin

A equacgao de Langevin foi formulada para descrever o movimento de parti-
culas mesoscopicas em um fluido. Estudamos sua extrapola¢do para o regime
microscopico, que talvez seja indevida [17, 65]. O estudo apresentado nesse
capitulo estd baseado em um modelo cinético simples, onde as particulas tro-
cam momentum por colisoes eldsticas. A equacao de Langevin ndao descreve
bem esse modelo, e representa uma aproximac¢ao razodvel apenas em alguns
regimes. Ainda assim, mostramos que a melhor aproximacgao do tipo equag¢ao
de difusao para descrever um gds de esferas rigidas utilizaria um coeficiente de

difusiao que depende da velocidade da particula Browniana.

Pouco apoés Einstein publicar seu celebrado artigo sobre o movimento Brow-
niano [14], Paul Langevin propés um modelo que obteve os mesmos resultados
utilizando um raciocinio matematicamente mais simples [43]. No modelo de

Langevin, a particula Browniana evolui de acordo com as leis de Newton, e

104
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assim, a sua velocidade u(t) é governada por

d
md—? = —ymu + ¢(t), (5.1)

onde —ymu corresponde a uma forga de atrito viscoso e ¢(t) é uma forga
aleatoria. A forca aleatoria ¢(t) modela as flutuagdes na velocidade média das
particulas do fluido que seriam responsaveis pelo movimento Browniano.
Apresentamos o argumento de Langevin, que visa calcular a dispersao das
posigoes (z2(t)) . Identificamos v = dx/dt com a velocidade das particulas.
Substituindo esta expressao em (5.1) e ap6s multiplicar (5.1) por z e reorga-
nizar alguns termos, o resultado é
m d*a? ) v dx

— y = ——— . .2
2 ae "M 5t TP (5:2)

Ao tirar a média desta equagao, Langevin supds que (i?) = kBWT de acordo
com a lei de equiparticdo. A segunda suposi¢ao, que (z ) = () (¢) = 0,
determina que as forcas aleatérias seriam independentes da posigao da parti-
cula, possuindo média nula. O resultado destas consideracoes ¢ uma equagao
diferencial de segunda ordem para (z(t)2). E facil mostrar que a solucdo geral

é
kgT

(z(1)?) = Qm—VT—i—A—i—Be_QW, (5.3)

onde apenas o primeiro termo com um crescimento linear em 7 é relevante
assintoticamente. Obtemos a férmula de Einstein ao desprezar os termos com
as constantes de integragao A e B para tempos muito longos (7 > y71).

O modelo de Langevin é simples e aparentemente robusto. Posteriormente,
Ornstein e Uhlenbeck forneceram um tratamento mais detalhado da Eq. (5.1),
postulando certas propriedades para o ruido aleatério ¢(t) [64]. Essa é uma

descricao mais detalhada e que realiza suposi¢oes mais fortes sobre a forga
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aleatoria. Hoje em dia, os dois modelos se confundem e o que a literatura de
fisica geralmente chama de modelo de Langevin é na verdade aquele formulado
por Ornstein e Uhlenbeck.

As hipoteses introduzidas por Ornstein e Uhlenbeck permitem calcular o
processo estocastico completo associado a velocidade e posicao da particula
Browniana. Os proprios autores comentam que “a justificativa precisa, ou
eventualmente uma critica, a estas suposi¢oes deve vir de uma teoria cinética
mais precisa’. Apresentamos algumas criticas nesse trabalho.

Antes de proceder, é necessério distinguir entre duas aplicacoes comuns da
equagao de Langevin: a primeira, proposta originalmente por Langevin, des-
creve uma particula macroscopica suspensa em um fluido. Nesse regime valem
as leis da hidrodinamica e a forga de arrasto é a forca de Stokes. O movi-
mento erratico da particula Browniana é atribuido as flutuagoes espontaneas
do campo de velocidades do fluido com relacao ao estado de equilibrio.

Outro modelo caracteriza a dinamica de uma particula microscopica sujeita
a colisoes com as particulas de um fluido. Aqui, a hidrodinamica nao se aplica
j& que o fluido nao ¢é tratado como um objeto continuo. Os movimentos aleato-
rios da particula Browniana decorrem das colisdes com as particulas do fluido.
Para distinguir explicitamente entre as duas situacoes, chamamos a primeira
de particula Stokes (em referéncia a forga viscosa) e a segunda de particula
de Rayleigh e para nos referir a ambas, usamos o termo particula Browniana

indistintamente.
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5.1 Particula de Stokes

5.1.1 Forga viscosa

A forga de Stokes para uma particula esférica com velocidade u(t), raio a

imersa em um fluido de viscosidade n é dada pela expressao abaixo

F,(t) = —cnauf(t), (5.4)

onde ¢ é uma constante que depende das condigoes de contorno utilizadas.
Normalmente, ¢ = 67 que corresponde ao caso em que o fluido adere & su-
perficie da esfera. Caso o fluido escorra sem esta restrigao, terfamos ¢ = 47
[65]. Ajustando o valor desta constante, podemos também descrever outros
formatos diferentes que uma esfera.

A forga de Stokes é uma entre intimeras forgas de arrasto hidrodinamico.
Algumas destas forgas dependem de caracteristicas especificas do objeto imerso,
como por exemplo, a presenca de rugosidades na superficie ou da sustentacao
dindmica (como na asa de um aviao). De todo modo, forga viscosa em (5.4)
e a chamada for¢a de arrasto inercial possuem um papel predominante. Essa
altima decorre do objeto movente precisar “abrir espago” pelas particulas do
fluido, transferindo momentum para as mesmas nesse processo. Para uma

esfera, temos a forca de arrasto inercial dada por

Fi(t) = mpa’u(t)?, (5.5)

onde p é a densidade do fluido.
Todo objeto que se move em um fluido estara sujeito, no minimo, a estas
duas forcas. Na maior parte das aplicacoes, no entanto, apenas um destes dois

efeitos é relevante. Definimos o nimero de Reynolds, que é essencialmente a
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razao entre as duas forgas, como

Ny = 20t (5.6)

Ul

Um nimero de Reynolds alto Ng > 1 indica a predominéncia da forca de
arrasto inercial, enquanto um nimero baixo significa que a forca viscosa é
mais importante e a for¢a de arrasto inercial pode ser desprezada.

No caso do movimento Browniano, podemos substituir u(¢) em (5.6) pela
média térmica. Desprezando os fatores numéricos e definindo  como a razao

da densidade do fluido e da particula Browniana, isto resulta em

1 1
NR ~ 5\/ pkBT\/T_B (57)

Ao considerar particulas Brownianas de densidade fixa, o nimero de Reynolds

dependeria de ¢~ 1/2

, que diverge para a — 0. Como o movimento Browniano s6
é visivel em objetos muito pequenos, parece sensato investigar a possibilidade
que a forca de arrasto inercial cumpra um papel mais importante que a forga
viscosa em alguns regimes.

Substituindo alguns valores numeéricos na Eq. (5.7) vemos que em diversas
aplicagoes, os numeros de Reynolds sao consideravelmente baixos, validando a
utilizagao da lei de Stokes. Como exemplo, considere o movimento Browniano
das organelas no meio celular (a célula geralmente é muito pesada para que
o efeito seja visivel). Fazendo uma substituigao simples de valores, o nimero
de Reynolds para uma mitocondria se situaria na faixa de ~ 1073, que é mais
que o suficiente para justificar o uso da lei de Stokes.

De um modo geral, é isto que acontece. Avaliando o termo %\/pk? para
a agua na situacao extrema em que 7" = 100°C' e a viscosidade atinge um

valor minimo de 0, 28¢p, teriamos Nr ~ 1/1072/Ba. Mesmo para materiais

consideravelmente mais densos que a dgua, o nimero de Reynolds seria maior
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que 1 somente se as particulas Brownianas possuissem dimensoes moleculares.
E logico que a hidrodinamica falha nestes casos e ja ndo se espera que a lei de
Stokes seja correta.

No caso microscopico, um argumento comumente repetido para atribuir
uma forca linear com a velocidade diz que ao se deslocar dentro de um fluido,
a particula de Rayleigh sofreria mais colisbes na sua parte frontal que nas
outras diregoes. Isto contribuiria com uma troca de momentum maior na
direcao contraria ao movimento relativo ao fluido, resultando em uma forca
proporcional a —u(t).

E tentador pensar que, na medida que consideramos particulas de dimen-
soes maiores, esta forca resultaria na forca de Stokes. No entanto, sao efeitos
diferentes: a origem microscopica da viscosidade nao esté na observacao trivial
que as colisdes ocorrem com mais freqiiéncia na dire¢ao contraria ao movi-
mento. Se isto fosse verdade, fluidos mais densos sempre seriam mais viscosos
que fluidos mais leves. Veremos adiante que esse efeito s6 é relevante em par-
ticulas razoavelmente pequenas. A forca linear com a velocidade aparece na
particula de Rayleigh por razoes totalmente diferentes daquelas da particula
de Stokes. Por simetria, podemos imaginar que a forca aleatoria também teré

origens diferentes.

5.1.2 Forcga aleatoéria

Vale observar que o movimento Browniano, como descrito por Einstein e Lan-
gevin e observado por Brown e Perrin se situa no regime hidrodindmico: trata-
se da agitacao de uma particula macroscépica imersa em um fluido. Nesse caso,
a lei de Stokes se aplica, e ignorando a presenca de flutuagoes, a velocidade da

particula Browniana seria descrita por

Utr = Ut6_7T7 (58)
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onde definimos 7 = ¢na/m de acordo com a Eq. (5.4).

Contrariamente a uma concep¢ao comum, a “danca” da particula Brow-
niana nao é ocasionada por choques individuais com as particulas do fluido.
Essa imagem talvez possa ser inferida (incorretamente) do modelo de Lange-
vin, mas ja se sabia desde o fim do século X1X que tal explicagao é inviavel.
S6 para efeito de comparacao, as particulas observadas por Brown possuem
uma massa da ordem de 10'° moléculas de agua. E facil deduzir que, nestas
situagoes, o momento médio transferido em cada colisao seria da ordem de
10~° vezes menor que o momentum que a particula Browniana possui devido
a agitacao térmica: nao ha flutuacao estatistica que contemple esta enorme
discrepancia.

E possivel obter o processo de Ornstein e Uhlenbeck a partir de algumas
consideragoes simples, que discutiremos em maiores detalhes a seguir. Apre-
sentamos uma demonstragao que evita falar sobre ruido branco nesse sentido
difere do argumento original. O motivo para isto é evitar definir o ruido branco
como uma hipoétese fundamental do modelo. O ruido branco é uma idealizagao
que possui vérias caracteristicas abstrusas e nao é necesséario para determinar
0 processo estocastico para u(t).

As hipoteses que consideramos sao:

1. u(t) é um processo estacionario em um estado de equilibrio termodina-

mico.

2. Vale a lei de van’t Hoff que solugoes muito diluidas se comportam gases

ideais e portanto (u(t)?) = %8I,

3. O movimento de u(t) é Markoviano.
Os pontos (1) e (2) sdo facilmente justificaveis dentro da fisica estatistica de

equilibrio. Mostraremos que o ponto (3) equivale & imposigao do ruido branco

para a forca aleatoria na equagao de Langevin.
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E possivel integrar a equagao de Langevin explicitamente, escrevendo-a
como

u(t+7) =u(t)e " + duy(7). (5.9)

O primeiro termo do lado direito representa o decaimento devido a forca de
Stokes e o segundo termo corresponde a uma contribuicao aditiva decorrente
das flutuagdes. Interpretamos a variavel estocéstica du(7) como o momentum
total transferido pelas flutuagoes do fluido em no intervalo entre t e t +7. O
processo estocastico para u(t) segue do teorema de Doob generalizado demons-

trado no Apéndice III.

Theorem 5.1 (Doob generalizado). A probabilidade de transi¢cao de qualquer
processo estocdstico aditivo e auténomo é Markoviana se e somente se a média

e a matriz de covaridncia da varidvel estocdstica u(t) sio da forma

(

a+ (b—a)e ™ A#0
(u(t)) = : (5.10)
a+ct A=0
¢ [A . (B B A) 6_2,\min(t,t’)} e~ Alt=t'| AN#£0
{(u()u(t))) = . (5.11)
2D min(¢,t") A=0

onde ({...)) denota os momentos centrais (e.g., ({(u™)) = ((u— (u))")).

Dizemos que um processo é aditivo se puder ser escrito na forma (5.9).
Ou seja, os incrementos de um processo aditivo sao variaveis aleatorias in-
dependentes da variavel de interesse (que no nosso caso ¢ u(t)). Uma outra
conseqiiéncia deste teorema, que esta demonstrada no apéndice, é que se v # 0,
entao o processo é Gaussiano.

Ao utilizar a forma integral da equagao de Langevin (5.9) e impor a pro-

priedade Markoviana, satisfazemos as hipoteses deste teorema. Para que o
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processo estocastico resultante seja estacionério, é necessario que a = b, c = d
e A # 0. Identificamos o parametro A = ~ comparando a Eq. (5.9) com a
Eq. (8.27) no Apéndice III. As outras constantes seguem da lei de equipar-
tiggo, a =b=0e A =B = %. Deste modo, a covariancia do processo
estocastico para u(t) se escreveria como

{u(t)u(t))) = kB—Te‘”H/'. (5.12)

m

Mostraremos que esse resultado é equivalente ao processo de Ornstein-Uhlenbeck.

5.1.3 Conseqiiéncias matematicas
Difusao e mistura

A principal motivacao de Langevin ao apresentar seu modelo para descrever o
movimento Browniano foi obter o coeficiente de difusao e resolver uma inconsis-
téncia entre o resultado obtido por Einstein e outro obtido por Smoluchowski.

Calculamos a variancia de z(t) aplicando a transformagao

o) = w0 + /0 "t (e, (5.13)

a Eq. (5.12). O resultado ¢é

(((t))) = /O ds s’ ((u(s)u(s)) (5.14)

ksT o .,

que para tempos muito longos, t > ~~!, se simplifica como

<93(T)2> ~ 2]€B—T7 =2Dr; D = kB—T

. (5.16)
mey mey
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Esse resultado ¢ a féormula de Einstein para o coeficiente de difusao que também

foi obtida em (5.3).

Processo condicional

Usando a Eq. (5.10), podemos calcular a média e a covariancia do processo
condicionado a u(t = 0) = up. A média e a covaridncia condicionais sao

respectivamente

(u(t)) = upe™", (5.17)
((u)u(t))) = kBWT [1 — e’hmin(t’tl)] e M=t (5.18)

que ¢é obtido escolhendo a = 0, b = ug, A = ICBWT e B =0 na Eq. (5.10). Ao
preparar uma particula em ug, dizemos que ela caminha para o equilibrio em
uma escala de tempo da ordem de v~ !: quando t,t > 7!, as probabilidades
a N-pontos com a condi¢ao inicial em u(0) = ug convergem para as probabi-
lidades do processo estacionario. Nesse contexto, "fora do equilibrio" significa
apenas uma lembranca sobre a condic¢ao inicial e nao diz nada sobre o fluido

onde a particula Browniana esté imersa.

Forcga aleatéria: ruido branco

A equacgao de Langevin formula a evolugao estocastica como se valessem as leis
de Newton'. Deste modo, é interessante identificar as propriedades estatisticas

da forga aleatoria o(t). Identificamos

d
Fr = m%u(t) = —ymu + ¢(t), (5.19)

10 fato das trajetérias ndo possuirem derivada causa certa apreensdo pois a particula
Browniana nao possuiria momentum definido.
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onde separamos um termo devido a forca viscosa para analisar a parte pura-
mente flutuativa p(t). Usando (5.17) e (5.18), mostra-se que a média condici-

onal para tempos muito curtos é

(Upyse) = we™ % ~ uy (1 — yot) (5.20)
e a variancia é
kgT 2vkpT
<[Ut+6t - <Ut+5t>]2> = % (1 - 6_27&) = %5t- (5.21)

Deste modo, o deslocamento infinitesimal du; = usy 5 — u; possui uma média
—~uy e variancia 2ykgT /m dt, o que pode ser representado por uma equagao
diferencial estocastica

du = —yudt + bdW, (5.22)

onde b = 27% e dW,; é uma varidvel Gaussiana com média nula e variancia
dt.

Ao dividir a Eq. (5.22) por dt, teriamos a equagao diferencial

d
m d_:fb = —ymu+ ¢(t), (5.23)

onde identificamos ¢(t) = bdW,/dt. Observe que u(t) ndo é diferenciavel ja
que a variancia de o(t) ¢ infinita pois dW,/dt ~ dt='/2. A Eq. (5.23) possui
a qualidade indesejavel de escrever a derivada de uma funcao que nao possui
derivada em nenhum ponto. E necessario conceber a Eq. (5.23) como uma
defini¢ao formal para o processo u(t) 2.

Obtemos o processo estocastico associado a ¢(t) relacionando-o com wu(t)

2Mesmo interpretando a equacdo de Langevin de uma maneira completamente formal,
é possivel encontrar problemas se o termo que multiplica a forca aleatéria depender do
estado u(t). Nesse caso, existe uma ambigiiidade relacionada & escolha do célculo de Ito vs.
Stratonovich [31].
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pela transformacéo ¢(t) = (4 + ) u(t). Deste modo, a matriz de covariancia

da nova variavel seria dada por

(ottra(e)) = (5 +7) (2547 ) et = syt 0~ ),
(5.24)
A interpretagao usual deste resultado é que (t) nao é auto-correlacionado: a
forga (t) é independente de ¢(t') para quaisquer dois instantes t # t'. Esse
é o postulado que Ornstein e Uhlenbeck utilizaram ao formular a equacao de
Langevin.

Observe que o desvio padrao de o(t) é infinito. As trajetorias resultan-
tes sao descontinuas e podem variar em uma faixa de valores arbitrariamente
grande. O processo definido como (5.24) representa uma série continua de im-
pulsos, onde a forga diverge em quase todos os pontos e onde cada impulso é
estatisticamente independente dos outros.

No entanto, os impulsos gerados pela forca aleatéria transferem uma quan-
tidade infinitesimal de momentum para a particula Browniana. O momentum

médio transmitido em cada colisao é dado aproximadamente por

t-+ot I{IBT
Ap = / lp(t)| dt ~ 2my[~y—— 6t, (5.25)

onde usamos o limite da delta de Dirac como distribuicao (¢ —t') ~ 1/4t.
Assim, interpretamos o processo de Langevin-Ornstein-Uhlenbeck como uma
série de impulsos que modificam o momentum (ou a velocidade) da particula
em saltos infinitesimais de tamanho médio (5.25). Estes impulsos ndo repre-
sentam colisoes individuais. Imagina-se que a intensidade destas colisoes nao
estaria relacionada com a viscosidade do fluido, mas sim com as propriedades

(massas e segao de choque) das particulas que constituem o fluido.
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5.1.4 Relacgao de flutuacgao e dissipagao

Substituindo a relacdo de Stokes v = 6man/m em (5.24) vemos o fato curioso
que a forca flutuativa depende da viscosidade do fluido. Esse resultado segue
de impormos a lei de van’t Hoff na Eq. (5.12), que determina que a variancia
de u(t) ¢ 2L,

Se concebéssemos as flutuagoes como resultado direto das colisdes com as
moléculas do fluido, esse resultado pareceria bastante inesperado: a freqiiéncia
e intensidade das colisoes depende de fatores como a velocidade das particulas
do fluido, a secao de choque de colisao, a concentracao de particulas, etc. O
aparecimento de um termo proporcional & viscosidade s6 pode ser entendido
quando concebemos ¢(t) como o resultado de flutuagdes no campo de velo-
cidades do fluido. O mesmo mecanismo que gera o arrasto, a lei de Stokes,
também seria responsavel por transferir momentum das flutuacgoes do fluido
para a particula Browniana. Lembramos ainda do paradoxo de D’Alembert,
que mostra que um fluido nao viscoso seria incapaz de transmitir momentum
para um objeto submerso.

De um modo gera, é necessario que exista uma determinada relacao en-
tre os termos de flutuagao e dissipacao de energia para que o sistema fisico
atinga o equilibrio termodinamico. A tentativa de encontrar explicitamente a
relacao entre estes termos é o contetido dos chamados teoremas de flutuacao e
dissipacao.

Mesmo na equagao de Langevin usual, dada em (5.1), existe uma am-
bigiiidade na identificacao dos termos de flutuagao e dissipagao. Uma vez
especificada a matriz de covariancia ((u(t)u(t'))) = 2Le=M=¥1 existe uma ar-

bitrariedade em escolher o parametro v na forga de fricdo (ndo é necessario
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que v = A). Para ver isto, calculamos a covariancia do ruido

(ooeten) = (5 +7) (G5 +7) Guoue), (5.26)

— mkpT [AO(t = 1) + (47 = X2) e 1] (5.27)

Ao escolher a covariancia do ruido como (5.27), é possivel controlar o parametro
v de maneira arbitraria (basta que v > \) e ainda assim obter o mesmo
processo estocéstico para u(t).

Para desacoplar o efeito de flutuacao e de dissipacao é necessario apelar
para causas externas. No modelo de Langevin, postulamos que o decaimento
da fungao velocidade média segue a lei de Stokes e portanto 7 = A (esta
condigao é as vezes denominada de hipotese de Onsager). Ainda que parega
fisicamente razoavel, esta é uma condicao adicional & equacao de Langevin que

nao é necessaria pela consisténcia matematica.

5.2 Gas de esferas rigidas

Os argumentos apresentados anteriormente nao sao validos caso a particula
Browniana seja microscopica. Em que pese, a hidrodinamica nao se aplica e
portanto nao é possivel invocar a lei de Stokes para descrever a forca de friccao.
Apresentamos um modelo elementar que acompanha a mudanca na velocidade
da particula Browniana colisao a colisao. O modelo descreve um gas diluido
onde a interacao com a particula Browniana se da por um potencial de esferas
rigidas.

Seja uma particula Browniana de massa M imersa em um fluido de parti-
culas com massa m. A dindmica deste sistema nao é continua: cada colisao
implica na troca de uma quantidade discreta de momentum linear dp, mas

entre duas colisoes sucessivas, nenhuma mudanca ocorre. Uma dinadmica apro-
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ximadamente continua surge se a particula Browniana for muito mais massiva
que as particulas do fluido: assim, as trocas de momentum correspondem a mi-
nusculos acréscimos de velocidade que, ao final, se configuram em uma forca de
friccao efetiva. E possivel recuperar o modelo de Langevin nesse limite. Se as
particulas forem idénticas, a dindmica resultante é consideravelmente diferente
do processo de Ornstein-Uhlenbeck.

Denotamos por u' a velocidade inicial da particula Browniana e u a velo-
cidade final ap6s colidir com uma particula do fluido de velocidade v. Usando
as leis de conservacao de momentum e energia em uma dimensao, obtemos

M—m,+ 2m
= U v
M+m M4+m

u (5.28)

Se o fluido estiver em equilibrio, v possuird uma distribuicao de Maxwell com
variancia kgT/m. Nesse caso, a probabilidade da particula Browniana realizar
uma transicao de u’ para u apo6s colidir com a particula de velocidade v é uma
Gaussiana com média e variancia dadas respectivamente por
2
M -m, 9 dm kT

_ M e _ . 5.29
M+m" Cu ’ (M +m)*> m (5:29)

I

A freqiiéncia média de colisoes, pode ser obtida por consideracoes cinéticas

como sendo

kpT
UEas (5.30)

m

A~

o

SN
2|00

onde & & secao de choque de colisdo e p ¢ a densidade do fluido®. De acordo
com as consideragoes feitas na Sec. 3.2, o processo estocéstico para u(t) se-

ria descrito por uma probabilidade de saltos Gaussiana que define a equagao

3A rigor, deveriamos utilizar a velocidade relativa ao invés de \/%, que introduziria

uma dependéncia explicita em u. No entanto, se M > m, a velocidade térmica da particula
Browniana seria muito menor que a das particulas do fluido, tornando esse efeito irrelevante.
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mestra abaixo
0, G (ulu") = /dw)\ lq(u|w) — §(u — w)] G (wu). (5.31)
Onde convém explicitar a distribui¢ao de um salto

1 ,
q(ulu’) = :7§j§;§ezi2(“<“)2. (5.32)

Ainda que a solugao da equagdo mestra (5.31) nao seja trivial, é possivel

obter uma série de resultados importantes de forma fechada.

5.2.1 Probabilidades q(u|u’,n)

As probabilidades g(u|u’,n) que descrevem a variagao de velocidade apds n
colisoes aleatorias podem ser determinadas diretamente realizando as varias
integrais na Eq. (3.27). No entanto, é possivel calcula-las por um procedimento
muito mais simples que utiliza a rela¢ao (5.28). Definimos g = 2m/(M + m)

e reescrevemos esta relagdo como
uy = Qug + g vo, (5.33)

onde o subscrito em wu; enfatiza que esse é o resultado da primeira colisao.
Interpretando a equagao anterior como uma rela¢do de recorréncia (u;41 =

Cu; + gv;), é simples mostrar que
up = C"ug + g [ Moo+ oy 4 -+ Cona] (5.34)

onde v; é a velocidade da i-ésima particula do fluido que colidiu com a particula
Browniana.

A relagao anterior define o que chamamos de processos de saltos aditivos.
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E importante ressaltar que estes processos, em principio, niao sdo do mesmo
tipo que os considerados na generalizagao do teorema de Doob no Apéndice
III. Aqui, postulamos apenas que as transi¢oes se somam, enquanto a defini¢ao
(8.27) é uma imposigdo mais forte sobre a variavel aleatoria .

Na soma de variaveis independentes, tanto as médias quanto as variancias

se somam. Assim, é simples mostrar a partir de (5.34) que g(u|u’, n) resultante

174271

el A soma de

o O A no 20k _ 2
das n colisdes possui média ("' e variancia ) ., _,0°C" =0
variaveis Gaussianas independentes resulta em outra variavel Gaussiana. Esse

resultado caracteriza completamente a distribuicao, dada abaixo

1-— <2 :|1/2 ef(uin“)Q 1-¢2
)

') = e 5.35
ol = | (5.35)

Usando a Eq. (5.35) podemos escrever diretamente o processo de saltos

para a variavel u(t),

G (ulu') = Z ()\ﬂn—!e_Tq(uh/,n). (5.36)

n=0

A expressao anterior possui a inconveniéncia de se tratar de uma série infinita
de termos. E possivel truncar (5.36) e estimar o erro de fazé-lo de maneira
muito simples. Basta observar que os fatores de Poisson (An;!)"e—m regulam
a massa de probabilidade que cada termo ¢(u|u’,n) carrega. Além disto, os
termos q(u|u’,n) convergem e a partir de um certo valor de n a diferenga entre
q(ulu';n) e q(u|u’, 00) se torna desprezivel.

Um caso de interesse onde ¢ possivel avaliar (5.36) de forma fechada é
quando M = m, representando um processo de auto-difusao. Aqui, ( =0 e
portanto a série em (5.36) se simplifica pois ¢(u|u’,n) = g(ulu’') paran > 1. O

resultado é

GT(U‘U/) — e*)\ﬂ-(s(u . U/) + (1 . 67)‘7—) m 67%

kT , (5.37)
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e descreve uma escolha binaria: existe uma probabilidade de e™*" de permane-
cer no estado inicial e uma probabilidade 1 — e~*" de escolher um novo estado
de acordo com u ~ N(0,kgT/m). E importante ressaltar que a solucio dada
pela Eq. (5.37) é uma particularidade do modelo unidimensional. Na colisao
elastica de particulas idénticas em uma dimensao, elas simplesmente trocam
de velocidades. Em duas ou mais dimensoes, é necessério considerar os angulos

de espalhamento e o problema se complica enormemente.

5.2.2 Cumulantes

Apresentamos um método baseado na equagao mestra que fornece equagoes
diferenciais simples para os cumulantes da distribuigao G (u|u’). Vale enfatizar
que o calculo pode ser facilmente adaptado para qualquer processo de saltos
aditivo.

izu

Comece multiplicando a Eq. (5.31) por e*** e calculando a integral sobre w.

O resultado é

Bar (2|) = A [e 37y, (Colu) — ¢T(z\u')] , (5.38)

onde definimos . (z|u’) como a fungao caracteristica de G.(ulu’). Os cu-
mulantes estao associados com a expansao em série do logaritmo da funcao

caracteristica. Deste modo, definimos
Gr(lu) = M) (5.39)
onde a equagao dinamica para W é

AW, (2]u) = A [e—%0222+wf<<z>—wf<z> - 1] . (5.40)
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Agora, expandimos W.(z) em série

onde ¢, (7;u’) sdo os cumulantes da distribui¢ao G, (u|u’).

A equagao para cada cumulante é obtida igualando ordem a ordem de
2™ na Eq. (5.40). Lembramos que a condigao inicial Go(ulu') = d(u — o)
reflete nos cumulantes, implicando em ¢, (0;u') = 0 exceto para a média que é
c1(0;u') = u/. Listamos as primeiras equagoes diferenciais para os cumulantes,

onde definiu-se ¢, = (1 — (") ¢y,

der=-A1-¢Y) & (5.41)
0rcy = =M (1= ¢?) [e2 — 0 = & (5.42)
0rcs = —X (1= C%) [e3 — 361 (6 — 0 — &) + 4¢)) (5.43)
Oy = A (1-¢") [e1 =3 (@2 — 0* = &)” — 4 + 2] (5.44)

E 6bvio a partir do sistema de Eqs. (5.41-5.44) que todos os cumulantes
relaxam exponencialmente para a condicao de equilibrio. No entanto, a velo-
cidade com que esse processo ocorre depende do fator (1 — (™) que faz com
que cada cumulante relaxe com uma velocidade diferente dos demais. Uma vez
que o estado de equilibrio s6 ¢ atingido para || < 1, vemos que os cumulantes
de mais alta ordem tendem a atingir o valor e equilibrio mais rapidamente que
os cumulantes de ordem baixa. Isso indica um processo de Gaussianizacao, ja
que a Gaussiana possui apenas os dois primeiros cumulantes nao-nulos.

Definimos ¢ = 1+ (¢ = szfm ey =(1-0X= ];Tm/\ e escrevemos
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explicitamente a solucao para a média e o desvio padrao respectivamente como

c(mu)=u e " (5.45)
kgT . 5 5
csriat) = 5L [ o] (gt o ] (o

E interessante comparar esse resultado com a solucdo da equacao de Langevin
(5.17-5.18). Para que os dois formalismos coincidam, é necessario que g — 2 e
7 — 7 (note que a = 2). Esse resultado é possivel somente no limite M > m.

A distribuicao de equilibrio pode ser avaliada fazendo o lado esquerdo das
Egs. (5.41-5.44) ir para zero. Nesse caso, fica claro que o tnico cumulante nao
nulo é a variancia, que assume o valor (1 —(?)o? = kBTT E de certa forma
impressionante que a lei de equiparticao segue como uma conseqiiéncia direta

do modelo. Vale observar que, na equacao de Langevin, é necessério impor a

equiparticao a priori.

5.2.3 Probabilidade de equilibrio

Fisicamente, esperamos que o estado de equilibrio f(u) = G (ulu’) seja des-
crito por g(ulu’, 00), que representa a probabilidade de realizar uma transi-
cdo com infinitas colisbes. E possivel justificar esta expectativa a partir da
Eq. (°5.36) pelo fato que a média e o desvio padrao da probabilidade de Pois-
son sdo respectivamente (n) = A7 e 0, = VAr. Deste modo, a massa de
probabilidade na série (5.36) tende a se concentrar em torno dos fatores com
n ~ AT que para T — oo correspondem a q(u|u’,n — 00). Assim, identificamos
fu) = qlulu’,n — 00) = Gr oo (uftr).

No modelo aqui considerado, a distribuicao de equilibrio corresponde a
uma probabilidade Gaussiana com média nula e variancia %. Uma questao
interessante surge se a distribuigdo de probabilidades para v na Eq. (5.28) nao

for uma Gaussiana. Nesse caso, para onde a distribuigao de equilibrio de u(t)
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convergiria?

Para considerar esta situacao, fazemos um raciocinio semelhante ao da
secao anterior, mas utilizando uma distribuicao arbitraria para v. O efeito
disto ¢é trocar o fator Gaussiano na Eq. (5.38) pela func¢éo caracteristica da
distribuico de velocidades, que denotamos por €®*). Usando a mesma notacao
anterior, ¢ facil mostrar que o estado de equilibrio (9;¢, = 0) implica na
relagao

W(z) —W((z) = O(2), (5.47)

onde W(z) = lim, o, W, (z|u'). Como o lado direito de (5.47) nao depende de
u', W(z) também nao deve fazé-lo.

Usando o fato que a fungao caracteristica é igual a 1 na origem e assim
W(0) = 0, vemos imediatamente que se ¢ = 0 entdo W(z) = O(z). Deste
modo, a distribuicao de equilibrio se iguala a distribuicao das moléculas do
fluido.

Para valores arbitrarios de (, é dificil antever o comportamento assinté-
tico. Ainda assim, a Eq. (5.47) permite determinar facilmente os cumulantes
da distribuicao de equilibrio a partir da distribuicao das particulas do fluido.

Vemos por comparacao direta que

=1

(5.48)

Cn

onde c¢,, sao os cumulantes da probabilidade de equilibrio e k,, sao os cumulantes
da distribuicao do fluido.

Mostramos agora que no limite em que M > m ou m > M, onde |(| — 1
a distribuicao de equilibrio da variavel reduzida converge para uma Gaussi-
ana. Esse é o mesmo tipo de convergéncia apresentada no Teorema do Limite
Central.

Para ver isto, considere a variancia c; = ky/ (1 — ¢?), que utilizamos para
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definir a variavel reduzida como

u = . (5.49)

E 6bvio pela definicdo, que a média de @ é nula e seu desvio padrao ¢ igual a

1. Os outros cumulantes reduzidos sao dados pela férmula

=" = -3, (5.50)
C;L/Q k;z/Q ( )

Todos cumulantes reduzidos de ordem maior que 2 se anulam no limite ¢* —
+1, caracterizando portanto uma distribui¢ao Gaussiana. O argumento mos-
tra que se as massas M e m forem muito dispares, a Gaussianizacao ocorre
mesmo se o fluido onde a particula Browniana esta imersa estiver em um estado

estacionério nao-Gaussiano.

5.2.4 Covariancia e difusao

Os processos de saltos aditivos possuem uma funcao de covariancia exponen-
cial, como serda demonstrado a seguir.

O primeiro passo consiste em obter a relagao
[ dwatulit myu = ¢ g ) Y (5.51)
k=0
que segue da Eq. (5.34). A média da distribui¢ao de equilibrio é

pe=g)> ¢~ (5.52)

k=0
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Comparando (5.51) e (5.52) com (5.36), obtemos facilmente

/du G (ulu') (u — pe) Ze’” )\TC (W —g)=e 7 (u —g{v)),
(5.53)
onde usamos a defini¢do 7 = (1 — () A.

Utilizando o resultado anterior, a covariancia se escreve como

/du Fu) (uw—pe)?e 7 = (1= g ((1*))e . (5.54)

Nesse ponto, é conveniente identificar a variancia da distribui¢ao de velocidades
das moléculas do fluido com %. Se isto for correto, entao a covariancia pode
ser escrita como

(D)) = 2L e, (5.59)

que caracteriza um comportamento comum a diversos processos Markovianos.
A difusao pode ser calculada utilizando as mesmas consideragoes feitas para

obter a Eq. (5.16), de onde resulta

(z(1)?) =2—. (5.56)

5.2.5 Equagao de Kramers-Moyal

Obtemos os coeficientes da expansao de Kramers-Moyal (2.39) relacionando-
os com os momentos da distribuicio de saltos g(u|u’). E possivel computé-los

explicitamente a partir da func¢ao caracteristica ¢(z|u) usando a férmula

A dn =0\ dr T
2o\ _ AN i(¢(—Duz—350°z
o (—1i) P(zlu)] = n!( i) dzne 2 :

Ainda que o calculo acima seja razoavelmente simples, convém considerar
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uma aproximagao valida para r = m/M < 1. Reescrevemos os termos

2r 9 4r? kT

1-(¢= X o’ =
i (1+7)? m

(5.58)

Uma vez que o segundo termo ¢ de O(r?), é possivel aproximar a expressao

2

(5.57) expandindo o termo com ¢° no expoente até a primeira ordem em r. O

resultado final pode ser avaliado explicitamente como

(_QU)niz ﬁijT n—2

Dnlu) = -2 M

(—2u)" r"t —

7 (5.59)
2n/!

que é exato na ordem principal de r. Vale ressaltar que 4 depende de r pela ex-
pressao 7 = 2r/(1+4r)A e assim o limite » — 0 implica que todos os coeficientes
de Kramers-Moyal se anulam.

A solucao completa da equacgao de de Kramers-Moyal é relevante ape-
nas para descrever o regime transiente. Para tempos longos, G,(u|u') —
q(ulu’, 00), que é a distribui¢ao de Maxwell. O problema original que motivou
Kramers a estudar as expansoes com derivadas de varias ordens era justa-
mente avaliar quais equagoes diferenciais possuem a Gaussiana como solucao
estacionaria [37]. E possivel mostrar, no caso aqui considerado, que qualquer
truncagem em ordem maior ou igual a 2 possui a mesma solucao estacionéria
que a equacgao completa.

Toda truncagem da equagao de Kramers-Moyal recupera precisamente os
momentos até a ordem de truncagem. Por exemplo, ao truncar até n = 4, a
média, a varidncia, o fator de assimetria e a kurtosis da soluc¢ao aproximada
seriam os mesmos da solucao completa.

O problema de reconstruir uma distribui¢ao a partir de um conjunto finito
de momentos é amplamente estudado em estatistica. Em geral, é mais con-

veniente utilizar os cumulantes, mas estes podem ser facilmente calculados a
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partir dos momentos. Um método comum ¢é o da expansao de Edgeworth [8]

2
e’ I_€3H3(LU) IZJ4H4(JJ) R§H6<LL’>
dr = 1
J@yde = o |1+ = = o T

+... | de,  (5.60)

- ~ . —(u(t L.
onde k, sao os cumulantes reduzidos e x = % Vale notar que a série
u
de Edgeworth nao gera necessariamente densidades positivas. Existem outros
métodos mais sofisticados que contornam esse problema, mas esse assunto foge

do escopo da tese.

5.2.6 Equacao de Langevin

Estritamente falando, nao é possivel antecipar a convergéncia da expansao de
Kramers-Moyal em (5.57), para a equacao de Fokker-Planck, mesmo quando
M > m. O resultado depende da relacao entre M e A\, mas estas sao duas
grandezas fisicas independentes a priori.

Usando a Eq. (5.57) junto com a defini¢ao ¥ = (1 — () A, obtemos a forga

2r A 2p0 |8 kT
D =-M ~ — — 5.61
1(u) 1—|—ru 1+r)Vr m “ (5.61)

vale enfatizar que esse resultado vale para qualquer razao entre massas r =

de friccao

m/M. Diferentemente da lei de Stokes, que cresce linearmente com as dimen-
soes da particula Browniana, o resultado que obtemos é linear com a secao de
choque e usualmente dependeria do raio da particula Browniana ao quadrado.
Isto ilustra que a forca de friccao devido ao choque com as particulas do fluido
é gerada por um mecanismo diferente da lei de Stokes.

Um fato interessante a respeito do modelo apresentado é que a truncagem
da expansao de Kramers-Moyal até a segunda ordem nao recupera o modelo

de Langevin. Isto porque o coeficiente de difusao? calculado a partir de (5.57)

4Nao confundir com o coeficiente de difusdo relacionado as posicoes dado pela férmula
de Einstein.
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seria dado por

Dy(u) = 7 (I@WT—FTUQ), (5.62)

147

que possui um termo adicional proporcional a r u?. Esse termo viola uma su-
posicao comum que a forca aleatoria deveria ser independente da velocidade.
No entanto, ao considerar a Eq. (5.62), vemos que sua origem fisica é muito
simples: o impulso transmitido por cada colisao depende da velocidade relativa
entre as particulas do fluido e a particula Browniana. No referencial do labo-
ratorio, a velocidade relativa antes do choque se escreve em funcgao tanto de u
quanto de v. Essa é, fundamentalmente, a razao para o aparecimento de um
termo de fricgao linear em u e também de um termo de difusao proporcional
a u? na equacao de Fokker-Planck associada ao processo.

E logico que poderiamos desprezar esse termo adicional no coeficiente de
difusao se r < 1. Esse é o limite onde o modelo de Langevin se aplica como
aproximacao. Vale observar que na situagao oposta, onde as particulas Browni-
anas sao muito leves (r > 1), é necessario fazer uma corre¢ao adicional & Dy (u)
e Dy(u): a rigor, a taxa de transigdes A depende da velocidade da particula
Browniana e, portanto, nem mesmo o termo de drift do modelo de Langevin

tradicional seria recuperado.

5.3 Conclusao

O modelo de Langevin para o movimento Browniano se baseia em uma idéia
aparentemente poderosa e de carater geral. Para construir um modelo estocas-
tico a partir de um modelo deterministico descrito por uma equagao diferen-
cial, bastaria acrescentar um termo de ruido aleatério. Mais concretamente,

de posse do modelo

dx
i Y(x,t), (5.63)
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a prescricao de Langevin induziria a escrever o modelo estocéstico correspon-

dente como

z—f — Y () + o(t), (5.64)

onde p(t) é uma influéncia aleatoria.

No entanto, existem varios problemas com esta abordagem. Primeiramente,
nao existe uma forma universal para o ruido aleatorio ¢(t): a “escolha natural”
do ruido branco é motivada apenas pela conveniéncia matematica e é muitas
vezes dificil de se justificar®. A influéncia aleatéria nao pode ser decidida em
um nivel puramente mateméatico: é necessario investigar a origem fisica do
ruido e assim modela-lo adequadamente.

No entanto, o problema com (5.64) é ainda mais grave que isto: nem mesmo
o termo de drift pode ser determinado univocamente. E necessario definir
como a lei deterministica (5.63) se relaciona com a distribui¢do de probabi-
lidades vinda de (5.64). Esse alerta é dado enfaticamente por van Kampen,
que recomenda interpretar a equagao diferencial estocéstica como um objeto
puramente formal. Uma equacdo como (5.64) pode ajudar a visualizar certas
propriedades das fungoes aleatorias x(t), mas ndo representa necessariamente
uma defini¢ao legitima de um processo estocastico. Nesse contexto, vale men-
cionar o imbroéglio Ito vs. Stratonovich: a mesma equagao de Langevin resulta
em diferentes equacoes de Fokker-Planck caso se utilize uma definigao de inte-
gral estocéstica ou a outra [31].

Uma maneira razoavel de produzir uma generalizagao estocéstica da Eq. (5.63),
seria definir uma probabilidade de transi¢ao onde a média (z(t)) seria dada
pela solucao desta equagao. Essa prescricao nao equivale a equagao diferencial

estocastica (5.64), a ndo ser que Y seja uma fungao linear de x. Para vermos

[ . . . .
°0 argumento de que o ruido deve ser descorrelacionado, apenas garante a Markoviani-
dade de z(t), mas existe uma infinidade de possibilidades consistentes com esta imposicao.
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isto, bastaria avaliar a média de ambos os lados de (5.64),

= (Y(x,1)) # Y ((x),1). (5.65)

Van Kampen mostra como montar uma equagao diferencial estocéstica onde o
lado esquerdo de (5.64), ao menos aproximadamente, seria igual ao lado direito
[32]. Nao vamos nos aprofundar nesta discussao, que é longa e cheia de suti-
lezas matematicas. O ponto que queriamos fazer é o seguinte: equagoes como
a de Langevin sao construtos formais: para definir um processo estocastico
legitimo é necessério especificar as probabilidades a N—pontos ou equagoes
que permitam determinar estas probabilidades.

Isto nos leva a discussao sobre o gas de esferas rigidas. Muitas vezes,
esse sistema é descrito utilizando o formalismo de Langevin, identificando a
equacao de Langevin com a lei de Newton. No entanto, esta identificacao
nao é satisfatoéria: existe uma série de questoes a serem respondidas antes de
interpretar o objeto formal da equagao de Langevin como a definicao de um
processo estocastico. A comegar: o(t) depende de z(t)? quais as propriedades
estatisticas de ()7 as regras adotadas supoe o célculo de Ito ou Stratonovich?

No modelo para o géas de esferas rigidas discutido no Cap. 5, evitamos todas
estas questoes pois nao se escreveu uma equagao diferencial estocéstica para
descrever a dindmica da particula Browniana. A aleatoriedade reflete o fato
que nao se pode antecipar a velocidade da proxima particula do fluido que
colidira com a particula Browniana. Sua origem fisica é transparente.

O modelo do gas de esferas rigidas também ilustra um ponto interessante:
muitas vezes o processo responsavel por introduzir a aleatoriedade na relagao
deterministica (5.63) é do tipo descontinuo. Isto é verdade no gés de esfe-
ras rigidas, onde a particula Browniana realiza trajetérias retilineas até que

uma colisao muda repentinamente sua velocidade para uma outra direcao. O
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mesmo pode ser dito de outros processos: um ativo financeiro mantém seu
valor de mercado até que ocorra uma transacao, uma populacao se mantém
constante até que ocorra a morte ou o nascimento de um individuo. Em véa-
rias situagoes, o processo estocéstico é, no fundo, um processo de saltos. As
equagoes diferenciais estocésticas, como a Eq. (5.64) seriam encaradas apenas
como uma aproximagcao para o processo real (obviamente é necessario verificar
se tais aproximagoes seriam muito grosseiras ou nao).

O ponto geral que queriamos destacar é esse: processos de saltos geral-
mente oferecem uma linguagem mais transparente que as equacoes diferenciais
estocasticas. O efeito da aleatoriedade é separado de uma eventual evolu-
¢ao deterministica quando especificamos a distribuicao de saltos e a taxa de
ocorréncia dos mesmos. A equacao diferencial estocéstica é um objeto mais
problemético: existem certas dificuldades matematicas que nao sao 6ébvias em
principio (e.g., calculo de Ito vs. Stratonovich). Em varias circunsténcias estes
problemas impedem, ou ao menos dificultam, a interpretacao de (5.64) como
uma definigao legitima de um processo estocastico.

No caso especifico da equacao de Langevin, é necessario ainda discriminar
o regime hidrodinamico, onde a particula Browniana possui dimensoes ma-
croscopicas, do regime molecular, onde o carater descontinuo do fluido deve
ser contabilizado. Em cada caso, a origem do termo de arrasto e do termo de
flutuacao é diferente, ainda que os dois modelos se assemelhem do ponto de

vista formal.



Capitulo 6

Equacao de Langevin Generalizada

Os sistemas de resposta linear sao aqueles que uma influéncia externa nao
altera a matriz de covaridncia de equilibrio. Kubo mostrou que € possivel for-
mular tais sistemas a partir de uma equagao de Langevin generalizada que
possui com uma for¢a de fricgao retardada, uwm ruido nao-branco e satisfaz a
relagio de Nyquist generalizada (ou teorema de flutuagdo e dissipagdo).

No entanto, existem sistemas que nao satisfazem a relagao Nyquist e ainda
assim sao bem descritos pela teoria de resposta linear. Construimos um des-
tes sistemas explicitamente e encontramos as condicoes para que a relagao de
Nyquist seja satisfeita. A equacao proposta por Kubo nao permite formular
estes sistemas. Consideramos algumas generalizagoes diferentes da equacao de

Langevin e argumentamos que aquela proposta por Kubo € a menos plausivel.

No entanto, a generalizacdo da equacdo de Langevin nao € univoca. Ar-
gumentamos que a escolha de Kubo € particularmente infeliz: se interpretada
como uma lei de Newton, ela assume propriedades inaceitdveis para as forcas
aleatorias. Se interpretada como uma teoria de resposta linear ela praticamente
impoe o teorema de dissipacao e flutuacao (hipdtese de Onsager) que relaciona

a admitdancia e covaridncia de um sistema linear. Ainda assim, Kubo oferece

133
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uma demonstracao que parece particularmente atraente pois se baseia em hipo-
teses minimas. FExistem outras generalizagoes da equagao de Langevin que nao
sofrem das mesmas criticas. No entanto, a hipdtese de Onsager nao resulta
facilmente do formalismo e permanece, como o nome diz, como uma mera hi-
potese. Em wvista desta discussao, obtemos a covaridncia e a resposta linear
de um sistema de osciladores cldssicos e mostramos que a hipétese de Onsager

pode ser violada de uma maneira trivial.

Uma questao importante na fisica de sistemas macroscopicos é inferir a
resposta de uma variavel termodinamica, que aqui denotamos por u(t) a uma
influéncia externa, ou “forga termodindmica” K (t). Um sistema de resposta

linear admite que estas duas grandezas se relacionam por

(u(t)) = / dY(t— 5)K(s). (6.1)

—0o0

Assumimos que u(t) é uma grandeza sujeita a flutuagoes. A matriz de covari-

ancia de u(t) é entao definida como

%(r) = ((u(t)ult + 7)), (6.2)

onde se impos a simetria por translacao temporal. Geralmente os dois nucleos
Y (7) e ¥(7) sdo relacionados. A relagdo de Nyquist generalizada, ou teorema

de flutuagao e dissipagao, estabelece que
X(1) =mkgT Y (|T]), (6.3)

onde m é a massa da particula e T" a temperatura do banho térmico. Essa
relagao foi demonstrada por Nyquist no contexto de circuitos elétricos [52] e

por Callen e Welton para sistemas Hamiltonianos [7].
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Posteriormente, Kubo mostrou que um sistema de resposta linear que obe-
dece a relacao de flutuagao e dissipagao pode ser reescrito de maneira mais
sugestiva como uma equagao de Langevin generalizada|3§|,

du_ _ /t ds g(t — s)u(s) + 20) + @, (6.4)

dat 0 m m

onde ¢(t) representa o ruido que induz as flutuagdes de u(t) e g(t — s) é
interpretado como o ntcleo de uma forca de friccao retardada. A equacao de
Kubo lembra a lei de Newton, e permite pensar nas forcas termodinamicas
como se fossem foras usuais. Mas aqui vale uma ressalva: as trés forcas %,
K(t) e — ffoo ds g(t — s)u(s) sao entendidas em um contexto abstrato, e nem
sempre representam forcas legitimas. Por exemplo, K(t) pode representar o
gradiente de temperatura, que é “forga” que direciona o fluxo de calor (u(t)).
Uma dificuldade com a expressao proposta por Kubo é que mesmo no caso
em que K(t) = 0, os processos u(t) e ¢(t) ndo podem ser simultaneamente
estacionarios |21, 15]. Essa situagdo pode ser contornada facilmente reformu-
lando o termo de dissipacao em (6.4), tornando-o explicitamente invariante
por translacao temporal:
%:—/t dsg(t—s)u(s)%—@—l—@. (6.5)

—0o0

E 6bvio que (6.4) e (6.5) ndo correspondem & mesma equacio, mas é possivel
mostrar que sob certas condi¢oes, as variaveis relevantes na teoria de resposta
linear (admiténcia e covariancia de u(t)) sdo as mesmas.

A relagao de Nyquist generalizada para a equagao de Kubo e para a Eq. (6.5)

pode ser escrita como
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Essa é a versao de Kubo para o teorema de flutuagao e dissipacao. O obje-
tivo deste capitulo é mostrar que, mesmo em sistemas microscopicos simples, a
relacao de flutuacao e dissipacao pode ser violada. Usamos o sistema de osci-
ladores classicos como exemplo e definimos u(t) como um processo estocastico
para a velocidade de um dos osciladores. A relacao de flutuacao e dissipacao
é respeitada somente quando a forca externa interagir apenas com o oscila-
dor estudado. Na hipotese mais realistica que a interagao influencia todos os
osciladores, a relagao (6.6) seréa violada.

Entendemos a equacao de Langevin generalizada como a definicao de um
processo estocastico. Em contraste, Lee e Mori [41]mostraram que é possivel
obter uma equagao como (6.4) a partir da lei de Heisenberg. Deste modo,
é possivel utilizar a equacao de Langevin generalizada como uma formulacao
alternativa para a mecéanica quantica, onde a variavel u(t) em (6.4) seria um
operador. Vale notar que a existéncia de processos estocasticos em sistemas
quéanticos é um tema controverso. A mecénica quantica fornece uma prescri¢ao
para definir a probabilidade conjunta de operadores que comutam. Como um
operador de Heisenberg A(t;) geralmente nao comuta com A(ty), nio existe
uma maneira bem definida de escrever a probabilidade a dois pontos P(A1, Aj),
além das probabilidades para outras malhas temporais. Isto nos limita a sis-

temas classicos e exclui o formalismo de Mori da discussao.

6.1 Solucoes da equacao de Langevin

6.1.1 Equagao estacionaria

Dado um nucleo de fricgao g(t — t’) e a covariancia do ruido I'(t — ') , qual é
o processo para u(t)? Como obtemos sua densidade espectral e a média?
Tratamos, primeiramente, da forma estacionéria da equagao de Langevin

generalizada (ou Eq. [6.5]). E conveniente reescrever esta equacio no espago de
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Fourier ja a mesma que envolve derivadas e convolugoes. Assim, definimos os
termos @(w), §(w), p(w) e K (w) como as transformadas de Fourier de u(t),g(t),

o(t) e K(t)! de tal maneira que a equacio de Langevin vira

Na passagem de (6.5) para (6.7), definimos ¢g(t) = 0 quando ¢ < 0, o que
permite utilizar o teorema da convolugao para escrever o primeiro termo no
lado direito de (6.7).

Deste modo, podemos organizar 4(w) como uma transformagao linear sobre

as forgas aleatorias. Ou seja,

i) =~ =t o) + K@) = V) [plw) + K@) . (68)

1
m§(w) — iw

Montando o mesmo argumento para o valor médio de (u(t)) , obtemos
——K(w) =Y (W)K(w), (6.9)

onde p(t) é a média de u(t) e fi(w) é sua transformada de Fourier. O operador
Y (w) que aparece em (6.8) e (6.9) é a admitancia da varidvel u(t) com relacio

a forga K (t). Revertendo a Eq. (6.9) para t, obtemos
Mm:/ 4 Y (¢ — YK (), (6.10)

—iwT
e

2

onde definiu-se Y (1) = [ dwY (w)

A causalidade é preservada se a admitancia for nula para argumentos ne-
gativos. E possivel mostrar que isto acontece se e somente se a mesma pro-
priedade ocorre em ¢(t —t’), sendo que ambos estao relacionados diretamente

pela Eq. (6.8). Essa propriedade foi imposta na Eq. (6.5) ao escrever a forga

! Aqui adotamos a convengao que Z(w) = [ dt z(t)e'™.
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de friccao como uma integral de —oo até t ao invés de se estendé-la sobre toda
a reta real.

O operador Y (t —t') determina tanto a proporcionalidade de u(t) com ¢(t)
no caso onde nao ha perturbagao externa, quanto entre (u(t)) e K(t) quando ha
perturbacao. De um certo modo, o sistema responde a uma flutuacao interna
da mesma maneira que responde macroscopicamente a uma for¢a externa.
Essa observacao pode ser entendida como a definicao do termo flutuativo na
Eq. (6.5).

O célculo da matriz de covariancia de u(t) é feito substituindo a Eq. (6.8)

em Eq. (4.21),

Sw)= L LW

r
m? §(w) — iw|”

I'(w). (6.11)

Segundo o teorema de Bochner, basta que i](w) > 0 para que isto aconteca e
a Eq.(6.11) garante a positividade de $(w). Do ponto de vista da consistén-
cia matematica, os nucleos g(w) e f(w) sao independentes e qualquer escolha
razoavel gera uma densidade espectral Y (w) valida.

No contexto de uma teoria de resposta linear, o processo estocastico para
u(t) é definido pela matriz de covariancia (ou sua densidade espectral L(w)) e
pelo operador de admitancia f/(w) que determina a média a partir da pertur-
bagao externa K (t). Tanto a for¢a flutuativa quanto a fric¢ao retardada sao,
de certo modo, apenas forcas ficticias que nos permitem interpretar a relagao
de resposta linear como a segunda lei de Newton. E ébvio pela Eq. (6.8) que
o nucleo da forga de friccao pode ser escrito biunivocamente como func¢ao da

admitancia,

%m; g(w) = ﬁ(w) + qw. (6.12)

Uma vez dado §(w) e X(w), processo estocéstico para o(t) fica entdo definido
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por

T(w) = m? |j(w) — iw|* Z(w). (6.13)

A admitancia ¢ uma relagdo entre a forga externa e (u(t)). Na ausén-
cia de forgas externas, a admitancia seria indeterminada, assim como g(w).
Conseqiientemente, mesmo se conhecéssemos a o processo estocastico para
u(t), ndo seria possivel definir univocamente a matriz de covariancia do ruido
['(t — t') utilizando a Eq. (6.13). E necessério considerar uma forca externa
para separar a influéncia do ntucleo de fric¢ao e do niucleo de dissipacao. Essa
ambigiiidade ja aparecia na equacao de Langevin tradicional e foi discutida na
Sec. 5.1.4.

Caso nao se conheca a admitancia, diferentes equacoes de Langevin po-
deriam reproduzir o mesmo processo estocastico u(t). E possivel, por exem-
plo, escolher arbitrariamente o termo de dissipacao e ainda assim produzir
uma dada densidade espectral Y(w). Para isto, basta redefinir o ruido como
I = %f onde tanto as varidveis com linha como as sem linha definem a
mesma densidade espectral.

Nos casos em que a relagao de Nyquist é vélida, as relagoes obtidas ante-

riormente se simplificam. A Eq. (6.3) pode ser reescrita no espago de Fourier

como

S(w) = mkpT 2R [ff(w)} , (6.14)

onde usamos o fato que a transformada de Fourier de Y (|7)|) ¢ 2R [?(u})}

Ao substituir esse resultado em (6.13), resulta que

D(w) = mksT 2R [§(w)], (6.15)

que é a versao no espago de Fourier da relagao de flutuagao e dissipacao de

Kubo (6.6).
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6.1.2 Equagao nao-estacionaria: Kubo

Na teoria de resposta linear, o estado de equilibrio ¢ atingido quando K (t) = 0.
Ao tratar a equacao de Kubo nesse regime, surge um certo dilema: nao é
possivel que os processos estocasticos para ¢(t) e u(t) sejam simultaneamente
estacionérios [21, 15|. Ao interpretar a Eq. (6.4) como uma lei de Newton,
talvez parega fisicamente mais intuitivo assumir que ¢(t) seja estacionério, pois
descreveria o mecanismo que faz o sistema em equilibrio produzir as flutuagoes.
A nao-estacionariedade de wu(t) seria atribuida ao preparo de u(t) em uma
condicao inicial especifica. No entanto, Kubo faz justamente o oposto e postula
que u(t) corresponde ao processo estacionéario.

Assim como no caso anterior, a covariancia (¢ — t') pode ser escrita como
fungao dos nicleos g(t —t') e T'(t) = (p(t)p(t’ ))|tl:0 (é necessario escolher um
instante especifico t' = 0, pois ¢(t) ndo é um processo estacionario). Multipli-

cando a Eq. (6.4) por ¢(0) =m % =% ¢ tomando a média, obtemos

d igt) _ /0 dsg(t—s)diis) +%<¢(t)@<o>>. (6.16)

A solucao pode ser obtida pela transformada de Fourier-Laplace definida como
Sp(w) = [77dr X(r)e™T. Como a informacdo sobre das funcdes X(7), T'(7) e
g(T) esta essencialmente contida apenas em metade da reta real, as trans-
formadas de Fourier-Laplace aqui consideradas de algum modo recuperam as
transformadas de Fourier definidas anteriormente.

Multiplicando a Eq. (6.16) por e™* e integrando em ¢, obtemos
2¢ N S 1 =
—wp(w) = (—iw) gr(w)Xr + EF[,(W). (6.17)

Uma vez que g(7) = 0 para 7 < 0, entao temos g(w) = gp(w), onde g(w)

foi definido na secao anterior. Ja para para as matrizes de covariancia temos
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S(w) = 2% [iL(w)} e D(w) = 2R [fL(w)]
A densidade espectral é um pouco mais complicada que a obtida na se¢ao
anterior, mas ainda assim depende apenas da covariancia do ruido e do ntucleo

de friccao

(31(0) + ) (W) — 25r(w)S [fL(w)]

wm? |g(w) — iw|2

S(w) = (6.18)

Na passagem anterior, separamos §(w) nas partes real e imaginaria, g(w) =
gr(w) + igr(w). Vemos claramente que (6.18) ndo equivale a (6.11). Mais
ainda, é possivel que (6.18) nao represente uma matriz de covariancia valida
jad que depende do numerador ser maior que zero para w’s positivos.

E um fato curioso que (6.18) e (6.11) tornam-se idénticos se vale a relacio

abaixo

T(w) = 2m kT jr(w) (6.19)

(e indiretamente [FL(w)} = mkpgT gr(w)). Varios termos se cancelam e
a covariancia (6.18) seria a mesma obtida para a equagdo de Langevin es-
tacionaria. B facil mostrar que o nicleo de admitancia é idéntico a (6.12),

independentemente de valer a relagao de flutuacao e dissipagao, ou nao.

6.1.3 Equacao nao-estacionaria: Volterra

Essa é dedicada a solugao da equagao de Kubo (6.4) assumindo que ¢(t), e
nao u(t), ¢ um processo estacionario. A soluc¢ao espelha o argumento utilizado
para tratar a equacao de Langevin tradicional, mas utiliza transformadas de
Laplace e o formalismo de Volterra para equacoes integro-diferenciais. Fora
isto, o tratamento é semelhante aquele dado a equagao estacionaria. Definimos
ur(2),90(2), vr(z) e Kp(z) como as transformadas de Laplace de u(t), g(t),
o(t) e K(t). Usando (6.4), calculamos

1 1
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onde a condigao inicial ug = u(t = 0) entra automaticamente na solugao.

Identificamos a admitancia como

Y(t)=L" {%ﬁ] : (6.21)

que formalmente é o mesmo valor que (6.12) (comparamos os dois por conti-
nuagao analitica, fazendo z — —iw e gr(iw) = §(—w)).

Mesmo na auséncia de forgas externas, a média de (u(t)) nao ¢ nula
t
(u(t)) = uomY (t) + / dsY (t — s)K(s), (6.22)
0

onde na expressao anterior usamos a relagao de causalidade Y (7) = 0 para 7 <
0 para redefinir os limites da integral. A matriz de covariancia deste processo
é mais complicada pois depende do tempo inicial. Invertendo a transformada

de Laplace na Eq. (6.21) e subtraindo a Eq. (6.22), obtemos

u(t) — (u(t)) = /0 dsY (t — s)p(s). (6.23)

Multiplicamos a expressao anterior avaliada em dois tempos distintos e tiramos

a média para assim obter

X(t,t') = /t ds /tl ds'Y(t —s)Y (' — s)['(s — §'). (6.24)

O processo estocéstico para u(t) fica totalmente definido pelos nicleos de
friccao e a matriz de covariancia para as flutuagoes. Fica claro que quando
t = t' = 0, a matriz de covariancia se anula e portanto ¢ possivel interpretar o
resultado como um processo condicionado a u(0) = uy.

Assim como no caso estacionario, nao existe nenhum compromisso entre os

nucleos g(t—t') e I'(t—t') para garantir a consisténcia matematica de (6.24). A
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Eq. (6.24) apenas descreve a regra de transformagao de matrizes de covariancia
para variaveis relacionadas por uma transformacao linear e portanto também

define uma matriz de covariancia valida.

6.2 Sistema de osciladores classicos

E possivel obter a covariancia e a admitancia de maneira exata se conseguirmos
integrar as equagoes de movimento microscopicas. Ainda que geralmente isso
nao seja possivel, vale a pena desenvolver esse raciocinio explicitamente em um
sistema de muitas particulas onde as equagoes de movimento sao integraveis.
Temos em mente um sistema de osciladores sujeito a forcas externas, cuja

Hamiltoniana é

n

H(gv) =Y 22;: +y > % +) aGF(®). (6.25)

i=0 i=0 j=0 i=0

Nesse caso (e possivelmente apenas esse) é possivel resolver as equagoes mi-
croscoOpicas para um namero n arbitrario de particulas. A demonstracao que
se segue se assemelha & Ref. |9], mas consideramos o termo da forga para
obter explicitamente a admitancia enquanto estes autores tentam identificar
diretamente os termos de flutuacao e dissipacao.

Supomos que myg, po(t) e qo(t) s@o as coordenadas da particula Browniana,
e assim identificamos u(t) = po(t)/mg para manter a notagao consistente com
a se¢ao anterior. O sistema descrito pela Eq. (6.25) consiste portanto em um
conjunto de n osciladores harmoénicos em contato térmico com uma particula,
a qual monitoramos o estado. Assumimos que as forcas externas podem ser es-
critas como F;(t) = ¢;K(t), onde go = 1. Fisicamente, esta suposi¢ao descreve
a aplicacao de um campo externo dependente do tempo, onde cada particula
sofre uma forga proporcional ao valor de sua carga g; e ao proprio campo K ().

Calculamos a resposta linear do sistema ao campo externo K (t) ligado em
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t = 0. Para t < 0, o sistema se encontra em um estado de equilibrio descrito

pela distribuig¢ao canoénica
L _
P(p,q) = _e™ 1 ®dgy ... dgy dpo ... dpn, (6.26)

E facil mostrar, utilizando a Hamiltoniana (6.25), que para t < 0 os valores
médios se anulam, (v;(0)) = (¢;(0)) = 0.
A integragao formal das equagoes de movimento para as coordenadas v;(t)

€ expressa Como

pi(t) = fi(q(0), p(0); 1). (6.27)

Em um sistema de osciladores, esta é uma funcao linear nas condigoes inici-
ais, como serd demonstrado adiante. Por esse motivo, a resposta do oscilador
harmonico é exatamente linear na forca externa, mas fora esse caso, a line-
aridade é apenas uma aproximacao da resposta real. O processo estocastico
exato para u(t) é definido a partir das condi¢oes iniciais aleatorias p;(0) e ¢;(0)
descritas pela distribuigao na Eq. (6.26) e pela relacao (6.27). Desta forma

temos todas as probabilidades a N —pontos escritas como

P(u) = /dQO ..dgydpg . .. dp, 0 (ut — W) F(q,p), (6.28)

P(uyg, uy) = /dqo ...dg,dpo...dp, 0 (ut — M) ) (ut/ — W) F(q,p),

m

(6.29)

e assim por diante.

No sistema de osciladores harménicos, fy(...) é uma funcdo linear e F'(q, p)
é uma distribuicdo Gaussiana. Assim, todas as probabilidades a N—pontos
também sao Gaussianas. Quando o tamanho da malha temporal ¢1,...,ty se
igualar ao ntiimero de particulas do banho, obteremos funcoes do tipo delta de

Dirac, ja que existe um ntmero maior de vinculos no espago de fase que graus
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de liberdade.
E simples mostrar que as equacoes de movimento para as coordenadas ¢

que surgem da Hamiltoniana (6.25) consistem em

Y K, 1
thl Z L) —l——glK(t) (6.30)

Esse sistema de equagoes pode ser resolvido pelo método da diagonalizagao de
M;; = K;;/m;. Definimos as variaveis y; = Z?:o Ui;qj, de tal maneira que a
matriz de componentes Uj; diagonaliza M, de forma que (U~'M U),; = A\}di;.

As equagoes de movimento para y; portanto se desacoplam, e a solucao geral

é dada abaixo
1 t
1 JO

onde definimos «;(t) = ¢;K(t)/m;. Podemos relacionar as constantes A; e B;
com as condigoes iniciais ¢;(0) e p;(0). Para isto, avaliamos y;(0) e 9;(0), que

resultam em
N |
A=Y Uyg;(0);  Bi= " S~ Uigps(0)/m,. (6.32)
Jj=0 §=0

Finalmente, escrevemos a solugao geral para a velocidade das particulas p;(t)/m;,

) — L Z Z Ut 7 Ujk [0k(0) cos(Ajt) + qr(0) A sin(Ajt)]

v j=0 k=0

b3S U | "t cos I\ (t — )] ge K (D). (633)

Para definir uma teoria para a resposta linear de u(t) ao campo K (t), basta
calcularmos a meédia de (u(t)), que fornece a admiténcia e a covariancia. No

estado de equilibrio, as médias (v;(0)) e (¢;(0)) se anulam. Usando esse fato
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em (6.33), obtemos

(u(t)) = /0 dt' {i S U U cos st — 1) gk} K),  (634)

que caracteriza um sistema de resposta linear para (u(t)). Identificamos a
admitancia prontamente como o termo em colchetes. E conveniente trabalhar
com a Eq. (6.34) no espago de Fourier. Antes disto reescrevemos as integrais

ue aparecem na expressao anterior como

/ it cos (=) K () = / T A0t — ) cos[\(t— ) K(E).  (6.35)

o)

O dominio de integracao pode ser estendido para t' = —oo porque K (') se
anula para t’ < 0 e a funcao de Heaviside permite fazer o mesmo para t' = oo.

As transformadas de Fourier de cada termo ©(t) cos(A,t) sao dadas por

171~ ~ s 1 1 1

= Y x}:—é ) SN .

5 (60— 3+ 0+ 4] = F oo =)+ 80+ 0+ - (525 + o550
(6.36)

Substituindo esse resultado na Eq. (6.25), ap6s multiplicar ambos lados por

[ dt e (-), obtemos

(i(w)) =Y (w)K (w). (6.37)

7=0 k=0
i N N
= DD Us U0 (6.38)
=0 k=0 J

O proximo passo é obter a covariancia do sistema e a sua densidade es-



CAPITULO 6. EQUACAO DE LANGEVIN GENERALIZADA 147

pectral. Para isto, multiplicamos a Eq. (6.33) avaliada em ¢ = 0 por u(0) =

po(0)/mg. Tirando a média, o resultado é

T
2
mg

N(t—t) = > Uy Ujocos [A;(t —t')] . (6.39)

A densidade espectral se escreve como

kpT &
S(w) = % > U Usom [6(2; — w) + 6(X; +w)] (6.40)
0 =0

onde vale notar que a covariancia nao é afetada pelo campo externo K (t), o
que é uma suposicao bésica da teoria de resposta linear.
A relagao entre flutuagao e dissipagao ¢ obtida utilizando as férmulas (6.12)

e (??) para identificar §(w) e I'(w). Desse modo, é possivel escrever

(o) = 2 R[], (6.41)
R [Y(wﬂ

que reproduziria a Eq. (??) se a densidade espectral for proporcional & R[Y (w)].

Comparando (6.38) com (6.40), vemos que isto acontece somente se as parti-

culas do fluido nao sofrerem influéncia do campo externo K(t) que afeta a

particula Browniana, exigindo, portanto, que g; = 0 (exceto go = 1). Com-

parando com a Eq. (6.41), recuperamos a relagao de flutuacao e dissipagao de

Kubo no espago de Fourier
['(w) = mokpT 2R [§(w)] . (6.42)
O resultado, apds a aplicar a transformada inversa, se escreve como

(p(t)e(t)) = mokpT g (It —t']), (6.43)



CAPITULO 6. EQUACAO DE LANGEVIN GENERALIZADA 148

que ¢é exatamente a relagao de Kubo (6.6).

Enfatizamos novamente que a relacao Nyquist generalizada so é satisfeita
se gizo = 0. Em um sistema de osciladores idénticos, onde utilizarfamos o
processo estocastico u(t) para simplificar o tratamento matematico, esta supo-
sicao soa artificial. Em cenario mais realistico, é possivel que todas particulas
respondam da mesma maneira e assim g; = 1 (afinal, trata-se de particulas
idénticas). Outra possibilidade é que g; decaia na medida que se considera
particulas mais afastada da fonte de campo.

A rigor, a fisica microscopica determina completamente a matriz de cova-
riancia e a admitancia, além do espectro do ruido e a friccao pelas defini¢oes
(6.12) e (6.13). Mesmo no sistema de osciladores harmonicos, na pratica, nao
é possivel calcular explicitamente cada um destes termos pois isto envolve de-
terminar cerca de 10 modos normais e a matriz de similaridade Uj;.

Existem circunstancias onde estes nticleos exibem uma relacao de propor-
cionalidade e isto pode ser explorado se existir um método tedrico ou experi-
mental para determinar qualquer um destes niicleos. A relacao de flutuacao
e dissipagao (6.42) permitiria entao escrever X(t —t'), Y(t —t'), g(t —t') e u
['(t — t') a partir de apenas um niicleo conhecido. Essa relagao é valida no

sistema de osciladores somente se g; = 0.

6.3 Difusao e mistura

Em sistemas que obedecem a relacao de flutuagao e dissipagao (6.42), podemos
escrever a matriz de covariancia como funcao de qualquer um dos outros ni-
cleos Y(t—t'), g(t—t") ou I'(t—t"). Destes, o nucleo de fric¢ao é frequentemente

o mais simples de trabalhar, de modo que usaremos a relagao

Sy - kol 2R
m[5(w) — il

(6.44)
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valida no contexto da equagao de Langevin estacionaria (6.5). Com isto, é
possivel comparar nossos resultados com o de Morgado, et. al., que exprimem
o expoente de difusao em funcao da densidade espectral do ruido ¢(t).
Segundo o teorema de flutuacao e dissipagao, o nicleo de friccao determina
a a densidade espectral do ruido, I'(w) = 2mkgT R [§(w)]. A difusdo normal

ocorre se a integral abaixo existir

- / " dtg(t) = §0), (6.45)

e nesse caso o coeficiente de difusao reproduziria a féormula de Einstein

le, . kgT

6.46
5 o (6.46)

Comparando com a equagao anterior, fica claro que sistemas em que ~ diverge
possuem comportamento subdifusivo e aqueles nos quais 7y se anula apresentam
superdifusao.

Antes de prosseguir, convém separar §(w) nas suas partes reais e imagina-
rias,

g(w) = gr(w) +igr(w). (6.47)

Uma conseqiiéncia imediata de g(t) ser real é que gr(w) é uma funcdo par
enquanto gr(w) é uma fungao impar. Em especial, temos ¢;(0) = 0. Supomos
que a parte real se comporta como uma lei de poténcia proximo & origem —
gr(w) ~ wh.

O subdifusivo ¢ caracterizado por p < 0 e gr(0) = co. Nesse caso, ¢ facil

mostrar por substitui¢do direta na Eq. (4.69) que

Y(w) ox w™H; (z(1)) oc THFH. (6.48)

A anélise do regime de superdifusdo é um pouco mais complicada porque os



CAPITULO 6. EQUACAO DE LANGEVIN GENERALIZADA 150

termos jz(w) e §;(w) — w se anulam quando w — 0, fazendo com que %(0) se
transforme em uma singularidade do tipo 0/0. E necessério avaliar a relacdo
entre §r(w) e gr(w) para valores muito pequenos de w.

Devido a exigéncia de causalidade para a resposta linear, a fungao g(t)
se anula para t < 0. Deste modo, é simples constatar que a parte real da
transformada de Fourier de g(t) é também igual a transformada de 1g(]t]) e a

sgn(t)

parte imaginaria corresponde a transformada de T( g(|t]). Toda a informagao

para reconstruir g(t) estd portanto contida separadamente em cada fungao

Jr(w) e gr(w). De fato, podemos escrever gr(w) como fungao de gr(w), e

vice-versa, utilizando as relagoes de Kramers-Kronig [63]

T w? — w'?’ T w? — w?’

gr(w) = 2 /000 dw'M' gr(w) = 2 /000 dw'M (6.49)

onde a divergéncia em w = w’ é contornada utilizando o valor principal de
Cauchy ao avaliar as integrais.

As relagbes de Kramers-Kronig implicam que |§;(w)| < gr(w), como sera
demonstrado a seguir. Utilizamos a prescricio ' +— ' + i€? ao avaliar a

integral (6.49). Ao aplicar a desigualdade de Schwarz na Eq. (6.49) se obtém

Gr(w)] < 22 /OOO dw'R {(W - W?R(”,) ] (6.50)

s ) |w — W' — i€
[ el

), Mgy Vet meaw-w) (651

onde 0. (w — ') = £ [€* + (w — w’)Q} ~!. Observe que d.(w) é a distribuigao de

Cauchy (ou Lorentziana), que converge para a delta de Dirac quando € — 0.

2As relacoes de Kramers-Kronig estdo penduradas no fato que uma extensio complexa
de g(w) seria analitica no semiplano superior. Deste modo, o valor principal de Cauchy
pode ser implementado substituindo w’ — w’ +ie. Isto corresponde & contornar os polos em
w = w’ por cima, que é a prescri¢ao utilizada para obter a Eq. (6.49).
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Avaliando a integral nesse limite, a Eq. (6.51) se reduz a

|9r(w)| < gr(w), (6.52)

como queriamos demonstrar.
Substituindo §g(w) ~ w” na Eq. (6.44), onde p > 0, resulta em L (w) ~ w ™
para p < 1 e i(w) ~ w?* para p > 1. Juntando o com o resultado na

Eq. (4.69), ficamos com a caracterizagao geral do processo de difusao

Tite —l<pu<l1
gr(w) ~w", (x(7)?) ~ { 73-n l<p<3 - (6.53)
70 caso contrario

A restricao que o expoente de difusao seja menor ou igual a 2 aparece natu-

ralmente.

6.4 Conclusao

A teoria de resposta linear trata de varidveis termodinamicas sujeitas a flutua-
¢ao. Essa teoria se baseia em uma forte simplificacao: um sistema de resposta
linear é caracterizado apenas pela covariancia de equilibrio e pelo operador
de admitancia. A hipoétese fisica por tras destas idéias é que a covariancia
de equilibrio nao se alteraria significantemente sob a acao de uma influéncia
externa e a resposta a esta influéncia deveria ser linear.

Estas hipoteses sao satisfeitas pelo sistema de osciladores cléssicos, que
portanto admite uma descricao exata a partir da teoria de resposta linear.
No entanto, outro resultado importante desta teoria pode ser violado mesmo
nesse sistema simples. A relagao de Nyquist, que relaciona a admitancia com a

covariancia de uma variavel estocéstica, nao se aplica caso a influéncia externa
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atue em mais de um oscilador. A principal conclusao que tiramos deste exemplo
é que a teoria de resposta linear nao requer a validade do teorema de flutuagao
e dissipagao.

Essa observagao muito provavelmente se estende a outros sistemas fisicos.
O teorema de Callen e Welton efetivamente lineariza a Hamiltoniana ao tratar
0 campo externo como uma perturbagao de primeira ordem. Como o sistema
de osciladores ja é exato em primeira ordem de teoria de perturbagao, acredita-
mos que os mesmos resultados possam ser extrapolados para outros sistemas.
Se isto for verdadeiro, poderiamos compreender o teorema de flutuacao e dissi-
pacao como a relacao decorrente da “forga termodinamica” atuar em um tnico
grau de liberdade do sistema fisico em consideragao. Qualquer outra situacao
implicaria na violacao desta relacgao.

Essa discussao é especialmente importante em conexao com a literatura de
equacoes de Langevin generalizadas. A equacao de Kubo, embute o teorema
de flutuacao e dissipacao: esse é o tnico caso 6bvio onde a densidade espec-
tral em (6.18) seria automaticamente valida. Nao sabemos se existem outras
possibilidades matematicamente consistentes. De todo modo, Kubo oferece
uma demonstracao da relacao de flutuacao e dissipagao que, comparada com
o teorema de Callen e Welton, é extremamente econdmical38]. No entanto,
essa demonstracao nao é satisfatoria. A equacao de Langevin generalizada
proposta por Kubo nao permite escrever sistemas sistemas de resposta linear
arbitrarios. Possivelmente apenas os sistemas que obedecem & relacao de flu-
tuacao e dissipacgao seriam permitidos. Assim, ao definir o processo estocéstico
como (6.4), Kubo ja estaria implicitamente assumindo a validade do teorema
que ele queria demonstrar. (Para outra critica & demonstracao de Kubo, veja
a Ref. [15]).

Ao corrigir esse problema na equagao de Langevin estacionaria, vemos que

o teorema de flutuagao e dissipagao é uma hipotese adicional. O mesmo pode
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ser dito sobre a segunda solucao da equacao de Kubo na Sec. 6.1.2. Nesse caso,
no entanto, é dificil comparar diretamente a covariancia com a admitancia pois
trata-se de um sistema nao estacionario. De qualquer modo, fica claro pela
Eq. (6.24) que a admitancia ndo determina a covariancia ou vice-versa.

Em resumo, a relacao de Nyquist generalizada, ou teorema de flutuacao e
dissipagao, é tutil em diversas circunstancias. Nao é possivel inferir disto que
todo sistema de resposta linear obedece a esta relagao. Conjecturamos que,
para todos sistemas Hamiltonianos, se a for¢a externa atuar em varios graus
de liberdade do sistema (e nao somente naquele que estamos descrevendo) a
relacao de flutuacao e dissipacao seria violada. Isto é especialmente relevante
na aplicacao do formalismo da equagao de Langevin generalizada a sistemas
microscopicos. Raramente se possui um controle tao fino sobre as influéncias
externas, sendo que o campo externo afetaria se nao todas, mas ao menos
varias das particulas do sistema. Parece improvavel, portanto, que a relacao

de Nyquist seja satisfeita nesse dominio.



Capitulo 7

Deteccao de tendéncias em séries

temporais

Apresentamos uma metodologia de inferir tendéncias de séries temporais com
comportamento errdtico. Ao decompor uma série como x(t) = Z(t) + dx(t),
onde T(t) € a tendéncia sistemdtica e 6x(t) sio as flutuagoes, as observagoes
sobre x(t) trazem informagao sobre o valor da fun¢ao desconhecida Z(t). Atri-
buimos por simplicidade uma probabilidade Gaussiana as fungoes desconheci-
das Z(t) e dx(t). A partir destas probabilidades obtemos P(Z|x), que descreve
a incerteza sobre T considerando uma observagao da série x(t). O resultado
de (Z(t)) se assemelha ao do método de médias moveis. Adicionalmente, hd
uma estimativa de erros e do pardmetro de suavizacao.

Para situar esse problema na literatura, apresentamos o método de regressao
por processos Gaussianos, que jd € bastante utilizado na pratica. FExiste uma
intersecgao entre os dois métodos, mas a motivacao € um pouco diferente. O
que mais nos distancia desta literatura € o formalismo matemdtico, jd que uti-

lizamos métodos de teoria de campos para desenvolver os cdlculos.
A familia das Gaussianas apresenta varias propriedades interessantes e apa-

154
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rece naturalmente em muitos modelos em fisica e estatistica. Nao deve parecer
surpreendente que um processo estocastico onde todas as probabilidades de N
pontos sao Gaussianas seja especialmente simples de lidar. Estes processos sao
o tema do presente capitulo.

A Gaussianidade é uma suposigao comum feita nos sistemas tratados nos
capitulos 4 e 6. No entanto, a hipdtese de Gaussianidade nao foi necesséria
para obtencao dos resultados expostos até o momento, de sorte reservamos o
tema de processos Gaussianos para esse capitulo. Ao invés de tratar de temas
diretamente relacionados & fisica, aqui utilizamos o formalismo de processos
estocasticos para inferir tendéncias em séries temporais.

Uma Gaussiana multidimensional é definida por um vetor de média m =
(my, ..., my) e uma matriz de covariancia ¥;;, ¢, j € [1, N], com a restri¢ao que
Y seja positivo-definida (todos autovalores positivos). Um fato interessante
sobre esta distribuicao é que a marginalizagao sobre uma componente ¥ resulta
em outra Gaussiana virtualmente idéntica & primeira: basta desconsiderar as
componentes de m e de ¥ que possuem o indice k. Em outras palavras, a
marginalizacao nao altera a média, a covariancia nem a forma Gaussiana da
distribuicao.

Demonstramos esse fato. A densidade de probabilidades de uma Gaussiana

multidimensional é escrita como

ply) = 1l lewTs ) (7.1)

V/det (27Y0)

0 que muitas vezes é representado de maneira compacta utilizando a notacao
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y ~ N(m,Y). Ja a fungao caracteristica da Gaussiana ¢ dada por!
¢(z) = (e¥2) = ¢~ 37 Tatimaz, (7.2)

e nos permite analisar mais facilmente o que acontece no processo de margina-
lizagdo. A marginalizacdo sobre uma variavel y, corresponde a tomar o limite
sobre a variavel correspondente z;, — 0. Como mencionado anteriormente, isto
simplesmente elimina os nimeros que fazem referéncia ao indice k em (7.2) e
nao altera o resto da distribuicao.

Vamos generalizar a nogao de probabilidade Gaussiana de um vetor para
uma fung¢ao — que significa definir um processo estocastico. Sob certos as-
pectos, uma fungao y(t) sobre um parametro ¢ se assemelha a um vetor com
um indice continuo. No entanto, a generalizacao dos resultados anteriores nao
é imediata pois trata-se de um nimero infinito e incontavel de componentes.
Um pouco de cautela deve ser exercitada.

Iniciamos a discussao com um exemplo concreto. Considere que y(t) repre-
senta a posicao de uma particula ao longo do tempo. Uma forma de reproduzir
y(t) seria medir os valores yy,...,yn em varios instantes ti,...,txy. E claro
que, sem conhecer y(t) a priori, o melhor que se pode fazer é fornecer a pro-
babilidade conjunta de se obter uma determinada seqiiéncia de resultados, ou
P(y1,...,yn). Conquanto que N seja finito, esta é uma distribui¢ao multiva-
riada comum, que nao apresenta nenhuma dificuldade matematica abstrusa.

Um experimento mais cuidadoso poderia realizar medicoes adicionais nos

instantes tyi1,...,tN10, € assim obter um pouco mais de informacao sobre

1O resultado decorre de um pequeno exercicio de algebra linear: 1) existe uma matriz
U que diagonaliza ¥~ pois ¥ e X! sdo positivo-definidas. 2) Com esta matriz fazemos
uma transformagao linear nas variaveis de integracdo y — y’ = U (y — m), onde o Jaco-
biano é 1 devido & unitariedade de U. 3) Na forma diagonal, (7.2) equivale ao produto de
vérias Gaussianas unidimensionais, Z(\;)~! [ dy} e~ 2 ¥%+iU2)vi — e~ UD? onde A, sdo
os autovalores de 7! e Z()\;) é a constante de normalizagdo. 4) O expoente equivale &
forma linear $zUT DUz, onde D = diag(\{ ', ..., Ay'), mas como U diagonaliza ¥ !, temos
UTDU = . 5) Voltando com a média, temos finalmente (7.2).
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y(t). Os possiveis resultados deste experimento sdo codificados na probabili-
dade conjunta P(y1,...,yn, ..., yn+a). B claro que as duas atribuicdes devem
ser consistentes entre si: se ignorarmos o resultado dos experimentos adicio-

nais, voltamos a situagao anterior, ou seja
Z Z Pyy, - yn, - ynem) = P(ys, - yw). (7.3)
YN+1 YN+M

Note que nao é necessario que os tempos t; sejam ordenados. A equagao ante-

rior é simplesmente a condigao de compatibilidade de Chapman mencionada

na Sec. 1.4.
Se P(y1,... YN, ---,Yn+a) for uma Gaussiana com média {m;} e covari-
ancia {¥;;} a probabilidade marginal P(yi,...,yy) serd uma Gaussiana vir-

tualmente idéntica, onde apenas se desconsidera as componentes adicionais
YN+1,- - Ynim- Podemos levar esse raciocinio a um extremo: dizemos que a
funcao y(t) possui uma distribuicdo Gaussiana com média u(t) e covariancia
Y (t,t'), onde o indice continuo ¢ contempla todas as suas infinitas componentes.
Em analogia & notacao para vetores Gaussianos, escrevemos a probabilidade
da fungao y(t) como

y(t) ~ PG [u(t), X(t, )] (7.4)

Em aplicagoes praticas, no entanto, é necessario considerar apenas um namero
finito de valores. Selecionando uma malha temporal ¢, ..., ¢y, pode-se argu-
mentar que a probabilidade conjunta para y,...,yyx seria obtida integrando
sobre todas as outras infinitas componentes. E claro que nao ¢é necessario, nem
sequer possivel, fazer todas estas integragoes. De qualquer forma, podemos
conceber esta probabilidade como uma Gaussiana com média m; = u(t;) e
covariancia ;; = X(t;,t;).

Os processos Gaussianos sao convenientes porque, ao fim das contas, se

resumem a manipulagao de Gaussianas multidimensionais. Existe uma certa
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flexibilidade no que u(t) e X(¢,t') podem ser. Em especial, a matriz de covari-
ancia define propriedades importantes das funcoes geradas por estes processos
como continuidade, diferenciabilidade, o carater Markoviano, etc. Além disto,
alguns processos estudados em fisica sao exemplos de processos Gaussianos —
isto geralmente acontece em sistemas com Hamiltonianos quadréticos. Antes
de proceder, convém demonstrar algumas propriedades de Gaussianas multi-

dimensionais e de processos Gaussianos.

7.1 Propriedades de processos Gaussianos

Nao ha como compreender adequadamente os processos Gaussianos sem um
dominio razoavel das propriedades de Gaussianas multidimensionais. Com
isto em mente, revisamos alguns dos principais resultados e mostramos alguns
desdobramentos importantes no contexto de processos Gaussianos.
Lembramos que os resultados do capitulo anterior que discutem as propri-

edades da matriz de covariancia também se aplicam aqui.

7.1.1 Probabilidades condicionais

Considere que o argumento de uma Gaussiana multidimensional seja separado
em duas partes y = (u,v), onde se conhece o valor das coordenadas v, mas

nao das coordenadas u. A probabilidade condicional é dada por

p(ufv) = L&Y), (7.5)

e se p(u,v) for Gaussiana ¢ facil mostrar que tanto p(v) e p(u|v) também o
sao0.
Para calcular os parametros desta distribui¢ao, é conveniente fatorar a

média e a covariancia originais em uma parte que depende de u e outra que
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depende de v. Deste modo, a matriz de covariancia fica escrita como

A C
Y= (7.6)
ct B
e a média como m = (a, b). Existe uma interpretagao muito simples para esta
decomposi¢ao: A é a matriz de covaridncia para as variaveis u, B cumpre o
mesmo papel para v, enquanto C descreve a correlagao entre as variaveis u
com V.

A inversa da matriz de covariancia, que aparece na densidade de probabi-
lidades (7.1), é dada pelo complemento de Schur, resultando em
(A-cB-ien)™! —(A-cB'cT) T oB
»l=

~B'CT (A—CB'C")"" B4+ B'CT (A-CB'CT) " CB™!

(7.7)

fato que pode ser testado por calculo direto. Assim, a covariancia condicional

&% = A— OB 'CT (corresponde ao termo quadratico em u que multiplica
¥11). A média fica dada por m = a+ CB~! (v —b).

Definimos o processo Gaussiano condicional a partir dos resultados acima.
Primeiramente, identificamos u = (y(t),y(t')) e v.= (y1,...,yn), onde y; é
o valor da funcao y(-) no instante t;. Supondo que originalmente se tinha
y(t) ~ PG lu(t), X(t,t')], a média e a covaridncia do processo condicionado

ficam dadas respectivamente por

fi(t) = p(t) + Z S(t, ) Byt (v — w(t) (7.8)
S(t,t) =X(tt) — i N(t, ;) B;; ' S(t;, 1), (7.9)

ij=1

Aqui lembramos que B;; = 3(¢;,t;). Adotamos a notacao abaixo para repre-

sentar o processo condicional,
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y(t)lye ~ PG [a(t), S (t,1)], (7.10)

onde y¢ representa os valores da func@o y(-) conhecidos em cada instante
1ot

Um fato notével sobre o processo condicional é que a operagao compu-
tacionalmente mais cara, a inversao de B, s6 precisa ser realizada uma vez
para cada conjunto de observagoes. Em especial, se soubermos apenas uma
componente do vetor (e.g., o valor da posi¢ao no instante inicial), B torna-se
um numero ordinario e nenhuma operacao de inversao de matrizes precisa ser
realizada. Esse tipo de situagao aparece quando se impoe alguma condigao
inicial. Em um processo condicionado a um tnico ponto yo = y(0), teria-
mos y(t)|yo ~ GP [i(t), (¢, ¢')], onde a média e a matriz de covariancia se

escreveriam como

pi(t) = p(t) + 5(t, 1) /% (to, to) (y(to) — ulto)) (7.11)

S(t,4) = B(t,t') — D(t, t0)S(, o) /D(to. to). (7.12)

Observe que o processo y(t)|yo pode perder algumas propriedades presentes
no processo original y(t), como a simetria por translagao temporal. Se y(t) for
um processo estacionario (X(¢,t) = X(t — t') e u(t) = cte), entdao y(t)|yo nao
o seré ja que a matriz de covariancia nao poderia ser escrita como X(t —t'). E
possivel definir um processo estacionario y(t) para representar a "verdadeira"
fisica do sistema, como sendo aquela invariante por translagao temporal. No
entanto, se alguma aplicacao fizer referéncia as condigoes iniciais, utilizariamos
y(t)|yo e a simetria de transla¢ao temporal se quebraria espontaneamente.

Retomamos uma discussao do capitulo anterior. A prescricao de Kubo de
inserir as condigoes iniciais na propria equagao de Langevin nao é muito so6lida.

Fica claro que podemos definir um processo estocéastico no equilibrio, onde a
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fisica é simples, e incorporar uma informagao adicional condicionando expli-
citamente a probabilidade de equilibrio as condi¢oes iniciais. Vale ressaltar
que “equilibrio” nao é uma propriedade da dindmica microscopica. A suposi-
¢ao de equilibrio depende essencialmente do grau de detalhamento com que se

descreve e se controla um sistema fisico.

7.1.2 Numeros aleatoérios

Eventualmente é necesséario gerar vetores aleatorios a partir de uma Gaussi-
ana multidimensional. Um exemplo deste problema consiste em sortear pon-
tos de uma trajetoria y(t) para tragar em um grafico: escolhemos a malha
t1,ta,...,ty em que se deseja marcar y(t;) e sorteamos o vetor yi,ya, ..., Yy
de acordo com o processo Gaussiano escolhido.

Para comecar, mostramos como gerar um tunico nimero aleatorio u ~
N(0,1). Um procedimento simples é baseado no método geral da transforma-
¢do de quantis. A fun¢io F(z) = 1 (1 + erf(z/v/2)) descreve a probabilidade
cumulativa da Gaussiana. Se invertermos F(z), temos a chamada distribuigao
de quantis, dada por x = F~!(q). Ela nos fornece o valor x tal que a proba-
bilidade de obter um resultado menor ou igual &  é dada por ¢. Para gerar
nameros aleatorios Gaussianos (ou de qualquer outra distribui¢ao unidimensi-
onal), basta sortear ¢ distribuido uniformemente no intervalo [0, 1] e aplicar a
transformacao de quantis apropriada. Por simples que seja, esse procedimento
raramente precisa ser implementado manualmente pois qualquer plataforma
de céalculo cientifico razoavel fornece algoritimos que sorteiam ntmeros gaussi-
anos, geralmente de maneiras mais eficientes que a aqui apresentada.

Sabendo gerar nimeros aleatorios com N (0, 1), partimos para a tarefa mais
dificil de gerar wvetores segundo uma Gaussiana multidimensional. A estraté-
gia é gerar uma seqiiéncia de numeros Gaussianos i.i.d ~ N(0,1) e aplicar

uma transformacao linear que os leve a distribuicao desejada. Isto é anélogo
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ao caso unidimensional, onde gera-se um nimero N(0,1) e o multiplica pelo
desvio padrao, somando o resultado a media. A diferenca é que no caso multi-
dimensional sera necesséario multiplicar o vetor i.i.d por uma matriz que cumpre
o papel da raiz quadrada da variancia e somar o resultado a um vetor.
Consideramos sem perda de generalidade que a média da distribui¢ao é nula
e a matriz de covariancia é . Buscamos uma transformacao linear que leve o
vetor gerado por N(0, I), onde [ é a matriz identidade, para N(0,3). De certa
forma, isto equivale & tirar uma raiz quadrada de X, ja que se y = Lu, onde
u é o vetor i.i.d., a covariancia de y sera dada por LL', que deve se igualar
Y. A operacao de "raiz quadrada" pode ser implementada pela decomposicao

de Cholesky ja mencionada anteriormente.

7.2 Regressao e interpolacao

7.2.1 Regressao supervisionada

Regressao ¢ a tarefa de ajustar uma relacao funcional entre duas variaveis a um
conjunto de dados. Seja = a variavel independente e y = f(x) um modelo que
descreve o comportamento da segunda varidvel. Muitas vezes nao se conhece
a relacdo funcional exata pois existem parametros livres em f(x). Se, por
exemplo, y depende linearmente de x, terfamos f(z) = 612 + 65, onde 6; e 05
sdo parametros a serem determinados. Logicamente, f(x) pode ser qualquer
funcao com qualquer ntimero de parametros ajustaveis.

Considere um conjunto de pontos experimentais (x1,41), ..., (zn,yn). O

modelo matematico associado ao método de regressao é
yi = f(xi; 0) + e, (7.13)

onde admitimos que a medicao de y; poder ser distorcida por um ruido aleatério
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e;. A suposicao comum é que os erros e; sao varidveis Gaussianas idénticas
e independentes. Deste modo, é possivel escrever a probabilidade de obter
uma certa seqiiéncia de dados y = (y1,...,yn) fazendo as mensuragoes nos
pontos x = (z1,...,zy). Denotamos y, como o conjunto completo de dados

experimentais. Assim, a probabilidade de obter um certo vetor yy é

P(ylf) = — e mm Sl et vy (7.14)
(2mo?)2
A funcao P(yx|f) é conhecida como verossimilhanga e define o modelo estatis-
tico em questao.

A partir deste ponto, existe uma divergéncia de metodologia sobre como
proceder. Um critério muito utilizado, o método da maxima verossimilhanga,
prescreve que o melhor valor de 6 é o que maximiza P(yx|6). O resultado disto
¢ o bem conhecido método dos minimos quadrados: maximizar a Eq. (7.14)
obviamente equivale a minimizar S~ | (y; — f(z; 0))° 2.

O método da maxima verossimilhanca, no entanto, pode ser facilmente en-
ganado por um modelo desnecessariamente complicado: uma parametrizacao
de f(z;0) o suficientemente flexivel, eventualmente reproduzira os dados nos
minimos detalhes, inclusive ajustando o erro, o que obviamente é indesejavel.
De um modo geral, o método da méxima verossimilhanca somente fornece re-
sultados adequados se o niimero de exemplos N for muito maior que o nimero
de parametros: assim os resultados atipicos (associados a erros muito grandes)
podem se cancelar e é muito improvavel que um vetor grande y, contenha um
numero expressivo destes.

De fato, o método da maxima verossimilhanca é justificado rigorosamente
apenas no limite de uma série de dados infinita. Nesse contexto, admitimos

que o modelo da Eq. (7.13) realmente descreve os pontos experimentais, mas

?Incidentalmente, esta é a razao porque usamos quadrados e ndo outra poténcia da dife-
renga entre y; e f(x;): quadrados estdo associados a erros Gaussianos, que é uma suposigao
bastante robusta.
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o valor de # é desconhecido. A verossimilhanca entao ficaria cada vez mais
concentrada em um pico em torno do valor correto de 6. No limite em que
o numero de dados torna-se infinito, a incerteza estatistica desaparece e a
verossimilhanca se anula em todos os pontos fora uma vizinhanca pequena em
torno do valor correto de 6.

No modelo de regressao exposto anteriormente, é necessério prover a relagao
funcional f(x; #). Isto caracteriza o que chamamos de método de inferéncia
supervisionado: o algoritmo de inferéncia simplesmente se encarrega de ajustar
os parametros livres de um modelo rigido. E claro que ha varias situacoes onde
isto é desejavel: em bons modelos, os parametros possuem uma interpretacao
clara, e encontrar o valor destes muitas vezes é mais importante que oferecer
um ajuste perfeito ao conjunto de dados 3.

No entanto, ha varias situacoes onde os bons modelos simplesmente nao
existem. Para citar apenas dois exemplos evocativos, lembramos da bolsa de
valores e o resultado das partidas de futebol. Nao se conhece f(x; ) nestes
casos (e em muitos outros), mas talvez seja possivel descrevé-la de uma forma
genérica — um polindmio de alta ordem, os primeiros termos de uma série de
Fourier, etc. E claro que sem conhecer a “verdadeira” relacao que descreve os
dados, é possivel que a representacao genérica seja inadequada (e.g., nem toda
funcao possui uma representacao em série de Taylor, além do que convergén-
cia pode ser muito lenta). Mais ainda, quanto maior o niamero de parametros
livres, maior é a quantidade de dados necessaria para obter uma inferéncia
confidvel. Deste modo, existe um limite pratico para a complexidade do mo-
delo. O tratamento Bayesiano consegue minimizar alguns destes problemas,

como veremos adiante.

3 Aqui lembramos a citacdo muitas vezes creditada a Dirac: “Se me derem um parametro,
ajusto um elefante. Se me derem dois, fago ele mexer a tromba’.
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7.2.2 Inferéncia Bayesiana

O método da maxima verossimilhanga corresponde a prescrigao cldssica de in-
feréncia. Em seu favor, destaca-se a simplicidade matematica. Com o advento
de computadores velozes, é possivel sacrificar um pouco a eficiéncia numé-
rica em prol de um método estatistico mais robusto. Os métodos Bayesianos
geralmente se enquadram nesta categoria.

Faremos uma pequena digressao sobre como os métodos Bayesianos fun-
cionam usando o modelo de regressao como exemplo. A mesma abordagem
pode ser traduzida ipsis literis para modelo de regressao estocastico que sera
formulado a seguir. Para a maior conveniéncia do leitor que nao esteja fami-
liarizado com o formalismo de inferéncia Bayesiana, esta discussao é repetida
de maneira mais detalhada no Apéndice. I, na pagina 203.

A inferéncia Bayesiana deriva da regra de Bayes,

PyJo)  P(6) Plyd6)
POlyx) = PO 5 = 55, P0) Plyal)’ (7.15)

que é uma conseqiiéncia trivial do célculo de probabilidades condicionais. Para

obté-la, basta reorganizar a identidade P(A, B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B)
substituindo A por 6 e B por y,. A pergunta original, "quais sao os valores

dos pardmetros?", é substituida por uma versao mais modesta "qual a proba-

bilidade dos pardametros possuirem um certo valor 02"

Enfatizamos que a probabilidade atribuida a variavel 6 descreve a ignoran-
cia sobre o valor dos parametros e nao resulta de uma aleatoriedade intrinseca
no sentido de um jogo de dados. Nao existe nenhum experimento aleatorio
para 6. De certa forma, a regra de Bayes ilustra como aprendemos com os
exemplos: a probabilidade a priori P() (para encurtar chamamos apenas de
o priori) se “atualiza” para considerar as observagoes yy, € assim, apos con-

templar os dados experimentais, ficamos com um “grau de ignorancia” revisado
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descrito por P(0]yx).

Existe uma dificuldade prética na aplicacao do teorema de Bayes: é expli-
citar o priori. Pessoas racionais podem ter diferentes predisposi¢oes, e quem
sabe somente a impessoalidade dos dados experimentais poderia for¢a-las a
concordarem entre si. Mas, o priori independe dos dados experimentais por
construcao. E facil imaginar académicos se digladiando por mintcias sobre o
que representa o "verdadeiro" priori. Nestas circunstancias, como proceder?

Nao existe um verdadeiro priori e portanto nao ha solucao incontroversa
para esta questao. No entanto, uma série de métodos e critérios ao menos
tentam restringir a forma do prior: e, com sorte, chegam a uma solu¢ao uni-
voca. Em vérios casos, a escolha nao influencia muito os resultados finais no
limite em que h& muitos dados experimentais. Normalmente a fungao P(yx|6)
converge para um pico muito concentrado em torno de um méximo e esse pico
acaba carregando a maior parte da massa de probabilidade de P(f|yx). Esse
comportamento recebe o nome de normalidade assintética* e é um pré-requisito
bésico sobre a maioria dos métodos nao-Bayesianos de inferéncia. A normali-
dade assintdtica nao é necessaria no contexto Bayesiano, apesar de simplificar
bastante as coisas quando se deseja fazer um calculo aproximado.

Em linguajar Bayesiano, ao invés de falar em normalidade assintotica, di-
zemos que ha modelos em que os dados “lavam” o priori. Isto nem sempre
acontece: pode ser que o conjunto de dados seja pequeno e a informagao codi-
ficada no priori ainda consiga se manifestar em P(f|yx). Em alguns modelos
complicados, a probabilidade P(f|yy) é multimodal: a convergéncia se da para
mais de um pico. Além disto, o priori pode incorporar restri¢coes fortes sobre
0, por exemplo, restringindo o dominio de possiveis valores dos parametros.
Mesmo quando a informacao experimental apontar para uma regiao proibida

do espago de parametros, a probabilidade P(f|yyx) continuara sendo nula nesta

4Na realidade, o conceito de normalidade assintética é um pouco mais restritivo: assume-
se que o pico formado por P (6|d) ¢ (assintoticamente) Gaussiano.
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regiao, como o esperado.

Uma vez escolhido o priori, a tarefa de inferéncia esta praticamente com-
pleta: toda informacao sobre # esta codificada na probabilidade posterior para
os parametros P(f|yx). Normalmente, ¢ conveniente escolher alguns valores
representativos que fornegam uma nog¢ao mais imediata sobre o parametro des-
conhecido. Isto muitas vezes é feito calculando a média e o desvio padrao de
0 sobre P(f|yx) (a mediana ou a moda também sdo muito utilizadas). Assim
se reporta um valor 6timo de § = (f) junto ao erro associado o2 :< (6 — 6_)2>.

O tratamento Bayesiano do problema de regressao exposto anteriormente
envolve duas etapas: (1) escolher um priori adequado e (2) estimar 6 e oy a
partir da probabilidade P(fly,). E claro que isto é muito mais trabalhoso
que o método da méxima verossimilhanca. Primeiro, ele envolve a escolha do
priori que antes nao era necessaria. Além disto, a maxima verossimilhanca é
um método de maximizagao (que geralmente envolve apenas subir o gradiente
de uma fungdo) enquanto a estimativa Bayesiana envolve uma integral. Por
outro lado, o tratamento Bayesiano ¢ geralmente mais robusto a conjuntos
pequenos de dados experimentais e & modelos excessivamente complicados. Em
varios casos, o método da maxima verossimilhanca pode ser entendido como
a aproximagao de Laplace do resultado Bayesiano, que consiste em substituir

P(f]yx) por uma Gaussiana centrada em torno do méaximo.

Probabilidade preditiva

A probabilidade posterior P(f|yx) possibilita varios tipos de inferéncia. Vol-
tando ao algoritimo de regressao, podemos estimar uma faixa de valores ade-
quados para os parametros da fungao f(z; ¢). Melhor que isto, também é pos-
sivel estimar o resultado de medigoes futuras para y(x). Definimos P(y.|yx)
como a probabilidade de obter o valor ¥ no ponto x uma vez que se obser-

vou previamente o conjunto de dados y. Em principio, as medidas de y sao
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eventos independentes. No entanto, a correlacao entre a nova medicao y e os
resultados anteriores yy ¢ intermediada por f(z; 6): os dados refinam o conhe-
cimento sobre a funcao que posteriormente é utilizada para melhor calcular
y =~ f(z).

O procedimento é bastante simples. Lembramos que

ym’}’x ZP yme|yx (7'16>

= ZP 01yx) P(y:l0 ). (7.17)

O termo P(f|yx) € a probabilidade posterior e o segundo termo é, na realidade,
a verossimilhanca para vy, : yx influencia y, apenas para ajustar os parametros
A, e uma vez que estes sao conhecidos, yx se torna desnecessario fazendo com
que P(y:|0yx) = P(y.|0).

A funcdo P(y.|yx) é conhecida como probabilidade preditiva. Usamos o
que se aprendeu com o conjunto de exemplos em y, para extrapolar a relagao

y = f(z) em pontos que nao haviam sido observados anteriormente.

Fatores de Bayes

Uma parte importante da anélise Bayesiana consiste no céalculo do chamado
fator de Bayes, também conhecido como ewvidéncia, fator de Occam, entre ou-
tros nomes. O fator de Bayes corresponde ao termo P(yx) = >, P(0)P(y«|0)
na Eq. (7.15). A interpretagao deste nimero fica escondida pela notacao: as
probabilidades na regra de Bayes (7.15) dependem de uma certa escolha de
parametrizacdo de f(z) = f(z;6) que chamamos de modelo My. E logico
que outras parametrizacoes também sao possiveis e, portanto, poderiamos ter

sido mais explicitos e condicionar todas as probabilidades em (7.15) ao modelo
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especifico My. A regra de Bayes se reescreveria como

P(Yx|07 MG)

P(0lyx, M) = P(0|My) EERIAR

(7.18)

Aplicamos novamente a regra de Bayes para inverter a probabilidade P(yx|Mp).

O resultado é
_ P(Mp)P(yx|My)

onde P(M,) é a probabilidade a priori do modelo My ser o correto e a so-
matoria no fator de normalizacao corre sobre todos modelos considerados. A
Eq. (7.19) determina a probabilidade do modelo My estar correto de acordo
com um certo conjunto de dados. O fator de Bayes P(yx|Mpy) ¢ proporcional
a esta probabilidade.

O fato que é possivel antever o fracasso ou sucesso de um modelo por um
critério matematico simples é um tanto quanto surpreendente. No entanto,
como é necessario atribuir um priori P(Mpy), esta andlise é ttil apenas para
comparar dois ou mais modelos entre si. Ou seja, nao é possivel fazer juizos
de valor absoluto sobre a validade de um determinado modelo (em estatistica
tradicional estes testes corresponderiam aos critérios de goodness-to-fit °), mas
podemos selecionar entre dois ou mais modelos qual deles é o melhor.

Um exemplo tipico para o uso deste formalismo seria comparar modelos
com diferentes graus de complexidade. Por exemplo, M, My e M3 poderiam
denotar respectivamente uma parametrizacio linear, quadratica e cubica. E
claro que M3 sempre oferecerd o melhor ajuste a qualquer conjunto de dados
experimentais. No entanto, isto nao significa que M3 seja um modelo melhor
e nem que P(Mj|yx) serd maior.

Mesmo se atribuirmos o mesmo priori a todos os modelos, o valor de

P(M;|yx) depende de fatores diversos. Se o ajuste aos dados experimentais

[ . e, . . .
°Existem alguns critérios Bayesianos do tipo goodness-to-fit. Em geral, eles envolvem a
comparagao com um modelo abstrato que representaria o modelo correto.
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for bom, a verossimilhanga P(yx|0; M;) tera um valor alto, contribuindo para
aumentar o fator de Bayes que é a média desta func¢ao segundo P(6). Outro
ponto importante é a complexidade do modelo. Geralmente a verossimilhanca
s6 atinge valores muito altos em uma regiao relativamente pequena do espago
de parametros e as outras regioes pouco contribuem. A razao entre o volume
do espaco de parametros onde a verossimilhanca é apreciavel e o volume onde o
priori é apreciavel normalmente decresce com a dimensionalidade do espaco de
parametros®. Se a melhora no ajuste aos dados for apenas marginal, uma maior
complexidade (modelos com mais parametros) é naturalmente penalizada no

calculo dos fatores de Bayes.

7.2.3 Aprendizado nao supervisionado

Agora voltamos para a linha raciocinio principal do capitulo e discutimos o
modelo de regressao nao supervisionado. A principal caracteristica que o dife-
rencia do modelo discutido na Sec. 7.2.1 é que nao é necessario fornecer uma
expressao fechada para f(z; 6). O objetivo da regressao nao-supervisionada
¢ reconstruir a funcdo f(z) a partir dos dados experimentais. Nao se trata,
portanto, de um método de ajuste de parametros.

Via de regra, os dois modelos de regressao se destacam em situagoes distin-
tas. Na regressao supervisionada, a énfase é o modelo. Os parametros livres
normalmente possuem uma interpretacgao fisica e queremos determinar o valor
de alguns destes parametros. Ja para a regressao nao-supervisionada, a én-
fase esta em fazer boas predi¢oes. A idéia é que nao importa o modelo que

estd por tras dos dados, desde que suas previsoes se confirmem. O método

6Para entender melhor esse argumento considere a seguinte situacdo. O modelo M; possui
apenas um parametro 6; que pode variar na faixa [0, 1] e 0 modelo mais complexo My possui
um pardmetro adicional s que varia no mesmo intervalo. Digamos que, em ambos casos,
a verossimilhanga so é apreciavel para tanto 6; quanto 62 no intervalo [0.25, 0.75]. Para o
modelo M, esta faixa representa metade do volume do espago de pardmetros, mas, devido &
dimensao adicional, esta razao cai para um quarto em Ms. O modelo M5 é entao penalizado
pela complexidade adicional e precisa compensar com um valor numérico pelo menos duas
vezes maior em sua verossimilhanca.
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nao-supervisionado ¢ indicado para as situagoes onde o mecanismo que gera os
dados é essencialmente desconhecido, mas mesmo assim é necessario extrapolar
um certo conjunto de dados para situagoes ainda nao observadas.

Nos casos mais simples de modelos nao-supervisionados, os quais iremos
formular aqui, a fungao f(z) recebe um argumento real e retorna outro niimero
real. Um exemplo seria a tentativa de extrapolar alguma tendéncia com base
nos dados de uma série temporal: pode ser o preco de um ativo no mercado
de agoes ou a concentragao de C'Oy na atmosfera; os detalhes nao importam
muito. Existem, ainda, problemas mais complicados onde = e f(x) podem
representar vetores de alta dimensionalidade ou mesmo algum objeto mais
exotico como uma palavra, um gréafico , ou uma imagem [57]. Em resumo,
as possibilidades de complicar o esquema geral que apresentaremos sao muito
amplas.

Comegamos montando o problema da mesma maneira que no caso anterior

vi = f(z) + e,

mas sem assumir uma forma paramétrica para f(z). A fun¢do de verossimi-
lhanga P(yx|f) ¢ a mesma que (7.14), mas agora quem cumpre o papel dos
parametros a serem ajustados é a propria funcao f(z). Os parametros livres
representam a informagao necesséaria para reconstruir a relagao funcional f(z),
mas como nao assumimos qualquer forma a priori, isto consiste numa quanti-
dade infinita de informagao: o valor da funcao em zg, em zg + dx, xg + 20z, €
assim por diante.

Escrevemos a regra de Bayes para esse modelo

P(yx) 27 PlfIP(yxlf)

onde distinguimos as probabilidades usuais atribuidas a ntimeros de probabi-
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lidades atribuidas a funcoes utilizando colchetes nas segundas. Nesse ponto
é necessario fornecer a probabilidade a priori para as fungoes f(x), que aqui
supomos ser um processo Gaussiano. O motivo é pragmaéatico: processos Gaus-
sianos sao bastante flexiveis e, a0 mesmo tempo, consistem em uma das poucas
situagoes trataveis sem muitas complicacoes matematicas.

Deste modo, seja f(z) ~ PG[u(x), X(x,z")]. Supomos que esse processo
descreve o priori P[f]. A verossimilhanga dada pela Eq. (7.14) afeta o processo
Gaussiano alterando a matriz de covariancia e a média. Podemos determinar
o processo Gaussiano posterior calculando a média e a covariancia de f(-) em
dois pontos arbitrarios x e x’. O resultado é um novo processo Gaussiano que

denominamos

f@)lyx ~ PG [f(z), ¥ (z,2")] (7.21)

para o qual

fi(z) = p(x) + s(2)" (K + I0?) 'y (7.22)

1

S(z,2) = S(z, ") —s(z)" (K + 10?) " s(z') (7.23)

onde K;; = X(x;, ), si(x) = X(x, ;) e [ é a matriz identidade. Note que
estes resultados nao sao os mesmos que as Egs. (7.8-7.9) porque levam em
conta a existéncia do erro experimental. E claro que, quando ¢ = 0, tanto a
média quanto a covariancia em (7.8-7.9) sdo recuperadas.

O desvio padrao em um ponto experimental z; é simplesmente

o(z) = o[ (1 + 02K);, . (7.24)

No limite de pequeno erros experimentais o, o desvio padrao se torna essen-
cialmente igual ao proprio o. Em todo caso, o comportamento tipico é que o

desvio padrao seja menor nos pontos experimentais e cres¢a na medida em que
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nos afastamos deles. Tal comportamento ¢é ilustrado pela na Fig. 7.1.

input, x input, x

(b), £=10.3 (), £=3

Figura 7.1: A figura mostra média e a regiao de 95% de confidéncia para
o processo Gaussiano condicionado a um certo conjunto de pontos expe-
rimentais. Essa figuras foram retiradas de [57], para o processo y(t) ~

PG [0, Soe=tF/22 1 (a) descreve a escolha (£; So; o) = (1; 1; 0,1), enquanto
(b) e (c) representam respectivamente (0, 3; 1,08; 5 x 107%) e (3; 1, 16; 0, 89).

Probabilidade preditiva

Em um processo Gaussiano, a probabilidade posterior se confunde com a pro-
babilidade preditiva. De fato, o posterior fornece a probabilidade de obter
uma fungao f(x) quando se mediu um conjunto de dados yx. A probabilidade
preditiva, no entanto, é algo um pouco diferente. Ela representa a chance de
obter um novo conjunto de resultados y; conhecendo os valores antigos {yi}

e {z;}. Deste modo, a tnica diferenga com relagdo ao processo definido nas
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Egs. (7.22-7.23) ¢ o fato que devemos considerar o erro experimental.
Em especial, se estivermos interessados na probabilidade marginal para um
tnico valor de y(z), o resultado ¢ uma Gaussiana com média igual a Eq. (7.22)

e variancia

1

o*(2)* = S(z,x) —s(z)" (K + Io?) " s(z) +o”. (7.25)

O resultado se generaliza facilmente para qualquer probabilidade preditiva a
N-pontos, onde a contribuicao adicional o2 é adicionada apenas a diagonal da

matriz de covariancia.

Fator de Bayes

Calculamos agora o fator de Bayes para o processo Gaussiano. Lembramos
que esse corresponde & normalizacao da probabilidade posterior que aparece

no teorema de Bayes (Eq. [7.20]). Deste modo, temos

P(3) = / af p(F)p(yxf), (7.26)

onde a integral corre sobre os valores f; da funcao avaliada nos pontos z;".

As densidades de probabilidade em (7.26) foram definidas da forma usual,
P(yx) = plyx)dy: ... dyn, P(f) = p(f)dfy ... dfx e P(yx|f) = p(yx[£)dy1 ... dyn-
Notagao a parte, o calculo de p(yx) é bastante simples ja que todas as
integrais, assim como o resultado, sao Gaussianas. De fato, é possivel obter
p(yx) diretamente sem realizar nenhuma integral. Lembramos que y; = f; +e¢;,

onde e; é o erro experimental independente para cada observacao e distribuido

"E possivel pensar informalmente que a integracdo deveria ser feita sobre a funcao
f(z) completa, e ndo apenas os pontos f; = f(z;). Deste modo, escreveriamos p(d) =
[ Df plf]p(d|f), onde o elemento de integragdo Df ¢ uma medida sobre todo o espago de
funcoes. E conveniente avaliar esta integral integrando primeiro sobre todas as coordenadas
de f(z), exceto aquelas em que x = x;. O resultado desta integragao é justamente p(f)p(d|f).

A partir deste ponto, teriamos simplesmente que computar o resultado da Eq. (7.26).
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como uma Gaussiana de média nula e desvio padrao o. Deste modo, y; é a

soma de duas varidveis Gaussianas, e sua distribuicao é
yx ~ N (m, K + Io?), (7.27)

onde usamos a regra que a média da soma ¢ a soma das médias e a variancia da
soma é a soma das variancias. (De um modo geral, cada cumulante da soma é
a soma dos cumulantes.)

Reescrevemos o resultado anterior como

Inp(yx) = _Ti? (y —m)” (I+ U_QK)_l (y — m)—% In [T+ O'_QK’—g In (2707%),

(7.28)
onde |-| denota o determinante de uma matriz. Lembramos que o fator de
Bayes descreve, fora um termo de proporcionalidade, a probabilidade de um
modelo ser correto frente aos dados y,. Ele é ttil para comparar diferentes
modelos entre si, onde o modelo com o maior fator de Bayes é geralmente o
preferido.

A Eq. (7.28) descreve um jogo de forga entre dois fatores. O primeiro
descreve o quao bem os dados yyx se ajustam ao modelo: um modelo oferece
um ajuste excelente se y >~ m ou se y — m for uma composicao linear de
autovetores de I + 072K com autovalores muito grandes. Note que se todos
autovalores de K forem tais que )\; > o2, qualquer conjunto de dados se
ajustaria bem ao modelo no sentido que o primeiro termo da Eq. (7.28) seria
um numero negativo pequeno. No entanto existe uma penalidade para isto.

Lembramos que

N
|l +0 K[ =) In(l+072)). (7.29)
i=1

Deste modo, se todos os autovalores de K forem grandes em comparagao com

0% o segundo termo implicard em uma penalidade grande sobre o fator de
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Bayes. Dizemos que o modelo é excessivamente complexo no sentido que ajusta
qualquer conjunto de dados, mas sem explicar bem nenhum deles. A situacao
ideal seria um modelo em que somente os autovetores de K que participam da
expansao de y — m possuam autovalores grandes enquanto os outros devem
ser comparativamente pequenos.

Utilizando os fatores de Bayes, podemos confrontar modelos distintos para
escolher aquele que melhor descreve os dados experimentais. Um uso comum
desta analise consiste no ajuste de parametros livres na fungao de covariancia.

Considere, por exemplo, que o priori consiste no processo Gaussiano abaixo

2

f(z) ~ PG [0, voe~ 7@V (7.30)

A funcao de covariancia Gaussiana implementa um processo estocéstico onde
as fungoes f(z) sao analiticas (possuem derivadas de todas as ordens). O re-
sultado depende do valor numérico dos hiperparametros vy e £. (Chamamos de
hiperparametros qualquer parametro livre que apareca no priori para distin-
guir dos parametros da verossimilhanga.) Se acreditarmos que todos os valores
de vy e £ sao igualmente provaveis, a anélise dos fatores de Bayes prescreveria
o valor que maximiza a Eq. (7.28). Caso se deseje atribuir um priori para
vo e £, a Eq. (7.28) seria somada ao termo In P(vg, £) antes de se calcular o
maximo.

O resultado desta analise pode ser visto nas figuras abaixo.
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Figura 7.2: A figura foi tirada de uma apresentagao de Rasmussen e descreve
um processo idéntico ao considerado na Fig. 7.1. A linha vermelha oferece um
ajuste quase perfeito aos dados experimentais, mas no entanto, a escolha que
otimiza o fator de Bayes é a linha verde, que possui um ajuste um pouco pior,
mas descreve uma curva intuitivamente mais simples. A curva azul sofre do
efeito oposto ao da curva vermelha.
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Figura 7.3: A figura foi tirada de [57] e descreve um processo idéntico ao
considerado na Fig. 7.1. Os dados foram gerados por um processo com
(0; Xo; 0) = (1; 1; 0,1) e a figura mostra a inferéncia para P({,c), assumindo
Yo = 1 ja conhecido. O valor correto esta marcado no grafico como um alvo.
Note que existe uma concordancia razoavel se consideramos que se trata de
apenas sete pontos experimentais. A figura a esquerda mostra a inferéncia da
média e da regido de 95% de confianga de y(t) para o méximo global e a da di-
reita mostra as mesmas caracteristicas para o maximo local. Os dois maximos
estao marcados com um “+” no gréfico.

7.3 Suavizacao de curvas

Desenvolvemos aqui uma aplicagao original de processos Gaussianos para a
detecgao de tendéncias em séries temporais. Algumas idéias foram emprestadas
do problema exposto na secao anterior, que foi incluida no presente trabalho
justamente por esse motivo. No entanto, acrescentamos elementos novos que

tornam o método mais adequado para o tratamento de séries temporais e de
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outros problemas onde o ruido ¢é intrinseco e nao resulta necessariamente de
um erro experimental.

Muitos fené6menos exibem um comportamento erratico, ainda que se ad-
mita a existéncia de tendéncias escondidas. Um exemplo tipico sao as séries
financeiras (bastante em voga nesta época de crise): os pregos flutuam ao sabor
dos mercados, deixando uns um pouco mais ricos e outros um pouco mais po-
bres, mas ha tendéncias menos voliiveis que operam em periodos longos: estas
dependem da satide geral da economia, da liquidez de uma empresa, da dis-
posicao dos subprime em pagarem seus empréstimos, etc. O comportamento
erratico destas séries temporais nao se deve a presenca de erros experimen-
tais: o valor é obtido de forma exata, mas a tendéncia é distorcida por uma
influéncia aleatoria.

De fato, uma das maneiras mais simples de inferir as tendéncias escondidas
é pelo método das médias moveis. A idéia é que as flutuacoes de curto prazo se
cancelam na média e o resultado da suavizacao filtraria apenas as tendéncias
de mais longo prazo. Ainda que o argumento para o uso de médias modveis
pareca razoavel, é dificil dizer se as flutuagoes de fato se cancelam numa série
real. Seria possivel justificar esse argumento de maneira rigorosa?

Matematicamente, o método das médias moveis separa uma série temporal
x(t) em duas partes z(t) = Z(t) + 0x(t): dx(t) corresponde a flutuacao a ser
eliminada e Z(t) a curva suavizada. A suavizagao de z(t) realmente reconstroi
o valor verdadeiro de Z(t)? A resposta obviamente depende da intensidade
do ruido, pois sem ruido nao terfamos trabalho algum e z(t) = z(t), mas um
ruido forte certamente comprometeria a qualidade da inferéncia.

Conceitualmente, o trabalho é simples: basta definir uma distribuicao de
probabilidades para as tendéncias Z(t) que considere tanto os dados mensu-
rados z(t) quanto um modelo para as flutuagdes — em simbolos, escrevemos

simplesmente P[Z|z]. E claro que damos sentido & nogdo de "probabilidade de
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uma funcdo" associando um processo estocastico a z(t). Utilizaremos proces-
sos Gaussianos. Posteriormente atacamos o problema de amostragem continua

onde o processo Gaussiano essencialmente se torna uma teoria de campo livre.

7.3.1 Inferéncia com processos Gaussianos

A suavizagao de curvas esta baseada no seguinte modelo

2(t) = Z(t) + dx(t), (7.31)

onde z(t) é a trajetoria acessivel a observacao e Z(t) e dz(t) sao fungoes des-
conhecidas que descrevem respectivamente as tendéncias e as flutuacgoes.

Em diversas situagoes, é razoavel supor que a derivada de dx(t) seja apro-
ximadamente um ruido branco. Isto corresponde a dizer que as correlacoes de
dx(t) decaem em uma escala de tempo muito mais rapida que Z(t), o que é
o comportamento esperado das flutuagoes frente as tendéncias. Nesse caso, a

Eq. (7.31) pode ser reescrita na forma diferencial,

de = adt+bdW,, (7.32)

onde a(t) = dz/dt e dW; é o ruido de Wiener (possui uma distribuicdo Gaus-
siana com média nula e variancia \/dt).

O modelo descrito pela Eq. (7.32) resulta em trajetorias x(t) continuas,
mas nao diferenciaveis. A inexisténcia da derivada temporal de z(t) reflete na
aparéncia erratica das séries temporais consideradas. Caso a série considerada
for suave o suficiente para se falar de sua derivada com relagao ao tempo, seria
necessério substituir dz(t) por outro processo Gaussiano. Os argumentos que
se seguem assumem o ruido branco, mas podem ser facilmente adaptados a
outros casos.

Assumimos que o modelo para Z(t) corresponde a um processo de média
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nula,

z(t) ~ PG [0, (¢, t)]. (7.33)

Ja o processo Gaussiano para dz(t), que decorre da suposi¢ao de ruido de

Wiener em (7.32), é dado explicitamente por

6z (t) ~~ PG [0, b* min(t,t')] . (7.34)

Obtemos o processo condicionado Z(t)|z(t) utilizando o teorema de Bayes,

_ P[z]P(y|)
Plx = , 7.35
onde vale a observacao que P(y:|Z) é uma realizagdo sobre a malha tq,...,ty

do processo estocastico z(t)|z(t) ~ PG [z(t), b* min(t, t')].

A determinagao do processo Gaussiano para Z(t)|yg € um pouco mais com-
plicada. A probabilidade P(y¢|Z) depende somente do valor da fungdo des-
conhecida Z(t) nos pontos ti,...,ty. Deste modo, escrevemos P(yi|Z) =
p(yi|X)dy, onde definimos o vetor X = (zy,...,Zy) com Z; = Z(t;). Para
calcular a média e a covariancia do processo Gaussiano é necessario considerar
duas variaveis Z e T’ escolhidas em instantes arbitrarios ¢ e t' além de todas as
variaveis z; que aparecem em p(yi|X). As integrais envolvidas no calculo da

média e covariancia de T e 7’ sdo da forma abaixo

[dz dz' dxp(z, T, x)p(ys|X) 2°2"

7.36
[ dz dz’ dxp(z, 7, %)p(y+|X) 70

que pode ser simplificada como
J dxp(R)p(ye|x) [ dz da' p(z, 2'|x) 22" _ [ dxp(X)p(ye[%) (2°2"]%) (7.37)

[ dxp(x)p(ye|x) p(ye)

Para passar da Eq. (7.36) para o lado esquerdo da Eq. (7.37), usamos o fato
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que p(z,7,X) = p(X)p(z,7'|x). O termo <a§“§c’b|i> corresponde a média de
722" sobre a distribuicdo condicional p(Z, 7'|X).

A integragao no lado direito da Eq. (7.37) corresponde a tomar a média
de (z*z"|x) sobre a distribuicao ¢(x|ys) = p(x)p(y:|X)/p(y¢). Deste modo,
é interessante explicitar esta distribuicao para facilitar os calculos posteriores.
Comegamos com o fator de normalizagao p(ys) = [ dxp(X)p(y¢|X). Uma vez
que todas as probabilidades envolvidas sao Gaussianas, o resultado também é
uma Gaussiana para yg. Obtemos por céalculo direto que a média de p(ys) é

nula e a matriz de covariancia é dada por

1

H=M"'-M"'"(K'+M") M, (7.38)

onde M;; = b*min(t;,t;) e K;; = Xz(t,t5).
Jé a distribuicio ¢(X|ys), ¢ uma Gaussiana com covariancia (K1 + M~1)~"

e média

1

x)=(K'+M")y Mly. (7.39)

Primeiramente, calculamos a média do processo Gaussiano z(t)|ys. Antes de

proceder, é conveniente definir o vetor s(t) com componentes
Utilizando esta notagao, o calculo da média u(t) de z(t)|ys se reduz a

u(t) = / 0% g(X[yy) (2]%) (7.41)
= s(t) Kl/diq(i\yt)i, (7.42)

1

=s(t) K" (I+ MK™") 'y, (7.43)

onde [ representa a matriz identidade. Por um procedimento semelhante, a



CAPITULO 7. DETECQAO DE TENDENCIAS EM SERIES TEMPORAIS183

matriz de covariancia se reduz a
S(t,t) = Ta(t,t) — sOK 's(t') + s(t) (K + KM 'K) ™ s(t'). (7.4)

Observe que as Eqgs. (7.8-7.9) sao recuperadas se a variancia da flutuagao ox
tender a zero. Nesse caso, teriamos M — 0, fazendo com que K + KM 'K ~
KM™'K e conseqiientemente o tltimo termo ficaria K 'MK~! — 0. Pela
definicao de operadores positivo-definidos, o segundo termo sempre fornece
uma contribuicao maior que zero, tornando a variancia maior na presenca de
flutuagoes. A meédia, na auséncia de flutuagoes, se reduziria a s(t)K 'y, que

¢ o resultado da Eq. (7.8).

7.3.2 Amostragem continua: teoria de campos

A suavizagao de curvas foi previamente formulada como um processo Gaus-
siano para as tendéncias Z(¢). No entanto, existe uma limitacdo de ordem
pratica no célculo das Eqs. (7.43-7.44). E necessério inverter matrizes de cor-
relacao cuja dimensionalidade depende do ntimero de pontos existentes na série
temporal. E comum encontrar séries de dados com milhares, milhdes ou até
mesmo bilhoes de pontos. A partir de um certo ponto, o procedimento ex-
posto anteriormente torna-se impraticavel ja que requer inverter uma matriz
de altissima dimensionalidade.

Os célculos podem ser simplificados assumindo uma amostragem continua.
O conjunto finito de pontos amostrais é entao substituido por uma funcao
sobre o intervalo continuo de mensuracao t € [0,7]. Em aplicagoes, esta
funcao pode ser definida simplesmente ligando os pontos da série temporal
por retas, ou outra prescricao semelhante. Na nova formulacao, o que antes
era um processo Gaussiano legitimo, torna-se agora uma teoria de campo livre.

Ainda que a formulagao matemaética seja um pouco mais sofisticada que aquela
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exposta na secao anterior, a computacao envolvida nao é tao intensa® e em

varios problemas, esse ganho de eficiéncia é fundamental.

Funcgao de verossimilhanca

A amostragem continua introduz uma séria dificuldade matemaética: é neces-
sario definir a verossimilhanca sobre um espag¢o y; com um ndmero infinito
e nao-enumeravel de variaveis. O que fazemos, efetivamente, é explorar o li-
mite de uma freqiiéncia amostral infinita, ainda que na pratica se utilize séries
temporais com um numero finito de amostras.

No que se segue, adotamos o modelo descrito na Eq. (7.32), ja assumindo o
ruido de Wiener. O calculo da verosimilhanga torna-se trivial quando observa-
mos que para intervalos de tempo suficientemente pequenos, o ruido de Wiener
prescreve uma Gaussiana com média a(t) dt e variancia b*dt. Deste modo, con-
sidere uma discretizagdo que divide o intervalo de mensuracao ¢t € [0,7] em
N sub-intervalos idénticos de tamanho dt = T'/N. A verossimilhanca P[z|a]

torna-se
N 2
(.TZ‘ — Tij—1 — ai_ldt)

P[z|a] o« exp —Z TERT ,

=1

(7.45)
onde t; = idt, z; = z(t;) e a; = a(t;). No limite N — 00, o exponente vira
formalmente uma integral,

T
1
Plz|a) oc e757; Sy = /0 dt o] (& —a)®. (7.46)

Chamamos Sy de integral de agado para o processo devido a semelhanga (ainda
que superficial) com o mesmo objeto da fisica classica.

A representacao de probabilidades Gaussianas como integrais de acao é

8 Adiantando um pouco a discussdo, o passo computacionalmente mais demorado na for-
mulagao como processo Gaussiano é inverter a matriz de covaridncia sobre as observagoes.
Uma vez que as matrizes de covariancia sao positivo-definidas, esta operagao pode ser rea-
lizada pela decomposicio de Cholesky, que se comporta com O(N?3). A computagio mais
cara na formulagdo que apresentaremos é o calculo dos coeficientes da série de Fourier da
fungéo f(t). Isto é feito pelo algoritmo de transformadas rapidas de Fourier em O(N In N).
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bastante conveniente tanto do ponto de vista pratico quanto para a economia
de notacdo. E importante lembrar, no entanto, que a Eq. (7.46) ndo corres-
ponde a defini¢ao de integral de Riemann. Aqui adotamos a convencao de Ito
que avalia o integrando no ponto inicial de cada particao do dominio de inte-
gragao. Nas integrais de Riemann, esta prescricao adicional nao é necessaria
pois qualquer escolha convergiria para o mesmo valor no limite N — 0.
Outra observagdo importante é que a discretizagao na Eq. (7.45) é apenas
um artificio matemético. Em uns poucos casos, é possivel dizer que amostra-
gem é, de fato, continua. Assim, uma série temporal real normalmente consiste
em um conjunto de pontos z1,...,x, avaliados em t1,...,%¢,. Obtemos uma
aproximacao continua ligando estes pontos por retas (ou outros tipos de curva).
No entanto, a discretizagdo na Eq. (7.45) nada tem a ver com a discretizagao
original da série, i.e., N e n sao niameros independentes. Em especial, iremos

sempre trabalhar no limite onde N — oo.

Priori

E conveniente, antes de obter P[Z|x], calcularmos a probabilidade Pla|z].

O priori Pla] descreve o que se sabe sobre as tendéncias do coeficiente
de drift a(t) antes da observagao de x(t). Assumimos que a(t) é continuo e
estacionario. A continuidade é esperada de um processo que descreva uma
tendéncia suave, onde a continuidade de a(t) garante a diferenciabilidade de
z(t). A estacionariedade, por outro lado, diz que a(t) e a(t + At) s@o avaliados
com a mesma probabilidade para qualquer deslocamento temporal At. Essa
simetria é esperada na auséncia de informacao que selecione algum instante de
tempo especifico.

Uma das escolhas mais simples que satisfaz as propriedades anteriores é a
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acao da particula livre

7_2 0o

=g | dt (8ya)” (7.47)

So

onde 7 é uma constante de tempo que torna Sy adimensional. A Eq. (7.47),
assim como outras alternativas envolvendo apenas as derivadas de a(t) penali-
zam as variagoes de a(t) em uma escala de tempo comparavel com 7. Estas sao
invariantes por uma transformacao do tipo a(t) — a'(t) = a(t) + ap, que é uma
simetria desejavel em varios contextos (ela corresponderia ao boost Galileano
em fisica classica). Além disto, Sy é univoca se, junto as simetrias previamente
mencionadas, o processo Gaussiano associado com a(t) for Markoviano.

Do ponto de vista pragmatico, a Eq. (7.47) fornece um modelo facilmente
solivel. E possivel adicionar termos do tipo a? ou (8?@)2, mas estes podem
resultar numa proliferacao indesejavel de parametros adicionais. Ao tratar o
problema de interpolagao de curvas com um formalismo semelhante ao nosso,
Skilling [60] considera apenas um termo com a derivada segunda e obtém uma

resposta escrita como splines cubicas.

Probabilidade posterior

De acordo com a regra de Bayes,

Plalx] = Plal (7.48)

a integral de agao que define Pla|z]| é simplesmente a soma das agoes do priori
e da verossimilhanca, S = Sy + Sp. No entanto, esse resultado nao pode ser
utilizado diretamente: Sy e Sy estao definidas sobre intervalos de integracao
diferentes e é necessario eliminar esta discrepancia. Essa situacao é esperada
porque o intervalo de mensuracao 1" nao deveria aparecer no priori. Afinal, se

nenhuma observacao foi feita, nao saberiamos o valor de T'.
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Redefinimos P[a] sobre mesmo dominio de integragao ¢ € [0,7], conside-
rando o priori marginal: basta integrar P[a] sobre todas as variaveis a(t) com
indice t ¢ [0,7]. Em principio, esta operagao pode alterar a forma de Sp: a
integral de agao define o inverso da matriz de covariancia, que nao ¢ invariante
pelo procedimento de marginaliza¢ao. Por sorte, o priori escolhido em (7.47)
se comporta de uma maneira muito simples e as integrais podem ser avaliadas
analiticamente.

Para encontrar a forma marginal de Sy, escrevemos a versao discretizada

2

da integral de acao dada por Sy = %Wtawa, onde a é o vetor [a_ps,. .., an]

que corresponde a uma discretizacio de a(t) ° e v é uma matriz dada por

N = | : (7.49)

onde as entradas omitidas sao nulas. Possivelmente, a maneira mais simples
de calcular o priori marginal é integrar primeiramente sobre a_j; até a_; e
depois sobre ay; voltando até ayyq (ay = a(T)). Cada uma destas integrais
é extremamente conveniente ja que nao modificam o aspecto de v e apenas
reduzem sua dimensionalidade!®. O resultado final, é que podemos simples-

mente trocar o dominio de integragao em (7.47) de t € [—o0, oo] parat € [0, T].

9E necessario truncar o dominio em um intervalo 7' suficientemente grande, discretizar,
e, ao final, fazer T'— oco. Deste modo, a+ys = a(£T), onde T > T.

10Um comportamento interessante resulta se o primeiro e tltimo temo da diagonal forem
maiores que 1. Nesse caso, cada integracdo modifica estes dois termos de modo que os
extremos convergem monotonicamente até 1. A Eq. (7.49) é robusta: ela corresponde a um
atrator para uma classe mais geral de fungoes de covaridncia. Essa observagao é importante
porque o determinante de v é nulo. Ao modificar os termos extremos da diagonal para um
ntmero maior que 1, ele se tornaria positivo e assim se eliminaria algumas de dificuldades
matemaéticas que aparecerao a seguir.
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Note que esta ¢ uma peculiaridade da agao da particula livre, mas também
vale para outros processos onde a agao Sy € escrita como uma integral sim-
ples sobre a Lagrangiana. (Em contraposi¢ao, uma integral de agao do tipo
S = f_oooo dtdt’ (...) ndo possuiria esta propriedade e se modificaria de uma
maneira nao trivial no procedimento de marginalizagao.)

Determinamos, agora, a média e covariancia de a(t)|z. Para isto, escreve-

mos explicitamente a agao posterior,

1 T
S = oTE dt [7*(8a)® + (& — a)Q} : (7.50)
0
_ o (T atr ) at2dia o+ dix -3 (7.51)
=5 12\ 77 a a-x X-X|, .

onde, na segunda linha, temos a versao discretizada (X possui componentes
t; = (x(t;) — x(t;—1)) /dt). Reorganizamos estes termos como o expoente de

uma Gaussiana,

1

=5 [(a —m)K'(a— m)} + cte, (7.52)

onde identificamos K1 = (%7 +dt I) e m = dt K x. A média no ponto t; é
dada por (m), e a covariancia entre t; e t; é simplesmente b*Kj;.

Para encontrar K, substituimos K~ = 72y /6t+dt I narelagio K 'K /dt =
Idt~!. Tomando o limite dt — 0, a relaciao anterior vira uma equacao diferen-
cial,

(=720} + 1) K(t,t) = 6(t — t). (7.53)

valida para todo par t,t' no intervalo de 0 & T', exceto nas bordas. Para deter-

minar as condi¢oes de contorno, inspecionamos a primeira e a tltima linha de

K~': comparando com (7.49) vemos que estas correspondem a 9,K (¢, )= =
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K (t,t)]"=" = 0. A solucio de (7.53) é portanto

cosh(wt™) cosh(w(T — t1))
sinh(wT) ’

K(tt) = (7.54)

onde w = 771 7 = max(¢,t') e t~ = min(t,¢'). A expressido anterior se reduz
., . _ ¢ . P .

a um nucleo exponencial we %I longe das fronteiras. O niicleo exponencial

também ¢ solugao de (7.53), mas, sem levar em conta as condigoes de contorno

corretas, ele apresenta um comportamento inadequado pertodet=0et ="1T.

Probabilidade para z(t)

Utilizamos o fato que a(t) = dz/dt para calcular P[Z|z] a partir de Pla|z]
obtido na secao anterior. Qualquer combinacao linear de variaveis Gaussianas
também é Gaussiana. Assim, a média e a covariancia de P[Z|z] sao calcu-
ladas aplicando-se a mesma transformacao linear (Z(t) = xo + fot dt a(t)) nas

quantidades correspondentes de Pla|z]. Isto resulta em

(Z(t)) = xo +/0 ds (a(s)) (7.55)

Cov[#(t), ()] = /0 ds /0 ds' Covla(s), a(s')]. (7.56)

Os resultados anteriores sao mostrados na figura (7.4). Diferentemente do
comportamento de Z(t), o desvio padrao de a(t) mostrado em (7.5) nao cresce
com o tempo, sendo aproximadamente igual & b/v/27 (for T > 7). Ele cresce
proximo as fronteiras ja que uma quantidade menor de pontos é utilizada para
estimar a(t) (a estimativa de Z(t) usa, efetivamente, os pontos em torno de
um intervalo da ordem de 7 em volta de ¢ ). E claro que as estimativas para
z(t) e a(t) ndo se casam perfeitamente com o valor verdadeiro. No entanto, a

diferenca raramente é maior que um desvio padrao.
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Figura 7.4: Posi¢ao z(t) como fungao do tempo para dados sintéticos gerados
a partir da Eq. (7.32). A linha negra tracejada representa a estimativa (z(t)),
enquanto a regiao cinza descreve o intervalo de um desvio padrao em torno do
valor verdadeiro de Z(t) (tracejado banco) que resultaria das flutuagoes serem
completamente suprimidas.
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velocity dz/dt
o
P

~6.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
timet

Figura 7.5: A estimativa da tendéncia (a(t)) a partir dos dados considerados
na Fig. 7.4. A linha tracejada corresponde ao valor conhecido e a regiao cinza
¢ o intervalo de um desvio padrao. Os dados na série temporal de @(t) foram
reescalados pela metade para permitir uma melhor visualizacao.

Intensidade do ruido

Consideramos, até o momento, que a intensidade do ruido de Wiener, descrita
pelo coeficiente b era conhecida de antemao. Normalmente isto nao é ver-
dade, mas existe a possibilidade de estimé-la utilizando a nog¢ao de variagao
quadratica da trajetoria z(t).

Escrevemos o ruido de Wiener dW; como (3 Vdt onde 8 ~ N(0,1) para
enfatizar o fato que ele ¢ O(dt'/?). Assim, ao avaliarmos dz?, resta um termo

de O(dt) dado por b?3*dt. Definimos a variagao quadrética tomando a média



CAPITULO 7. DETECQAO DE TENDENCIAS EM SERIES TEMPORAIS192

deste termo sobre uma trajetéria muito curta,

dz(®) _ . 1 [
= lim — .
2 t+6t , ,
= lim — dt 5% = b°. .
i 5t / & (7.58)

Para o processo de Wiener, b% é simplesmente a derivada da variacao quadré-
tica.

Em termos praticos, aproximamos a varia¢cao quadratica de uma série de
alta freqiiéncia como d[z(t;)] = (z; — x;_1)°. Para uma amostragem finita,
d[x(t)] calculado desta maneira nao sera exatamente igual a variagdo quadré-
tica e portanto flutuara em torno de b?>. Uma maneira simples de eliminar estas
flutuacdes seria calcular a média temporal d[z]/dt sobre todo o conjunto de
dados, fornecendo b ~ 37" (x; — x;_1)* /(t;—t;_1). Usamos esta aproximacdo
para produzir as figuras 7.4 e (7.5).

Os resultados obtidos anteriormente se baseiam na premissa que b é cons-
tante. Caso b varie no tempo, é possivel redefinir a escala temporal de tal
maneira que o coeficiente de difusao se torne constante. Essa nova escala de
tempo é conhecida como o tempo estocastico e é definida por ds = b%dt. O
tempo estocastico restaura a constancia do coeficiente de difusao, ja que resulta

na equacgao estocastica

dz = adt + bdW,, (7.59)
a
= 5ds +dW,, (7.60)

onde dWj é o ruido de Wiener na nova escala de tempo s(t) = fot dt b*.
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Constante de tempo 7

O operador K (t,t') depende de uma constante de tempo 7 que regula a veloci-
dade das variagoes de a(t). Determinamos o melhor valor para T pela analise
dos fatores de Bayes.

O primeiro passo consiste em calcular o fator de Bayes P[z| = [ Da Pla]P[z|al,
onde explicitamos a dependéncia em 7. O resultado é facilmente obtido pois

se trata de uma integral Gaussiana,

T

-1 Jata(I-K)i 761
sinh (u)T)6 " (7.61)

Plz|r]
O termo wT'/sinh (wT') vem da normalizagdo de P|x|7| e estéa relacionado ao
determinante de I — K (lembramos que w = 7 !). Esse operador possui
um autovalor nulo associado ao subespa¢o em que (I — K)u = 0, para a
autofuncao u(t) = cte. O resultado (7.61) pressupde uma regulariza¢do onde o
autovalor nulo é simplesmente omitido. Vale notar que as outras probabilidades
Pla|t], P[z|a], etc, sofrem exatamente do mesmo problema, mas nao tinhamos
nos preocupado em calcular a constante de normalizacao até agora.

Existe um problema de ordem pratica com o fator de Bayes calculado em
(7.61): P[z|r] comeca em zero e cresce até atingir um valor constante sem
antes definir um pico de alta probabilidade para 7. Ou seja, o fator de Bayes
nao seleciona nenhum valor em particular, mas apenas diz que 7 é nao nulo,
dando uma certa preferéncia a valores maiores de 7. Deste modo, nao ha uma
escolha definitiva, tornando necessério especificar o priori P(7) que compara
modelos com diferentes valores de 7 entre si.

De fato, a necessidade de se especificar o priori é comum a quase todos mo-
delos com parametros continuos. A prescri¢ao de “maximizar o fator de Bayes
para encontrar o modelo mais provavel” assume implicitamente um priori equi-

provavel para todos os modelos (a probabilidade atribuida & cada modelo é “fa-
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tor de Bayes” x “priori do modelo”). No entanto, a no¢ao de equiprobabilidade
¢é probleméatica em um espaco de parametros continuos: ela depende de uma
escolha arbitraria de parametrizagao. Por exemplo, um priori equiprovavel em
7 ndo o serd em w ja que P(7) = ctedr = cte || dw = % dw = P(w).

Para contornar esse problema, trocamos equiprobabilidade por uma nogao
geométrica: volumes iguais do espaco amostral carregam a mesma massa de
probabilidade. A nocao de volume independe da parametrizacao, mas requer
que se especifique uma métrica para o espago de parametros. Deste modo,
trocamos o problema de especificar o priori para o problema de especificar a
métrica do espaco de parametros. A segunda abordagem é promissora porque
existe uma maneira sistematica de definir uma métrica associada aos parame-

tros livres de uma distribuicao: é a métrica de Fisher, definida como

gi;(0) = <;91 In P (x|0) % In P (x|9)> , (7.62)

onde {6;} representa o conjunto de parametros livres em P(z[6).

A interpretacao deste resultado é que o priori definido como o elemento
de volume deste espago (dV = \/W df) representa um estado de total
ignorancia sobre o valor dos parametros. Isto é analogo a atribuicao equiprova-
vel no caso de variaveis discretas: postulamos que todas as regioes no espaco
de parametros sao equivalentes, mas em geral trata-se de um espago curvo.
Qualquer informacao adicional sobre os parametros € distorceria o priori . De
certo modo, muitos modelos ezigem uma especificagao adicional: o priori geo-
métrico nao é normalizdvel em um espaco de parametros com volume infinito
e isto pode ocasionar uma série de problemas técnicos.

Voltando a tarefa de definir o priori para P(7), o critério de priori de volume
prescreve que P(7) = \/mdr. Observe que a métrica de Fisher utiliza o

fator de Bayes P[z|7] mostrado na Eq. (7.61), que é uma Gaussiana em x. A
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métrica de Fisher associada a uma Gaussiana com média nula depende apenas
dos autovalores da matriz de covariancia. Um célculo relativamente longo nos

leva a

1 wT ? wT
P(r) o ;\/(Sinh (wT)) * fanh (WT) % (7.63)

que possui uma dependéncia indesejavel em T'. A féormula anterior pressupoe
que o estado de ignorancia a respeito de 7 depende da duracao 7' de uma
observagao posterior, o que é um contra-senso.

Uma maneira de contornar o problema anterior é interpretar (7.63) como
o resultado de um gedankenexperiment onde T' joga o papel de um parametro
livre. Consideramos o limite 7" — 0 para representar a situagao de ignorancia
total sobre 7: esta seria a informacao codificada em uma observacao que dura
apenas um lapso infinitesimal de tempo. Esse limite resulta em P(7) o< 773,
que é um priori nao-normalizével assim como a Eq. (7.63).

Apos definir o priori P(7), calculamos a probabilidade P(7|z) o< P(7)P|x|7]
para o valor correto de 7 condicionado aos dados experimentais. Ela nos per-
mite escolher um valor para 7 segundo um critério de optimalidade. Ao discutir
o problema de regressao anteriormente, consideramos a prescri¢ao de selecio-
nar o modelo mais provavel (o que maximiza P(7|z)). Essa ndo é a tnica
alternativa: é comum utilizar estimativas pontuais de 7 como a mediana ou a
média (mas no presente caso, a média de 7 segundo P(7|x) é infinita).

Existe outra opcao que é mais adequada no nosso caso. A distribuicao
de P(7|z) é bastante espalhada e nenhum valor de 7 sozinho é representativo
de toda a distribui¢ao. Assim, ao invés de utilizar a probabilidade posterior
Pla|z, 7| para um valor especifico de 7, podemos utilizar

Plalz] = /dTp a, 7|z, (7.64)
-/

dr p (t|z) Pla|z, T]. (7.65)
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A média de a(t) é

(a(t)) = / dr p(r]) 1 (1), (7.66)

onde pu.(t) = fOT ds K. (t,s)i(s) ¢ a média de a(t) segundo Pla|z,T]. Ja a

covariancia é dada por

S(t, ) = / dr p(rl) [PE (6 ) + o (D ()] = (a(t) {alt)) . (7.67)

As integrais anteriores podem ser implementadas numericamente sorteando
varios valores de 7 a partir da probabilidade P(7|z), onde tomamos a média
do integrando sobre o ensemble de 7’s.

Os resultados mostrados na Fig. 7.4 e na Fig. 7.5 utilizam esse método.
Para produzir estas figuras, utilizamos 50 amostras onde a regiao de 50% da
massa de probabilidade de p(7|z) se situa em 7 € [0, 10, 0, 23], com mediana
0,15. O coeficiente de difusao computado utilizando a variacao quadréatica foi

de 0, 18 enquanto o valor verdadeiro era 0, 20.

Decomposicao espectral de K

Em varias etapas durante as secoes anteriores, foi necessario utilizar os auto-
valores da matriz I — K, que podem ser facilmente computados a partir da
decomposicao espectral de K. Tanto K quanto K ~! compartilham os mesmos
autovetores com autovalores reciprocos. Deste modo, consideramos a equagao
de autovalor K 1¢,, = X\, 1¢,, que pode ser resolvida trivialmente. O resultado
& ¢n(t) = cos (mnt/T) e \;' = 1+ (wn1/T)*, que é bastante fortuito ja que,
ao expandir #(¢) em uma série de cossenos, a integral dupla no expoente de
Plz|7] (veja a Eq. [7.61]), se torna uma somatoria simples. Esse procedimento
reduz o tempo de computagao de O(N?) para O(N), onde N ¢ o ntimero de

coeficientes de Fourier na expansao de #(t). Para maior eficiéncia, a expansao
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de &(t) em série de cossenos pode ser feita utilizando o algoritmo de FFT (Fast
Fourier Transforms), com a vantagem de obter uma melhor acuidade numérica

e um tempo de computagio de O (N In N) ao invés de O (N?).

7.4 Conclusao

O método das médias moveis é frequentemente justificado com o argumento que
as flutuagoes se cancelam na média. Por mais que isto pareca intuitivamente
correto, nao se pode tomar esta afirmacao como uma justificativa séria. Antes
de tudo, é necessario responder varias questoes: quais sao as propriedades das
tendéncias e flutuagoes? qual é a melhor calibragem para a média madvel?
existe uma incerteza inerente ao método? até que ponto podemos confiar que
as flutuacoes foram completamente suprimidas?

Tratamos todas estas questoes ao formular a média moével como um método
de inferéncia estatistica. O uso da estatistica Bayesiana é fundamental pois a
inferéncia é dominada pelas caracteristicas a priori das tendéncias expressas
na acgao (7.47). Deste modo, o objetivo consiste em obter a distribuigdo de
probabilidade para as tendéncias, levando em conta a série temporal obser-
vada. O resultado foi bem sucedido e permite responder a todas as questoes
apresentadas anteriormente.

Utilizamos métodos de integrais de trajetoria e teoria de campos em fisica
para a anélise do problema de inferéncia. Existe outros trabalhos com esse
viés, como Bialek, et. al. [5] e Holy [22], mas que nao sdo aplicados a andlise
de séries temporais. Acreditamos que a relagdo entre métodos estatisticos e

teoria de campos seja bastante proficua e merece ser investigada no futuro.



Capitulo 8

Perspectivas e conclusao

Como foi dito anteriormente, o presente trabalho consiste em um esforco de
aplicar alguns resultados da teoria de probabilidades a alguns problemas de
fisica. No caso especifico do tltimo capitulo, também aplicamos métodos de
fisica a um problema de inferéncia estatistica. Uma vez que este texto nao trata
de um tema tnico e uma breve conclusao foi feita ao final de cada capitulo,
aqui nos restringimos apenas a consideragoes gerais.

Alguns temas recorrentes foram o uso do formalismo de fungao caracteris-
ticas, processos estocésticos e teoria Bayesiana de probabilidades. Nenhuma
destas idéias é totalmente estranha aos fisicos. Seria possivel, entao, encontrar
resultados originais tentando preencher as lacunas? O presente trabalho se
equiparou as expectativas produzindo algo de novo?

Acredito que sim.

O formalismo de fungoes caracteristicas é usado de modo bastante incipi-
ente em fisica e raramente vai muito além da constatagdo (um pouco impre-
cisa) que a fungao caracteristica é a transformada de Fourier da densidade.
No entanto, existem varios resultados importantes que podem ser utilizados
em problemas de fisica. Mencionamos, por exemplo, o teorema de De Finetti

que utilizamos para caracterizar as “Hamiltonianas” dos processos Markovia-
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nos descritos por integrais funcionais. No conhecimento do autor, esta conexao
nao havia sido percebida anteriormente, o que é um pouco surpreendente, pois
trata-se de um resultado bastante fundamental.

Esse ¢ apenas um exemplo de casos onde um resultado bem estabelecido da
teoria de probabilidade nao é amplamente conhecido pela comunidade de fisica,
ainda que seja potencialmente util. Como nao pretendo listar detalhadamente
cada uma das contribuigoes (isto foi feito no fim de cada capitulo), tentarei
delinear uma direcao geral para seguir a partir daqui. Um tema interessante
omitido ao longo do texto é a possibilidade de definir processos estocésticos
para sistemas quanticos. Nao existe uma prescri¢ao universalmente aceita que
define a probabilidade conjunta de observaveis que nao comutam (como geral-
mente é o caso de um operador de Heisenberg avaliado em tempos distintos).
Mais ainda, é possivel provar que em alguns casos ¢ impossivel construir tal
probabilidade. Isto nao impede o aparecimento de conceitos como correla-
¢oes qudnticas, ainda que a rigor elas possam nao ter a menor conexao com o
conceito classico. Desta forma, é interessante descobrir quais resultados aqui
obtidos podem ser formulados em um dominio quéntico e se isto resulta em
novas propriedades. (Por exemplo: o que se poderia dizer sobre um processo
de saltos quéntico?)

Para finalizar, ressalto que este texto foi concebido em torno de uma idéia
central muito abrangente: que as teorias de processos estocésticos, probabilida-
des e funcgoes caracteristicas como feitas pelos matemdticos enriquecem a fisica.
Certamente nao é possivel explorar esta idéia até suas tltimas conseqiiéncias
e também nao defendo a posi¢ao que um fisico deve se candidatar aos mesmos
padroes de rigor que um matematico. No entanto, se o leitor se convenceu que
pelo menos uma das idéias matemaéticas aqui apresentadas é importante para

sua pesquisa e merece ser aprofundada, este trabalho cumpriu seu objetivo.



Apéndice I: Funcoes especiais

Apresentamos algumas fungoes especiais utilizadas ao longo do texto nos casos

onde pode haver alguma ambigiiidade quanto & defini¢ao.

Funcgao de Bessel

As fungoes de Bessel sao as solugoes da equacao diferencial

xQ%y(:c) + wdi;y(:v) + (2* = ) y(z) = 0. (8.1)

Como toda funcao definida desta maneira, é necessario estabelecer as condigoes
de contorno e a normalizacao das solugoes para eliminar qualquer ambigiiidade.
Definimos as fung¢oes de Bessel do primeiro tipo como as solugoes de (8.1)
finitas na origem. Estas func¢oes podem ser expressas em série de poténcias

CcOo1mo

> —1)" N\ 20t
Tole) = ZO nlT (<n +)u +1) (5) ' (82)

A segunda solugao linearmente independente de J,(z) é a chamada funcao de

Bessel do segundo tipo, definida como

Ju(x) cos.(wr)—J_,,(x) U ¢ N
Y, (z) = snm . (8.3)
lim, ., Y, (z) veN

No caso em que v é um nimero inteiro, definimos a funcao de Bessel pelo limite

mostrado anteriormente.
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Finalmente, temos as func¢oes de Bessel modificadas que sao as solucoes da
equacao de Bessel apos a troca de variaveis x +— ix. Observe que o efeito de
realizar esta troca de variaveis corresponde somente a mudar o sinal do termo

com z%y(r) na equacao diferencial (8.1). Definimos o par de funcoes

I(z) =1i"J,(ix), (8.4)

conhecidas como as fungoes de Bessel modificadas do primeiro e segundo tipo

Funcgao hipergeométrica

Diversas fungoes especiais, assim como boa parte das func¢oes analiticas mais
comuns podem ser escritas como casos especiais de fungoes hipergeométricas.

A definicao geral,

> 2"
qu(al,...,ap;bl,.. Z ) —l, (86)

e (b1),, - q) n!

possui a vantagem sobre varias funcoes especiais de nao apresentar qualquer
ambigiiidade quanto & normalizac¢ao ou a condigoes de contorno. Na Eq. (8.6)
utilizamos o simbolo de Pochhammer, definido como (a), = (a +n —1) (a),_,,

com (a), = 1.

Integrais do seno e cosseno

As fungbes de integral do seno e do cosseno comumente aparecem no calculo

de transformadas de Fourier de alguns tipos de fungoes. Definimos ambas as

201



fungoes pelas integrais abaixo

Si(z) — /0 " gy ) (8.7)

Y
Ci(z) = v+ In(z) + /Oz dy %, (8.8)

onde v = 0.577... é a constante de Euler-Mascheroni.
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Apéndice 1I: Inferéncia Bayesiana

Nesta sec¢ao apresentamos uma pequena introdugao ao tema da inferéncia Baye-
siana. Ainda que do ponto de vista l6gico seja interessante manter esta secao
na introducao da tese — afinal trata-se apenas da revisao de conceitos esta-
belecidos —, o contetdo aqui tratado nao sera relevante até o Cap. 7. Deste
modo, o leitor pode pular esta secao para se adiantar aos primeiros capitulos
e retoma-la sem o menor prejuizo antes de comecar o capitulo em questao.
Muitos problemas de inferéncia podem ser formulados segundo o esquema
geral da regra de Bayes. Denotemos por # um conjunto de parametros des-
conhecidos, os quais se deseja estimar, e x uma possivel seqiiéncia de dados
experimentais. A regra de Bayes relaciona a probabilidade de obter uma certa
seqiiéncia de dados — P(x|0) que caracteriza o modelo estatistico — com a
probabilidade P(f|x) que codifica a ignorancia sobre o valor correto de 6 apos

considerar os dados experimentais x. Escrevemos

P(0|x) = P(0) (8.9)

onde P(#) é conhecido como a probabilidade a priori, (ou simplesmente priori),
codifica a ignorancia sobre os parametros anterior a aquisi¢gao de dados. O fator
P(x) é uma constante de normalizacao (P(x) =>_, P(8)P(x]0)).

Convém ilustrar a discussao com um modelo concreto. Seja uma uma
moeda com vicio onde o parametro desconhecido # representa a chance de

obter uma das faces (cara) e x é uma seqiiéncia de resultados do tipo "cara,
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cara, coroa, cara, ...". O modelo estatistico é

N

Pxl6) = nl(N —n)!

0" (1 — )N, (8.10)

onde N representa o numero de jogadas e n o niimero de caras; ambos podem
ser extraidos facilmente de x.

A anélise Bayesiana exige que se especifique o priori P(6). Existe uma
arbitrariedade na escolha de P(f) pois esse nao faz parte da caracterizagao do
modelo estatistico. As proximas duas segoes apresentam critérios comuns para

se determinar esta probabilidade em diversos casos.

Priori conjugado

Imagine que seja possivel separar os dados experimentais em duas partes. No
exemplo da moeda, basta separar o vetor x = (yi,y2) onde y; representa o
resultado das Ny primeiras jogadas e y, das N, jogadas posteriores. Denotamos
n1 e ny como o nimero de caras obtido em cada uma destas seqiiéncias. A

probabilidade posterior para 6 é
p(Oly1) oc m(0) 0™ (1 — g) N, (8.11)

Ao considerar as N, jogadas seguintes, esta probabilidade muda de uma
maneira bastante conveniente. Basta substituir N7 +— N+ Ny e ng +— nq+no,

de maneira que
p(0ly1,y2) oc w(0)0™ 72 (1 — g)NHNzmmmne, (8.12)

E facil verificar que cada seqiiéncia de jogadas atualiza p(f]x) apenas por uma

mudanca dos expoentes de € e 1 — 6. Desta forma, a escolha matematica-
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mente mais conveniente ¢ um prior p(f) que seja escrito nesta mesma forma
paramétrica
['(a+b)

m(0) = WQHO — o), (8.13)

conhecida como a distribui¢ao beta. Os prioris que preservam a forma para-
métrica do posterior sao muito utilizados por sua conveniéncia matemaética e
recebem o nome de prioris conjugados [18].

Ainda que seja um pouco arbitraria, esta escolha permite montar uma regra
de atualizagao simples. O prior m(#) é caracterizado por dois coeficientes a e
b denominados de hiper-parametros (usamos esse nome para nao confundir
com os pardmetros ). O posterior p(d|x) é calculado redefinindo os hiper-
parametros a — ¢’ = a+neb— b = b+ N —n. Lembramos algumas

propriedades da distribuicao:

(0) = (8.14)

ab

(0= ©)) = (a+b2(a+b+1) (8.15)

a—1
a+b—2

A moda da distribuicao é se a > 1 e ja a mediana somente pode ser
expressa como uma forma complicada de func¢oes especiais.

Note que existe uma liberdade na escolha de hiper-parametros de (8.13).
E razoével impor que a = b, forcando com que a média de 7(6) seja 1/2,
caracteristica de uma moeda honesta. O prior uniforme é dado por a =b=1
enquanto o prior de maior variancia (que teoricamente se traduziria na maior
ignorancia possivel para a e b) corresponde a a = b = 0. Se quisermos que a
moda da distribui¢do também seja igual a 1/2; entdo é necessario impor que
a="b>1.

Deste modo, o critério apresentado seleciona uma familia de distribui¢oes

para m(#). A distribuicdo especifica dentro desta familia a ser utilizada como o

priori depende de consideragoes adicionais. Apresentamos algumas considera-
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¢oes na proxima secao. Note que nem todo modelo possui um priori conjugado,
portanto, ainda que o argumento apresentado mostre grande conveniéncia ma-

tematica, ele também carece de universalidade.

Priori volumétrico

Na maioria dos problemas de inferéncia é desejavel que o priori nao seja muito
informativo. Isto faz parte do critério de um falseabilidade que diz que a partir
de um certo volume de dados, a crenca inicial deve tornar-se irrelevante. E in-
teressante levar esta perspectiva ao extremo: qual escolha de priori descreveria
o estado de completa ignorancia a respeito do modelo estatistico considerado?

Uma escolha natural é a atribui¢ao uniforme 7(6) = cte, algumas vezes cha-
mada de principio de insuficiéncia de Laplace. Vale notar que, em se tratando
de parametros continuos, esta escolha é essencialmente arbitraria. Uma dis-
tribui¢ao uniforme segundo uma certa parametrizacao pode nao ser uniforme
em outras. No exemplo da moeda, a escolha 7(f) = 1 corresponderia a atri-
bui¢ao uniforme. No entanto, é perfeitamente possivel reformular o problema
utilizando uma parametrizagao diferente, digamos, ¢ = —In(6). Pela regra de
transformagao de variaveis, 7(¢) = w(0)df/d(, que fornece o priori ndo equi-
provéavel 7(¢) = e~¢. Portanto a escolha por um priori uniforme s6 faz sentido
se for possivel argumentar em favor de uma determinada parametrizagao, o
que nem sempre € viavel.

Uma maneira de recolocar o problema consiste em reformular a idéia de
equiprobabilidade a partir da geometrizacao do espago de parametros . As-
sociamos equiprobabilidade a nocao de volume: porc¢oes do espaco de para-
metros com o mesmo volume possuiriam a mesma probabilidade. O volume é
invariante por reparametrizacao, de modo que nao apareceriam algumas das

patologias associadas a nocao tradicional de equiprobabilidade.
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Em um espago métrico com coordenadas 6 = (91, 6%, ...,6N ), o elemento
de distancia ¢ dado por dI* = g¢;;d0'd®’ e o elemento de volume & dV =
Vdet gdf ... dON. Para definir uma nocao analoga & de equiprobabilidade
em um espacgo de parametros continuos é necessario especificar a métrica g;;,
ou de maneira equivalente, as nog¢oes de distancia e de volume. Ainda que
isto nao seja imediatamente 6bvio, existe uma maneira sistemaética de calcular
métricas g;; a partir de um modelo estatistico p(x|6).

A métrica para o espaco de parametros é fornecida de maneira univoca pela

matriz de informagao de Fisher|19, 68, 2, 1], definida como

2

0
s = [ dxplxlt) o p(x10) (8.16)
i0U

A partir dela, o prior volumétrico é dado por y/det g;;(6)db; ... d0N, que asso-
ciamos a situagao de plena ignorancia. Note que em muitas situacoes é possivel
conceber uma reparametriza¢ao que torna o espago de parametros plano, forne-
cendo um prior uniforme nestes parametros, mas esta expectativa nao precisa
ser sempre cumprida.

Uma dificuldade séria com o prior volumétrico aparece em espagos com
volume infinito. Nestes casos 7(f) ndo pode ser normalizado. E claro que, a
rigor, tais priors nao representariam distribui¢coes de probabilidades. Muitas
vezes, no entanto, é possivel pensar neles como o limite de uma seqiiéncia de
probabilidades bem definidas. Por exemplo, um prior equiprovavel no espago
euclidiano pode ser pensado como o limite de uma distribuicao uniforme sobre
uma seqiiéncia crescente de volumes V. Caso seja possivel proceder desta ma-
neira, a probabilidade nao-normalizavel é denominada distribuicao impropria.

Muitas vezes, a despeito da normalizagdo de 7(€), a probabilidade que
geralmente interessa, p(f|x) ainda pode ser normalizada. Lembre-se que o

teorema de Bayes pode ser escrito como p(f|x) o« 7(0)p(x|f) e um termo
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divergente em 7(f#) eventualmente se cancela na normalizagao de p(6|x). De
qualquer maneira, priors improprios devem ser utilizados com cautela.

O modelo da moeda representa uma das poucas situacoes praticas em que o
prior de ignorancia é normalizavel. De fato, o prior calculado a partir de (8.16)
é dado por uma distribuigao beta como em (8.13), em que os parametros a e b
sao iguais a 1/2. Esse resultado talvez seja surpreendente ja que () assume

o valor minimo em 6 = 1/2.

Probabilidade preditiva

O teorema de Bayes permite utilizar uma seqiiéncia de dados x para refinar
o conhecimento sobre os parametros de um modelo estatistico. No entanto,
muitas vezes o conhecimento sobre os parametros é utilizado somente para
predizer o resultado de experimentos futuros.

No modelo da moeda, a questao seria a seguinte: qual é a probabilidade de
se obter uma cara sendo que, anteriormente, obteve-se n caras em N jogadas?

Essa pergunta é respondida avaliando a probabilidade p(z|x) de de obter
um valor x condicionada aos dados pregressos. A dependéncia em 6 pode ser

explicitada considerando a marginal da probabilidade conjunta de z e 0,

p(z|x) = /d@p(m,0|x) = /d@p(9|x)p(x|9,x). (8.17)

Na maioria das situagoes, se cada dado x; é estatisticamente independente dos
outros, entdao p(x|0,x) = p(x|0). Ao realizar esta integral para o modelo da
moeda, vemos que a probabilidade preditiva ap6s uma seqiiéncia x com n caras

em N jogadas é dada por

B ” a+n
P( cara |X) = m, (818)
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onde a e b sdo os hiper-parametros apresentados em (8.13). Somente o prior
simétrico com a = b produz P(”cara”) = 1/2 antes de realizar qualquer jogada
(n =N =0). Isto é o que normalmente se espera de uma moeda.

A probabilidade preditiva para a = b = 1, que corresponde a um prior
uniforme em 6, implica na regra de sucessao de Laplace. Quanto mais a = b
seja maior 1, mais conservadora ¢ a estimativa de P(”cara” |x) em se tratando
de desvios com relagao a uma moeda honesta. Segundo a regra de Laplace,
apos obter uma cara na primeira jogada, P(”cara” [1) = 2/3, enquanto que
a estimativa de freqiiéncias na qual a = b = 0, forneceria P("cara” |1) = 1.
Outras escolhas comuns sao o prior de volume, no qual a = b = 1/2, implicando
P("cara” |1) = 3/4 e o prior de Wigner a = b = 3/2, que corresponde a um
semi-circulo em torno de p = 1/2 resultaria em P(”cara” |1) = 5/8.

De qualquer maneira, independentemente da escolha do prior, quando N —
00, P("cara” |x) — n/N, e o valor escolhido para a e b torna-se irrelevante.
Esse ¢ o limite em que vale a estatistica freqiientista, que converge para o
resultado Bayesiano independente da escolha do prior. Isto é esperado ja que
os métodos freqiientistas nao utilizam o priori. Nesse sentido, podemos pensar
que a estatistica Bayesiana estende os métodos tradicionais para as situagoes
em que a informacao a priori é importante ou nos casos em que os dados
nao sao abundantes o suficiente para que a convergéncia de freqiiéncia em

probabilidade seja confiavel.

Comparacao de modelos

Uma questao importante na analise estatistica consiste em dizer qual modelo
é melhor suportado por um certo conjunto de dados. A resposta pode ser
extraida do célculo de probabilidades. Para isto, explicitamos que todas pro-

babilidades que aparecem na regra de Bayes (8.9) deveriam, a rigor, serem
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condicionadas a um modelo que denominamos M;. Deste modo, para ser ex-

plicito com relacao a esse ponto, deveriamos ter escrito desde o comeco

01, M
p(bh|x, M) = 7T(91|M1)p(xl 1, My)

—p(X|M1) , (8.19)

onde algo semelhante valeria para um eventual segundo modelo M.
Queremos saber a probabilidade de cada modelo M; e M, estar correto
condicionada aos dados x. Para determinar P(M;|x), utilizamos o teorema de

Bayes novamente|26]

P(x]Mi)‘

P(M;|x) = P(Mi)w

(8.20)

Ao comparar dois modelos distintos, a razao P(M;|x)/P(M;|x) assume a

forma
P(M,|x) P(M;) P(x|M)

P(Ms|x) - P(M,) : P(x| M) (8.21)

O fator P(M;)/P(M,) mostra o quanto M, ¢é preferivel a priori com relacao
a Ms. Muitas vezes tal preferéncia nao existe e para tratar os modelos de
maneira equivalente, supomos que P(M;) = P(Ms). O outro termo pode ser
calculado diretamente a partir dos dados, é conhecido como fator de Bayes ou
evidéncia. Lembramos que P(x|M;) corresponde & normalizagdo da regra de

Bayes, de modo que
mMg:PwMg:/wm@m@mwm. (8.22)

Podemos calcular a evidéncia em forma fechada para o modelo M; da

moeda com vicio. Ela possui o valor

N! B(n+a, N—n+b)

B =N = By

(8.23)
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D(@)C(y)
T(z+y)

onde a fungao beta é o binomial generalizado definido como ((z,y) =
Esse modelo pode ser comparado com o modelo Ms de uma moeda nao viciada
na qual

N!

POIM:) = syt (8.24)

A razao E(M;)/E(M,) possui algumas propriedades interessantes. Se
a =0b=0 entdo E(My)/E(M;) — 0 para qualquer conjunto de dados. Esse
resultado ilustra o fato mais geral que qualquer modelo com priori improprio
é automaticamente rejeitado, mesmo quando contrastado com um modelo ob-
viamente erréneo (nesse caso, selecionariamos o modelo equiprovavel mesmo
quando as freqliéncias convirjam para longe de 1/2).

Para outros valores, ocorre um comportamento interessante. Grosseira-
mente, se o valor § = 1/2 estiver dentro de uma regidao que se comporta
grosseiramente como n/M 4 1/v/N, o modelo equiprovavel seria escolhido.
Esse é o resultado esperado do ponto de vista da estatistica de freqiiéncias: a
freqiiéncia converge para a probabilidade com um erro de aproximadamente
1/v/N no ntimero de amostras. A escolha de a e b influencia muito pouco o

resultado final se N for grande.
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Apéndice III: Teorema de Doob

generalizado

Generalizamos o teorema de Doob, que fornece a condi¢ao para que um pro-
cesso estacionario Gaussiano seja Markoviano [13|. Citamos o teorema original

sem demonstra-lo.

Theorem 8.1 (Doob). Todo processo estocdstico estaciondrio cuja probabili-
dade a 2-pontos € uma Gaussiana, € Markoviano se e somente se possui uma

funcao de covaridncia exponencial,

{u(t)u(t))) = <<u2>> e M= (8.25)

onde ({...)) denota os momentos centrais (e.g., ({(u™)) = ((u — (u))")).

Relaxamos um pouco as condigoes de Gaussianidade e estacionariedade.
Consideramos processos autonomos e aditivos, que sao aqueles cuja probabili-

dade de transicao P(u|uy) = G, (u|u')du pode ser escrita como
G (ulu') = ¢ (u— A(T)u' + B(1)), (8.26)

onde A(7) e B(7) sado fungoes arbitrarias. A interpretacao fisica da condigao

anterior é que u;,, ¢ gerada a partir de u; segundo a seguinte expressao

Uyr = A(T)uy + B(1) + e(7), (8.27)
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onde e(7) é uma variavel aleatoria arbitraria com a distribuigdo de probabi-
lidades & P(e(7)) = ¢,(e)de. Vale a observagao que o processo Gaussiano é
aditivo, e assim o teorema de Doob original também sera contemplado aqui.
O primeiro passo para verificar quando G (u|u’) é uma probabilidade Mar-
koviana é substitui-la na equacao de Chapman-Kolmogorov, que repetimos por

conveniéncia;:

Gy (u]u) :/dUGT(u|U)GT(U|u'). (8.28)

u

Multiplicamos em ambos os lados por e** e integramos em u para obter a

fungao caracteristica. O resultado desta operacao é

6NN [ g () OOy 0 — A B().

(8.29)

onde definimos ¢,(z) como a fungdo caracteristica de ¢.(e) e utilizamos a
propriedade de deslocamento da transformada de Fourier.

A integral em v pode ser identificada essencialmente com a definicao da

funcdo caracteristica ¢,(z) avaliada em A(7)z ao invés de z. Deste modo,

ficamos com

Bram () ATHIABET = 6 (2) 6,1 (A(7)2) 2 ADAC I B AR,
(8.30)
Separando o fator que depende somente de ', fica 6bvio pela equacao anterior

que

AT +7') = A(T)A(T), (8.31)

e portanto A(7) = e~ 77, onde 7 é uma constante arbitraria.

A meédia da distribui¢ao ¢,(e) pode ser escolhida arbitrariamente, ja que
podemos ajusté-la na definicao de B(7). Deste modo, escolhemos por conve-
niéncia (e,;(7)) = 0. E possivel calcular a média de uma distribuicio avali-

ando derivada da sua fungao caracteristica no ponto z = 0. Ao fazer isto na
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Eq. (8.30), apos considerar o resultado em (8.31), é facil mostrar que

B(r+7')=¢ " B(7') + B(1). (8.32)

Ainda que a Eq. (8.32) nao seja uma relagao funcional tao trivial quanto
(8.31), é possivel determinar B(7) com certa facilidade. Avaliamos a derivada

%;, da Eq. (8.32) em 7 = 0, onde o resultado se escreve como

B(r') = —yB(7). (8.33)

A solucgao geral é

B(r)=r+ne ", (8.34)

onde k e 1 sao constantes de integragao arbitrarias. Para que a condic¢ao inicial
Go(z|z') = d(z — 2’) seja satisfeita, é necessario que B(0) = 0 e deste modo
concluimos que k + 71 = 0.

Obtemos, até agora, duas condigbes necessarias para que a probabilidade

(8.26) seja Markoviana: as fungoes A(7) e B(7) devem satisfazer as relagoes

A(T)=¢e7; B(r)=r(1—¢7), (8.35)

onde 7 e k sdo constantes arbitrarias. Substituindo estas rela¢oes em (8.30),

mostramos que também é necessario que

¢’T+’T/(Z) = QST(Z)QST’(e_WTZ)' (836>

Se v = 0, esta equagao se reduz a Eq. (3.3), cuja solucao geral (3.5) define
uma probabilidade infinitamente divisivel.
Mostramos agora que se v # 0, entdo ¢, (z) deve necessariamente constituir

uma lei estavel simétrica. Definimos ¢,(z) = €"7*) que ao substituir na
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Eq. (8.36) leva a
Weir(2) = We(z) + W (e 7 2). (8.37)

, . . ~ 2 .,
Apos diferenciar esta equagao por % e avalid-la em 7 = 0, obtemos

0

Wo(z) = —VEg

W (2), (8.38)

onde o ponto denota a derivada temporal. A solucao geral pode ser obtida

pelo método de separacao das variaveis, e resulta em
W (z) = f(2) — (so2)M e, (8.39)

onde f(z), A e sp s@o constantes de integracdo arbitrarias.
Determinamos a fungdo f(z) ao impor a condigao Wy(z) = 0, necesséria

para que Go(z|z') = d(z — 2’). Assim, obtemos a forma geral de W,.(z)
W, (z) = sp/” (1—e) M, (8.40)

que claramente caracteriza uma funcao caracteristica estével. Identificamos o

expoente de estabilidade a = A/7, onde 0 < a < 2, e o parametro de escala
s(r)*=s5 (1—e 7). (8.41)

O coeficiente de assimetria 3 e o parametro de localizagao ¢ desta funcao

caracteristica sao nulos.

Cumulantes do processo estocastico

Veremos agora como as condicoes obtidas anteriormente se refletem na média

e na covariancia de u(t). Para definir um processo Markoviano é necessario
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especificar 2 probabilidades distintas: a probabilidade de transi¢ao G, (u|u)
considerada anteriormente e a probabilidade marginal P(u;) = fi(u)du que

deve obedecer a equacao

flu) = / du folu) Gy(ultt). (8.42)

Repetindo um procedimento semelhante ao da Eq. (8.30), relacionamos a
fungao caracteristica ¢y (z) = [ du fi(u)e"™* com ¢y_o(z) que deve ser conhecida

de antemao. Um calculo trivial mostra que

Di(2) = dole 2) gy (z) e 1=7T7), (8.43)

Uma conseqiiéncia interessante deste resultado é que se v > 0 a distribui-
¢ao de probabilidade assintotica nao dependera de vy(z). Essa propriedade é
conhecida como como condi¢ao de mistura.

A Eq. (8.43) permite relacionar facilmente os cumulantes da distribuigao

fi(u) com os de fy(u). Para a média, temos

a(t)=r+(c; —k)e ™, (8.44)
enquanto para os outros cumulantes a resposta é

cn(t) = kn(t) + coe™ ™ (8.45)

onde ¢, = ¢,(0) sdo os cumulantes de 1y(2) e k, sdo os cumulantes de ¢;(z).
Existem duas dependéncias temporais possiveis para k,(t). A primeira ¢
acontece no caso especial em que v = 0 e a probabilidade de transi¢cao assume a

forma de um processo infinitamente divisivel (a Eq. [3.5] reproduzida abaixo),

du(z) = MWED, (8.46)



Nesse caso, k,(t) = Atu, onde A é uma constante arbitraria e p, sdo os
momentos estatisticos de ¢(z).

Ja no caso em que v # 0, vimos que se ¢;(z) trata de uma distribuigao
estavel. Como a tnica distribui¢ao estavel com média e variancia finitas ¢ a
Gaussiana, aqui ficamos restritos ao caso em que o expoente de estabilidade

«a = 2. Na Gaussiana, somente o segundo cumulante nao se anula e é dado por

ko(t) = 283 (1 — e 27t).

Covariancia

A covariancia pode ser computada diretamente como
((u(t)u(t+71))) = /du du' fy(u)Gr(ulu) [u—cr(t+ 7)) [u' —er(8)] . (8.47)

Calculamos primeiro a integral sobre u, ja que ela fornece a média condicional
de u(t+7) que pode ser relacionada com a Eq. (8.27). Antes disto, observamos

que segue da Eq. (8.35) que
at+7)=cl)e T +r(1—e7). (8.48)
Comparando com a Eq. (8.26), vemos que
/ du G (uld)[u — er(t + 7)) = [ — er(B)] e (8.49)

e portanto

((u(t)u(t +7))) = caot)e 7, (8.50)

onde c»(t) definido na equag@o anterior ¢ a variancia de u(t).

Podemos reescrever a covariancia ((u(t)u(t'))) fazendo as identifica¢oes 7 —
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|t — | e t — min(¢,t"). Deste modo, obtemos o resultado principal

o2 + (02 _ O.2> 672’ymin(t,t’) 677|t7t’\ 7& 0
(u(u())) = | | T s
2D min(t,t') v=0

onde introduzimos a notagao mais sugestiva 0% = 2s2 e 2D = \uy. Apresenta-

mos novamente as condi¢oes sobre as médias por conveniéncia

K+ (¢ — Kk)e #0
(u(t)) = T (8.52)
a+Vt vy=0

onde o segundo termo decorre do limite lim, o k(1 — e ) = ky = V.
Somente o caso v > 0 pode definir um processo estacionario como aparece
no teorema de Doob original. Lembramos que a tinica possibilidade consistente
com esta escolha é que a probabilidade de transicao seja uma distribuicao
estavel. Para que possua covariancia finita, somente a Gaussiana. Lembramos

que, no caso de um processo estacionario, ¢y = 0% e ¢; = K.
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