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Resumo

Neste trabalho estudamos casos ndo famosos de ntimero de ouro, ou razao aurea, em
triangulos, realizando suas demonstragoes de maneira detalhada por geometria plana.
Para melhor compreensao, identificamos, como conceitos preliminares, a defini¢cao de razao
aurea e defini¢Oes e teoremas de geometria plana. Sugerimos uma sequéncia didatica para
aplicagdo em sala de aula. Apresentamos sugestoes visando o aprofundamento do assunto
e trabalhos futuros. Finalmente, mostramos como realizar construgoes geométricas com

régua e compasso.

Palavras-chaves: Razao durea. Triangulos. Construcao geométrica.



Abstract

In this work we study not famous cases of gold number, or golden ratio, in triangles,
carrying out their demonstrations in a detailed way by plane geometry. For better un-
derstanding, we identified, as preliminary concepts, the definition of golden ratio and
definitions and theorems of plane geometry. We suggest a didactic sequence for applica-
tion in the classroom. We present suggestions aimed at deepening the subject and future

work. Finally, we show how to make geometric constructions with a ruler and compass.

Key-words: Golden ratio. Triangles. Geometric construction.
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Introducao

O ntmero de ouro ou a razao aurea, termo mais utilizado neste trabalho, é uma
constante real irracional que surge ao dividirmos um segmento de modo que o todo esta
para o maior assim como o maior para o menor. Conforme consta na obra de Junior
(2014), essa constante, representada pela letra grega ¢ (phi), é encontrada em obras de
arte, como na de Mona Lisa de Leonardo da Vinci; no corpo humano, como na medida dos
ossos da mao e na orelha; na natureza, como nos girasséis e nas pinhas; em construgoes,
como na piramide de Quéops e no Parthenon; e na geometria, como no pentagrama e no

retangulo aureo.

De acordo com Pavanello (1989) e Pavanello (1993), o ensino da geometria, princi-
palmente no ensino fundamental e no ensino médio, tem sido deixado de lado por diversos
motivos. Este fato pode comprometer o aprendizado da razao aurea e a exploragao de

casos relacionados a geometria.

Conforme pesquisa realizada em trabalhos académicos acerca da razao aurea e seus
casos na geometria, ficou evidente que existem diversos casos que se repetem, podendo
assim ser chamados de casos famosos. Esses casos constam nas obras Anastacio; Ferreira
(2015); Junior (2014); Landim (2014) e Linck (2017), s@o eles: o pentagrama, o retangulo
aureo, o triangulo aureo e o decagono aureo. Porém o intuito deste estudo é mostrar casos

nao famosos de razao aurea na geometria.

Oai (2016) mostra 5 (cinco) casos de razao durea em tridngulos. Ele demonstra,
de maneira sucinta, 4 (quatro) deles, 3 (trés) por geometria plana e 1 (um) por geometria

analitica.

Este trabalho visa apresentar e demonstrar de maneira detalhada, por geometria
plana, cada um dos 5 (cinco) casos de Oai (2016), sugerir uma sequéncia didatica para
aplicagdo em sala, bem como realizar as construgoes geométricas, com régua e compasso,
das figuras relativas aos casos apresentados. No final, aos que se interessarem no assunto

e quiserem dar continuidade ao estudo, sao feitas sugestoes de trabalhos futuros.

Para tanto, no primeiro capitulo é apresentado o conceito de razao aurea, assim
como conceitos basicos de geometria plana julgados importantes para o bom entendimento
do trabalho.

Em seguida, o segundo capitulo apresenta e demonstra 2 (dois) casos nao famosos

de razao aurea em triangulos equilateros.

O terceiro capitulo aborda 3 (trés) casos nao famosos de razao durea em triangulos

isosceles, apresentando e demonstrando cada um deles.
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O quarto capitulo traz, como produto do trabalho, uma sequéncia didatica, para
aplicagado em sala de aula, explorando um dos casos apresentados bem como a construgao

geométrica com régua e compasso da figura correspondente.

No ltimo capitulo é feita uma revisao dos pontos abordados, além de sugestoes

para trabalhos futuros.

Por fim, no apéndice, consta um pouco sobre construgoes geométricas com régua e
compasso, suas regras, construcgoes basicas e métodos para divisao de segmentos em partes
iguais. Neste apéndice, também estao descritas as construgoes geométricas das principais

figuras relativas aos 5 (cinco) casos apresentados.

Definicao do Problema

A partir do contexto apresentado na Introducdo, a necessidade de promover o
resgate da geometria a sala de aula ficou evidente. Dentre os diversos motivos para o
abandono do ensino da geometria apresentados por Pavanello (1989), a dificuldade que
alguns professores encontram na matéria tende a ser um dos fatores mais preocupantes.
Sendo assim, é necessario encontrar formas de fazer com que esses professores se apro-
ximem da matéria e passem a encara-la para relembrar/aprender e ensind-la de maneira

didatica e criativa.

Objetivos

Considerando o problema apresentado, o trabalho tem como objetivo geral explorar
os conceitos de razao durea por meio dos 5 (cinco) casos de Oai (2016), bem como promover
a revisao/aprendizado de conceitos de geometria plana. Para alcangar este objetivo geral,

os seguintes objetivos especificos sao elencados:

a. revisar conceitos de razdo aurea e geometria plana;

b. demonstrar de maneira detalhada os 5 (cinco) casos de Oai (2016);
c. apresentar uma sequéncia didatica para aplicacdo em sala de aula;
d. revisar os conceitos de construcao geométrica; e

e. construir as figuras geométricas dos 5 (cinco) casos de Oai (2016).

Justificativa

O tema escolhido se justifica pelo fato de as demonstragoes dos casos de Oai

(2016) abordarem muitos conceitos. Esses conceitos aliados a criatividade das construgoes



Introducao 15

geométricas permitem aos professores ou interessados uma boa revisao ou aprendizado.
Podendo, assim, os interessados estuda-los e aplica-los em sala de aula, auxiliados pela

sequéncia didatica a ser apresentada.
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Metodologia

A partir dos objetivos elencados, vamos classificar este trabalho quanto aos tipos

de pesquisa, destacando-os a seguir.

Quanto a abordagem, foi realizada uma pesquisa qualitativa, pois foi possivel ana-
lisar os casos de Oai (2016) e verificar que a quantidade de conceitos envolvidos nas suas
demonstragoes podem ser usados para promover uma revisao de contetido e ajudar a so-
lucionar o problema do abandono do ensino da geometria, estudando e aplicando os casos

em sala de aula.

Quanto a epistemologia, foi realizada uma pesquisa interpretativista, pois esse tipo
de pesquisa consiste em enxergar um certo dado de uma outra maneira. Olhando um dos
casos de Oai (2016), em um primeiro momento, é possivel perceber que se trata somente
da demonstracao de uma proposi¢ao, mas analisando de uma melhor forma, verifica-se

que ele pode ser explorado para promover melhoria no ensino.

Quanto a natureza, foi realizada uma pesquisa aplicada, pois o estudo deste tra-
balho e a aplicacao em sala de aula podem ajudar a diminuir o abandono do ensino da

geometria relatado por Pavenello (1989).

Quanto a analise de dados, foi realizada uma pesquisa exploratéria, pois os casos
de razao aurea em tridngulos abordados por Oai (2016) sdo assuntos pouco estudados
e relativamente novos, nao sendo encontrados em livros académicos, mas somente em

artigos cientificos.

Quanto aos procedimentos, foi realizada uma pesquisa bibliografica, pois para
compdr o embasamento tedrico para realizar as demonstragoes dos casos apresentados,
bem como para estruturar o capitulo de Conceitos Preliminares e o Apéndice A, foi ne-

cessaria a pesquisa em livros, artigos cientificos e dissertagoes.

Para estruturar e fundamentar o trabalho, foi realizada uma coleta de dados em
trabalhos académicos e artigos cientificos no Google Scholar, no banco de dissertacoes do
PROFMAT e em livros, onde foi possivel extrair conhecimento e dados acerca da razao
aurea, problemas relacionados ao ensino e conceitos de geometria plana, com destaque

para construcao geométrica com régua e compasso.

De posse desses dados, primeiramente, foram realizadas a apresentacao e demons-
tracao de conceitos julgados preliminares para a conducao deste estudo, tais como defini-

¢oes, teoremas e coroldrios.

Esses conceitos iluminaram o caminho para os capitulos seguintes e para o apén-

dice, assim como permitiram elucidar e facilitar as demonstragoes dos casos de razao aurea
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em tridngulos, bem como o entendimento dos métodos de construgoes geométricas.

As demonstragoes dos 5 (cinco) casos de Oai (2016) foram feitas de maneira de-
talhada, todas por geometria plana e por meio de casos genéricos, um pouco diferente do
que foi feito pelo autor, que demonstra, de maneira sucinta, 4 (quatro) deles, 3 (trés) por

geometria plana e 1 (um) por geometria analitica, se valendo de casos particulares.

Por fim, foi apresentada uma sequéncia didatica como sugestao de aplicacao em
sala de aula, tanto para o ensino médio, quanto para o ensino fundamental. Com isso,

busca-se resgatar o retorno do ensino da geometria as salas de aula.
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1 Conceitos Preliminares

Sao apresentados neste capitulo alguns conceitos julgados necessarios para o me-
lhor entendimento deste trabalho. Estao relacionados o conceito de razao aurea, a me-
diatriz de um segmento, casos de poténcia de ponto em relacdo a uma circunferéncia, o

circuncentro e circulo circunscrito.

Nao sao objetos de estudo neste capitulo conceitos corriqueiros, como férmula de
Bhaskara, teorema de Pitagoras, angulos, tangéncia e angulos no circulo, congruéncia e
semelhanca de triangulos, relacoes trigonométricas e teorema de Tales, devendo ser de
conhecimento prévio para compreensao de alguns passos, principalmente nas demonstra-

coes.

1.1 Raz3o Aurea

Proporcao aurea, niimero de ouro, nimero aureo, sec¢ao aurea, propor¢ao de ouro,
razao de ouro, média e extrema razao, divina propor¢ao, divina secdo, propor¢ao em
extrema razao, divisao de extrema razao, aurea exceléncia e razao de Phidias. Esses sao

os diversos nomes dado a razao aurea, que vamos definir a seguir, e é representada pela
letra grega ¢ (phi).
Essa representagao passou a ser utilizada no século XX, por ser a primeira letra

grega no nome de Fidias, um grande escultor que viveu entre 490 e 430 a.C., pois alguns

historiadores da arte da época afirmavam que Fidias usava com frequéncia a razao aurea
em suas obras. (LINCK, 2017)

Existem muitas curiosidades em torno da razao aurea. Ela esta presente na na-
tureza, no corpo humano, na geometria, em obras de artes e em construgoes. (JUNIOR,
2013)

Euclides de Alexandria apresentou um dos primeiros registros da razao aurea, defi-
nindo geometricamente o conceito de razao aurea no livro intitulado por "Elementos", que
consta: “Para que um segmento seja dividido em Secéo Aurea, a razdo entre o segmento
e a parte maior deve ser igual a razao entre a parte maior e a parte menor”. (LANDIM,
2014)

Existem duas defini¢oes para a razao aurea, a definicdo geométrica e a definicao

algébrica, apresentadas a seguir.

Definicao 1.1.1. (LANDIM, 2014) (Geométrica) Um ponto C' divide o segmento AB na

~ AB _ AC
razao durea, quando 4z = &5, com AC > CB, conforme figura 1.
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Figura 1 — Segmento AB

ll>

Cc

Fonte: elaborado pelo autor

.~ (7 . . . AB
Definicao 1.1.2. (LANDIM, 2014) (Algébrica) Considerando a Definigio 1.1.1, 53 =
AC

AC _ 4,

CB

Teorema 1.1.3. Um segmento AB ¢ dividido na razdo durea por um ponto C, se, e

somente se, 45 = 4% = ¢ = ‘/52“, com AC > BC.

Demonstracao. Seja AC' = a e C'B = b, substituimos os valores na Definicao 1.1.1.
a+b a

= Dai:

(a+0b)-b=d>=

Suponha, primeiramente, que

a’> —ba — b =0.

Aplicando a férmula de Bhaskara:

D E bR 41 (1)
“= 2.1

b+ 0% + 4b?
a:fi

b+ b/5
2

a 145
p = (5 )

=

a = =

Como < 0, entao:

a+b a

Por outro lado, se ¢ =

a = bo. (1.1)

a+b
=

Substituindo (1.1) em

Sal RS
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¢’ =d+1.
O

Dessa demonstracao é possivel extrair a seguinte relacao: ¢> = ¢ + 1, que serd

muito importante para as demonstracoes dos capitulos principais.

1.2 Mediatriz

Definigao 1.2.1. (NETO, 2013) Dados os pontos A e B no plano, definimos a mediatriz

do segmento AB como sendo a reta perperdicular a AB e que passa por seu ponto médio.

Teorema 1.2.2. (NETO, 2013) Dados os pontos A e B no plano, a mediatriz do segmento
AB € o lugar geométrico (LG) dos pontos equidistantes de A e de B.

Figura 2 — Mediatriz do segmento AB

b Mpg

Fonte: elaborado pelo autor

Demonstragio. Seja M o ponto médio e map a mediatriz de AB (veja Figura 2). Se
P € myp, entdo no APAB, PM é mediana e altura e, dai, AAMP = ABMP (LAL),
garante que o APAB é isosceles de base AB. Logo, PA = PB. (NETO, 2013)

Por outro lado, seja P um ponto no plano tal que PA = PB e também seja M
o ponto médio de AB (veja Figura 2). Entdo, o APAB é isésceles de base AB, de onde
segue que a mediana e a altura relativas a AB coincidem. Mas como a mediana de PAB
relativa a AB é o segmento PM, segue que PM 1 AB, que pela definicao 1.2.1, é o
mesmo que dizer que PM ¢é a mediatriz de AB. (NETO, 2013). m
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1.3 Poténcia de ponto em relacdo a uma circunferéncia

O conhecimento de poténcia de ponto em relacdo a uma circunferéncia é muito
importante para o estudo da Geometria, pois existem muitas aplicagbes em problemas que
tratam de relagoes métricas entre secantes e tangentes a uma circuferéncia. (WAGNER,
2001).

Definicao 1.3.1. Seja a uma circunferéncia de centro O e raio R. Se um ponto P estd
a uma distancia d de O, definimos a poténcia do ponto P em relagdo a circunferéncia o

por: Pot(P) = d* — R?. (WAGNER, 2001).

Teorema 1.3.2. Dados uma circunferéncia o e um ponto P. Se uma reta passa por P e
corta a nos pontos A e B, entio o produto PA - PB € constante. (WAGNER, 2001).

Demonstragao. Seré necessario dividir em 2 (dois) casos para realizar esta demonstracao.

e 1° caso: P exterior a «

Figura 3 — Circunferéncia o com P B secante

Fonte: elaborado pelo autor

Conforme figura 3, seja O o centro de o e R o seu raio. Seja P um ponto nao
pertencente a «« com PO = d e PAB uma secante de «. Seja OM a mediatriz de
AB, assim MA= MB =m.

Note que PA = PM —m e PB = PM + m. Dali, aplicando o teorema de Pitagoras
nos AMOP e ABMO, temos:

d* = PM? + OM? (3.2)

R? =m? + OM>. (3.3)
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Agora,
PA-PB=(PM —m)-(PM+m)

PA-PB = PM?*—m?.

Somando e subtraindo OM?,
PA-PB = PM?+OM?— (m*+ OM?).
Substituindo (3.2) e (3.3) na equacgao, concluimos que:
PA-PB = d*>— R* = Pot(P).

e 2° caso: P interior a «

Figura 4 — Circunferéncia o com P interior
A ‘

Fonte: elaborado pelo autor

Conforme figura 4, seja O o centro de a ¢ R o seu raio. Seja P um ponto nao
pertencente a « com PO = d e PAB uma secante de a. Seja OM a mediatriz de
AB, assim MA= MB =m.

Note que PA=m — PM e PB = m+ PM. Dal, aplicando o teorema de Pitdgoras
nos AMOP e ABMO, temos:

d* = PM? + OM? (3.4)

R?> =m*+ OM”. (3.5)

Agora,
PA-PB=(m—PM)-(m+ PM)

PA.PB=m?— PM>*
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Somando e subtraindo OM?,
PA-PB=m?+O0OM?— (PM?+ OM?).
Substituindo (3.4) e (3.5) na equacgao, concluimos que:
PA-PB=R*—d*=d*>— R*= Pot(P)

—~PA-PB =d*—~ R> = —Pot(P).

]

Desse teorema é possivel chegar em 2 (dois) corolarios importantes para relagoes

métricas entre secantes e tangentes a uma circuferéncia.

Corolario 1.3.3. Dados uma circunferéncia o e um ponto P. Se uma reta passa por P

e corta o nos pontos A e B e outra reta passa pelo mesmo ponto P e corta a nos pontos
C e D, entaio PA- PB = PC - PD.

Corolario 1.3.4. Dados uma circunferéncia o e um ponto P exterior a a. Se uma reta
passa por P e corta o nos pontos A e B e outra reta passa pelo mesmo ponto P e corta
a no ponto C, entio PA- PB = PC?.

Figura 5 — Circunferéncia o« com PB secante e PC' tangente

o

Fonte: elaborado pelo autor
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Demonstracao. Conforme figura 5, sejam O, centro de «, P um ponto exterior a o, PAB

uma secante a « com A e B € a e PC' uma tangente a a com C' € a. Construa o segmento

AC e o segmento BC.

Figura 6 — Circunferéncia o com PB secante e PC tangente, com B = K

Fonte: elaborado pelo autor

Seja K um ponto € «, podendo K ser igual a B. Note que para qualquer secante
PAB é possivel construir um angulo inscrito ZAKC = ZABC, em que O seja interior

ao AAKC ou € ao segmento AB (veja as figuras 6, 7 e 8).

Figura 7 — Circunferéncia o com PB secante e PC tangente, com B # K

Fonte: elaborado pelo autor

Ainda, seja ZAKC = 0, assim, ZAOC = 26, pois é angulo central de . Como
OA = OC, raios de oo, AAOC é isésceles, entao ZOAC = ZOC' A = 3. Portanto, 25+20 =

180° = 8 = ZOCA = 90° — 0.



Capitulo 1. Conceitos Preliminares 25

Figura 8 — Circunferéncia oo com PB secante e PC' tangente, com B =K e O € AB

Fonte: elaborado pelo autor

Segue que OC' L PC, pois PC é tangente a a e OC' é raio de «. Desta forma,
LPCA+ ZOCA = 90° = LPCA =90° — ZOCA = 90° — (90° — 0) = LPCA =0 =
LAKC, logo, APAC ~ APCB pelo caso (AA).

Agora, por semelhanca de tridangulos, temos:

PA _PC |
PC  PB
PA.-PB = PC?.

1.4 Circuncentro e Circulo Circunscrito

Figura 9 — Circuncentro do tridngulo ABC

Fonte: elaborado pelo autor

Teorema 1.4.1. (NETO, 2013) Em todo triangulo, as mediatrizes dos lados passam todas

por um mesmo ponto, o circuncentro do mesmo.
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Demonstracao. Sejam ABC um tridngulo qualquer, r, s e t, respectivamente, as mediatri-
zes dos lados BC, CA e AB, e O o ponto de intersegao das retas r e s (veja Figura 9). Pela
caracterizagdo de mediatriz de um segmento como LG, temos OC = OA e OB = OC.
Desta forma, OB = OA. Logo, a mediatriz de AB passa por O. n

Teorema 1.4.2. (NETO, 2013) Todo triangulo admite um unico circulo passando por
seus veértices. Tal circulo é dito circunscrito ao triangulo e seu centro é o circuncentro do

mesmo.

Demonstragio. Seja ABC' um tridngulo de circuncentro O (Veja Figura 10). Como O é o
ponto de interse¢do das mediatrizes dos lados do triangulo, temos OA = OB = OC' = R.
Segue que o circulo de centro O e raio R passa por A, B,C'. Existe, desta forma, um

circulo passando pelos vértices de ABC.

Figura 10 — Circulo circunscrito ao triangulo ABC

w
(@]

Fonte: elaborado pelo autor

Por outro lado, o centro de um circulo que passe pelos vértices de ABC' deve ser
equidistante dos mesmo. Portanto, o centro pertence as mediatrizes dos lados de ABC,
de forma que coincide com o ponto de intersecao das mesmas, isto é, com o circuncentro
O de ABC. Finalmente, o raio do circulo, sendo a distancia de O aos vértices, é igual a
R. (NETO, 2013). ]
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2 Razao aurea em triangulos equilateros

Sao apresentadas neste capitulo as demonstragoes de 2 (dois) casos nao famosos
de razao aurea em triangulos equilateros. A construgdo geométrica da figura relativa a

cada caso apresentado, pode ser verificada no Apéndice A.

2.1 1° Caso

Proposicao 2.1.1. (OAI, 2016) Considere um triangulo equildtero ABC com lados AC
e AB divididos em & (cinco) partes iguais pelos pontos Ey, Fy, com k = 1,2,3,4, entdo
AE, = AF, = £ - BC. Se a circunferéncia (AEyFy) intersecta BC em G e H (veja a

figura 11), entao G divide HB na razdo durea.

Figura 11 — Tridngulo equildtero com circunferéncia (AFE,F})

A

Fonte: elaborada pelo autor

Demonstracao. Queremos mostrar que % = g—g = ¢. Para isso, suponha que o AABC
tenha lados de medida .
B AC AC 5
Note que pelo teorema de Tales, E4Fy || BC, pois = = = -
5

Construa as mediatrizes map, € mpc = mpg,r,. Perceba que pelo teorema do

circuncentro, as mediatrizes de AF, e E,F} se intersectam no ponto O, centro da circun-



Capitulo 2. Razdo durea em tridngulos equildteros 28

feréncia (AE4Fy). A mpe contém os pontos O e M, pontos médios dos segmentos FyF)y

e BC, respectivamente.

Construa, ainda, o AOGH isoésceles, pois OG = OH = raio da circunferéncia

(AE,F,) (veja a figura 12).
Figura 12 — Tridngulo equildtero com circunferéncia (AFE4F)) e mediatrizes

|
Mgc

A

Fonte: elaborada pelo autor

Como a mediana e a altura do AOGH relativa ao lado GH sao iguais, entao OM
é a altura do AOGH, assim, OM € mgc e GM = MH.

Segue que BM = MC e GM = MH, entao GB = CH = y, desta forma HB =

Pelo corolario 1.3.3 temos:

GB-HB = BF,- BA.

Substituindo os dados:
T
y'(x—y)ng:

Syx — by = 2 =
5y? — bay + 2% = 0.

Aplicando a férmula de Bhaskara:

—(—bz) £ /(=52)2 — 4522
y= 2.5

S5r 4 /52
(O TR

=
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5+5

y==x :

10
) )
Como 2y = il 1—0\/_) -2~ 1,4z > x, entao:
yzggzix“_‘@, (1.1)
10
Na equagao: HG = HB — G B, substituindo os dados:

HG=(x—-y)—y=HG=2—2y. (1.2)

Substituindo (1.1) em (1.2):

x(b — V5) N

HG=1—2.
v 10

5z — bz + 2/
=

5

/5

—

HG =

HG =

Ainda, como HB = x — y, temos:

z(5 —/5)
TR
z(5 + /5)

HB = ——=.
10

HB ==z

HB HG
Agora, resta fazer —— e ——. Assim:

HG  GB’

| 1B
" HG
(5 + /5)
HB  ~— 10
HG V5
5
5++/5
HB _—5
HG 5
HB _5++5 1

HG ™ 2 5
HB 5++/5
HG 25

HB 5+V5 5
HG 25 /5

=

Racionalizando:

=
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HB  5V5+5
_5VE+5

HG  2-5
HB_\/5+1_¢
HG 2 7
HG
R
GB
RVAS)
HG_ 5 N
G’B_x(S—\/g)
10
HG 5
GB  5-+/5
2
HG 2
—— =5. =
GB ‘[5—\/3
HG 25
GB  5-—+/5
Racionalizando:
HG 25 .5+\/S:>
GB 5-+5 5++/5
HG  10v5+10
GB  25-5
HG_\/5+1_¢
GB 2 7
HB HG
Portanto,H—G—G—B—gb. ]
2.2 2° Caso

Proposicao 2.2.1. (OAI, 2016) Seja E o ponto no lado AC' de um triangulo equildtero
ABC em que AE = i - AC. A perpendicular de E para o lado AB intersecta:

1. a perpendicular de BC que parte de C em F, e
2. a circunferéncia com centro B e raio BC em G e H (ver figura 13).

a) G divide EF na razio durea.

b) E divide HF na razao durea.
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Figura 13 — Tridngulo equildtero com arco de circunferéncia (C'H)

H

Fonte: elaborada pelo autor

Demonstracio. Queremos mostrar que g—g = % = ¢ e que % = % = ¢. Para isso,

suponha que o AABC' tenha lados de medida x. Como ZBAC = 60° e ZEKA = 90°,
entao /ZKEA = 30°. Segue que ZKEA e ZCEF sao angulos opostos pelo vértice, logo
ZCEF = 30° Ainda, ZBCF = 90° e ZBCA = 60°, assim ZECF = 30°. Dali, concluimos
que o ACEF é isésceles com CF = EF.

Construa o segmento F'M, altura do ACE'F relativa ao lado C'E, assim M é ponto
médio de CE (veja figura 14) e OM = <E.

Note que AC' = AE + C'E, substituindo os dados:

x:2+CE:>

xXr
CE=z—-—-=
YTy

CE="". (2.3)

CE
Como CM = — substituindo (2.3) na equagao, temos:

3x
CM=4 =
2
3x
CM = —.
8
Aplicando cosseno no ACMF"
CM
cos 30° =

CF-
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Substituindo os dados:

3x
V3 _ %
- =L _ =
2 CF
323
CF =
13
oF = P "Y3
4
Aplicando seno e cosseno no AAEK:
AK
e sin30° = A substituindo os dados:
1 AK
5T T

4
AK =2,
8

EK
e cos30° = ik substituindo os dados:
V3 EK
2T
4
2EK = 9543 =

EFK = L\/g
8
Construa os segmentos BG e BH, dai, perceba que o ABGH ¢ isésceles pois
BG = BH = BC, raio da circunferéncia de centro B (veja figura 14). Segue que BK
é a altura relativa ao lado GH, logo K é ponto médio de GH e GK = HK. Ainda,
seja FG = y. Como FF = FG+ FG = FEG = EF — FG e GK = FEG + FK, entao
GK = EFF — FG 4+ FK. Substituindo os dados nesta ultima equagao, obtemos:

vV 3 zvV'3
K=" _ Zv-
G 1 Y+ S =
GK:W—P

GK:3:108\/§_y

Veja que GH = GK + HK = 2GK. Como HF = GF + GH, entao HF =
GF + 2GK. Do exposto, pelo corolario 1.3.4, temos:

FC? =GF -HF.
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Figura 14 — Tridngulo equildtero com arco de circunferéncia (C'H) e com angulos

H

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

&

Fonte: elaborada pelo autor

Substituindo HF':
FC?=GF - (GF + 2GK).

Substituindo os dados:

V'3 323

2
= - 2. —
( 1 =y ly+2-( S y)| =
322 2.32/3
oy —9
T (y + 3 y) =
R 323 B

176:y.( 1 y) =

322 3 3
32 _ asy\/__ygz>

16 4
32?2 = 122yV/3 — 16> =

16y% — 122yv/3 + 322 = 0.
Aplicando a férmula de Bhaskara:

 —(—120v3) £ /(~120v/3)? — 416 - 322
v= 2.16

122/3 + /43222 — 19222
Y= =
32
122v/3 + /24022
Y= =
32
122+/3 + 42/15
Y= =
32
323 + /15
-3 7

EN
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V3 3++5
o )

3+ 5 3
+2‘f) > EF = ”3:(. Logo:

3 )
V5 > 1, entao x—(

3
Como 1
_ oY3 3=V
4 2 7

Fazendo manipulacao algébrica:

_x\/§ 3—+v5 2
=Ty
V3,6 — 25
o T
V3 5—-2-1-v/5+1
y=—4 A
V3 Vh—1
o
V3 V5-1 VE+1,
2 '\/5+1) -
_x\/§ 5—1
YT [2(ﬁ+1)] ~
_m\/§ 4
v=" s
/3 2 5
y:T(\/E+1) =

y= D

) =

) =

) =

)' =

=

Vi+1

Substituindo por ¢:

V3 —1\2
T<¢ )" =

_wv3 o1
V3

Agora, basta substiuir os dados encontrados nas seguintes equacoes:

o G =FEF —-GF

o3 a3

BG ==~ x
V3 1

EG:le(l—(bQ)é
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EG = m(¢2¢; 1

4 )

Sabemos que ¢? = ¢+ 1 = ¢ = ¢* — 1, agora, substituimos esta relacdo na equacao:

3
EG = M(ﬁ
4 "2
4 9
/3
4¢

) =

EG = ) =
EG =

_395\/3_

o GK
B 3zv3 _ V3
8 4¢2

x\/§ 3 1
GK—HK——(E pe

GK

4

e HF = GF + 2GK v /3
V3 zv3,3 1
HF = 2.
4¢2+ 4
3,1 2-3 2
M(i_Fi
P? 2 P?

HF =

e HE = HK + FK

EF EG HF HE
EG' GF C HE' EF’

Resta fazer Assim:

EF EG
1. — e ==

EG  GF
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EF
) B
zv/3
EF_ 4
EG V3
dé
EF 1
EG 17
¢
EF
G
EG
b) GF
v 3
EG 44
GF V3 -
42
EG 1
GF 17
¢
EG
GF =%
HF HE
“HE ° EF
HF
Y HE
v 3 1

gr 4 O g
HE  zv3 1

s
3¢% — 1
HF g2 N
HE 2¢*—1
¢2
HF  3¢*—1
HE 24 -1

Fazendo manipulacao algébrica:

HE 20 +¢*—1
HE  2¢2—1

Sabemos que ¢ = ¢ + 1, agora, substituimos esta relacao na equacio:

HF 204+ ¢+1—1
HE — 2(¢+1)—1
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HF  2¢*+¢
HE 20+2-—1
HF 2¢*+¢

HE =~ 26+1
HF 626 +1)
HE ~ 2¢+1
HF
HE

= ¢.
HE

EF

x\/§ 1
HE ‘Z*@_$ﬁ

= =
EF V3

4
HE _, 1
EF @?
HE 2¢° — 1
EF ¢
Fazendo manipulacao algébrica:

HE ¢ +¢* -1

EF P
Sabemos que ¢? = ¢ + 1 = ¢ = ¢? — 1, agora, substituimos estas relacoes na
equacao:

HE ¢*+¢
EF &
HE
oo+
EF 5
HE ¢+1
EF ¢
HE 2
HE _¢°
EF ¢
HE
EF
FF  EG HF HE
Portanto, = = = =

G ar *°HE T EF” .
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3 Razao aurea em triangulos isosceles

Sao apresentadas neste capitulo as demonstragoes de 3 (trés) casos nao famosos
de razao aurea em triangulos isésceles. A construgao geométrica da figura, relativa a cada

caso apresentado, pode ser verificada no Apéndice A.

3.1 1° Caso

Proposicao 3.1.1. (OAI 2016) A figura mostra um triangulo retangulo isdsceles com 0s
lados iguais AC' e AB divididos em 5 (cinco) partes iguais, Ey, Fy, com k =1,2,3,4, em
que AE, = AF), = % - AB. A circunferéncia (AE3F3) intersecta BC' em H e G. Assim,

G divide BC na razdao durea.

Figura 15 — Triangulo retangulo isésceles com circunferéncia (AE3F3)

A

Fonte: elaborada pelo autor

HC _ HG _
HG — GC —
do AABC mega x e o raio da circunferéncia (AFE;3F5) mega 7.

Demonstracao. Queremos mostrar que ¢. Para isso, suponha que o lado BC'

B AC  AC 5
ARy ABy 4o 3 3
5

Note que pelo teorema de Tales, E3F3 || BC, pois

Construa as mediatrizes map, € mpc = mpg,p,. Perceba que pelo teorema do
circuncentro, as mediatrizes de AF5 e E3F3 se intersectam no ponto O, centro da circun-
feréncia (AFE3F3). A mpe contém os pontos O e M, pontos médios dos segmentos F3F}

e BC, respectivamente.

Construa, ainda, o AOGH isésceles, pois OG = OH = raio da circunferéncia
(AE3F3) (veja a figura 16).
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Figura 16 — Tridngulo retangulo isésceles com circunferéncia (AE3F3) e mediatrizes

AN

[
N | MBC
Som I
N AR
AN 3 A

Fonte: elaborada pelo autor

Como a mediana e a altura do AOGH relativa ao lado GH sao iguais, entao OM
é a altura do AOGH, assim, OM € mpc e GM = MH.

Segue que BM = MC e GM = MH, entao GB = CH = y, desta forma HB =
x — y. Dai, aplicando o teorema de Pitdgoras no AABC"

AB* + AC? = BC? =

2AB* = BC?.
Substituindo os dados:
2AB* = 2* =
2
AR =" o
2
z
AB = —.
V2
Racionalizando:
Ap- T V2
V2 V2
2
AB—AC = "YV2
2
2 2 2 2
Como CE3 = AC' - F = w\Q/— E = (CEk3; = '%\5/_, entao pelo corolario 1.3.3, temos:

CE;-CA=GC-HC.

Substituindo os dados:
2 V2 B

5 5 y(x —y) =
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22 9
2.5 TV
x? )
oMWY=

2? = bry — 5y =

5y* — bay 4+ 22 = 0.

Aplicando a férmula de Bhaskara:

—(—52) & \/(—5x)2 — 45 22
v= 2.5

51 4+ /2522 — 2022
= =

y 10

5++5
=T- .
y 10

=

Como 33(5—11_0\/5) -2~ 1,42 > x = BC, entao:

P e
y=GC = —1 (1.1)

Segue que HC = x — y, substituindo (1.1) nesta equagao:

B z(5—/5)
_ z(5+5)
HC’_T- (1-2)

Ainda, note que HC' = HG + GC| substituindo (1.1) e (1.2) nesta equagao:

x(5+\/5):HG+SU(5—\/g) N

10 10
V5 =10HG — V5 =
He = Y0
5
HC HG .
Agora, resta fazer Ia C co Assim:
| HC
" HG
z(5 4 /)
HG 25

5
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5++5
HC _ —5
HG 5
HC 5+/5b
HG 25
Racionalizando:
HC 545 b
HG 25 V5
HC  5V5+5 N
HG 2.5
HC 5+1
G- 2 ¢
HG
2 a6
HRVAS)
HG _ 5 N
GC  x(5—+/5)
10
HG V5
GC 55
2
HG 25
GC  5—/5
Racionalizando:
HG 25  (5+/5)
GC  5-v5 G+vB)
HG 105+ 10
GC ~  25-5
HG  10v/5+410 _
GC 20
HG V5+1
Go- 2 %
HC HG
Portanto, VitE = ac = ¢. O
3.2 2° Caso

Proposicao 3.2.1. (OAI, 2016) Partindo da proposi¢io 3.1.1, estendendo o segmento
E\Fy, ele intersecta as circunferéncias (AE3F3) e (ABC) em G' e H', respectivamente
(veja a figura 17). Assim, encontramos que Fy divide E1\G' na razdo durea. Sendo verdade,

também, que G’ divide F1H' na razdo durea.
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Figura 17 — Tridngulo retangulo isésceles com as circunferéncias (AF3F3) e (ABC)

H,

S

Fonte: elaborada pelo autor

[
—

~ / ! ’ .
Demonstracao. Queremos mostrar que gﬁl = %g} = ¢ e que ?lg, = g}fl, = ¢. Para isso,

considere todos os dados e resultados da proposicao 3.1.1. Dividiremos a demostracao em

duas partes, que sao:

1. F; divide E;G’ na razao aurea.

2. G’ divide F}H' na razao aurea.

1. Primeira parte: F; divide £;G’ na razao aurea.

Construa o segmento AM € mpc, mediatriz de BC, que contém os pontos O, O’
e M, centro da circunferéncia (ABC'), pontos médios dos segmentos F,F; e BC,

respectivamente, e os segmentos OG, OG’' e M H' (veja figura 18).

Figura 18 — Triangulo retangulo isésceles com as circunferéncias (AFE3F3) e (ABC) e com an-
gulos

Fonte: elaborada pelo autor
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AB AC AC
Note que pelo teorema de Tales, F1F; || BC, pois = = =5,
)

assim, ZF1FyA = ZBCA. Dai, o AAEF, ~ AABC pelo caso (AA). Entao, por

semelhanca de tridngulos, temos:

AC  BC
AE, E\F,’

Substituindo os dados:
T

5=
BBy

=

T

5
Do exposto, temos que O'F} = O'Ey = 1%, BM =CM = g HM = GM = 1;1\6_
Desta forma, aplicando o teorema de Pitagoras no AACM:

AM? + CM? = AC?.

Substituindo os dados:
2
AM? + (%)2 _ (“3\2/_

)? =

A= (B - (5 =

2r2 2
AM? = = — —
4 4:>
2
AM2:%:>

AM = (2.4)

|8

Conforme exposto, AM = g e CM = g, assim, AM = CM. O fato de AM ser
igual a C'M ja era de se esperar, pelo fato de o tridngulo ABC' ser retangulo em
A. Lembremos que, nos tridngulos retangulos, a mediana relativa a hipotenusa tem
comprimento igual & metade da mesma. Como AAEF} ~ AABC (AA), analoga-

x
mente, O'E; = AO' = 10
Segue que OM = AM — AO, substituindo (2.4) e os dados:

OM = g —r (2.5)

Desta forma, aplicando o teorema de Pitagoras no AGMO:

OG?* = OM? + GM?.
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Substituindo (2.5) e os dados:

2 _ U2 VI,
= G-+ ()
2 2
g I 5 . OT
=— =27 = — =
r 1 T 2+r +1OO
6x
r = —
20
3z
r=—.
10

Como AO — AO" = OO0, substituindo os dados:

3x T
— - — =00
10 10 =
2x
/—7
00" = 10 =
T
00 = =.
5

Entao, aplicando o teorema de Pitagoras no AOO'G":
OG/2 — 0012 + O,GQ.

Substituindo (2.6) e os dados:

([ = (3 +06" =
?g; = ;; +0'G* =
9 2 2
0'G? = % - ;’;5 =
972 — 42
06" == 100 -
5 2
06" = 15 =
5
0'G = xl\g_

Agora, basta substiuir os dados encontrados nas seguintes equacoes:

e OG'=FRG+0F

x\/g T
VYRGS
T T
FG,_x\/g T

) _

T 10 10

(2.6)
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l x(\/g B 1)
PG == (2.7)

Racionalizando:

(V-1 V5+1
10 V5 +1
FlGlzix(E)_l) =

10(v5+ 1)

4z
ARG =—— =
! 10(v/5 + 1)
2z

G =—F =
TV

T
FlG/:g'

=

FIG/ ==

FlG/ -

por ¢:

Substituindo

FlG/ -

ol 8
U

| =

FlG/ -

ol 8

FlG/ -

NEEN

[ ] EiG/:ElFl—l—FlG/
v x(v/5—1)

EG=4+""—" "=

! 57 10
20 + x5 —
10
x+x\/5:>
10
z(1++/5)

EiG, — T.

EG =

Bl =

E\Fy  EG

. Assim:
foXel e B F ssim

Resta fazer

B Fy
a) G

EFy
G

SEE
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Eihy 1
nG 1
¢

EFy
G

= .

E\G
E\Fy

z(1++/5)
EG B 10

E\F, z

5
EG V5+1
EF 2

=

0.

E\Fy  EG
G E\F

Portanto,

= &

2. Segunda parte: G’ divide F} H' na razao aurea.

Como O'M = AM — AQ', substituindo os dados:

, r
OM:§_E:>
O — T
10
_ dx
_Toi

O'M =

=
O'M

O'M = 2; (2.8)

Entéao, aplicando o teorema de Pitagoras no AMO'H':
MH/2 — OIM2 + O/HIQ.

Substituindo (2.8) e os dados:

G =GP+ oH? =
:if = 4;52 +O0'H” =
2 4 2
O'H”? = % - % =
2522 — 162
O'H” = % =
9 2
OE%T%:
om =L, (2.9)

10
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Observe que O'H' = O'G’' + G'H', substiuindo (2.9) e os dados:
b= o
Gﬁzﬂgaﬁ) (2.10)

Fazendo manipulacao algébrica:

— 2

10
O — x(6 —202\/5) N
GHu:ﬂ5_24Vg+D
20
12
G’H’:x(\/gzo D =
GW“z%@ﬁ—lQéiifi
1
G = () =
4
G'H':;;)(\/gﬂ)?;»
G = A
o =L

Substituindo

por ¢:
G/H/ — %(gbfl)Q =
1
GH =Z.— =
5 ¢?
x
5¢2
Ainda, segue que F1H' = F1G' + G'H’, substituindo (2.7)

GIHI

10 10
FH = V5 — x4+ 3z — V5 N
10
2z
FH = —
T
FH =2
5
FH G
Agora, resta fazer ! ! Assim:

e S GH”

e (2.10):
P HVE1) a3 E)
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) FH'
a
BG
X
RH 3
G~ T 7
5¢
RH 1
RG 17
¢
N H
1 /:gb.
"G
G
b) G/H/
xr
G 59
GH T T 7
542
G 1
om 17
¢
G
GIH/ = (b
E\Fy  EG
Portant = = .
ortanto, FG  EF 10}

3.3 3° Caso

Proposicao 3.3.1. (OAI, 2016) A figura mostra um triangulo retangulo isésceles com
ZACB =90°, e os lados iguais AC' e AB divididos na terca parte em E e F, respectiva-
mente. O segmento EF estd estendido e intersecta o quadrante de circunferéncia (AB)

em G e é perpendicular ao segmento BH em H. Assim, G divide FH na razdo durea.

Demonstracio. Queremos mostrar que % = % = ¢. Para isso, suponha que AC =
BC:x,daiAEzgeCE:%x.

Note que os AAEF ~ AABC ~ ABFH pelo caso (AA), pois ZAFE = /BFH,

angulos opostos pelo vértice e CE || BH. Entao, por semelhanga de tridngulos:
BC AC
EF  AE

Substituindo os dados:

&
S|
wig| 8
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Figura 19 — Tridngulo retangulo isésceles com arco de circunferéncia (AGB)
B H
G
F
c A
" .
Fonte: elaborada pelo autor
x
EFF = 3 (3.11)

2
Do exposto, temos que AE = FF = % Analogamente, BH = FH = ?x Ainda,

aplicando o teorema de Pitagoras no ACEG, temos:
CG* = CE* + EG”.

Substituindo os dados:

T :(§)2+EG2:>
42
x2=%—|—EG2:>
4o
EG? = 2> — —
T
52
BG? =2
9
EGZQL/g
5

Segue que EG = EF + FG, substituindo (3.11) e (3.12):

TVh x
il A 2
3 3+ G =
VG
PG = ———
3 3
-1
FG::IZ'(\/B )

3

(3.12)

(3.13)
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Como GH = FH — FG. Substituindo (3.13) e os dados:

a2 =(V5-1)
3 3

GH:2I—SL’?:/3+I:>
GHzgm_gx\/gi
GH:M_

3
Fazendo manipulacao algébrica:

r(3—+5) 2
GH:#-§:>
ap - 26 —=2V5)

= T

6
GH:x(5—2~61\/5+1)
_1)2
GH:WBGI)'

FH PGy i
FGeGH SS11M:

Agora, resta fazer

] FH
" FG
2z

FH 3

FG~ a(s—1)
3
FH 2

FG ~ 5-1
FH 2(v/5+1)
FG  5-1

FH_\/5+1_¢
FG 2 7

Racionalizando:

FG
GH

z(v5 - 1)
FG 3

GH ~ (V612

FG 1
GH 5-1
2
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Racionalizando:

Portanto,

FG

Fa_ FG _
FG GH

&,

FG = 2
GH 5-1
FG  2(v/5+1)
GH  5-1
FG 5+1
GH 2

.

o1
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4 Sequéncia Didatica

Com o apresentado neste estudo foi possivel fazer uma boa revisdo de alguns
conceitos importantes como razao atrea, ponténcia de pontos e construcao de figuras
geométricas. Foi possivel, também, relembrar alguns conceitos que sao usados na resolucao

de diversos problemas, mas as vezes deixam de ser encarados e enunciados como teoremas.

Como o objetivo desta pesquisa visa a aplicagdo, em sala de aula, por professores
do ensino médio e do ensino fundamental, mais especificamente no 9° ano, é apresentada,
neste capitulo, como produto deste trabalho, uma sequéncia didatica que aborda a propo-
sicao 2.1.1, um dos casos apresentados, e a construgdo geométrica com régua e compasso

da figura correspondente.

Cabe ressaltar que o professor pode adaptar essa sequéncia didatica para explorar

um dos outros 4 (quatro) casos restantes de Oai (2016).

Sequéncia didatica
DISCIPLINA: Matematica
NOME DO PROFESSOR:
Turma/Série:
TEMA: Um caso de razao durea em triangulo equilatero
CONTEUDOS TRABALHADOS

e Razao aurea;

e Mediatriz;

e Poténcia de ponto;

e Circuncentro;

e Circulo circunscrito;
e Triangulo equilatero;

e Teorema de Tales;
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Equacao do 2° grau;

Paralelogramo;

e [Losango; e

Construcao geométrica com régua e compasso.
HABILIDADES (BNCC)

e (EF06MA15) Resolver e elaborar problemas que envolvam a partilha de uma quan-
tidade em duas partes desiguais, envolvendo relagoes aditivas e multiplicativas, bem

como a razao entre as partes e entre uma das partes e o todo.

e (EFO6MA19) Identificar caracteristicas dos tridngulos e classifici-los em relacao as

medidas dos lados e dos angulos.

e (EF06MA20) Identificar caracteristicas dos quadrilateros, classificd-los em relagao

a lados e a angulos e reconhecer a inclusao e a interseccao de classes entre eles.

e (EFO6MA22) Utilizar instrumentos, como réguas e esquadros, ou softwares para
representacoes de retas paralelas e perpendiculares e construcao de quadrilateros,

entre outros.

o (EF07TMA22) Construir circunferéncias, utilizando compasso, reconhecé-las como
lugar geométrico e utilizd-las para fazer composigoes artisticas e resolver problemas

que envolvam objetos equidistantes.

e (EF07TMA24) Construir tridngulos, usando régua e compasso, reconhecer a condigao
de existéncia do tridngulo quanto a medida dos lados e verificar que a soma das

medidas dos angulos internos de um triangulo é 180°.

e (EF07TMA26) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo

para a construcao de um triangulo qualquer, conhecidas as medidas dos trés lados.

e (EFOTMAZ28) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo
para a construgdo de um poligono regular (como quadrado e tridngulo equildtero),

conhecida a medida de seu lado.

e (EF08MA15) Construir, utilizando instrumentos de desenho ou softwares de geo-
metria dindmica, mediatriz, bissetriz, angulos de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos

regulares.

e (EFO8MA17) Aplicar os conceitos de mediatriz e bissetriz como lugares geométricos

na resolucao de problemas.
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(EF09MAO1) Reconhecer que, uma vez fixada uma unidade de comprimento, exis-
tem segmentos de reta cujo comprimento nao é expresso por nimero racional (como
as medidas de diagonais de um poligono e alturas de um triangulo, quando se toma

a medida de cada lado como unidade).

e (EFO9MA09) Compreender os processos de fatoracao de expressoes algébricas, com
base em suas relagoes com os produtos notaveis, para resolver e elaborar problemas

que possam ser representados por equagoes polinomiais do 2° grau.

e (EF09MA15) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo
para a construcao de um poligono regular cuja medida do lado é conhecida, utili-

zando régua e compasso, como também softwares.

e (EF09MA14) Resolver e elaborar problemas de aplicac¢ao do teorema de Pitdgoras ou

das relagoes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas por secantes.

Tempo da sequéncia didatica

10 (dez) aulas

Materiais necessarios para a sequéncia didatica

e Para os alunos: régua de 30 cm, compasso, caneta esferografica azul ou preta, la-

pis/lapiseira, borracha, caderno e folha sem pauta A4 ou A3.

e Para o professor: Quadro negro ou branco, projetor multimidia, giz/caneta para

quadro, régua para quadro e compasso para quadro.
AULA 1
Organizacao da turma
Individual em fileiras na sala de aula.
Introducao
Explicar aos alunos que durante determinado periodo! serd desenvolvida uma
sequéncia didatica que possui um total de 10 (dez) aulas, com o objetivo de resgatar

o ensino da geometria a sala de aula por meio de um caso de razao aurea em triangulo

equilatero.

L A ser definido pelo professor.
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Cabe ressaltar que objetivo da aula é mostrar a importancia do tema a ser desen-
volvido, mostrando o que os alunos serdao capazes de fazer ao final da sequéncia didética,

e também apresentar a forma como transcorrera essa sequéncia de maneira detalhada.
Desenvolvimento

Atividade 1 — Falar da importancia do tema.

Explorar um caso de razao durea em triangulo equilatero ¢ importante, pois por
meio dele é possivel fazer uma revisao/ensino de muitos conceitos de geometria, com o
intuito de diminuir o abandono do ensino da geometria, relatado na obra de Pavanello

(1989)?, e despertar a curiosidade e interesse dos alunos & matemética.

Atividade 2 — Mostrar aos alunos do que eles serao capazes de fazer ao final da

sequéncia didatica.

O aluno, ao final dessa sequéncia didatica, sera capaz de resolver alguns problemas
de geometria, construir figuras geométricas com régua e compasso e a seguinte figura, que

é do caso apresentado®:

Figura 20 — Triangulo equildtero com circunferéncia (AE,F})

A

Fonte: elaborada pelo autor

Atividade 3 — Apresentar como transcorrera a sequéncia didatica de maneira de-
talhada.

2 PAVANELLO, R. M. O abandono do ensino de geometria: uma visdo histérica. Dissertacdo (Mestrado)
— Universidade Estadual de Campinas - Faculdade de Educacao, 1989.

3 E interessante que o professor j& deixe a figura desenhada no quadro antes de iniciar a aula, ou, se
preferir, apresenta-la em um projetor multimidia.
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A sequéncia didatica serd desenvolvida ao longo de 10 (dez) aula, sendo estruturada

da seguinte maneira:

e Aula 1: Apresentacao do tema e avaliacao formativa;
e Aula 2: Divisdo dos alunos em grupos e revisao/ensino de razao aurea e mediatriz;
e Aula 3: Revisao/ensino de poténcia de ponto, circuncentro e circulo circunscrito;

e Aula 4: Revisao/ensino de tridngulo equildtero, teorema de Tales e equagao do 2°

grau;
e Aula 5: Demonstracao do caso apresentado;
e Aula 6: Revisao/ensino de paralelogramo e losango;

e Aula 7: Revisao/ensino das regras da construgdo geométrica com régua em com-
passo, bem como da construcao da mediatriz e da reta paralela de um segmento de

reta;

e Aula 8: Revisao/ensino de construcao geométrica com régua em compasso da divisao

de um segmento de reta em n partes iguais;
e Aula 9: Construcao da figura do caso apresentado; e
e Aula 10: Avaliacao somativa.

Alertar aos alunos que as listas de exercicios irdo compor 20% do grau.

Atividade 4 — Aplicar uma avaliagao formativa.

Aplicar uma avaliagao formativa para verificagdo do conhecimento prévio da turma.

A avaliacao devera ser composta de conhecimentos béasicos dos assuntos a serem revisados.
Conclusao

Como atividade para casa, oriente que os alunos pesquisem sobre razao durea.
Avaliacao

A avaliacao da aula sera realizada conforme o resultado da avaliacao formativa.

Desta avaliacao o professor podera identificar onde ele deverda dar mais énfase na

revisao ou acrescentar novos pontos que julgar necessario.

Para a proxima aula, os alunos serao divididos em grupos, de maneira proporcional

conforme resultado obtido na avaliacao.
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AULA 2
Organizacao da turma

Em grupos de no maximo 5 (cinco) alunos.
Introducao

Explicar aos alunos que a divisdo dos grupos foi realizada conforme o resultado
da avaliagao formativa, de maneira que os alunos possam se ajudar, fazendo, assim, que

o conhecimento seja nivelado.

Descrever aos alunos que esta aula tem por objetivo revisar/ensinar os conceitos

de razao aurea e mediatriz.
Desenvolvimento

Atividade 1 — Apresentar a definicdo e o teorema de razao aurea.
Atividade 2 — Mostrar as curiosidades da razao aurea.
e (Casos presentes na natureza, em obras de arte, no corpo humano e em construgoes;

e (Casos famosos presentes na geometria, como o pentagono aureo e o retangulo aureo;

€

e O caso de Oai (2016)* estudado.

Atividade 3 — Mostrar os céalculos do pentagono dureo.

Atividade 4 — Apresentar a definicdo e o teorema de mediatriz.
Conclusao

Lista de exercicios para que os alunos possam fazer em domicilio, entregar na

proxima aula e retirar duvidas.

Oriente aos alunos que pesquisem sobre poténcia de pontos, circuncentro e circulo

circunscrito.

Avaliacao

4 OAI D. T. Some golden sections in the equilateral and right isosceles triangles. Forum Geometricorum,

v. 16, n. 269-272, jun 2016.
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Observacao e registro do professor em relagao ao interesse e dividas dos alunos.

AULA 3

Organizacao da turma

Nos grupos da aula anterior.

Introducao

Fazer uma breve revisao da aula anterior, perguntando como foi a realizagao da

lista de exercicios e se restaram duvidas.

Descrever aos alunos que esta aula tem por objetivo revisar/ensinar os conceitos

de poténcia de ponto, circuncentro e circulo circunscrito.

Desenvolvimento

Atividade 1 — Apresentar a definicdo, propriedades e desenvolver os casos de po-

téncia de pontos.

Atividade 2 — Resolver um exercicio explorando um dos casos de poténcia de

pontos.
Atividade 3 — Apresentar o teorema de circuncentro.

Atividade 4 — Apresentar o teorema de circulo circunscrito.

Conclusao

Lista de exercicios para que os alunos possam fazer em domicilio, entregar na

préoxima aula e retirar duvidas.

Oriente aos alunos que pesquisem sobre triangulo equilatero, teorema de Tales e

equacao do 2° grau.

Avaliacao

Observagao e registro do professor em relagao ao interesse e duvidas dos alunos.

AULA 4

Organizacao da turma
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Nos grupos da aula anterior.
Introducao

Fazer uma breve revisao da aula anterior, perguntando como foi a realizagao da

lista de exercicios e se restaram duvidas.

Descrever aos alunos que esta aula tem por objetivo revisar/ensinar os conceitos

de triangulo equilatero, teorema de Tales e equacao do 2° grau.
Desenvolvimento

Atividade 1 — Apresentar a defini¢ao de tridngulo equilatero e suas particularidades

quanto a mediana, altura e mediatriz.

Atividade 2 — Resolver um exercicio que envolva triangulo equilatero e sua medi-

atriz.
Atividade 3 — Apresentar o teorema de Tales.
Atividade 4 — Resolver um exercicio explorando o teorema de Tales.

Atividade 5 — Apresentar a definicdo de equacao do 2° grau e mostrar a férmula
de Bhaskara.

Atividade 6 — Resolver uma equagao do 2° grau por meio da formula de Bhaskara.
Conclusao

Lista de exercicios para que os alunos possam fazer em domicilio, entregar na

proxima aula e retirar duvidas.

Avaliacao

Observacao e registro do professor em relagao ao interesse e dividas dos alunos.

AULA 5

Organizacao da turma

Nos grupos da aula anterior.

Introducao
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Fazer uma breve revisao da aula anterior, perguntando como foi a realizagao da

lista de exercicios e se restaram duvidas.

Descrever aos alunos que esta aula tem por objetivo demonstrar o caso de razao

durea em triangulo equildtero de Aoi (2016) estudado®.
Desenvolvimento

Atividade 1 — Enunciar o caso de razao aurea em tridngulo equiladtero de Aoi

(2016)°.

(OAI, 2016) Considere um triangulo equilatero ABC' com lados AC' e AB divididos
em 5 (cinco) partes iguais pelos pontos Ey, Fy, com k = 1,2,3,4, entdo AE, = AF} =
£ . BC. Se a circunferéncia (AE,Fy) intersecta BC' em G e H (veja a figura do quadro),

entao (G divide H B na razao aurea.
Atividade 2 — Demonstrar de maneira clara e detalhada o caso.

Atividade 3 — Substituir a variavel usada na demostragao por um ntmero real

qualquer.

Atividade 4 — Desenvolver os calculos com o niimero substituido, para que os alunos
possam verificar que o caso funciona para qualquer tamanho de lado do triangulo que eles
venham a construir.

Conclusao

Lista de exercicios para que os alunos possam fazer em domicilio, entregar na

préoxima aula e retirar davidas.

Oriente aos alunos que pesquisem sobre paralelogramo e losango.
Avaliacao

Observagao e registro do professor em relacao ao interesse e duvidas dos alunos.
AULA 6
Organizacao da turma

Nos grupos da aula anterior.

E interessante que o professor ja deixe a figura desenhada no quadro antes de iniciar a aula.
OAIL D. T. Some golden sections in the equilateral and right isosceles triangles. Forum Geometricorum,
v. 16, n. 269-272, jun 2016.

6
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Introducao

Fazer uma breve revisao da aula anterior, perguntando como foi a realizacao da

lista de exercicios e se restaram duvidas.

Descrever aos alunos que esta aula tem por objetivo revisar/ensinar os conceitos

de paralelogramo e losango.
Desenvolvimento

Atividade 1 — Apresentar a definicdo e propriedades de paralelogramo.
Atividade 2 — Resolver um exercicio que explore as propriedades de paralelogramo.
Atividade 3 — Apresentar a defini¢do de losango.

Atividade 4 — Resolver um exercicio que envolva losango e suas diagonais.
Conclusao

Lista de exercicios para que os alunos possam fazer em domicilio, entregar na

proxima aula e retirar duvidas.

Oriente aos alunos que pesquisem sobre construgdo geométrica com régua e com-

passo.

Avaliacao
Avaliacao
Observacao e registro do professor em relagdo ao interesse e dividas dos alunos.
AULA 7
Organizacao da turma
Nos grupos da aula anterior.
Introducao

Fazer uma breve revisao da aula anterior, perguntando como foi a realizagao da

lista de exercicios e se restaram duvidas.

Descrever aos alunos que esta aula tem por objetivo revisar/ensinar as regras da
construcao geométrica com régua em compasso, bem como a construcao da mediatriz e

da reta paralela de um segmento de reta.
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Desenvolvimento

Atividade 1 — Apresentar as regras das constru¢oes com régua e compasso.

Atividade 2 — Apresentar como realizar a construcao geométrica da mediatriz de

um segmento de reta.

Atividade 3 — Apresentar como realizar a constru¢ao geométrica da reta paralela

a um segmento de reta que contém um ponto P.

Atividade 4 — Construir a mediatriz de um segmento de reta AB e uma reta

paralela a este segmento.
Conclusao

Lista de exercicios para que os alunos possam fazer em domicilio, entregar na

préxima aula e retirar duvidas.

Oriente aos alunos que pesquisem sobre construgao geométrica com régua e com-

passo.
Avaliacao

Observagao e registro do professor em relagao ao interesse e duvidas dos alunos.
AULA 8
Organizacao da turma

Nos grupos da aula anterior.
Introducao

Fazer uma breve revisao da aula anterior, perguntando como foi a realizagao da

lista de exercicios e se restaram duvidas.

Descrever aos alunos que esta aula tem por objetivo revisar/ensinar a construgao

geométrica com régua em compasso da divisao de um segmento de reta em n partes iguais.

Desenvolvimento
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Atividade 1 — Apresentar como realizar a construgdo geométrica com régua em

compasso da divisdo de um segmento de reta em n partes.
Atividade 2 — Construir a divisao de um segmento de reta AB em 3 (trés) partes
iguais.

Conclusao

Lista de exercicios para que os alunos possam fazer em domicilio, entregar na

proxima aula e retirar duvidas.

Oriente aos alunos que pesquisem sobre construgao geométrica com régua e com-

passo.
Avaliacao

Observagao e registro do professor em relacao ao interesse e duvidas dos alunos.
AULA 9
Organizacao da turma

Nos grupos da aula anterior.
Introducao

Fazer uma breve revisao da aula anterior, perguntando como foi a realizagao da

lista de exercicios e se restaram duvidas.

Descrever aos alunos que esta aula tem por objetivo realizar a construcao da figura

do caso apresentado.
Desenvolvimento

Atividade 1 — Enunciar o caso de razao aurea em tridngulo equilatero de Aoi
(2016)".

(OAI, 2016) Considere um triangulo equilatero ABC' com lados AC' e AB divididos
em 5 (cinco) partes iguais pelos pontos Ey, Fy, com k = 1,2,3,4, entdo AE, = AF), =
E. BC. Se a circunferéncia (AE,F}) intersecta BC' em G e H, entdo G divide HB na

razao aurea.

Atividade 2 — Construir a figura do caso enunciado.

7 OAI, D. T. Some golden sections in the equilateral and right isosceles triangles. Forum Geometricorum,

v. 16, n. 269-272, jun 2016.
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Conclusao

Lista de exercicios para que os alunos possam fazer em domicilio, entregar na

préxima aula e retirar duvidas.

Oriente aos alunos que revisem todo contetido apresentado até a presente aula,
bem como refagam as listas de exercicios para que cheguem preparados para a realizacao
da avaliacao somativa.

Avaliacao

Observacao e registro do professor em relagao ao interesse e dividas dos alunos.
AULA 10
Organizacao da turma

Individual em fileiras na sala de aula.

Introducao

Fazer uma breve revisao da aula anterior, perguntando como foi a realizacao da

lista de exercicios e se restaram duvidas.

Descrever aos alunos que esta aula tem por objetivo realizar a avaliacao somativa

referente a sequéncia didatica desenvolvida.

Desenvolvimento

Atividade tinica — Aplicar a avaliagdo somativa.

Conclusao

Agradecer aos alunos a atencao dispendida na sequéncia didatica desenvolvida e

se colocar a disposicao para eventuais duvidas no aprofundamento do tema.

Avaliacao

O grau referente a sequéncia didatica é composto da entrega das listas de exercicios

e da avaliagao somativa, sendo 80% do grau atribuido ao resultado da avaliagao somativa
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e 20% atribuido & entrega das litas de exercicios. A seguinte férmula é usada no calculo
do grau.
AS.-8+ LE -2
10 '
AS — Avaliacdo Somativa

Grau=

LE — Listas de Exercicios
FINALIZACAO DA SEQUENCIA

Procedimentos a serem tomados no decorrer da sequéncia didatica:

e Verifique se tem algum aluno que nao seja participativo na aula e se por ventura ele

tenha duavidas.

e Observe os alunos que estao deslocados nos grupos e tente fazer com que eles par-

ticipem ou contribuam de alguma forma.

e Avalie as listas de exercicios entre uma aula e outra, para que algum aluno que

apresente dificuldades recorrentes possa ser ajudado.

No encerramento da sequéncia didatica:

Aplicar retificacao de aprendizagem, por meio de entrega de trabalhos, aos alunos

que porventura nao alcancarem o grau 5,0.
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Consideracoes Finais

Em relacdo ao estudo

O intuito de mostrar casos nao famosos de razao aurea na geometria teve como
motivacao o resgate do ensino da geometria e o uso da construgao geométrica com régua

e compasso, método que auxilia, de maneira criativa, o ensino.

Assim, esse trabalho elencou conceitos preliminares que elucidaram as demonstra-
¢oes dos 2 (dois) casos de razao durea em tridngulos equildteros e dos 3 (trés) casos de
razao aurea em triangulos isésceles, bem como o entendimento das construgoes geométri-

cas.

Como descrito no primeiro capitulo, houve necessidade de conhecimento prévio de
alguns conceitos para o entendimento de alguns passos das demonstracgoes. Este fato, por
si 80, ja promoveu uma sucinta revisao tedrica do contetido necessario para o entendimento
do conteido apresentado nesta pesquisa, e com o acompanhamento das demonstragoes,
foi possivel verificar a importancia deles, que as vezes nem sao enunciados como teoremas

ou defini¢oes em resolugoes de problemas no dia a dia.

As demonstracoes no segundo e no terceiro capitulos foram realizadas, por meio de
geometria plana, trabalhando com casos genéricos, podendo ser usadas medidas quaisquer

na substituicao da variavel x, o que generaliza os resultados.

A confirmacao das provas despertou o interesse em verificar as construgoes geo-
métricas das figuras. Para tanto, foi realizado um apéndice sobre construgoes geométricas
com régua e compasso, que contém uma revisdo de conceitos e explicadas, de maneira

objetiva, essas construgoes.

O apanhado dos conceitos apresentados neste estudo, dos 5 (cinco) casos apresen-
tados, dos conhecimento prévios, bem como das construgoes geométricas, geraram, como

produto do trabalho, uma sequéncia didatica sugerida no quarto capitulo.

O desenvolvimento do trabalho me permitiu ampliar minha visdo das figuras geo-

métricas e melhorar minha criatividade para aplicacao em sala de aula.

Sendo assim, os objetivos propostos foram atingidos, podendo, este trabalho, servir

como fonte de consulta para trabalhos futuros.
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Trabalhos futuros

Frente as consideragoes apontadas ao longo deste trabalho, foi possivel verificar
a revelancia do tema, sendo importante dar continuidade e aprofundamento ao estudo.
Apresentar e demonstrar de maneira detalhada, por geometria plana, cada um dos 5
(cinco) casos de Oai (2016), sugerir uma sequéncia diddtica para aplicagdo em sala, bem
como realizar as contrugoes geométricas, com régua e compasso, das figuras relativas aos
casos apresentados, foram os objetivos deste trabalho, porém espera-se que o que foi aqui
exposto incentive a realizacao de pesquisas e trabalhos futuros. Nesse viés, como fruto dos
achados desta pesquisa, sao elencadas abaixo, as seguintes propostas para continuidade

deste trabalho:

e apresentar e demonstrar de maneira detalhada, por geometria analitica, cada um
dos 5 (cinco) casos de Oai (2016);

e apresentar e demonstrar novos casos de razao aurea na geometria; e

e desenvolver oficinas ou minicursos, relativos ao tema, para professores.
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APENDICE A — Construcio geométrica

com régua € COmMpasso

Este apéndice tem por objetivo apresentar de forma sucinta a respeito da famosa
forma de construcao geométrica, suas regras, algumas construgoes basicas que embassam
outras, métodos para divisao de segmentos e as construgoes geométricas das figuras das

proposicoes dos capitulos 2 e 3.

A.1 Breve historico

A construcao geométrica com régua e compasso tem sido a marca registrada da
Geometria desde o aparecimento dos elementos de Euclides em torno de 300 a.C. Os
matematicos tinham um grande interesse por estas contrugoes, o tracado de construgoes
era visto como um jogo, que tinha suas regras, e era considerado como um dos jogos mais

fascinantes daquela época. (JUNIOR, 2013).

A.2 Regras das contrucoes

A construcao geométrica com régua e compasso tem basicamente 3 (trés) regras,

sao elas:

1. Utilizar régua nao graduada para construir uma reta ou segmento de reta conhe-

cendo dois pontos distintos.

2. Utilizar compasso para construir uma circunferéncia ou arco de circunferéncia com
centro em um ponto conhecido e com um raio de medida qualquer, dada por um

segmento.

3. Justificar porque a construcao esta correta.

A.3  Construcoes basicas

As construgoes basicas ensinadas nesta secdo sdo: mediatriz, reta perpendicular,

reta paralela e arco capaz de 90°.

A.3.1 Mediatriz

Dado um segmento AB, construiremos a mediatriz de AB com os seguintes passos:
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1. Trace uma circunferéncia com centro em A e raio AB.
2. Trace uma circunferéncia com centro em B e raio BA.
3. Marque os pontos X e Y, interse¢oes das circunferéncias (veja Figura 21).

4. Trace uma reta r que contém os pontos X e Y.

A reta r é a mediatriz do segmento AB, pois, por construcao, AX BY forma um
losango, desta forma XA = XB =Y A = Y B eas diagonais AB e XY sao perpendiculares

e cortam-se ao meio.

Figura 21 — Mediatriz de AB e pontos X e Y

Fonte: elaborado pelo autor

A.3.2 Reta perpendicular

Dados uma reta » e um ponto P nao pertencente a r, construiremos a reta per-

pendicular a reta r que passa por P com os seguintes passos:

1. Trace uma circunferéncia com centro em P e raio de tamanho suficiente para que a

circunferéncia intersecte a reta r em dois pontos.
2. Marque os pontos A e B, intersecoes da circunferéncia com a reta r.

3. Construa a reta s, mediatriz de AB, que contém os pontos P, X e Y (veja Figura

22).
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A reta s é a reta perpendicular ao segmento AB, pois, por construcdao, PA = PB

e YA =YB, sendo PY a mediatriz de AB, logo, r L s.

Figura 22 — Reta perpendicular a reta r

Fonte: elaborado pelo autor

A.3.3 Reta paralela

Dados uma reta r e um ponto P nao pertencente a r, construiremos a reta paralela

a reta r que passa por P com os seguintes passos:

1. Trace um arco de circunferéncia, com centro em P e raio R, que intersecte a reta r

em um ponto, que chamaremos de A.

2. Trace um arco de circunferéncia, com centro em A e raio R, que intersecte a reta r

em um ponto, que chamaremos de B.

3. Trace um arco de circunferéncia, com centro em B e raio R, que intersecte o arco

de circunferéncia de centro P em um ponto, que chamaremos de C.

4. Trace uma reta s que contém os pontos P e C' (veja Figura 23).

A reta s é a reta paralela ao segmento AB, pois, por construcdo, PA = CB e

AB = PC, sendo ABCP um paralelogramo, logo, r || s.
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Figura 23 — Reta paralela a reta r

Fonte: elaborado pelo autor

A.3.4 Arco capaz de 90°

Dado um segmento AB, construiremos um arco capaz de 90° do segmento AB

com os seguintes passos:

1. Construa a reta r, mediatriz de AB, que contém os pontos O (ponto médio de AB),
XeY.

2. Trace uma circunferéncia, com centro em O e raio OA (veja Figura 24).

Figura 24 — Arco capaz de 90° de AB

Fonte: elaborado pelo autor
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O arco AB é o arco capaz de 90° do segmento AB, pois, se P é qualquer ponto do
arco AB, entao ZAPB = 90°. Isso se deve pelo fato de AB ser o didmetro da circunferéncia

de cento O, e pelo teorema do angulo inscrito, o &ngulo inscrito é metade do angulo central,

logo, ZAPB = ZAQOB = 1820 = 90°.

A.4 Divisao de segmentos

Nesta se¢ao serao apresentados dois métodos para divisao de segmentos em partes

iguais, sao eles: divisdo em n partes iguais e divisao em 2" partes iguais.

A.4.1 Divisao em n partes

Dado um segmento AB, pertencente a reta r, queremos dividi-lo em n partes

iguais. Para esta construcao, seguiremos os seguintes passos:

1. Trace uma reta s que contém o ponto A e que nao contém o ponto B.
2. Construa uma reta t paralela a reta s e que contém o ponto B.

3. Marque 7 pontos na reta s, nomeados de A;, com i = 1,2,3,...,n. Para isso, trace
um arco de circunferéncia, com centro em A e raio R, que intersecte a reta s no
ponto A;. Faga o mesmo procedimento com centro em A;, e assim sucessivamente

até obter o ponto A,,.

4. Marque j pontos na reta ¢ em sentido contrarios aos pontos A;, nomeados de Bj,
com j = 1,2,3,...,n. Para isso, trace um arco de circunferéncia, com centro em B e
raio R, que intersecte a reta t no ponto B;. Faca o mesmo procedimento com centro

em B, e assim sucessivamente até obter o ponto B,
5. Trace segmentos de reta que contém A; e B;, de modo que i + j = n.

6. Maque os pontos Xy, com k = 1,2,3,....,n e X,, = B, da intersecao dos segmentos
A;B; com o segmento AB. Esses pontos dividem AB em n segmentos de tamanho

u.

Justificativa do método: os segmentos A;A; 1 e B;B;;1 sao iguais e paralelos, fa-
zendo com que A;A;1B;Bj.1, com i + j = n, seja um paralelogramo, dai tiramos que os
segmentos A;B;, com i + j = n, sao paralelos entre si. Pelo teorema de Tales, concluimos
que AX; = X1 Xy = ... = X, 02X, 1 = X,, 1B = u, pois feixes de segmentos parale-
los cortadas por segmentos transversais formam segmentos de retas proporcionalmente

correspondentes. Logo, como AA,, = n.R, entao AB = n.u.

Segue um exemplo de divisao de um segmento AB em n partes iguais, com n = 5.
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Figura 25 — Divisdao do segmento AB em 5 (cinco) partes iguais

Fonte: elaborado pelo autor

A.4.2 Divisao em 2" partes

Dado um segmento AB, pertencente a reta r, queremos dividi-lo em 2" partes

iguais. Para esta construcao, seguiremos os seguintes passos:

1. Construa a mediatriz de AB que intersecta a reta r no ponto M;. Se n = 1, pare

neste passo.

2. Construa as mediatrizes dos novos segmentos gerados com os pontos do passo an-
terior. Essas mediatrizes intersectam a reta r nos pontos Myi_;, com ¢ = 2, ..., n. Se

obter o ponto Msn_1, pare neste passo.

3. Repita o passo anterior até obter o ponto Man_;.

Justificativa do método: as mediatrizes dividem um segmento em duas partes iguais,

logo, como se trata de uma divisao em 2" partes, é possivel realiza-la com o uso de me-

diatrizes.
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Segue um exemplo de divisao de um segmento AB em 2" partes iguais, com n = 3,

resultando em 8 (oito) partes iguais.

Figura 26 — Divisao do segmento AB em 8 (oito) partes iguais
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Fonte: elaborado pelo autor
Este método ¢ eficiente para divisdes de segmentos em poucas partes iguais, como
duas ou quarto partes, n =1 e n = 2, respectivamente.
A5 Construcoes do Capitulo 2

Nesta secao serao apresentadas as construgoes das figuras principais dos casos do

Capitulo 2 - Razao aurea em triangulos equilateros.

A5.1 1° Caso

Dada uma reta suporte r, construiremos a figura com os seguintes passos:

1. Marque os pontos B e C' na reta r.
2. Trace um arco de circunferéncia com centro em B e raio BC.
3. Trace um arco de circunferéncia com centro em C' e raio CB.

4. Marque os pontos A e D, interse¢oes dos arcos de circunferéncias.



APENDICE A. Construgio geométrica com régua e compasso 76

5. Trace os segmentos AB e AC.
6. Construa a mediatriz de BC.

7. Construa a divisdo do segmento AC em 5 (cinco) partes iguais. Gerando os pontos

Ey, com k=1,2,3,4.

8. Construa a divisao do segmento AB em 5 (cinco) partes iguais. Gerando os pontos
Fy, com k=1,2,3,4.

9. Construa a mediatriz de AF)}.
10. Marque o ponto O (circuncentro do AAF,E,), intersegdo de mpc € mag,.
11. Trace uma circunferéncia de centro O e raio OA.

12. Marque os pontos G e H, intersecao da circunferéncia de centro O com o segmento
BC.

Figura 27 — Construgao da Figura 11

Fonte: elaborada pelo autor
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A5.2 2° Caso

Dada uma reta suporte r, construiremos a figura com os seguintes passos:

Figura 28 — Construgao da Figura 13

Fonte: elaborada pelo autor

1. Marque os pontos B e C' na reta r.

2. Trace um arco de circunferéncia com centro em B e raio BC.

3. Trace um arco de circunferéncia com centro em C' e raio C'B.

4. Marque o ponto A, interse¢des dos arcos de circunferéncias.

5. Trace os segmentos AB e AC.

6. Construa uma reta s perpendicular a reta r e que contém o ponto C.

7. Construa a divisdo do segmento AC' em 4 (quatro) partes iguais.

8. Marque o ponto F, quarta parte do segmento AC' mais préximo do ponto A.
9. Construa uma reta t perpendicular ao segmento AB e que contém o ponto F.

10. Marque o ponto K, intersecao da reta t com AB.
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11. Marque o ponto F', intersecao da reta ¢ com a reta s.

12. Maque os pontos G e H, intersecao da reta ¢ com o arco de circunferéncia de centro
B.

13. Trace o segmento F' H.

A.6 Construcoes do Capitulo 3

Nesta secao serao apresentadas as construgoes das figuras principais dos casos do

Capitulo 3 - Razao aurea em triangulos isésceles.

A.6.1 1° Caso

Dada uma reta suporte r, construiremos a figura com os seguintes passos:

Figura 29 — Construgao da Figura 15

N IMpc

Fonte: elaborada pelo autor

1. Marque os pontos B e C' na reta r.

2. Construa a mediatriz do segmento BC'.

3. Construa o arco capaz de 90° do segmento BC.

4. Marque o pontos A, intersecao do arco capaz de 90° com a mpgc.

5. Trace os segmentos AB e AC.
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6. Construa a divisao do segmento AC em 5 (cinco) partes iguais. Gerando os pontos
Ey, com k=1,2,3,4.

7. Construa a divisdo do segmento AB em 5 (cinco) partes iguais. Gerando os pontos
Fy, com k=1,2,3,4.

8. Construa a mediatriz de AFs;.
9. Marque o ponto O (circuncentro do AAF3FEs), intersecao de mpe € map,.
10. Trace uma circunferéncia de centro O e raio OA.
11. Marque os pontos G e H, intersecao da circunferéncia de centro O com o segmento

BC.

A.6.2 2° Caso

Dada uma reta suporte r, construiremos a figura com os seguintes passos:

Figura 30 — Construcao da Figura 17

Fonte: elaborada pelo autor

1. Marque os pontos B e C' na reta r.
2. Construa a mediatriz do segmento BC'.
3. Construa um arco capaz de 90° do segmento BC'.

4. Marque o pontos A, intersecao do arco capaz de 90° com a mpgc.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Trace os segmentos AB e AC.

Construa a divisao do segmento AC em 5 (cinco) partes iguais. Gerando os pontos

Ey, com k=1,2,3,4.

Construa a divisao do segmento AB em 5 (cinco) partes iguais. Gerando os pontos

Fy, com k=1,2,3,4.

Construa a mediatriz de AF3.

. Marque o ponto O (circuncentro do AAF3E3), intersecio de mpe € mag,.

Trace uma circunferéncia de centro O e raio OA.

Marque os pontos G e H, intersecao da circunferéncia de centro O com o segmento

BC.

Trace uma reta s que contém os pontos E; e Fj.

Marque o ponto G’, interseciao da reta s com a circunferéncia de centro O.
Marque o ponto H’, intersecao da reta s com o arco capaz de 90°.

Trace o segmento FH'.

A.6.3 3° Caso

10.

11.

Dada uma reta suporte r, construiremos a figura com os seguintes passos:

. Marque os pontos C' e A na reta r.

. Construa uma reta s perpendicular a reta r e que contém o ponto C.

Trace um arco de circunferéncia com centro em C' e raio C'A.

Marque o ponto B, intersecao do arco de circunferéncia com a reta s.
Trace os segmentos C'B e AB.

Construa a divisao do segmento AC em 3 (trés) partes iguais.

Marque o ponto F, terga parte do segmento AC mais proximo do ponto A.
Construa a divisao do segmento AB em 3 (trés) partes iguais.

Marque o ponto F, terca parte do segmento AB mais proximo do ponto A.
Trace uma reta t que contém os pontos F e F'.

Marque o ponto (G, intersecao da reta t com o arco de circunferéncia.



APENDICE A. Construgio geométrica com régua e compasso

12. Construa uma reta u perpendicular a reta ¢t e que contém o ponto B.
13. Marque o ponto H, intersecao da reta ¢t com a reta u.

14. Trace os segmentos BH e FH.

Figura 31 — Construgao da Figura 19

¢ .
i E

Fonte: elaborada pelo autor
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