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RESUMO

Titulo: Proposta de Entropia Gravitacional para métricas tipo-Godel no Teleparale-
lismo Equivalente & Relatividade Geral

Autor: Ricardo Jensen Didonet

Orientador: Sérgio Costa Ulhoa, Dr.

Programa de Pés-Graduacao em Fisica

Brasilia, 06 de fevereiro de 2020

No Teleparalelismo Equivalente & Relatividade Geral (TEGR) é possivel formular
um tensor de energia-momento do campo gravitacional. Tal formulacao nos permite
obter expressoes bem definidas para a energia e momento dos campos gravitacional
e de matéria do espago-tempo. Neste trabalho, utilizamos as expressoes de energia e
momento gravitacionais que surgem no contexto do TEGR para propor uma expressao

para a entropia gravitacional para métricas tipo-Godel.

Palavras-chave: Gravitagao, Termodinamica Gravitacional, métrica tipo-Godel, TEGR.



ABSTRACT

Title: Gravitational Entropy Proposal for Gédel-type metrics in the Framework of
Teleparallel Gravity

Author: Ricardo Jensen Didonet

Supervisor: Sérgio Costa Ulhoa, Dr.

Graduate Program in IF

Brasilia, February 6th, 2020

In the frawework of Teleparallel Gravity, it is possible to formulate a tensor for the
energy-momentum of the gravitational field. Such formulation allows us to obtain well-
defined expressions for the energy and momentum of the gravitational and matter fields
of a given space-time. In this work, we use the expressions of energy and momentum
for the gravitational field in order to propose an expression for gravitational entropy

for Godel-type metrics.

Keywords: Gravitation,Gravitational Thermodynamics,Godel-type metrics, TEGR.
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INTRODUCAO

Na Relatividade Geral, o espago-tempo, em geral, nao é plano, e apresenta curvatura
devido a presenca de matéria e energia no universo. A gravidade é atribuida a curva-
tura do espago-tempo e os corpos massivos em movimento'livre"seguem as trajetorias
"mais retas possiveis"dentro da geometria determinada pela distribuicao de matéria e
energia. A Relatividade Geral representa uma das teorias mais elegantes e bem sucedi-
das da ciéncia. Os testes experimentais realizados para testar sua validade, até entao,
tem apresentado resultados coerentes com as previsoes da teoria com precisao impres-
sionante [1]. No entanto, a histéria ndo termina ai. A estrutura teérica da Relatividade
Geral difere de forma fundamental da estrutura teérica da Fisica Quantica, teoria que
¢ igualmente bem sucedida na impressionante concordancia entre suas previsoes e re-
sultados experimentais, mas responsavel pela explicacao dos fené6menos em pequenas

escalas, onde a agao da gravidade é desprezivel.

A Relatividade Geral teve seu ponto de partida com o Principio da Equivaléncia
enunciado por Einstein em 1907. Este principio estabelece que, em regioes suficiente-
mente pequenas do espaco !, é impossivel distinguir a acdo de um campo gravitacional
de uma aceleragao correspondente do sistema de referéncia [2]. Ou seja, um observador
fechado dentro de um foguete no espaco que se move com aceleracao g nao é capaz
de realizar qualquer experimento que diga se ele estd sob a acao de uma aceleracao
ou de um campo gravitacional uniforme, como na superficie da terra. O principio da
equivaléncia implica que é sempre possivel encontrar um referencial no qual os efeitos
gravitacionais "desaparecem", o que tornaria, segundo alguns autores, a energia gra-
vitacional nao localizavel [3]. Ou seja, ndo seria possivel definir localmente a energia
do campo que pode ser removido por uma escolha apropriada de coordenadas. A nao
localidade da energia gravitacional no contexto da Relatividade é refletida pela impos-
sibilidade de se encontrar uma expressao independente do sistema de coordenadas para
o tensor de energia-momento gravitacional [4]. A tentativa de superar esta dificuldade
nos leva ao estudo do Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral, assunto deste
trabalho.

O Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral (TEGR) é uma formulagao
geométrica alternativa da Relatividade Geral baseada no campo de tétradas. Histori-
camente, a teoria foi uma tentativa de Einstein de unificar a gravitacao e o eletromag-
netismo utilizando os graus de liberdade extra fornecidos pela tétrada [5]. No entanto,

sua tentativa de unificacao falhou e Einstein abandonou a ideia. Posteriormente, o

!suficientemente pequenas para que os efeitos de maré sejam despreziveis



Teleparalelismo foi revivido como uma teoria de gravitacao apenas, atribuindo a tor-
¢ao da conexao de Weitzenbock o papel de campo gravitacional [5]. A formulagao
Hamiltoniana para o TEGR foi investigada por Maluf [6] e uma expressao covariante
para a energia gravitacional foi proposta pela primeira vez no contexto do TEGR|7].
A possibilidade de formular tal expressao esta relacionada ao fato de que a tor¢ao nao
pode ser anulada em um ponto do espago-tempo por uma mudanga de coordenadas.
Na formulagao métrica da Relatividade Geral, nao existe uma densidade escalar for-
mada a partir das segundas derivadas da métrica que possa ser interpretada como uma

densidade de energia-momento gravitacional [5].

A existéncia de um tensor de energia-momento gravitacional no contexto do TEGR
permite-nos obter expressoes bem definidas para a energia e pressao do campo gravi-
tacional, fato que motiva uma formulacao natural para a termodinamica gravitacional.
Uma expressao para a primeira lei da termodinamica gravitacional no TEGR ja foi
investigada para a solugdo de Kerr [8] e de Sitter |9]. Neste trabalho, iremos pro-
por uma expressao para a primeira lei da termodinamica gravitacional para a solugao
tipo-Godel, uma generalizacao da solucao das equagoes de Einstein obtida pelo mate-
maético austriaco Kurt Godel em 1949 [10], a qual representa um modelo cosmologico

anisotrépico, devido & rotacao global do universo 2.

A primeira lei da termodindamica relaciona energia, pressao e entropia do sistema

em consideracao por meio da relacao fundamental

TdS = dE + pdV. (1.1)

Portanto, a formulagao da primeira lei para o campo gravitacional permite-nos ob-
ter uma expressao para a entropia do campo gravitacional, o que é uma questao central
para a cosmologia. Em situacoes em que a gravitacao domina a dinamica, espera-se
que o aumento da entropia no tempo seja consistente com a formagao espontanea de
estruturas no universo [12]; isto é essencial a formagao de estruturas complexas, tais
como a vida. Para obter uma entropia gravitacional, nossa abordagem seréd calcular
a energia e a pressao dos campos gravitacional e de matéria no universo tipo-Godel
utilizando as expressoes do TEGR e, em seguida, utilizar a expressao (1.1) para for-
mular a primeira lei da termodinamica gravitacional e, consequentemente, obter uma

expressao para a entropia gravitacional.

A dissertacao esta estruturada da seguinte forma: primeiramente apresentaremos
uma introducao ao TEGR, seguida, no capitulo 2, das expressoes de energia e mo-
mento gravitacionais que utilizaremos, no capitulo 3, para propor uma expressao para

a entropia gravitacional através da Primeira Lei da Termodindmica para universos

2Para uma discussdo detalhada de modelos cosmolégicos com rotagdo, ver [11]



tipo-Godel.

No que se segue, utilizaremos unidades naturais, isto ¢, unidades em que a ve-
locidade da luz, ¢, e a constante da gravitacao de Newton, GG, sao iguais a 1, a menos

que seja explicitamente dito o contrario.

1.1 FISICA E GEOMETRIA

As leis da Fisica devem ser formuladas de uma forma que independa do sistema de
coordenadas e do sistema de referéncia em que essas leis sao normalmente expressas.
As entidades fisicas sao, portanto, naturalmente associadas a objetos geométricos e
as leis fisicas a relagoes geométricas entre esses objetos. A Geometria torna-se entao
uma linguagem natural para a Fisica. Apresentaremos a seguir, de forma breve, os
conceitos chave de geometria que sao utilizados para a formulacao tedrica de uma

teoria de gravitagao (para mais detalhes, ver por exemplo [13], [1], [14] e [3]).

1.2 VARIEDADES E O ESPACO-TEMPO

Uma variedade n-dimensional M é um espaco topologico coberto por conjuntos

abertos {U;} e uma cole¢ao de cartas {v;} tais que, para todo i e qualquer U, 1); :

U — R"(fig. 1.1). Dizemos que localmente a variedade ¢ Euclidiana. 3

Figura 1.1 — As cartas ¢ e 1) mapeiam os abertos V e U ao R".

A arena para o desenvolvimento dos fendémenos fisicos na Relatividade Geral e no

TEGR ¢ o espago-tempo quadridimensional, apropriadamente descrito por uma varie-

3Mais rigorosamente, uma, variedade é um espaco topolégico Hausdorff e as cartas sdo homeomor-
fismos dos abertos de M para um aberto de IR".



dade diferenciavel em quatro dimensoes. Os pontos do espago-tempo sao denominados
eventos e as cartas representam os sistemas de coordenadas que podemos utilizar para
mapear estes eventos. O conceito de variedade generaliza a nogao de espago da geo-
metria euclidiana, e permite que estudemos espacos curvos sem a necessidade de um

espac¢o ambiente no qual eles precisem estar imersos.

Além das cartas, utilizadas para mapear os eventos no espago-tempo, precisamos
definir vetores e operaces com vetores, ampliando o calculo vetorial do IR*! para a
variedade diferenciavel M. No entanto, a variedade em geral é curva, e vetores sao
lineares, habitam espacos planos. Portanto, consideraremos uma estrutura adicional a
variedade, a qual consiste no espago gerado por todos os vetores tangentes a qualquer
ponto P de uma variedade M, denominada espago tangente a P em M, denotada
por T,M (fig. 1.2).

//P

M

Figura 1.2 — Espaco Tangente 7,,M a um ponto P da variedade M.

O espago tangente é um espago vetorial, portanto podemos definir nele as bases que

servirao como nossos sistemas de referéncia locais.

1.3 O CAMPO DE TETRADAS

Certas grandezas de interesse para a Fisica (velocidade, aceleragao, ...) sao descritas
por vetores no espago tangente Tp]I{3’1 a cada ponto do espaco-tempo IR*'. Estes

vetores podem ser expressos em termos da base coordenada local definida a seguir.

DEFINIGAO 1.1 (Base holénoma, ou base coordenada local.) Seja {z°, z!, z?, 23}

um sistema de coordenadas em uma carta U, entao

ey =0, 0

T Qan

(1.2)



¢ denominada base holénoma ou base coordenada local em U. Os indices gregos
denotam as componentes dos tensores referidos a esta base e assumem os valores
(0,1,2,3). Os indices latinos (i, j, k, ...) denotam as componentes espaciais dos ten-

sores referidos a esta base, ou seja, assumem os valores (1,2, 3).

No estudo da fisica é essencial que sejamos capazes de calcular a norma de veto-
res, angulos, comprimentos, areas, volumes, etc. Isto é feito em uma variedade pela

introducao do tensor métrico, ou métrica.

DEFINIGAO 1.2 (O Tensor Métrico) O produto escalar entre dois vetores u e v
de T, M, denotado por g(u,v) = u - v, é uma aplicagao bilinear simétrica, ou seja,
valem as seguintes propriedades:

1) (bilinearidade) g(au + bz, v + w) = ag(u,v) + ag(u, w) + bg(z,v) + bg(z, w).

2) (simetria) g(u,v) = g(v,u).

O mapeamento definido por g é um tensor simétrico covariante de ordem 2.

Notamos que, como qualquer vetor pode ser expresso como a combinagao linear de
vetores da base, {e,}, basta que especifiquemos o produto escalar entre os vetores {e, }
e obteremos automaticamente uma forma de calcular o produto escalar para qualquer

vetor no nosso espago.

Utilizando a bilinearidade do tensor métrico, podemos escrever

g(u,v) = g(ute,,ve,) = u'v"g(e,, e,).

Definindo as componentes do tensor métrico na base coordenada como g(e,,e,) =

Juw, & expressao anterior fica

g(u,v) = guuv”. (1.3)

Como mencionamos anteriormente, uma vez especificada a a¢ao de g sobre os vetores
da base, fica automaticamente especificado o produto escalar de quaisquer dois vetores

do nosso espago, de acordo com (1.3).

A base coordenada local nao é a tinica base possivel que dispomos, também podemos
expressar os vetores no espaco tangente TZ[,IRB’1 utilizando uma base local ortonormal,

que também denominaremos de tétrada.



DEFINIGAO 1.3 (Referencial local ortonormal, ou tétrada) Seja g,, a métrica do
espago-tempo. Uma base ortonormal local, {e,}, ¢ uma base na qual a métrica
do espago-tempo se reduz a métrica de Minkowski. Ou seja, quando expressa em

termos de {e,}, a métrica assume a forma

G = diag(—=1,1,1,1) := ng. (1.4)

As letras latinas do inicio do alfabeto (a,b,c, ...) denotam os indices dos tensores
referidos a esta base e assumem os valores ¢ ((0),(1),(2),(3)). Os indices latinos
entre parénteses ((i), (j),(k)) representam as componentes espaciais dos tensores

referidos a esta base.

“Quando os numeros sao utilizados, estes sdo escritos entre parénteses para diferencid-los da
base coordenada.

Fisicamente, dizemos que, localmente, o espago-tempo é aproximadamente plano,

e, portanto, pode ser descrito pela métrica de Minkowski.
Seja u € Tp]R?”l. Em termos da base coordenada local, u pode ser expresso como
u=u"d,. (1.5)

Em termos de uma base ortonormal de TpIRg’l, €., 0 vetor é expresso como

u = u’e,. (1.6)
A relagao entre a base ortonormal e a base coordenada é dada por

e, =¢e, 10

s (1.7)

onde e, " sao as componentes da tétrada expressas na base coordenada local. Sa-
bemos que o vetor u é invariante por transformacoes de coordenadas e de referenciais,
logo, as expressoes (1.5) e (1.6) devem ser iguais, o que nos fornece a relagao entre as

componentes do vetor na base coordenada e na base ortonormal

u=u'e, = e, "0, = u"0,.



Portanto

ut = ue, . (1.8)

De forma geral, quando queremos converter um tensor referido a base ortonormal
para a base coordenada local utilizamos as componentes e, *, como em (1.8), para cada

indice.

Também podemos escrever o vetor u em termos da base de covetores do espaco

cotangente 17 R*.

u = u,dzr", (1.9)
u = u.e’. (1.10)

A tétrada dual é expressa na base coordenada como

e’ = e dat. (1.11)

A inversa da expressao (1.8), expressando as componentes do vetor na base ortonor-
mal em fungao das componentes na base coordenada, pode ser obtida de forma anéloga

utilizando as equagoes (1.9).

Notamos a relagao de ortonormalidade entre vetores e covetores,

e'e, = 0.
Em termos de suas componentes, temos
e’ e’ =0y (1.12)
Os vetores da base, e, = ¢, "0, devem, por definicao, satisfazer

€€ =e.le, 0, - 0y = €ea"er” g = Nap- (1.13)

Na qual usamos a relagao g,, = 0, - 0,. Reescrevendo (1.13), temos a expressao de

ortogonalidade das tétradas

Nab = €d"€t G- (1.14)



Em geral, as tétradas satisfazem uma relacao de comutacao, que da origem aos

coeficientes de estrutura, definidos a seguir.
DEFINICAO 1.4 (Coeficientes de Estrutura)
[em eb] =c° ab€e- (115)

c© o sao denominados coeficientes de estrututa, ou coeficientes de anolonomia.

O caso particular em que os coeficientes ¢©,; se anulam representa uma base holo-
noma, ou coordenada. Veremos nas proximas segoes a relagao entre os coeficientes de

estrutura e os efeitos de referencial e gravitagao.

1.4 CONEXAO DE LORENTZ E EFEITOS DE REFEREN-
CIAL

A métrica de um espago-tempo qualquer possui 4 x 4 = 16 elementos. Porém,
devido a sua simetria, possui apenas 10 graus de liberdade. Por outro lado, uma
tétrada possui 16 graus de liberdade e, portanto, a relagao entre tétrada e métrica do
espaco-tempo nao € tnica; existem infinitas tétradas que geram a mesma métrica, por
meio da relagao (1.13). Consideremos a transformagao entre duas tétradas, utilizando

agora a base dual.

e’ = \e’. (1.16)

Sabemos que, no novo referencial, devemos ter

’ / /
ea‘eb:nab
Logo,
ea'eb:nab
’ b 'd b
(A ce ) - (A ge ) =",
ou seja,

A% oAby = . (1.17)



A transformacao A entre tétradas preserva a métrica de Minkowski, sendo reconhe-

cida, portanto, como a transformacao de Lorentz entre referenciais.

Consideremos, agora, como uma conexao de Lorentz surge em uma mudanca de
referencial. Seja 2’® um referencial inercial e 2% o referencial obtido a partir desse por

uma transformagao de Lorentz local,

2% = Ay (z)2"”. (1.18)

A tétrada holénoma correspondente ao referencial inercial é obtida por

e'a# = 8“x/a. (119)

A métrica do espago-tempo,

77:1,1/ - elauelbunaby (120)

ainda representa a métrica de Minkowski, porém em um sistema de coordenadas
geral. No caso particular em que o sistema de coordenadas é cartesiano, a tétrada

assume a forma

e, =5t (1.21)

Por meio da transformacao de Lorentz (1.18), a tétrada holonoma (1.19) se trans-

forma de acordo com

e = Ay (x)e’l,. (1.22)

Substituindo nesta a equagao (1.19) juntamente com a inversa da expressao (1.18),

obtemos

¢, = A* (2)e', = A® (@), “(2)2),
a qual pode ser reescrita como

e, = 0,1 + wp, 2", (1.23)



onde

Wb = A o(2)0, Ay (), (1.24)

é a conexao de Lorentz, ou conexao de spin, que representa os efeitos de referen-
cial. Devido a sua presenca, a tétrada transformada, e?,, nao ¢ mais holonoma, com

coeficiente de anolonomia dado por

Cc ab — —(wc ba — wc ab)' (125)

Na qual usamos a relagao w® . = el'w®y,.

1.4.1 Equacao de Movimento de uma Particula

b

.« . « . /
Na classe de referenciais inerciais e,

uma particula livre possui a equacgao de

movimento

!/

du ®
dr

[P . . , L . . N
onde u * é a quadrivelocidade da particula e 7 o tempo proprio. No referencial anolo-

=0, (1.26)

nomo, €%, obtido de e/bu por meio da transformacdo de Lorentz (1.18), a equagao de

movimento assume a forma covariante

du®
dr

+ W puulut = 0, (1.27)

onde
ut = A% (1.28)

é a quadrivelocidade transformada, e

ut = uef (1.29)

¢ a quadrivelocidade com indice espaco-temporal, ou seja, referida a base coordenada

local.

Notamos como, na equagao (1.27), o termo w®,, de fato faz o papel de conexao,
tornando a equacao de movimento da particula covariante na mudanca do referencial

inercial para o nao-inercial.
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1.4.2 Tensor de aceleragao

A quadrivelocidade de uma particula no espaco-tempo, como vimos, é dada por

_aw
Codr

ut

(1.30)

Para definir a quadriaceleracao correspondente, é necessaria a introdug¢ao de uma

4

conexao *, e cada conexao define uma aceleragao diferente [4]. No entanto, para manter

o significado de medida da variagao de velocidade no tempo, sendo este o tempo préprio
definido pela métrica g, é necessario que a mesma métrica seja considerada ao longo
da curva. Ou seja, é necessario que a derivada covariante definida pela conexao preserve

a métrica, isto é,

Vg = 0. (1.31)

Definimos, entao, a quadriaceleracao ao longo de uma curva v como

at = u’V u (1.32)
a = uV e . (1.33)

O vetor e * determina a velocidade e a aceleragao ao longo da linha-mundo de um
observador adaptado a este referencial [15]. Definimos o tensor de aceleragao ®,°

como

o0 =¢eb Vet (1.34)

A quadriaceleragao pode entao ser reescrita em termos do tensor de aceleragao como

Pyt = e wuVae) ' = e’ pal.

Portanto,
a’ = @,°. (1.35)

O tensor de aceleragao (1.34) ¢ identificado com a aceleragao translacional e rota-

cional do referencial [15].

4Ver secio 1.6.
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Se a* = 0, u* sofre transporte paralelo ao longo da curva v, a qual é uma geodésica.

Particulas livres seguem geodésicas no espago-tempo.

1.5 REFERENCIAL EM ROTACAO

Veremos, nesta secao, a aplicacao das ideias apresentadas nas segoes anteriores por
meio de um exemplo: um referencial em rotagao. Mostraremos que, apesar de ser
um referencial nao inercial, o referencial em rotacao pode ser obtido de um referencial

inercial por meio de uma transformacao de Lorentz.

Seja S um referencial inercial em coordenadas cilindricas (¢',7, ¢, 2’). Neste refe-

rencial, a métrica de Minkowski assume a forma

ds® = —dt” + dr'”? + 1" 2d0” + dz". (1.36)

Um referencial S, com coordenadas (t,r,6, z), rotaciona em torno do eixo z com
velocidade angular constante w. As equagoes transformagao entre os referenciais S’ e

S sao dadas por

t=t, r=r, 0=0—wt', z=2. (1.37)

O elemento de linha expresso nas novas coordenadas é dado por

ds? = —y72dt* + dr® + 2r°wdtd + rdf? + d2?, (1.38)

onde
1

faiN—

Uma possivel escolha referencial ortonormal para S é dada por

e O = ~71dt — wyr2d,

e = dr, (1.39)
e = ~rdb,
e® = dz.
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Observamos que esta escolha de referencial de fato transforma a métrica na métrica

de Minkowski. Ou seja,

ds* = Gudr! @ dz” = nge” @ e, (1.40)

Podemos realizar uma mudanga de coordenadas na tétrada (1.39), voltando as

coordenadas (t',7',6', 2'),

e = ydt' — wyr?dd,

e =ar, (1.41)
e® = —wyr'dt’ +~yr'dd’,
e® = dz.

A tétrada (1.41) é ainda adaptada ao referencial nao-inercial S, no entanto agora
expressa no sistema de coordenadas (t',r,6',z'). O formalismo de tétradas faz dis-
tin¢ao, portanto, entre uma mudanca de coordenadas e uma mudanca de referencial.
Para deixar isto ainda mais claro, obteremos a relacao entre as tétradas adaptadas ao

referencial S’ e ao referencial S.

A tétrada para o referencial inercial S’ é obtida por meio da relagao (1.19), utili-

zando as equacoes de transformacao entre coordenadas cartesianas e cilindricas,

100 0
01 0 0
et = 1.42
g 00 7 0 (142)
00 0 1

Na qual utilizamos a representacao matricial para as componentes da tétrada. A
tétrada para o referencial ndo-inercial S em coordenadas (¢',17, ', z’) expressa na forma

matricial é

ol 0 —wyr? 0
et = 0 ) ; 0 ) 8 (1.43)
—wyr yr
0 0 0 1

De acordo com a equagdo (1.22), para que a transformagao entre S e S’ seja a

transformacao de Lorentz, devemos ter
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Logo,

el = Ny (z).

Ou seja, devemos multiplicar a tétrada (1.43) pela inversa da tétrada (1.42), que é

facilmente identificada com

(1.44)

o o o
o o — o
T
iR
- o o o

Realizando a multiplicagao matricial, obtemos

v 0 —wyr" 0O
1
A S(z) = 0 0 0 ) (1.45)
—wyr’ 0 y 0

0 0 0 1

A qual ja pode ser identificada como a transformacao de Lorentz para a rotagao
com velocidade angular constante em torno de z. Portanto, ao passar da tétrada
adaptada ao referencial S’ para a tétrada adaptada ao referencial S, é realizada uma

transformacdo de Lorentz. E facil verificar que (1.45) de fato satisfaz a relagao (1.17).

1.6 CONEXOES E GRAVITACAO

Em uma variedade, cada ponto possui um espago tangente associado a si, e cada
espago tangente é um espaco vetorial distinto. Portanto, para diferenciar vetores (ou
tensores, em geral) de uma forma independente do sistema de coordenadas, torna-se
necessaria a introducao de uma estrutura adicional que permita comparar vetores em

espagos tangentes de pontos distintos da variedade. Este papel é feito pela conexao.

Em Relatividade Geral, a conexao utilizada é a conexao de Levi-Civita, que possui

torgao nula e curvatura em geral ndo nula [1]. A curvatura da conexao codifica os efeitos
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gravitacionais do espaco-tempo, entrando no lado esquerdo da equacao de Einstein,
expressa em termos do tensor de Ricci, R, do escalar de curvatura, R, da métrica do

espago-tempo, g,.,, € do tensor de energia-momento dos campos de matéria, 7),,,

1
R, — éRgW =8rT,. (1.46)

A conexao de Levi-Civita, no entanto, ndo é a tnica conexao possivel em uma
variedade. Na realidade, existe uma infinidade de conexdes possiveis, sendo algumas
de especial interesse fisico. Em geral, podemos definir uma conexao generalizada no

que se segue.

DEFINICAO 1.5 Sejam T, S campos tensoriais, X, Y campos vetoriais e f, g funcoes
escalares. Uma Conexao (linear) V : TM x TM — TM mapeia dois vetores em

um novo vetor, e possui as seguintes propriedades:
1. (linearidade) Vx(S+T) = VxS + VxT.
2. (regra de Leibniz) Vx(f7T) = fVxT + (X f)T.

3. (linearidade no subscrito) Vix w1 = fVxT + gVyT.

Uma vez tendo definido a conexao generalizada, podemos encontrar a expressao de
sua acao em um campo vetorial V na direcao de um vetor u dados por V = v’¢, e

u = u'e, utilizando as propriedades enumeradas acima.

v
VuV = Ve, (v7e,).
A linearidade e a regra de Leibniz nos permitem escrever

VuV =ue,(v)e, + 1"V, e,]. (1.47)
Notamos que {e,} s@o os vetores da base coordenada local, portanto, podemos

substitui-los pelos operadores {9, }. Além disso, definimos a ac¢éo da conexao sobre os

vetores de base como a seguir.

DEFINIGAO 1.6 (Coeficientes de Conexao) Seja {e,} uma base arbitraria. Entao,

Ve, = Ve, e, = Fl’\we)\, (1.48)

15



onde Ff;,, sao os Coeficientes de Conexao na base arbitraria.

Enfim, aplicando esta tltima definicao para a base coordenada local, podemos re-

escrever a expressao (1.47) como

VoV =u"[0,(v")e, + v”Fl’)Ve,\] (1.49)
VuV =" (00" + F/”MU)‘)el,. (1.50)

Na dltima linha realizamos uma troca de indice mudo.

A eq. (1.50) é a expressao da conexao, ou derivada covariante, na base coordenada

local. EE comum designar os termos dentro do paréntese na eq. (1.50) por

Vo’ = 90" + T, (1.51)
a qual é a componente v do vetor V,V = vV ,v”e, e nao deve ser confundida com
a derivada covariante das componentes v*.
1.6.1 Interpretacao Geométrica

Consideremos a figura 1.3 que ilustra um campo vetorial A avaliado ao longo de
uma curva () com vetor tangente u = (dz*/d\)e,. A derivada direcional covariante
de A = Afe, ao longo da curva é definida por ©*V,A*. Dizemos que os vetores do

campo sao transportados paralelamente se

WV, A" = u’ 9, AP+ u'TH A® = 0. (1.52)

De acordo com a regra da cadeia, podemos escrever

0AF dz¥  dA*
Y0, Al = = . 1.
o Dz dx  d\ (1.53)
Usando isto, podemos reescrever a equagao (1.52) como
dA* dx”
— 41 A*—— = 0. 1.54
i Aty =0 (1.54)

Como os vetores em X\ e A+ 0\ pertencem a planos tangentes distintos, o vetor em
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Figura 1.3 — Transporte paralelo ao longo de uma curva.

A+ 0\ deve ser transportado paralelamente a A\ para que eles possam ser subtraidos
(fig. 1.3).
1.6.2 Torcao e Curvatura

Como I" nao é um tensor, ele nao possui um significado intrinseco como uma medida
de curvatura da variedade. Por exemplo, no espaco IR® em coordenadas cartesianas,
I' é nulo, mas no mesmo espaco em coordenadas esféricas, possui componentes nao
nulos. Portanto, para caracterizar a geometria da variedade de uma forma intrinseca,

independente do sistema de coordenadas, definimos os tensores de curvatura e torcao.

DEFINICAO 1.7 Sejam X,Y e Z campos vetoriais em M, Define-se o Tensor de
Curvatura de Riemann R(X,Y)Z por

R(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ — VixyZ, (1.55)
e o Tensor de Tor¢ao T(X,Y),

T(X,Y)=VxY — Vy X — [X,Y]. (1.56)

Utilizando a definicao do tensor de torgao e substituindo X = X*e, e Y = Y"e,,

temos
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T(X,Y) = X'V, (Y7,) — YV, (X e,) — X'Y"[e,, e,].

Utilizando as propriedades da conexao e realizando um pouco de algebra, obtemos

T(X,Y) = [X,Y]+ X'Y"T (e, e), (1.57)

onde T'(e,, e,) é a torcao dos vetores da base. A expressao (1.57) é a expressao da

torcao de X e Y em uma base arbitraria. Se fizermos X =e¢, eY =e¢,, a (1.56) fica

T(eu,en) =Vue, — Ve, — ey, e

Portanto,
T(eu e,) = (rjw — Fﬁ# — e (1.58)

Na ultima linha utilizamos a expressao (1.15). Portanto, os coeficientes do tensor

de tor¢ao expressos na base geral sao

T =T, =10, — (1.59)

Duas bases merecem destaque. Na base coordenada local, o comutador dos vetores

da base se anula e a (1.59) fica

T, =T,, -1}, (1.60)

Numa base ortonormal {e,}, mostraremos a seguir que os simbolos de Christoffel

se anulam, e a expressao (1.59) se torna

T%pe = = pe- (1.61)

O significado geométrico da torgao ¢ ilustrado na figura 1.4.

O tensor de curvatura de Riemann é amplamente discutido em livros de Relativi-
dade Geral ® e, ao contrario do tensor de torcao, nao possui um papel tao importante
na formulagdo do TEGR. Portanto, apenas apresentaremos a sua expressao na base

coordenada local. Pode-se mostrar, utilizando a expressao (1.55) que as componentes

5Ver, por exemplo, [1], [13] e [3]
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Figura 1.4 — Significado geométrico da Torcao. O paralelogramo definido pelos vetores
u e v nao "fecha'.

do tensor de curvatura sdo dadas por [1]

1.6.3 A Conexao de Levi-Civita

Exploraremos um pouco mais a generalidade da conexao definida em 1.5 mostrando
uma relagao importante entre as conexoes utilizadas em Relatividade Geral e no TEGR.

Para isto, apresentamos o seguinte teorema.

Teorema 1.1

Uma Conexao satisfazendo as propriedades 1.5 e a compatibilidade métrica

também satisfaz

Xg(Y,2)+Yg(X,2) — Zg(X,Y) = 29(VxY, Z) + g(T(X,Y), Z)
+9(T(Y, 2),X) + 9(T(X, 2),Y)
+9(X,Y]2) + ¢([Y, 2], X) + 9([X, 2], Y). (1.63)
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prova.

Pela compatibilidade métrica, podemos escrever

Xg(}/, Z) = g(VXY, Z) +g<Y7 VXZ)v
Yg(‘X? Z) - g(VYX, Z) +g(X7 VYZ)7
“Zg(X,Y) = —g(V2X,Y) — g(X,VY).

Somando as trés equagoes e usando a multilinearidade da métrica, temos

+g(VyZ — sz, X) +g(VXZ - VZ)('7 Y)

Pela definigao do tensor de tor¢ao (1.56), podemos substituir
VyX =VxY - [X)Y]-T(X,Y). (1.64)

Fazemos o analogo para o restante dos termos do lado direito e obtemos o teorema
1.1. [

Fazendo a substituicao {(X,Y, Z) = (e,, e,,e\)} na expressao (1.63), onde {e,} é

uma base arbitraria, nos fornece imediatamente

F)\,uy = K)\uu + a))\,uz/ + f)\,u,l/v (165>

onde

1
K)\uu = E(TV/\N + T,u)\u - T)\[,LV) (166)
é o tensor de contorgao,

. 1
uwy — S \Cv v v .
Wrpw 2(C Al + C,u)\ C)\,u ) (1 67)

é a conexao de spin da Relatividade Geral em termos dos coeficientes de estrutura

~ 1
F)\uu = E(euguz\ + Evdux — 6)\91“,) (168)

sao os simbolos de Christoffel.
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Se a base escolhida for a base coordenada, a conexao (1.67) se anula e a equagao
(1.65) se torna

F/\;u/ = K)\,uu + fAuua (169)
com
~ 1
FA,uu = §(augu>\ + 3:/9#,\ - 6>\g,uu)- (1'7())

Por outro lado, se a base escolhida for ortonormal, os simbolos de Christoffel (1.68)

se anulam e a equagao (1.65) se torna

Fabc - Kabc + ajabc' (171)

Além das propriedades apresentadas na definicao 1.5, podemos restringir mais a
escolha da conex@o impondo a condi¢ao de torgao nula na expressao (1.63), o que da
origem a conexao de Levi-Civita utilizada em Relatividade Geral.
(D
Teorema 1.2

H& uma tnica conexao em T'M com tor¢ao nula que satisfaz as propriedades da

defini¢cao 1.5, denominada conexao de Levi-Civita.

Quando a conexao adotada é a conexao de Levi-Civita, as expressoes (1.65), (1.70)

e (1.71) ainda serao validas se fizermos o tensor de contorcao nulo.

1.6.4 A Conexao de Weitzenbock

A conexao utilizada no Teleparalelismo é a conexao de Weitzenbock, ou conexao de
paralelizacao. A defini¢do dessa conexao pressupoe que a variedade (no nosso caso, o
espago-tempo quadridimensional) seja paralelizavel, ou seja, existem campos vetoriais
{eq),.-..ew)}, onde n é a dimensdo da variedade M, tais que, para cada p € M, o
conjunto {eu)(p),...,em)(p)} ¢ base de T,M [16]. Equivalentemente, dizemos que o

fibrado tangente é trivial.

DEFINICAO 1.8 A Conexao de Weitzenbdck, ou Conexao de Paralelizacao, é
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conexao linear V em M que satisfaz

vV(faea) = V(fa)ea(p)7 (172)

onde V € T,M, f* sao funcoes globais em M e os vetores {e,} sdo tomados como

uma base ortonormal.

Vejamos as implicagoes dessa definicao. Notemos, primeiramente, que a segunda

propriedade em 1.5 permite-nos escrever o lado esquerdo da equacgao (1.72) da seguinte

forma

Vv(f“ea) = V(f“)ea + faVV€a. (173)

O que implica imediatamente

faVVea =0
vaebea =0.
Portanto,
Ve,a =0, (1.74)

onde usamos V = V'e,. A equacio (1.74) é simplesmente a equagao do transporte
paralelo. A conexao de Weitzenbock é, portanto, a conexao que realiza o transporte

paralelo da tétrada em relagao a si mesma; dai o nome paralelismo distante, ou Tele-
paralelismo.

Para obter os coeficientes desta conexao na base coordenada, facamos as corres-

pondentes mudancas de base, e, = €,"90, e apliquemos as propriedades da conexao
1.5.

Veea ="V, (e,"0,) =0
eb“(ﬁuea v + V“&,) =0
ept (Oueq” + Iv,)0, = 0.
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Portanto,

Vs = —e"s0uea”. (1.75)

Utilizando a ortonormalidade das tétradas podemos escrever a seguinte identidade,

Ou(e” - ea”) = €, 0ue" 5 + € gOuea” = 0,04 = 0.

Portanto,
—e? g0ue,” = e, " 0,€e" 5. (1.76)

Por fim, substituindo a dltima linha em (1.75), obtemos

15 = €a”0ue” g, (1.77)

0s quais sao os coeficientes da conexao de Weitzenbdck na base coordenada.
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FORMULACAO LAGRANGIANA E

O TENSOR DE
ENERGIA-MOMENTO
GRAVITACIONAL NO TEGR

A Lagrangiana do TEGR € equivalente & Lagrangiana
de Finstein-Hilbert e, portanto, dd origem das mesmas
equagoes de movimento da Relatividade Geral. No en-
tanto, no contexto do TEGR, € possivel escrever uma
expressao covariante para o tensor de energia-momento

gravitactonal.

2.1 A LAGRANGIANA DO TEGR E AS EQUACOES DE

CAMPO

A Lagrangiana do TEGR ¢ construida a partir do tensor de tor¢ao e do campo de

tétradas. E quadratica na intensidade do campo, aqui representada pela torcao.

Para mostrar a equivaléncia com a Lagrangiana de Einstein-Hilbert, utilizamos

a identidade (1.69) para escrever os simbolos de Christoffel em termos do tensor de

contor¢ao e da conexao de Weitzenbock e, em seguida, realizamos as contracoes a

seguir para obter o escalar de Ricci,

Utilizando a expressao (1.62), obtemos

Substituindo nesta a relagao (1.69),

V _gR -V _gg#agVBRuuaﬁ' (21)
V—gR =y —gg“a(ﬁuf‘ﬁf}\ - GVFZ/\ + FZnFZA - FﬁnFZ,\)-
1 abc 1 abc a “w
eR(e) = —e (T Tupe + 5T Tya =TT | + 20,(eT"), (2.2)

onde e = \/—g é a raiz do determinante da métrica.
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Seguindo Maluf [5], definimos o tensor

1 1
Eabc —_ Z(Tabc + Tbac o Tcab) 4 §(Uach . nach)’ (23)
com o qual podemos obter uma expressao quadratica em termos do tensor de torcao,

1 1
ST e = ZT“bCTabC + §T“bCTbac —T°T,. (2.4)

Utilizando esta, a expressao (2.2) pode ser escrita como

eR(e) = —eX Ty, + 20, (eT"). (2.5)

A densidade Lagrangiana do TEGR é definida, entao, por
L(e) = L osaer, _p (2.6)
€)= 1 671'6 abc m» :
onde L, representa a densidade Lagrangiana dos campos de matéria.

As equagbes de campo sdo obtidas através de variagbes arbitrarias de (2.6) em

relagdo ao campo de tétradas, e e sdo dadas por [5]

1
eaAeb#&,(eEbA”) — e(Eﬁ”wa — Zewachde) = dmeTy,, (2.7)
onde T, = gf—a’g ¢ o tensor de energia-momento dos campos de matéria. Pode-se

mostrar que as equagoes (2.7) sdo equivalentes as equagoes de Einstein (1.46), conforme
esperado [5]. Portanto, uma métrica g,, que satisfaz as equagoes de Einstein também
é uma solugao das equagoes (2.7), através de uma infinidade de tétradas possiveis, que

representam referenciais distintos [5].

Podemos reescrever a equagao de campo (2.7) da seguinte forma

0, (eX™) = dmee® , (1M + T™), (2.8)

onde TM = e, A% e t™ ¢ definido por [5]

1
= T (NPT = gV ). (2.9)
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2.2 O TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO GRAVITACIO-

NAL
O tensor X" é antissimétrico nos dois dltimos indices, X = —Y%H  segue que
et = —eXH
XM 4 eXWHF =0
0,0, (eX™) + 0,0, (eX*) = 0.
Portanto,

0,0, (eX) = 0, (2.10)

Na tltima linha utilizamos a comutatividade das derivadas parciais e realizamos
uma troca de indice mudo para obter o resultado, que reescrevemos, utilizando a eq.
(2.8), como

Alee® L(tM* +T)] = 0. (2.11)
Esta ultima nos permite escrever a equagao de continuidade

d

pr d*ree® ,(t% + T) = — % dS;lee® ,(#" + T"))]. (2.12)
v

S

A integracao é realizada num volume tridimensional V', delimitado por uma super-

ficie S.

Os tensores t* e T sdo tratados de forma aniloga na equacdo (2.12), com T
representando o tensor de energia-momento dos campos de matéria e t* relacionando
parametros gravitacionais apenas. Portanto, somos levados a interpretar este tltimo
tensor como o tensor de energia-momento gravitacional. Além disso, interpreta-
mos o integrando do lado esquerdo de (2.12) como a energia-momento total contida

dentro do volume V' [5],

Pt = / d*wee” ,(t% 4+ T). (2.13)
14

Esta expressao é dependente da escolha de referencial, pois P* é um vetor sobre
transformacoes de Lorentz. O vetor de energia momento também é invariante por trans-
formagoes de coordenadas, levando as mesmas predicoes fisicas, independentemente do

sistema de coordendas utilizado [17].
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Utilizando a equagao de campo (2.8), a expressao (2.13) pode ser reescrita como

1
Pt = - dgxa(eE“OJ) (2.14)

O Teorema de Stokes nos permite reescrever esta tltima como

a 1 a0j
Pr= dS(E ). (2.15)

Definamos o fluxo de energia-momento gravitacional como [17]

30 = f; 45, [ee® o (t7) (2.16)

oo = ]i dS;lee® ,(T9)] (2.17)

como o fluxo de energia-momento dos campos de matéria [17]. Portanto,

dP“

— (95 + @7,) (2.18)

= ——fds 9, (ex"). (2.19)

Na ultima linha utilizamos novamente as equagoes de campo (2.8) para reescrever

a expressao em termos do tensor sigma.

A equagao (2.19) permite-nos escrever

dp©
dt

1 .
= . (0)5v
- fg 45,0, (ex O, (2.20)

a qual é interpretada como o fluxo de energia total e, se nos restringirmos as com-

ponentes espaciais, obtemos

arP® 1
— d 2.21
dt o 7{ 5 ¢ ( )
onde
N 1 N
(D) _ n@ivy. 2.22
607 = 0, (e50) (222
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A expressao (2.21) representa o fluxo total de momento, ou seja, a for¢a atuando
no sistema. Notamos que dS; ¢ um elemento de area e, logo, #D9 possui dimensdo
de pressao. Portanto, —¢"7 ¢ interpretada como a pressdo na direcdo i, sobre um

elemento de area orientado na diregao j [17].
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PRIMEIRA LEI DA
TERMODINAMICA NO UNIVERSO
DE GODEL

A defini¢ao do tensor de energia-momento gravitacional no contexto do TEGR permite-
nos obter expressoes para a energia e pressao associadas a um dado campo gravitacio-

nal.

Neste capitulo, aplicaremos as expressoes de energia e pressao gravitacionais obtidas

anteriormente para formular a primeira lei da termodinamica no universo de Godel.

3.1 O UNIVERSO DE GODEL

Em 1949, o matematico austriaco Kurt Gédel encontrou uma solugao das equagoes
de Einstein representando um modelo de um universo que apresenta rotacao global
e a possibilidade de viajar no tempo através curvas fechadas do tipo tempo (CTCs).
[10]. No entanto, foi mostrado [18] que com uma escolha adequada dos parametros da

métrica é possivel eliminar as CTCs da solugao, tornando-a completamente causal.

Posteriormente, a solucao de Godel foi expandida para incluir a expansao do uni-
verso, e o modelo passou a ser conhecido como solucao de Goédel-Obhukov ou solucao

tipo-Godel e representa um modelo cosmologico anisotropico [19].

Utilizaremos a métrica de Godel-Obhukov, com elemento de linha dado por [11]

ds® = —dt* + 2a(t)/oe™ dt dy + o (t)(dx® + ke*™ dy? + dz*), (3.1)

onde m, o e k sdo parametros constantes e «(t) é o fator de escala dependente do
tempo. A métrica possui assinatura (— + +4). Uma anélise cinematica detalhada
do elemento de linha (3.1) revela que nao existem CTCs para k > 0 [11]. Fazendo
k=—-1/2,m =0 =1 e a(t) = 1 obtemos a solugao original de Gdodel [19]. Neste
sistema, o campo de matéria é modelado por um fluido perfeito, com tensor de energia-

momento dado por

" = (e + p)u'u” + pg"”, (3.2)
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onde €, p e u* sao a densidade de energia, a pressao e a quadrivelocidade do fluido,

respectivamente.

Escolheremos um observador em repouso em relagao ao fluido, com vetor quadri-
velocidade dado por u* = (1,0,0,0). As componentes da tétrada adaptada a este

observador sao dadas por [19]

1 0 0 0
0 L 0 0
et = sz (()t) e ol (3.3)
o+k a(t)Vo+k
1
0 0 0 0]
com dual
1 0 —a(t)y/oe™ 0
0 aft) 0 0
e, = 3.4
lo 0 a®eVE+o 0 (34)
0 0 0 a(t)

E imediato verificar que, de fato, a tétrada escolhida satisfaz a condicdo de orto-

normalidade

Guv€a Meb Y= Nab- (35)

Portanto, temos um referencial ortonormal adaptado a um observador em repouso
em relagao ao fluido. Utilizaremos, agora, a tétrada (3.3) para calcular o tensor de

tor¢ao. Com auxilio de (1.77), a expressao (1.60) se torna

™ = €q A(’3,16“ L — €420,e" " (3.6)

Substituindo a tétrada (3.3) na equagao anterior, obtemos as componentes nao nulas

)Woem®, Torz = a(t)/(0)me™?, (3.7)
)a(t), Tooe = ke*™a(t)a(t), (3.8)
T = o (t)kme*™, T303 = a(t)c(t). (3.9)

No que se segue, sera 1til, também, obtermos as componentes relevantes do tensor

sigma (2.3), a saber
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ex 01 _

(3.10)

i la(t)emm(a + 2k:)} 7

Vk+o

002 __ Vo alBal
ex (002 — <\/0—+k) (t)a(t). (3.11)

Nas quais ja foram feitas as multiplicagoes pelo determinante da tétrada, e =
V=g =a}t)emk +o.

Por fim, apresentamos também as componentes de ¢¢;)7 (eq. (2.22)) que serdo

utilizadas posteriormente

—ke™ (62 + ad)

1 _
Py = s (3.12)
iy )
b2 = w, (3.13)
max <2 - 2
b 5 € 2k(6* 4+ ad) — m?*(k + 0)]. (3.14)

SmvVk + o

3.2 ENERGIA DOS CAMPOS GRAVITACIONAL E DE MA-
TERIA

Consideremos, primeiramente, a expressao para a energia dos campos gravitacional

e de matéria (2.15), com a = 0,

PO — i dS.e 005
47 S I
A integral sera calculada sobre a superficie de integragao mostrada na figura 3.1.

Utilizando as expressoes (3.10), vemos que a integral se reduz a

po— L dSex @0 4 L jqf dSex 002,
47T S 47T S

No entanto, observamos que o termo (002

nao possui dependéncia das coordenadas
espaciais e, portanto, possui fluxo de mesmo modulo e sinais contrarios nas duas faces
y = cte do volume de integragao. Logo, a integral se reduz as contribui¢oes nas faces

localizadas nas coordenadas x e x + L,
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Figura 3.1 — Volume de integracao para obtencao da energia dos campos gravitacional
e de matéria.

1 1
PO = — [ dydz(ex ) + 4—/ dydz(ex©M).
I

A J; s
Os subscritos I e II se referem as faces localizadas em x e x 4+ L, respectivamente.
Substituindo a expressao para o tensor sigma e realizando a integragao, obtemos
L? a(t)ym(o + 2k)
16m Vk+o

Por fim, dividimos a expressao acima por L? e tomamos o limite L — 0 para obter

P(O) _ <€mm . em(erL)).

a densidade de energia

_a(t)ym?(o + 2k) e
clrt) = ST e (3.15)

Notamos que a expressao (3.15) ja foi obtida anteriormente [19].

3.3 PRESSAO DOS CAMPOS GRAVITACIONAL E DE MA-
TERIA

A principio ndo ha uma identificacao imediata que se possa fazer entre a pressao
que entra na primeira lei da termodinamica e o tensor de energia momento dos campos
gravitacional e de matéria. A primeira é um escalar, o segundo, um tensor de segunda
ordem. No entanto, motivados pela teoria classica de elasticidade e fluidos proporemos
uma expressao para uma pressao escalar obtida a partir do tensor de tensao dos campos

gravitacional e de matéria nesta secao.
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3.3.1 Decomposicao Canénica Covariante

E bem sabido que um tensor de segunda ordem pode ser decomposto em termos de

suas partes tensoriais irredutiveis [14]. Ou seja, podemos escrever

1
W,uu = ggguu + g;w + Qw, (316>
onde
0 =Tr(W)=W*r, (3.17)

é o trago do tensor W. O tensor £ é a parte antissimétrica de W, isto é,

1
é,ul/ = i(Wuu - Wu,u)- (318)

O tensor ( é a parte simétrica sem trago do tensor W,

1 1
C;w = E(WHV + Wy,u) - gg,lwW(s o- (319)

Na teoria classica de elasticidade, o tensor de tensao pode ser decomposto em termos

de suas partes irredutiveis, como

T = T + pg, (3.20)
onde T & o tensor de tensdo de cisalhamento sem traco e

1 1
— ~Tr(T) = =T, 3.21
P=3 r(T) 3 (3.21)

¢ interpretada como a pressao (isotrépica) [14] no material (fluido).

Vejamos a seguir como podemos aplicar esse procedimento ao caso gravitacional.

3.3.2 Pressao Isotréopica dos campos gravitacional e de matéria

Primeiramente, utilizando a equac¢do de campo do TEGR (2.8), podemos escrever

0, (eX™) = dmee® ,OM (3.22)

na qual ©M do lado direito da eq. (3.22) representa o tensor de energia-momento
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dos campos gravitacional e de matéria. Restringindo-nos apenas as componentes espa-
ciais deste tltimo, temos
1 D3y — ee® @ — )i
4—81,(62 ") =ee' O = @\ (3.23)
s

onde utilizamos a defini¢ao (2.22) do tensor ¢, o qual é interpretado como a com-

ponente {(i), 7} do tensor de energia-momento,

QW — il (3.24)

Seria natural, em analogia com (3.21), definir a pressdo isotropica dos campos
gravitacional e de matéria como um terco do traco do tensor de energia-momento
total (lado esquerdo da 3.24). No entanto, lembramos que anteriormente ja fizemos a
associacdo de (V7 como o negativo da pressdo na direcdo i sobre um elemento de area
orientado na direcao j. Portanto, para manter a consisténcia com esta interpretacao,

definiremos a pressao isotropica total como o seguinte escalar.

DEFINICAO 3.1 A Pressao Isotropica dos campos Gravitacional e de Matéria é

definida como
=—-0'; = —igbi : (3.25)
b= 1= 73,70 .

onde e = /—g.

Pela linearidade do traco, podemos escrever

Tr(©) = Tr(t) + Tr(T)piotar = —(pg + Pm)- (3.26)

A pressao total é o negativo da pressao devida ao campo gravitacional, py, somada
com a pressao devida ao campo de matéria, p,,, onde t e T' sao os tensores de energia-

momento dos campos gravitacional e de matéria, respectivamente.

Considerando o tensor de energia-momento do fluido perfeito (no referencial deste

proprio), temos

Pm = gTZi = g[(Ef + pr)uu; + proi]. (3.27)

Ou seja,
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Pm = Py-

€f ¢ pr sao a densidade de energia e a pressao do fluido, respectivamente. Como

era esperado, a pressao isotropica do fluido perfeito é a pressao py.

3.4 A EXPRESSAO DA PRIMEIRA LEI DA TERMODINA-
MICA NO UNIVERSO DE GODEL

Tendo em vista o que foi desenvolvido nas se¢oes anteriores, temos enfim condigoes
de formular a expressao da primeira lei da termodindmica para o universo de Godel.

A primeira lei é dada por

TdS = dE + pdV, (3.28)

ou,

TdS = (¢ + p)dV. (3.29)

Utilizamos dE = edV, com ¢ a densidade de energia (3.15). A pressao é obtida por

meio das expressoes (3.25), (3.4) e (3.12). Avaliando os termos nao nulos, temos

11 | | |

p() = =5 6 = = (W o +? 807 + eV 05 7)
1

= —5(6(1) 160 "+ € 20) % + e 3033 %),

Obtemos, apds alguns calculos simples,

(@%(t) + a(t)a(t))(3k + o) m?
)= W+ 2ra?(l) (3:30)

Substituindo as expressoes (3.15) e (3.30) na expressdo da primeira lei (3.29) e

realizando um pouco de algebra, obtemos

N a(t)ym?(o + 2k) Jma (&2(t) + a(t)a(t)(3k + o) B m?
TaS = =i T T2re20(k+o) Simazy | W (B3Y
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A integral desta expressao fornece a entropia em um volume V,

g / 1| _am’(o+2k) ., (&%) + at)a(t)Bk+0)  m? v
LT 167vVk + o 127a?(t)(k + o) 247a(t) '
(3.32)
Podemos definir a densidade de entropia como o integrando na expressao (3.32).
Ou seja,
2 V(1) + a(t)alt)) (3k 2
oty OO ) (@0 o) ta)  m
167TVE + o 127Ta?(t)(k + o) 247Ta?(t)
Podemos restaurar unidades na expressao (3.33), que se torna
(2, 1) Aa(t)ym?(o + 2k) oma A(6%(t) + a(t)a(t)(3k + o) m?2ct (3.34)
€T = — - . .
o 167GTVE + o 127GTa?(t)(k + o) 24rGTa?(t)

E facil verificar que esta expressao tem de fato unidade de energia por volume por
temperatura, ou entropia por volume. A seguir apresentaremos interpretacoes para a
expressao da entropia obtida por meio de dois casos limite; rotacao sem expansao e

expansao sem rotagao.

3.4.1 Caso limite: rotagao sem expansao

Mencionamos na se¢ao 3.1 que escolhendo k = —1/2,m = ¢ = 1 na métrica (3.1)
recuperamos a solucgao original obtida por Godel. No entanto, é possivel mostrar que
a escolha m? = 4w? exclui regioes nao causais [18]. Com esta escolha, a métrica (3.1)

se torna

1
ds* = —dt* + 2e*“dtdy + da® — §e4mdy2 +dz?, (3.35)
e a densidade de entropia (3.33) se reduz a

w?

= ——. 3.36
s o6nT ( )

E conhecido na literatura [20] que em um sistema hidrodinamico composto por n

vortices é possivel que existam temperaturas negativas, fato que esta relacionado a
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dependéncia entre as coordenadas generalizadas e os momentos conjugados no espago
de fase do sistema em questao. Neste caso, os vortices de mesmo sinal se atraem,
formando clusters, enquanto que, no caso de temperaturas positivas, os vortices de

sinais opostos se atraem [20].

No contexto gravitacional, é esperado que haja formacao de conglomerados de es-
truturas, devido & natureza atrativa da forga gravitacional [12], o que néo contraria a
segunda lei da termodinadmica. O universo de Gddel com rotagao é um caso de vor-
tice gravitacional, o que pode estar relacionado ao aparecimento do sinal negativo na

expressao (3.36).

Ainda para este caso, as equagbes de Einstein (1.46) para o tensor de energia-

momento da poeira, T}, = €fu,u,, fornecem

2w? — A = 8rey,
2w? + A =0.

2

Desta ultima obtemos w® = —%.

Substituindo na expressao (3.36), obtemos a

densidade de entropia em termos da constante cosmologica,

A
T 1onT

O grafico desta expressao é apresentado na fig. 3.2, na qual o eixo horizontal re-
presenta a temperatura (7') e o eixo vertical a densidade de entropia dividida pela
constante cosmologica (s/A). Notamos que uma transi¢ao de fase é esperada no uni-

verso para T = 0, onde a capacidade térmica a volume constante (C,) diverge.
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Figura 3.2 — Densidade de entropia por constante cosmolégica em fungao da tempera-
tura. A temperatura 7' = 0 indica uma transi¢ao de fase no universo.

3.4.2 Caso limite: expansao sem rotagao

Fazendo m = ¢ = 0 e k = 1 na métrica (3.1), obtemos uma solu¢cado FLRW para o

universo plano com expansao,

ds® = —dt® + o®(t)(dz® + dy® + d=?). (3.37)

Com esta escolha dos parametros, a expressao para a densidade de entropia (3.33)
se reduz a
_@2(t) + a(t)alt)
 4aTa’(t)

(3.38)

As equagdes de Friedmann para a métrica FLRW plana sdo dadas por [13]

. 2
3 (9> — A = 8e;, (3.39)

2 <g) + (3)2 — A = —8mp;. (3.40)

Onde A ¢ a constante cosmologica e €7 e py sao a densidade de energia e a pressao do

fluido perfeito, respectivamente. Combinando as egs. (3.39) e substituindo em (3.38),
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obtemos

a‘a (pr+ ef)
- _ 3.41
5T onT T (3-41)

a qual pode ser reescrita como

1 d (pr +€p)a®

3 3 f f

_ el _ . 42
(s0°) = —F—(a”) T (3.42)
O lado esquerdo da eq. (3.42) é a entropia total em um volume a?, o segundo

termo do lado direito da equacao é a contribuicao da entropia do fluido no volume e o
primeiro termo do lado direito da equagao é uma contribuicao geométrica a entropia que
depende do volume. A dependéncia da entropia com o volume no contexto do TEGR
ja foi sugerida anteriormente [21], e esta de acordo com o nosso resultado. Apesar de
ser comumente aceito na literatura de que a entropia gravitacional dependa apenas da
area [22|, o surgimento natural de expressoes como a (3.42) e também a obtida em [21]
para a solucao de de Sitter sugerem que nao hé razao a prior: para descartar que a
entropia gravitacional possa depender do volume. Seria inclusive razoéavel de se supor
do ponto de vista fisico que os graus de liberdade internos ao volume contribuissem

para a entropia total.

Ainda para o caso em questao, utilizando as equagoes de Friedmann (3.39) para o
universo plano e utilizando a poeira como fluido (py = 0), obtemos a seguinte expressao

para a pressao total,

_ &g A

- 3.43
3 + o ( )

p

Esta expressao foi obtida no contexto do TEGR mas de forma alternativa em [23],
onde argumenta-se que a pressao do proprio campo gravitacional (3.43) pode ser res-
ponséavel pela expansao acelerada do universo. Em Relatividade Geral, onde a pressao
do campo gravitacional nao é considerada, ha necessidade de introduzir-se um fator
externo a teoria para explicar a expansao acelerada do universo, tal como a energia
escura. No TEGR, por outro lado, surge naturalmente da consideracao da pressao do
campo gravitacional uma explicagao sem a necessidade de recorrer a estruturas adicio-
nais. Além disso, ressaltamos que o campo eletromagnético é dotado de pressao e que,
portanto, nao héa razao a priori para considerar que o mesmo nao se aplique ao campo

gravitacional.
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CONCLUSAO

O Teleparalelismo Equivalente & Relatividade Geral permite a definigao de um tensor de
energia-momento gravitacional e, consequentemente, de expressoes bem definidas para
a energia e momento dos campos gravitacional e de matéria. A formulacao covariante
destas expressoes fornece muitas vantagens em relagao a abordagem da Relatividade

Geral, na qual nao existe um tensor para a energia-momento do campo gravitacional.

Na secao 3.2, utilizando a expressao para a energia dos campos gravitacional e de
matéria, calculamos a densidade de energia para a solucao tipo-Godel, confirmando
um resultado ja obtido na literatura [19]. Em seguida, na se¢ao 3.3, propusemos uma
expressao para o calculo da pressao isotrépica utilizada na secao 3.4 para obter a
expressao da primeira lei da termodindmica no Universo tipo-Gdédel. Analisamos a
expressao obtida para dois casos limite: i) Universo em rotagdo sem expansao; ii)

Universo em expansao sem rotagao.

No primeiro caso (i), obtivemos uma expressao negativa e sugerimos que este resul-
tado pode estar ligado a natureza atrativa do campo gravitacional e a uma dependéncia
entre as variaveis no espacgo de fase, a qual permite a emergéncia de clusters e tempe-

raturas negativas num sistema de vortices [20].

No segundo caso (ii), identificamos uma relagao (eq.(3.42)) termodindmica entre a
entropia total do sistema, a entropia do fluido (perfeito) e uma grandeza dependente
do volume, fornecendo suporte para a ideia de que a entropia dependa do volume,

conforme ja foi sugerido [21].

Em trabalhos futuros, desejariamos analisar uma possivel associacao entre tempe-
ratura e o tempo, que é tradicionalmente utilizada para a termalizacao de um campo.
No entanto, tal associagao é apenas especutaliva, tendo em vista que a métrica nao foi
termalizada em principio. Adicionalmente, gostariamos de estender as analises da en-
tropia obtida, possivelmente testando fluidos que permitam simultaneamente a rotacao

e a expansao do universo.
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