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Resumo

Neste trabalho fazemos uma apresentacao pouco usual dos fundamentos da
Dinadmica de Campos Térmicos (DCT), onde acrescentamos alguns elemen-
tos novos que sao uteis, tanto para uma boa compreensao do formalismo,
como para servirem de ferramentas de célculo. Definimos os estados tér-
micos da DCT em termos de ensembles estatisticos gerais. Construimos os
operadores térmicos bosonico e fermiénico, que sao objetos de atuacao mais
abrangente que a transformacao de Bogoliubov, operando tanto em operado-
res de campo, como em func¢oes complexas. Considerando, por simplicidade,
o caso do campo escalar real, escrevemos o teorema de Wick da DCT numa
forma mais robusta, o que permitiu a deducao de uma féormula de reducao
para a DCT. A partir desta formula a dedugdao do funcional gerador das
fungoes de Green ¢é imediata. Esses resultados podem ser obtidos no caso
de outros campos. Devido a instabilidade térmica, esta férmula s6 pode ser
implementada nas primeiras ordens da teoria de perturbacao. Como apli-
cacao desta formula calculamos as taxas de decaimento para 3 processos

fisicos no nivel de arvore: béson—boson+bdson, béson—boson-+- - - +bdson



e béson—férmion+anti-férmion. Calculamos também a amplitude de espa-

lhamento em 1 loop para um processo boson-+bdéson—bdson+boson.



Abstract

In this work we present the foundations of Thermofield Dynamics (TFD),
in a not so usual way, where we add some new elements useful for the un-
derstanding of the formalism as well as tools for calculations. We define
the TFD states in terms of general statistical ensembles. We introduce
thermal operators, for bosons and fermions, acting on fields operators as
in c-number functions, generalizing the Bogoliubov transformation. Consi-
dering, for the sake of simplicity, the real scalar field, we derive the Wick
theorem for TFD, in a rigorous way, giving rise as a result a derivation of
reduction formulas for TFD. From this result we obtain a generator func-
tional for the Green functions in straightforward way. These results can
also be derived for the context of other fields. Due to thermal instabilities
this formula can be implemented up to few order in the perturbative ap-
proach. As an application, we calculate the decay taxes for three physical
process at the tree level: boson—boson+boson; boson—boson+- - - +boson;
boson—fermion+antifermion. We also calculate the scattering amplitude, at

the one-loop level, for the process: boson-+boson—boson-+boson.
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Capitulo 1

Introducao

A Dinamica de Campos Térmicos (DCT) foi proposta por Takahashi e
Umezawa como uma teoria quantica de campos térmica de tempo real com-
pletamente estruturada na nogao de espagos de Hilbert [1-3]. Com o apareci-
mento da DCT, como uma versao do formalismo de Matsubara em termos de
operadores, varias aplicagoes tornaram-se possiveis contemplando o fenémeno
térmico dentro do escopo da teoria quantica de campos [1-4|, em particular
explorando representagoes algébricas [5].

A despeito do sucesso e dos desenvolvimentos realizados nas tultimas cinco
décadas, desde a publicacao do artigo de Matsubara em 1955, a construcao
de uma teoria quantica de campos térmica geral permanece um problema
aberto, encontrando dificuldades, por exemplo, na deducao de equagoes de

transporte para sistemas descritos por uma teoria quantica de campos no



espago-tempo curvo [6,7]; ou lidando com a possibilidade de surgirem novas
informagoes experimentais, como em fisica de altas energias, nas transicoes
de fase do estado de hadrons para o estado de plasma quark-glion [8,9].
Em tais situagoes, a DCT aparece como uma forte candidata para novos
desenvolvimentos devido a sua natureza algébrica.

A DCT esté assentada sob duas bases: as regras de conjugagcao til (dual)
e a transformacao de Bogoliubov. A primeira define a duplicacao algébrica
das variaveis dinamicas, e a segunda introduz os efeitos térmicos por meio
da condensacao do vacuo. Por causa desses constituintes algébricos, a DCT
tem se mostrado tutil no desenvolvimento das teorias de campos térmicas, com
particular énfase em grupos de simetria. Isto pode ser verificado quando con-
sideramos que, por exemplo: os geradores da transformacao de Bogoliubov
sao os geradores do grupo SU(2), no caso dos férmions e sdo os gerado-
res do grupo SU(1,1) no caso dos bosons [4]; elementos de g-grupos tém
sido explorados em conexao com a noc¢ao das regras de conjugacao til e da
transformacao de Bogoliubov, introduzindo o efeito térmico por meio da de-
formacao na élgebra de Weyl-Heisenberg [10-12]; a natureza da duplicagao
tem sido analisada em termos de bidlgebras, e também nesse contexto, uma

conexao entre os elementos das algebras de Hopf e das algebras w* foram



sugeridas [13,14].

Consequentemente, o espaco vetorial da DCT é tomado como o espago
de representacao para a algebra de Lie [15]. Com isso as equagoes de movi-
mento em DCT sao deduzidas a partir do estudo dos grupos de simetria de
Galileu e Poincaré [15,16]; as equagoes de Liouville-von Neumann sdo intro-
duzidas para os campos de Kein-Gordon e de Dirac associados com a teoria
cinética [17]; e o limite classico da DCT podem ser identificados |18, 19].
Um elemento caracteristico para essa teoria de representagao das algebras de
Lie é a duplicagao do conjunto de operadores definidos no espaco de Hilbert
da DCT (de fato, esta duplicacao ja esté presente em qualquer formalismo
de teoria de campos que lida com o fendémeno térmico [1]). Tal duplicagao
surge do fato de que os geradores das simetrias e as variaveis dinamicas,
desempenhando o mesmo papel no nivel algébrico, sao distintos no sentido
da dinamica. Este resultado sugere uma associagao entre as algebras de Lie
definidas no espago de Hilbert e as representagoes das w*-algebras [20-22],
em particular, como uma generaliza¢ado do trabalho de Ojima [23] para tra-
tar sistemas fora do equilibrio [16,17]. Este tipo de representagao, chamada
thermo-Lie dlgebras, é 1util porque se estabelece a teoria quantica de cam-

pos térmica de maneira segura do ponto de vista fisico e matematico. Por



exemplo, as regras de conjugacao til em DCT sao deduzidas sob bases gerais
e podem também ser aplicadas a sistemas interagentes; o que nao é o caso
da formulagao original, que é fisicamente bem embasada, mas se restringe a
sistemas livres e encontrava problemas na extensao para o caso interagente.
Fazendo uso dessas termo-algebras, o formalismo da DCT trata consiste-
mente as interagoes por meio de uma teoria de perturbacao anéloga a TQC

al =0.

Objetivo geral.

O objetivo central deste trabalho é construir os elementos da teoria de
perturbacao de espalhamento térmico utilizando o formalismo da DCT, sob
bases rigorosas. Este aspecto nao foi ainda tratado de modo satisfatorio na
literatura.

Neste espirito, obtemos as amplitudes de espalhamento e reacao para
processos ocorrendo em um meio & temperatura finita no nivel de arvore e em
1 loop. Por meio destas amplitudes calculamos as taxas de decaimento para
processos envolvendo bésons e férmions. Estes resultados sao obtidos a partir
de uma féormula de reducao para a DCT que foi deduzida neste trabalho por
meio do teorema de Wick para a DCT. Devido a instabilidade térmica esta

formula s6 pode ser utilizada nas primeiras ordens da teoria de perturbacao.



A partir desta formula obtemos também o funcional gerador das func¢oes de
Green para o campo escalar real, resultado que pode ser generalizado para
outros campos.

No desenvolvimento deste trabalho alguns dos elementos da DCT foram
reformulados, facilitando a compreensao do formalismo. A Duplicacao dos
graus de liberdade da DCT é descrita em termos do conceito de graus de
liberdade auxiliares, que é um ingrediente ja presente na Mecéanica Estatis-
tica Quantica usual. O conceito de estados térmicos é definido em termos
de ensembles estatisticos gerais. Construimos operadores térmicos de Bogo-
liubov bosonicos e fermionicos. Estes objetos simplificam bastante o célculo
dos propagadores térmicos. Escrevemos o teorema de Wick para a DCT
numa forma fechada, que utilizamos para deduzir a formula de reducao para
a DCT, e que também pode ser utilizada na obtencao do funcional gerador

das fungoes de Green.

Estrutura da tese e objetivos especificos.

No capitulo 2 fazemos uma breve revisao dos elementos basicos da Meca-
nica Estatistica Quantica (MEQ), por dois motivos: o primeiro é discutir o
conceito de graus de liberdade auxiliares e o papel que estes desempenham

no tratamento dos fenémenos térmicos; o segundo motivo é demonstrar a



equivaléncia entre a DCT e a MEQ no tratamento de sistemas no equilibrio
térmico. Em seguida introduzimos a duplicacao dos graus de liberdade na
DCT, sendo que os graus de liberdade adicionados podem ser interpreta-
dos como graus de liberdade auxiliares, que sao convenientemente escolhidos
para serem semelhantes aos graus de liberdade ordinarios do sistema de in-
teresse. A duplicagao dos graus de liberdade serve de base para definirmos o
conceito de estado térmico, que consiste numa descricao do estado de equi-
librio térmico de um sistema macroscoépico em termos de um estado puro,
lembrando que estados de equilibrio sao usualmente descritos em termos de
estados mistos. Uma das contribuicoes deste trabalho consiste em definir o
estado térmico em termos de ensembles estatisticos gerais. Na parte final
deste capitulo, a duplicacao é considerada sob um ponto de vista formal,
utilizando-se as termo-algebras no contexto da teoria quantica.

No capitulo 3 vamos construir o formalismo da DCT para o campo escalar
neutro. Para tanto, vamos considerar primeiro um sistema extremamente
simples: o oscilador bosénico com um grau de liberdade. A razao é a de
enfatizarmos elementos algébricos da DCT sem nos preocuparmos com outros
detalhes; mas também porque este simples sistema serve de prototipo para o

estudo do campo escalar neutro. Ainda no caso do oscilador bosoénico simples,
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introduzimos a notacao matricial da DCT, e mostramos que o estado térmico
associado ao ensemble grande canonico pode ser escrito em termos de uma
transformacao unitaria, que é uma transformacao de Bogoliubov, um dos
pilares da DCT, servindo de base para todos os processos de termalizacao
do formalismo. Em seguida todos estes resultados sao generalizados para o
caso de um oscilador bosonico com infinitos graus de liberdade, ou seja, para
o caso do campo escalar neutro. A termalizacao dos operadores de campo é
definida por meio dos operadores térmicos, objetos que foram forjados neste
trabalho, e por meio dos quais podemos obter quantidades termalizadas a
partir das nao termalizadas de maneira direta e em completa analogia aos
calculos realizados para o oscilador com um grau de liberdade.

No capitulo 4 fazemos para o campo de Dirac tudo o que foi feito para o
campo escalar neutro. A estrutura deste capitulo é basicamente a mesma do
capitulo 3.

No capitulo 5 apresentamos mais um ingrediente algébrico da DCT: a
lei de substituigao til [24]. Esta lei, que corresponde a condicao KMS [25],
constitui um elemento essencial na deducgao da teoria de perturbacao cano-
nica da DCT [26]. Com este procedimento, demonstramos, de modo inédito

na literatura, o teorema de Wick para DCT, definindo o conceito de con-

11



tragao térmica entre campos, numa forma completamente anéloga a TQC.
Uma outra contribuigao do nosso trabalho consiste no operador funcional de
espalhamento térmico, em termos do qual o funcional gerador das fungoes
de Green é obtido, e ainda, encontramos uma férmula analoga & formula
de redugao da TQC que relaciona o operador de espalhamento térmico ao
funcional gerador. Este calculo pode ser analogamente realizado para outros
campos como o fermidnico e vetorial, por exemplo. No capitulo seguinte
fazemos um aplicagao envolvendo o caso fermionico. Apresentamos a lei de
substituicao til na forma interagente e discutimos o papel que ela desempenha
no sentido de garantir que a teoria de perturbacao da DCT seja bem definida
em todas as ordens. No final deste capitulo fazemos uma breve comparagao
entre as teorias de perturbagao da DCT, do formalismo de Matsubara e de
Keldysh-Schwinger.

No capitulo 6 fazemos uma breve discussao sobre a formula de reducao
na forma funcional da TQC no intuito de discutir algumas questoes impor-
tantes que surgem quando estamos tratando de fenémenos térmicos, como
a instabilidade térmica, por exemplo. Apresentamos o conceito de ampli-
tude de espalhamento térmico, definidas em [27|, que permite o calculo de

segoes de choque e taxas de decaimento térmicas [28]. Com o intuito de

12



testar a formula de redugao que deduzimos para a DCT no capitulo 5, cal-
culamos as taxas de decaimento térmicas obtidas em [27] para 3 processos
processo fisicos, os dois primeiros envolvendo decaimento boson-béson e o 1l-
timo envolvendo decaimento de um boéson num par fémiom-anti-férmion. No
capitulo 7 fazemos a conclusao da tese apresentando algumas perspectivas

para a continuacao deste trabalho.

13



Capitulo 2

Introducao ao Formalismo de

DCT

Neste capitulo vamos discutir a conexao entre a DCT e a MEQ, para
tanto vamos introduzir o conceito de estado térmico associado a um ensemble
estatistico por meio da duplicacao dos graus de liberdade do sistema. Em
seguida vamos propor duas possiveis interpretagoes para esta duplicacao e
no final do capitulo veremos que a duplicacao dos graus de liberdade pode

ser obtida a partir da estrutura algébria da TQC.

2.1 Graus de liberdade auxiliares na Mecanica
Estatistica Quéantica.

Considere que um sistema quantico macroscopico, S, de volume V' e com-

posto por N particulas, estd em equilibrio térmico a temperatura 7' = 1/4.

14



A média térmica de um observavel O de S é dada por

(O)s= 25" Y e (J|0]J), (2.1)

Jec

onde os Js denotam os microestados acessiveis ao sistema S e compativeis

com condi¢oes macroscopicas dadas em

Ou seja, entre os microestados acessiveis, todos estao contidos numa regiao
de volume V', possuem o ntimero de particulas igual a IV, sendo que a energia
dos microestados pode variar livremente, desde um valor minimo, F,,;,, até
00. O conjunto de microestados C caracterizados pelo peso estatistico e #F7
¢ chamando ensemble candnico. A funcao de parti¢ao candnica Zz, dada por

Zg=Y e, (2.3)

JeC

depende das varidveis macroscopicas fixadas por V, N,T. E a partir da fun-
¢ao de particao que obtemos as fungoes termodindmicas que descrevem o
comportamento macroscopico do sistema S.

A definicdo da média térmica Eq.(2.1) equivale a tratar o estado ma-
croscopico de § como um estado misto, ou seja, como uma superposi¢ao

incoerente dos microestados J € M, podendo, portanto, ser descrito por um

15



operador densidade pg definido por

ps = 25" e PN, (2.4)
Jec

de maneira que, em termos do operador densidade pg, podemos reescrever

(2.1) e (2.3) da seguinte forma
(O)s = Trps0, (2.5)
onde o operador pg satisfaz
Trps = 1. (2.6)

Ou seja, a prescricao que permite obter o comportamento macroscopico do
sistema S em equilibrio térmico a temperatura 7', consiste em caracterizar o
estado macroscopico de S por meio de um estado misto descrito pelo operador
densidade (2.4), que permite o calculo de qualquer obsevéavel O do sistema
macroscopico S via (2.5). [29]

Na teoria quéantica a média de um dado observéavel O, resultante de grande
ntumero de medic¢oes realizadas num sistema §, que se encontra num estado

|1(t)), é instantaneamente dada por

(O)(t) = (¥(D)|O[¥ (1)) (2.7)

16



Na Mecénica Estatistica Quantica (MEQ) argumenta-se que a média esta-
tistica (2.1) resulta naturalmente de uma média do tipo (2.7), quando o
observavel O se refere a um sistema macroscopico S.

Um dos argumentos esta expresso nos postulados basicos da MEQ), os
quais sao formulados para sistemas quase isolados. A menos que o sistema de
interesse seja o proprio universo, todos os sistemas de interesse sao sistemas
quase isolados; ou seja, sempre estamos de fato interessados em subsistemas
de um sistema maior, de maneira que certos graus de liberdade nao observa-
dos sao incorporados naquilo que chamaremos de resto do mundo. Supde-se,
portanto, que o sistema de interesse S, sempre esta interagindo fracamente
com o resto do mundo, o qual é descrito por um sistema quantico que deno-
taremos por A. O espago de Hilbert que descreve o sistema como um todo
¢ dado por Hs ® H 4, de forma que um observavel associado ao sistema S é

dado por O ® I. Um estado genérico de Hs ® H_4 pode ser escrito como

(T(t)) =D [Lws(t)), (2.8)
J

onde |J) sao autoestados ortonormalizados do operador hamiltoniano do sis-

tema S. Nesse temos que a média do operador O é dada por

(O)(t) = D (W () Ws(8))(SO1T), (2.9)

JJ

17



No entanto, como os tempos envolvidos em medi¢oes do observavel O sao
curtos em relacao ao tempo de resolucao do aparelho de medida, porém sao
extremamente longos quando comparados aos tempos envolvidos nos movi-
mentos das particulas que constituem o sistema S ® A, o aparelho na verdade

consegue detectar apenas uma média temporal do valor esperado (2.9)

(0) = (Wr(OW,O){0]J), (2.10)

T
onde o trago sobre a amplitude (U, (¢)|V;(¢)) indica média temporal. O

postulado das fases aleatorias da MEQ afirma que [30]

(Up()W,(t) =0, J#J,

considerando que as fases entre o estados |V ;/(t)) e |¥;(¢)) variam tao rapi-
damente que a média temporal ao longo do tempo de medigao se anula. Isso
significa que a média (2.10) fica

(0) = > (U,(O[W, OO, (2.11)

J

onde as médias {(V;(¢)|¥,(t))} sao dadas pelo postulado das probabilidades
iguais a priori, que sera dado a seguir.
Considere um sistema macroscopico S’, de volume V' e com N particulas,

interagindo tao fracamente com o resto do mundo, que sua energia pode ser

18



considerada aproximadamente constante. Sejam {E;} as autoenergias do

hamiltoniano H do sistema S, ou seja
H\|J) = E,|J).
O postulado das propabilidades iguais a priori afirma que
(U,O,(1) = 1 EyelBE+A
= 0 E;¢[E,E+A]

(2.12)

onde A << FE. Podemos introduzir um operador densidade pg a partir de

(2.12), definindo seus elementos de matriz pg,; na base {J} por

pess = (Vs(t)|¥,(t)),

de onde segue

pe =5 > )],

JeM

sendo que M é definido por
e a funcao g, definida por

QOp = Z 1 (2.14)

JeM
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contabiliza o nimero de microestados J acessiveis ao sistema S’ caracterizado
pelas condigbes macroscopicas dadas por M. O conjunto M de microestados
equiprovaveis é chamado de ensemble microcanénico. Em termos do operador

densidade pg, (2.11) é dado por

(O) =TrprO, (2.15)

onde, é imediato que

TTpE = 1,

Se considerarmos que o sistema S’, em vez de ser o sistema de interesse,
é um sistema composto pelo sistema de interesse S e por um reservatério
térmico & temperatura 7" = 1/, pode-se mostrar, a partir de (2.15) e mais
algumas consideragoes [29,30], que a média macroscopica de um observavel de
S’ é dada por (2.1), o que significa que os ensemble microcandnico e candnico
sao equivalentes, assim como os demais ensembles que sao definidos fixando
outras varidveis macroscopicas como pressao, potencial quimico, etc. Isso
significa que a média (2.9) tomada num estado puro do sistema macrocéspico
S no estado de equilibrio, via o postulado das fases aleatoérias, equivale a
média (2.5) associada ao estado misto descrito por (2.4).

Um outro argumento que tenta justificar que a média (2.1) decorre do
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valor esperado (2.7), consiste em considerar que o nosso conhecimento a res-
peito de um sistema macroscopico S’ € incompleto, ou seja, que ha graus de
liberdade de A, dentro de &', que nao percebemos [31]. Nesta abordagem,
um observavel macroscopico esta associado aos graus de liberdade que co-
nhecemos sendo, portanto, dado por O ® I, de maneira que, se o sistema com
todos os seus graus de liberdade &' = S ® A estiver num estado |¥), o valor

esperado do observavel sera dado por
(0) = (V|0 @ I|W). (2.16)

Sejam {|J)} e {|a)} bases ortonormais, respectivamente, em S ¢ A. Em

termos destas bases, a relacao de completude em &' =S ® A, é dada por

Y [Lay(Jal = 1L

Ja
= 17

a qual utilizada duas vezes no valor esperado (2.16), resulta em

(0) = Z (U|J, a){ala") (J|O| IV, | V). (2.17)

Ja,J'a’
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Considerando (ala’) = 044, teremos

(0) = (ULa)(J|O|T){T, a|¥),

JaJ’
= Y (JLalW)(¥|Ja)(JO]]),
JaJ’
> <Z<J',a|\v><w a>) glory. @)
JJ! a
Seja py um operador densidade, associado ao sistema &, definido nas bases
{I)} e {17} por
(S'lpwl Ty =D (T, al¥)(V|J,a),
ou seja,
po = 31T al W) (], a) (] (219)
J'Ja

A partir da definicao de py, é imediato que

Trpy = Y (JlpalJ),
J

¥ (Z<J,a\\v><wa>> |

J a

= > (U|J.a){J.a|¥),

= (T|D).

Considerando que o estado |¥) é normalizado, teremos

Trpg = 1.
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Em termos de py, (2.18) fica

(O0) = > (J|pul)(JIOT,

JJ’'

= Z<Jl‘p\IIO’J/>7

7

= TrpgyO. (2.20)
Isso significa que o argumento do conhecimento incompleto dos graus de
liberdade de um sistema &’ = S ® A faz com que o valor esperado (2.16),
num estado puro |¥) € &', resulte num estado misto relativo aos graus
de liberdade de S, que sao os graus de liberdade que conhecemos. O que,
assim como os postulados da MEQ), leva & mesma caracterizacao do estado
macroscopico de S em termos de um estado misto.

E importante ressaltar que, nessas duas abordagens, fez-se uso de graus
de liberdade auxiliares, no intuito de se obter a caracterizacao correta do
estado macroscopico como estado misto a partir do estado puro do sistema,
o qual é descrito como sendo composto pelo sistema de interesse mais um
sistema auxiliar. Na primeira argumentacgao, os graus de liberdade do resto
do mundo, na segunda, os graus de liberdade desconhecidos de S’, desempe-
nham o papel de graus de liberdade auxiliares. No entanto, estes graus de
liberade adicionais nao desempenham qualquer outro papel, que o de justifi-

car a correta descricao do estado macroscopico do sistema de interesse como
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estado misto associado a algum ensemble.

2.2 Graus de liberdade auxiliares na DCT e es-
tados térmicos

A DCT também faz uso de graus de liberdade auxiliares com o mesmo
proposito que na MEQ. Entretanto, na DCT, estes graus de liberdade par-
ticipam ativamente junto com os graus de liberdade do sistema de interesse
ao longo de todo o formalismo, servindo de base para uma estrutura rica em
recursos e desdobramentos, como veremos ao longo deste trabalho.

Voltemos ao caso do sistema S, de volume V' e constituido de N particulas,
que esta em equilibrio térmico & temperatura 7' = 1/3. Seguindo os mesmos

passos iniciados em (2.16), definiremos uma média (O) por
(0) = (V|0 @1|W). (2.21)

No entanto, na DCT, escolhemos um sistema auxiliar, que representaremos
por Hg, que é dual’ de Hgs. Isso significa que o espaco total ¢ dado por

Hs ® Hg. Escolhemos também um estado |¥) € Hs ® Hz de maneira que

!'Na préxima secdo definiremos a operacdo de conjugacao dual, chamada de conjugacao
til, que explica com mais detalhes a relagao entre os espagos Hg e Hs. Nesta segao os
espagos Hz e Hs podem ser considerados idénticos sem nenhum prejuizo aos célculos que
serao realizados.
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pw, definido em (2.19), seja igual a pg em (2.4), ou seja,

Py = pPg
= Z;') e PP
JeC

Segundo (2.19), temos

S NIV TR T = 250 e BT
JJJ JeC

o que implica em

J TN, Y = Z5 e PP, vJ, J' €C,
B

J

=0, v.J,J ¢ C.

Portanto, para J, J' € C, teremos

(J TNV, T) = Z5 e 7516550, 5,
= Zgle_ﬁEJ‘SJJ(SJ/%
_(5],]2 1/2 —ﬁEJ,/25 Z 1/2 o BEs/2.
Ou seja, uma condicao suficiente para que tenhamos (2.23) é que
(J,J|0) = 6,725 PP v Jec,

o que significa que

By = 2,12 " e P,
JeC
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onde estamos considerando implicitamente J=J , conforme demanda ¢ 7
em (2.24). Por ora, vamos chamar o estado |¥) em (2.25) simplesmente de

estado térmico e denoté-lo por

0,8) = 252> e By, (2.26)
JeC

de maneira, que conforme o nosso ponto de partida (2.21), teremos
(0) = (0,8l0®]1]0,5),
o qual, segundo (2.20), resulta em
(O) = Trps0O,

= Z;') e g0l

JeC

ou seja, (O) = (O)p ¢ a média do observavel O do sistema macroscopico S
no equilibrio térmico a temperatura 7= 1/[.

Lembramos que o estado microscopico J de um sistema quéntico, cujas
particulas ocupam niveis {j}, é completamente caracterizado especificando-
se os nimeros de particulas {n;} em cada nivel ( o qual é chamado de ntimero
de ocupagao do nivel j) de forma que temos J = {n;}. Seja ¢; a energia de
uma particula no nivel 7. Em termos do niimero de ocupagao, o nimero de

particulas e a energia de um microestado {n,}, sao dados por
N{nj} :an, E{nj} = anﬁj.
J J
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Em termos dessa notacao, o estado térmico (2.26) é dado por

N{n;}=N

~1/2 —_B8EIn, ~
0,8) = z5'* N eIy (3,
{n;}

a funcao de partigao (2.3) é dada por

Zg = Z e—ﬁE{ng‘}7
{n;}

e a média térmica de um operador é dada por

N{TLJ}:N

(O)s = 25" > e PPul({n}|O[{n;}).
{n;}

(2.27)

(2.28)

Vale ressaltar que podemos equivalentemente obter um estado térmico como

|0, B) em qualquer ensemble, o que nos permite descrever estados de equilibrio

caracterizados por diversas variaveis termodinamicas. Seja & um sistema

macroscopico cujo estado de equilibrio é descrito pelo operador densidade

pe, que é definido por

pe = Y pelnd{ng ) ({ng}l,

{TLj}Eg

Y pein} =1

{n]‘}Eg

O estado térmico correspondente é dado por

0,8) = > p i} ),

{nj}Gc‘:
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onde & representa o ensemble estatistico contendo as condi¢gdes macroscopicas
que caracterizam o estado de equilibrio de §. Por exemplo, no ensemble
microcandnico, teremos

0,B) =" > [} {7}, (2.30)

{n;}em

onde Qg e M, ja foram definidos em (2.13) e (2.14). No ensemble grande
canodnico teremos

——1/2 _B(Efn:Y—uNin. ~
0, By = 25,72 Y e PEmImN D2 3 (7)), (2.31)
{n;}€g

onde i é o potencial quimico e G é definido por
G={{m}l Vin}=V, 0<N{n}<oc, E<B{n)<oo}(232)

sendo que o conjunto de microestados G caracterizado pelo peso estatistico
e~AEIn}=uN{n}) ¢ o ensemble grande canonico. Zg, é a fungdo de partigio
grande canodnica, sendo dada por

Eg, = Z e BE{n;}—pN{n;}) (2.33)
{n;}€g

Notamos ainda que as condicoes de normalizacao dos estados térmicos sao
equivalentes as condigoes de que o traco dos operadores densidade sejam

iguais a unidade, e que também equivalem as defini¢oes das funcoes de par-
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ticao. Por exemplo, no ensemble microcanénico, teremos

(0,E|0,E) = Trpg,

=05 >

{nj}GM
=1

)

que implica em

Op = 21,

{'nj}GM

da mesma forma, para o ensemble grande canénico, teremos

<07 ﬁ,u’()? ﬁﬂ) = Trpﬁua

—

Bu
{n;}€g

que resulta em

S e HEm N,
{nj}Eg

Sfu =

o que , é claro, vale para outros ensembles.

_ =1 Z e—ﬂ(E{nj}—M]V{nj})7

(2.34)

Antes de concluir esta secao, vamos voltar a questao da interpretagao

fisica dos graus de liberdade auxiliares. A despeito de termos utilizado os

calculos que foram estruturados na segunda argumentagao, onde o sistema
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macroscopico possui graus de liberdade escondidos, sabemos que ambas as
argumentagoes sao questionéveis na medida em que nenhuma delas esté for-
malmente fundamentada na dindmica do sistema macroscopico. Entendemos
que o papel que ambos os argumentos desempenham é meramente o de justi-
ficar a descricao correta do estado macroscopico em termos do estado misto
caracterizado por um ensemble adequado. Portanto, o leitor fica livre para
interpretar os graus de liberdade auxiliares como um recurso que reproduza
os efeitos do resto de mundo sobre o sistema de interesse, ou que reproduza
o fato de estarmos lidando com um sistema cujos graus de liberdade nao sao
totalmente conhecidos. Qualquer outra interpretacao, que cumpra o mesmo
papel que as duas apresentadas, pode ser equivalentemente adotada. Na
proxima segao veremos que o espaco duplicado Hs ® Hg pode ser obtido
da propria estrutura algébrica da teoria quantica, o que permitird definir

formalmente o espago Hg.

2.3 Duplicacao dos graus de liberdade na DCT

2.3.1 Geradores de simetrias e observaveis

A fim de introduzirmos um formalismo baseado no estado térmico |0, 3)
a partir de consideracoes gerais, assumimos que o conjunto de variaveis ci-

neméticas, V, é um espaco vetorial dos automorfismos em um espago de
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Hilbert Hy. O conjunto V é composto de dois subespacos e é escrito como
V = Vo @ Vyen, onde Vy, consiste no conjunto de observaveis cinemaéticas, en-
quanto que V., consiste no conjunto de geradores (cinematicos) de simetria.
Esta classificacdo de V é usual em teoria quantica (e também em cléssica),
mas neste caso temos V = Vy, = Ve, Isto ocorre porque para cada gerador
de simetria existe um correspondente observavel descrito pelo mesmo objeto
algébrico?.

Deve-se enfatizar que, a despeito da correspondéncia 1 — 1 entre obser-
véaveis e geradores de simetria ser fisicamente embasada, nao existe nenhuma
imposigao mecanica, (de natureza cinemética ou dindmica) a priori para
considerar que um gerador de simetria e o correspondente observavel devem
ser descritos pelo mesmo objeto matematico. De fato, estamos livres para
considerar uma situacao mais geral. Aqui consideramos a mesma correspon-
déncia entre geradores e observaveis, mas V,, € Ve, serao considerados como
diferentes entre si. Ou seja, Vop € Vge,, serao descritos por diferentes aplicagoes
em Hrp. Para enfatizar esta diferenca, denotaremos elementos arbitrarios de
Vo, por A e por Ao correspondente elemento em V.. Agora analizaremos

a consequéncia de tal condicao de separabilidade em uma situacao geral.

ZNesta segao seguiremos de perto os resultados das referéncias [5, 14, 15]
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2.3.2 Algebra de Lie duplicada

Tomando Hp como um espago vetorial para a representagao da algebra

de Lie [, podemos escrever

[A\i, A\]] = Z'ijzzl\k, (2.35)

onde A\Z € Vyen- A presenca do nimero imaginério ¢ serve para enfatizar que
estamos tratando com uma representacao unitaria de I.

A Eq.(2.35) mostra que temos uma representagao para [ em termos dos
operadores do tipo A Contudo, como Hr é o espago de representagao, deve-
mos considerar os operadores do tipo A (de modo contrério teremos apenas
a representacao usual). Consequentemente temos relagdes de comutagao adi-

cionais entre os operadores A e A, e entre os operadores A. Ou seja,

(A, A = iffAs, (2.36)
onde Z-’;» e gfj sao constantes de estrutura a serem fixadas. Observe que estas
relagoes de comutagao Eqs.(2.35)-(2.37) descrevem uma algebra de Lie (a ser

denotada por I7) que é um produto semi-direto de duas subélgebras,Vy., e

Vobs, sendo Ve a subélgebra invariante. A razao para isto é uma imposi-
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¢ao fisica. Desde que os operadores A descrevem observaveis cinematicas,
a Eq.(2.36) é interpretada como a agao infinitesimal da simetria gerada por

~

A; no observavel A;, resultando em outro observavel dado por i f{;Ak. Aqui

tomamos fl = gf; = ¢} [18].

2.3.3 Regras de conjugacao til

Algumas propriedades da algebra [, que serao uteis no estudo das repre-

sentagoes, podem ser imediatamente deduzidas. Definindo a variavel A,

A=A— 4, (2.38)

as relagoes de comutagdo dadas por Eqs.(2.35)-(2.37) s@o agora reescritas

como

[Zi, Z]] = —ZCZZk,
[4;,A;] = 0. (2.39)

Este resultado mostra que a duplicagao dos graus de liberdade foi introduzida,
em comparagao com a teoria de representagao de grupos padrao (irredutivel).
Esta é uma consequéncia direta da separabilidade entre as aplicagoes em Hp

descrevendo os geradores de simetria e aquelas descrevendo os observaveis.
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Tal duplicagao pode ser descrita como uma aplicagao em V = V,, @

Vyen, oU seja, A : V — V, denotada por AMAX = A satisfazendo as seguintes

condigoes:

(AT = AA,
(CAZ' + A])v = C*Ai + Aj,

(AT = A

Estas propriedades sao chamadas regras de conjugacao til.

(2.40)
(2.41)
(2.42)

(2.43)

O espaco Hz definido nesta segao é portanto, obtido a partir das regras

conjugacao til aplicadas do espago Hs. Chamaremos os graus de liberdade

auxiliares associados a ‘Hz de graus de liberdade til.
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Capitulo 3

Campo escalar real na DCT.

Nesta secao aplicaremos o formalismo da DCT para o caso do oscilador
bosonico com um grau de liberdade. Com isso ganharemos novos elementos
para o estudo dos campos térmicos. O processo de termalizagao serd imple-
mentado via a duplicagao algébrica dos graus de liberdade e a transformacgao
de Bogoliubov sera introduzida diretamente para os operadores de campo:

um resultado importante para calculos e inusitado na literatura.

3.1 Estado térmico do oscilador bostnico com
1 nivel: sistema OB..

Seja OB, um oscilador harmoénico quantico com 1 grau de liberdade, o

qual chamaremos de nivel €, descrito pelo operador hamiltoniano H, dado
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por

H = ed'a (3.1)

onde os operadores de criacdo e destruicdo, respectivamente, a' e a, satisfa-

zem a algebra

O operador numero IN é definido por
N =dla, (3:3)
sendo que, a partir de (3.2), podemos verificar que
[N,a'|=d', [N,a] = —a. (3.4)

Considerando (3.4), pode-se mostrar que o espectro de autovalores de IN ¢é
dado por {n =0,1,2,-- -} e que os respectivos autoestados ortonormalizados,

denotados por {|n),n =0,1,2,---}, sdo dados por

In) = 10, (3.5)

I'Estamos adotando o sistema de unidades com h = 1.
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de forma que um autoestado |n) contém n particulas. Os autoestados de N

satisfazem

Nln) = nJn), (3.6)

(mn) = 0pn . > _|n)(n| =1. (3.7)
Em termos do operador niimero, o hamiltoniano pode ser escrito como
H =e€N. (3.8)

Assim, o espectro de autoenergias de H é dado por {€, = neln =1,2,---},
sendo que os autoestados s@o os mesmos de IN, os quais, conforme (3.7),
expandem o espaco de Hilbert do sistema OB.. Um autoestado |n) descreve
n particulas no nivel €, possuindo, portanto, energia igual a ne. O autoestado
|0) ndo contém nenhuma particula. Por isso é chamado estado de vacuo, o

qual, conforme (3.6), satisfaz
al0) =0, (0la' = 0. (3.9)

A fim de construir o formalismo da DCT, temos de duplicar os graus de
liberdade do sistema em acordo com as regras de conjugagao til, Eqs.(2.40)-
(2.43), ou seja, os operadores til tém de ser introduzidos. No caso do sis-

tema OB, isso quer dizer que temos de introduzir os operadores {af, a, N =
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a'a, H=¢eN }. Aplicando as regras de conjugagao til para a algebra dada

em (3.2), obtemos
[@,a'] =1, [a,a] =[a',a'] =0, (3.10)

e, aplicando-as nas egs.(3.6)-(3.8), obtemos

<
w = Sl

S R@E =1 ) = o

NR) =a[R) , H[R) = neln)

Assim temos um oscilador harménico auxiliar relativo ao grau de liberdade
til, que denotaremos por E’)\B’E, com o espaco de Hilbert 7:26. Na DCT construi-
mos o grau de liberdade til de maneira que ele seja independente do ordinario.
Temos, portanto, que a algebra entre os operadores til e ordinarios é dada
por

[a,d) = [a,a'] = [a',a] = [a',a'] = 0. (3.11)

Lembramos que a relagdo (2.39) se refere a observéveis, por isso s6 estéa

indiretamente relacionada a (3.11), ja que os observaveis (ordinarios e til) do

sistema OB, U OB, sio {H, H,N, N}, e nao os operadores {a,a,a’,a'}.
Conforme ja discutimos na primeira se¢ao, o papel que os graus de liber-

dade til (auxiliares) desempenham no esquema da DCT, consiste em fornecer
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as bases para a descricao macroscopica do sistema de interesse, neste caso, o
sistema OB,. Isso significa que a duplicagao do grau de liberdade de OB, nao
implica que estamos, de fato, acrescentando fisicamente um outro oscilador
harménico idéntico ao original. O que estamos acrescentando é um recurso
do formalismo, que, conforme as duas possiveis interpretacoes da MEQ apre-
sentadas, ou simula o efeito da interacao fraca do resto do mundo sobre OB,
ou considera que estamos descrevendo um sistema cujos graus de liberdade
nao sao totalmente conhecidos. A energia do sistema OB, continua sendo,
portanto, H = €N, porém, conforme vimos em (2.38), o gerador das trans-
lagoes temporais H do oscilador duplicado, cujo espago de Hilbert ¢ H, ®7:Ze,

é dado por

Considere agora que o sistema OB, possui N particulas e estd em equilibrio
térmico a temperatura 7%. Denotemos o niimero de ocupacao do nivel j = €

por n; = n.. O microestado de OB, ¢ dado por J = n,, sendo que o nimero

2Esse sistema ndo possui volume definido.
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de particulas e a energia do sistema neste microestado sao dados por

N,, = an, E, = anej, (3.12)
e j=c

= N, = 7€,

Conforme (2.27), o estado térmico |0, 5) associado a esse sistema é dado por

ne=N

0.8) = 2,7 3 e Png ),
{ne}

_ Zﬂ_1/2 Z e_ﬁ”GE/Q\nE,'ﬁJ,

ne=N
= Z;'Pe NN N). (3.13)

A condicao de normalizagao deste estado térmico resulta em
(0.80.8) = Z3'ePN(N,NIN,N),
_ Zg_l e 0N
=1

)

e, portanto,
Zg = e PN, (3.14)
Substituindo (3.14) em (3.13), obtemos

|0’6> = |N7N>7

(a")N@H™ =~
NIN!
(afah)V =~
= T\o,@, (3.15)
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onde fizemos N = N, como vimos em (2.24). Note que o estado térmico
(3.15) desse sistema em particular ndo depende da temperatura. Vejamos
como isto estd em acordo o que esperamos para o estado de equilibrio desse
sistema. Como vimos em (3.12), a energia do nosso sistema é constante, pois
o Gnico microestado que satisfaz a condi¢ao N,,, = N é n. = N. Isso significa

que a média térmica da energia tem de ser igual a €N, ou seja®

(H)s = (0,8/H|0,8) = (N, N|H[N, N),
= (N|H|N)(N|N) = e(N|N|N),

= €N,

como deveria ser.

Considere agora que o nosso oscilador bosoénico atingiu o estado de equili-
brio, trocando calor e particulas com o meio externo, a temperatura 7' = 1/
e com o potencial quimico p. Conforme (2.31), o estado térmico que descreve

esta situacao é dado por

0, B = 25,2 Y e EnemiNnd 21 5. (3.16)

ne€g

e, conforme vimos em (2.34), a sua condi¢ao de normalizagao resulta em

— —B(Ene—1Nn,
Egy = Z e 2 )7
ne€yG

3 A partir de agora denotaremos O®1I simplesmente por O, sem risco de causar confusio.
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onde G ¢é definido por

G = {nJ 0<N, <0, 0<E, <o},

Portanto, a funcao de partigao Zg, ¢ dada por

oo Np.=

Sp. = Z Z e Ble=mne

N=0 {nc}

- Z Z —B(e—p)ne

N=0n=

— Z e~ PBle—m)N
N=0

1
= 1B (3.17)

Quanto ao estado térmico (3.16), temos

|07 ﬁ'u> - E/;:/Q Z e_B(E{nE}_NN{ne})/QynO ﬁe>a
ne€g
oo Np.=

_ Y S e, g,

N=0 {nc}

)
= E;:/2Z Z e—ﬁ(e—u)n6/2|n€’ﬁ€>

N=0n=N

0

——1/2 B ~
= 5,7 ) ¢ MEINEINL N, (3.18)

I
N=0
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Neste caso a média térmica da energia é dada por

<H>5# = <07 BM|H|07 ﬁﬂ))

— Egﬁ Z e~ Ble=m) (N +N)/2(N’, N'|H|N, N),

N,N’'=0
(o)

- B
N,N’=0

oo
_ =1 —B(e—u)N
= Hﬂug e eN.
N=0

Podemos escrever este ultimo resultado da seguinte maneira

o d &,
<H>5M = ‘:ﬁ;(_ed_)ze N|x=6(eﬁu)7

=1l
a Hﬁ“( de)l—e—x

ee_ﬁ(e_#)

——1

—Bu (1 _ efﬁ(efu))Q ’

Utilizando o resultado (3.17), temos

eeBle—n)

How = T pew

€
eﬁ(efﬂ)*l ’

= eng(e),

onde np(€) ¢ funcdo de distribui¢do de Bose-Einsten

€N e, considerando (3.19), ¢ imediato que

(N) s = np(e),
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(3.19)

. Lembrando que H =

(3.20)



como deveria ser.

Até agora nada foi feito além reescrever os ingredientes basicos da MEQ
em termos de estados térmicos, que sao estados puros no espaco de Hilbert
He® ﬁe. Isso foi feito pela consideracao de graus de liberdade auxiliares til,
que sao semelhantes aos do sistema de interesse. Na secao seguinte veremos
que esta escolha nos permite definir, em particular, o estado térmico (3.16)

em termos de uma transformagao de Bogoliubov.

3.2 A transformacao de Bogoliubov bosonica
para o sistema OB..

Nesta se¢ao veremos que o estado térmico bosoénico |0, Su) pode ser escrito

como?*

10, B} = p(05,)10)) (3.21)

onde %p(03,) € uma transformacao unitaria, que também séra utilizada para
definir transformacoes nos operadores {a,a’,@,a'} do sistema OB, ® 535.
Dizemos que o operador %3, termaliza a teoria duplicada a 7" = 0. Es-
sas transformacoes nos permitem realizar célculos de quaisquer quantidades
associadas a um sistema no estado de equilibrio algebricamente, sem a ne-

cessidade de realizarmos as somas sob os microestados do ensemble grande

“Denotaremos o vécuo da teoria duplicada, para todas as teorias, por |0,0) = |0)).
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canonico. Considerando que os campos bosonicos livres da TQC sao como in-
finitos osciladores harmoénicos da mesma forma que OB,, veremos que todos
estes resultados podem ser generalizados para o caso de campos bosonicos a
temperatura finita.

Substituindo a eq.(3.15) em (3.18), temos

oo 5T\ N
——1/2 —B(e— (a'a')
0.81) = Ep,7 eI 0)),
N=0 ’

o (e—ﬁ(e—u)/2aTaT)N

. =—1/2
— —Bu Z N ’O>>7

N=0

— EE:L/Q exp (e Em/24151)|0)),

Utilizando o resultado (3.17), segue
0.81) = (1—e ) Pexp (e 2atal)|0)).  (3.22)

Considere a seguinte notagao

eBle—n)
coshfs, = CEGTEE = u(fg,), (3.23)
. 1
sinh g, = (Fei — 1)1z = v(0g,), (3.24)
tanh @, = e Pe1/2 (3.25)

45



que sao defini¢oes consistentes, ja que

u?(0s,) — v*(05,) = cosh®fs, —sinh® 0,
1 e Ble—p)
T 1 _eBlewn  1_eBlen’
1 — ¢ Ble—p)
= T osen
- 1. (3.26)

Note que a temperatura 7" = 1/, o potencial quimico p e a energia € estao
implicitamente consideradas no parametro 3, segundo as defini¢oes dadas
nas eqs.(3.23)-(3.25). Substituindo as definigoes (3.23) e (3.25) em (3.22),

obtemos
0; Bu) = cosh™ 95uetanh95““TaT\O)>. (3.27)
Considerando as seguintes relagoes

@a@0)) =0 = e meohon)) — |0y), (3.28)
a'a0)) =0 = e~ imeoshOaalg=IncoshOz.ale|g)) — o)), (3.29)

_aa‘0>> -0 = e—lncoshegu?if?ie— lncosheﬁuafaetanhelgu(—a?i)‘0>>

=10)), (3.30)
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podemos reescrever (3.27) como

, tat ata — f
fo,ﬁu) — cosh leﬂuetanhagua aly Incoshfg,a ae Incoshfg,a'a
% 6tanh9/5#(—aa)|0>>’
tanh 0g,afat e~ Incosh g, (@'a+ala)

= cosh™' fs,e

x  etehOon(=aa)|g)), (3.31)

e, considerando [a,af] = 1, temos que o termo cosh™ 05, pode ser reescrito

como

cosh™ Opn = e meoshOon
] (332)
resultando em
tat atat(a,at)+al —a
10 Bp) = etanhOua’@ o= Incosh0, @ a+@a")+ata) ptanh 05, (~3a) )

6tanh 0suatat e Incosh g, (@at+ata) etanh 03, (—aa) |0> > 7

— etanh O atal e~ Incosh g, [a'at,—ad] etanh 03, (—aa) |0> > ’

= ¢ fpul@a—alal) gy (3.33)

onde utilizamos a identidade

tat _lncos tat _ag _a 9,5, (Ga—alt
etanhﬁgua a, In cosh fg,[aTaT, aa]etanhegﬂ( aa) _ e 03, (aa—a'a ) (334)
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Note que o argumento da exponencial (3.33) é anti-hermitiano, o nos permite
definir o operador hermitiano ¥5(03,) por
G5(0p,) = —i0,(aa — a'al), (3.35)
de forma que, em termos de (3.35), o resultado (3.33) pode ser escrito como
10, Bu) = Up(654)10)),
= e "ln|0)), (3.36)
onde %5(0p,) ¢ o operador que transforma |0)) em |0; Bu). E imediato que
Up(03,) € unitario, ja que ¥5(0g,) € hermitiano. A partir de agora denota-
remos o estado térmico |0, fu) em termos do parametro 63, por |0, 68s,).

Veremos, a seguir, que o operador %p(6g,) é uma transformacao de Bo-

goliubov, sendo ¥5(03,) o gerador desta transformacao.

3.2.1 A termalizacao dos operadores do sistema OB, | J @\lg’e.

A partir do operador unitario %p(6s,), introduzimos a termalizagao dos

operadores {a,a’,@,a'}, que é definida por

a(Os) = Up(0s)a%O5,) (3.37)
a'(03,) = Up(05,)a' %05, (3.38)
a(0s,) = Us(0p.)a%}Os0), (3.39)
A Op) = Up(0p.)3 %3(03,). (3.40)
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Uma propriedade destas definigoes é que

a(03,)|0;0p,) = %B(eﬁu)a%g(eﬁﬁ%B(eﬁu)‘Oa6>a
= Up(03.)al0)) =0, (3.41)

a(0pu)|0;05,) = 0. (3.42)

Portanto |0;6g,) ¢ um estado de vacuo para os operadores a(f3,) e a(fs,),
mas nao o é para os operadores a e a. Neste sentido, |0;63,) é um estado
puro para os operadores térmicos, e um estado térmico para os operadores
nao térmicos; esta é a razao pela qual |0; 0g,) é usualmente chamado de vacuo
térmico.

Vejamos como calcular a(fs,), dado na eq.(3.37).

a(lp.) = Up (Q@)CL%BT (051.)

— o B0) 4078 O5,)

> a,i%BGM ()
_ Z[ (!ﬁ)]

0

n

[CL ZgB 05“ > (l gB eg )] (2n+1)
+ Z (2n + 1)! '

I
Mg

(3.43)

Il
=)

n n=

Considerando a definicao de ¥5(03,) na eq.(3.35) e a algebra dos operadores

{a,a’,a,a'} dada nas eqs.(3.2), (3.10) e (3.11), podemos verificar que os
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comutadores da expressao acima resultam em

(@, 195(05,)) " = [, 95(05,)), - - i98(05.)] = (05.)*"a,
(@, i%5(05,)) ") = |- 0, 95(0p,)], -+ 195(0p)] = —(0,)*"+al,

de maneira que (3.43), fica

a(s.) = Z

n=0

2n+1

2; 2n+1 "

= cosh QBMa — sinh 0,a',

= u(fp.)a —v(fs,)a. (3.44)

Usando as regras de conjugacao til e a conjugacao hermitiana no resultado

(3.44), podemos obter as seguintes relagoes

a(fs,) = u(Bs.)a—v(0g,)al, (3.45)
@'(05,) = —v(0.)a+u(0s,)a, (3.46)
a(0s,) = u(fs,)a—v(0s,)al, (3.47)
a'(0s,) = —v(fs.)a+u(Bs,)al. (3.48)

Considerando as defini¢oes (3.23) e (3.24), vemos que as relagdes (3.45) e
(3.46) definem uma transformagao de Bogoliubov para os operadores bosoni-
cos {a, a'}, assim como as relagoes (3.47) e (3.48) definem uma transformagao
de Bogoliubov para os operadores bosonicos {a,a’} [1]. A partir de agora
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iremos nos referir ao operador %z(f3,), ou as relacoes (3.45)-(3.48) como
transformacao de Bogoliubov para bosons. Note que a transformacgao de Bo-
goliubov mistura os graus de liberdade ordinarios aos graus de liberdade til.
Encontrar a transformacao de Bogoliubov é, de fato, um resultado interes-
sante que deriva da escolha de graus de liberdade auxiliares semelhantes aos

ordinérios.
3.2.2 Notagao matricial para o sistema OB, 5[36.

Como a agao da transformacgao de Bogoliubov sobre os operadores bosoni-
cos {a,a’,a,a'} é linear, podemos reescrever as transformacoes (3.45)-(3.48)

por meio de uma notagao matricial, que sera dada por

(2ti)) - (2 ) (a). o
(5o ) = () ) (%) e

As componentes sao definidas por

ISTRSY
— =

a, = a, ai =a',
ay = &T, a
U_l(eﬁu)ll = u(eﬁu)a U_l(eﬁu)u - —v(%u),

Uﬁl(eﬂu)ﬂ = —’1}(9@), Uﬁl(eﬁu)ﬂ:u(eﬁu)v
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Em termos dessa notagdo podemos reescrever as transformagoes (3.45)-(3.48)

da seguinte maneira

as(0s,) = U™ (Opu) aas, (3.51)
a!y(0p,) = U™ (0p) aal;. (3.52)

Em termos desta notagao, podemos também escrever a algebra dos operado-

res {a,a’,a,a’}, dada em (3.2), (3.10) e (3.11), da seguinte maneira
laa,al] = Tas, (3.53)

onde 7 é a matriz
. 1 0
N0 -1 )7

os demais comutadores sendo nulos.
Propriedades da matriz de Bogoliubov bosoénica.

Uma consequéncia da unitariedade do operador %p(63,) nas definigoes
(3.37)-(3.40) & que a termalizagao dos operadores {a,a’,a,a'} é uma trans-
formagdo candnica, ou seja, os operadores termalizados {a(,),a’(0,),

a(05,),a"(05,)} também satisfazem algebra (3.53). Por exemplo, considere o
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seguinte comutador

[a(0p)4,a'(0p)8] = a(03,) 40" (05)5 — a'(05.) 5a(05,) a,
= Up(03,)an(05,)Us(05,) a3 (05,)
— U (0p) U 05, U (0p)aa i (03,),
= Up(Opn)anas U (0p.) — Us(05,)alsan(05,),
= Up(Opu)(analy — alan) %} (0p,),
= Up(Op,)lan, ap)%5(05,) = TanUn(05,) U3 951,

= TAB,

o que, é claro, pode ser feito para os demais comutadores. Por exemplo,

considere

(008,04, a(0,)8] = Up(0p,)[an, ap) % (0p,) = 0.

Vejamos como este fato também se traduz por meio das propriedades da
matriz de Bogoliubov bosénica U~*(0s,). Considerando a relagao (3.26) e a

definigao de U~1(63,), que é dada por

o= (25 o)) oo
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podemos verificar as seguintes propriedades

U™ (0p.) = U™ (0p4), (3.55)
U(Op) = TU (03,7, (3.56)
U Y 05,)TU 1 (05,) = T. (3.57)

Podemos verificar a invariancia da algebra (3.53) sob a ac¢ao da transfor-

magcao de Bogoliubov
[a(Bs)a: 0 (05,)8] = (U™ (0s,) acac, U™ (8p,) ppab).
= U™ (0p)acU™" (95u)mplac, ap),
considerando (3.53) e o fato de que a matriz U~ '(fg,) é simétrica, temos
= U (03)acU™" (0pu) BDTCD,

= U ' (0pu) acTenU " (05.) 0.

Por fim, considerando a propriedade (3.57), temos

[a(eﬁu)Aa &T(eﬂu>3] = TAB, (358)

como ja haviamos concluido anteriormente.

Exemplo

As relagoes transformacgoes de Bogoliubov sao muito praticas na realiza-

¢ao de alguns calculos. Consideremos, como exemplo, o calculo da média
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térmica (IN) do operador N = a'a, que é dada por

(N)g, = (0;05,la'al0;0,) = (0;0[e™2 @) qf ae=*5%1)|0; 0)

_ <0’ 6|6—’&{43(—95#)a[TeigB(—eﬂu)e—igB(—gﬁu)aeigB(—Gﬁ‘u) |07 6)

= (0:0la"(—0pu)a(—05,)[0; 0)-
Considerando (3.45) e (3.47), temos

(N = (0:0[(u(~0g0)a" — v(=03,)a)(u(~0p.)a — v(~03,)a")[0; 0),

= {0;0l(u(B,)a + v(0p,)a) (w(Bs,)a + v(B5,)a") 0; 0),

e—Ble=n) 1

= 2(03,)(0300a@"050) = v*(03) = T35 = T

= npg(e), (3.59)

que ¢ o mesmo resultado que obtivemos em (3.20). Para obter (3.59), utili-

zamos as seguintes propriedades

[a,a’] = 1, (0;0la' =0, a|0;0)=0.
u(—=0p,) = u(0p.), v(=05.) = —v(s.)

e a defini¢ao (3.24).
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3.3 Estado térmico do oscilador bosénico com
infinitos graus de liberdade: sistema OB.

Considere que um oscilador bosoénico, denotado por OB, com infinitos

graus de liberdade, é descrito pelo hamiltoniano H, que é definido por

i= | éw];

onde os operadores de criacao e destruicao, respectivamente, a

epatap, (3.60)

.I.

5 € ap, satisfa-

zem a algebra °
[ag, af] = 2n)*6(F— @), ap. ag) = [af, al] = 0. (3.61)

Seja N o operador nimero, definido por

&p

_ / R (3.62)

considerando a algebra (3.61), obtemos
[N,a;] = a; . [N, az] = —ag, (3.63)
e, a partir de (3.63), verificamos que os autovalores de IN sao dados por

d*p

N{nz} = V/ W”ﬁ; (3.64)

5 A rigor estamos lidando com um sistema de grandes dimensdes, porém antes de tomar-
mos o limite termodindmico. Assim sendo, o nosso sistema possui um volume finito V', de
maneira que a funcéo delta de Dirac que estamos utilizando é definida por §(p'—q) = Vdzg,
onde dp7 = 1,se P = ¢, e 657 = 0, se § # ¢, e ainda, as integrais em P, sdao tais que

dp
Vf (27r})73 — Z;‘;"
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onde ny=0,1,2,--- e V é o volume do sistema. Os autoestados ortonorma-

lizados de N, denotados por {|{nz})}, sdo dados por

1 al: \""
{ns}) = 1;[ N (ﬁ) 0), (3.65)

satisfazendo

N|{nz}) = Ningtl{ng}),
<{nﬁ}|{n%}>=H5nﬁn; o> Hmh (g} = 1. (3.66)

{nz}

Isto significa que os estados {|{nz})} formam uma base para o espago de
Hilbert H do sistema OB.. Podemos verificar que os vetores {|{nz})},

também sao autoestados do hamiltoniano H, ou seja,

Hl{nz}) = E{nz}l{nz}),

I
= v [ Gntngh). (3.67)

sendo E{nz} a autoenergia do sistema no autoestado [{nz}).

O sistema OB, pode ser visto como uma cole¢ao infinita de osciladores
harménicos independentes, um para cada nivel 5 € R3. Cada um desses
osciladores é descrito por um espago de Hilbert H; que possui a mesma
estrutura do espaco H,, associado ao oscilador OB,, ou seja, cada nivel p

do sistema pode ser ocupado por ny particulas, sendo que n; ¢ o nimero de
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ocupagao do nivel p. Como os graus de liberdade associados aos diferentes
niveis p, sao independentes, o espago de Hilbert associado ao sistema OB,
pode ser escrito como H = ®;H;, onde os espacos {H;} sdo ortogonais entre
si. [32,33]

Da mesma forma que fizemos com o sistema OB, vamos introduzir os
graus de liberdade auxiliares til por meio dos operadores {Zi;, ag, N , H }, da
base {|{n})} e, por fim, do espago H = ®5ﬁ5. Com as regras de conjugacao
til, podemos imediatamente obter a algebra dos operadores til a; e 5;, que

fica

(a5, a0 = (20)*6(F— @) , lagaz = [al,al] = 0. (3.68)

P D
Podemos obter também as demais relagoes que definiem o sistema OB, € o

seu respectivo espacgo de Hilbert H = ®ﬁﬁﬁ, que sao

~t

1 Q-

{ns}) = = =

SN =1 . ) =[]0,
{nz} 2

B By

N|{nz}) = V/W”ﬁ|{ﬁﬁ}> . Hl|{mg)) = V/@T)gﬁﬁeﬁ|{ﬁﬁ}>-

) ,, 0, (3.69)

Como os operadores bosonicos til e ordinarios sao independentes, a élgebra

que descreve a relagao esses operadores é dada por

lag, ag] = laz.ay) = [al, dg) = [al, @l = 0. (3.70)



Nesse caso o oscilador duplicado é descrito pelo espagco de Hilbert H ® 7'~(,

cuja base ortonormalizada {[{n;}, {nz})} ¢ dada por

al " at\'"”?
o ) = [ ( ﬁ> - ( ﬁ> ). (37)

p D

E neste espaco que construiremos o estado térmico associado ao sistema
OB..

Agora vamos generalizar o resultado (3.36), referente ao sistema 513’6,
para o caso do sistema Z’)\Boo. Dadas as semelhancas entre os sistemas 65’6
e Z’)\Boo, veremos que os calculos sao completamente analogos.

Considere que o sistema OB, estd em equilibrio térmico a temperatura
T =1/ e com um potencial quimico p. O estado microscopico do sistema
OB, ¢é dado por J = {nz}. Segundo (3.64) e (3.67), o ntumero de particulas

e a energia de OB, num microestado {n;}, sao dados por

a’p a’p
=2 =D
i i
e segundo (2.31), o estado térmico do sistema OB, neste estado de equilibrio
é dado por
oo N{nz}=N
1/2 n ng ~
0,8p) = 25,2 D7 e AEOA NI 0y (FR)). (3.72)
N=0 {ng}
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onde a funcao de particao é calculada da seguinte maneira

oo N{nz}=N

Eﬁ# = Z Z B(E{nz}— MN{np})

N=O0 {np)
00 N{np} N 00 N{np} N

= Z Z pleg—mng Z Z H —Bleg—p)n
1
=11 Z e~ Aler—mng — H T (3.73)

pra:
Considerando que a base do espago H ® H ¢ dada por (3.71) e , realizando
manipulacgoes semelhantes aquelas utilizadas no calculo da func¢ao de particao
Epu, temos que (3.72) fica

oo N{nz}=N 1 atat\ e
o = =Y S H (V) o

N=0 {ngz} I

e oo N{nz}=N —B(ep— ,u)/2 p ;;
S M Sl | Eol o),

N=0  {np} 7

B(Eﬁ_ﬂ)/2atﬁji- 3
. =—1/2 'y
- =Y d.( > 0)),

P nyp=0

——1/2 L e ~
- S Lo (i)
i

Considerando o resultado (3.73), temos

~Bley—n)/2 i =t

0,80) = [0 — ezl amB oy (374
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3.4 A transformacao de Bogoliubov para o sis-
tema OB..

Analogamente a notagao dada nas Egs.(3.23)-(3.25), introduzimos

eﬂ(eﬁ_“‘)/Q

u(@%u) = cosh 9’5’# = (efles=r) — 1)-1/2 (3.75)

) S 1
v(0f,) =sinh 0}, = (P — 1)-1/2 (3.76)

tanh¢f, = e P/ (3.77)
em termos desta notagao, (3.74) fica
0,8u) = ] cosh™ 65 et =t ueiiiio)). (3.78)
2

Vemos que o estado térmico |0, Bu) é um funcional do parametro Ggw por-

tanto iremos denoté-lo por |0;63,). Analogamente as eqgs.(3.28)-(3.30), temos

aagl0)) =0, ajagl0)) =0, —azizl0)) =0

N H 6_% In cosh Ggu (?i;;?if,-‘,—a;aﬁ) 6% tanh Ogu(faﬁaz;) |O>> _ |0>> ’

p

de maneira que (3.78) fica

5 L P f=t 1 Pt~ T
|O;‘9ﬁu> _ HCOSh_lggﬂthanheﬁ“aﬁaﬁe Vlncosh%u(aﬁap—i-aﬁap)

P
1

x v b G, (—ailip) )y, (3.79)
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Lembrando que, para um sistema de dimensoes finitas, temos

g al] = (285~ ),
= OpgV,

de tal maneira que, para p'= ¢, temos
[ag, a})

=1 (3.80)

Utilizando este resultado, podemos fazer como em (3.32), ou seja,

—1 P o H —1ncosh0gH
H cosh % = e ,
P

—

_ H o~ v Incosh 05 laz.al) ’
que, substituido em (3.79), resulta em

|07 9,8#> _ H e + tanh Gp (a;a';) o~ < In cosh 9gu(a;aﬁ+ [55,5;;]+a;;a5)

—

p
« e‘l/tanhﬁ (— aﬁ?iﬁ)’()»,

_ H o tanh 0% (a pa:;)e—% In cosh 0% (a5 +alay)

p
« 67 tanhé ( a555)|0>>’

_ H ev L tanh 9p E;)e 1ncosh0p [aaaa —agag]

% 6‘1/tanh0 — |0>>

_ H e < tanh 05# (a;;?i;) o < In cosh ng [a;g,?i;,faﬁ?iﬁ]

—

p
% 67 tanh9 ( aﬁaﬁ)|0>>’
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Utilizando a identidade (3.34) para cada nivel p, teremos

[ltt. CL A5
0:8) = J b oy),

p
= ¥ Dpfhu(a )| )y,

*p 07 aTat—ZL’~a~
— ol @or e ). (3.81)
Definindo o operador ¥5(6g,) por
S &P oo -
Gpl0p,] = —i / (2@39@ (Gpay — atal), (3.82)

temos que o estado térmico |0; Su) associado ao sistema OB, no estado de

equilibrio a uma temperatura 7" e potencial quimico u, pode ser escrito como

10; 8p) = %pl05,4][0)),

e”elnlj0)),

onde % [0p,] ¢ um operador unitario que transforma o vacuo do sistema
OBs ® OBs no estado térmico 0; Bu). Dizemos que % [6g,] termaliza o
vacuo do sistema duplicado |0)).

E importante notar que, no limite V — oo (infinitos modos), o vacuo
térmico |0; Bu) deixa de ser unitariamente equivalente a |0))%. Esta é a

principal caracteristica da transformacao de Bogoliubov, junto com o fato de

que a canonicidade algébrica é preservada [1].

61sso implica que os vacuos térmicos a diferentes temperaturas nio sio unitariamente
equivalentes nesse limite.
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3.4.1 A termalizacgao dos operadores do sistema OB, |J 6\500

A termalizacao dos operadores {az, 5;, az, a;} é definida por

ap(0h,) = Upl0s)ayUpl0s,.), (3.83)
al(n,) = Usl0sab%sl0s.)', (3.84)
ap(05,) = Usl0s.)a5%s0s,]", (3.85)
a0, = UslOp)als(0,]" (3.86)

de maneira que, como em (3.41) e (3.42), temos

ap(05,)10:05,) =0, @p(67,)10;05,) =0,

ou seja, o estado térmico |0;03,) ¢ um estado de vacuo em relacao aos ope-
radores termalizados (3.83)-(3.86), por isso é chamado de vacuo térmico.

O calculo das transformagoes (3.83)-(3.86) se da como em (3.37), ou seja,
calculamos (3.83) e obtemos as demais por conjugagao til e hermitiana. Para

(3.83) teremos

Clﬁ(@g ) — ef’igg[egu]aﬁeigB[eﬁu]

_ i (a5, Y5(08,]] "

—~ n!
B > [ap,z%B qu > la,195(05,]] (2n+1)
= nzzo + nz G+ 1) (3.87)
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onde
lag, 195105,]1)°" = (65,0 ap,  lag, i9p(0,]]) " = —(65,)"al,

de maneira que a Eq.(3.87) fica

) - (eg )Qn -~ (0}5 )2n+1 ;
(P _ H L L
ap(eﬁ/) - ZTL:O <2n)l ap Zn:(] (2n + ].)‘ alﬁ?

= cosh(egu)a,; - sinh(QgHY;

= u(é’gu)aﬁ - U(qu)a;.

Com as regras de conjugagao til e a conjugacao hermitiana, podemos obter
de imediato a termalizacao dos demais operadores, resultando em
az(0%,) = (05, )az — v(05,)al, al(0g) = —v(0%,)az + (05, )ak
an(en,) = —v(05 )az+u(® )al,  @x65,) = u(65, )iz — v(6%,)al.
(3.88)

3.4.2 Notagao matricial para o sistema OB Z’)\E’OO.

Podemos reescrever as transformagoes (3.88) por meio de uma notagao

matricial, que sera dada por

=R
S

=
~— — ~— ~—

! 8
—3,

) , (3.89)

D

2T

S
S

(@, —v(05,) (
—v(05,)  u(bp,)
u(7,) —v(e__g“))(
—v(05,)  u(bp,)
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de maneira que as componentes sao dadas por

— . _ 1
ap = ap, Az = Qg
ap = al al, = as

P2 B P2 P

U_l(egu)n - u<0§u)’ U_l(qu)lgz—v(Ggu),
U 05,)n = —v(05,), U '(605,) =ul6h,),

Em termos dessa notagdo podemos reescrever as transformagoes (3.89-3.90)

da seguinte maneira

“(qu)ﬁ/‘ = U_I(qu)ABaﬁB, (3.91)
GT(egl)ﬁA - Uﬁl(egﬂ)ABa/;B' (392)

Considerando a relagao (3.26) e a definigdo da matriz de Bogoliubov bosonica

U‘l(Ggu), que é dada por

- () ), (39)

_U(qu) u(qu)
podemos verificar para a matriz U ! (9’; ) as mesmas propriedades que U ~1(05,)
dadas em (3.55)-(3.57). Em termos desta notacdo, podemos também escre-
ver a algebra dos operadores aﬁA,a;A, dada em (3.61), (3.68) e (3.70), da

seguinte maneira

[CLﬁA,CL;B] = (27)%(p'— @)Tap, demais comutadores nulos, (3.94)
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e ainda, podemos verificar a invariancia da algebra (3.94) sob a agao da

transformacao de Bogoliubov

las(05,)4,al(0%,)5] = [U(05,) acaze, U™ (03, spaly),
= U '(63,)acU"(03,) olayo, alyp),
= U N(6,) aclaze, alp) U™ (0F,) 50,
= (2m)%(p — @U_l(egﬂ)ACTCDU_l(egu)DB
= 2r)*5(F — QU (65,) acTepU (05 ) 5.

= 21)% (P — Q) Tas-

Isto mostra que a transformacao de Bogoliubov é candnica. Neste célculo
utilizamos o fato de que a matriz U _1(92#) é simétrica, como em (3.55); na
peniltima linha, fizemos ¢ = p, devido a presenca da delta de Dirac e, por

tltimo, usamos (3.94).

Exemplo
Seja ny = %a;aﬁ o operador nimero de ocupacao do nivel p; associado ao

sistema OB, no equilibrio térmico a temperatura 1/3 e potencial quimico

f. Vejamos como o calculo do ntimero de ocupagdo médio (n;)s,, se da
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algebricamente

1 1o B
(np)pn = V<0§95u’a;’aﬁ‘o§eﬁu> = V(Oa0\%[9&]%;%%[9%\0,@

1~ R 4 R B} -
= (0,07 (05, Jaba =67, ' (05, Jas% 65,1110, 0)
1

= 00U (=0, )40, U (=05, ) 15050, 0)

— %U‘l(—Ggu)lAU_l(—quhB((O»ma;AaﬁBm6>)

— %U_l(—qu)lAU_l(—qu)13<5A2532v)

= (U5, )2)* = v*(05,) = eﬁ(eﬁ—;u)_l’

— ns(ep), (3.95)

onde ng(€;) é a fungao de distribuicao de Bose-Einstein. Para obter (3.95),

utilizamos as seguintes relagoes

—

(0;0af =0, az0;0) =0, w(=65,)=—v(65,)
mais a relagao (3.80) e a definigao (3.76).
3.5 Campo escalar real na DCT.

O operador hamiltoniano do campo escalar real ¢(Z) é dado por

1

H[p, 7] = §/d3j:‘ (7*(2) + (Vo(D))? + m*¢* (7)) , (3.96)
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onde os campos e ¢(Z) e m(Z) satisfazem a seguinte algebra

[0(2), ()] = i6(Z —7), (3.97)

[6(2), 0(y)] = [7(D),7(7)] =0, (3.98)

sendo 7(Z) o momento conjugado de ¢(Z). A dependéncia temporal dos

campos ¢(7) e w(Z) é dada pela representagao de Heisenberg

d(x) = §(#,2") = MO g(z)e 0T, (3.99)

m(z) = m(Ha®) = (@)l (3.100)
que equivale as equagoes de movimento de Heisenberg, dadas por

00 (x) = [o(x), H]o, ], ioom(x) = [ (x), H[p, 7],

=i (z), = —i(—& + m?)p(x).

A equagao a direita é a definigdto de momento conjugado. Considerando

ambas as equagoes, obtemos
(0* + mHo(x) = 0, (3.101)
onde 92 = 92 — 9 - 9. A solugio da equagao (3.101) é dada por

() = /dwﬁ(e_ipmaﬁ+ e_ipxaTﬁ), (3.102)
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onde pxr = poz® — p’- 7, sendo py = €5 = \/p? + m? e denotamos

d3*p
(271')3\ / 265'

Considerando a definigdo do momento conjugado m(z), temos

dwﬁ =

(7)) = _i/dWﬁEﬁ(e_ipxaﬁ_ ePal ;). (3.103)

Os operadores a; e a; tém de satisfazer a algebra

apal] = @)% - D),

| 0.

em acordo com a algebra dos operadores ¢ e m dada nas eqs.(3.97) e (3.98).

Q) —+
K —+

[aﬁ’atf] = [a’a

Substituindo as solugoes (3.102) e (3.103) no hamiltoniano (3.96), teremos

d>p
H = /Weﬁaﬁa;—i- const. (3.104)

A menos da constante na equacao acima, vemos que o campo escalar livre
equivale ao sistema OB, estudado nas se¢oes anteriores.

No intuito de construir o formalismo da DCT, vamos duplicar os graus
de liberdade do campo escalar real. Com a utilizacao das regras de con-
jugacao til, podemos obter os campos associados aos graus de liberdade til

imediatamente a partir de (3.102) e (3.103), o que resulta em

P(x)a = /dwﬁ(eima;m + e alsa), (3.105)
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W(Q?)A = —1 / dwﬁeﬁ(e*ipmazm - €ipwaTﬁA>, (3106)
onde as componentes sao definidas por

b(x)a = (6(x), 6! (2)), ()4 = (n(x), 7 (2)),
= (0(x), o(x)), = (m(x), 7(x)).

O campos ¢ e 7, dados nas egs.(3.105) e (3.106), podem ser equivalentemente

obtidos por meio de

$(a)a = HOmT 40, 7) e O (3.107)

m(@)a= = e n(0, 7)o A0’ (3.108)

onde o gerador das translagoes temporais do sistema de campos duplicado é

dado por

H($, 6,7, 7] = H|¢, 7] — H[o, 7]

Lembrando que os graus de liberdade auxiliares til, sao apenas um recurso do

formalismo da DCT, como ja discutimos nas se¢oes anteriores, de forma que
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a energia do campo escalar é associada ao hamiltoniano H e nao o operador

H. A algebra dos operadores ¢(¥)4 e m(Z)4 ¢ dada por

—

[0(Z)a, m(Y)B] = iTapd(T — ),

[0(Z) 4, 0(H)B] = [7(Z)a, 7(§)B] = 0.

3.6 Propagador térmico do campo escalar real
na DCT.

Antes de iniciarmos os calculos, é conveniente separarmos as contribuicoes
dos campos associadas aos operadores de criagao e destruicao, da seguinte

maneira

Px)a =" ()a+ ¢ (2)a,

onde as componentes sao dadas por

oy = [duemap, ot@n - [
¢~ (x) = /dw,;ei”’“"aT(ﬁ), ¢(:v)2:/dwﬁeimy(m’

(3.110)
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as quais satisfazem
¢ (2)1]0)) =0 —a(p)[0)) =0 , ¢7(2)2[0)) = 0« a(p)|0)) = 0,
((0]¢™ (x)1 = 0 ((0la"(®) =0 , {{0]¢™ (2)2 = 0 « ((0]a'(7) = 0.
(3.111)

O propagador do campo escalar ¢(x)4 é definido por [34]

Az —y)as = ((0[T{¢(z) 40 (y)8}10)).

Considerando as propriedades (3.111), temos

Az —ylap = ((O[T[(¢"(x)a + ¢ (2)a) (@ (¥)5 + ¢~ (¥)5)]]0),
= (0IT{¢"(x)a¢™ (y)5}|0))
+ {(0IT{¢™(2) 40" (y)5}|0)),
= 0" —y"){(0l¢" (x) 40~ (4)5(0))

+ 0(y" = 2°){(0l¢™ (y)sd~ (2)4]0)), (3.112)

onde (t) ¢ a funcdo degrau definida por

1 para t >0
O(t)=<1/2 para t=0 (3.113)
0 para t <0
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Considerando as componentes (3.110) juntamente com a algebra dos opera-

dores {a(p) 4, a’(p)a}, verificamos que’

By e TaBip(z—y)

(016 ()40~ (WsI0) = dan |

(3.114)
Py eTaBP(E—Y)
0[p" - 0)) =9
(010" W)~ (2)al0) = 0am [ 5555
Substituindo as representacoes de Fourier para as fungoes degraus
_ d —i(potorez)(a®—y°)
0(z° —y") = z/ o © - (3.115)
(2m) po+ o165+ 06
_ d —i(potozez)(z”—y°)
8(y° — %) = —i/ Po © S (3.116)
(2m) po + o9e5 — i
01,02 = :tv
COM 0] = —Taa € 02 = Taa, em (3.114) e (3.112), obtemos

d4ﬁ i eTABip(J:—y)

B(a® — 1) (016" (£)46™ (1)510)) = S5 /

(27)* 265 po — Tapey + 10
d'p (—i) emaBip(z—y)

(2m)* 2¢5 po + Tapey — 10

B4 — 29) (06" (1) 50 (2)]0)) = bz /

Substituindo estes resultados em (3.112), obtemos®

dp ITAB .
Az — = ~ip(z-y) 3.117
('T y)AB / (271')4])2 o m2 _'_ iTABEe ? ( )

d4p —ip(x—
= /WA(]D)ABQ ple=y)

"Denotaremos em negrito os indices repetidos que nio estdo somando segundo a con-
vencao de Einstein.
8A quantidade infinitesimal €, no denominador de (3.117) é definida por € = 2¢;0.
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onde A(p)ap é dado por
S 0
Ap)ap = [P i .
0 p2—m?2—ie

3.6.1 Termalizacao do campo escalar real e os operado-
res térmicos bosonicos.

Nas segoes anteriores vimos que a transformagao de Bogoliubov sobre
os operadores {aﬁA,a;A} é linear. Considerando que, na representacao de
interagao, os campos ¢(x)4 sdo escritos em termos de {aﬁA,a;A}, segundo
(3.105) e (3.106), temos que a atuagao da transformagao de Bogoliubov sobre
os operadores de campo ¢(x)4 pode ser definida de maneira direta, sendo
também linear, o que pode ser traduzido em termos de certos operadores
térmicos que vamos definir adiante. Isso significa que estaremos termalizando
os operadores de campo ¢(z) 4.

Quando construimos o formalismo da DCT para o sistema OB, o con-
sideramos no estado de equilibrio caracterizado pela temperatura 17" e pelo
potencial quimico p. Este estado de equilibrio, associado ao ensemble grande
canodnico, é particularmente conveniente pois o numero de particulas nao é
fixado. No caso de sistemas de campos quanticos, consideramos estados de
equilibrio caracterizados pela temperatura e por varios potenciais quimicos

11, fo, - - -, dependendo de quantas cargas conservadas 1, (Qs, - -+ admitem
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0s campos que constituem o sistema. No caso, em particular, do campo es-
calar real nao hé cargas conservadas, o que significa que podemos trabalhar
no ensemble grande canodnico, desde que facamos = 0. O estado térmico
que descreve o campo escalar real no estado de equilibrio é, portanto, dado

por
10:05) = 103 63,,) Lu=o = % (85)|0)) = =200},
onde o gerador da transformacao de Bogoliubov ¥5[03] ¢ dado por

, d3p = ~
i) = =i | st~ el (3118)

sendo que Gg é definido por

. ] 1

u(0f) = coshty = (1= ¢ Pery172° (3.119)
P\ — inh 07 e erl?

v(0;) = sinh 0 = (1= Py 172 (3.120)

tanh 0 = e P/, (3.121)
Seja o campo escalar real termalizado ¢(x;603)4 definido por

O(x:05)a = Un(05)0(x) A% (05), (3.122)
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entao, segundo as definigdes (3.83)-(3.86), teremos
o(x;05)a = /dwﬁ(e_ipx%B(eﬁ)aﬁA%g(%) + €M Up(05)al %} (05)),
= / dwﬁ(e_ipxU_l (Qg)ABaﬁB + eime_l(Qg)ABa;B),

_ /dwﬁUl<eﬁ)ABeiﬁ-f(e zE«x +61E—x T ))

7pB
3_' c— =
= /dwp/ -(2m)%5(5 — @)U (07) ape’™”
x (eE —|—e“Ef’5 TpB),
= PITE 3= —ir (-
= /(zﬂ)?)U (0%) ape'™ /dcw/dre (@=p)
% (efiEpm +€zE——:v t B>,
A3q - o
_ 3 = -1 iq-(Z—7 i
= /d r(/WU (Hﬂ)ABeq #))/dwﬁe P
> (e—iEﬁCE B+ ezEpw aT__,pB). (3.123)
Definindo o ntucleo
-1 Eq gy i
Ufif(eﬁ)AB = /(2#)3(] (Qﬁ)ABGq N (3.124)
e o substituindo em (3.123), temos
o(2°, T 05)4 = / &PrU 1 (05) apd(2°, 7). (3.125)

Vamos definir, portanto, os operadores de campo termalizados pela acao
da transformagao de Bogoliubov sobre os operadores de campo da teoria

duplicada a T' = 0, conforme (3.125). Com essa finalidade, vamos introduzir
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o operador U~*(03) a5, chamado operador térmico de Bogoliubov, cuja a

acao é definida por

U™ (05)a - f(z0,7)5 / PrUZ(05) apf(2°, 7  (3.126)

onde U (05) ap ¢ dado por (3.124) e f(zo, %) a = (f (20, D)1, f (20, T)2) é uma

funcao complexa que pode ser escrita como

4
f(@o, )p = / %f(p)geim‘)”ﬁ. (3.127)

Neste caso, considerando (3.126)-(3.127) temos

U '(05)ap - f(x0,7)B
= /d3FU§_1F(Qﬁ)ABf(IOaF)Ba

— dg(j - q iq-(T—7 d4ﬁ 7 —ipox¥+ip-7
- / d%(/ gl e M/ 2y e,

dpo &P @7 i pedigd E o
- /(2;) P 2 H(0F) ape 0T f(p)B/d3r6 @)
_ /dpo By Bq
N (2m) (2m)? (2m)3
d*p

- / (27)4(]_1<9§)A3f (p)pe™™", (3.128)

U=H(0%) anf(p) pe ™" H07(2m)26 (7 — )

ou seja, o efeito do o operador térmico consiste em realizar a transformacao

de Bogoliubov

J@)a = U 03)anf ),
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nas componentes de Fourier f(p)a de f(x)a.
Conforme vimos em (3.125), em termos do operador térmico, o operador

de campo termalizado ¢(z;603)4 €, portanto, dado por

O, Ti05)a = Upl(05)9(x)a%5(05),
= U ' (0p)ap - ¢(2°, D)
= /dwﬁUl(GZ)AB(eiEﬁxoa:pB + eiEﬁxoa;B)e’i T
= /dwﬁ(e_ipwU_l(Qg)ABaﬁB+eipxU_1(Gg)ABa;B),

_ / do(e™ " azp (07) + e aly (67)). (3.129)

E imediato que o efeito da acdo do operador U '(03) ap sobre um campo,
consiste em realizar a transformacao linear de Bogoliubov (3.91)-(3.92) nos
operadores de criagao e destruigdo. Uma consequéncia disso é que as pro-
priedades da matriz U _1(92) ap sao imediatamente espelhadas no operador

U~ (03)ap. Isso equivale a fazer as seguintes substituigoes
apB — aﬁB(‘gg>’ a;r?B - Q;B(Qg)a

no campo ¢(x) 4, como ¢ de se esperar pela defini¢do (3.122). A vantagem do
operador térmico de Bogoliubov é que o mesmo atua nao s6 sobre operadores,
mas também sobre fungoes C*°. Isso significa que podemos considerar a sua
aplicagao em integrais de trajetoria.
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Calculo do propagador térmico do campo escalar real

Na DCT o propagador do campo escalar real termalizado ¢ definido por
[34]

Az —y;05) ap = (0; 0| T{d(x) 4¢(y) 5}10; 03), (3.130)

de maneira que a componente associada aos graus de liberdade ordinéarios,

A= B =1, resulta em
Az —y;05)1n1 = Z5' Tre T {p(2)(y)}- (3.131)

Vejamos como podemos utilizar a transformacao de Bogoliubov sobre os
campos para definir uma transformacao de Bogoliubov sobre o propagador

da teoria duplicada a T' = 0.

Alr —y;05)a8 = (0;05/T{¢(x) 40(y)5}|0; 03),
= (0012 (05)T{(x) a0 y) 5} 25(05) 0 0),
= (0;01%(~05)T{6 () ad(y) 2} Z3(~05)105 0),
= (05 0\ T (% (—05)$(w) a3~ 05) Up(—05)H(y)
X Uj(=05)])0;0),
= (0;01T[U (=) ac - $(x)cU " (=05) b - $(y)][0; 0),
U(

= U(s)ac - (0;01T[6(2)cd(y)p]0;0) - U(8s)pp, (3.132)

80



onde utilizamos as seguintes propriedades da matriz de Bogoliubov U(63) ap
U= (=05) =U(05) U'(05) =U(s).

Substituindo o resultado (3.117) em (3.132), teremos

Az —y;08) a5 = U(b3)ac - (/ %A(P)CDe_ip(m_y)) : E(QB)BD

d* . } |
B / (271'?;4 U(eg)AC’A(p)C’DUT(QZ)DBe—Zp(z—y)

d* 4
= /#A(p; gﬂ)ABefzp(zfy)

onde A(p;f3) é dado por
A(p:0s) = UOF)Ap)UT (8)),
= U0 A0)U(05),

T =

=U(6%) u(9h), (3.133)

p2 —m?2 +iTe

:(A(p56ﬂ)11 A(P;Qﬂhz)
A(p;Os)2r A(p;bs)22)’

onde as componentes de A(p; 63) sao dadas por

. _ ; 2(nPo 2 2
Alp;bs)u = " + 2mv7(05°)d(p° — m”),
Apibshz = Apibphz = 2mu(0F )o(0F)(p* — m?),

—1

: _ 2 2 2
A(p, 9/@)22 = m + 2mv (ng)(;(p —m ),
Para obter este resultado, utilizamos a propriedade U"(65°) = U(6’), a
relacao
1 1

= 2mid(p® — m?)

p2—m?—ie p?—m?+ie

81



e definimos os elementos u(0’) e v(f’) da seguinte maneira

eBlpol/2

\/€B|p0| — 1’

(PO 1

u(6%) ) = T
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Capitulo 4

Campo de Dirac na DCT

Este capitulo possui basicamente a mesma estrutura do capitulo anterior,
de forma que os resultados obtidos para o campo escalar real serao aqui

obtidos para o caso do campo de Dirac.

4.1 Estato térmico do oscilador fermidnico car-
regado com 1 grau de liberdade: sistema
OF..

Seja OF, um oscilador fermiénico, com 1 grau de liberdade (nivel ),

descrito pelo operador hamiltoniano H, que é dado por

H = e(a’a + b'b) (4.1)
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onde os operadores a, af, b, b satisfazem a seguinte algebral

{a',a} = 1, {d'a'} = {a,a} =0, (4.2)
{b'p}y = 1, {b'b'} = {b,b} =0, (4.3)
{a,b} = {a,b'} ={a!, b} = {a',b'} = 0. (4.4)

Sejam N, = a'a e N}, = b'b operadores niimeros de particulas do tipo a
e b. Podemos mostrar a partir da algebra (4.2-4.4), que o espectro de auto-
valores de N, e N, ¢ dado, respectivamente, por {n® = 0,1} e {n® = 0,1},
sendo que os estados ortonormalizados, denotados por {|n%, n®)} e definidos
por

In®,n?) = (a")™ H|0,0); n%n®=0,1,

sao autoestados de N, e IN, simultaneamente, de maneira que um autoestado
In® n’) s6 pode conter uma ou nenhuma particula de cada tipo. O estado
|0,0), ndo contém nenhuma particula, por isto é chamado estado de vacuo.
Seja N = N, + N, o operador nimero total de particulas. Os autoestados

{|n, nb), n® n® = 0,1} satisfazem

Nn®nb) = (n*+n")n% n°), (4.5)
(A, n°n®, n’) = Gpanedmp Z In®, by (nb n®| =1,  (4.6)
ne nb=0,1

! As chaves denotam anti-comutadores: {4, B} = AB + BA.
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Como o hamiltoniano pode ser escrito como H = eI, o espectro de au-
toenergias ¢ dado por {€{n® nb} = (n® + n)eln®, n® = 0,1}, sendo que os
correspondentes autoestados sao {|n® n’)} que expandem o espaco de Hilbert
do sistema OF. que denotaremos por Hp..

Para construir DCT para o sistema OF, temos de duplicar os graus de
liberdade do sistema introduzindo os operadores til {a,a', E,E, ET, RT;, H }
segundo as regras de conjugacao til. A algebra dos operadores til fica da

mesma forma que (4.2-4.4), ou seja

{a'ay = 1, {a'a'} ={a,a} =0, (4.7)
oty = 1, {1 = {6} =0, (4.8)
{a,b} = {a, b’} ={aln =@ v} =o0. (4.9)

Construimos os graus de liberdade til de forma que eles sejam independentes
dos ordinarios. No caso de operadores fermidnicos isso significa que todos os
operadores ordinérios {a,a',b, b’} anti-comutam com todos os operadores til
{a, ET,E, ZT}, o que nao esta em desacordo com a condi¢ao (2.39), ja que esta se
refere a observéveis, o que nio é o caso dos operadores {a,a', a,a', b, bT,g, ET}

O espaco de Hilbert associado aos graus de liberdade til possui a mesma

estrutura do ordinario, de maneira que o espaco de Hilbert do sistema dupli-
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cado é expandido pelos estados ortonormalizados dados por
{|{n*, 7"}, {n®, n"})|n, n°, n* n’ = 0,1}, (4.10)
que sao definidos por
(a7}, {7, 7)) = (a')™ (i)™ (b1)™ (') ™10, 0:0,0),

onde |0,0;0,0) é o estado de vacuo duplicado.
Considere que o sistema OF, esta em equilibrio térmico a temperatura T’
e com um potencial quimico u, o qual esta associado a uma carga conservada

() dada por

Q = Na_Nln

= ala—10b'b.
Pela definicao de () temos

QHFL&? ﬁb}7 {ﬁa7 ﬁb}> = (ﬁa - ﬁb)Hﬁa’ ﬁb}’ {ﬁaa ﬁb}>7

{+1|{1,0},{ﬁa,ﬁb}), para
—1[{0,1},{n*,n’}) para

Il
o =
3l
k=l
Il

,r—La
,’TLQ

3
>
I
=)

e, portanto, a carga da particula a é +1 e a carga da particula b é —1.
Denotemos os ntimeros de ocupacio do nivel j = € por n® = n% e n? = n’. O

microestado de OF, ¢ dado por J = {n® n’}, sendo que a carga e a energia
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do sistema neste microestado sao dados por

Q{n"n’y = ) (0§ —n)),

E{n*,n’} = ) (n+nde,
j=€
= (n"+nb)e=0, (4.11)

onde n%,n® = 0,1. Conforme (2.31), estado térmico que descreve esta situa-

¢ao é dado por

——1/2 — n% nbl— n® nb a ~a ~
0,8p) = 57 Y e AERIN QT2 e by LRe 7Y,
ne nb=0,1

= 25,/(1{0,0},{0,0}) + e~ #/2{1,0},{1,0})

+ e 2101 0}, {T1,0}) + e 2¢2{1, 1}, {1, 1})), (4.12)

cuja normalizagao resulta em

Sp = Z e BEN 1 }—pQ{nn"}) _ Z e*,@(e(n“+nb)f,u(n“7nb)),
nenb=0,1 ne nb=0,1
— Z o Blle=pn+(etp)n®) _ Z o~ Ble—pn® Z e—ﬂ(e—i—u)nb’
n® nb=0,1 ne=0,1 nb=0,1

= (14 e PlEm)(1 4 e Bletn)y,

— n (Ot (e e, (4.13)
onde np(€) e np(e) sao as fungdes de distribui¢ao de Fermi-Dirac com poten-
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ciais quimicos, respectivamente, iguais a p e —pu, ou seja,

Substituindo (4.13) em (4.12), obtemos

0.8p) = n ()i (e)e’[1{0,0},{0,0})
+ e MEMI{1,0},{1,0}) + e P2 {0, 1}, {0, 1})

+ e 21,1}, {1,1})], (4.14)

A média térmica do operador carga @ = (a'a — b'b), em termos do estado

térmico |0, fu), é dada por

<Q>ﬂ# «Lﬁﬂ‘@’oaﬂ,u)?

= np(e)ir(e)e®®[({0,0},{0,0}] + ({1,0}, {1,0}|e~Ple-m/2

+

({0,1}, {0, T}le P€m/2 4 ({1, 1}, {1, T}|e~2/?]

X

Q[1{0,0},{0,0}) + e~ <=/2{1, 0}, {1,0})

e, 1), 0.T)) + e (1,13, {1, T))]
Considerando que

Q’{O?O}a {676}> = Q‘{la 1}7 {T7T}> =0,
Q|{170}7{T’5}> = |{170}7{176}> ) Q|{071}’{6’I}> = _|{0’1}7{671}>a
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temos

Q) = nF(e)ﬁF(e)eme[e’ﬁ(e’“) _ e*ﬁ(eﬂt)]’
= np(e)ip(e) [eﬁ(e+u) _ eﬁ(e—u)]7
= nr(Qap()[L + P — (1 )
= np(e)nr(e)e®™[ny' () — ng' ()],
= np(e) —np(e), (4.15)
ou seja, as particulas a e b, respectivamente, com cargas +1 e —1 e potenciais

quimicos +p e —pu, tém a ocupacao média do nivel j = €, no estado de

equilibrio, caracterizada pela distribui¢ao de Fermi-Dirac [35].

4.2 Transformacao de Bogoliubov para o sis-

tema OF,.

Nesta segdo veremos que o estado térmico fermionico |0, Gu) pode ser

escrito como

10, Bp) = Up(0)0)) (4.16)

onde denotamos o vécuo duplicado [{0,0},{0,0}) por |0)) e %p(03,) ¢ uma
transformacao unitaria, que serve de base para todos os processos de ter-

malizacao do formalismo da DCT, permitindo a sua generalizacao para os
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campos fermionicos. Considerando a definigdo dos elementos da base (4.10),

temos que o estado térmico em (4.12) pode ser escrito como

0, Bu)

——1/2 - n®nb}—uQ{n®nb a ~a ~

CPED DI R AN S (R
ne nb=0,1

——1/2 — e—u)n® € nb .t~ p@ . i nb

=50 Do Y e tlemmeni ataty (bl
n*=0,1 nb=0,1

——1/2 —B(e— .t~y \n@ _B(e g F TN\ R?

:ﬁu/ Z (e P (ialah)) Z (e~ (ibTpt))™ |0))
n?=0,1 nb=0,1

=50 2 (1 + e P matalh) (1 + e PEHptph) o). (4.17)

Note que os pares de operadores fermionicos afa’ e b'bt comutam. Considere

as seguintes defini¢coes

ePlern)/2

+y £y _
u(f3,) = cos(03,) = (FE T 1)1 (4.18)
1
£y — (gt ) —
“(%) = s1n(96“) = (e 1 (4.19)

tan(@?fu) = e AT/ (4.20)

que sao consistentes ja que,

Note que

u(@écu)Q + U(QEEM)Z = COS2(0§#) + sin2(9§u), (4.21)
eB(eTu) 1

1+ eﬂ(e:FH) T 1+ eﬁ(e:FM) o

v (03,)% = np(e), v(03,)* = np(e). (4.22)
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Substituindo as defini¢oes (4.18) e (4.19) em (4.17), obtemos
10, Bp) = (cos(b,) + isin(@}u)aTZL’T)(cos(HgM) + isin(@;u)bﬁﬁ)m»,
(4.23)
Com a notagao introduzida nas defini¢oes (4.18-4.20), o estado térmico |0, 1)
é funcao do parametro 6z, = (ng, 05,), por isso, o denotaremos por [0; 6,,).
E ainda, tendo em vista que, nos passos seguintes, apenas o segundo termo

do lado direito da igualdade na Eq.(4.23) participa dos calculos, denotaremos

o primeiro termo abreviadamente por
(---a') = (COS(@EH) + isin(@EM)aTZL’T),
portanto a expressao (4.23) fica escrita da seguinte maneira
|0;65,) = (- -ET)(COS(%H) + isin(eﬁ’“)bTbT)|O>>.

Substituindo as expansoes em série de Taylor das fungdes cos(65,) e sin(6;,),

escritas com o nimero imaginario ¢

(=005, (i)™
cos(fz,) = D (anf! :ZW

nb=0 nb=0

00 (_1)nb(9§#>2nb+1 - 2nb+1
sin(f,) = Z (2nb +1)! - Z an + 1)

nb=0 nb=0

m (4.23), obtemos

050p,) = (---a")(}

n=0

’l'(gi ) n 2n+1

22 b*b*|0>>>,
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e considerando as seguintes relagoes

(b + 65N> |0)) = |0)),

(bb + bT6H)2 H0)) = biBl(0)),

obtemos
B 00 (297 )2nb ~ b
0;05,) = (---a){d_ %(bﬁb*b*f
nb=0
[e%s) (z&f )an-i-l _ b
+ 20 oy @+ PR o)),
nb=0 )
< (i6),,(bb + bibt))>"

= (5T){Z

et (2nb)!
< (i6),(bb + bibt))2n"+1
M ey e (U

R = (i, (bb + b701))""

nb=0

= (@) {exp(it,(bb+ bTb"))}|0)),

= exp(ifly,(bb + b'bh)(- - @h)|0)),
= exp(if,(bb + b'b)) (cos(0%,) + i sin(07,)a'a") 0))
onde utilizamos o fato de que os termos (@a + a'a’) e (bb + bib") comutam,

j& que contém apenas pares de operadores fermidnicos. Se repetirmos os

1mMesSmos passos com O termo

(cos(03,) + isin(@éru)aTET)m»,
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obtemos
10; 05,.) = exp(i6;, (bb + bTb1)) exp (i8], (@a + a'a'))|0)),
e ainda pode ser reescrita como
10;65,) = exp(if, (@a + a'al)) exp(if;, (bb + b)) |0))
eiegu (@atatal) 0, (bb+b10T) 10))

(103, @a+atat)+iog, (Bb+b151)}) 10)). (4.24)

Seja ¢(0g,) o operador definido por

Gr(05,) = 9r(03,) +9r(03,)

= 0} (da+a'a) + 05, (bb + b'b")

¢ imediato que ¥r(0g,) é hermitiano. Vale lembrar que, diferentemente dos
operadores bosonicos, a ordem na qual os operadores fermidnicos estao escri-
tos é relevante, ja que eles anti-comutam. Em termos de ¥r(63,), o estado

térmico (4.24) é dado por

0;05,) = %z(05,)0)),

= U (0},) % (05,))0)).

_ ez%;(ogu)eig;(egu)m)%
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onde os operadores unitarios %5 (0s,) ¢ 5 (05,) sdo definidos por

Ut (0},) = 7 05, (4.25)
Uy (05,) = €7r Vs, (4.26)

4.2.1 A termalizagao dos operadores do sistema OF | J OF e

Vamos definir a termaliza¢ao do operadores {a, a', @, a', b, bT,Z, ET} a partir
do operador Z#(03,) da seguinte maneira

a(0,) = Ur(05,)a%r(05,)", b(03,) = Ur(05,)b%r (05,.)",
= U (05,0 (05,1, = Uy (03,0 (05,)",

—ia!(03,) = %r(0p,)(—ia" ) Ur(0p,)T,  —ibl(65,) = Ur(0,)(—ib")r(6,)',

= (05, (—id) 2t (05,), = Ug (05,)(=ib) %5 (05,),
a'(05,) = Ur (05,0 Ur(6,)", b1(05,) = U (03,06 Ur (05,.)",
= UL 03,)d w7 (051, = U (050" (05,)7,
—ia(0},) = Ur(0p,) (—ia) Ur(0p,)T,  —ib(60,) = Ur(0p,) (—ib)r (83,),
= Ui (0}, (—ia) 2t (03,)", = Ug (05,)(=ib) %5 (03,)7,

de maneira que estes operadores satisfazem

a(Hgﬂ)wgu) =0, b(05,)10;65,) = 0,

—ia(07,)]0; 0,) = 0, —ib(03,)10; 63,.) = 0.

Assim sendo, |0;65,) é um estado de vacuo para os operadores termaliza-
dos {a(@}u),E(QEM),b(@gu),g(%u)}, embora nao o seja para os operadores
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{a,a,b,b}. Por isso chamamos o estado térmico |0;65,) de vacuo térmico.

Considerando a defini¢gao do operador termalizado a(073u) e (4.25), teremos

a(é’*) _ (¢+(9ﬁ‘u)ae i 03,)

i (05,4 o [a, =i (04,)] Y
!

~ |a,—i%; ;
- ano (2n)! +ano (2n+1)

Pode-se mostrar que os comutadores acima resultam em

(4.27)

la, =i (05,)]2% = (=i0},)%a , |a,~i%(0,))D = (6}, )" al,

os quais substituidos em (4.27), resultam em

o LT ()
a(0s) = zno@—;wz ) ﬁ”ﬁ

(9+ )2n+1

o (= )(9+) 3
- (ano (2n)! Z Qn—i- 1)! )aT

= cos(0},)a — sin(07 )ia'

= u(f3,)a - U(GEM)@'&T. (4.28)

Como os operadores a e b possuem a mesma estrutura, é¢ imediato que obte-

remos um resultado anélogo para o operador b(f5,), que ¢

b(03,) = u(03,)b — v(05,)ib'. (4.29)

As demais transformagoes podem ser obtidas, a partir de (4.28) e (4.29), pela
aplicacao da conjugacao hermitiana e das regras de conjugagao til. Com isso
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os operadores termalizados {a(63,), a(03,), b(G/gM),E(G/gM)} sao dados por

a(0},) = w0, )a —v(0},)idl, b(05,) = u(6;,)b + v(05,)(—ib),
ia (04,) = v(0F,)a + u(0F,)ial, —ib(05,) = —v(05,)b + u(6;,)(—ib"),
a'(05,) = u(03,)a’ —v(0F,)(—ia),  b(65,) = u(05,)b" + v(85,)ib,

—ia(04,) = v(04,)at + w0} )(—ia),  ib(05,) = —v(0;,)b" +u(83,)ib,

(4.30)

E importante notar que, com as convencoes que adotamos [23, 36|, a regra
de conjugacao til dupla para operadores fermionicos é igual a regra para

operadores bosonicos, ou seja,

G=a, b=b at=a", bI=0bl....

4.2.2 Notagao matricial para o sistema OF, | OF e

Uma vez que a acao da transformacao de Bogoliubov sobre os operadores

fermionicos {a,a',a,a’} ¢ linear, podemos escrever as transformacoes (4.30)
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na forma matricial

(@ET 9: ) - (ZEZ?% uv(%f))(zg‘f)’
(650 - (23 (%)
(i) = () e ) (),
(zb(em) - (—uﬁgi) uggﬁi)(% ’

U_l(egu)ll - U_lwg;t)” - u(%ru)’ U_l(e/gu)n - U_l(e/gu)m - u(@;ﬂ)

U71(95u>12 = —Uil(eg‘u)gl = —U(eg‘u), Uﬁl(eg‘u)12 = —Uil(eﬁiu)gl = U(eg#)

Em termos dessa notagdo, podemos reescrever as transformagoes (4.54) da

seguinte maneira

aA(%L) = Uﬁl(egﬂ)ABa‘& bA(e,gu) - Uﬁl(egu)ABbB

aj-4<0§p,> - U I(QEM)ABGTB7 bT (eﬂp,) U_I(QQ_N)ABbTB7

(4.31)
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sendo que a 4lgebra dos operadores fermionicos {a,a', a, a, b,gT,g, a'} ¢ dada
por

{aa, ajg} =0ap, {ba, bjg} = 04B, (4.32)
e as demais relagoes de anti-comutagao sao nulas. Considerando a relacao
(4.21) e as defini¢oes da matriz de Bogoliubov fermiénica U _1(0§M), dadas

por

gt u(s,)  Fu(05,)
U (%):( o) T ) (4.33)

podemos verificar as seguintes propriedades
U71<9ﬁiu> = UT(GEL)? U(egu) = Uﬁl(_eﬁi,)v
U(Q;M)TU(Q;:#) = T, TU(Q;H)T = U_l(H?;H),
e, a partir destas propriedades, podemos verificar que a transformacao de

Bogoliubov fermidnica é canonica, ou seja, ela deixa a algebra dos operadores

fermionicos invariante

{aa(85,),a5(05,)} = U (03.)acU  (05,)5p{ac, ah}
= U 0s.)acU" (054) B00cD
= U Y(b5.) ac0cpU(0s,) D
= U ' (0s4)acU(0p.)cB

= 0aB.
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Para as relacoes de anti-comutacao dos operadores by e bg a demonstragao

¢ completamente analoga.
Exemplo

Vejamos como se d& o célculo da carga () em termos dos operadores

termalizados e do vacuo térmico

(@ = (0;05,]Q0;05,),
= ((01%}(85,)Qr(65,)10)).
= ({01%(~0p,) (Na — No) U (—05,)'10)),
= ({(01%(~0p,)a a%r(~05,)"|0))

= ({01%p (~05,)0"bUr(~05,)'10)).
lembrando que o operador % (—6p,) ¢ unitario, temos

(@Qpu = —(0|%F(=03,)d"Ur(—0,)
X UT(—0%,)a% (—03,)710))
+ ((01% (=050 % (—03,)

X U (—05,)0%; (—05,)110)),
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e, considerando as transformagoes de Bogoliubov (4.54), a atuagao do vacuo

|0)) sobre os operadores {a,a', b, b’} e a algebra destes operadores, teremos
(@pu = —v*(=03,)((0|(—ia)ia’|0))
+ v*(=65,){(0lib(~ib")[0)),
= —v*(=05,) + v (=05,),
= np(€) —np(e),

como ja haviamos obtido antes em (4.15).

4.3 Estado térmico do oscilador fermiénico com
infinitos graus de liberdade OF

Considere que um oscilador fermionico, denotado por OF ., com infinitos

graus de liberdade, é descrito pelo hamiltoniano H, que é dado por

a,,s + bTSbﬁs),

L~ . 1 .
onde os operadores de criacao e destruigao {azs, ps,a(fr,b } satisfazem a

algebra
{Gﬁs, ajyr} = (27")355r(5<ﬁ_ 7, {bp87 bJr } = (27T)358r5(p ),
{ag, ag:} = {al,,al } =0, {bgs, bgn } = {bL,. bL} =0,
{a/psquT} = {aﬁs7bT } = 07 {aps7bq1”} = {aﬁm bT } = 07
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(4.34)

Sejam N, e N, operadores nimeros de particulas do tipo a e b, definidos

por

d? d?
Z/ p3 psaps’ Z/ p3 ps p57

Podemos mostrar, a partir da algebra (4.34), que o espectro de autovalores

de N, e N, ¢ dado, respectivamente, por

No= v [ -

s=1,2

dpb

ps’

s=1,2

onde {ng = 0,1}. Os estados ortonormalizados {|{n} )}, definidos

ps’ ps ps’ ps

por

) >7 n nli’ _0717

ps? s

n nb.
{ng, %}y = [ [ (ak) " (b5)"s

ps

sao autoestados de N, e N, simultaneamente. Seja N = N, + N, o operador

n . nb = 0,1}

namero total de particulas. Os autoestados {|[{n%,,nZ}), n%,nZ,

satisfazem

Nt = vy /

s=1,2

<{ ps7 ps}‘{ DS ps Hén n_ n"snﬁs,
Z ‘{nps’ DS ><{nps7 ps}‘ _1

{n;S ni’)s}

n +n )|{np37 ps>
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b

de maneira que um autoestado [{ng,,n;}) contém um total de particulas

dado por
N a b o d3ﬁ a b
{nﬁs7 Ty =V Z W(nﬁs + nﬁs)?
s=1,2
contabilizando todos os niveis {ps}. O estado |0,0), ndo contém nenhuma
particula, por isto é chamado estado de vacuo.

Note que os estados {|{n%,n%})} também sao autoestados do hamilto-

niano H de maneira que

Hl{ng,nb}) = B{{ng, nl}{ng.nk}),

Ps) DS

dSﬁ a a
= VY [ ertn i) o ).

s=1,2

a b ~ . . .
onde {E{ng,,nz,}} sdo as autoenergias do hamiltoniano.

Agora vamos duplicar os graus de liberdade do sistema, como temos feito
nas secoes anteriores, introduzindo os graus de liberdade til. Por meio das

regras de conjugagao til, introduzimos os operadores {azs, Zi;s, Na,gﬁs,z{;s, ]Vb}

e obtemos a algebra dos operadores {’dﬁs,&’;s,g(;r,glr} que resulta em

(g @i} = 2m)%0,0(F— @), {bp, by} = (21)%6,0(7 — @),
{aﬁsvatfr} = {527575;»} =0, {bﬁS7 btj’?"} = {b;s, bz—a«} =0,
{Ggs, by} = {al,, b} =0, {al, bg} = {al,, b} = 0.
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(4.35)

Os graus de liberdade til sao independentes dos ordinarios, de maneira que,
para operadores fermidnicos, isso quer dizer que todos os operadores ordi-
narios anti-comutam com os operadores til. O espago de Hilbert associado
aos graus de liberdade til tem a mesma estrutura que o ordinario. Assim
sendo temos que o espaco de Hilbert total é expandido pela seguinte base de

ortonormalizada?®

H”%sa ng’s}’ {ﬁg’s’ ﬁ%s >|n%s7 TL%S, ﬁg‘sa ﬁ%s =0, 1}7 (436)

que sao definidos por

ot g it ) — T2 (S oy, (037
Nges Mg} A Mg }) = v NG N Nz , (4.

ps

onde [0)) = [{0,0};{0,0}) é o estado de vacuo duplicado.

Considere que o sistema OB, estd em equilibrio térmico a temperatura
T e com um potencial quimico p, o qual estd associado a uma carga () =
N, — Ny, sendo que a carga da particula a é +1 e a carga da particula b é —1.
Agora vamos obter o estado térmico que descreve este estado de equilibrio

do sistema OB, e vamos mostrar, & semelhanca do sistema OF,, que este

2 a ~a b =b 2 = A
Neste caso temos NG #+ NG € Ny # Ny em geral. Estes nameros de ocupagao tém de
ser iguais apenas na expansao dos estados térmicos.
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estado térmico também pode ser descrito por meio de uma transformacao
unitaria que é a base do formalismo da DCT para campos fermionicos.

Denotemos os nimeros de ocupagdao do nivel j = ps por nf = ng, €

nb = n2 . Um microestado de OF , ¢ dado por {n%

nt
7 ny,}, sendo que a carga

ps?

e a energia do sistema neste microestado sao dados por

gs, 2= Zn —n ;s, >} = Zn —|—n )€,

J

_ d3ﬁ a b _

- VZ (QW):%(nﬁs M5s); VZ

:Z(n%s—ngs), —Z ng, +n <) ER,
ps

e segundo (2.31), o estado térmico do sistema OB, neste estado de equilibrio

é dado por

——1/2 B(E{n%_nb nd_nl
0, 8p) = :ﬁu/ Z o BB g} —nQ{ng ni}) /2|{nps’ Y, e, i, b1y,
{n%s,ngs}

(4.38)
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onde a funcao de particao é calculada da seguinte maneira

Eﬁp, — Z e*B(E{n%S,n%S}*[LQ{TL%S,TL%S}) ,

b
{n%(g:nﬁg}

= Y e Tl e ung, )

{ng, b}

_ Z Z [(eg—n)n +(eptp)nk,]

{ng.} {n2.}
— Z e B ps(ep—p)n Z e B X ps(eptu)n
{ng}
- Z He (e5—m)n Z H —Blegtu)n
{ng.} s {nb,} Ps

Redistribuindo os termos das somas > (. y [ 15 € >2rn [, obtemos
ps ps

ps’?

S = ]I 2 ] Y e
ps {n%,=0,1} Ps {n},=0,1}
= H(l + e Pler—m) H(l + e Olertm)y,
Ds s
= [+ e Pem)2(1 4 e Flertm)? (4.39)
p

Considerando que a base do espago de Hilbert total do sistema duplicado é

dada por (4.37) e seguindo passos semelhantes aos realizados no célculo da
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funcao de particao, temos

|0, Bp)

——1/2 na_nb. n% n
=t 3 PRI DI (k) (7 T )

{ng, mb.}

Egj/z DI ~BY gel(€g—m)n +(egtmnt, ] /2
{ng.} {nt,}

T~ Tt
zapsaﬁs o szsbps
I I 4.4

5—1/2 Z e_ﬁzﬁs(eﬁ+u)ngs/2 Z e B X (eg—nIng, /2

B
{nk} {ng}

ial al bt ot X

o TTEy s (52 0)), (441)

ps

Como os operadores fermionicos estao distribuidos aos pares, eles comutam

entre si. Isso significa que podemos rearranja-los a vontade, portanto temos

e novamente, redistribuindo os termos das somas >0y [15 € Do 11
s ps

——1/2 B(es+u)nl_ /2 ijosbjos
0.6 = 5002 3 [ e el 2y,

{nb,} s

X Z He*5 €5—H) ;S/Z( P;/ p5>na ’0>>’

5. DS

ps?
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teremos

_ , bibl
0,60) = T Y (e Plerni L

D b _
ps {nﬁg—o,l}

al @t Y
< TT X0 Gie P miBlm o)),

ps {n%,=0,1}

1o A
= B, H(1+i6—5(€ﬁ+ﬂ)/2 pr )
ps
alak
X H(lﬂ'e—ﬂ“ﬁ—”)/?%)m». (4.42)

ps

A seguir analisaremos a transformacao de Bogoliubov.

4.4 A transformacao de Bogoliubov para o sis-
tema OF .

Considere as seguintes defini¢oes

- - eBlesTn)/2
u(fy,) = cos(0,) = (P T 1)1 (4.43)
] ] 1
N PRy
v(0,) =sin(0,) = (e 1 ) (4.44)

tan(05;) = e PTI2 (4.45)
que sao consistentes ja que,

u(egjﬂ)uv(egi)? — cos2(egi)+sin2(eg§),

eBlesTr) 1

T + ePlesTn) * 1 4+ eBlesFr) =1 (4.46)
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Note que
v2(9§H)2 = nr(€p), U(Ggu)z = np(€z). (4.47)

Em termos dessa notagao, a fungao de partigao =3, em (4.39) fica

gy = H COS_2(0§:) 008_2(0’;:),
ps
com isso o resultado (4.42) é escrito como
; B} bl
0,8) = ] cos(85,)cos(65)) [J(1+ itan(65,)= Vp )
ps ps
T ~t

- CL—:JL—»S
X H(l%—z‘tan(&g:) pvp )10)),

—

ps
. bl
— H(COS(%D +isin(6f,) p;ps)

—

ps

T’dT

% T(cos(0%!) + isin(eg;)@)m». (4.48)

ps
Com a notagado introduzida nas definigoes (4.43) e (4.45), o estado térmico
|0, Bu) € funcao do parametro 05, = (9;%65#), por isso, o estado térmico
serd denotado por [0;8p,). A semelhanca dos calculos realizados em para o

sistema OF ., nos passos seguintes, manipularemos apenas o termo

Tt

. S akal
H(COS(QgZ)—I—zsm(QgZ) pr )]0)),
ps

por isso, denotaremos o outro termo abreviadamente por
Al

T o— .. p— b L
(---bl) = [ J(cos(65,) +i sm(egu)pv—p).
ps

108



Com isso, a expressao (4.48) fica escrita da seguinte maneira

T~

0:65,) = (.-.E;S)H@os(eg;)+isin(egj)%)\o>>. (4.49)

ps
Substituindo as expansoes em série de Taylor das fungdes cos(Hg:) e sin(Qg;:),
dadas por

00 (i05+)2n+1

(o] ( .
o+ Bu . D+ - Bu
cos(f,) = Z o) sin(0,,) = —i HZ:O ICEESNR

m (4.49), obtemos

10; 65,,) = H{Z

ps n=0

9p+ 0P+)2n+1 T~

a-.Qa.

2 ( DS ps
HZ:O Gni v b

e considerando as seguintes relagoes

T
apsaps + a

( v ESE ) = o)),

ot IRt

Asss + a Qs o Qs O
(B )y ZER ),
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obtemos

+p2 ~ ~t
" apsaps—i—a a.

o0 = (RIS O

ps n=0
wwmwﬂ@%+%%ﬂﬁ
. Z(le)!( o)),

apsaps + apsaps))z
- H{Z 2n)!

ps n=0

10+P

apsaps+a ak )+

¥ Z T f’; B} o)).

_ H{Z apsaps + apsaps)) 110

ps n=0

N o5y
= (0 e @ + i@ O,
ps

onde utilizamos o fato de que os termos (apsazs + apsaps) e (gﬁsbps + bLSbLS)

comutam, como comentado antes.

017 -
B
10;05,) = eXP(Z o (@psags + abar)) [1¢--05)10)),
ps
d p

= 0+p apsaps + a/psa/ps))

X H(cos(égu) —l—zsm(Qg )bTbT )10)),

ps
Com o mesmo procedimento, trocando apenas a — b e + — —, podemos

obter o resultado correspondente para o termo

H(cos(ﬁg;) + z'sin(%7 )bTbT )0))

ps
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de maneira que

10; eﬂu> =

7‘ 2 f (271.)3

Sejam Yr(03,], Y10},
Yr [QEM]

Yr [qu]

gF [eﬁu]

vemos que estes operadores sao hermitianos.

Li3p P+
ZE f (27 )30{3#

(apsaps-l—a at

&35 gi
ps  ps ’LZ f (27r)3 eﬁy. (bPSbP5+bpsbps)

0)),

(apgaps Jra;gsaﬁg )+9

o)),

) € 9 [05,] operadores definidos por
d3p ~
Z/ 0p+ (agsazs + aLS ;S)

2

G Wﬁu] + 905,

d3 5
bpsbps +bLbL)

ps ps

Vale lembrar que, diferente-

mente dos operadores bosbdnicos, a ordem na qual os operadores fermioni-

cos estao escritos é relevante, jA que anti-comutam entre si.

Em termos de

97103,] o estado térmico (4.24) é dado por

‘OQ 9ﬁu>

= Up(054]10)),

= U [05,)%p [05,]10)),

_ (ﬁ[e*] %5 (05, |O>>

onde os operadores unitarios %[0s,], % 05, € %y [0p,) sao definidos por

UplO,) = €O,
U 165,) = er ) Uy (05, = e .
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Na se¢ao seguinte veremos, a semelhanca dos outros sistemas estudados, que
a transformacao unitaria %r[60s,], por meio da qual o estado térmico |0; 8g,)
se relaciona com o vacuo da teoria duplicada |0)), ¢ uma transformagao de
Bogoliubov que mistura os graus de liberdade ordinérios e til e que participa
em todos os processos de termalizacao que sao a base do formalismo da DCT

para campos fermidnicos.
4.4.1 A termalizagao dos operadores do sistema OF | J OF 50

A partir do operador % [0p,], vamos definir a termalizacao do operadores

{azs, a;S,Eﬁs,Zi;s, by, b;s,gﬁs,g;.s} da seguinte forma

aps(05)) = Ur(03,)asUr (03, bps(05,,) = Upl03,)b5 % (05,]',

—iat (057) = Up|0,) (—iak ) Ur(0p,)",  —ibL (05,) = Ur(0s,)(—ibl ) Ur(0s,]',

= w103, )(—iat )2 07, = Uy [05,)(—ibs )% (05,1,
al (055) = Ur|Op,)al r(05,], oL (05) = Ur(0s,]b% %[0,
= U [egu]a;s%; [%Lu]T’ =Up [egu]b;s%F_ [Gﬁ;u]T’
i, (05)) = Up|0,) (—iti) Ur(0p,)',  —ibsy(05,) = Ur0,)(—ibg,) Ur(03,]',
= U103 ) (—ia) 2 [0, = Uy 105,)(—ibg) %5 [0,
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de maneira que estes operadores satisfazem

a(05)105.) =0, b (05,105 85,) =0,
it (07,)]0; 05,) = 0, —izﬁs(eg;)m; 05,) = 0.

O estado térmico |0;603,) é um estado de vacuo para os operadores termaliza-
dos {aﬁs(eg:),ﬁﬁs(ﬁg:), bﬁs(eg;),gﬁs(é)g;)}, chamado de vacuo térmico. Con-

siderando a definicao do operador termalizado aﬁs(eg::), temos

an(05) = UrlOs,)an (05, (4.50)

07 ]
P agse

o lag, =i [05,]]%" —ig,[05,]] Y

00 [aﬁs,
=20 e F 2 nl)

— . —ig 5 107,]

(4.51)
Pode-se mostrar que os comutadores acima resultam em

(ags, —1FF 105,117 = (=050 aps . lags, —GF O30 = (=i0F)™ ak,,

os quais substituidos em (4.51), dao

) - (—z’9ﬁ+)2" ~ (_i6ﬁ+)2n+1~
L (P — N e Lt
aps(eﬁu) ano (2n)! apSJan:O (2n + 1)! s
~ (D w (L@

= ey G T

r
DS

= cos(@?ﬁ)aﬁs — Sin(Qg:)id
= u(@%j)aﬁs — v(@ZZ)iEiE : (4.52)

ps
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E imediato que para o operador bﬁs(ﬁg;), teremos
b (05,,) = u(65, )bss + v(67, ) (—ibL ). (4.53)

As demais transformagoes podem ser obtidas, a partir de (4.52) e (4.53), pela

aplicagao da conjugacao hermitiana e das regras de conjugacao til, resultando

em
ags (055) = w(OhVaz, — v(05))ial,, bys(05,,) = u(0 bz + v (0% )(—ibL),
iags(eg;) - v(eg:)aﬁs + u(eg’;)ia;s, —z"z};S(eg; ) = —v(05 )bz + u(eg;)(—ibgs),

a;gs(eg;) — u(Gg:)a;;s — v(05)) (—itg), b;S(eg;) — u(eg;)bjgs + (05, )ibgs,

—ilig (05)) = v(05)al, +u(05)) (—itgz),  ibs(05,) = —v(05,)bL, + u(67, )ibs.

(4.54)
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4.4.2 Notagao matricial para o sistema OF | OF 0

Podemos escrever as transformagoes (4.54) na forma matricial

) ) (M) ) ()
15,05) vl05) b))\ g
aféeg@ _ u(egp —vng) ak, )
—za(ﬁgu) Uwgu) u<egﬂ> Laps

( bss(07,) ) o weny) e,

) T D— -
_Zbﬁs(egu)

b(05) \ _ ( w) v
Zbﬁs(gg,u)

onde as componentes sao definidas por

_ _ T _ _ _af
Aps1 = Agps, Aps2 = Zaﬁs? bﬁsl — bﬁs; bﬁsQ - _@bﬁs
b b bt ot
aﬁsl - aﬁ's’ a’ﬁsQ = —agps, bﬁsl - bﬁs’ bﬁsQ - pr37

UM O =U" 00 =u®f), U7 (05,00 = U (05,) = u(65,),
U051 = —UH(055)o1 = —v(05)), U (05,)12 = —U " (05,)21 = v(05,),
(4.55)

Em termos dessa notagdo, podemos reescrever as transformagoes (4.54) da

seguinte maneira

a0 )pa = U™ 05 ) apazs, b(05)ma = U (05,) anbps.
a' (05" ) gea = U (05)) apal g, b (05, )psa = U~ (05,) aBb 5.
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(4.56)

; ioni I P T
sendo que a algebra dos operadores fermionicos {azs, Upgr Qs Qs bys, bﬁs, bys

al 1 é dada por

713‘5

{aﬁSAv a:;“frB} = (271-)36(5_ Cf)ésv"(sABa {bﬁsz‘\v b:g"rB} = (27T)35<ﬁ_ @587"51437
(4.57)
e as demais relagoes de anti-comutacao sao nulas. Considerando a relagao

(4.46) e as definigdes da matriz de Bogoliubov fermionica U *1(6’%), dadas

por
ey _ [ ul05h) —o(05))
U (%Z)—(U(eg@:) u(eg‘i_) ) (4.58)

U™ (B) = ( () ) ) (4.59)

. _ D+ . .
Vemos que as matrizes U 1(qu) satisfazem as mesmas propriedades que

U _1((9?;“) e, portanto, temos que transformacao de Bogoliubov para o sistema
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OF s também é candnica, a semelhanca do sistema OF,, ou seja,

{aza(05)),al 505} = UH05)) acU (05 ) splagpc, al,p}
= U (05)acUT (05}) 50(27)°6(5 — @)0srdcn
= U M05)) acdcpU (055 pp(2m)*6(5 — §)0sr
= U050 acU(05)cn(2m)*6 (5 — )6

= (2m)%5(p— Q)50 ap,

sendo que as demais relagoes de anti-comutacao sao nulas. Para a algebra

dos operadores bysa € bj;*r p temos, analogamente,

{bPSA( ﬁu)vb:;rB( g;)} = (27T)35(ﬁ_ q_j(;sr(;ABa

com as demais relagoes nulas.

Exemplo

Agora vamos aplicar este formalismo no calculo da energia e da carga
médias do sistema OF,, em equilibrio térmico & temperatura T = 1/ e
com um potencial quimico p. Qualquer observavel do sistema OF,, pode
ser descrito em termos dos operadores niimeros de ocupacio. nP® = aT Aps ©

b = bJr .bss, Portanto, antes de calcular a energia e a carga médias, vamos

calcular os ntmeros de ocupacgao médios do nivel ps pelas particulas a e b,
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denotados respectivamente por (n%)g, e (nk)g,. O nimero de ocupagao
médio (nf,)s, ¢ dado por
(ngdon = {0 0pulafaz|0; 05,) = ((01%¢(65,) afayXr(65,]]0))
= (01 (-6 )al e[ ~05,) U [~0ps,)ayWe[~6,]|0))
= (O (=05)1aaf) U (=05)15055(0))
= U‘l(—QZZ)MU‘I(—922)13(<<0|a,§AaﬁBl0>>)

— U(eg;)m(5A2532v>UT(eg;)Bl — vwegj)uUT(egj)m

= (PN = SV
— sV, (4.60)
analogamente teremos
b 2 pi— 1
<nﬁs>ﬂﬂ = v (%)V = WV’
= np(ep)V. (4.61)

Nesse caso a média da energia é dada por

dp “
(W = 030, Y [ - Esestms, + mb]0:05,)

s=1,2

d3p u
= Z /W{Gﬁ@% 03, 10%,10; 05,.) + (0; 05, |nL,]0;05,) },

- Z /((217]?361”{”3(6?)""”3(%)}»



e a carga média ¢ dada por

d*p
Qo = 0051 % [ Esng, —nb)i0:6,).

s=1,2

d3p .
- Z/(2ﬂ)3{<0?06u|n551050ﬁu>—<0;95u|n§’75]0;0ﬁu>},

s=1,2

= V/(ngTp;{nB(eﬁ) — np(ep)},

_ oy / %{w(eﬁ) — i)},

que sdo resultados conhecidos [35]. Para obter (4.60) e (4.61) , utilizamos as

seguintes relagoes

<<0|5;L73 =0, ZL/I7S|O>> =0, [aﬁsvat] =V

ps

4.5 Propagador térmico do campo de Dirac na
DCT.

O hamiltoniano do campo de Dirac é descrito pelo hamiltoniano

—

Hlo,d) = [ 3l@)(-i7.5+ Myu(@). (462
onde os operadores de campo satisfazem
{0(@) V(@) =10(F — 9),
{(@), 0" (N} = {d(D)a, V(H)} = 0. (4.63)
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sendo 7Y a componente temporal da matriz de Dirac v* = (7°,7). A de-
pendéncia temporal dos campos 1(Z)* e (), ¢ dada na representacio de

Heisenberg por

V() = P, 7) = My (g)cem I

R — 7 b0 T = —1 )z
w(aj% = w(lﬂ’y):eHWﬂ/)] ?/J(x)be Hl.vl s

iOy(z) = [Y(x), H[, Y]], 0ot (x) = [Y(x), H[sb, ],
="(=i7 - 0+ M) (x), = —(a)(i7- 9 — M),
= (iy" 0 — M)p(x) =0, = $(@)(9" D, + M) =0,
(4.64)
que sdo as equagoes de Dirac para os campos ¢ (z) e ¥(x).
A solugao das equagoes (4.64) é dada por [33]
wle) = 3 [ dog apantore v+ totmre] . @)
s=1,2
&(x)a = Z /dWﬁ [aZﬁﬂ(ﬁS)aeipx + bﬁsﬁ(ﬁs)ae*iﬁ-f] 7 (466)
s=1,2

onde os operadores {az;, a;gs, bss, b;s} tém de satisfazer a algebra (4.34) em

acordo com a algebra dos operadores ¥ e v, dada em (4.63). Substituindo
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as solugoes (4.65) e (4.66) no hamiltoniano (4.62), teremos

apsaps + bT bgs) + const.

s=1,2

A menos da constante na equacao acima, vemos que o campo de Dirac equi-
vale ao sistema OF o, que foi estudado nas se¢oes anteriores.

A fim de construir o formalismo da DCT para o campo de Dirac, vamos
acrescentar os graus de liberdade auxiliares com a utilizagao das regras de

conjugagao til aplicadas diretamente nas solugoes (4.65) e (4.66), obtendo

r)4 = Z /dw,, azsau(ps) e P +bTSAv(ps)“ W} : (4.67)
s=1,2

T)ga = Z /dwp a A U(Ps),e™" +bﬁsAﬁ(ﬁs)ae_im} , (4.68)
s=1,2

onde as componentes sao definidas por

U(z)7 = ¥(x)”, P(@)a = @)y (4.69)

W(w)s = i (@), D(@)ar = =i ()07, (4.70)

Em termos dessas componentes, a algebra dos operadores ¢ (%)% e ¥ (9)pp €

dada por

{p(x)% L (W)on} =7"0(Z = §)das,
{(@)%, v(W)%} = {¥() aa: ¥ (y)os} = 0,
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(4.71)

onde 2° = y°. O campos 1(z)4 e 1 (y) 4 podem ser equivalentemente obtidos

por meio da representagao de Heisenberg para o sistema duplicado

Glo)y = @O0, @)ge T, (4.72)

P(ylas = OG0, Ggse O, (4.73)
que equivalem a

W00p(r)s = [Y(@)%, H], i00¢(x)an = [()(2)an, H],
que sao as equacoes de Heisenberg para o sistema duplicado, onde o gerador
das translagoes temporais H [, 1] é dado por

o, 0, 9,0) = H, ] — H[D, )

—

— / PR (x)(—i7.0 + M)y (x)

— W(@) (7T + M)d(a)].

Como as componentes 1(x){ e (), sdo iguais as ordinarias, ¢ imediato que

H{[y), 1] é dado por

wa]zt/ﬁwunewa+Mwum
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Em termos das componentes ()¢ e ¥(x),2, definidas em (4.70), o hamilto-

niano H[¢, 9] fica

Hib, 0] = /d3fi(x)(¢7*.5+ M)(z),
_ / BE ()7 (175 + M)d(x), (4.74)
- / FPET (@) T+ MO (@), (475)
S / PEF (@) (7.8 + MW (@),

considerando as seguintes propriedades das matrizes {7}

0t —
=1
WWﬁzWﬁ{w 0

AP =7,
()" =1,
temos
03,3 = - [ @57 @3 + M (@),

+ M)b(2)s. (4.76)
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Podemos reescrever o termo cinético da seguinte forma

[ #5i)in. Giie)s = [ E5idi) o),
— [ @i i)
wi [ @55 (GapTu).
— [ @aiwn(-i7- i)
+i [ 45 (BaTota)
0
= / AT (x)o(—i7 - D)(x)s-
onde a integral de superficie se anula devido & conservagao da carga. Subs-

tituindo este tltimo resultado em (4.76), obtemos

—

9 = - / PEH(@)a(—i7.8 + MYp(z)s. (4.77)

e, portanto, o hamiltoniano H fica

Alon el = [ @53 sandlola(-7.0+ M)la)a. (A7)
A

Uma boa razio para se definir as componentes ()¢ e 1(z)42, segundo

(4.70), é que o efeito das regras de conjugacao til sobre as matrizes de Dirac
{7*} & anulado pelas suas propriedades, independente de qual representa-
¢ao, de Weyl ou de Dirac [32, 33|, estejamos utilizando. Repare também
que, com as definigoes dadas nas Eqs.(4.69) e (4.70), a base de espinores
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(PS)a, 9(D's)q } nas Eqs.(4.67) e (4.68), que expandem os cam-

—
I~
o
gl
(V)
N—
o i)
S
—
g
V)
S~—
o Q
|

pos 1 e 1), 830 0s mesmos para as componentes A = 1 e A = 2. Isso simplifica
o calculo de propagador fermidnico livre, como veremos adiante. E, por fim,
a delta 044 de (4.78), em contraste com 744 em (3.109), aparece devido a
natureza de Grassmann dos campos v e 1, quando realizamos a tranposicao
de (4.74) para (4.75).

O hamiltoniano H ainda esté associado a energia do campo de Dirac,
mas s6 gera a dinamica do sistema ordinério, enquanto que a dinamica do

sistema duplicado é gerada pelo operador H.

4.5.1 Propagador térmico do campo de Dirac na DCT.

O propagador fermionico duplicado a 7' = 0 é definido por

S(x = yhhap = (OIT{¥(2)4% (1)s510)). (4.79)

A fim de calcula-lo, é conveniente distinguirmos as partes dos operadores de
campo (4.72) e (4.73) segundo a maneira como elas atuam no vacuo |0)), ou
seja,

Y(x)h =y (@)5 + v (@)%,
2/}<x>aA = 2/_}Jr(x)aLA + Q/_}i ('r)aA
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as quais sao dadas por

ot = Y [doum)e an, v @i = Y [ doo)reryl,

s=1,2 s=1,2
PH(x) = Z /dwpu(ﬁs)“e_ip'fcigﬁs, v (x)§ = Z /dwpv(ﬁs)“eip'xiags,
s=1,2 s=1,2

@ZJr(x)al = Z /dwpv(ﬁs)aeip.xbﬁm ii(x)al = Z /dwpu(ﬁs)aeip.xaiﬁ)

s=1,2 s=1,2

P = 3 [ dwpaFs)ac (i)

s=1,2

F@e=Y / Qo () ac™ (—iB1, ),

(4.80)
satisfazendo, portanto
GH@AI0) =0« anl0)) =0, iB/0)) =0,
FH@)aal0)) =0 Bl0)) =0, —idipal0)) =0,
(Ol (@)5 =0 — ((Obf, =0, ({ofiah, =0,
(O (2)a =0 {{0lal, =0, ({0](~ibl,) = 0.
(4.81)
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Em termos destas componentes, o propagador (4.79) fica

S@—=yiap = (0IT{L(2)40()er}0)),
= (IT[(¥* ()% + v~ (@)2) @ s + U7 ())]]0)),
= (IT{¢" ()30~ ()es }|0))
+ (OIT{y™ (2)50 " (1)es }0)),
= 0" — ") (01" ()40~ (y)u5]0))

= 0y" = 2") (0] (y)upr™ (2)4]0)). (4.82)

Utilizando (4.80) e a algebra dos operadores {azsa, a}s 10 Dpsas b;s 4}» podemos

verificar

3= a ]
(O (@)58~ (W)Bl0)) = dap / (;ij;g Wt TABM ramivie), (453
p

3 — T a )
(O st~ @3I0) = Sap [ ol B emaninen a5

Escolhendo 01 = —7T44 € 02 = Taa para as representagoes de Fourier
das fungoes degrau (3.115) e (3.116), e considerando os resultados (4.83) e

(4.84), os dois termos da tultima igualdade em (4.82), ficam
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0(a” — ) {0y (z)

N
<

- AP i ipley)
(¥)eBl0)) = WS (P)bane ,
_ / dp iTaB(Y+ M)} e PlE=Y)
- (27T)4p0—TABEﬁ+i(5 2Eﬁ ’
(4.85)

4
00~ JO o™ @40) = [ G S e,

_ / d*p iTap(y+ M)j e PEY)
(2m)4po + TaBE; — 0 2E;

Substituindo este resultado em (4.82), obtemos por fim

a d'p . v e
S —yYpap = /W(SJr(p)bAB"‘S (P)yap)e p(e=y),

_ / d4p 0AB (ﬂ_}— M)g e—z‘p(m—y)
(27)* p* — M? + ieTap ’

d4p a —ip(x—
= /Ws(p)bABe Pl y)’

onde a matriz S(p); 45 € dada por

(4.86)

Sy = ST)ap+ S (Pias

i+ M)y 0
— p2—M?2+ie u
0 iy + M)
p2—M?2—ie

Na sequéncia analisaremos a termalizagao dos campos.

4.5.2 A termalizacao do campo de Dirac e os operadores
térmicos fermionicos.

Analogamente ao caso dos bosons, vamos definir a agao da transformacao
de Bogoliubov sobre os operadores de campo {t(x)%, 1 (x),4} na representa-

128



¢ao de interacao, a partir da sua acao linear sobre os operadores de criagao e
aniquila¢ao, dada em (4.56). Vamos definir, primeiro, a a¢ao das transforma-
¢oes de Bogoliubov fermionicas sobre fungoes f(x)4 a partir dos operadores
térmicos, a semelhanga do que foi feito em (3.128).

Sejam {Uﬁl(é’g:), U*I(Qg;)} operadores térmicos cuja acao ¢ dada por

dp
(2m)4

U'(05,)af(x)p = / I(ng)ABfT(p)Be_ip(z_y)- (4.87)

onde U _1(07;:) elU _1(822) sdo as matrizes de Bogoliubov fermionicas defini-
das em (4.58) e (4.59).

Seja o operador de campo termalizado v(x;03,)% definido por

V(305)% = U050 (@) 5% 165,]

Y [ a5 o 05

s=1,2
+ () €U (05,1054 % 05,1}
S / duo, {u(Fs)%e™ U (65) apagus
s=1,2
+ o(ps) e U (05,) 48055}
S / dup{u(Fs) e (U105 nag, + U0 avidh,)
s=1,2

4 u(Fs)rere (U*l(egﬁ)mb;s v U*l(egﬂ)m@s)}.
Considerando as defini¢oes dos operadores térmicos (4.87) e das componentes
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(4.80), teremos

V(@055 = U (04,) " (@) + U (0,) a9 (2)5

+ U N 05) a0 (2)F + U (05,) 420" (2)5.

E ainda, definindo os seguintes operadores térmicos como

U™ (05.) 50 = U H04,)41, U (03,) a2)

U™ (0p) 2l = (U (05,) 41, U (05,) 22)-

podemos escrever (4.88) como

w(ﬁ eﬁu)% = U_l(eﬁu)za¢+<x)%+U_1<9ﬁu);15¢_(x)?7-

Seja o operador de campo termalizado 1 (y; 65,.)p5, definido por

Oy 08 es = U050 (y)os%[05,]

Oy el
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Procedendo da mesma maneira que caso anterior, temos

V(Y0008 = U050 (v)ss%'(05,)

— Z/dwp[a(ﬁs)beip'w%[QEM]G’;SB%T[QEM]
S / du [a(5s)ye™ U~ (05) apal
= 3 [ e (U el U0 )

= U_l(egu)BﬂZJ— (y)bl + U_l(H;M)BQJﬁ_(y)bQ

+ UH05,)50" () + U1 (05,) 820 (9)so- (4.92)

Podemos reescrever (4.92) em termos dos operadores térmicos (4.89) e (4.90),

0 que resulta em

@Z’(?J; eﬁu)bB = U_lwﬁu)J_SBqZJr(y)bD+U_1(0ﬁu)j§5¢_(y)w-

Calculo do propagador térmico do campo de Dirac.

Na DCT o propagador fermiénico termalizado é definido por

S(@ = y:0u)5a5 = (03 05| T{ ()40 (1)e5 }0; 05,.)-
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Vejamos como a linearidade das transformacoes de Bogoliubov para os cam-
pos ¥(x)% e ¥ (y)pp, também se traduz no propagador fermionico pela utili-

zagao dos operadores térmicos

S(z =y 0u)5an = (0305, T{W(2) 50 (1)en} 05 05,),
= (0;01% [05,] T[¥(2)40(y)o] % [05,]10; 0),
= (0;01% [~65]T [y (x) 40 (y)s5) % 1[~65,]10;0),
= {0:0|T% [~ 03,0 (x) 4% [~ 05,) U [~ 03,10 (o
X U'[~63,]10;0),
= (0; 0Tt (5 —03,) 40 (4 —05)55](0; 0),
= (0;0|T[(U ™ (=85.) 50" ()& + U™ (=03,) 2807 (2)&)

X (U ™(=05)550" W)ep + U (—05,) 550 ()5p)]]0; 0),

considerando as propriedades (4.81), teremos

Sz —y; Oﬁu)ZAB

= U (=05,)6 (00T ()80 (0)u0] 00U (—05,) 55
U (=05, 35 00| T1 ()80 ()] [0:00U (=055,
= U (05550020 — ) (006 (2)5 (1)en 0:0) U (05,55

«—

— U (=65)280(y" — 2°){0: 01 ()™ (1)s0]0: 0) U~ (=05,) 515,
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Considerando os resultados em (4.85), teremos

S(z —y;0s.)pa8
d4p —

= U_l(—eﬂu)jé/WSJF(P)?AB@_W@_?’)U_I(—eﬁu)EB

— - d4p — a —ip(T— 1 -
- U 1(_05u>Ag/WS (P)page revy 1(_9@)33

d'p . _ L R o
- /(2ﬂ)4U N8 )i ST (iU (—65,) fpe )

d'p _ e o
B /(277)4(] 1(_9gu)AgS (P)yaslU 1<_0§H>BJB€ plz=y),
¢, definindo S(p; 0p,)545 POT

o d'p o —ip(ae
S(x —y;0p.)pap = —45(175 05.)ba5¢ n y)’
(2m)

teremos, portanto,

S(P§ OBN)ZAB = U_l(_OZM)XESJF(P)ZCDU_I(_OgM>EB
+ UTN(=65,)258 0)senU " (—65,) 55,

= U (=05 ST ()i, U (=05} ) b

—

+ Ut (—% )A25+(29)§22U71 (—9’5,])32
+ U (=05 1S~ (D), U (=05, ) b1

+ U (=050 425~ 0V~ (=65 ) -
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Considerando que U _1(—921[) =U (th), teremos

S(:0s)ian = U5 ST ()i UT (05015
+ U05,)4257 (0)inU” (0,)25
+ U(G’E;)AlS’(p)ZuUT(QZ,])lB
+ U0 225~ (05U (05, b2 (4.93)
Seja U(87),) a matriz definida por

U(05,) = 0(p0)U (65, cy—po + (—=20)U (05,)|es—p-

Considerando as posi¢oes dos polos de ST (p)fy1, ST (P)f11:, ST (D)fas € ST (P)fass

dadas por (4.85), pode-se verificar que (4.93) é dada por

S(p; Opu)ian = U(BZZ)ACS(P)GCDbUT(egZ)DB-

O propagador térmico do campo de Dirac da DCT é, portanto

d'p

S(x —y;084)pap = / on)]

U(0%,)acS (D) U (0%, ppe™ 7Y,

que é um resultado conhecido da literatura [36].
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Capitulo 5

DCT Interagente

Neste capitulo apresentaremos a lei de substituicao til [24| nas formas livre
e interagente, discutindo o importante papel que elas desempenham na teoria
de perturbagao da DCT [26]. Vamos definir o operador de espalhamento
térmico e, com o auxilio do teorema de Wick para DCT, vamos deduzir
uma férmula de redugao na forma funcional para a DCT, que permite obter
amplitudes de espalhamento térmicas [27] em termos do funcional gerador
das fungoes de Green da DCT, o qual é obtido a partir desta mesma férmula.

Por uma questao de simplicidade, trataremos apenas do campo escalar
real em equilibrio térmico & temperatura 7" = 1/ e com potencial quimico
1 =0, ja que este campo ¢ descarregado. Neste caso o estado térmico é dado
por |0;0,)|=0 = |0;03), o que significa ainda que este estado térmico esta

associado ao ensemble grande canonico.
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5.1 Lei de substituicao til para campos livres e
a condicao KMS para o propagador livre.

Uma consequéncia do fato de as médias térmicas em Mecéanica Estatistica

serem definidas por meio de

(0)s = Z7H(B)Tr(Op(B)), (5.1)

¢ a chamada condi¢do Kubo-Martin-Schwinger [25], que pode ser exemplifi-
cada da seguinte maneira: em (5.1), tomemos O = A(t')B(t), onde A(t') e
B(t) sdo operadores cuja dependéncia temporal é dada na representagao de

Heisenberg
A(t/) _ eit’HAefit/H7 B(t) — eit’HBefz't’H’
temos portanto
(A)B(t)s = Z7H(B)Tr(At)B(t)e ™),
— Z7YB)Tr(B(t)e PTAL)),
— 27 @) Tr(e (T B(t)e T A(L)),
= Z7YB)Tr(ePEB(t —iB)A(t)),

= (Bt —iB)A(t))s,
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onde utilizamos a propriedade de invariancia sob permutagao ciclica dos ope-

radores e também B(t — i) = e’ B(t)e P, Analogamente podemos fazer

(A()B(t))s = Z (B)Tr(A{)B(t)e "),
= Z7NBTr((e T AWF)) eI B (1)),
= Z7YB)Tr(e " B(t)A(t +iB)),

= (B(OA(Y' +if))s,
ou seja,
(A)B(t))s = (B(t —iB)A(t'))s = (B() A(t' +if))s

Esta é a chamada condicao KMS. Em TQC a temperatura finita, onde os

objetos basicos sao as fungoes de correlagao térmicas, por exemplo

Az —y05) = Z7H(B)Tr(e” T o(x)p(y)), (5-2)

no caso do campo escalar real, a condicao KMS tem uma consequéncia fun-
damental sobres as funcoes de correlacao que consiste na sua periodicidade,

a qual, em termos de (5.2), pode ser escrita como

A'(x—y) = Az —y—ifn(zo — yo)no; ),

Lo — Y R
U(xo—yo) - HJ ng:(1707070>7
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Se realizarmos uma rotagao de Wick (z° — —i7) em uma TQC a tem-
peratura finita, ela se euclidiana e a condicao KMS representa uma condi¢ao
de periodicidade, cujo periodo é dado por 3 [5,37]. Na DCT, com os ingredi-
entes algébricos da duplicagao dos graus de liberdade, regras de conjugacao
til e a termalizacao do vacuo e dos operadores, temos que a média térmica
(5.2), escrita em termos do valor esperado no vacuo térmico (3.130), é uma
consequéncia direta desta estrutura. No entanto, como a condicao KMS
se expressa em termos destes ingredientes? Analisaremos este aspecto na

sequéncia.

5.1.1 Lei de substituicao til: caso livre

Seja ¢(x)4 = (¢(x), ¢(x)) um campo escalar real livre dado por

o(r) = /dwﬁ(eipxaﬁ—k e_ima;),

o(r) = /dwﬁ(ei”xﬁﬁﬁ— eimfig).
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Considerando as relagoes que definem o vacuo e os operadores de criacao e

aniquilacao termalizados!

BEgz

ap(05)]0:05) =0 = @5j0;05) = e 2 ay03;0),
~ 05 ~ PE
ap(05)]0:05) =0 = Gsl05;0) = e 2 al|03:0),
s i 95
(0;05]ax(05) =0 = (0;05]ay = (0;0slae =,

BEz

(0;05lal(05) =0 = (0;05al = (0;Opfae 2,
podemos mostrar que

(0:60316(r) = (0:05/3"x + i),

Bo+ing2)I0:05) = 6o+ iB0B)I0;0s), (53

S)0:05) = 3o — i 2)[0;0s),

(03605161 x —i05) = {0:Bslo(a + ino), (5.4

! Aqui estamos utilizando as relagdes dadas em (3.88).
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As relagoes (5.3) e (5.4) s@o leis de substituicao til [24] para os campos ¢(x)

e gg(x) A partir destas relagoes, podemos mostrar

As(z,y:08) = (0;056(x)9(y)]0;05) para o > Y
= (005131 (x + 15 0)(1)]0:05)
= (0:05100) (x +1570)]0:65)
= (0;05l¢(y)o(x + iB0)|0; 05)

= Al(y,z — iBhg;0p). (5.5)

que foi obtida utilizando as relagoes (5.3). Além disso

Ac(y,z:05) = (0;05|¢(y)¢(x)|0; 05) para o > Y
= {0:0516()F (& — 15 0) 10565
= (0:0513' (& — 5 0) o) 1055
= (0;05|¢(x — iBo)(y)|0; Os)

= A.(z —iPBng,y;03), (5.6)
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que foi obtida utilizando as relagdes (5.4), de maneira que, a partir dos

resultados (5.5) e (5.6), temos

Aj(z —y;05) = (0;05|T(y)o(2)|0; 05)"
= O(zo — yo)AL(7,y;05) + 0(yo — w0) A% (y, 5 05)
= O(z0 — yo) A (y, 1 05) + O(yo — 20) A (,;05)
= 0(xo — yo)As(x — 1B, y; 05)

+0(yo — w0) A< (y, z + 1870; 03). (5.7)
Ou seja,
Aj(x —y;03) = Aoz —in(zo — yo)Bo, y; 03),

valendo, portanto, a condicao KMS. Além de descrever a condigao KMS nos
termos da DCT, na proxima secao veremos que as leis de substituicao til,
Eqgs.(5.3) e (5.4), desempenham um papel importante na teoria de perturba-

gao da DCT.

5.2 Representacao de interacao na DCT e fun-
coes de Green interagentes

As fungoes de correlagao de n pontos interagentes sao definidas como

A(SEl, R 19/3)141.“1411 = <Q, 95|T(I)(I1)A1 Ce (I)(Sl,’n)An‘Q; 05> (58)
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onde os operadores de campo ¢(x;)4, na representagao de Heisenberg sao

dados por
(I)(xj)Aj = €ix0H¢(0, fj)Aje_iIOH,

sendo que a hamiltoniana duplicada H é escrita como

~ ~

H = H-H
= Hy+ Hjpy — (H.o + ﬁmt)
— Hy— Hy+ Hipy — Hing
= Hy+ Hi
Os operadores na representacao de interagao sao definidos de maneira analoga

a TQC aT =0, ou seja,

¢(xj)Aj _ €ix?ﬁ0¢(0, J—/:j)Ajefi:c?Ho'

Em termos do operador U , definido por

~ ~

U(ta,t1) = Ulta, t1)U(ta,t1)

eztzHoe—Z(tg—tl)He—’LtlHo

= Texp(—i /t2 dtﬁl(ﬂ)?

t1

onde H 1 € dado por
H[(t) — eitﬁoﬁ'efitﬁoi
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Note que ﬁ(t27t1> = U(tg,tl)fj(tg,t1>. Temos que a relacao entre as repre-
sentacoes é

®(z;)a, = U(0,29)(x;) a,U (9, 0), (5.9)

sendo :139 = ( o instante em que as representacoes de Heisenberg e de interagao
coincidem.

Antes de aplicarmos (5.9) na funcdo de correlagao (5.8), precisamos es-
crever o vacuo térmico interagente |€2;63) em termos do livre |0;65), o qual,

conforme ja vimos anteriormente na eq.(2.31), ¢ dado por?
0:0) = Zo(3) /2= PH0/2]1), (5.10)
com
(05:0(0(0;05) = Zo(B) /*Tre PH/?0,
Zo(B) = Tre Pt
Analogamente, em conexao com
(205|019 05) = Z(8)"/*Tre P10,
Z(8) = Tre P,
temos a definicao para o vacuo térmico interagente

9:05) = 2(8) 2 1), (5.11)

2Denotamos |1) = Z{nj}eg [{nj} {51
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Considerando as definigoes (5.10) e (5.11) podemos relacionar os vacuos tér-

micos livre e interagente

2:605) = Z(B)"Pe P,
= Z(B)e R (Zy(8)' 2P 2y (B) 7 2e M) 1),

= Z(B)" V2 PH2 7, (3)/2ePH0/2|0; 0,5),

Zo(8)\ o~ BH/2 BHo/2) ).
(zw)) ( )10:05),

Zo(B)\? B
(Z(m) U(O,12)|O,95>, (5.12)

e consequentemente

M)UQ

S

(5.13)

(©:0] = (005U (15,

onde U é dado por

U(tQ tl) — e’itgHoe—i(tQ—tl)He—itlHo
s .

Agora voltemos a fun¢ao de correlagao. Substituindo (5.9), (5.12) e (5.13)
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em (5.8), obtemos

A(l’l, BN 9ﬂ>A1...An = <Q, 95|T(I)($1)A1 e (I)(.Cbn)An’Q, (9ﬂ>

Zo(B) . B A .
7(5) % 0slU (=, 00U (0, 2)(@1) 4,U(4,0) -

00, 29)6() 2, T3, 0)U(0, 2065

Zy(B) _ —i3 B R 0
Z(8) (0; 9B|U(T, 0)U (0, 00)U (0, 00)U (00, 29) - - -

T2, —o0) T (=00, 0)U (=00, 0)U(0, g)m; 05)

Considerando a regra de substituicao til para os termos extremos

temos

A(,Il, ..

(0:65107(0, 0) = {0: {0 — i i1,

2
0/(~00,0)[0:05) = U(~00, ~00 +12)[0:05),

Zo(B)

i 08) A, = 70 (0; 05U (00 — i=,i2)T[U (00, —o0)

(5.14)

Br)ay -+ B )0 (—00, ~00 +i5)[0: ).
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Se fizermos nesta formula n = 0 teremos

7 .
Z (005U (~i2 4 00,00) T (00, ~00)U (00, 00 + i) [0:05),
0
e portanto

Az, ..., T0508)4,..4,
(0;05|U (~i§ + 00,00)TU (00, ~00)$(1) , - .- $(wn) 4, U (=00, —00 +i)[0: 63)
(0;05|U (=i + 00, 00)TU (00, —00)U (00, —00 +i5)(0;0)

Salvo casos patodlogicos [26], a contribuigdo dos termos extremos no nume-
rador e denominador se cancelam, resultando numa férmula anéloga a de

Gell-Mann-Low [33]| que é

(0505 TTU (00, —00) (1) A, - - - $(n) 4, |0; 05)
(0: 05| TT (00, —00)|0; 05)

A(l’l, R eﬁ)Al...An =

(5.15)

5.3 Teorema de Wick para DCT

Como em TQC a T = 0, para calcularmos as fungoes de correlagao (5.15)

perturbativamente, precisamos expandir a exponencial

o0

U(oco, —00) = T exp(—i /_ dtH (1)),

[e.e]

nas poténcias do argumento

— / dtH(t) = —i / d* e (2),

—00
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onde usualmente a densidade hamiltoniana 77 (x) é dada por um produto dos
campos envolvidos na teoria. Assim sendo, o objeto basico que nos resta cal-
cular na expansao perturbativa é da forma (0, 05|T¢(x1) 4, - - - ¢(xn) 4,10, 05).

Comecemos pelo caso mais simples, com n = 2, isto é, vamos calcular

(0,05|T¢(x1) 4, §(22) 4,10, 05). (5.16)

Os campos na representacao de interacao sao dados por

d(r)a = /dwﬁ(eimam + eimazm). (5.17)

E, como o valor esperado (5.16) é relativo ao vacuo térmico, convém escrever
os operadores de criagao e destruicao em termos dos operadores térmicos por
meio da transformacao de Bogoliubov, as = U(#)apa(f)s, o que, substi-

tuindo em (5.17), resulta em

o) 10 = / Qo Q.. 07) 155(00) 5. (5.18)

onde @) é dado por

Q. p:0) = ( e~ u(65) eiPIU(G%) ) 7 (5-19)



e portanto os campos se decompoem em q% e ¢, da seguinte maneira

O(@)a = O(x)hy+ O(x) 4
= /dwﬁQ(x,p; 0s)apaz(05)p

+ / dwi Q" (x, p; 05) apal(0s) . (5.20)

Em TQC a T = 0 os indices + e — se referem & decomposi¢ao dos campos em
freqiiéncias positivas e negativas. Aqui essa interpretacao da notagao perde
o sentido, visto que as frequéncias positivas e negativas se misturam em qﬁj
e ¢, . No nosso caso, os sinais se referem a decomposi¢ao em operadores de
aniquilagao az(0s) 1 = (a5(63), a3(03)) para o sinal + e de criacao a}(é’ﬁ)g =
(a;(ﬁg)ﬁ;(ﬁg)) para o sinal —. Foi com essa intengdo que modificamos os

indices fazendo
A —- A B—B. (5.21)

Lembremos que a notagao matricial definida para descrever a transformacao

de Bogoliubov é dada por

—

as(05)a = (as(65),a05)),  al(05)a = (al(65),al(65)).

Com a modificagdo (5.21), as componentes 1 e 2, significam respectivamente,

nao til e til.
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Com os campos decompostos segundo (5.20), podemos estender o teorema

de Wick para a DCT como

Th(x1)ad(z2)p = ¢la1)ad(x2)p para i >
= ((x1)hg + O(x1) 29) (D(2) iy + A(22) 5)

= O(x1) P (22) Fp + O(21) 50 (x2) 5g

= (1) 190 (2) by + P(1) 29 P(72) 5y

= P(x1) 4gP(x2) by + P(22) gpB(21) 49

+ P(21) 490 (2) py + D(1) 190 (2) 5y

+  [(21) 49, A(22) 50l

(5.22)

onde os termos sublinhados estdao normalmente ordenados relativamente aos
operadores térmicos. Definindo o ordenamento normal relativamente aos

operadores térmicos por

Noag(03)ak(05) = az(05)al(6s),
Noal(0p)as(05) = ap(0)al(0s),

Noay, (05)at (05)ap, (05)al,(05), = ap, (05)ap,(05)al, (0)al,(65),
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e definindo contragao térmica entre campos por

P(z1)ap(xa)p = 0(x) — x9)[p(x1) kg, D(22) 5l

+ (x5 — aY)[p(x2) g, A(1) 1),

podemos reescrever (5.22) como

To(x1)ad(x2)B = Nod(21) ad(22) B + O(21) a0(22) B.

A partir desta definicao, segue que

¢(71)a9(22) = Ao(x1 — 22;05) a (5.23)

Considerando este teorema de Wick para a DCT, quando n = 3,4, -, po-

demos notar que

n L%J n—2k
T é(xi)a = No I ¢@nj)a., ] Dolwar —2mi05)a,a.,
i=1 k=0 {r} j=1 {(xl/,7l)}
(5.24)
onde 7 = (my,---,m,) é uma permutacao de (1,---,n), onde que 7; é um

elemento de uma combinagao de (1,...,n) tomados n — 2k a n — 2k, para
j=1,..,n—2k {(xl,7l")} & o conjunto de todos os pares entre os 7l’, 7l
paran—2k <1,I' <n,sendol # I'. A expressao (5.24) é o Teorema de Wick

para DCT. A partir disso podemos calcular o produto ordenado dos campos,
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bem como o resultado da atuacao do operador ordenamento temporal em

funcionais dos campos. Vejamos um exemplo:

= S EE Y N [ dniwyrot)y

< / 4o’ dz T (2 )r Do — 73 057 (2))F. (5.25)
Seja Wy[J;65] o funcional definido por
1
WolJ; 05] = —§/dx’dxj(x’)7'Ao(x’ — x;05)7J (). (5.26)

Substituindo (5.26) na tltima igualdade em (5.25), e somando sob as permu-
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tagoes {7}, obtemos

to\:

oo . 5] ol
_ n ! (2k)!
Texp(z/d:l:J = E n_ T = 28)1 2K

n= =0

~

X Ng(/ daJ(x)Té(x))" 2 (—2W,[J])*

. (in—2k< i de(x)r¢(x))”‘2k) I

(n — 2k)! 2k

> i [daJ(x)To(x))" 2] 1
= 33 | L i)

= N(> l(i/dw( )T (x) Z% WolJ;605))")

e portanto

T expli / Ao J ()76(x)) = Ny expli / dod (2)ré() eVl (5.27)

Um detalhe interessante desta formula é que, devido a forma quadratica

de Wy, a mesma permanece valida se substituirmos

(J(z)T)a — — / d'yAgt (v — y;05) aBTBC (5.28)

§J(y)c
na exponencial sob ordenamento normal. E facil entender por que esta subs-
tituigao funciona: o sinal negativo de (5.28) cancela o sinal negativo de (5.27),
o inverso do propagador em (5.28) “cancela” propagador em (5.27) e a ma-

triz 7 em (5.28) cancela um dos 7s em (5.28), s6 restando, portanto, J(x)T.
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O inverso do propagador em (5.28) é definido por

d*p

(27)"

Aal<l‘; eﬁ)AC = / 671'pr61(]?; eg)AC (529)

onde

AT (P30 = (UE)Do(p0)U(8]))ac)”
= U O B ac
= (U A5 (07U ()7 ac
= (U@ GOV E))ac
= U)W w7+ U ac

= (= = m*)r(UER)TU (05)7 + erU*(65)7)) ac

= ((=(p* = m*)7 + erU*(09)7)) ac, (5.30)

Tomando-se o limite € — 0, obtemos uma forma para Ay (p;05) que é mais

simples, sendo independente da temperatura, que é dada por

1
Ay (p; 05) ac — ;(p2 — m*)Tac.

E claro que esta forma nao pode ser utilizada, quando precisarmos inverter

Ayt (p; 05), obtendo Ag(p; 05) novamente. Considerando este tltimo resul-
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tado em (5.29), obtemos

Aal(l' — Z;eg)Ac = K(l’)é((li — Z)’iTAC

= K(z)6(x — 2)iTac, (5.31)

onde K = 9"9, + m? é o operador de Klein-Gordon. A partir de (5.31)

podemos verificar a seguinte relacao
/dzAgl(x — 2;03) acDo(z2 — y;03)c = 6(x — y)das,
de maneira que
K(z)Ao(z —y;05)ap = —iTapd(z —y). (5.32)

Nesse caso, considerando (5.28) e a forma do inverso do propagador (5.31)

na formula (5.27), temos

T expls / deJ(z)r(z)) = Ny exp ( / drp(2)K () 0 )ewow;em

(5.33)

Este resultado pode ser generalizado para o caso outros campos. Mais adiante

faremos uma aplicacao no caso de campos fermionicos.
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5.4 Operador funcional de espalhamento tér-
mico S[J| da DCT

—~

Considerando as teorias nas quais a interacao .#;,; = —%,: ¢ funcional

apenas dos campos, podemos definir o seguinte operador funcional

S[J] = A Texp (z / dv Ly (D(x)) + i / de(x)T¢(x)> (5.34)

onde escolhemos a constante .4 como sendo

1
(0; 05 exp(i [ dx Lo ($()))]0; 65)
1
(0: 05| TT (00, —00)|0; 05)

N =

de forma que S[J] satisfaca
(0; 5 S[J = 0]]0;65) = A (0; 9ﬁ|exp(i/dx@t(¢(w)))|o;eﬁ> =1. (5.35)
Outra propriedade de S [J], que pode ser verificada diretamente é

SJ] = Nexp (2 / dx%t(—h%(x)o T expli / deJ (2)7(),

Substituindo (5.33) no resultado anterior, podemos reescrever o operador
S[J] do seguinte modo

5J(zx))> Ny exp (/ dng(x)K(;p)(SJ(zm)) WolTi0a].

~ Nyexp ( / () K (2) Ji@) W exp (z / o Zoe (i Jix) )) eWol 0]

§[J] = N exp (i/dm(,?mt(h

(5.36)
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5.4.1 O funcional gerador Z[J; 03] das fungoes de Green
térmicas na DCT

Seja Z[.J; 5] um funcional definido por
Z17;05] = (0; 05|S[7]|0; 65). (5.37)

Considerando a definicao de S [J], segue que

6J<x]> (0: 0570 (oo, —oo>|o,eg> ’

_HTA A; AT l7=0 = <0?96|Tﬁ<007_00)¢(x1) +10:05)
gl
= A(z1,...,20;05)4,. 4,

e portanto, considerando (5.8), Z[.J; 6] é o funcional gerador das fungoes de
Green térmicas na DCT. Substituindo (5.36) em (5.37), temos que

21303 = A0 0lNpespl [ doole) K () 55=)10.09)

. —~ 4
X exp(z/dma%nt(—ZTéj )

— ; Z (i O WolJ:6]
= /exp(z/dm.ﬁfmt( ZT(SJ(:E)»G . (5.38)

))€WO[J§9B] ’

Usando a propriedade (5.35), mostramos que o funcional é normalizado, ou
seja

Z[J = 0;65] = 1. (5.39)
Isto permite reobter a constante .4, a partir de (5.38),

i — exp(i/clx.>2-m(—z'7'§L

T e
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que, substituindo em (5.38), resulta

exp(i [ daLipy(—i7 =) )eWol05]
Z[J;05 = J o 3.7 (@) . (5.40)
exp(i [ dv Ly (it 5775)) ol ;g

Como o funcional gerador é normalizado, as fungoes de Green obtidas sao

totalmente conectadas a pernas externas; ou seja, nao hé bolhas de vacuo.

5.4.2 Foérmula de reducao para DCT

Considerando o resultado (5.38) em (5.36), podemos reescrever o operador

de espalhamento térmico S [J] em termos do funcional gerador

~

51J] = Ny exp( / dro () K (x)

57 2130 (5.41)

A expressao andloga a esta em TQC (7' = 0) é as vezes referida como a for-
mula de redugao na forma funcional [32]. Mais adiante esta formula seré apli-
cada perburbativamente na obtencao da amplitude de espalhamento térmica,
o que permite o calculo da taxa de decaimento I' em um meio a temperatura
1/(. Comparamos entao estes resultados com a literatura [27,28|.

A formula (5.40) aqui deduzida via Teorema de Wick para DCT, ¢ a
mesma obtida por [38], que, construindo uma equagao diferencial funcional
para Z, propuseram (5.40) como ansatz resultando num propagador térmico
interagente satisfazendo a condicao KMS, que é assegurada pela existéncia de
uma representacao espectral. Mais adiante veremos que a existéncia de uma
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representacao espectral para o propagador interagente possui consequéncias

importantes na teoria de perturbacao da DCT.

Funcional gerador Z[J; 03] em termos de integrais de trajetoria

Note que a forma do funcional gerador Z[J; 03] ¢ gaussiana, uma vez que
o funcional Wy[J] é quadratico nas correntes. Segue entdo que a férmula

(5.40) pode ser obtida a partir da seguinte integra¢ao funcional

213365 = " [ Foel [ dedy(Gotor i e~ i 0)70(w)
+ i [ @ Zun((@) + T@)ro(a)
= N expli / dm(@t(—ir%@)))]
‘ / P expli / drdyso(n)r iy (x — y:05)70(y)

+ i/da:J(:E)ngS(:v)], (5.42)

onde a integral funcional gaussiana é dada por

[ gexpti [ ddysota)r ing' e~ yiayrots) + i [ deawyrote)

= ,/V"exp(—%/da:dyJ(y)TAo(x—y; 05)7J(2))

- MeWo [J:03] )

(5.43)
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Como ja vimos, nas Egs.(5.29) e (5.30), o inverso do propagador Ag(z—1y;63)

é dado por

Afl(x —y:0 ) — ﬂefip(wfy)Afl(p.g )
0 VB (27’(’)4 0 VB

= / ﬂe_i”(l’_y)(l(ﬁ —m?) 7+ etU?(0p)7),
(2m)4 i

e, considerando que em (5.43), o propagador Ay(z — y;03) é obtido pela

inversiao de Ay (z —y; f5), temos que o termo proporcional a e deve ser man-

tido. O referido termo desempenha ainda o papel de fator de convergéncia

da integral gaussiana.

Substituindo (5.43) em (5.42), temos que o funcional Z[J; 03] é dado por

Z[J;05) = JVC/V”exp(i/da:(.,%ntwét](x)))ew‘)[‘]?eﬁ]
= NN exp(i/dﬂc(iﬂmtlT(U(x)))eWO[J;eﬁ].
(5.44)
Se escolhermos a constante .4 como
, 1
JV”eXp (i [ dx(Z thT(U( ))) eWolJi0sl| ;_ 0
o funcional (5.44) fica normalizado, sendo dado por
Z[J;05) = eXp(ifdx%t(_iTﬁ» i (5.45)

)
exp(ifdxcfmt(—h%(x))) eWolJ:05]| ;_ o
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exatamente como em (5.40). Em [39], o que fizemos foi construir uma pres-
cricdo de termalizacdo onde o inverso do propagador Ay (x —y;63) é obtido
por meio de um operador térmico de Bogoliubov com a mesma atuagao que
(3.128) para o caso do campo escalar real, o que, de maneira similar ao que

acabamos de fazer, resulta no funcional (5.40).
5.5 Analise da teoria de perturbacao na DCT

No comeco deste capitulo vimos que a lei de substituicao til para campos
livres, que é uma consequéncia natural da estrutura algébrica da DCT, é
equivalente a condigao KMS para o propagador livre. Além disso , em (5.14)
vimos que esta condicao é um ingrediente importante na deducao da teoria
de perturbagao das fungdes de correlagao de n pontos (5.15). Vejamos como
essa mesma estrutura algébrica implica na condicao KMS para o caso do pro-
pagador interagente e quais as consequéncias disso na teoria de perturbacao

da DCT.

5.5.1 Lei de substituigao: caso interagente

Antes de resolvermos essa questao, vejamos alguns resultados que serao
lteis mais adiante e que decorrem da duplicacao dos graus de liberdade

e da regra de conjugacao til da DCT. Sejam A e A operadores bosonicos
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que atuam nos setores nao til e til, respectivamente, do espaco de Hilbert
duplicado Hy = H ® H, que é expandido pela base? {Im,n)}. Por definigao

temos

(m, n|Alp, q) = (m[Alp)(nlq),

(m. 7 Alp, @) = (mlp) {7l Alq),

sendo que a relacao entre os operadores do espago til e nao til pode ser

definida como [40]
(7 AT[B) = (p|Aln). (5.46)

Vejamos o que podemos dizer a respeito do vetor ZT|1>, em consequéncia de

(5.46),considerando suas componentes

(m, 7| A1) = (m, 7AD" |p, )
P

= Y (@ ATp) (mlp)

p

3Nao confundir m,m,n,n,p, P, -~ com nimeros inteiros, eles sdo vetores ortonormali-
zados que expandem o espago de Hilbert da TQC.
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utilizando (5.46), teremos

(m. Al AT[1) = > (mlp)(plAln) = (m| Y |p)(plAln)

= (m|Aln) = (m|A] > p){pln)
= > (m,7ilAlp,p) = (m,7A] Y [p, D)

p

= (m,n|A[1),

e, portanto,

Atl1) = AJ1). (5.47)

Digamos que esta é a versao mais simples da lei de substituicao til. Uma

consequéncia desta lei sobre o vacuo térmico interagente é

;05 = Z72e 2M)1)

Nlie

e

N|=

= Z e |1 (5.48)

Considere agora um campo escalar real ¢(z) 4 = (¢(z), ¢(z)) na represen-

tagao de Heisenberg

d(a)a = o) ae

_ (eimOH(b(x)efi:poH’ efixoﬁ(g(x)eimOH)
onde H = f[o + ﬁmt ¢ o hamiltoniano total do sistema. Vejamos o que
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podemos dizer a respeito do seguinte vetor
o(2)|05) = Z73g(w)e 21 1).
Considerando a lei de substituigao til (5.47), temos

o0y = 273 (s@es") 'y

e com (5.48), temos

O(2)[205) = e

que é uma das leis de substituicao til no caso interagente. Com manipulagoes
semelhantes as que acabamos de realizar, podemos mostrar as demais leis

para o caso interagente, ou seja

(©:05l0(r) = {5013 (x + 705,
B a+ im0 05) = oe+ 001065,
(06131 (x — 1705) = (0510 + iTo),

Este resultado se reduz as leis de substituicao til livres (5.3) e (5.4), se fizer-

mos H;,; = 0. Analogamente aos célculos (5.5), (5.6) e (5.7), realizados no
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caso livre, podemos mostrar que o propagador interagente, definido por
Az —y;05) = (05T (x)d(y) [2; 05),
satisfaz a condicao KMS
Az —y;05) = Az —y—ifn(xo — yo)no; ),
em acordo com a estrutura algébrica da DCT.

5.5.2 Condicao KMS e teoria de perturbacao

Em [38,41] argumenta-se que a validade da condigdo KMS pode ser ga-
rantida pela existéncia de uma representacao espectral para o propagador

interagente. Esta representagao ¢ dada por

A(po,ﬁ; eﬁ)AB = /dwpﬂ(w»@ﬁo(poaw;e,@)AB, (5'49)

onde a fungdo espectral a temperatura finita pg é real, sendo Ag(po,w;6p)

definido por?

Ao(po,w;0p) = U(0F)Ao(po, w)U(0F)

_ 0 ZO(p()vw) 0 DO
= U(Gﬂ ) ( 0 Zo(po,u))* ) U(eﬁ )7

(5.50)

4Nesta secdo denotaremos as matrizes diagonais por meio do negrito. Note que uma
matriz diagonal M satifaz: M+ = M.
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e a funcio Ag(pg,w) é dada por

— i

Ao (po,w) = (5.51)

p3— w2 +ie
Considerando (5.51) e substituindo (5.50) em (5.49), teremos

A(p;0s) = UOF)A(p; ps)U(0F)

_ poy [ AWP;pp) 0 p0
= oo (257 syl )

(5.52)

onde a fungao A(p; pg) ¢ dada por

Alpo, i pg) = | dw—t2o
(po, 7 pg) / S ————

A equagao matricial de Dyson da DCT é dada por

A(p; 05) = Ao(p; 05) + Ao(p; 05)(—i%(p; 05)) Alp; 05), (5.53)

onde X(p; 03) é a auto-energia térmica. A partir de (5.53) podemos obter

2(p;0p) = (A (0 05) — A™H(p; 05)), (5.54)
e, considerando a forma do propagador livre

Do(pibs) = U0F)A(p)U0F),

N S 0
a) = (P _S ).

p2—m2—ie
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e a Eq.(5.52), teremos
S(p;bs) = UT0)i(AG (p) — A (p; pe)) U (05)
= TUOF)Ti(A7 (p) — A (p; p))TU (05))T
= TUOR)i(AG (p) — A (p; pp) U (0F)T
= TU0F)S(p; 05)U(05)T,
(5.55)

onde X(p;03) ¢ dada por

3(p;05) = i(Ag* (p) — A7 (s ps))- (5.56)

A partir da forma das matrizes A;'(p) e A~(p; pg), podemos concluir que

s 0y _ [ Z(0:0p) 0
S(p; 05) = < 0 b S (p6y) ) (5.57)

Isolando A(p; ps) em (5.56) e o substituindo em (5.52) obtemos

Qmefl ; i€ 0
Alp;05) = U(6%) ( P (E)@"W i ) U@ey). (5.58)
p2—m2-X" (p;0g)—ie

A partir de (5.55) e (5.57), fica evidente que as componentes de X(p; 6p)
nao sao independentes. A equagao (5.55) nos permite encontrar as relagoes

entre os componentes de X(p; 83) e X(p; 03)

Re Y11 = —Re Y95 = Re 3, I'm Yy = I'm Yy = th;mpo‘jm i’
anh =51
Re Y13 = Re Y9 =0, Im Yy = Im EQl:_mlm =
T (5.59)
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Considere a solu¢ao da equagao (5.53) na forma da série de Dyson, isto é

A(p:bs) = Do(p;0s) + Do(p; 05)(—i%(p; 05)) Do (p; 05)

4+ Ao(p; 05)(—iX(p; 05)) Ao(p; ) (—iX(p; 03)) Ao (p; O5) + - - - .

(5.60)

Fica entao evidente que, cada termo desta série contendo n propagadores

livres Ag(p; 83), o qual é dado por

Ao(p; 05)
= U(#3) m 0, U(ow)
’ 0 o
= m +2mnpd(p? — m?) QW’eﬁlpo\/QnB(;(p? —m?)
T\ 2mpe IS ) e+ 2mnpd(p ) )

vai conter produtos de 6" (p*—m?), resultando em singularidades que tormam
a série sem sentido. No entanto, como resultado da existéncia da representa-
cao espectral (5.49), que equivale a condigao KMS, temos que o propagador
interagente ¢ dado por (5.58), que é bem definido. Isso significa que, de
alguma maneira, os produtos §"(p* — m?) devem se cancelar.

Vejamos num exemplo simples, no calculo do propagador interagente em
primeira ordem na teoria A¢*, como este cancelamento acontece. Com a

duplicacao dos graus de liberdade, a teoria A¢* ¢ descrita pela lagrangiana
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de interacao
A A~
T = L0l = Lo
A
=0 Z Taad (),
A

sendo que o funcional gerador das fungdes de Green térmicas Z|[.J; 03] para

esta teoria é definido por

6 T
J(z) i

)
= [1—3 44 .. 1eWoldi0s]
[ Z/meAA(éj(x)A) +---le ,

Z[J; 05 = exp(i/dmi’@;t( ))eWolJi0s]

>

que, em primeira ordem, ¢ dado por
Z[J;05) = (1+ Dy[J;05)e"olbsl ...

onde Wy[J; 03] e D1[J; 03] sao dados por

st < i3 [
; = — T ,
e A M8y

1
Waldi0 = =5 [ dedyI(@)r A =027 (0)

Conforme (5.15), o propagador interagente é definido por

_ TAATBB 5QZ[J}

Az —y; = -
(z —v;05)an i2 6J(x)a0J(y)B =0

Cr M| — TaaT MI
AA BB(SJ(:E)A§J(y)B J=0 7 144 BB(SJ(x)A(SJ(?J)B =
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onde, ¢ imediato que

626W0 [J;Gﬁ]

mbzo = Aoz —y; 8)aB (5.61)

—TAATBB

e, com um pouco de trabalho, obtemos
52D1[J; 65] ‘
07 ()47 (y)s "~
A
= i / da'[Taalo(z — 25 05) 4100(0;05)1100(2" — y;05)15TEE

- TAAAO(x - xl; eﬁ)AzAO(OQ eﬁ)zon(iU/ - Y 9[3)237'33] + -

Por conseguinte, o propagador interagente resulta em

A(x - Y eﬁ)AB = Ao(fB — Y, eﬁ)AB

)\ / / /
- Za/dx [Ag(z — 2"505) 4180(0; 05)11A0(2" — y;08)18

— Aoz — 2";05) 4280(0;05)22A0(2" — y;65)15]

dp ..
- / (27346 P [Ao(p: 05) an

+ AO(]U; eﬂ)AA’(_iE(p; eﬁ)AIB/)Ao(p; eﬁ)B’B] + -
(5.62)

de forma que a série de Dyson no espago dos momentos é dada por

Ap;0s)ap = Ao(p;05)as + Do(p; 05) a1 (—i%(p; 05)11) Ao(p; 05) 18

+ Ao(p; GB)Az(_iE(p; Qﬁ)zz)Ao@; 05)13 + -
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(5.63)

E evidente que os produtos dos propagadores Ag(p; 65), no segundo e terceiro

termos da série de Dyson (5.63), contém singularidades do tipo §2(p* — m?).

A—@—DB =A——0DB +A—2-p +aA-99 p+. .

Figura 5.1: A série de Dyson (5.63) representada por meio de diagramas de
Feynman. Nos dois ultimos diagramas, o ponto cheio representa o vértice da
lagrangiana ordinaria, que recebe o fator —i\, e o ponto vazio representa o
vértice da lagrangiana til, que recebe o fator +i\.

A partir de (5.63), temos que a auto-energia térmica X(p; 03) ¢ identificada

como

A .

onde definimos Am?(6g)

A A
Am2(65) = §A(0;05)11 = §A(0;95)22

A [Pl ;
= = — (14 20*(6%
4/(2%)3E5< e (eﬂ))’

N[ &1 E;
= = — coth | =2 .
4 / (271')3 Eﬁ cot (ﬂ 2 ) ’ <5 65)

que é uma quantidade real. A partir de (5.55), podemos obter a auto-energia
3 (p;05), que leva a
E(O, 95) = Am2(95)7'.
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Portanto, conforme (5.58), o propagador interagente A(p; 85) pode ser escrito

como
2—m?— imQ i€ 0
A(p;emszgw(p BT L )U(ez%
p2—m2—Am?(03)—ie

(5.66)

Em primeira ordem, vemos que o propagador interagente é bem definido a
despeito da referida presenga de singularidades do tipo §2(p* —m?) em (5.63).

Vejamos como se da o cancelamento.

Formula da derivada da massa

Utilizando (5.63) e (5.64), podemos reescrever a corre¢ao de primeira

ordem no propagador interagente como

o 52Dy
AATEE 5T (@) a0 T (y) B

= —iAm2(05) / (;1;4

J=0

e~ PEY (A(p; 05) a1 A3 05) 18 — Ap; 05) a2A(p; 05)21)

(5.67)

Para mostrar o cancelamento das singularidades em termos gerais, ou seja,

em qualquer ordem, devemos utilizar a chamada féormula da derivada da

massa (FDM) [42-44], que é dada por

% (iaiz) [A(p;05)7] a8 = [(A(p; 05)7) ] ap. (5.68)
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O detalhe interessante desta formula é que o lado direito da igualdade parece
conter as singularidades do tipo 6" (p?*—m?). No entanto, essas singularidades
se cancelam resultando no termo bem definido & esquerda da igualdade. Esta
fomula pode ser verificada de forma direta para caso N = 1, e demostrada
para qualquer ordem N via principio de indugao finita. No nosso caso N =1,

portanto temos

e,

ZamQ [Ao(p;05)T)aB = [(Ao(p; 9/3)7')2],43 =

.0

Urwe Ao(p;05) ap = Do(p; 05) 1180(p; 05)18 — Do(p; 05) 4280(p; U5) 2

(5.69)

que ¢ igual ao termo a direita da igualdade em (5.67). Substituindo (5.69)
em (5.67), teremos

5D ,
—TAATBB(S—I = —’LAm2(9ﬁ)/

4
d’p e~ ir(=y);
J(x)adJ(y)B

(2m)4 om?

Ao(p; 08) aB,

0 d4p —ip(z—
- Am2(95)am2/ (2m)i° P No(p; ) A,

0
= Am2(95)on(ﬂc —y;03) B,

que ¢ livre das referidas singularidades. Substituindo o resultado (5.70) em

(5.62), obtemos

0
Alx —y;05)ap = Ao(x — y;05) ap + AmQ(Qﬂ)WAo(iU —y;05)ap+ -+ .
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Isso significa que o efeito da interagao até um loop corresponde a um acrés-

cimo de uma massa, associada a Am?(f3), na teoria livre, ou seja,

Az —y;05)a = Doz — y; eﬁ)AB|m2+Am2(9ﬁ) o

como ja era esperado em (5.66). Este exemplo mostra a auséncia de singu-
laridades esperadas na teoria de perturbagao até um loop para propagador
interagente da teoria A¢*, mas estes tipos de singularidades também podem
surgir em quaisquer diagramas que contenham subdiagramas do tipo auto-
energia. No entanto, a existéncia da representagao espectral, que confirma
a validade da condicao KMS, nos assegura que essas singularidades deve se

cancelar [41].

Comparacgoes entre as teorias de perturbacao da DCT e dos for-
malismos de Matsubara e Keldysh-Schwinger

O formalismo de Matsubara [52], por se tratar de uma teoria de tempo
imaginario definida no espaco S' x E3, possui uma teoria de perturbacao
com diagramas que sao puramente reais. No entanto, em algumas aplicagoes
[28,68] como o estudo de processos dissipativos, o calculo da parte imaginaria
dos diagramas é essencial. Nestes casos, o formalismo de Matsubara pode
ser utilizado realizando-se uma continuagao analitica do tempo imaginério de

volta para o tempo real. A DCT, por outro lado, é uma teoria de tempo real
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definida no espac¢o de Minkowski, de maneira que as partes real e imaginaria
dos diagramas sao evidentes. O propagador livre Ag(p; Gg‘)), por exemplo,

pode ser escrito como
Dolpi0) = U(O)Au(p)U (05)

, 1
1
p2 — m?2

1 0
192_—7”2)7' + 75(p2 - m2)U2(HZ )

= iP( W (OF)TU(07) + 76(p? — m2)U2(9g°)

= P

Desse modo, quando a parte imaginaria de um diagrama é o objeto de inte-
resse, ela pode ser obtida de forma direta na DCT, e de forma indireta em
Matsubara; mas em geral o resultado ¢ o mesmo. As relagoes (5.59) foram
utilizadas para se verificar a igualdade entre a parte imaginaria de X, ob-
tida de forma direta em DCT e por continuagao analitica no formalismo de
Matsubara [68]. Por outro lado, quando a parte real de um diagrama é o
objeto de interesse, ela pode ser obtida diretamente em Matsubara e indire-
tamente na DCT. A teoria de perturbagao da DCT, devido a duplicagao dos
graus de liberdade, apresenta uma série de diagramas para cada diagrama do
formalismo de Matsubara. Em [43], apresenta-se uma prescrigdo que extrai
dessa série de diagramas a parte fisica associada aos campos ordinarios com

a utilizagao da FDM (5.68). Essa prescri¢ao resulta em uma quantidade real,
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que é livre das singularidades do tipo 6% (p? — m?) e, em geral, com resulta-
dos iguais aos obtidos no formalismo de Matsubara. No caso de diagramas
com pernas externas, por exemplo, a prescrigao consiste em somar sob todos
os diagramas permitidos pela estrutura da teoria de perturbacao na DCT,
fixando-se uma das pernas externas como sendo associada ao campo ordina-
rio. Vejamos um exemplo simples discutido em [35], que consiste na seguinte

contribuicao de segunda ordem

EMatsu(]? - O; 6) - (570)

para auto-energia a temperatura 7' = 1/3 da teoria A¢>.
Segundo a prescrigao dada em [43], temos que a parte fisica da auto-
energia térmica é dada pelos diagramas da DCT na figura 5.2, e que estao

associados ao diagrama da figura 5.70. O resultado é

Figura 5.2: Prescricao de Fujimoto para obtenc¢ao da parte fisica do diagrama
(5.70) na DCT.
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cujo céalculo resulta em

_ i\ b Po +M v . pP0)\2

= 1 9 /(277) AO(Z%G )11 2 (2w)4A0(P7 Hﬁ )12
A2 d*p 9

= —@7 (277) [Ao(p, 05 ) 11 — Ao(p; 9?)12}

N [dp 0 -
= _12/(271')4187712[A0(p’ 95 )il

A2 0 d*p o
= 2877’L2/(27r)4A0(p’93 )11

X2 9 &y (L 20%(0R)
- Tl

Z@mQ 27‘(‘)3 Eﬁ
X0 / d3p coth(BEz/2)
N 4 6m2 (27T)3 Eﬁ

que é bem definida, e igual ao resultado obtido via formalimo de Matsubara
[46].

O formalismo de Keldysh-Schwinger, também conhecido como formalismo
de Contorno Temporal Fechado (CTF), assim como a DCT, é um formalismo
de tempo real podendo ser definido em termos de varios contornos temporais,
os quais usualmente partem de um instante inicial ¢ = —oo0 e terminam em
t = —oo —if3. No caso particular do caminho mostrado na figura (5.3), o

propagador livre do campo escalar real no formalismo CTF é dado por®

Acrr = TAperT,

*Lembremos que na DCT temos Wy|[J; 03] = eTApcrT
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que resulta, portanto, no mesmo funcional gerador das fungoes de Green para

o dois formalismos.

Imt
t t
Ret
t’—ié
2

t—ip

Figura 5.3: Note que a projecao do contorno temporal no eixo real é fechado.
Os instantes sao t e t’ sao tomados em t — —o0 e t' — +00.

Em se tratando do célculo de quantidades fisicas associadas a sistemas
no equilibrio, os dois formalismos sdo equivalentes [48,49]. A despeito das
semelhancas, as estruturas que constituem as teorias sao fundamentalmente
diferentes. Por se tratarem de teorias de tempo real, ambas contém a du-
plicacao, todavia as regras de conjugacao til, as leis de substituicao til e as
relagoes de comutacgao entre operadores bosonicos til e nao til, ou de anti-

comutacao entre operadores fermidnicos til e nao til, nao tém paralelo em

CTF.
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Capitulo 6

Espalhamento Térmico

Considerando a férmula para o operador de espalhamento térmico (5.41)
juntamente com o funcional gerador das fungoes de Green térmicas da DCT
(5.40), que obtivemos via o teorema de Wick para DCT, vamos obter a am-
plitude de espalhamento térmica em termos do funcional gerador das fungoes
de green térmicas da DCT no nivel de arvore e em 1 loop para alguns exem-
plos, os quais ja foram obtidos e comparados com os resultados obtidos por
outros métodos em [27]. Antes vamos fazer uma breve discussao a respeito

da formula de redugao na forma funcional no caso da TQC a T'= 0. [32]
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6.1 Formula de reducao na forma funcional na
TQC
Seja Z[Jy, J,] o funcional gerador das funcoes de Green de uma teoria

escalar, cuja interagao é descrita por L,y = Lini(o(x), p(z)), dado por

) 1 4 1 46
Pl Jel = oxp (_Z/ e G 57 ) 75 (x))) M (6.1)
%)

onde Wy[Jy, J,] é dado por

Wo[ngano] = W¢+W<pa
1
Wy = =5 [ dodydo@)ale = 9)Iu(0),
1
W, = —§/dxdyJ<p(:p)A@(x—y)Jw(y).

A partir de Z[J, J,] podemos estudar qualquer processo de espalhamento
onde um conjunto de particulas incidentes {i} sao espalhadas sob a acao da

interacao %, resultando nas particulas {f}

Pii+DpPiet+... =2 prtDp+ ...

A quantidade béasica que descreve este processo é a amplitude de espalha-
mento .# (i — f), a partir da qual podemos calcular quantidades mensuré-
veis tais como a secao de choque diferencial do

1

do = ———
7 4F;1 Bisvio

ALy | A (piy + piz — pp1 + D2 + .. )| (6.2)
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e a taxa de decaimento I', no caso de particulas instaveis

1
2F;

I(E) = / AT 0y — pp1 + s+ )2 (6.3)

sendo [ dIl; a chamada integral de n corpos relativisticamente invariante,

que é dada por

d*py
/dnf_/H = 32“Ef 7)Y (P, — Py). (6.4)

A amplitude de espalhamento .# (i — f) ¢ obtida da matriz Sy; = (f]S]7)
segundo

Spi =64+ 2m)' 6Py — B)idl (i — f), (6.5)

onde os conjuntos de particulas {i} e {f} s@o descritos pelos estados |i) e | f)

definidos por

H V2Eyal |0),
0| H \% 2Eflapl

Podemos obter a amplitude de espalhamento .Z (i — f) a partir do

funcional Z[Jy, J,| pela chamada formula de redugao na forma funcional [32]

Spi = f15Ws: Jellid]s=o

— (fIN exp| / 0 ((2) K p () g

6.J4(x)
X ZlJs, Sl =0 (6.6)
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sendo que os operadores K4 e K, sao dados por

Ky(x) =2 4+m] , Ky(z)=0;+m’ (6.7)

e tém sua atuacao dada por
Ky(z)Ay(r — 2') = K (2)Ay(z — 2') = —id*(x — o) (6.8)

onde N é o ordenamento normal relativo ao vacuo |0). Expandimos (6.6) no

argumento da exponencial

Spi = <f|i>Z[J¢’J¢”J:O+/dx[<f|¢(x)|i>K¢(x)
04

+(f|¢(x)|i>K¢(x)m] ..

= o+ 305 [ T S TTUINGa ot Ko Kot

pPqg  Ppq

0Jy()

5nZ[‘]¢7 JSA ‘
Hpq 5J¢(xp)5jw(xq) ’

(6.9)

e calculamos a amplitude (f|N¢(x,)p(x,)|i) realizando todas as possiveis
contragoes entre os estados de 1 particula em |i) e (f| e os campos ¢(z,)

e ¢(xy). Por exemplo a contracdo entre os campos ¢(x) e o estado de 1
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particula k) = /2E,;a£.|0) é definida por [33|

o(x)lk) = o(x)"[k)

= [0)e™*, (6.10)

e analogamente temos

e*r(0]. (6.11)

Nos primeiros termos da expans@o em (6.9), ha em geral poucos campos para
contrair com os estados de 1 particula em |i) e (f]| e, portanto, os estados nao
contraidos gerarao diagramas desconexos que estao associados a grupos de
particulas que nao interagem. Usualmente, descartamos tais amplitudes. A
expansao (6.9) ¢ truncada na amplitude (f|N [, #(z,)¢(z,)]i) onde todos os
estados em |i) e (f| estdo contraidos com os campos em [[, ¢(x,)p(z,), pois

a amplitude (f|N[[,, ¢(xp)e(z,)]7) se anula quando houver mais campos

182



que estados para contrair, j& que para os campos restantes teremos

¢(z)70) = o(z)|0) =0,

Olg(x)~ = (Olp(x)” = 0.

Estamos interessados nas amplitudes conexas onde todas as particulas
participam na interagao, ou seja, quando houver contracao total em
(fINTL,, #(xp)p(z,)[i). Nestes termos, precisaremos da fungao de Green in-
teragente e conexa de n pontos em (6.9), sendo n o niimero total de particulas
em {i} e {f}. A func¢do de Green em (6.9) se decompde em fungoes de Green

conexas de maneira que

0" Z[J g, Jy) B "Wy, J,]
Hpq 0Jg(wp)0 () 0 Hpq 0Jg(wp)0Jp(4) 0

+ (termos desconexos),
(6.12)

onde WJy, J,] é o funcional gerador das funcoes de Green conexas, que é

definido por W[Jy, J,| = log Z[Jy, J,]. A fungdo de Green interagente conexa

de n pontos possui a seguinte estrutura

l’ql

0" W Jy, J,] _
Hpq 5J¢($P)6J<P($q) 0

T (6.13)
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O papel dos termos [],, Ky4(7,)Ky(7,), juntamente com as condigoes de re-
normalizacao das massas, ¢ o de amputar as pernas dos diagramas proveni-
entes de (6.13), de maneira que se considerarmos (6.12) e (6.13) em (6.9),

teremos por fim [33]

M= )= i IR (6.14)

onde a amplitude de espalhamento .Z (i — f) é dada pela soma de todos os
diagramas amputados e conexos. As condigoes de renormalizacao das massas
podem ser dadas em termos das auto-energias dos campos ¢ e ¢ da seguinte

maneira [33]

Sy s =0 o
Ew(p2>’p2=m2:o ) #

(6.15)
onde X4 e X, s@o as auto-energias dos campos ¢ e ¢. As condigdes (6.15)
sao essenciais para fixar os p6los dos propagadores interagentes Ay e A, nas
massas fisicas dos campos ¢ e ¢. Isso é possivel desde que as auto-energias

sejam reais, uma vez que essas condi¢oes sao garantidas, ordem-a-ordem,

pela adigao de contra-termos (reais) na lagrangiana do sistema'. Na teoria de

LA lagrangiana total do sistema, ou seja, parte livre + contra-termos + interacdo, tem
de ser real.
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perturbagao renormalizada os polos dos propagadores livres também ocorrem
nas massas fisicas dos campos, que correspondem as massas de cada K(z) na
Eq.(6.7). Isso permite que o termo [, Ky(x,) Ky (z,) realize as amputagoes
nas pernas externas dos diagramas em (6.13). Caso os polos dos propagadores
interagentes ocorram fora da camada de massa (da massa fisica), a atuagao
de T, K(wp) Ky(24) nos propagadores interagentes resulta em zero e, nesse
caso, a amplitude de espalhamento .# (i — f) se anula. Este ¢ o caso quando
houver instabilidade. A auto-energia de uma particula instavel na camada
de massa é imaginaria tendo em vista que os contra-termos sao reais. Assim

as condigoes de renormalizagao s6 podem garantir que

d

Re X(p*)|pemmz = 0, fe S (0?22 = 0,
d

Re E90<p2)|102:m2 =0 , d—pQReZw(pQ)\pz:mg = 0.

Isso sugere que, se utilizarmos a féormula de redugao para descrever um pro-
cesso de espalhamento com instabilidade, iremos obter trivialmente .# (i —
f) = 0; o que faz sentido se considerarmos que a férmula de redugao supoe
que as particulas espalhadas sejam estaveis. Na deducao de férmula de redu-
¢ao considera-se um conjunto de particulas livres {i}, infinitamente distantes
num tempo t — —oo. Encontram-se e interagem entre si em ¢ = 0, sao espa-
lhadas e tornam a ficar infinitamente distantes e livres, acessando os estados
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{f} num tempo t — +o0. Qualquer particula instavel que estivesse livre em
t — —oo teria decaido antes de colidir em ¢ = 0. Portanto, nao havendo
interacao, teriamos

Entretanto, o processo de renormalizacao perturbativa é realizado ordem a
ordem, e pode ocorrer que parte imaginaria da auto-energia s6 aparega em
uma ordem mais elevada. Isso significa que podemos utilizar a féormula de
redugao para obter uma amplitude de espalhamento nas primeiras ordens,
mesmo quando houver instabilidade. Em particular podemos sempre utiliza-

la no nivel de arvore.

Significado fisico da taxa de decaimento I'(i — f;T # 0)

Como ja discutimos anteriormente, a T = 0, a instabilidade de uma
particula esté associada a parte imaginaria da sua auto-energia. Mais preci-

samente, temos que a taxa de decaimento é dada por
1
N(E;T=0)= —Elm S(E;T =0). (6.16)

Fisicamente é interpretada segundo (6.3), estando associada a probabilidade
de decaimento; de maneira que I' = %, onde 7 é um tempo caracteristico

de decaimento. Apoés um tempo t >> T, espera-se que todas as particulas
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num sistema de particulas instaveis tenham decaido. Em se tratando de
processos microscopicos, a amplitude de decaimento .# (i — f) nao depende
da temperatura, ou, como usualmente nos referimos, o sistema estd a T' = 0.

E um fato conhecido [27,28, 53, 68] que nas teorias de campos a T #
0 temos que a parte imaginaria da auto-energia é nao nula, mesmo para
particulas estaveis 2. Em [28], Weldon investigando o significado de Im%(T #

0), obtido no formalismo de Matsubara, interpreta
1
[(E;T#0) = —ElmZ(E;T #0)

como a taxa com que uma funcao de distribuicao se aproxima da funcao de

distribuicao no equilibrio

1
JB) = ————,
o = 1 para bdsons,
o = —1 paraférmions,

para um sistema proximo do equilibrio em contato com um banho térmico

1

a temperatura T' = 3

. A expressao encontrada para I'(T" # 0) é semelhante
a usual (6.3), sendo dada pela integral (6.4) do modulo ao quadrado da am-

plitude de probabilidade |.# (i — f)|* contendo, no entanto, alguns fatores

2No caso em particular do formalismo de Matsubara, onde todos os célculos resultam
em quantidades reais, a parte imaginéria é obtida via continuagao analitica.

187



estatisticos relativos ao banho térmico. Os significados dos processos fisicos

Pii+DPie+ ... =P +pr2t...

considerados a 7' = 0 e T" # 0, no entanto, sao completamente diferentes.
No primeiro caso, trata-se de um processo microscopico onde o conceito de
temperatura sequer faz sentido, a despeito de nos referirmos a ele como a
T = 0. No segundo caso o processo na verdade representa um conjunto
infinito de processos que participam na manutencao do equilibrio térmico de
um sistema que é posto em contato com um banho térmico a temperatura
T # 0. Este é um processo fisico mais realistico uma vez que todo processo
de espalhamento sempre se dd em algum banho térmico. Avaliar o efeito

desse banho térmico é o proposito central da TQC a T' # 0.

6.2 Amplitude de espalhamento térmica
M (i — [;65)

Em [28], Weldon questiona se nos formalismos de tempo real, como DCT,
obter-se-ia a mesma parte imaginéaria para as auto-energias calculadas pelo
formalismo de Matsubara. As referéncias [27, 68| respondem esta questao
afirmativamente. Particularmente em [27], Khanna e Rakhimov definem o

conceito de amplitude térmica de espalhamento .# (i — f;603) a partir de dois
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ingredientes: o primeiro é a termalizac¢ao dos estados de multi-particulas {i}

e {f}
i) — §;05) = % (05)]i;0),
i) = (][ V2Eua})I0) — 1i:05) = (][ V/2Eual, (67)4=1)10;65),

(6.17)

(I = (305 = (0s f1%7(0p),
(FI= O] V2Enan) — (£:05 = (0:05/(] [ V2Enan (05)a-0).
=1 =1
(6.18)
onde apenas as particulas fisicas (nfo til ) sdo termalizadas, e o segundo ¢ a
termalizacao da matriz de espalhamento

S(05)5i = (f:05/Si.05). (6.19)

A amplitude de espalhamento térmica .# (i — f;6p) é definida em termos

da matriz de espalhamento térmica (6.19), em analogia a (6.5)
(£3051S]i,05) = 07 + (2m)"'6* (P — Pp)idl (i — f;05), (6.20)

sendo o operador S dado pela série de Dyson

S=> <_ni!>n / d; T[] [ Hine () (6.21)

n 7=1
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Em [34], o significado da termalizagdo de estados arbitrarios da DCT ¢ dis-
cutido em termos gerais, de forma que os estados térmicos sempre podem ser
mapeados em matrizes de densidade, analogamente ao vacuo térmico, como

vimos no capitulo 2.
Contragoes térmicas entre campos e estados

A amplitude (f; 0g|§ li,05) pode ser calculada diretamente pelo teorema
de Wick para DCT (5.24). Neste contexto, o conceito de contrac¢do térmica

entre campos é estendido, considerando também contragoes térmicas entre

campos e estados térmicos em analogia a (6.10) e (6.11), ou seja

—— .
O(x) alk; 05) = d() 4ylF; O)

— [ s Q. p:6]) a5 2Bl 6511103 03)

5 28 , :
Sy £ Q) (e, p: O) a0 5.0l (05

(2m)?\| 2E;5
= 10;65) / (Z;fg @e_ip$Q(x, p; 0%) a1 (27)*6 (5 — k)
= 10:05)Q(x, k; 0%) a1 (6.22)
= [0; 05)e ™™ U (65) ar. (6.23)
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e também temos

(k;05l0(zx) = (k:0s]p(x)”
— Q" (x,k;05) 41 (05 0) (6.24)
= U(05) ;e™ (05;0], (6.25)

onde @ é dado em (5.19). Em termos da amplitude de espalhamento .# (i —
f;05), Khanna e Rakhimov definem, em um meio a temperatura 7" =1/, a

taxa de decaimento I'(f3) por

1
2F;

T(E;: 05) = /dwf‘,///(pi e pp AP0 (6.26)

A seguir usaremos a féormula de redugao que introduzimos para calcular a
taxa de amplitude termalizada em alguns casos de interesse.
6.3 Aplicacoes

6.3.1 Taxa de decaimento térmica para o processo
o— T+ .

Considere um processo de decaimento onde uma particula escalar real o

decai em duas particulas escalares reais 7.
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ks

Figura 6.1: Decaimento i, — f;

Neste caso temos

i.)=1p) , p=(E,p) , p*=m2

el = (R Kol o k= (Bv ) ke = (Baky), K =k =m2.

A lagrangiana de interagdo que descreve este decaimento é dada por [27]

Znlo(2),7(2)) = ~ So(0)(x).

Em DCT, devido a duplicacao dos graus de liberdade, temos que a la-

grangiana do sistema é dada por

— —~

Gt 0(2),5(@), 7(2),7(2)) = Lina(0(2),7(2)) — Lot (F(2), 7 (1))
= —Z(o(z)r*(x) — (x)7(x))
= Z TaaLint(0()a, () 4) A

A
= —% Z TAAU(x)AW2($)A
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Para obtermos a amplitude de decaimento térmica .# (i, — fr;63), precisa-

mos termalizar os estados {i,} e {fr}

0) = (V2E,af)|0) —  [5;65) = (vV/2Bsa}(65)4-1)10; 65),

2

2
/{51,]{?2| = 0| H 2K lak — <E1,E2;9ﬁ| O 9ﬁ| H QEWZCLk A 1)
=1 I=1

e contruir a matriz de espalhamento térmica S (03) f.4, que, conforme (6.19),

¢é definida por
S(05) 1.4, = (fx1 0518 Jxlin; 05) |1, 7o ~o0, (6.27)
e que, analogamente a (5.41), é dada pela seguinte formula de redugao

S(08)1siy = (fr;08/Noexp( > /dm r)aKy(x )6J((S) )is; 0)

¢=o,m

X Z[Jg, Jx:0]] 1,0, =0-

(6.28)

A atuagao de K4(x) = 07 + mj (¢ = o,7) & dada por

Ky(x)Aop(x — 13 05) = —id(x — y)T. (6.29)
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Expandindo a exponencial de (6.28) temos

§0,), - 5f,m,+2 HZ / d,)/( fﬂ,eﬁweﬂ@ 2)lia: 05)
=1

z

(Sn Jg, Jﬂ; 95]
- HKQSZ ) 71 0Jp, (i) a;

_ / Hdwﬂ;eﬁ|Nga<x1>Am<x2>A2w<xs>A3m;eg>

) 83 Z[ s, Jr: 0] |
5Ty (1) A, 05 (22) Ay0 T (5) py

X Koy (11) Kn(22) Kr (2
Realizando as contragoes térmicas, obtemos

3
S(08) fri, = /Hdl’z‘Q(%Jﬁ; )1A3Q($2,k27 )1,42@(901,]71,9 1A
i=1

837y, Jr; 05]

X Kal(ml)Km(xZ)KﬂS(mS)éJ (l’l)Alé’] (xZ)A25’] ($3)A ‘07

(6.30)

onde a matriz de espalhamento é dada em termos da funcao de Green inte-

ragente de 3 pontos. O funcional gerador Z|.J,, J,; 03] ¢ dado por

Z[Jy, Jr: 03] = exp(i /deTAAznt( )4) Zol Ty, T 03], (6.31)
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onde

(—i) 53
-=Zin - 5
() 2 MG () a0 T () 0)?
ZolJo, Jwi O] = eMotr o],
WolJo, Jui0s] = > Wos[Js: 03],
¢p=o,m
1
Woel[Js; 03] = —5/dfrdyJ¢($)TAo¢(fB—y;9)TJ¢>(y)-

Portanto, até a primeira ordem, temos

A Taa O Taa 0
Z[Jy, Je 05 = Vo —iZ [ d 2 Wo
| ol = e / x%:”f“( i 5h@a 0 sk ¢

A 5 5
_ Wo - Woo 2 Wor
- ot Z/dx;(ng(:c)Ae s ©

(6.32)

de maneira que

5211y, J: 05] A /
T =— [ dz —T
5Jo‘(xl)A15‘]7T<:C2)A25']ﬂ'(x3)A3 |0 2 BA-ZA-( “

3

X Dog (v — 2713 Qﬁ)ABTBB)[H(_TAAAmr(x — 25508) A4, T, ;)
j=2
termo proporcional a

+ A(IQ —Ig;eg)].

(6.33)
Considerando (6.33) e (6.29) em (6.30), obtemos
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3

3
S(@g)fﬂig = —ZA/dZL’Hd$] Z TAA HTAjAjTAAj5($ — ZL‘j)
J=1  AA,. As j=1
X Q(x3,k1503)] 43Q (22, k23 08)1 42Q (21, P15 038)1.41
= —i)\/d$d$1dl'2dx3ZTZ]AQW(x&kl;9,6>>{A
A
X Qr(wa, k2;03)1 4Q0 (21,15 05)140(z — 1) (x — 22)0(z — x3)
= —i)\/dﬁcZTAAQ(l’,/ﬁ;eﬁ)TAQ($7k2;9ﬁ)TAQ(%p; 05)14
A

- —i)\/dmZTAAeiI(k1+k2_p1)U(9§1)1AU(9§2)1AU(9g)1A

A
= XY TaaU(05)14U(05)1aU (65)14(27) 6% (p1 — k1 — k).
A

Lembrando de (6.20), temos que a amplitude térmica .# (i, — fz;0p) ¢ dada

por

it ig = Jai03) = ‘MU(QEI)HU(@?)11U<9§)u - U(H?})m
XU(@EZ)le(Qg)lz)

= (=N u(05)u(05)u(0%) + (+iN)o(65)0(05 o (05).
(6.34)

Esta amplitude sugere uma modifica¢ao nas regras de Feynman (no espago
do momentos) para o espalhamento térmico: multiplique pelo fator u(ﬁg) da
tranformagao de Bogoliubov cada perna externa com momento p = (Eg, p)
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conectada a um vértice fisico (nao til), o qual recebe o fator usual —i);
multiplique pelo fator v,(0s) da transformacao de Bogoliubov cada perna
externa com momento p = (Ey p) conectada a um vértice do tipo til, o

qual recebe o fator +iA. Neste caso a amplitude (6.34) é diagramaticamente

representada na figura 6.2 u(9§2) U(@Ez)
/ /
/ /
/I/ I/
u(f) --+—-¢ (—iA)+ (05) -- -4 (+i})
\\ \
\\ \\
\ \
u(65") v(b5')

Figura 6.2: Amplitude de decaimento térmica i.# (i, — fr;03). O vértice
fisico é representado pelo ponto preto e o vértice til é representado pelo ponto
vazio.

Note que para 63 = 0 (1" = 0), a amplitude térmica se reduz a amplitude
microscopica, o que justifica a convengao de se referir a processos microscod-
picos como sendo a T' = 0, a despeito do conceito de temperatura nao fazer
sentido microscopicamente.

A taxa de decaimento térmica I'(i, — fr;63) é obtida a partir da ampli-

tude térmica (6.34), segundo (6.26), ou seja

Bk B3k ,
pa 9/3 2E / 1t 321E1 27T)322E2 (27‘(‘)464(]?—161—]{12”%(10 — [ 95)|2 (635)
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Conforme as definigoes de (3.75)-(3.77) com p = 0, temos

2(9d e’
w(03) = 1+np(Ey = BBy 1’
> 1
UQ(%) = ”B(Ecj) = PEr _ 1’
%) _ 1+ nB(E(;) _ eﬁEq*.
2(67) np(Eg)

Considerando a presenca de 6 (E— E; — E») no integrando em (6.35), podemos

tomar £ = E| + Fy em |.#|*, o que nos permite fazer

|%(ia — [ eﬁ)P

)

B(E+E+E
2

)\QHB(E1>TLB(E2)TLB(E)(6

Nng(ED)ng(Ey)ng(E) (€ — 1)(fEr+E2) _ 1),

1+ nB(El) 1+ nB(EQ)
nB(El) nB(Ez)

N((1+np(E))(1+np(Ey)) —ng(Ey)ng(Ey)).

Nng(E)ng(Es)( - 1),

(6.36)
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Portanto (6.35) fica

F(p; 95) = ;\_E/ (27(5)521E1 (27:'1)522E2 (277')454(]9 - kl - k2)7

X ((1+np(E1))(1+np(E2)) — np(E1)np(Es)),
A2 B3k, _ _

= 35 m(QW)é(E—El — E))(1+np(Ey))(1+np(E,)),
A2 Bk,

2E m(%)&@ — B, — Ey)np(E)ng(Ey), (6.37)

onde Fy = \/(ﬁ— k)2 + m2.
Devido a dependéncia de (6.36) apenas nas energias E; e Es, iremos

denoté-lo por |.#|*(Ey, E2;05). A partir de (6.36), segue que
| )*(Ey, Fy; 05 =0) = 1. (6.38)

Podemos calcular (6.37) no sistema de referéncia da particula o, o que,

juntamente com a lei de conservacao do quadri-momento, significa tomar

-

p = (ma,O), kl = (Eﬂ-,k'), k2 = (Em _k)a
E — ma_7 EIZEQZEWZUE2+TTL3F,

(6.39)
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resultando em

1 &k ) _
F(maaeﬁ) - 2mo—/(27T)3<2E0-)2(27T)6(m0_2Eﬂ)|%| (EW’Eﬂ'?eﬁ)

1 dkk? )
N 87ng / E72r 6(m‘7 - 2E7T)"%‘ (Eﬂ') Eﬂ') 9[3)

1

STM

B2 —m?
0 T a5 )

1— 2m_w)2

Mo

= (7 < 0)-

8mmy
(6.40)

Considerando (6.36) em (6.40) temos portanto que a taxa de decaimento

térmica no sistema de referéncia da particula o é dada por

T (my;05) = T(my; 0)(1 + an(%)) (6.41)

Um ponto interessante a se destacar em (6.37) consiste no papel que as
componentes til podem desempenhar na interpretacao de Weldon [28]| para
a taxa de decaimento térmica I'(p;65). Esta interpretacdo considera um

sistema de particulas o, proximo do equilibrio térmico, estando em contato

1

com um banho térmico a temperatura 7" = 3> constituido pelas particulas .

A taxa de decaimento térmica direta I'4(p; 03), dada por

A2 &Pk, _ _
Ly(p; = — | ————0(F — By — E5)(1 Ey))(1 E

(6.42)
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¢é a taxa para o decaimento de particulas o
Ty
oO—T+T

cuja ocorréncia recebe o peso estatistico (1 + n(FEy))(1 + n(Es)). Além do
decaimento, ocorre também a producao de particulas o pela aniquilagao de
particulas 7 do banho térmico. A taxa de decaimento inversa I';(p; 03), dada

por

Ty(p; 05) = ;—E / %(2@5@ — By — By)n(E)n(B,),  (6.43)

¢é a taxa para a producao de particulas o

F,
o~—m+T

cuja ocorréncia recebe o peso estatistico n(E;)n(Es). Nesse caso temos que

a taxa de decaimento térmica resultante I' é dada por
T(p;05) = Ta(p; 05) — Ti(p; 0p).

A origem da taxa I';, consiste no termo iAUg, (03)12Ug,(05)12Ur(05)12
de (6.34). Este termo por sua vez, resulta da contragdo térmica entre os
estados termalizados e os campos til (6.23) e, por fim, os campos til vém da

lagrangiana til Zn- Nesse sentido, entendemos que a duplicagao dos graus
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de liberdade na DCT constitui um ingrediente essencial na manutencao do

equilibiro térmico entre os campos em interagao.

o = m+T7

6.3.2 Taxa de decaimento térmica para o processo
oO— T+ +T.

Vejamos agora um processo onde uma particula escalar o decai em m

particulas escalares 7.

Figura 6.3: Decaimento i, — f,
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Neste caso temos

lic) = D)

(ful = Ry, K| ) k=

i=1--,m

A lagrangiana que descreve esta interacao é dada por

Lint(x) =

A

——o(x)r"(z),

m!

com a duplicacao dos graus de liberdade temos

—

Lint(o(x),0(x), m(x), 7())

P

Li(o(x),m(x)) — L (0 (2), 7(2)),

A 2 ~ \=2
—5(o(@)m(z) = o(z)7(2)),
> 44 Lint(0(2) 2, 7(2) 4) 4,
A

A
—% ZTAAO'(SL’)Aﬂ'm(I)A,
A

A termalizagao dos estados (6.44) leva a

lio; 05) =

|f7r;06

\/zEpa;wﬁ)m 9ﬁ>
H V2Eial( 65110, 65),
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sendo que a matriz de espalhamento térmica é dada por

g 0
S(03) i, = ([f;03/Ngexp (/dx Z z)aKy(x m) i3 05)

p=o,m
X Z[JO'7JTF]|07

m+1 m+1 m—+1

— m+1 /Hd:cj f€g|aajZ waj ;1i505)

JFi

m+1
Sz, J.
X Ka(%’)HKw(%‘) TT[L+1 z o,
G 6J0(xl) H];éz 5‘] ( )

m+1
= /dle(fﬂl,p; Op)1a, | [ dejQ(x ki1505)7a
=2

Az, §mHZ[,, T

j=2 00 (w0 T () 0, o

(6.45)
O funcional gerador Z|J,, J; 0] é definido por
Z[Jy, Ji05) = expl /dxzr.,zﬂ 0 Taa_ 0,
oy Yy VU3 - p AA 5:]0-(3:)14’ 'l (SJﬂ-(QZ)A A
X ZO[Jme;‘g,@]a
Zo[Jo, Jui O] = Vol Im08l W, T 0] = > Wl Js: 0],
p=o,m
1
Wos[Js:05] = —§/d$dy=]¢(f€)7'ﬁo¢($—y;Qﬂ)TJqs(y)
resultando em
Z(Jp, Jni0] = —z—/deT O )(TAA_0 ymgwy
oy Jmy AA Z ([E) i (5J7F(I)A

geWos  gmeWor

— ML TAA m+2
=t / O e A IO IACT:
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(6.46)

A partir de (6.46) podemos obter

5m+1Z
0J5 (1) A, H?:;l 5J7r(xj)f4j

-
= —)\/dx Z(%)mJFQ(_TAAAa(-Tl — x305) 44, T4, 4,)
A

lo

m+1 termos proporcionais a
X [H (=TaaTa;0,8:(x — 25508) an;)+  Aw; — 255 05) ]
=2

que, substituindo em (6.45) e considerando a atuagao dos operadores K nos

propagadores livres Ay, dada em (6.29), leva &

m+1
S(08) rin = (—)m)\/dﬂle(l“hp; Op)1a, | [ de;Q(xs, kjr:05)74,.
=2
T 2m+3 .
X / Z AZA+2 Tarar(—10(xy — x)Tan,)

m—+1

X H Ta, 4, (—10(x — 2;)Tan,) + 0(\?),

= —iA/dIZTAAQ(x,pQ 9ﬂ)1AHQ<xakj§96)>1kA
A Jj=1

+o(A%),
= —z/\/dxe =25k ZTAAU 1AHU
+o(A?),
= (2n)'54(p Zk —i)) ZTAAU 1AHU
+o(N2).
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A amplitude térmica é, portanto, dada por

il iy — fr305) = —ixY_ U@ [JUE )
j=1

Em nivel de arvore temos, entao

i iy — fri05) = (—iN)u(6)) Hu + (+iA)v(65) Hv
Jj=1 j=1

em acordo com as regras de Feynman obtidas no caso anterior, ver figura 6.4.

u(65) o(68)
// //
W) () o) - (i)
\\ \\
() v(05m)

Figura 6.4: Amplitude de decaimento térmica i.# (i, — fr;03).

A taxa de decaimento térmica para este processo é dada por

d3k 4 4 “ . ) 2
L(p:0p) = 2E/H 21) 32E " (p ;kjﬂ//f(@a — fa:05)|7, (6.47)

onde o quadrado da amplitude térmica | (i, — fr;03)* pode ser obtido
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analogamente a (6.36), resultando em

Vale lembrar que E' = >, E

(6.47).

| (i — [;05)] = 2( H (14 ng(E

, devido a presenca de (2m)*5*(p

T
=25 k;) em

Vejamos como as taxas de producao I';(p;03) e decaimento I'y(p;05) da

particula o estao ligadas de maneira que o equilibrio térmico é estabelecido.

Fd(P; 95)

e, portanto

/ H 27r 32E (2m)'0
/ H 27r 32E (2m)"0
/ H 27r 32E (2m)"0(
/ H 27?352E 2m)*0(p
ﬁEzE / H 2;[35213

i(p; 95)

La(p;0s) _

I (P; 96)

m

Z’f H +np(Ej))
Zk

Sl
=2 k) =R [ [ (B

J=1

1 + TLB(E ))
np(E;)

,,:13

np(E;)

Fing(E;)

(6.48)

PE. (6.49)

Quando comentamos sobre o significado das taxas de decaimento térmicas

segundo Weldon, dissemos que a mesma estava associada com a maneira por
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meio da qual o sistema de particulas o, em contato com um banho térmico
(formado pelas particulas 7), se aproxima do equilibrio. Vejamos com um
pouco mais de detalhes como se da esse processo.

Suponha que em um dado instante ¢ = 0 o sistema de particulas o seja
caracterizado pela funcao de distribuigao 7o(£), levemente fora do equilibrio.
E imediato que a taxa de variacdo de 7,(E) no tempo depende de I'y e T;, ja
que estas taxa indicam, respectivamente, diminui¢ao e aumento de particulas
o com energia E. A taxa com que 7;(F) diminui ¢ dada por —m4(E), e a
taxa com que ela aumenta é dada por (1 + 7;)['y, resultando em

one

= —nI 1 r
ot mla + (1 + 1)Ly,

cuja solucao é dada por

E) = e+ f(B)e

Considerando (6.49) temos

m(E) = PE 1 + f(E)e*Ft’

t—o0

Note que, quanto maior a taxa de decaimento térmica I', mais rapido a
distribuicao n,(F) se aproxima da distribuigao bosénica de equilibrio [28].
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6.3.3 Taxa de decaimento térmico para o processo

o=+
Vejamos agora um processo onde um béson decai num par férmion-anti-

férmion, ver figura 6.5, segundo uma densidade lagrangiana do tipo Yukawa,

ou seja

&L = —igd(x)i(x)ai(x)".
k151
.
ko2

Figura 6.5: Decaimento da teoria & = —¢ > ¢(2)(x),9(z)®

As pernas externas para este processo sao dadas por

|Z¢> = |]5> ) p= (Eam ) p2 - m2,

<f¢’ = <];1517];282| y klz(EZ,];l> , I{J'Z.2:]\4'27
11 19
si=—gi5 0 i=12

209



Analogamente ao hamiltoniano do campo de Dirac (4.78), considerando
as definicoes das componentes 1(z)? = ith'7(2)® e V(x)a = —i)T (2)y e
a natureza grassmanniana dos campos fermidnicos, temos que o vértice til

possui o mesmo sinal que o vértice ordinario

— ~

ag/ﬂint(qsa wa 1/_)7 ¢7 1’;7 Q’Z) = $(¢7 ¢7 &) - "é’z(gga :/_)7 ;Z)
= —gd(x)ib(x)atb(2)" + g(2)d(x)ath(x)"
= —go(@)(@)at(x)? — go(@)(—itht(2)ar°) (i (z))

= =) 6aad(®) a(w) aath(2)
A
A termalizacao dos estados resulta em

lig; Op) = QEG;(%;)\O; 05,
|fx:85) = V2En2Bzal (05,700 | (6527)0: 65,

A matriz de espalhamento térmica S (68,),i, € dada por

fyig

SOs4) 1,1, = <fw;95u|N9exp(/dx(é(w)AK(x)cSJ(i?)A i 577(5@?4

>l

(@)50(2)’4

- ¢<$>Aa0<x>z§ﬁ(jm>>m;emzw,nﬁ;eﬁuno,

(6.50)

—
onde a atuagao de D(z)¢ = (ig— M)y e D(z)f = (—ig — M); no propagador
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fermionico livre So(x — y;0,) é dada por

D(z)pSo(x —y;05)20p = i6(x —y)dapdy, (6.51)
— b .
So(® = y:0pu)oa D (y)e = i6(x —y)and;.- (6.52)

Expandindo a exponencial (6.50), obtemos

3
S(Oa)rir = — [ TLdofos Oaulvlaa)b as) i) alivs O
j=1

= 0°Z[J,n,7; 05,]
X K(z1)D(x2)? D(z3)¢ A ,
( 1) ( 2)b ( 3)0 5J($1)A577($2)Bb577(373)% .
(6.53)
onde as contracoes térmicas sao dadas por
- - o
(k1515 0, (2)an = M(z,k151;05.)041(0; 05l
- -
(kas2; Ou|(x)y = N(x,kos2;05.)%:1(0; Ol
5 .
P(1) A|P; 96u> = [0; 96u>Q($17P§ 03) 1,

as matrizes M, N, () sao dadas por

Y M(x, ks: — 17(pE+Y. o
M(z,ks;03,)0a1 = {M(xali&eﬁu)all U(qu)nu( S)qe

N(z, ks;0p) = {

Q(z,p; )1 = U(O5) e,



e as matrizes U(@g) e U(ng) sao dadas por

U(Qg):<uw§> () ) U(9§i>:< u(0f;) iv(eﬁf))
v(0p) u(fs) : Fo(05,)  u(ds,)
Com estas contragoes, (6.53) fica

~

3
S(Osu) 1,5 = —/Hd%Q(%;p;@,@)mM(m,k‘181;95)31be($3,k282;9ﬁ)gl
j=1

b = o 53Z[<]a77777ﬂ eﬁﬂ]
x  K(x1)D(x2)y D(z3); 6J (1) 407 (22) BrON(23)%

0

O funcional gerador é escrito como

Z[Ja 7, 777 Oﬁ,u] = eXp(i / dx Z TAAwg/pint (%)A)Z{)[J, m, ﬁ? 05#]7
A

onde Z(x)4 €

. 53
?’ b)
957 () 40m(2)407(2) 4o

o%nt(x)A -

o funcional livre Zy[J, n,7; 03] ¢ dado por

ZO[‘LT]?ﬁ)O,@,LL] = eWO[Jm’ﬁ;OﬁML
e, por fim,
Wold,n,m; 05, = WoglJ; 05 + Wouln, 7; 05,
1
WaalJits) = 3 [ dedyd(a)ras(a = 3:02)7T )
Wouln. 03] = — [ dedyn(a)So(o ~ y: (0
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Com isso podemos obter

B 5WO¢> (SW(W, (SW(M,
ZIJn, 705 = e"{l+g) T / < 37
g 2700 | 5 ey Gty sate

+ — +o0 ,
S oo, T 9!
e ainda
532” 1, 7; 05, /
! = T dxAo(x) — ;0
dJ(x1) 407 (x2) Bpon (3 gz bp o(a 5)ap

. A4
X So(wy — eﬁu)%DeSO(“' = 233 0u)epc + So(z2 — 23; 9’8”)2}30 6J(x1)aly
0

Considerando a agao dos operadores K (1), D(z3) e (5(1'3) nos propagadores
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livres Ay e Sy, temos

§(06“)fwi¢ = —ig / dx ﬁ dx; Z TppTpAdBDOpcQ(Z1, P; GZ)AI
=1 D
X M(ws, kysi; eﬁ;)Ble(xg, Koo 052)0,6(x — ) (x — 22)8(x — x3)
= —ig / dx H dx; Z Q(z1,p; 0 AlM(xQ, kisq; eﬁu)bAl
X  N(xs, k252; Hﬁu)mé(as —x1)0(x — 22)0(x — x3)
= g / dx H dz;(Q(x1,p; 0 )HM(xg, kis1; Gﬁu)lle(xg, ko sa; Gﬁu)b
+ Q(wl,p,ﬁ )QIM(xZ,klshegh)me(;@g,k252;9§;)31)
X 0(x —x1)0(x — x9)0(x — x3)
= —ig / d:pem(_p%ﬁb)ﬂ(asl)bv(ngsQ)b
X (u(OF (85 u(05 ) — v(BF)(85 )u(5 )
= (2n)'3(p — k1 — ko) (—ig) (u(OF)u(6] )u(8f)

—u(5)0(05F Y005 7)) a(Frs) oo (Fass)?

De maneira que, em primeira ordem, podemos identificar a amplitude de

espalhamento térmica como
it (ig = f:05) = alkrs0)po(Ras:)"[(—ig)u(0h)u(0f)u(0h)
+(+ig)u(OF)u(g5 (05 )],

que pode ser representada diagramaticamente como na figura 6.6.

214



u(05) v(0,)
Figura 6.6: Representagao diagramatica da amplitude i.# (i, — fy;03)

O moédulo ao quadrado da amplitude de espalhamento é dado por

—

? = (—9)21?(’317“)1)”(k23)bﬂ(glr)zv(g23)Q*Wem(EENEE2)

|///(1)

— —

= gPu(kir) a(kyr)pv(kes) (kss).We,, (Ez. . Ex),

onde

(1 —nr(Ef))(1 —nr(Eg,))
L+ np(Ef, + Ef) '

Weﬂu (EE1 ) EEQ) -

Realizando as somas nos spins em (6.54), teremos

S|P

2= g (ki) ulkir)y Y v(kas) v (kzs)a W, (Ef,, By,

S

= ¢'Tr((d+ M)(¥ — M)|We,, (B, Ep,),

de maneira que a taxa de decaimento I'g, resulta em

1 / Bk, Py (27)4%4(p — ki — ks)

Fog, = W12, (6.54
65, 2E; | (27m)3 (27) 2B, By, ;| (6.54)
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Podemos calcular a taxa de decaimento no sistema de referéncia do boson, que
corresponde a tomar p = (m,0). Considerando a conserva¢ao do momento,
neste sistema de referéncia, temos ki = (Ej , k1) e ko = (E}; , —ki1), portanto

a taxa de decaimento (6.54) fica

dek1k2 (2m)0(m — 2E; )
Feﬁu 2m

(2EE )2 - QQTT{(kl + M)(gQ - M)}

X Wgﬁﬂ (Egl, Eﬁl)7

2

= o (s - My, ()
_ fgl?’« . )2 M2)3/2(1 F(WI/EZS(;)”F(WQ))

6.3.4 Amplitude térmica .#;_,; para o processo
O+ ¢ — ¢+ ¢ até 1 loop.

Vamos considerar um processo, representado por,

onde duas particulas de um campo ¢ que interagem segundo a teoria

A+ 0y)

Loy = i o 0@) i),

2
até a segunda ordem em A, onde 9, e ¢, sao as contribuigoes associadas aos

contratermos da constante acoplamento e massa respectivamente, que serao
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determinados adiante. As pernas externas para este processo sao dadas por

’7’> = ‘ﬁ17ﬁ2> ) <f| = <ﬁ37ﬁ4|7

pi=(Ei.,p;) , pi=m* i=1234.

A lagrangiana do sistema duplicado é dada por

P = > Taa (A Z|5A)¢(x)j +iy TAA%”MQJ)?A,
A ' A

a termalizacao das pernas externas resulta em

[i:05) = /2E12Exal (05)al, (67)[0; 05),
(f;05] = (0;05]az (05 )az, (05')\/2E52E,,

sendo que a matriz de espalhamento térmica é dada por

SO = (FsbalNoexpl [ dro(e)ak (o))l 061217383l -

J(.CE)A

1 [ . -
— E/denz:(f;@,ﬂHgb(mn)An“;H@

5 Z[J;0p]
1 0J(z0) A,

4
4 4
n 54Z[J 95]
= dxn Q(Tn, Pin; 05), )n K(zn) 7 lo
/H 1A TH Hi:]- 5J(xn)An

(6.55)

|07
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onde os (s sao definidos por

Qr1,pay 050, = Qar,pa); 05 )14, = €POTU (07 )14,
Q(z2,p(2); 922)32 = Q(z2,p2); 922)1/12 - ei”@)“U(@?)mQ,
Q(3, p3); 9?”’)?23 = Q(z3,p3); 923)143 = eip(s)xSUwgg)lAga
Qs pw; 05)1, = Qs py; 65, = PO U (05 )14,
by = —P1, be) = —P2, DP@B) =DP3, DP@4) = D4

(6.56)

O funcional gerador Z[J; 03] é dado por

Z[J; 05 = exp(z’/deTAAogﬂmt(x)A)eWo[J;eﬁ]’
A

—i(A+0,) o —I—M—m 52
4! 0J ()4 2! 6J(x)y’

Waldit) = —; [ dedys()rote — y: 87,

o%nt(x)A =

onde 9, e, portanto, temos

. —iX 5 .
Z(J;05) = olsos) (7N 0 ) / dz Y Taal )ieWol/0s],

—i(A+3y))? _ o 4 0 4, WolJi0s
+—( E4|)22'A)) /dl’dl’ZTAATAA<5J(m)A) (5J(j) ) 6W L736]

A
(—i(A+ 63)id,n) 5

i 5o —
(412! / dmdmZTAATAA((;J(ZE)A) ((5J(:f)A> et
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de maneira que

54Z[J; Q/g]
[Too1 07 (),

4
= —i(A+0)) / dey Taa [ [(=78u7)aa,
A n=1
—iA(—i0m) / dedz > Y Taataa(—TAusT) aa | [ (-7 A, T) da,

lo

i AA n#i

(—iX)? _

+; /dﬂfdfzZTAATAA(_TAa:ia:T)AiA(_TszT)AA
i AA

X (=T D7) aa | [(-7 Az, 7) an,

(—iX)? _
+ o /dxdx Z ZTAATAA(_TAxxiT)AAi<_7Axa:jT)AAj

{ij,kl} AA

X (=T Dz, T) an, (—TDza, T) an, (—TAzT) 4 d(—TAuzT) 44, (6.57)

onde consideramos apenas as amplitudes totalmente conectadas, e denotamos

os propagadores da seguinte forma

ANz, = A(x — 20508) a0, » Die, = AT — 24503) 44,

Aa’m’c = A(Oa Qﬁ)AA ) Aix = A<§3 — I, eﬁ)AAa Tty

e Z{mkl} significa somar sob todos os pares entre os nameros 1,2, 3,4. Com
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a atuacao dos operadores de Klein-Gordon [], K (x,) a expressao (6.57) fica

54Z[J;¢95]
K(xn) =7
I e

n

4
= —i(A+N) /dx Z TAA H iTan,0(x — )
A n=1
_ZA(_Zém)/dxd'fZZTAATAAZTA A(S HZTAA (5 )

i AA n#i

lo

—i\)? B . B
+( 2!) /dxdeZTAATAAZTAAé(% — I)(—TAzT) Ax
i AA

X(—TAzeT) 4n H iTaa,0(x — xy)
n#i
(—iN)? drdi o .
+ 5 / rdT Z Z TAATAAITAA (T — ;)iTaa,0(7 — ;)
{ij,kl} AA
XiTa4,0(Z — 4)iTaa,0(%T — 1) (—TApaT) 4a(—TD2eT) 44,

(6.58)

e, por fim, considerando (6.55), teremos
S5(0s) i
4
—i(A+0N) Z TAA / dx H Q. pny; 92")&)
A n=1
— M=) (G + Am(05)) ZZTAATAA / dzQ(z, py: 05}

xH/da:prn),Gp”) (Avz)ai
n;éz
"/dﬂ?Q(f&P(z’);@?)@Q(iﬁ ) 0514

{ij,kl} AA

[ daQGe. b 1)13Q@ s )N (Bu) a2 o)
onde utilizamos a definigao de Am?(3) dada em (5.65). Considerando as
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definigoes (6.56), podemos obter

S(05) i

= (27m)*( pr_zpl i(A+0N) ZTAAHU 9p"
—Z)\( )(5 —I—Am Qﬁ ZTAATAAU IAHU Qp"

AA n#i

Z / 4270, — 0)(2m)*5(q + oy + e+ 1)

Z ZTAATAAU 14U (65 )1AU(9?)1AU<9?)1A

{ij,kl} AA

. / (5734 / (37:).4A(Q)AAA(T)AA(QW)45(Z9¢ —q—7)2m)* (g + 7+ pr + ),

onde A(q) a1 = A(q;03) a1 € A(1) 47 = A(r;03) 41- Realizando as integragoes

nos momentos obtemos

S(05) 5

27T45pr—2p, (A4 N) ZTAAHUGP” )14

—Z)\( )((5 —l—Am 0,6’ ZTAATAAU 1AHU Qpn

AA n#i
XZA(pi)AA
O S S U Al (O sV (63U (61
ol AATAA 14 1A g )14 g)m
{ij.kl} AA

< [ LA ada - pe - ash
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de forma que a amplitude de espalhamento térmica i.#;_,; ¢ dada por
idieg = —i(A+0N) ZTAA H Uy
—iN(=4) (6,0 + Am*(05)) ZTAATAAU 1AHU Hp"
AA n#i
X Z A(pi)aa

(514U (05 11U (65),4U (65) 1.4

{ijkl} AA
< [ A @asdla =~k (6:59)

Podemos escrever o propagador bosonico da seguinte forma
A(g)ax = Do(@)aa + 2mv(05)0(p* — m*) (U (05)) s,
onde a matriz o é dada por
o — ( 0 1 )
10/
Com isso a integral de loop no tltimo termo de (6.59) fica

/%A(Q)AAA(Q —pk—p)ai = 1TasV ((pr +Pz)2)

+f(8, kl) ax, (6.60)

onde V' é definido por

1
3272

V(p?) =~ /O dw(% — v+ log(4m) — log[m* — z(1 — z)p?)),
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que corresponde & mesma divergéncia da teoria A¢* a T'= 0, sendo d = 4 — ¢
[33]. A contribuicao associada ao efeito de temperatura é finita, sendo dada

por

FB. D)z = / (d L {00 aa (2m 003+ 0= 7 = ) U] )
FDo(pr + p1— ) az@mu(ER)6(G — ) (@ U(BY)) ax
LA (0o (6) (U (09)) ax (U (62)) 420 (a? — m?)

x6((px + o1 — q)* — m?)},

onde 7o = pro + Pio — go- Substituindo (6.60) em (6.59), podemos obter

4
= —i(A+ A+ XD V(e +po)?) Z Taa [JU@)Y
ij,kl n=1
NG+ Am*(05)) Y > TaaTaal( egz )1a [ [ U057 )14A @) aa
AA 1 n#£i
—i))? " ;
( 5 ) Z ZTAATAAU(9 )1AU(9 )1aU(05°) 14U (03 )14 f (B, kl) az

{ij kl} AA

_|_

A soma em V no primeiro termo da expressao acima fica

> Vilpw +pa)?) =V(s) + V() + V(w),

ij,kl
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onde s,t,u sao as variaveis de Mandelstam [33|, definidas por

s = (po)y+r@)° = (pe) +rw)’
_ 2 2
= (p1+p2)” = (p3+pa),

t = (po+re) = e +rw)
_ 2 2
= (=p1+p3)" = (=p2 +pa)”,

v = (po)+pw) = (e +re),

= (=p1+pa)® = (=p2+p3)*,
de forma que a aplitude térmica fica

AN+ AM?(03)) D TaaTasU(05)14 H U( ef’
AA i n#i

xA(Mﬁ% S S raamaa U0 U (07U (0) 4

{ij,kl} AA
xU(05)14f (B, k1) az
O segundo termo da expressao acima contém propagadores A(p;) 44 cujos
momentos p;s estao na camada de massa, portanto contendo singularidades
tipicas de diagramas nao amputados com pernas externas na camada de

massa. Para realizar as amputacoes destas pernas, eliminando as singulari-
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dades, precisamos escolher um contratermo de massa cujo ¢,, ¢ dado por
Om = —AmZ(Qﬁ),

com isso teremos

—IATAA +

U(67)14 U(67)14 U(67)14

Figura 6.7: Amputacao das pernas externas em 1 loop.

Para eliminar as divergéncias dos V's no primeiro termo, explicitadas na
Eq.(6.61), podemos escolher §, do contratermo da constande de acoplamento

como sendo dado por
S\ = —\2(V(4m?) + 2V (0)), (6.61)

exatamente com em 7' = 0 [33]. Com estes contratermos a amplitude de

espalhamento térmica renormalizada i.#;_,; ¢ dada por

iy = —i(A+N(AV(s) + AV(E) + AV() Y maa [JUOF)
A n=1

(_

iN)? ~ = . .
91 : D > TaaaaU(05)1aU (05 )1aU (65)14U (65)14
{ij,kl} AA

X f (B, kL) az,

+
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cuja representagao diagramatica ¢ dada na fig.(6.8)

U (0% )14 UOF)ia  UOF)1a U(6%)14

EA{ —iATAA

U05)14
UO5) 1 U074 U054 U051
—
9!’3 _ 91)4 _
—iAT44
—iATAA 1)2 _
U7 UO7)14 U(ej)m U(07%),4

Figura 6.8: Amplitude de espalhamento ¢.#;_.; em 1 loop.

onde AV (s), AV (t) e AV (u) sdo definidos por

/ldxlog[ m” — (1 - 2)s ]

2—2(1—x)4m?”

AV(s) = V(s)—V(4m?) = 39,7

AV(H) = V(t)—V(O):3217T2/0 dzlog]—— 2L = D)t

AV(w) = V(u)—V(O):3217T2/O dmlog[mQ_iil_x)u],

0s quais sao finitos.
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Capitulo 7

Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho apresentamos um tratamento formal da Dindmica de Cam-
pos Térmicos (DCT), tanto do ponto de vista fisico como matematico, para
construir uma férmula de reducao térmica, com um formalismo de tempo
real, e aplicar no calculo de taxas de decaimento.

Dentre os elementos que acrescentamos ao formalismo da DCT, destaca-
mos a definicao dos estados térmicos em termos dos ensembles estatisticos
gerais. Isto permitiu realizar uma deducao detalhada das transformacoes
de Bogoliubov %p[03,) € %r|0s,] associadas, respectivamente, aos campos
de Klein-Gordon neutro e de Dirac, ambos no ensemble grande canénico. A
partir dessa deducao fica claro a possibilidade de se construir outras transfor-
magcoes de Bogoliubov em ensembles que, a semelhanca do grande canonico,

nao contenham restringoes sobre os niimeros de ocupacao dos niveis do sis-
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tema. Apontamos esta possibilidade como uma perspectiva.

Nos capitulos 3 e 4 introduzimos o conceito de operadores térmicos, res-
pectivamente, bosonico e fermionico, o que permitiu o célculo dos propaga-
dores térmicos em termos dos ndo térmicos com extrema simplicidade. E
interessante notar que estes operadores térmicos sao definidos para atuar em
funcoes complexas arbitrarias com as componentes duplicadas e nao apenas
em operadores de campo, o que significa que podemos utilizé-lo no formalismo
de integrais de trajetéria, um aspecto pouco desenvolvido na DCT. Espera-
mos ainda que este operador térmico desempenhe um papel semelhante ao
operador térmico definido em [63-67], todavia relacionado diagramas gerais
da teoria duplicada a T'= 0 aos diagramas térmicos da DCT.

No capitulo 5, um ponto central dos nossos desenvolvimentos, tratamos da
teoria de perturbagao canonica da DCT para o campo escalar real e deduzi-
mos o teorema de Wick da DCT (outro aspecto nao explorado na literatura
de modo sistemaético e consistente). Aplicamos este teorema de Wick na
construcao da féormula de redugao da DCT. No capitulo 6, como aplicacao
desses resultados, obtivemos a amplitude térmica em alguns processos de
decaimento, a partir da qual calculamos as taxas de decaimento térmicas, re-

produzindo os resultados ja obtidos em [27]|. Devido & instabilidade térmica
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a formula de reducao da DCT s6 pode ser utilizada nas primeiras ordens da
teoria de perturbacgao. Na tltima aplicagao do capitulo 6, calculamos a am-
plitude de espalhamento até 1 loop para um processo onde duas particulas
escalares interagem segundo a teoria A¢*. No entanto existem propostas [59]
para se lidar com a instabilidade em TQC e acreditamos que esses esquemas
podem igualmente ser implementados na DCT. Apontamos este fato como
outra perspectiva de trabalho futuro.

A partir do funcional gerador podemos utilizar a transformacao de Bogo-
liubov generalizada [5,60,61] para desenvolver a teoria quantica de campos
a temperatura finita confinada em regioes espaciais. Este tipo de procedi-
mento utiliza o fato de que a transformacao de Bogoliubov em DCT, de um
ponto de vista topologico, equivale a compactificar a teoria de campo em
uma topologia S no eixo temporal, com diametro de circunferéncia dado por
B = 1/T, onde T é a temperatura. Esse resultado tem sido generalizado
com sucesso para tratar diversos sistemas existindo em regides limitadas do
espago, como o que da origem ao efeito Casimir [62]. Entretanto, véarias des-
sas explicagoes utilizam o formalismo de Matsubara [52]. As vantagens de
calculo que advém do uso da transformacao de Bogoliubov, s6 podem ser

plenamente utilizadas com o desenvolvimento das integrais de trajetérias no
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contexto da DCT. Seria interessante também verificar se a transformacao de
Bogoliubov generalizada permite que a periodicidade espacial, por exemplo,
seja implementada algebricamente na forma de uma lei de substituicao til,
como é o caso da condicao KMS. Além disso, lembrando que no caso da
condigao KMS, a existéncia de uma representacao espectral (5.49) tem im-
plicagoes importantes sobre a teoria de perturbacao da DCT; quais seriam
as implicacoes da periodicidade espacial, implementada via transformacao
de Bogoliubov generalizada, sobre a teoria de perturbacao resultante? Es-
sas sao algumas questoes e perspectivas com as quais esperemos lidar com o

seguimento desta pesquisa.
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