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Resumo

Neste trabalho mostraremos a existéncia de solugoes fracas para a seguinte classe

de problemas elipticos

—Au = h(@)u!+ f(z,u), ze€ Q,
(P) u > 0, Q,
u = 0, 09.

As principais ferramentas utilizadas sao o Principio Variacional de Ekeland e o Teorema
do Passo da Montanha.



Abstract

In this work we show the existence of weak solutions for the following class for

elliptic problems

—Au = h(@)u!+ f(z,u), ze€ Q,
(P) u > 0, Q,
u = 0, 09.

The main tools used are Ekeland’s Variational Principle and Mountain Pass Theorem.
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Introducao

A existencia de solucoes para o problema

() {—Au = ga(z,u), re Q,

u = 0, x e 0.

onde gy : 2 xR — R e A é um parametro real, tem sido amplamente investigada
nos ultimos anos. Mas encontrar solu¢do de (P;) depende do comportamento de g.
Quando g, é sublinear, por exemplo, g, = Au?, 0 < ¢ < 1, o método de sub-super
solugdo nos fornece uma unica solugao positiva para (P;) quando A > 0, veja [2, 7].
Para o caso em que g, ¢ superlinar, por exemplo, g, = Au + |u|k_1 u, 1 <k <2*—1,
mostra-se que o problema (P;) possui infinitas solugoes para A > 0 e pelo menos uma
solugao positiva para A < A;, ver [4]. Quando k& = 2* o problema é mais delicado,
devido a falta de compacidade da imersdao de Sobolev H}(Q) — L2 (). Contudo a
existéncia de uma solugao positiva de (P;) para todo 0 < A < A1, quando N > 3 e,
0 <A < X< A, quando N = 3, foi provada em [7] via métodos variacionais.

Em um celebrado artigo de 1994, Ambrosetti, Brézis e Cerami [3], estudaram o pro-
blema (P;) no caso em que g, é a soma de um termo sublinear e um termo superlinear,

isto é, consideraram o seguinte problema

~Au = Ml+uF, re Q,
(PQ) u > 0, x e (.
u = 0, x € 0N

com 0 < g <1leAX>0.Quando k > 1 é arbitrario, foi demonstrado a existéncia
de uma constante real A > 0 tal que existe uma solucao de (P,) se, e somente se,
0 < A< A. Além disso, se A = A, entao o problema (P,) tem pelo menos uma solugao
fraca e, se A > A, o problema (FP;) nao tem solucdo. Quando 1 < k < 2* — 1, os
autores demonstraram que para todo 0 < A < A o problema (P,) possui pelo menos
duas solucoes. Em seguida apareceram varios trabalhos envolvendo nao linearidades

concavas e convexas.



Introducao

Nessa dissertagao apresentamos um estudo baseado no artigo de Li, Wu e Zhou [11],
sobre a existéncia de solucao fraca para o problema de Dirichlet nao-linear do tipo

—Au = h(z)u? + f(z,u), x€ Q,
(P) u > 0, Q,
u = 0, 09}

onde Q C RY é um dominio suave e limitado, N > 3, u € H}(Q), 0 < ¢ < 1 ¢ as
funcoes h e f satisfazem as seguintes condigoes:

(h1) h € C(Q2), h(z) # 0;

(fo) f € C(QxR,RY);

(fl)f(:L‘,O):Oef(fL’,S)Z(#)O VSZO,%EQ;
f(z,s)

(f2) lirél+ =k € [0, A1) uniformemente em x € Q;

onde \; é o primeiro autovalor associado ao problema

—Au = Mu, z€
(P3) {

u = 0, x€& .

Mostramos a existéncia de solugoes fracas nao-triviais do problema (P) via métodos
variacionais. Por uma solugao fraca do problema (P), entendemos uma fungao u €
H () que satisfaz

/Vqubd:v:/h(z)(u+)q¢d:v+/f(x,u+)¢dx, V ¢ € Hy(R).
Q Q Q

Conforme sera mostrado, procurar solucao fraca do problema (P) é equivalente encon-

trar um ponto critico do funcional I : H}(Q) — R definido por
1 ) 1
I(u :—/ Vu dx——/h:z: ut q“da:—/F:t,zﬁ dx,
()QQ!! q+19()() Q( )
onde ut = max{u,0} e F(z,u) = / f(z, s)ds.
0
Nosso trabalho estd dividido da seguinte maneira:
No Capitulo 1, apresentamos e demontramos o Principio Variacional de Ekeland

e o Teorema do Passo da Montanha que serao as ferramentas utilizadas para obtencao

dos pontos criticos para funcional [.



Introducao

No Capitulo 2, estudamos o caso onde f(z,s) é assintoticamente linear com

respeito a s no infinito, isto é,

() Jim T

§—00 S

=/( € (A1, +00) uniformemente em x € Q.

Mais precisamente provamos os seguintes teoremas:

Teorema A Suponha que 0 < q < 1, (h1), (fo) — (f3) e que existe v € HL(Q) tal que

(hs) /Qh(x)(iﬁ)q“dx > 0.

Entao existe uma constante m = m(u,q, f, N,Q) > 0 tal que, se |h|o < m, o problema
(P) tem uma solugdo fraca vi € HL(Q) tal que I(vy) < 0. Além disso, se h(x) > 0,
entao vy > 0 q.t.p. em €.

Teorema B Suponha que 0 < q < 1,(h1), (fo) — (f3). Entao eziste uma constante
m =m(u,q, f, N,2) >0 tal que, se |h| < m, o problema (P) tem uma solugao fraca
vy € HY(Q) tal que I(vy) > 0. Além disso, se h(x) > 0, entdo vy > 0 q.t.p. em Q.

Para provar o Teorema A, tomamos uma bola B, C H}(Q) centrada na origem
e provamos que o funcional I restrito a B, é limitado inferiormente e semicontinuo
inferiormente. Definimos entao o infimo de I, ¢;, em Ep. Tomamos uma sequéncia
(u,) C B, tal que I(u,) — c; e, usando o Principio Variacional de Ekeland, mostra-
mos que ['(u,) — 0 e também que (u,) é uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢;
limitada. Feito isso, provamos que existe uma subsequéncia de (u,) que converge para

um ponto critico de I no nivel ¢;.

O Teorema B nos dd uma solugao fraca de (P) diferente da solucdo fraca encon-
trada no Teorema A. Usamos os Lemas 2.3 e 2.4, para encontrar uma sequéncia de
Palais-Smale no nivel ¢. Mostramos que essa sequéncia € limitada, implicando que o
funcional I definido acima, satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha,

encontrando assim um ponto critico para I.

Observe que, como I(vy) < 0 < I(vy), as duas solugoes obtidas sao distintas. Logo

como consequéncia temos o seguinte corolario:

Corolario Sob as condicoes do Teorema A, existe uma constante m > 0 tal que, se
|h| ., < m, o problema (P) possui pelo menos duas solugées fracas vy, vy € Hy(Q) tal
que I(v1) < 0 < I(vg). Além disso, se h(x) > 0, entdo vi,ve > 0 ¢.t.p. em €.
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No Capitulo 3, estudamos o caso superlinear e subcritico, isto é,

() Jim 22

5§—00 S

= oo uniformemente em x € €);

(f1) existe k € (1,2* — 1) tal que lim f(z,s)

5§—00 Sk

=0.

Nesse caso, vamos precisar de mais regularidade e monotonicidade para f

(fo) f € CHQ x R, RY);

f(z,s)

S

(f5)

é nao decrescente em s > 0 para todo x € ).

Provamos os seguintes teoremas:

Teorema C Suponha (h1), (fo), (f1), (f2), (f3), (fs),(f5) e que h satisfaz
(hs) h £ 0.
Entao o problema (P) possui pelo menos uma solugao fraca.
Observe que (hg) e (hs) sao imcompativeis. No Teorema C assumimos (h3) e nao
existe restricao na norma de h em L*°, contudo obtemos somente uma solucao fraca

de (P). Quando (hs) é assumida e a norma de h é pequena, obtemos uma versao dos
Teoremas A e B para o caso em que f é superlinear.

Teorema D Suponha (hy), (hs), (ﬁ)), (f1), (f2), (fg), (f1), (fs). Suponha ainda que

(fé) Existem o € (0,1) e >0 com o > q+ (1 + q)7 tais que
(i) Tim £8:9)

5—00 Sl—i—T

= 0 uniformemente em x € €Q;

—2F
(i) lim J(@,5)s o (z,5) = w € (0,00] uniformemente em x € <.
§—00 §iTO

Entao existe m > 0 tal que, se |h| < m, o problema (P) possui duas solugoes fracas
vy, vy € HYQ) com I(vy) <0 < I(ve). Além disso, se h(x) > 0 entdo vy, vy > 0 g.t.p.
em €.

Para a prova dos Teoremas C' e D usamos o Teorema do Passo da Montanha com
a condicao de Cerami no nivel c¢. Mostramos que o funcional [ satisfaz as condigoes
geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Entao tomamos uma sequéncia de

Cerami no nivel ¢ e provamos que essa sequéncia € limitada. A prova segue de maneira

4



Introducao

analoga a prova do Teorema B.
A seguir daremos alguns exemplos relativos aos teoremas anteriores.

Exemplo 1: Para que (hy) seja satisfeita é suficiente que exista xy € € tal que
h(zo) > 0. Neste caso, como h é continua, existe § > 0 tal que h > 0 em Bs(zg) C Qe
podemos tomar v € C*°(2, R) uma fun¢do nao negativa tal que v > 0 em Bj(zy). Em
particular, nos Teoremas A, B e D podemos tomar h = A com A > 0 suficientemente
pequeno, como no problema (F).

Exemplo 2: Para p € [0,\) e £ € (A, 00) a fungao
ps se 0<s<t,
flx,s) =< s se s>t
0, se s<0.

satisfaz as hipoteses do Teorema A e do Teorema B.

Exemplo 3: Considere a funcio dada por f(z,s) = |s|" *s onde 1 < p < 2* — 1.

Entao f satisfaz as hipGteses (]?0), (f1), (f2), (f3) e (f5) e para f satisfazer (f;) basta
tomar p < k < 2* — 1. Dessa forma, f satisfaz as hipdteses do Teorema C.

| 1 >0
Exemplo 4: Defina f(x,s) = sln(s+1), se s>0,
0, se s<0.

Entao f satisfaz (]/%), (f1), (f2), (fg), (f1) e (fs). Além disso, usando L’Hospital temos
que para todo 7 > 0

sln(s +1) 0
$—00 81+T o
e portanto, f satisfaz (fs)(i). Finalmente, como
2 1 2
F(z,s) = %ln(s+1) - 5111(5—1— 1) — Sz—l— g,
entao para todo o € (0, 1) vale
. flx,s)s —2F(x,s) . In(s+1) s s
Jim, S0 = Im =t o T i
O RS I B
s—oo  glto 2 57 ’

isto é, f satisfaz (fg)(ii).

Nos Apéndices, apresentamos alguns resultados e teoremas que foram utilizados

no decorrer do trabalho.



Capitulo 1

Resultados Abstratos

Nosso objetivo neste capitulo é demonstrar o Principio Variacional de Ekeland [8] e o
Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti-Rabinowitz [4], que sao teoremas

importantes para encontrar solugoes de certas equagoes elipticas.

1.1 Principio Variacional de Ekeland

Teorema 1.1 (Principio Variacional de Ekeland) Seja M = (M, d) um espag¢o métrico
e seja F': M — R uma funcao semicontinua inferiormente e limitada inferiormente.

Sejam € > 0 e u € M tais que
F(u) <inf F +e.
M
Entao exriste v e M tal que

F(v) < F(u), d(u,v) <1

e, para cada w # v em M,
F(w) > F(v) — ed(v,w).
Demonstracao: Sejam w,v € M e defina a seguinte relagao
w~uv se, esomente se, F(w)+ ed(v,w) < F(v).

Observe que esta relagao ¢é reflexiva, antissimétrica e transitiva. Mais especifica-
mente, para quaisquer v, w,r € M tem-se
(Ry) v~ v
(Ry) se v ~w e w ~ v, entdo v = w;

(R3) se v ~w e w ~ x, entdo v ~ x.
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Vamos verificar as trés propriedades acima:
(Ry): Como F(w) + ed(w,w) = F(w) < F(w), temos que w ~ w. Logo ~ é reflexiva.
(R2): Se v ~w e w~ v, entdo
F(v) +ed(w,v) < F(w) e F(w)+ed(v,w) < F(v).
Segue que,

F(v) + ed(w,v)

o que implica d(w,v) =0 e, portanto, w = v. Assim ~ é antissimétrica.

(R3): Se v ~w e w~ x entao
Fv)+ed(w,v) < Flw) e F(w)+ed(z,w) < F(z).
Segue dai e da desigualdade triangular que,

F(v) +ed(v,x)

IA

F(v) + ed(v,w) + ed(w, x)
F(w) + ed(w, x)

IA A

Dessa forma v ~ x, o que mostra que ~ é transitiva.

Como ~ satisfaz (R;), (R2) e (R3) concluimos que ~ é uma relacao de ordem parcial
em M.

Construiremos indutivamente uma sequéncia (u,) C M como segue. Seja u € M
dado no enunciado do teorema, considere ug = u e defina

So={weM:wn~up}.

Lembrando que ug ~ ug, temos que Sy # (. Além disso, como F' é limitada inferior-
mente em Sy, podemos tomar u; € Sy tal que

F(up) <inf F 4+ 1.
So
Suponha que u,, € M seja conhecido e considere
Sp={weM:w~u,}.

Tome u,; € .5, tal que

1
F(tp 1) < inf F .
(tn1) < IpEF 4

7



Capitulo 1. Resultados Abstratos

Assim, Sp D51 DSy D+ DS, D---.Defato, se x € S; entdao x ~ u;. Como u; € Sy
entao u; ~ ug, assim, por transitividade, z ~ ug. Logo x € Sy e, portanto, S; C Sy.
Usando o mesmo raciocinio concluimos que So D S1 DSy D - DS, D ---.

Para cada n € N, S, é fechado. De fato, seja (z;) C S, tal que z; — = € M. Entao
xj ~ u, para todo j € N. Logo,

F(z;) + ed(upn, z;) < F(uy,).
Como F' é semicontinua inferiormente temos que

F(z) < liminf F(x;).

Jj—00
Isso e a continuidade da distancia d implica que
F(u,) = liminf F(u,)

Jj—o0

> liminf[F(z;) + ed(up, ;)]

J—o0

> F(x)+ ed(uy,, ).

Assim,  ~ u,, donde x € 5,,. Portanto, .S,, é fechado.

Observe ainda que o diametro de S,, tende a zero quando n — oo. De fato, se
x € Spy1 C Sy, temos que
iélfF < inf F' < F(x).

Sn+1

Como = ~ 1, temos
+1»

ed(x,ups1) < F(ups1) — F(x)
< inf F + —inf F
S n+1 S
B 1
 on+1°

Se x,y € Sp41, temos

d(z,y) < d(z,ups1) + d(tps1, y)
1 1

<
~ en+1) * e(n+1)
B 2
en+ 1)
. : 2
Tomando o supremo com x,y € S,i1, concluimos que diam(S,) < m Logo,
e(n

diam(S,) — 0 quando n — oc.
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Visto que M é um espaco métrico completo, diam(.S,) — 0 quando n — oo, S, é
fechado e Sp D S1 D Sy D --- D S, -+, temos que existe um tunico v € M tal que

ﬂ S, = v (cf. Proposi¢cao C.1). Em particular, v € Sy, isto é, v ~ uy = u. Entéo
neN

segue
Fv) < F(u) — ed(u,v) < F(u)
dwv) < ~(F(u) - F@)
<

1
—(ian—i—e—ian)
e\ M M
= 1
Observe agora que se w # v, entdao w ¢ v. De fato, suponha que w ~ v. Como
v € Sy, entao v ~ u, para todo n € N. Segue por transitividade que w ~ u,, para todo

n € N. Dessa forma, w € ﬂ Sn, 0 que implica que w = v pois v € o tunico elemento

neN
que esta em todos os conjuntos S,,. Logo w ¢ v, isto é,

F(w) + ed(u,v) > F(v).

Isso conclui a prova do teorema.

1.2 Teorema do Passo da Montanha

Nesta secao demonstraremos o Teorema do Passo da Montanha, usando o Lema de
Deformacao Quantitativo. Esse teorema garante que, sob certas condigoes, é possivel
obter pontos criticos para um funcional.

Vamos denotar por X um espaco de Banach com norma ||| e ||-||y, a norma do
dual de X.

Dado I € C'(X,R), dizemos que d € R é um valor critico de I se existe u € X com
I'(u) =0 e I(u) = d. O conjunto de todos os pontos criticos no nivel d sera designado
por

Kog={ueX:I'(uy=0 e I(u)=d}.
Denotaremos por I? o conjunto de todos os pontos em niveis menores ou iguais a d,
isto é,
I"={ueX:I(u)<d}.
Vamos primeiro recordar uma condicao de compacidade, que é extramamente 1til

na demonstracao de existéncia de pontos criticos de funcionais definidos em espacos
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de Banach. Um funcional I € C'(X,R) satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel
d € R, denotada por (PS),, se toda sequéncia (u,) C X tal que

I(un) = d e [[I'(un)llx — 0, (1.1)
possui subsequéncia convergente.

Teorema 1.2 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaco de Banach, I €
CHX,R). Suponha que I(0) =0 e I satisfaz

(I1) existem constantes p > 0, o> 0 tais que I|pp ) > o

(Iy) eziste e € X tal que |le|| > p e I(e) < 1(0).

Seja

= inf max I(y(t
¢ = Inf max (v(2)),

onde
['={yeC([0,1,X):7(0) =0 e ~(1)=e}.

Se I satisfaz (PS)., entdo ¢ é um valor critico de I.

Para a prova do Teorema do Passo da Montanha, vamos precisar do seguinte resul-
tado.

Lema 1.1 (Lema de Deformagao Quantitativo) Seja X um espa¢o de Banach, I €
CHX,R),ceR ec>0 tais que

1’ (w)||xr > 26, Vu € I7[c—2¢, c+ 2¢).
Entao existe uma funcao n € C([0,1] x X, X) tal que
(i) n(0,u) =u para todo u € X;
(ii) n(t,u) =u, para todo (t,u) & [0,1] x I71([c — 2¢,c+ 2¢]);
(iii) (L, I°+e) C I,
Demonstragao: Vamos definir
A=1T"c—2¢c+2€)

B=TI""Y[c—¢c+¢)
ey : X — R dada por
d(u, X\A)

VW) = T X\A) + d(w. B)’

10
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onde d é a fungao distancia. Temos que ) esta bem definida pois, como A C X e B C X
sao conjuntos fechados e disjuntos, entao para todo u € X, d(u, X\ A) + d(u, B) > 0.
De fato, caso contrario, existiria v € X tal que d(u, X\A) + d(u, B) = 0, donde
d(u, X\A) = d(u, B) = 0. De d(u, B) = 0, segue que u € B = B, pois B é fechado.
Dai

c—e<I(u)<c+He. (1.2)

Por outro lado, como d(u, X\ A) = 0, entdao u € X\ A. Logo existe uma sequéncia
(u,) C X\A tal que u,, — u. Mas como (u,) C X\A, entdo para alguma subsequéncia

(Un;) € Uy, temos que
I(up;) >c+2e ou I(u,;) <c—2e

Como I é continua, passando ao limite, obtemos

I(u) > c+2e ou I(u) <c— 2

o que contraria (1.2). Logo o denominador na expressao que define 1) é sempre positivo.

Observe que, como

0 <d(u,X\A) < d(u, X\A) + d(u, B),

segue que
d(u, X\ A)
< 1.
d(u, X\A) + d(z, B) =

Logo, 0 < ¢(u) < 1 para todo u € X. Além disso,

1, seu € B;
7?(“)-{ 0, seue X\A.

Afirmagao 1: ¢ é localmente lipschitziana. (cf. Definicao C.3)

De fato, vamos denotar, para cada T C X e u € X, dp(u) = d(u,T). Fixado u € X,

11
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temos para todo v € X,

dX\A(u) _ dX\A(U)
dX\A(U)+dB(u) dX\A(U) +dB(U)

[Y(u) = (v)] =

_ dxa(@)ldxa(v) +dp(v)] — dx\a(v)[dxya(u) + dp(u)]
[dx\a(u) + dp(u)]ldx\a(v) + dp(v)]

_ dx\a(u)dp(v) — dx\a(v)dp(u)
[dx\a(u) + dp(u)][dx\a(v) + dp(v)]

dx\a(u)dp(v) + dp(v)[dx\a(v) — dx\a(v)] = dx\a(v)dp(u)
[dx\a(u) + dp(u)][dx\a(v) + dp(v)]

[dx\a(u) + dp(u)][dx\a(v) + dp(v)]

dp(v)|dx\a(u) — dx\a()| + dx\a(v)|dp(v) — dp(u)|
- [dx\a(u) + dp(u)]ldx\a(v) + d(v, B)]

[ ds@)ldxae) — dxia()] + dxa(o)[ds(v) — dp(w) ‘

Como a funcao distancia é uma contragao fraca (cf. Proposicao C.2) segue que,

lu — || [dp(v) 4+ dx\a(v)] I U
[dx\a(u) + dp(u)][dx\a(v) +dp(v)]  dx\a(u) +dp(u)

Notemos que a aplicagdo u +— d(u, X\ A) + d(u, B) é limitada inferiormante por

|[(u) = ¥(v)| <

uma constante positiva em cada subconjunto limitado de X. Pois como d(u, X\ A) +
d(u, B) > 0 para todo u € X, entao existe K > 0 e uma vizinhanca V,, de u tal que
d(w, X\A) + d(w, B) > & > 0 para todo w € V,. Dessa forma, se u;, us € V,,, entao

[P (u1) — P(ug)| < Kl[ur — uzl|,

e portanto, ¥ é localmente lipschitziana.

Como I € C1(X,R), entao pelo Lema A.1 existe um campo pseudogradiente para I
em X ={u € X : I'(u) # 0}, istoé, uma aplicacio localmente lipschitiziana
qg: X — X tal que, para todo u € )?,

(PGL) flg(u)l < 21" (u)]lx ;
(PG2) I'(w)g(u) > [II'(w)||% -
Considere a aplicacao f : X — X dada por

() I
sy =4 g
0, se u € X\A.

seu € A,

12



Capitulo 1. Resultados Abstratos

Afirmagao 2: f é limitada e localmente lipschitziana.

Por (PG2), para u € A temos

1 ()|l < I'(w)g(u) < 1 (w)llx lg(w)]l-

Se u € A entao I'(u) # 0, e portanto,

1 (W)l < llg(w)ll -

Logo,
1 1 1
< <o (1.3)

Dessa forma, dado u € A, temos

vt Jsl 1 L1
I7EN= 1=Vt = Tatll = Ty, = 2 -

Além disso, se u ¢ A, entdo f(u) = 0. Logo, f é limitada.

Observe que, dado u € X existe uma vizinhanca V, C X tal que ¥ e g sao local-

mente lipschitizianas em V,,. Sendo assim, dados uy, us € V,,, temos:

Caso 1: se uj,us € X\ A, segue que

[1f (ur) = Flu2)l] = 0 < [Jur — ug|.

Caso 2: se u; € X\A e us € A, entao usando (1.3) e o fato de 9 ser localmente
lipschitiziana, segue que,

. _ g(uz)
Vo= Gl = [-oton S
_ g(uz) g(uz)
- H Y g >|\2“”< yta?
_ 1
> 2—6HU1—U2H-
Caso 3: se uy,us € A, note que
1) = Fla)ll = ||~ 2 + (us) 2
- H_ e & () [t + () 15 m‘
< Y(uy)] Hgg&lﬁlz—”gg((uuj))z ||gg(u2 (u1) — ¥(uz)|
SN e R AU COREACIE

13



Capitulo 1. Resultados Abstratos

Como v é localmente lipschitiziana, segue que

[P (u1) — P(uz)| < Oy flug — ugl .

Por outro lado, usando o fato de g ser localmente lipschitiziana, temos que

gu)  _g(u2) _ g(wa) _ _g(u) g(ui) _ _g(u2)
llg(ua)]® gl NgCu2)* * lgu2)lI®  llg(uz)|®
= gl || e — k| + ke lotw) - a(u)]
< g ||l nloCall | Ly gur) — g(u)
= ot ateltgidll 2 lg(u) — g(us)|
< e e+ a llg(e) — (o)
= phleardtnlls |lg(uz) — g(wn)| + 3 lg(w) — g(uz)l|
= Czg(wr) — g(u2)||
< Csllur — s

Sendo assim,
1f(w1) = flu2)[| < C'flur — usf| .

Portanto, considerando os 3 casos acima, temos que f é localmente lipschitizana.

Considere agora, para cada u € X fixado, o problema de Cauchy

(PC). Zoltuw) = flo(tw)

o(0,u) = u

Como f ¢ limitada e localmente lipschitziana, entdao (PC'), tem uma tnica solugao

continua definida para ¢ em um intervalo maximal (¢~ (u),t*(u)).

Afirmacao 3: t7(u) = 400 et~ (u) = —o0.

De fato, suponha por contradigdo que t*(u) < +oo. Seja (t,) C (—oo,tt(u)) uma

14
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sequéncia tal que t,, — ¢t (u). Como f é limitada, temos que

tn g
/tn %(0(3, w))ds

trn

flo(s,u))ds

|0ty ) — o (tny )| = ‘

/t " (o, u))]l ds

< Kty —ts]| — 0 quando m,n — oo,

tn

IN

visto que (t,) C R é uma sequéncia de Cauchy. Entao (o(t,,u)) também é uma
sequéncia de Cauchy em X. Portanto, (o(t,,u)) converge para algum u € X quando
t, — t*(u). Considerando agora o problema de Cauchy

d
(PC)s o) = flolt,u)),
o(tt(u),u) = @

obterfamos uma extensdo de o(t,u) no intervalo [t7(u) — 0,¢ (u) + 4], para algum
d > 0. Mas isto é um absurdo pois, como j4 vimos, o intervalo (¢*(u), ¢ (u)) é maximal.
Analogamente provamos que ¢t~ (u) = —oc.

A dependéncia continua de solugdes do problema (PC), com relagdo aos
dados iniciais implica que o é continua em R x X. Sendo assim, podemos definir
n e C([0,1] x X, X) por

n(t,u) = o(8et,u). (1.5)
Observe que I(o(-,u)) é ndo crescente para todo u € X. De fato, note que se

o(t,u) € X\A, entdao ¢(o(t,u)) = 0, donde %](a(t,u)) = 0. Considerando agora
u € A, temos

d /
Slo(tw) = I'o(tu)

= —I'(o(t (,u))w(a(t,U))g(U(t,u))Hg(U(tu))H_Z-

Como 1 é nao negativa, segue de (PG1) e (PG2) que

L 1ot u)) < —

<0. 1.6
dt - (16)

d
—I(o(t,u)) <0 para todo u € X, e portanto, I(o(-,u)) é ndo crescente.

L
0go, i

15



Capitulo 1. Resultados Abstratos

Vamos agora verificar que 1 definida como em (1.5) satisfaz (i)-(iii).

Por defini¢ao 1(0,u) = u para todo u € X, e portanto, vale (i). Se u ¢ I~!([c —
2¢,c+ 2¢]) entdo u € X\ A, donde f(u) = 0. Dai o(t,u) = u é solugao de (PC),. Segue
da unicidade de solugoes de (PC'), que n(t,u) = o(t,u) = u para todo t € [0, 1]. Logo,
vale (ii).

Resta mostrar que 7n(1, I°7¢) C I°7¢. Dado u € I°t¢, vamos dividir a prova de (iii)

em dois casos:
Caso 1: existe tg € [0, 8¢ tal que I(o(ty,u)) < c—e.
Neste caso, como I(o(t,u)) é ndo crescente, temos

[(O<t7 U)) < [<O_(t0> U)) <c—g¢
para todo t > tg. Em particular para t = 8¢, obtemos:

In(l,u)) =1(c(8¢,u)) < c—e.

Caso 2: para todo t € [0, 8¢| tem-se o(t,u) € 7' ([c —¢,c + €]) = B.

Neste caso, usando (1.6),

I(n(1,u) = I(o(8¢ u))

= [(u)—{—/oe%[(a(t,u))dt

1 8¢

Como o(t,u) € B para todo t € [0, 8¢, temos que ¥ (o(t,u)) = 1 em [0, 8¢ e,
portanto,

M) < 1= [ vttty
= ](u)—i/seldt
< c+e— 2 ’

I
o
|
(@)

Os dois casos acima mostram que n(1, I°T¢) C I°7¢. O lema esta provado.

16
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Teorema 1.3 Seja X um espago de Banach, I € C*(X,R). Suponha que I(0) =0 e
1 satisfaz

(I1) existem constantes p > 0, o> 0 tais que I|pp, ) > o
(Iy) eziste e € X tal que |le|| > p e I(e) < I(0).

Entao, para cada € > 0, existe u € X tal que
(a) ¢ —2e < I(u) <c+ 2
(b) [["(u)llx < 2¢

onde

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(1))

['={yeC([0,1],X):7(0) =0 e (1) =e}.
Demonstracgao: Observe primeiramente que, para cada v € T,

I(~(1) > o
max (1) >«

De fato, se e € X é dado por (I3), entdo e ¢ B,(0). Como v € I', existe t, € [0, 1] tal
que Y(to) € 0B,(0), isto é, v([0,1]) N 0B,(0) # 0. Por (I;), temos que
inf I(w) > a.
wedB,(0)
Mas

I(v(1) > I > inf  I(w) > o
max I(v(t) = I(y(t)) = inf I{w) >«

Logo,

I(~(1) > o
max (v(t) >«

Tomando o infimo para v € I', temos que

= inf I(v(t) >a>0
¢ = Inf max (v(t)) 2 a >0,

isto é, ¢ > a > 0.

Suponha, por absurdo, que a conclusao do teorema seja falsa. Entao existe ¢ > 0
tal que para todo u € I"*([c— 2¢, ¢+ 2¢]) tem-se || I'(u)|| y, > 2¢e. Observe que podemos
supor, sem perda de generalidade, que ¢c—2¢ > 0. De fato, basta notar que se ¢y € (0, €),
entao como I ([c — 2€g, ¢ + 2¢0]) C I ([c — 2¢, ¢ + 2€]), tem-se || I'(u)|| ., > 2€ > 2¢.
Entao, diminuindo € se necessério, podemos assumir I(e) < I(0) =0 < ¢ — 2e.

Pelo Lema de Deformagao, existe uma func¢ao n € C([0,1] x X, X)) tal que

(i) n(t,u) = u para todo u & I ([c — 2¢, c + 2¢]);

17
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(i) (1, 1) C Ie.

Dado v € T, considere h : [0,1] — X dada por h(t) = n(1,~(t)). Como n €
C([0,1] x X, X) ey e C([0,1], X), entao h € C([0,1],X). Além disso, como 0,e ¢
I Ye— 2¢, ¢+ 2¢], segue do item (i) acima que

h(1) = n(1,~(1)) = n(l,e) = e.

Logo h € T', e portanto,

< I(h(t)).
¢ < max (h(t))

Usando a definicao de ¢, existe v € I' tal que

IF@#) < c+e.
mnax (V) <c+e

Entao 7(t) € I°" e segue de (ii) do Lema de Deformagao que n(1,7(t)) € I° . Logo,
h(t) = n(1,7(t)) € 177, dai

I(h(t)) <c—e.
trg[gf](())_c €

Sendo assim,

< I(h(t) <c—
C—%S‘,’ﬁ“))—c €,

o que é uma contradicao.

Estamos prontos para provar o Teorema do Passo da Montanha.
- 1 .
Demonstragao do Teorema 1.2: Tomando ¢, = — > 0 e aplicando o Teorema 1.3,
n

obtemos (u,) C X tal que
C—¢€p S I(un) S C"'ena

[ (un) | o < 2€n-

Como €, — 0 quando n — o0, (u,) C X é uma sequéncia de Palais-Smale no nivel c.
Logo, como [ satisfaz a condigao (PS)., existe uma subsequéncia (u,,) C (u,) tal que
U, — u € X. Como I € C'(X,R), entdo I(u) = c e I'(u) = 0, ou seja, ¢ é um valor
critico de [.

18
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No que segue, apresentamos uma versao do Teorema do Passo da Montanha com
uma condicao de compacidade um pouco mais geral, cuja prova pode ser encontrada
em [5]. Lembremos inicialmente que um funcional I € C*(X,R) satisfaz a condicao de
Cerami no nivel d € R, denotada por (Ce)g4, se toda sequéncia (u,) C X cumprindo

I{up) = d e (L+ |lunl]) ' (un)llxr — 0, (1.7)
possui subsequéncia convergente.
Teorema 1.4 Seja X um espago de Banach, I € C*(X,R). Suponha que 1(0) =0 e
1 satisfaz
(1) existem constantes p > 0, o> 0 tais que I|pp ) > o
(Iy) eziste e € X tal que |le|| > p e I(e) < 1(0).
Seja

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(t)),

onde
F={yeC(0,1,X):v(0)=0 e ~(1)=e}.

Se I satisfaz (Ce)., entdo ¢ é um valor critico de I.
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Capitulo 2
Caso Assintoticamente Linear

Neste capitulo vamos estudar a existéncia de solugao fraca para o problema

—Au = h(z)u?+ f(z,u), x€ Q,
(P) u > 0, Q,
u = 0, of)

onde Q C RY é um dominio suave e limitado, N > 3, u € H(Q), 0 < ¢ < 1 e as

funcoes h e f satisfazem as seguintes condigoes:

(h1) h € C(Q), h(x) #0;
(fo) f € C(QAxR,RY);

(f1) f(z,0)=0e f(z,s) > (#)0 Vs>0, z€

f(z,s)

(f2) lir(l]l+ =, THE [0, A1) uniformemente em x € €;
(f3) lim J@s) =/{ € (A1,+00) uniformemente em x € ;

§—00 S

onde A; é o primeiro autovalor associado ao problema

—Au = Au, x€ €,
0, ze€ 00

u

Conforme explicado na introducao, as solugoes fracas do problema (P) sao os pontos
criticos do funcional I : H}(Q2) — R dado por

I(u) = %/Q|Vu]2 dx — q% /Q h(z)(ut)™de — /Q F(z,u")dx (2.1)
onde u™ = max{u,0} e F(z,u) = /Ou f(z,s)ds.
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Os principais resultados deste capitulo sao:

Teorema A Suponha que 0 < q < 1, (h1),(fo) — (f3) e que existe v € Hy(Q) tal
que

(hs) /Qh(x)(v*)q“dx > 0.

Entao existe uma constante m = m(p,q, f, N,Q2) > 0 tal que, se |h|o < m, o problema
(P) tem uma solugdo fraca vi € H(Q) tal que I(vy) < 0. Além disso, se h(z) > 0,
entao vy > 0 q.t.p. em Q.

Teorema B Suponha que 0 < q < 1,(h1),(fo) — (fs). Entdo existe uma constante
m = m(u,q, f, N,Q) >0 tal que se |h| < m, o problema (P) tem uma solucao fraca
vy € HY(Q) tal que I(vy) > 0. Além disso, se h(z) > 0, entdo vy > 0 q.t.p. em €.

No que segue, denotamos por H o espago H}(€2) munido com a norma

o= ( [ |w|2)§

e H* o dual de H} (). Vamos escrever C5°(Q) para indicar o conjunto das fungoes de
classe C™ que tem suporte compacto em €2 e indicaremos por |u|, a L"—norma de uma
funcao v € L"(€2).

Vamos enunciar e provar alguns lemas que serao necessarios para demonstrar

os Teoremas A e B. Observe incialmente que fixado k € (1,2* — 1) segue de (f3) que

(f2) lim F@s)

S§—00 sk §—00 S Sk

1
f(z,s) —— = 0 uniformemente em = € Q.

Comecamos com algumas estimativas para f e sua primitiva.

Lema 2.1 Suponha (fo)—(f2) e (f1). Entdo para todo € > 0, eziste Cc = C(e, k, f, ) >
0 tal que

f(x,s8) < (pn+e€)s+ Cus, (2.2)
’ + c
F(z,s) < “2 €+ T (2.3)
para todo (z,s) € Q x [0, 00).
Demonstracgao: Dado € > 0, como
lim f(x]; s) =0,
5—00 S



Capitulo 2. Caso Assintoticamente Linear

existe um R, > 0 tal que

‘f(:c]; s) <€, paratodo s> R.,
s
e portanto,
f(z,s) < es®, paratodo s> R.. (2.4)

Por outro lado, usando (f3), obtemos § > 0 tal que

‘f(x,s) — | <€, paratodo 0<s <9,
s
donde
f(z,s) < (e+p)s, paratodo 0<s <. (2.5)
Note que, como f é continua, entao a funcao f(x’; s) ¢ continua em [J, R.]. Assim,
s

existe M, > 0 tal que

—| < M., paratodo s € [d, R]
s

‘f(x, 5)

e consequentemente
f(z,s) < M.s®, paratodo s € [§, R]. (2.6)

Dessa forma, como f(x,s) > 0, segue de (2.4), (2.5) e (2.6) que, para todo (z,s) €
Q x [0, 00)

f(z,s) < (u+¢€)s+ Ms* +esk

= (u+e)s+C.s".
Integrando a tltima desigualdade, obtemos para todo (x,s) € Q x [0, 00)

(M+6)82+ Ce st
2 kE+1 ’

F(z,s) <

o que conclui o lema.

No que segue provamos a regularidade do funcional I definido em (2.1).

Proposigao 2.1 Suponha (hy), (fo) — (f2) e (f1). Entao o funcional I é de classe C*
em H e

I'(u)v = /QVqudx — /Q(h(:zt)(zﬁ)q + f(z,u™))vdz, para todo v € H.
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Demonstracao: Considerando P,p: Q x R — R dados por

Pz, s) = #h@)(ﬁ)qﬂ + F(z,s*)

pla,s) = h(z)(sT)" + f(x,s7),

temos que

T(w) = Jo(u) — J(u) = %/Q]Vulzdx—/QP(x,u)dx
onde P(x,t) = /Otp(x,s)ds.

Pela Proposicao B.2 (ver Apéndice) Jy ¢ de classe C' em H. Para mostrar que J
é de classe C' em H, basta verificar que p satisfaz (pg) e (p;) da Proposicao B.3, (ver
Apéndice). Como h € C(Q,R) e f € C(Q2 x R,R) entdo p € C(Q x R,R). Pelo Lema
2.1, temos
f(x,8) < (u+€)s + Ces® paratodo s> 0,z €Q,

entao
[f(x, )| < Cils| + Cals|".
Note que
k
> .
CyIs| 4+ Co [s]* < Css]”, ) se |s| > 1;
Cy+Csls”, se [s| <1
Logo,
|f(z,s)] < Cy+Cyls|® paratodo s> 0,2 €Q. (2.7)
Além disso, como 0 < g<lel <k <2*—1, segue que
k
|S|q < |5’ , S€ "Sl 2 1;
| G ose |s| < 1.
Logo, |s|? < C7 + |s|* . Dessa forma,
|h(z)(s7)] < [h]|s|]" < Cs 4+ Cy |s|" para todo s >0,z € Q. (2.8)
Por (2.7) e (2.8), temos
p(z,s)] = |h(z)(sT)" + f(z,s7)]
() (7)) + [ f (2, 87)]

<
< a —|—a2|3|k.

Assim (p;) é satisfeita. Segue da Proposicao B.3 que I ¢ de classe C' em H com

I'(u)v = /Q VuVoudz — /Q h(z)(ut)ide — /Q F(a, u)dz.
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O

O lema que demonstraremos abaixo sera utilizado na demonstracao dos Teoremas
A e B. Ele mostra que toda sequéncia de Palais-Smale no nivel d que é limitada possui

subsequéncia convergente.

Lema 2.2 Seja (u,) C H uma sequéncia de Palais-Smale no nivel d. Se (u,) € limi-

tada, entdo existe uma subsequéncia (u,;) C (un) tal que u,, — v € H.

Demonstracao: Temos que I(u) = Jy(u) — J(u), onde

Jo(w) = + [ |V da
2 Jo
(§]
J(u) = q—}—% [ (1)) + o) da
Pela Proposicao 2.1
I'(u) =u—J(u)

e, pelo Teorema B.1, (ver Apéndice), J' é compacto. Dessa forma, sendo (u,,) limitada,

existe uma subsequéncia (u,;) C (un) tal que
J (tn,) = v e H"
Como,
U, = I'(tUn,) + J (U,

e I'(up;) — 0 em H*, obtemos

Up; — V.

2.1 Existéncia de uma solucao via minimizacao

Nesta secao, provamos o teorema A. Para tal utilizaremos o seguinte lema:

Lema 2.3 Suponha (hy), (fo) — (f2) € (fs). Entdo existe m = m(u,q, f, N,Q) > 0 tal
que, se |h|o < m, existem p >0 e a > 0 tais que I(u) > o > 0 para todo uw € H com

[lull = p.

Demonstracao: Por (f2), temos p < A;. Logo podemos tomar €y > 0 tal que u+ ey <
A1 Assim, usando (2.3) obtemos para todo (z,s) € Q x [0, 00),

C.
F(z,s) < {1+ &) J; 60)82 +T +°1s’“+1
< —(M ; “) s%+ C'OskH
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onde Cy = Co(k, i, f,€2). Como h(z) < |h(z)] < |h|w, segue que

I(u) = /|Vu| dx—— h(x)(u ) dy — /F(x,u+)dx

hoo
/|v 2d — ' ' /| g — M+€O)/u2d:c—00/|u]k“d:c.
Q

Lembrando que

v

)\1/|u\2d:c§/]Vu]2da: para todo u € H,
Q Q

e [+ e < A, segue que

- Vu2dx—— uqldx——/ VUde—C/ukldl‘
2/Q| | q+1 H 2\ Q‘ | OQH

1 (p+e€)
_ <§_ )H 12 = = Ihlsclulgiy = Colulis.

I(u)

v

Pelas imersoes de Sobolev H — L*1(Q) e H — LI*1(Q), obtemos

I(u)

v

Cil[ul|* = Cofhloo| [u] |7+ = CsJu|**!

2.9
= <01 — Calhoolful "~ — C3||U|\k‘1> [l ?, 29

1
onde C} = (5 - (“QJ; 60)) >0, Oy = Os(q, N, Q) e Cs = C3(Co, k, N, Q).
1

Considere para t > 0, a funcao g dada por
g(t) = Cy|h|ot?™" + CstF 1.

Queremos encontrar um ¢ > 0 tal que ¢(t) < C}. Para tal, encontraremos o ponto onde

g assume o seu menor valor. Observe que g é diferencidvel em (0, +oc0) e
g'(t) = Calq = D[Aloot™ + Cs(k — 11"
Fazendo ¢'(ty) = 0, temos
Colq — 1)[hloct§ ™ + Ca(k = 1)t5 2 =0,

assim )

(G-l .
to—( Calh— 1) ) = (Calhloo) 1.
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Entao g atinge o seu valor de minimo em %, pois como 0 < ¢ < 1 < k temos que

lim g(t) = +00 e lim g(t) = +o0.

t—o0 t—0+

Além disso,

g—1 k=1
02|h|00(04]h|00)ﬂ + C3(Calhloo) F=1
k—1 k—1 k-1 1

el eXe a5
- (0204 + 050 _>|h|

g(to)

k=1
= Cslh|x®,
E—
onde Cs = C5(q, k, u, f, N,Q) e (to) < C
k—q
k-1 k1
se, e somente se, Cs|h|x? < C1, ou seja, se |h]e < g—; . Portanto, para todo

k > 1 fixo, existe m = m(u,q, f, N,Q) > 0 tal se |h|, < m, entdo g(tg) < Cy, isto é,
C1 —g(ty) = Cs > 0.
Tomando p =ty em (2.9), temos ||u|| =to e
> (Cy —g(to))to
C ||ull”
> Cep* =a>0.

I(u)

Isso conclui a prova do lema.

Estamos prontos para obter a primeira solu¢ao para o problema (P).

Demonstragao do Teorema A: Seja p > 0 dado pelo Lema 2.3 e sejam
By ={u€ H:|ju|| <p},
0B, = {uc H: ||l = p}.

Observe que Ep é um espaco métrico completo com a funcao distancia definida por
d(u,v) = ||u — v|| para u,v € B,. Ainda pelo Lema 2.3, temos que

Iop, > a > 0. (2.10)

Observe que I restrito a B, ¢ limitado. De fato, para todo u € H tal que [[u]| < p
temos, pelo Lema 2.1, que

1, | X
[I(u)] < §||u|| dm—kcﬁ_—l/ﬂ}h(x)(@ﬁ)ﬁ ‘dx+/Q|F(x,u+)}dx

< 5 lul? dx+q ., / ™ dz + / (Cr [uf + Co [u**)de
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Capitulo 2. Caso Assintoticamente Linear

Pela imersao H — L"(Q2), com 1 < r < 2% segue que

1
@)l < 5 lull® + Callull™ + Ca flul® + Cs Jul ™

1
< g+ Cap™ 4 Cup? + Ciptt!
= M,

Temos também que I € C* (Fp, R). Logo, I é semicontinuo inferiormente e limitado

em Ep. Podemos entao definir

=inf{ I(u) :u € B, }. (2.11)

Afirmagao: ¢; < 0.

De fato, seja v € H dado pela hipdtese (hy). Observe que como f(x,s) > 0 para todo

(z,s) € Q x R, entdo
st
= / f(z, t)dt >0,
0

/F(a:,u+)d:v20, V u € H.
Q

donde

Dessa forma, para t > 0, temos

tq+1

v) = v|*dx — ) (v dr — . toTdx
I(tv) /rwd /Qh<><> d /QFw )d
< % / ]Vv\2d:c— / h(z) () da
2-(g+1)
— tQ—i—l ( H H2 h(l‘)(v+)q+1d$>

— qatl (t2(q+1)03 _ 04)7

com Cs,Cy > 0. Como g+ 1 < 2, entdo t>~ 4tV (C5 — 0 quando t — 0. Logo, para t > 0
suficientemente pequeno, I(tv) <0 e tv € Ep. [sso mostra que ¢; < 0.
Seja (u,) C B, uma sequéncia tal que

1
o < I(uy) < e+ —. (2.12)
n

Como [ é semicontinuo inferiormante e limitado em Ep, segue do Principio Variacional
de Ekeland (cf. Teorema 1.1) que

1 —
I(w) >I(un)—ﬁHun—wH, Vw e B, w # u,. (2.13)
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Capitulo 2. Caso Assintoticamente Linear

Vamos provar que ||u,|| < p para n > 1 suficientemente grande. De fato, suponha
por contradigao, que ||u,,|| = p, para alguma subsequéncia (u,,) C (u,). Por (2.10)
segue que

I(tuy,) > a > 0.

Fazendo n; — oo e usando (2.12), temos

c1 = lim I(u,;) > a >0,

contrariando ¢; < 0. Portanto, ||u,|| < p para n > 1 suficientemente grande.
Provaremos agora que, I'(u,) — 0 em H. Para tanto, fixe n € N e u € H tal que

|lu|| = 1 e considere a sequéncia
Wy, = Uy, + tu.
Como ||u,|| < p, para t > 0 suficientemente pequeno, temos
wnll < [luall + < p,

o que implica w, € B,. Assim, segue de (2.13) que

1
I(un+tu) > [(Un) - _Hun - (un+tu>|’

n
t
— I(u,)——
(1) — Llul
t
— I(u,) — -,
()~ L
isto é,
I(u, + tu) — I(uy,) 1
t n’
Fazendo t — 0T, vemos que
1
I'(up)u > ——, para todo u € H tal que ||u|| = 1. (2.14)
n

Observe que trocando u por (—u), obtemos

1
I'(uy)u < =
() < -,
e assim .
\I'(up)ul <= Vu € H, |ju||=1.
n
Logo,
1
' (un)ll+ = sup [I'(un)u| < —,
[|ull=1 n
donde se conclui,
I'(u,) — 0.
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Capitulo 2. Caso Assintoticamente Linear

Mas por (2.12), temos que I(u,) — c1. Segue entdo que (u,) é um sequéncia de
Palais-Smale no nivel ¢;. Como (u,,) é limitada, segue do Lema 2.2 que existe uma
subsequeéncia

(tn;) C (un) tal que u,, — vy € H.

Como I € C'(X,R), segue que
I(v))=c¢ e I'(vy) =0,

ou seja, v; satisfaz a primeira equagao de (P).
Observe agora que v; é nao negativa. De fato, sendo v; uma solucao fraca do
problema (P), entao

0=1()p= /QVngbd:C — /Qh(x)(vf)ngdx - /Q f(xz,v)edz, V ¢ € H.

Em particular, tomando ¢ = v; = max{—uvy,0} obtemos,

0=1TI(v)v] = / Vo, Vo de — / h(z)(vi)vy de — / fx, v vy dz.
Q Q Q

Note que,
se v; <0 entdo vy =v; e vy =0.

Segue dai e de (f1) que

/Qh(x)(vf)qvfdx =0= /Qf(as,vfr)vl_d:v.

Portanto,

/ Vu, Vo de = / |Vv1_|2dx =0,
Q Q

e assim, v; = 0 e portanto, v; = v;{ > 0. Dessa forma, v; é uma solugio fraca do
problema (P).

Além disso, se h(x) > 0, entao v; > 0. De fato, sendo v; uma solugao fraca de (P),
usando a teoria de regularidade eliptica provamos que v; € C2(Q) N C(9) satisfaz

—Avy = h(x)(v)? + f(z,v1) >0,

Segue do Principio do Maximo Forte (cf. [10], Teorema 8.19) que v; > 0 em €.
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Capitulo 2. Caso Assintoticamente Linear

2.2 Existéncia de uma solucao via Teorema Passo
da Montanha

Nesta secao vamos provar a existéncia de uma segunda solucao para o problema
(P). Para usar o Teorema do Passo da Montanha, mostraremos que o funcional [
possui a geometria do Teorema do Passo da Montanha usando o Lema 2.3 e proximo
resultado.

Lema 2.4 Suponha (hy), (f1) — (f3) Seja p > 0 dado pelo Lema 2.3. Entdo existe
m = m(p,q, f, N,Q) > 0 tal que, se |h| < m, existe e € H\ B,(0) tal que I(e) < 0.

Demonstragao: Segue de (f3) que

TNPACIL)

§—00 S

uniformemente em x € ().

Usando a regra de L’Hospital, temos

Fas) o fles) LM
27

lim =—>
$—00 S §—00 28 2

uniformemente em z € Q. Entao existem sy > 0 e 7 > 0 tais que,

F(m,s)>€—7' A1

52 = 9 > ? Vx € Q, s> So- (215)
Usando (fs), temos que existe 0 < § < sq tal que, se 0 < s < § entao
‘f(m’s) _M‘ < H)
S 2
assim,
f(@,s) Zg’ Vze, 0<s<od.
s

Integrando a ultima inequacao, obtemos

F(z,s)

1
2 2 Vze, 0<s<d. (2.16)
. . F(z,s) | . : , ,
No intervalo [4, so] a funcao 5 é continua, pois em [d, so|, f é continua. Logo
s
F
(9’2,’ s Waeq, selss) (2.17)
s

Portanto, por (2.15), (2.16) e (2.17) seque que

(l—17)

2
_C
5 ° ’

F(z,s) >
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Capitulo 2. Caso Assintoticamente Linear

para alguma constante C' > 0.
Seja 1 > 0 uma Aj-autofuncdo. Segue de (2.15) que,

1 1
I(tgr) = §/Q|V(t901)|2dff—qj/ﬂh(ﬂﬁ)(tsﬁf)qﬂd%—/QF(%Wl)dx

gt t?
[ raenman =5 [ e-ngae+clal

t2/
< — V<p2dx—
29' ! g+1 2 Jq

onde || denota a medida do conjunto 2. Lembrando que

N / o1 Pda = / Ve e,
(9] Q

segue que

I(t A tla+D=2 1 Q
) < 2 [ ptar - [ ety [~ g + S5
Q

t2 2 Q q +1 Q t2
1 L a2 Ol

Como g + 1 < 2, entdo

tla+1)=2 clQl

| n@enyts - = <o

lim
t—oo ( + 1
Por (2.15), A\ — ¢ — 7 < 0. Dai

1
—/()\1—€+T)(p%d$<0.
2 Jo

Logo,

I(tpr)
t2

lim sup <0,

t—o0
e portanto, para algum ¢ > 0 suficientemente grande, I(tp;1) < 0. Deste modo, tomando

p dado pelo Lema 2.3 e considerando e = typ; € H, com t suficientemente grande, tem-se
lle|| > p e I(e) <O.

Isto finaliza a prova do lema.

Vamos provar o Teorema B.

Demonstragao do Teorema B: O funcional [ satisfaz a geometria do Teorema do
Passo da Montanha, pois 1(0) = 0 e I|sp,@0) > @ > 0 onde p, a sao dados pelo Lema
2.3. Além disso, pelo Lema 2.4, temos que existe e € H com |le|| > p tal que I(e) < 0.
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Capitulo 2. Caso Assintoticamente Linear

Resta somente verificar que I satisfaz (PS)., onde ¢ > « > 0 é o nivel dado pelo
Teorema 1.2. Seja entdo (u,) C H tal que

I(un) = ¢ e |[I'(un)|

e — 0. (2.18)

Vamos mostrar que (u,,) é limitada em H.

Observe primeiramente que (2.18) implica que

I(u,) = H un|)* — h(x)(u,f)q“d:c — /QF(aj,uf{)d:c =c+o(1), (2.19)

+1

e, para toda ¢ € H,

"(un)d = /Vunv¢d:c—/ h(x) q¢dx—/f Fpdr = o(1), (2.20)

em que o(1) denota uma quantidade que tende a zero quando n — oo. Suponha,
por contradi¢ao, que (u,) nao seja limitada em H. Entdo, a menos de subsequéncia,

||un|] — oo. Considere a sequéncia limitada

Un
[l

Sendo (w,) limitada no espago reflexivo H temos que, a menos de subsequéncia,

(2.21)

Wy =

w, — w fracamente em H. (2.22)

Como a imersao de Sobolev H < L"()) é compacta para 1 < r < 2*, segue que, a

menos de subsequéncia,

w, — w fortemente em L"(2),
wy(z) — w(x) q.t.p. em (2.23)
|wy(z)] < Y.(z) qt.p. em Q, para alguma funcdo v, € L"(2).

Analogamente,
L Uy
w, =
[t
satisfaz

wl — w" fracamente em H;
wi — wt fortemente em L"(Q); (2.24)
wi(x) = wt(x) qtpem O

jwy (2)| < ¢r(x) € L7(Q).
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Capitulo 2. Caso Assintoticamente Linear

Afirmagao 1: w # 0.
De fato, suponha por contradi¢gao, que w = 0. Entao

wh(z) > w(z) =0 qt.pem Q.

n

Observe primeiramente que,

lim [ h(x)(w))™dr = lim [ F(z,w!(2))dr = lim [ f(z,w} (z))w,(z)dr = 0.

De fato, note inicialmente que
h(z)(w(2)) — h(z)(wh(2))" =0 q.t.pem €. (2.25)

n

Como ¢+ 1 < 2 < 2% segue de (2.24) que existe ¢,; € LIT(Q) tal que
|w,F (2)| < gq1(x). Dessa forma, tem-se

|7 (wyy (2)) 7] < (Bl (g4 (@)™ € LHQ). (2.26)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue
/Qh(x)(wf{)ﬁldx — 0.
Por outro lado, pelo Lema 2.1 temos que,
F(x,8) < Cys% + Oy ¥V (2,5) € Q x [0,00).
Logo, por (f1) e (2.24), temos
0 < F(z,w(z) < Ci(w(2))? + Cy(w, (2))"™ — 0 q.t.p em €.
isto é,
F(z,w!(z)) — 0 q.t.pem Q. (2.27)

Pelo mesmo argumento feito anteriormente, temos que

| F(, wy ()]

IN

C |(wyf (2))?] 4 Co | (w;f ()]
< Ci(a(2))? + Co(tem ()™ e LNQ).

Pelo Teorema da Convegéncia Dominada, segue
/QF(x, w(x))dr — 0.
Ainda pelo Lema 2.1 temos que,
flw,s) < (p+e)s+ Ces™.
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Capitulo 2. Caso Assintoticamente Linear

Usando (2.23),(2.24) e um argumento andlogo ao feito acima, concluimos que

/ flx,w!(z))w,(z)der — 0.
Q

Note que como [I'(u,) — 0 entdo, para uma sequéncia (z,) C H limitada, tem-se
I'(up)z, — 0. Segue entdo de (2.20) que
Up

(1) = I'(up)——

[[un

= gy Ve = [ ety e [ (o)

Mwl—Lh@M i /f P ptds <o) (225)

isto é,

Observe que

/Q h(z)(uh) u,de = / h(z)(uh) ™ dx.

Q
De fato, pois como u} = u, se u, > 0 e u,} =0 se u, < 0, segue que

/Q W) de = /{unm}h(x)(uj{)qundx—l— /{MO} h() () unda

_ /{un>0}h(x)(uj{)qu:{dx+ / () (0) undee

{un<0}

_ / h(z) ()t da + 0
{un>0}

_ /Q h() ()

H unl|”
/h(az)(u:{)q unzda:: %/h(x)(w:{)q“dm. (2.29)
Q Q

[[n | [

obtemos

Dessa forma CcOo1mo w+ =
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Do mesmo modo, por (f;) tem-se

/Q F (ot unds = /{un>0}f<x,u:>undx+ | s

{un<0}

= [ fahuider [ f@0)uds
{Unzo}

{un<0}

= / f(x,u;';)u:{dx—k/ Ou,dx
{un>0} {un<0}

= /f(x,u:{)u:dx
Q

Sendo assim,

/ Far ) de = / Pl ) (w2,
0 lanl 0

onde
flx,s™)
p(z,s) = st
0, se s <O0.

, se §>0,

Portanto, segue de (2.28) e dos resultados obtidos acima, que

1
[ Tl /Qh(x)(w:)q“dx — /Qp(x, u)(wi)2dz = o(1). (2.30)
1

Note que como 1—¢ > 0, entao W é limitada e, como / h(z)(wh) T dz — 0,

segue que i .

1
e /Q h(z)(w )" dz — 0. (2.31)
Logo,
fanll = [ ple )z = o(1), (2.82)
Q

Note também que existe uma constante M > 0 tal que

Ip(z,s)| <M ¥V (z,5) € 2 xR. (2.33)

De fato, considere s > 0. Dado € > 0, por (fy) existe § > 0 tal que

’@—u‘<e, V0<s<9d

e portanto,

f(:z;,s) <(e4+mp), V0O<s<d.
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Por outro lado, por (f3), obtemos R, > 0 tal que

'@—é <e, ¥V s>R.,

assim
f(z,s)

S

<(e+¥0), V s>R..
f(z,s)
s

Como f é continua, segue que se 0 < 0 < s < R, entao também é continua e,

f(z,s)

S

neste intervalo, temos

‘ < M. Dessa forma, como

f(z,s)

S

> (0 para todo s >0,
entao existe M > 0 tal que
0 <p(x,s) <M paratodo = € Q, s€R.

Sendo assim,

/Q Pl un) (w2

< / Ip(a )| | ()| da
U}+ 2 xZ.
< M/Q( n)d

Por (2.23) temos que (w,(z))* — 0 q.t.p em Q e existe Py € L*(Q) tal que |w, (x)| <

1o(z). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

lim [ (w})*dz =0,

n—oo Q

donde
lim | p(z,u,)(w)?de = 0.

n—oo Q n
Portanto, voltando em (2.32), concluimos que
lwal* — 0,
o que é uma contradigao, visto que ||w,|| = 1. Deste modo, w # 0.
Afirmagao 2: w > 0 q.t.p em ).

De fato, e como ——

T é limitada, entdo para toda ¢ € C5°(12),
un

1
I'(up)pi—r — 0,
]
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isto é,

Vu,Vod dx — )pda =
Hnl\/ Vs - Hnll/ f'ode Hn\l/f »)¢dz = o(l),
donde

! g — T, Uy ) (w T =0
/ Vi, Vods = s [ n@wyode = [ plasu)wiode =on).  (234)

Por (2.33), temos que p(z,u,) é limitada em L?*(f2). Logo, a menos de subsequéncia,
temos
p(z,u,) — v(z) fracamente em L*(Q). (2.35)

Note que, dada ¢ € C§°(Q) e como w;" — w™ em L*(), segue que
/ lwie — w+¢‘2dx < W’io/ jw) — w*‘de — 0.
0 Q

Ou seja,
wig — whe em L*Q). (2.36)

Dessa forma, por (2.35), (2.36) e pela Proposi¢ao C.4 (ver Apéndice) segue que
<p('7 un)7 "LU:;¢>L2(Q) - <U(')7 w+¢>L2(Q) .

Logo,
/p(:v,un)wf{gﬁdx — / v(z)wtgdr, ¥V ¢ € CL(NQ). (2.37)
Q Q
Observe também que
1

—1q/§2h($)(w:)q¢dl’ — 07 para toda ¢ c OEO(Q)

[

De fato, pois

| n@wryrods

< Hlol [ ful o
Mas, como ¢ < 1, temos

/\wn|qu = / |wn\qda:+/ |w,|? dx
Q {lwn]<1} {lwn|>1}
< / 1dx+/ lw, | da
{|wn|<1} {|lwn|>1}

< |Q|+/|wn| do

= Q] + |wnl;
< Q]+ C[|w,?
< |0 +C

= C.
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Logo, / h(z)(w,)pdx é limitada e, como — 0, segue que
Q

7 o

1

L
[ [

/ h(z)(wYidde — 0, ¥ ¢ € C2(Q). (2.38)
Q
Como w, — w fracamente em H, entao
/ Vw,Vodr — / VwVede, ¥ ¢ € Cr(Q).
Q Q

Passando (2.34) ao limite, usando a convergéncia acima, (2.37) e (2.38) obtemos
/ VwVedr = / v(z)wtgdr, ¥V ¢ € CL(Q). (2.39)
Q Q

Observe que v > 0. De fato, defina A = {x € Q : v(z) < 0} e suponha |A| > 0. Como

x4 € L*(Q), onde x4 é a funcao caracteritica de A, segue que

Og/anA_)/UXA:/U<Oa
Q Q A
o que é um absurdo.

Como C§°(2) é denso em H, entao (2.39) vale para toda ¢ € H. Assim, para

¢ = w~ = max{0, w}, temos

Oz/VwVw_dx:/’Vw_|2dx,
Q Q

e portanto, w™ = 0. Logo, w = w™ > 0 é uma solucao fraca para o seguinte problema

{ —Aw = v(z)wt >0, em (2.40)

w = 0, em Of).

Segue do Principio do Maximo Forte para solugoes fracas (cf. [10], Teorema 8.19) que
w > 0 em ).
Finalmente vamos mostrar que w satisfaz a seguinte identidade

/VwV¢da::€/w¢da:, vV ¢ € H.
Q Q

Por (2.21) temos que

wy (2) [[un]| = u

+¢
Como |ju,|| — o0 e wi(z) = w(x) =w(x) >0 q.t.pem €, entdo

uf(z) — oo q.t.pem Q.
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Segue de (f3) que

+) _ f(f’?,%f)

m — ¢ uniformemente em z € .
U
n

Logo, v = ¢ em (2.39), e portanto

/Vngbdx = E/ wodx para toda ¢ € H. (2.41)
Q Q

Ou seja, w é solugao fraca nao nula do problema

{—Aw = (lw, €

w 0, xe& 0N

Como ¢ > \; temos que w é ortogonal a uma A;—autofuncao ¢; > 0. Assim, tomando
¢ = 1 na expressao (2.41), obtemos

Oz/VwV<p1dx:€/wg01da7.
0 0

Como ¢; tem sinal definido e £ > \q, concluimos que w muda de sinal em 2. Absurdo,
pois w > 0. Logo (u,) é limitada. Sendo (u,) uma sequéncia de Palais-Smale no nivel

c limitada, segue entao do Lema 2.2 que existe uma subsequéncia (un,;) C (u,) tal que
Up; — vz em H.

Logo, I satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢. Dessa forma, as hipoteses do

Teorema do Passo da Montanha sao satisfeitas, donde
I(vy) =¢c>0 e I'(vg) =0,

ou seja, vy # 0 satisfaz a equagado do problema (P).
Analogamente ao Teorema A provamos que v, é nao negativa e portanto v, é uma
solugao fraca do problema (P). Da mesma forma, se h(z) > 0 prova-se que vy > 0.
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Capitulo 3
Caso Superlinear

Neste capitulo estudamos a solubilidade do problema

—Au = h(@)u!+ f(z,u), ze€ Q,
(P) u > 0, Q,
u = 0, 012

onde 2 C RY é um dominio suave e limitado, N > 3, u € H}(Q), 0 < g < 1 e as
funcoes h e f satisfazem as hipéteses (hy), (f1) e (f2) do capitulo anterior. Porém,

vamos exigir mais regularidade de f, a saber
(fo) f € CH(Q x R, RY).

Além disso, vamos considerar agora o caso em que f é superlinear e subcritica, isto é,

f satisfaz
-~ xS
(f3) lim Jlw,s) = oo uniformemente em x € §2;
5—00 S

(fa) existe k € (1,2* — 1) tal que lim f(z,5) = 0 uniformemente em = € Q.

§—00 Sk

Finalmente, vamos assumir também a seguinte condi¢ao de monotonicidade para f

f(z,s)

é nao decrescente em s > 0 para todo x € €.

(f5)

O primeiro resultado a ser provado é:

Teorema C Suponha (hy), (ﬁ)), (f1), (f2), (f;), (f1),(f5) e que h satisfaz
(h3) h £ 0.

Entao o problema (P) possui pelo menos uma solugao fraca.
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No nosso segundo resultado obtemos uma versao dos Teoremas A e B para o caso

superlinear. Vamos entao provar:

Teorema D Suponha (hy), (ha), (ﬁ)), (f1), (f2), (};), (f1), (f5). Suponha ainda a sequinte
condi¢ao sobre f :

(fe) Existem o € (0,1) e >0 com o > q+ (14 q)7 tais que

(i) tim £529)

500 81+T

= 0 uniformemente em x € €;

(i) Tim f(z,s)s —2F(x,s)

$—00 glto

=w € (0, 00] uniformemente em x € Q.

Entao existe m > 0 tal que, se |h|, < m, o problema (P) tem duas solugdes fracas
vy, vy € H com I(v1) <0 < I(vy). Além disso, se h(z) > 0 entdo vi,vy > 0 q.t.p. em
Q.

A notagao utilizada é a mesma do Capitulo 2.

3.1 Existéncia de uma solucao via Teorema do Passo
da Montanha

Nesta secao vamos provar o Teorema C. Para isto, iremos demonstrar que sob certas

hipéteses, o funcional I satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 3.1 Suponha (h1), (hs), (o), (f1), (f2), (f3), (f1) e (fs). Entdo

(i) existem p >0 e a >0 tais que I(u) > a > 0 para todo uw € H com ||ul|| = p;

(ii) eziste e € H\B,(0) tal que I(e) < 0.

Demonstragao: Observe que, assim como no Lema 2.3, usando (fo), (f1), (f2) e (f1)
obtemos a desigualdade

s% + Cpst! (3.1)

para algum €y > 0 tal que p + €y < A\;. Dessa forma, como h £ 0, segue

Iw) = %/QNUIZCZ;E—q_i_%/gh(x)(uﬂq“dx—/QF(:E,uJF)d:U

1
—/|Vu]2da:—/F(x,u+)d:c.
2 Jo Q
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Usando (3.1), a desigualdade acima e o mesmo argumento do Lema 2.3 obtemos

Tw) > (01 - csnuu“) lull? (3.2

C c\t
onde C; > 0 e Cy > 0. Escolhendo p de modo que C3p*~1 = 71, isto é, p = (f)
3

obtemos que se ||u|| = p, entao
I(w) > (Cr—Cyp" )y’

= —p =a>0
2p Q Y

provando (i).

Vamos provar (ii). Seja ¢; > 0 uma A\ —autofungdo. Usando resultados de

regularidade segue que ¢; € C(f2). Entao existe g CC Q tal que [Qg] >0, e

min @, > 5> 0, (3.3)

Qo

para algum (3 > 0. Consequentemente,

lim to;(x) = +oo.

t—o00

Observe que
0 <2F(x,t) < f(z,t)t, V (x,t) € QxR. (3.4)

De fato, considere para (z,t) € Q x R a funcio
g(x,t) = f(z,t)t — 2F (x,1).
Note que g(x,0) = 0 e derivando g em relagao a t, segue que
g, t) = fl@, )t + fx,t) = 2f(z, 1) = f'(z,0)t — f(z,1).

Por (fs), f é ndo decrescente, entao

d f(l‘,t) tf’(ac,t)—f(x,t)
%( t )Z 2 0.

Portanto ¢'(x,t) > 0, logo, g é ndo decrescente. Portanto, como g(z,0) = 0, temos que
para todo t > 0, g(x,t) > 0, que é equivalente a (3.4).
Por outro lado, a desigualdade (3.4) nos garante que

d (F(x,t) fla, t)t? — F(xz,t)2t
hd — >0,
dt\ ¢ 4 -
: Fz,t)
assim segue que Iz é nao decrescente. Para t > 0, segue de (3.3) que

tpr > tminpy > 6.
Qo
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Logo,
F(z,tpr) S F(z,tp)
(te1)* = (tB)?

Note que por L’Hospital e por (ﬁ;) temos
F(x,tp) . f(x,t5)

lim ————— = lim = oo uniformemente em z € (),

t—o0 (tﬁ)2 _tﬂ+oo Q(tﬁ)

e consequentemente,

t—oco  (tp1)

Entao para todo R > 0, existe T = T(3, R) > 0 tal que

= 0o uniformemente em x € €.

F(z,tpr)

>R >0 paratodo t> T,z € Q. 3.5
(o =70 = ° (35)

Disto segue que,

I(t 1 a1 F(x,t
(te1) < 5/ Ver | da — /h(x)(%)qﬂdx—/ Fla tor) SOl)alac
Q Q )

12 - qg+1 12
< 1/ V| do — e / h(z)(p1) " da — / Ry3dx
T 2Jq q+1Jq 0
Como g —1 <0,
im 2 [ Ty = 0
im x x = 0.
tim = [ b))
Logo, se R e t sao suficientemente grandes,
I(t
(t1) <0,
t2
o que implica

Dessa forma, tomando p > 0 dado em (i), segue que para t, suficientemente grande,
existe e = oy tal que [le|| > p e I(e) <O.

Lema 3.2 Suponha (hy), (hs), (fo) — (fs) e que existe (u,,) C H satisfazendo
I'(up)u, — 0.

Entao para todo t > 0, extraindo uma subsequéncia adequada, temos que

It < S0 [tQ tqﬂ} /Q h(@) () de + T(uy).

- 2n

2 q+1
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Demonstracao: Por hipdtese, podemos assumir que existe uma subsequéncia, deno-

tada ainda por (u,), tal que para todo n > 1, tem-se

1 1
- S I/(un)un S )
n n
isto é,

1 1
< ||Un|!2—/h< Hr gy /f Judr < ©
n

——+/f Jutde < Jul? = [ )y ™de < <+ [ fla e

Entao, para todo ¢t > 0, usando o lado direito da desigualdade (3.6), temos

t? tq-i—l

/ hz)(uh) ™ de — / F(z, tu?)dz

IN

U
{%+2 )+ 5 [ ety

tq+1

- /Q h() (u )" d /Q F(x,tu;f)dm}
:[§+(§—ﬁ:)AM@wW“M
+ /Q (g o —F(x,tuj))dx}

Para s > 0, t > 0 seja

g(t) = %t2f(x, s)s — F(x,ts).

Observe que g é diferencidvel para todo ¢t > 0, com

g(t) = tsf(z,5) — sf(x,ts).
Note que se s >0 e 0 <t <1, entao ts < s. Logo, por (fs), segue que

flats) _ flas)

ts - S

Y

ou seja,
stf(z,s) —sf(z,ts) > 0.

Da mesma forma, para s > 0 et > 1, temos
tsf(xz,s) — f(x,ts)s <0.
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Capitulo 3. Caso Superlinear

Logo,

, >0, se 0<t<L1
g'(t)=
<0, se t>1

Isto mostra que g(t) < g(1) para todo t > 0. Assim, segue de (3.7) que

(! 1 1
I(tu,) < I + (5 — Y 1) /Qh(x)(u;:) + dqu/Q <§f(:13,u:)u:{ — F(x,u:{))dm
(3.8)

Por outro lado, usando o lado esquerdo da inequagao (3.6), temos que

1. ., 1
I(u,) = =lun]|" = ——= [ h(z)(u} q+1dx—/Fx,u:{ dz
) = ylwl? = [ wa) [ Fleau)

—il xu+q+1xl x,uw ) ul da
> |- gn g [ [ e

b h(x)(uﬂq“dx—/QF(x,u;)d:c]

n

+ /Q(%f(x,u;)u; —F(x,u;))dx]. (3.9)

Como ¢q + 1 < 2, entao % — q%l < 0. Assim, se h(x) < 0, temos que

(% _ q%) /Q h(x) () d > 0.

Logo, em (3.9), temos que

isto é,
/ (lf(gc, wHut — Fla, u,j))dx < 2i + Iuy). (3.10)
Q

Dessa forma, de (3.8) e (3.10) segue

AN

I(tu,) < % + (g — qtq_:ll> /gzh(x)(u:)ﬁldx#—/ﬂ (%f(:v,u:;)u: — F(x,u;“))dx

12 2 gatt 1
" (_ - ) / h(z)(u)) M de + — + I(uy),
Q 2n

IN

2n 2 q+1
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ou seja,

I(tu,) <

t2+1+ 2 gatl
2n 2 q+1

) /Q h(@) ()™ da + T(w,),

provando o lema.

Agora podemos demonstrar o Teorema C.

Demonstracao do Teorema C: Pelo Lema 3.1 vemos que [ satisfaz as condigoes
geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Assim, tendo em vista a versao
do Teorema do Passo da Montanha com a condi¢ao de Cerami (cf. Teorema 1.4), é
suficiente mostrar que I satisfaz a condigao de Cerami no nivel ¢ do Teorema 1.4. Seja
(u,) C H tal que

— 0.

I(un) = ¢ e (14 [lunl) [T (un)]

H*

Vamos mostrar que (u,,) é limitada. Suponha, por contradi¢cdo, que (u,) nao seja
limitada. Entdo, a menos de subsequéncia, ||u,| — co. Sejam

2y/c

t, = — e Wy, = tpUy, =

2un
M (3.11)
[

[l

Entao (w,) é limitada em H, pois ||w,| = 2y/c. Assim, a menos de subsequéncia,

w, — w fracamente em H,

w, — w fortemente em L"(Q), 1 <r < 2%

(3.12)
wy(x) = w(x) q.t.pem €,
|wy ()] < .(z) q.t.pem Q para alguma fungao . € L"(Q).
2uT
Da mesma forma, para w; = Tr” \ﬁz, tem-se
Unp,
wi — w" fracamente em H;
w — wt fortemente em L"(Q), 1 <r < 2% (3.13)

wi(z) — wt(zr) q.t.p. em Q;
wit ()] < r(x) € L7(2).
Afirmacgao: w* # 0.
Suponha, por contradi¢ao, que w* = 0. Entao por (3.13), temos que w;” — 0 em L'(Q)

e em L?(Q). Usando o mesmo argumento da prova do Teorema B, temos

lim h(x)(w)dr =0 = lim F(z,w) (x))dx. (3.14)

n
n—oo n—oo
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Portanto
1 1

I(w,) = 5 ||wn||2 — q—i-—l g h(a:)(w;:)ﬁldx — /Q F(z,w})dr =2c—o(1). (3.15)

Por outro lado, como ||u,|| — oo quando n — oo, segue de (3.11) que ¢, — 0.

Como I'(uy)u, — 0, o Lema 3.2 implica que,

I(w,) = I(tyuy)

241 [
< U h gy + I (u,
< B B [ b+ I
t2 +1 _t%_(Q"!‘l) 1
< = - h Nt dr + I(uy).
S  maieb et A o Gl (0
t2*(Q+l) 1
Como [ ° > 1% q} é limitado , segue de (3.14) que
2—(q+1) 1 .
= — h(z)(w, )" dx — 0.
| [ )
t2+1

Assim, como — — 0 e I(u,) — ¢, concluimos que I(w,) < ¢+ o(1), contrariando

n
(3.15), pois ¢ > 0. Logo w™* # 0.

Vamos dividir 2 em duas partes:
W ={ze: w(x)=0} e B={z€Q : wh(x) >0}

Note que por (3.11), wu, = % e, por (3.13), wi(x) — w'(x) q.t.p em Q. Logo

n
up(r) — 400 q.t.p em . Dessa forma, como no Teorema B, temos que

/QanV¢d:c — W /Q h(z)(w))ipdr — /Qpn(a:, uHwtpdr = o(1),
onde [ -
o, uy(x)) = ) u,(x) > 0,

0, se up(z) <0

Tomando ¢ = w™ = max{0, w}, temos

/anVuﬁdJ:— ! /h(x)(w:[)qw+d:r:—/pn(x,u:{)waerx:o(l). (3.16)
Q Q Q

[
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Capitulo 3. Caso Superlinear

Como em (2.38) temos que

1

-
|

/ h(z)(w,)iwtde — 0
Q
e portanto, como w, — w, segue de (3.16) que
/ ‘Vw+|2 dr = /pn(:v,uz)w:w+dx +o(1)
Q Q

+
= /Q f(q;’—;ww;w+dx +o(1).
Usando (ﬁ,) e a definicao de €2, obtemos

+
T,u
f(—Jr")wiuﬁ — 00 q.t.pem .
un

Logo, se Q3] > 0, o Lema de Fatou implica

+
/ |Vw+}2dat > / lim inf %wjuﬁdw = 00,
Q Qn—ee n

o que mostra que || = 0. Assim ; = Q, o que contraria w™ # 0. Essa contradigao
mostra que (u,) ¢ limitada.
Observe que sendo (u,) uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ entao (u,) é uma

sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢. De fato, como

(1 Jun ) [ ()|

e — 0,

segue que

— 0.

1 (un) |

Logo, (u,) é uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ que é limitada. Como na prova

H*

do Teorema B, obtemos uma soluc¢ao vy € H do problema (P) tal que I(vq) > 0.

O

3.2 Existéncia de duas solucoes

Observe inicialmente que, usando (hy), (h2), (f1), (f2) e (f1), e procedendo como
na prova do Teorema A, obtemos uma solu¢ao v; € H tal que I(v;) < 0. Para a
segunda solugao note que, pelos Lemas 2.3 ¢ 3.1 (ii), [ satisfaz as condi¢oes geométricas
do Teorema do Passo da Montanha. Como no Teorema C, basta verificar que toda
sequéncia de Cerami no nivel ¢ do Teorema do Passo da Montanha ¢é limitada. Seja
entdo (u,) C H tal que

I(un) = c e (1+ [[unl]) [T (un)|

— 0.

H*
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Assim
I(u,) = ; | wn || — q% h(z)(u ) de — /QF(x,u:)dx =c+o(1), (3.17)
"(up)p = /Vunv¢dx / MY pdx — /f Ppdr =0(1),Y ¢ € H, (3.18)
e, portanto,

)un:/Q|Vun|2dx—/Q (z)(u)) T de — /f updr =o(1).  (3.19)

Dado € > 0, segue de (fg)(i) que existe 17 > 0 tal que

t
% <e, YV axeQ t>T.
Logo,
flz,t) <et'™ V 2€Q, t>T. (3.20)

Afirmamos agora que existe T5 > 0 tal que
Flz, )t — 2F (2, t) > %t“" >0, ¥V 2€Q, t>T, (3.21)

onde W = w se (fs)(il) ocorre com w < oo ou @ é um nimero positivo qualquer se

w = oo em (fg)(ii). De fato, se w < oo, entao existe Tp > 0 tal que

'f(x, t)t — 2F(x,t)

w
o —w <§, V 2eQ, t>1T,,

donde
Flz, )t — 2F(z,t) > gﬂ*" >0,V 2€Q, t>T

No caso em que w = o0, basta fixar w > 0 qualquer e observar que como w = 00, existe
T, > 0 tal que

’f(x,t)t—2F(x,t)‘ w
>
tl+o‘

Logo, segue de (3.4) que (3.21) é verdadeira.
Seja T'= max{T, T} e, para cada n > 1, considere

Ap={x€Q:|uy(z)| >T}, Bpy={x€Q:|u,(x) <T}.
Como f é continua, existe Cy = Cy(T") tal que

—Cp < / (f(x,up)u, — 2F (x,uy,))dze < Cp. (3.22)
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Além disso,
flz,up)uy, — 2F (z,u,) >0 em A, (3.23)

Para T' > 0 definido acima, segue de (3.17) e (3.19) que
2
(— - 1) / h(x)(w,) ™ de + 2c+o(1) = / (f(x, wl ), — 2F(m,u:{))daj,
q+1 Q Q

Mas, de (3.21) — (3.23), temos

/Q<f(x Y — 2F (2,0 ))dm _ UA (f(x,u+) _9F(zu ))dm
+/n (f(:c,u*) —9F(z,u ))dx]

> /A (f(xu Yty — 2F (x, ut ))dx—C’o

> f/ ‘uﬂuadaj—co.
2 Ja,

Logo,

2 w o
(q+—1 - 1> /Qh(x)(u;)q“dx +2c+o(1) > %/A ] da — G

Por outro lado,

(Z25-1) [ < (5 -1) [

2
< 01(— - 1) |h| || 71
g+1
Logo,
_ i 5
e consequentemente
/ | |77 de < Co 4 Cy [Jun]| ™ + o(1), (3.24)

n

onde 02 = CQ(CO,C,E), 03 = Cg(w,q, |h|oo s Cl)
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1
Observe que fixado m = —te > 2, segue de (3.17) e (3.19) que
q

1— 1—
Ll 2 [ i) g o [

* _i x U+ u+ xr = C+0
2(1 +q) g1/, ((F(%un) —fla,uy) n>d +o(1).

Q
(3.25)
Note que pela imersao de Sobolev, tem-se
1—gq 11 1—g¢q +1 +1
Thg Qh(ﬂ?) |un | da < Thg Ao lunlgiy < Calluall™, (3.26)
por (f1) e pela definicao de B, existe C5 > 0 tal que
1
’ / (F(x,u,f) - —f(x,u;[)u;[) dz| < Cs. (3.27)
m

Usando (3.23), temos que

[ (F) = et e < [ (G - s )

q+1
(3.28)
Dessa forma, usando (3.26), (3.27) e (3.28), segue de (3.25) que
l—q 2
n 1) =
sy Il + ol
1t [l ar [ (o) - it )] <
L 1+aJa Q m B
(3.29)

[ 1
_c + Cs + Cy Jun | + /An <§f(x, whut — ﬁf(x,ui)ujl) d:c} =

_ -
+ Cs + Cy [Jun|| "™ + / ot +d}
_C 5 4||U || 2(q+1) " f(flﬁ' un)un x

2(1
Tomando € = w

em (3.20), temos
—4q

< L~ ¢ )f(:z:,t) < 1T

2(1+q)
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Logo
1—q 2 +1 / 247
——— |jun||" +0(1) < ¢+ Cs5+ CylJu||* + uwh|™ dx
= ¢+ Cs+ Oy [|u,||* +/ |u,ﬂ1+Tu;rd:U
< ¢+ Cs+ Cy|lun || + / |t |7 | . (3.30)
. . I+0 1+o0 : .
Usando a desigualdade de Holder com expoentes , e a imersao de Sobolev

+7 o—T

H— L%(Q), obtemos

/ a7 [t d
An

1+71

1to 140 m i—;;
147|197 U—i
/ |up 7| dw / |up|o=7 dx
An An

147

140
= (/ |un|1+0 dI) |Un|1+7cr
An o—T

147

140
06( / g dx) luall.
An

1
Usando a desigualdade de Young com € = 1ﬂ, temos
—q

IA

IA

147 2(147)

140 1+q 140 1_q
Co / w7 de |l < 242 / w7 dz )+
( An 1—q °\ Ja, 4(1+q)

Dessa forma,

2(1471)

/ |U |1+T ’U |de< ﬂCQ / ’U |1+o-dm 1+o +1;q||u H2
“1-q °\ Ja, 4(1+q)

n

Logo, por (3.30), obtemos

1—q 2 +1
———un||* +o(1) < |c+ Cs+ Cyllun || +
s gl o) < 5+ Ci [ual
2(11+7')
l+gq 2(/ 1+o " l—q 2
—C Un d$ + — Up, )
el gl
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e, por (3.24), temos que

ﬁ“%HQHm < e+ G5+ Cullunl ™ +
Rics
assim,
I—g , » e
Mg wl e < CrtCafu +09(C'1+02||Un||q ) . (331

Suponha, por contradi¢ao, que (u, ) nao seja limitada. Entao, a menos de subsequéncia,

|| ttp|| — o0. Multiplicando (3.31) por |u,|| ">, temos

2(1471)

l—q Cr (1) Co L\ e
———+0(1) < —— + Cy |Ju,|| (=2 (0 +Cy [|wn ||? . (3.32)
4(1+q) [[n | luta |

Note agora que
C
lim —— = lim Oy [Ju,|“"""* =0,

visto que g+ 1 < 2. Por outro lado, como g+ (14+¢)7 < 0 < 1, entdo (¢+1)+(g+1)7 <

o+ 1< 2, donde
20+ 1)(1+ 1)

<2
1+o ’
e portanto
C 2(11+T)
+o
lim —— B H (Cl + Oy HuanH) = 0.
: o l—gq .
Assim, passando (3.32) ao limite obtemos 0 < m < 0, o que é um absurdo.
q

Portanto (u,) ¢ limitada. Como no Teorema C, obtemos uma solu¢ao v, € H do

problema (P) tal que I(vy) > 0. Como antes, se h(z) > 0, entdo v, e vy s@o positivas.

0
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Apeéendice A
Campo Pseudogradiente

Vamos denotar por X um espago de Banach com norma |[-|| e |||y, a norma do
dual de X.

Definicao A.1 Dizemos que v € X € um vetor pseudogradiente para [ em u € X, se
(PG1) lvf] < 211" (w)]]x ;
(PG2) I'(wv > ||I'(u)]% -

Observacoes:

(1) Se X é um espago de Hilbert com produto interno (-,-), entao VI(u) é um vetor
pseudogradiente para I € X. De fato, pelo Teorema da Representacao de Riez, para
cada u € X, temos que VI(u) € X é o tnico vetor que satisfaz

I'(u)v = (VI(u),v)

1)l = IVI(u)]l-
Dessa forma, para todo u € X, temos
@) VI = [[I'(w)llx < 2] (w)]]x
(it) I'(w)VI(u) = (VI(u), VI(uw)x = [[VI(W)[|* = |I'(w)]|%,
ou seja, VI(u) é um vetor pseudogradiente para I em wu.

(2) Se I'(u) # 0, entdo existe um vetor pseudogradiente para I em u. De fato, lem-

brando que
1 ()l = Sup I'(u)w,
w||=1
entao obtemos w € X tal que ||w||=1e

2
Iy > 217wy
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Assim 5
y =51y

¢ um vetor pseudogradiente para [ em u, pois

3 3
lll = 5 I @)l wll = Z I (@l < 21 (@)l

Py = ') 17w w > |7

Deﬁnlgao A.2 Seja X = {u € X : I'(u) # 0}. Um campo pseudogradiente para I
em X € uma aplicacao g : X — X tal que

(i) para cada u € X, g(u) € um vetor pseudogradiente para I em u;

(ii) g € localmente lipschitziana.
Lema A.1 Se I € CY(X,R) entao existe um campo pseudogradiente para I em X.

Demonstragio: Dado u € X, temos que y = 3|’ (u)]| s w ¢ um vetor pseudo-
gradiente para I em u € X. Como I’ é continua, existe uma vizinhanga aberta N, de

u tal que para todo v € N, tem-se

lyll <207’ ()lx e I'(0)y 2 ') - (A1)

Note que a familia N' = {N, : u € X} é uma cobertura aberta de X. Como X é
um espaco métrico, entao X ¢ paracompacto. Logo, existe uma cobertura aberta e
localmente finita M = {M; : € A} de X que refina . Assim, para cada i € A, existe
v € X tal que M; C N,. Consequentemente, existe y = y; satisfazendo (A.1) para todo
u € M;.

Defina

d;(u) = d(u, X\ M;)

REDI o

JEA

Como o refinamento é localmente finito, cada u € X pertence apenas a um nimero
finito de M;. Assim, as somas definidas em ¢ sao finitas, pois d; se anula em X\M;.
Logo, g estd bem definida. E ainda, temos

di(u)
VS S
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Y S S -

JEA JEA

Vamos verificar que g é um campo pseudogradiente para I em X.

Como y; satisfaz (A.1) para todo u € M;, temos

=yl <201 (w)llx

lg(w)ll = Z

;= Iy > || ()% -

Além disso, g é localmente lipschitziana. De fato, por um procedimento analogo ao
que fizemos para mostrar que a fungao v definida no Lema 1.1 é localmente lipschiti-

ziana, mostramos que cada parcela

> ren di(w)”

é localmente lipschitiziana. Dessa forma, para cada u € X existe uma vizinhanca
V, € X tal que g restrito a V,, é uma soma finita de fungoes localmente lipschitizianas.

Isso mostra que g é localmente lipschitiziana e conclui a prova do lema.
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Funcionais Diferenciaveis

Consideremos os funcionais J, Jy no espago H}(Q) definidos por

1 1
) = 5 [ 19l do = 5 ul?

S

onde P(z,s) = / p(z,t)dt, p: Q x R — R satifaz as propriedades que serdo introdu-

0
zidas no decorrer do texto.

Definicao B.1 Sejam X um espaco de Banach e U um subconjunto aberto de X.
Considere o funcional I : U — R. Dizemos que I tem derivada de Gateur L € X' em

u e U se parav € X,

lim%[[(u + tv) — I(u) — Ltv] = 0.

t—0

A derivada de Gateuz I em u € denotada por I'(u). O funcional I tem uma derivada
de Fréchet L € X' em u € U, se

1ljii%H—iH[I(u—H))—I(u)—Lv] =0.

Dizemos que o funcional I € C'(U,R) se a derivada de Fréchet de I existe e é continua

sobre U.

Observacgoes:
(1) A derivada de Gateux é dada por

() =l < [F(u -+ 10) — T(0)].

(2) Todo funcional Fréchet diferenciavel é também Gateux diferencidvel.
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Proposigao B.1 Se I tem derivada de Gateuz continua em U, entao I € C'(U,R).

Demonstracgao: Sejam u + v e u € U. Como [ possui derivada de Gateaux sobre U,
entao pelo Teorema do Valor Médio existe 6 € (0, 1) tal que

I{u+v) — I(u) = I'(u+ Ov)v.

Note que
IHu+v) = I(u) = I'(u)v = I'(u+ Ov)v — I'(u)v,
donde 1 {
m[[(u +v) —I(u) — I'(u)v] = m[[’(u + 0v)v — I'(u)v]
= [I'(u+6v) — I’(u)]Hz—|.

Deste modo,
ﬁ[f(wv) —I(u) = I'(u)o] | < || [I'(u+ Ov) = I'(u)] ||

Como, por hipdtese, a derivada de Gateux é continua, segue que dado € > 0 existe
d > 0 tal que se ||v]| < d, entdo

| [I'(w+ 60v) — I'(w)] || < e

Logo, .
lim —[I(u+v) — I(u) — I'(u)v] = 0.

=0 [|v]|

Deste modo, temos que a derivada de Fréchet existe e é igual a derivada de Gateux

que, por hipétese, é continua. Logo, I € C'(U,R).

Proposigao B.2 J, € C'(H}(Q),R).

Demonstragao: Vamos verificar a existéncia da derivada de Gateux de Jy. Dado
u € H} (), para cada v € Hj (), obtemos

Lo u o] = ol L. 2
5 im . = 51{%[2 (u,v) +tv[]7]
= <u,v>

Logo, a derivada de Gateux existe e é dada por

Jy(u)v = (u,v).
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Vamos mostrar que ela é continua. Para tal, tome (u,) C Hg() com u, — u em
H(€2). Dado € > 0 e v € Hg(2) tal que [Jv]| < 1, temos que, para n suficentemente
grande,

|(Jo(un) = Jo(w))v]

|Jo(un — u)v|

|{un — u, v)|

< lun = ull o]l
< e

implicando que

5a0) = T = 500 (o) = Jy(a0)e] < e
veHL (@)

Portanto,

HJ(/)(Un) - JS(U)HH(%(Q), — 0 quando n — oo.

Logo, J§ é continuo. Pela Proposicao B.1, J, € C'(H}(Q),R).

O

Para provar que o funcional J € C'(H}(Q),R), precisaremos dos lemas que enun-

claremos a seguir.

Lema B.1 Sejam Q um dominio limitado, p € C(Q x R,R), r,¢g>1,a>0eb >0
tais que
lp(z,s)| < a+bls|s para todo (z,s) € Q x R.

Entao o operador G : L"(Q) — L1(Q) dado por

€ continuo e limitado.

Demonstracao: Seja (u,) € L"(Q) tal que u, — u € L"(2). Entdo, a menos de

subsequéncia, temos

up(z) = u(xr) qtpem Q e |u,(z) <. (x) € L'(Q).
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Note que, usando a hipétese, temos

|p(ZL‘, un<x)) - p(m, u)|q <

IN

IN

IN

IN

<

(Ip(z, un(@))] + [p(z, w)])*

277 (Ip(, un(@))|* + [p(, w)|%)

241 Ka + b|un(x)|2>q + <a + b|u(:v)|2)q}
20711297 (@ 4 0w, (2)[7) + 297 (0 + b u(x)|")]
C1 + Coffun (@) + u(z)]"),

C1 + 207 () € LMQ)

onde C = 220619247 ¢ €y = 22(a-Dpa,
Usando o Teorema da Convergéncia Dominada segue que,

lim |G(u,) — G(w)]? = lim [ |G(u,) — G(u)|*

n—oo

n—o0 QO

= lim |p($,un($)) —p(l‘,u)|q

n—oo QO

= /Qlim Ip(x, un(x)) — p(x,u)|?

n—oo

= 0

Portanto, G(u,) — G(u) em L%(§2), donde G é um operador continuo.

Vamos mostrar que G ¢é limitado. Para tal, tome v € L"(2) com |u|, = 1. Observe

que,

Portanto G é limitado.

|G (u)

q
q

= [ e utar
< [(@+bpuli)
< 2q1/ﬂ(afJ+bQ\u<x)r)

= 2071g9|Q + 207 1p1 |ul”
= 297 Na? Q| + bY).
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O

Dados 1,79, q1,q2 > 1, considere os seguintes conjuntos
I, = L™(Q)NL™?(Q) e Iy =LY (Q) + L=2(Q).
Pode-se mostrar (cf. [1]) que Il é um espaco vetorial com norma
ully, = inf{luil,, + |ual,, : u=us +us, uy € L™(Q) e uy € LP(Q)}.
Lema B.2 Sejam Q um dominio limitado, p € C(Q x R,R) e a,b > 0 tais que
Ip(z,s)| <a ]s|% + b|s|% para todo (z,s) € Q x R,
e defina o operador G : 1I; — Iy por
G(u) = pla, u(w)),

Entio G = G1+Gs, onde G; é uma aplicagdo continua e limitada de L™ (S2) em L%(S2),
1 =1,2. Em particular, G € uma aplicacao continua e limitada de I1; em Il,.

Demonstracao: Seja & € C(R, [0, 1]) tal que

)1 sese[-1/2,1/2]
§(s) = { 0 seseR\(-2,2)

e defina a : Q x [~1/2,1/2] — R por
a(z,s) =E{(s)p(z, s)
e ainda B : Q x R\(—2,2) — R por
Bla,s) = (1= &(s))p(x, s).

Sem perda de generalidade, suponha % < ;—2. Como & =1 em [—1/2,1/2] temos
que,

Ip(z; 5]

s r2
a 5| +b]s]

|z, s)]

IN

s s
a 5| +b]s]

20, |s| |

IA A

onde C3 = max{a, b}. Analogamente temos que
Bz, )| < 2Cs |s]% .
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Definindo as aplicagoes
Gp: L"(Q) — L1(Q), Gi(u) = a(z,u(z))
Go: L*(Q) — L2(Q), Ga(u) = a(z,u(z))
segue do Lema B.1 que G e G5 sao aplicagoes continuas e limitadas. Além disso, como
up = (G + Go)(u) = G1(u) + Go(u) = uy + ua,

onde u; € L™(Q) e uy € L2(Q), entdo G = Gy + Gy. Logo, G = G; + Gy é uma
aplicagao continua e limitada de II; em Ils.

l

Teorema B.1 Seja Q C RY um dominio limitado. Suponha que p € C(Q xR, R), que
existam constantes r;q >0 e a,b > 0 tais que

Ip(z,s)| < als|"+b|s|? para todo (x,s) € Q x R,
e que as imersoes abairo sejam continuas
Hy(Q) — L), Hy(92) — LT(9).

Entao o funcional J(u) = / P(z,u)dz onde
Q

P, u) = /Oup(x, 5)ds,

satisfaz J € C*(H}(Q),R), J'(u)v = /p(x,u)vdm para todo v € Hy (). Além disso,
Q
se as imersoes acima forem compactas, entio
J T HY Q) — Hy(Q)
¢ compacto.

Demonstragao: Para mostrar que J € C*(H}(92),R) devemos mostrar que J possui
derivada de Gateux e ela é continua. Fixe u,v € HJ(2) e considere a fungao v €
C(R,[0,1]) definida por
a(y(s)) = plz,u+7(s)v)v.
Fixando x € 2, podemos supor, sem perda de generalidade, que u(x) < u(x)+tv(x).
Entao definimos a fungao € : [u, u + tv] — R por,

£(s) = P(x, s).
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Note que £ é continua e derivavel em (u,u+tv) com £'(s) = p(z, s). Segue do Teorema
do Valor Médio, que existe 6 € (0,1) tal que,

E(u+tv) — &(u) = &' (u+ Otv)to,
ou seja,

P(z,u+tv) — P(z,u)
t

= p(z,u + Otv)v,

fazendo t — 0 temos que,
p(z,u + 0tv)v — p(x, u)v,

isto é,
a(ft) — a(0). (B.1)
Vamos provar que a(7v) é limitada por uma fungdo que é integravel. Para tal,

observe que, por hipdtese e pela Desigualdade de Young com #, r+1le ﬂql, q+1,

temos:

la()| = Ip(z,u+y(s)v)vl

< Aalu+yo" +blu+yv|} o]
w4 yo T o)+ b qlu+ o o)
r+1 q+1 7
ou seja,
™ T b
a0l < g {rtusaor e b S fetwe et L @2

Observe que,

r r r T r r T a r
{rttml ™ lor h < ar L o b

r+1 r+1
e
b 1 1 q +1 +1 +1 +1
u—+ ol o] Y < b2e w|T Y] ] +—— o7
Srp{atet el ot <o L gt

63



Apéndice B. Funcionais Diferencidveis

" ppa 4
r+1 qg+1

Tomando C; = max {aQT

} e como 7(s) € [0, 1], obtemos de (B.2)
que

() < Calul™ + Jul™ + [u "+ ulTT) < oo, (B.3)
pois L™(Q) C LY(Q) e LIT(Q) C L1(Q) j& que Q é limitado.

Dessa forma, por (B.1) e (B.3) podemos usar o Teorema da Convergéncia Domi-

nada, para obter

P tv) — P
lim = lim (z,u+tv) (z,0)
t—0 t t—0 Jq t

dx

= lim [ p(x,u+ Otv)vde
=0 Jq

= lim [ «a(ft)dx
=0 Jq

= / lim «(0t)dx
Q

t—0

= /Qa(O)d:v

= /p(:z:, u)vdz,
Q

ou seja,

Considere o funcional

T, : H}Q) — R
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Vamos mostrar que T, é linear e limitado. Para tal, tome v1,v, € Hj(Q2) e C € R.

Note que,

Tu(v1 +Cuvy) = /p(x u)(vy + Cvg)dx

p(z, u)vy + p(x, u)Cvoda

/ T, u vld:U—l—/p(:U,u)Cvgdx
0
T

p(z, w)vide + C'/ p(x, u)vedx
Q

(v1) + CT,(v2).
e, usando a hipdtese temos

Tu(v)| =

< / (alul” + bl o])dz
Q

= /Q(a]r]T ]v\)dx+[z(b\u!q|v‘)dx

Ou seja,
()] < / (alul" fol)da + / (blul? [o])dz

Pela Desigualdade de Holder com expoentes ==, r + 1 e q+1, q+ 1, temos

1

T‘T’l r+1
[ turjolde < ( [ dx> ( | dx> =l [l
Q Q Q
_4q_ 1
q+1 q+1
1 1
[ fultolde < ( [l dx) ( I dx) = Jult ol -
Q Q Q

(B.4)

(B.5)

(B.6)

Como H}(Q) — L™(Q) e HJ(2) — LI71(Q), entao existem constantes positivas

Cs e (g tais que

< Cslull e Jul

1 S < Cs ||lu|| para todo u € Hg(Q).

|U| q+1
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Segue em (B.5) e (B.6) que,

léwrwwxsowmrmu

AWWMMSCNMWML

Logo,
IT.(v)| < a/ lul" |v] do + b/ lu|? [v| dz < Cy ||v|| para todo v € Hy(R).
Q Q

Portanto, T, é linear e limitado, ou seja T,, € H}(Q)’. Dessa forma, J possui derivada

de Gateux no ponto u e a mesma é dada por J'(u)v = T,v.

Vamos mostrar que J’ é continua em u. Seja (u,) C H(2) C (L"H(Q) N LTT(Q))
tal que u, — u € H}(Q). Defina a aplicagao

r+1 g+1

FQ)+ L5 (Q)

G: LN (Q)NLHQ) — L
dada por
G(u) = p(z,u).
Segue do Lema B.2 que G = G + G,, onde

r+1 g+l

Q) e Gy LTYQ) — L' (Q)

G : L' Q) — L
sao aplicacoes continuas e limitadas. Note que,

(S (un) = J'(w))v

= | [0l ) = plew)oda
_ /Q (G(un) — G(u))vdz

_ /ﬂ (Gr(un) + Giarlu) — Gi () — Ga(u) )oda

< Aﬁhwm—Gﬂ@WWm+LK%wm—waWWx

Como v € Hj(f), entdo usando novamente as imersoes de Sobolev Hj () —

L'H(Q) e Hy(2) — L7*'(Q) e pela Desigualdade de Hélder com expoentes 2,7 + 1

e q%v g + 1 obtemos da desigualdade acima que

(' (un) = J'(u))v

< 1Gi(n) ~ Ca)lr e + [G(n) — Gl el
< Culol (16aun) = G s+ [Galun) — Galwlz )
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a+1

Como Gi(u,) — Gr(u) e Ga(un) — Ga(u) em L+ () e L' (Q) respectivamente,

entao quando n — oo, temos
(T (un) = J(w))v| — 0.

Entao segue que,

. / v . J/ un —J/ )
hm ||J(Un> - '](u)HHé(Q)/ == llm sup ‘( ( ) ( )) |

n—00 =00 | 1y]|#£0 ||UH

= 0.
Logo, J' é continua em u. Portanto, J € C'(H}(Q),R).

Vamos mostrar que J' é compacto. Para tal, suponha entdo que as imersoes
H}(Q) — L™(Q) e H}(Q)) — LI7(Q) sejam compactas. Assim, se (u,) C H}(Q)
é uma sequéncia limitada, entdo a menos de subsequéncia, u, — w em L™ (Q) e
Le1(Q). Entao

r+1 gq+1

G1(up) — Gi(u) em L () e Go(u,) — Ga(u) em L a (). (B.7)

Mas J'(u) = T,, isto é, é linear e limitado, entao usando (B.7) podemos concluir analo-
gamente ao que foi feito anteriormente que J'(u,) — J'(u). Portanto J’ é compacto.

O

Proposicao B.3 Suponha que p: Q x R — R satisfaz
(po) p € C(QA X R,R);
(p1) existem constantes ay > 0,a2 >0 e k € [1,2* — 1) tal que

Ip(z,5)| < a1+ as|s|® para todo (z,s) € U x R.

Entio o funcional I : H}(Q)) — R definido por

1
I(u):—/ ]Vu|2dx—/P(x,u)dx
2 Jg Q
¢ de classe C* em H.

Demonstragao: Considerando os funcionais Jy, J : Hi(Q) — R, dados respectiva-

mente por

1
Jo(u) :§/Q|Vu|2dx

J(u) = /ﬂ P(z, u)dz,
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temos pela Proposicao B.2 e pelo Teorema B.1 que eles sao de classe C' em H. Logo
I(u) = Jo(u) — J(u)
¢ de classe C' em H. Além disso,

I’(u)v:/QVqudx—/Qp(x,u)vdx para todo v € Hy ().
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Apéndice C
Resultados Gerais

Nesta secao enunciaremos algumas defini¢oes e os principais teoremas utilizados

nesta dissertacao.

Proposicao C.1 (cf. [12], Prop. 18, Cap.7) Um espago métrico M é completo se, e
somente se, para toda sequéncia decrescente

FiOoOFD>...DF,D...

de subconjuntos fechados nao-vazios F,, C M, com lim diamF, = 0, existe um ponto
n—oo
oo

a € M tal que ﬂ = {a}.

n=1

Definicao C.1 Dados x € X e um conjunto nao vazio T C X, definimos a distancia

de x até o conjunto T' por
d(z,T) = inf{||z —y|| : y € T}

Proposicao C.2 Para T' C X nao vazio, a aplicagio dp : X — R dada por dr(x) =

d(x,T) é uma contracao fraca, isto €, para z,y € X tem-se
|d(z,T) = d(y, T)| < ||z —yll.
Demonstragao: Usando a desigualdade triangular e fixando ¢t € T qualquer, temos
d(z,T) < d(z,t) < d(z,y) +d(y,1),

ou seja, d(z,T) — d(x,y) < d(y,t). Esta desigualdade valendo para todo t, concluimos
que d(l‘7 T) - d([[’, y) < d(y7 T)7 ou seja,

dz,T) —d(y,T) < d(x,y).
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Trocando x por y, mostramos analogamente que

Portanto,

Sejam M, N espacos métricos.

Defini¢ao C.2 Dada f : M — N, suponhamos que exista uma constante ¢ > 0 (cha-
mada constante de Lipschitz) tal que

1 (@) = FW)lly < cllz = ylly

quaisquer que sejam x,y € M. Dizemos entao que f € uma aplicagao lipschitiziana.

Definicao C.3 Uma aplicagao f : M — N chama-se localmente lipschitiziana quando
cada ponto a € M € centro de uma bola B,(r) tal que a restrigao f|p é lipschitiziana.

Proposicao C.3 A aplicagio dy : X — R dada por dr(z) = d(z,T) € localmente
lipschitizana.

Demonstragao: Tomando ¢ = 1, temos pela Proposicao C.2 que
|d(z,T) —d(y, T)| < ||z =yl
isto é, é dr é lipschitiziana, donde é localmente lipschitiziana.

O

Teorema C.1 (cf. [6]) Seja X wum espaco de Banach reflexivo. Se (u,) € uma
sequéncia limitada em X, entdo existem uma subsequéncia (un;) C (un) e u € X
tais que

Up;, — u fracamente em X.

Proposigao C.4 Sejam (u,) e (v,) sequéncias em L*(Q) tais que
(i) u, — u em L3();
(ii) v, — v em L*(Q).

Entao

(Un, Vp) 2 — (U, 0) 2.
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Demonstracao: Note que

|<un’ Un>L2 - <uv U>L2 + <U’7L7U>L2|
|<unavn>L2 - <UTL’U>L2| - |<uvU>L2 - <un7U>L2|

< lunllpz lon =l 2 + Kun =, 0) 2] -

|<un> Un>L2 - <u’ U>L2|

IN

Por (i) segue que (u, —u,v);» — 0. Por (ii) e como |ju,l||;. é limitada, temos que

[unl[ lon = vll 2 = 0. Logo (un, vn) 2 — (u,v) 2 -

Os resultados abaixo estao provados em [9)].
Teorema C.2 Seja (f,) uma sequéncia em LP(QY) e f € LU(2), tais que

||fn - fHLP — 0.

Entdo existe uma subsequéncia (fn;) C (fy) tal que
() fo, — f(2) tp. em O
(i) |fn,| < R(x) Vj € q.t.p em Q, com h € LP(Q)

Teorema C.3 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q2) e g € LU(Q) com 1 <p <
oo. Entio f.g € L'(Q) e
gl < 1A 1z llgll o -

Teorema C.4 (Teorema da Convegéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma

sequéncia de funcgoes de L'(Q). Suponhamos que
(i) fu(x) = f(z) g.t.p em
(ii) eziste uma fungdo g € L*(Q) tal que para cada n, | f.(x)| < g(x) g.t.p em Q.

Entao f € L*(Q) e || fu — fll;2 — 0.

Lema C.1 (Lema de Fatou) Seja f,, uma sequéncia de funcgoes de L'(Q) tal que

(i) para cada n, f,(z) >0 g.t.p em $;
(ii) Sup/fn < 0.

Para cada x € Q tem-se f(z) = lim f,(z). Entao f € L'(Q) e

/f < liminf f,.
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