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RESUMO

Este trabalho apresenta um método sistemético para projetar controladores para sistemas
de alta ordem a partir de modelos de baixa ordem. A partir de condi¢bes de Desigualdades
Matriciais Lineares é possivel garantir que os controladores projetados estabilizam o sistema de
alta ordem apesar do erro gerado devido a reducdo de ordem de modelo. Também é apresentada
uma estratégia de controle em malha aberta para que a saida do sistema siga uma trajetéria suave

entre dois niveis de referéncia e atinja o novo valor de referéncia em tempo finito.

Palavras Chave: Sistemas de Alta Ordem, Reducao de Ordem do Modelo, Desigualdade Matri-

cial Linear, Planicidade Diferencial,



ABSTRACT

This work presents a systematic procedure to design controllers for high-order system from
low-order models. From Linear Matrix Inequalities conditions it is possible to assure the designed
controllers stabilize the high-order plant in spite of the error due to the model order reduction.
Also, an open-loop control strategy to make the system follow a smooth trajectory from one

setpoint to another in finite-time is presented.

Keywords: High-order systems, Model Order Reduction, Linear Matrix Inequality, Differential

Flatness
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao e Objetivo

Em muitas situagoes de interesse pratico, é necessario projetar controladores para sistemas de
ordem muito alta, tais como quando um esquema de discretizacdo espacial é utilizado para criar
um sistema de ordem finita a partir de uma Equagao Diferencial Parcial (EDP), ou quando ha
um sistema de larga escala criado pela interconexao de diversos sistemas de baixa ordem. Nestas
situacdes, é comum se trabalhar com métodos de reducao de ordem para tornar o problema mais

tratavel.

O foco deste trabalho sdo os casos em que o sistema de alta ordem advém da discretizacao de
uma EDP. Exemplos de problemas envolvendo sistemas de parametros distribuidos sdo: controle
de vibragdo e/ou posicionamento de estruturas flexiveis [1-9], gerenciamento de reservatérios de
petréleo [10,11], controle de reatores quimicos [12,13] entre outros. Alguns dos trabalhos mais
classicos nessa area sdo [1,2,14-16]. Mais recentemente, varios trabalhos nessa area buscam
resolver o problema de controle sem recorrer & discretizagdo da EDP, como em, [3-5,17, 18].
No entanto, essas solugoes estdo limitadas a uma gama relativamente pequena de sistemas, pois
em cada caso sdo utilizadas propriedades especificas da EDP em questdo para se conseguir uma
solucdo analitica. O método de discretizacdo, embora menos formal, tem maior aplicabilidade.
Outra area de interesse crescente em que se encontram sistemas de alta ordem ¢é a de smart grid,

alguns trabalhos nessa drea sao [19-22].

O objetivo desta dissertacdo é generalizar a técnica proposta por [6] para que também seja
aplicdvel a sistemas com multiplas entradas e multiplas saida (MIMO, sigla em Inglés). Resulta-
dos preliminares foram alcancados em [23], mas a técnica 14 mostrada é muito pouco formal, e os
resultados apenas mostram que havia um potencial a ser explorado. Neste trabalho, é proposto
um método baseado em Desigualdades Matriciais Lineares e na Teoria de Controle Robusto para
projetar controladores de baixa ordem para sistemas de alta ordem garantindo estabilidade e de-
sempenho apesar do erro de modelagem cometido devido a reducdo. Também é possivel incorporar
erros de modelagem que possam existir no modelo de alta ordem. O método apresentado pode

ser usado tanto para sistemas de uma entrada e uma saida (SISO, sigla em Ingés) e MIMO.



O método utilizado em [6] consiste em diminuir a ordem do modelo SISO via uma reducao
modal e entdo introduzir um atraso na entrada. Para o caso MIMO, este trabalho propde a
representagao do sistema MIMO como vérios SISO e entdo a aplicagdo da técnica de [6] em cada

um deles.

1.2 Apresentacao do manuscrito

O Capitulo 2 mostra alguns conceitos que sao utilizados ao longo do trabalho. O Capitulo 3
apresenta o método de controle propriamente dito. O Capitulo 4 apresenta aplicacdes da técnica

proposta. Por fim, o Capitulo 5 apresenta conclusoes e algumas sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentos

2.1 Introducao

Neste capitulo, sdo apresentados os conceitos matematicos utilizados ao longo deste trabalho.
A Secdo 2.2 apresenta o conceito de sistema plano e as condi¢des de planicidade para sistemas
LIT. A Secédo 2.3 apresenta os métodos de reducao de ordem utilizados neste trabalho. A Secao 2.4
apresenta algumas condic¢bes de Desigualdades Matriciais Lineares e o conceito de D-estabilidade.
Por fim, a Secdo 2.5 apresenta a representacio de incertezas por Transformacao Linear Fracional

e o Teorema do Pequeno Ganho.

2.2 Planicidade Diferencial

O conceito de sistema (diferencialmente) plano foi introduzido em [24]. Segundo [25], um

sistema
T = f(x,u), (2.1)

onde z € R™ é o vetor de estados, u € R™ é o vetor de entradas e f é um campo vetorial suave, é

plano se existe um vetor ¢ € R™ tal que

C:oz(a:,u,u,...,u(r)),
(T
u=7(¢6n D),

com «, B e« funcbes adequadas e ¢ e r inteiros finitos. O vetor (, se existir, é chamado de
vetor de saidas planas. As saidas planas possuem a propriedade de ndo precisarem satisfazer
nenhuma equacao diferencial, ou seja, enquanto para o vetor [mT,uT}T apenas trajetorias que
satisfagam (2.1) sao possiveis, o vetor ¢ pode seguir qualquer trajetéria, o que facilita a problema
de geracao de trajetéria quando se trabalha com sistemas planos, tendo em vista que, ao se definir
as trajetérias das saidas planas, todas as trajetérias para as demais varidveis do sistema sao

diretamente determinadas.



2.2.1 Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

No caso de sistemas lineares invariantes no tempo (LIT), a equacdo de estado (2.1) toma a

forma
& = Az + Bu, (2.2)

com A e B matrizes constantes de dimensbes adequadas. Neste caso, planicidade é equivalente

a controlabilidade, i.e., o sistema (2.2) é plano se e somente se a matriz de controlabilidade de

Kalman,
C(A,B)=[B AB A’B ... A"'B|,
tem posto n [26].
Seja B = [ by by ... by } com posto m e (2.2) plano. Conforme [26], podemos criar uma

matriz de controlabilidade reduzida invertivel

K(AB) = b Aby ... A"l by o ATy by . AT, [ € R
(2.3)
onde nq,...,ny, sdo chamados de indices de controlabilidade e satisfazem ny+...+n,, = n. Entao
(=®[K(A,B) "= (2.4)

é um vetor de saidas planas valido, onde ® € R™*" é uma matriz tal que seu elemento na i-ésima

linha e j-ésima coluna é dado por

(2.5)

1, sen1+...4+n;=7
Pij = »
0, caso contrario.

Note que C = K quando m = 1. Quando m > 1, a escolha dos indices de controlabilidade pode
nao ser Unica. Ainda conforme [26], para sistemas LIT planos sempre existe uma matriz invertivel
M tal que

G
G

(n1) .
b :M[ 1
: u

Cm

¢
Aslinhas de M correspondentes a (1, . . ., (, sdo dadas por (2.4) e as demais podem ser encontradas

por diferenciacao de (2.4).

T
Exemplo 2.2.1 Considere o sistema LIT com vetor de estados T = [ T1 To X3 T4 Ts } €



T
RO, vetor de entradas u = [ Ul U } eRnZe
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2

o O O O
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1
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s

¢ um vetor de saidas planas vdlido.

Derivando a expressdo para ¢, obtemos

G
&
G
¢
(2
&
G

invertendo a matriz do lado

x1
Z2
3
T4
x5

u1

Uz

dire

[0 0
0 1
1 —4
—6 15
0 0
0 0

0 1

ito, temos

[ 3 4
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1 0
0 O
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4 10
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0

=N O O O
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Logo, hd de fato uma relagdo invertivel entre as varidveis do sistema (estados e entradas) e as

saidas planas e suas derivadas.

2.3 Reducao da Ordem do Modelo

Seja
& = Ax + Bu,
(2.6)
y = Cz + Du,

T
uma realizacdo minima de um sistema LIT estavel com vetor de estados x = [ o 2T } e R,

com 1 € R* e 20 € R"F, entrada v € R™ e saida y € RP. Queremos obter um modelo
reduzido eliminando os estados x3. Particionando adequadamente as matrizes do sistema, temos
a representacao equivalente

i1 = Apxy + Apxe + Biu,

&o = Ag1x1 + Axpxs + Bou, (2.7)

y = C1z1 + Coxa + Du.

2.3.1 Residualizacao

Na residualizacdo, fazemos 92 = 0 em (2.7) e entdo eliminamos x2 das equagoes. Dai, temos

T = (Au — A12A2_21A21) 1+ (Bl - A12A2_2132> u,
y= (Cl — CQA2_21A21) xr1 + (D — OQAZ_QIBQ) Uu,

se Aoo for invertivel. A residualizacdo, em geral, ndo mantém nenhum polo do sistema, mas

mantém o ganho estatico do mesmo.

2.3.2 Truncamento

Um truncamento de ordem & de (2.6) é obtido simplesmente eliminando a segunda equagao de

(2.7), i.e., teremos a realizagdo (A11, By, C1, D) como modelo reduzido para (A, B,C, D).

Se a matriz A esta na forma de Jordan, entao os elementos da diagonal de A sdo seus autovalores
e assim podemos ordenar os estados de tal forma que os estados mantidos, x1, representem a
dindmica dominante do sistema original (2.6). Note que, nesse caso, temos A1z e Aoy nulas, entao
(2.7) se reduz a
i1 = Anxy + B,
iy = Agews + Bau, (2.8)
y = Ciz1 + Coxg + Du.
Este tipo de redugdo é chamado de truncamento modal, e tem a vantagem de que os polos do

sistema reduzido sdo um subconjunto dos polos do modelo original.



2.3.3 Reducao Modal com Insercao de Transferéncia Direta e Atraso

A redugao modal com insercao de transferéncia direta e atraso foi originalmente proposta em [6]
para ser usada em sistemas LIT SISO estaveis que representem discretizacoes de sistemas de EDPs
com uma entrada e uma saida, i.e., com m = p = 1. Desde entdo este método tem se mostrado
eficiente em diversos problemas envolvendo controle de sistemas de pardmetros distribuidos [7-9,
23].

Considere que A em (2.6) é uma matriz na forma de Jordan. Considere a realizacao

1 = Anz + Bu, (2.9)
Yr = Clx + DTua

onde

D,=D—-CA'B+C1A{Bs.

Esta realizagdo mantém o ganho estatico do sistema original e seus polos sdo um subconjunto dos

polos originais.

Para melhor representar a dindmica que foi negligenciada, é inserido um atraso de transporte

no modelo reduzido. De acordo com [6], o sistema
i‘d = Alll'd + Bdu(t - 6),

(2.10)
Yd = 01.1‘1 + Ddu(t — 6),

com

By = An (e = I) A By + By,
Dy = Cy (e — 1) Ay'Bi + D,

é tal que y,(t) = yq(t) para todo t > e. O atraso € é escolhido igual ao tempo em que a resposta
ao degrau de (2.9) é minima em modulo, esse critério introduzido por [6] parte do principio
que qualquer entrada pode ser escrita como uma soma de (possivelmente infinitos) degraus de
diferentes amplitudes e diferentes tempos de ativagdo (o momento em que o degrau passa de 0
para o valor final). A Figura 2.1 mostra um exemplo tipico desta reducdo, em que um sistema foi

reduzido de ordem 100 para 2.

2.4 Desigualdade Matricial Linear

Uma Desigualdade Matricial Linear (Linear Matriz Inequality, LMI) é uma desigualdade da

forma

F(al,...,an):F0+F1a1+...+Fnan<0,

onde os escalares a1, ..., a, sao as variaveis de decisdo e Fy, F1,. .., F, sdo matrizes simétricas fixas.
Também existem LMIs das formas F (ai,...,a,) > 0, F(a1,...,a,) > 0 e F(ay,...,a,) < 0.

Pode-se mostrar que o conjunto de solugoes de uma LMI é convexo e que uma solugao (caso exista)



1.2

—resposta do éistema original
--=-resposta do sistema reduzido
- = resposta do sistema reduzido com atraso
1 [ —
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Figura 2.1: Comparacdo da resposta ao degrau entre o modelo original, (2.9) e (2.10)

poder ser encontrada em tempo polinomial. Veja, e.g., [27-30] para discussoes mais detalhadas

sobre LMIs e suas aplicagoes em Teoria de Controle.

A seguir, sdo apresentados alguns lemas e defini¢bes importantes que serao usados nas de-
rivagoes de LMIs neste trabalho. Antes, é necesséario introduzir a notacao utilizada neste trabalho:
seja uma matriz M, M7 representa sua transposta, M ! representa sua inversa, Mg = M + M7”,
M > 0 indica que a matriz M ¢é positiva-definida e M < 0 indica que a matriz M é negativa-
definida. A matriz identidade é representada por I, a matriz nula por 0 e o simbolo * indica

blocos simétricos em matrizes simétricas particionadas.

Definicao 2.4.1 (D-estabilidade) O sistema LIT & = Az é dito D-estdvel se, e somente se, todos

os autovalores de A pertencem a sub-regido D do plano complexo.

Definigao 2.4.2 (Regiao LMI) Uma sub-regiao D do plano complexo C é chamada de regicdo LMI

se existem matrizes Q = QT e W de dimensées adequadas tais que
D= {se(C tal que Q + sW + s*W7T <0}, (2.11)
onde s* € o conjugado complexo de s.

Alguns exemplos de regioes LMI e as respectivas matrizes QQ e W sdo:

1. O semiplano D = {s € C tal que a parte real de s é menor que —a}. Nesse caso, Q = 2a e
W =1em (2.11).

2. O disco de raio r e centro em (—c¢, 0). Nesse caso,
-r c
Q = l ‘| )
c -

(0]



3. O setor conico com angulo interno 26. Nesse caso,
00
o= u]
W= sin(f)  cos(0) .
—cos(f) sin(6)

Teorema 2.4.1 (D-estabilidade) O sistema LIT & = Ax é D-estdvel para uma regido D dada por

(2.11) se, e somente se, existir P = PT > 0 de dimensdo adequada tal que
QeP+WePA)+WT® (ATP) <o,
onde o simbolo ® denota produto de Kronecker.

Lema 2.4.1 (Complemento de Schur). Se

M= A« 7
B C
entao
C >0,
M >0 <—
A—-BTCc-1B>o.

Lema 2.4.2 (Transformag¢do de Congruéncia). Se N é uma matriz invertivel de dimensao ade-

quada, entdo
M >0 < NTMN >o0.

Lema 2.4.3 (Norma Ho) Considere a funcio de transferéncia G(s) = C(sI — A)"'B+ D. A

norma Hoo de G(s) € menor que \/ii se, e somente se, existir P = PT > 0 tal que

ATP + PA  « *
BTPpP - < 0.
C D —ul

Provas para o Teorema 2.4.1 e para os Lemas 2.4.1, 2.4.2 e 2.4.3 podem ser encontradas, e.g.,
em [30] e nas referéncias 14 apresentadas.
Lema 2.4.4 Sejam Q= QT >0, U e V matrizes de dimensées adequadas. Vale

vtv +viu <vTu + vTo-tv.

Prova: Note que .
0< (91/2U - 9*1/21/) (91/2U - Q*l/Qv) ,
onde Q172012 = 0 e Q12012 = Q1. Daf
o<vuTou+vToQ v —vTv —vTu.

Portanto
Utv +viu <vTQu + vTo~tv.



S

—> _ | Mai(s) Mia(s) | s

r A(s)

Figura 2.2: Representacao LFT

2.5 Transformacgao Linear Fracional e o Teorema do Pequeno Ga-

nho

Considere o sistema mostrado na Figura 2.2. A sua funcao de transferéncia da entrada u para

a saida z é dada por
Tyu(s) = M11(8) + Mlg(s)A(S) (I - MQQA(S))_l M21 (S) (2.12)

O lado direito da Eq. (2.12) é chamado de Transformacao Linear Fracional (Linear Fractional
Transformation, LET) com respeito a A(s). Neste trabalho, para um sistema com representagao
LFT como na Figura 2.2, a fungdo de transferéncia M (s) é chamada de modelo nominal e A(s)

de incerteza. Veja [28,31] para mais sobre LFTs.

Para concluir esta segao, apresentamos um importante teorema da Teoria de Controle Robusto.

Teorema 2.5.1 (Teorema do Pequeno Ganho) O sistema da Figura 2.2 é estdvel se, e somente
se,

1Tz ()] oo 1A(8) oo < 1,

onde Toy(s) € a funcgdo de transferéncia de w para z, vendo w como uma entrada exdgena e z

como saida do sistema.

Veja [31] para uma abordagem formal do Teorema do Pequeno Ganho (Small-Gain Theorem).
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Capitulo 3

Controle a Partir do Modelo
Reduzido

3.1 Introducao

Este capitulo apresenta o método de controle utilizado em diversdo variagoes. A Segdo 3.2
apresenta o caso em que é usado um modelo reduzido sem insercao de atraso e a condicao LMI
utilizada para projetar os ganhos de observacéo e realimentacdo. A Secdo 3.3 traz o caso em que
sdo usados modelos reduzidos com atraso, nesta situacdo o método sera diferente para os casos
SISO e MIMO. Por fim, a Secao 3.4 traz a estratégia de controle em malha aberta utilizando o

modelo reduzido.

3.2 Modelo Reduzido sem Atraso

Considere um sistema LIT

& = Ax + Bu,
(3.1)
y = Cx + Du,
com estado x € R", entrada u € R e saida y € R™. Considere ainda um modelo
Ty = AmTm + Bnu,
(3.2)
Ym = Cmm + D,
que G(s) é a matriz de transferéncia de (3.1), Gy, (s) é a matriz de transferéncia de (3.2),
A(s) = G(s) = Gml(s),
e que existe um escalar conhecido § > 0 tal que
1A($) oo = IG(s) = Gm(s)ll o < 0. (3.3)

11



Considerando G(s) uma planta com modelo nominal G,,(s) e incerteza aditiva A(s), pode-se
colocar G(s) na forma de LF'T com modelo nominal
T = AmZm + Biw + Bow,
y = Cizym + Diiw + Digu, (3.4)
z = Coxm + Da1w + Dagu,

com Bl :0, B2 :Bm, Cl :Cm, 02 :0, Dll :I, D12 :Dm, D21 =0ce¢ D22 =1. A fungéo de

transferéncia de z para w é A(s).

3.2.1 Regulacao Robusta a Partir do Modelo Reduzido

Para controlar a planta G(s), projeta-se um regulador robusto a partir do modelo nominal
(3.4) considerando-se uma incerteza A(s). A estratégia de controle proposta é uma realimentacao

de estados observados. Para tanto, utiliza-se um observador de Luenberger dado por
Tops = AmTops + Bru+ L (y - (Clxobs + D12u)) (35)

e a acao de controle
u = KTps, (3.6)

com K e L ganhos a serem projetados.

Fechando a malha com (3.4), (3.5) e (3.6), obtém-se o sistema nominal em malha fechada

(3.7)
z=Cz + Dyw,
com
[ A, +ByK  —ByK
A - Y 2 2 ) (38)
0 A, — LCq
- T
B=| Bl (Bi—LDw" | . (3.9)
C=|[Cy+Dpk —Dpk } ; (3.10)
z= Tm ] , (3.11)
| Tm — Lobs

Para um controle robusto, é necessario escolher K e L de forma a garantir estabilidade e desem-
penho mesmo na presenga de uma incerteza A(s). Note que ndo é suficiente escolher quaisquer
K e L tais que os autovalores de A sejam estdveis, pois isso garante apenas a estabilidade do
modelo nominal, podendo o sistema real se tornar instavel com esses ganhos devido a presenca da
incerteza A(s). O Teorema 3.2.1 apresenta uma condigdo LMI que pode ser usada para obter tais

ganhos.
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Teorema 3.2.1 Se ezistirem matrizes X = X7 > 0, Y = YT > 0, W, e Wy de dimensies

adequadas e um escalar p > 0 tais que

(A X + BaWh)g * * * * * * *

0 (YA, —WrCh)g = * * * * *

BT By - DLwl I * X%k %

CoX + DWWy 0 Do —pul * * * *
-wiBT 0 0 0 -X  x * L | 0,

0 1 0 0 0 —X x *

0 0 o -wi{pi, o o0 -X «

I 0 I 0 0 0 0 0 -X

entdo o sistema (3.7) (considerando w como entrada exégena e z como saida) com K = Wi X1

e L = Y~'W, € assintoticamente estdvel e a funcdo de transferéncia de w para z tem norma Heo

menor que /.

Prova: Veja o Anexo . O

Observagao 3.2.1 Note que, se a a LMI do Teorema 3.2.1 for satisfeita para pu tal que [|A(s)]], <
1/\/1, entdo, pelo Teorema 2.5.1, o sistema (3.5), (3.6) e (3.7) com incerteza A(s) € estdvel se

forem usados os ganhos K e L calculados pelo Teorema 3.2.1.

Observacao 3.2.2 Qutras op¢des possiveis sao utilizar uma realimentacdo estdtica de saida, u =
Ky, e um controlador dindmico de saida de ordem completa [32]. Os problemas com essas opgoes
sdo que a realimentacdo estdtica é um problema dificil de se escrever em condi¢des converas que
ainda garantam outras restrigoes (como norma Heo) além de usar pouca informagdo disponivel,
ja o controlador dindmico de ordem completa tem um numero muito grande de varidveis a serem
escolhidas (cresce quadraticamente com o numero de estados) o que pode tornar seu uso proibitivo

em sistemas de ordem muito alta, mesmo quando usando modelos reduzidos.

3.2.2 Alocacao de Polos

Note que com o Teorema 3.2.1 podemos projetar controladores que garantem apenas a esta-
bilidade assintdtica do sistema em malha fechada, mas nao é possivel garantir desempenho. Para
obter garantia de desempenho, podemos utilizar a condi¢do do Teorema 2.4.1 para fazer alocagao
de polos. Combinando os Teoremas 2.4.1 e 3.2.1 temos uma alocagao de polos robusta que garante

desempenho (da parte representada) e estabilidade do sistema completo.

Um caso particular que serd utilizado nas simulagdes apresentadas posteriormente (veja o
Capitulo 4) é a garantia de uma taxa de decaimento o > 0. Para isto, é necessario que todos os
polos em malha fechada estejam no semiplano Re(s) < —a. A condicao de D-estabilidade é entao
existir P = PT > 0 tal que

ATP + PA+2aP <0. (3.12)
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Pode-se mostrar que para que (3.12) e a condigdo da norma H, i.e.,

ATpP 4+ PA *
BTPpP Yy <0,
c Doy —pl

sejam satisfeitas simultaneamente é necessario e suficiente que [33]

ATP + PA+2aP « *
BTp I <0.
C Doy —pl

Com essa nova condicado LMI, seguindo o mesmo procedimento da prova do Teorema 3.2.1, pode-

mos obter o Teorema 3.2.2.

Teorema 3.2.2 Se existirem matrizes X = X7 > 0, Y = YT > 0, W, e Wy de dimensies

adequadas e um escalar p > 0 tais que

(ApX + BoWi 4+ aX)g * * * * * * *
0 (YA, —WeCi +aY)g = * * * * *
BY By — DLw{ ~1 * %k %
Co X + Do Wy 0 Doy —ul * * * *
~-W{BY 0 0 0 X o x %
0 I 0 0 0 —-X *
0 0 o -wifpi, o o0 -X «
I 0 I 0 0 0 0 0 -X|

é negativa-definida, para um dado escalar o > 0, entdo o sistema (3.7) (considerando w como
entrada exdgena e z como saida) com K = W1 X~V e L =Y 1W, é assintoticamente estdvel e a
fungdo de transferéncia de w para z tem norma He menor que \/i. Além disso, os autovalores

de A tem parte real menor que —a.

3.3 Modelo Reduzido com Atraso

3.3.1 Sistemas SISO

Considere um sistema dinamico LIT SISO estavel

(3.13)

y=clr,

{a‘c:Aaz—i—bv,

com estado x € R, entrada v € R e saida y € RN, e um modelo reduzido para este sistema dado

por

Ty = Arxy + bpv,
(3.14)

N &
Yr = Cp Ty + drva

14



v »G(s) [

saida
prevista
+ 4

1 —e “Ga(s)

Figura 3.1: Preditor de Smith.

v » A(s)

4| saida
+ prevista >

Gu(s) + Gals)

Figura 3.2: Diagrama resultante ao substituir G(s) por G (s) + Gge™ + A(s).

de onde pode-se obter, conforme mostrado na Secao 2.3.3, o modelo com atraso

Iy = Apxy + bgu(t — €),
av(t =) (3.15)
yr = clz, +dgu(t — e).

Sejam G(s) a func@o de transferéncia de (3.13), G4(s)e™* a funcao de transferéncia de (3.15) e
A(s) = G(s) — Gg(s)e™ %, ou seja,

G(s) = Gge™“ + A(s). (3.16)
Considere ainda que existe um escalar conhecido § > 0 tal que

IA(S) o = |G (s) = Gals)e™ |, <. (3.17)

Para projetar o controlador, é utilizada a estrutura de Preditor de Smith (veja, e.g., [34])
mostrada na Figura 3.1, que permite que o controlador seja projetado independente do atraso. Ao
substituir o bloco G(s) pelo lado direito de (3.16), obtém-se o diagrama equivalente mostrado na
Figura 3.2 (com Gy (s) = 0).

Interpretando Gg4(s) como um modelo nominal e A(s) como uma incerteza aditiva, pode-se
escrever a planta G4(s) + A(s) na forma de LFT
trpr = Arzrpr + biw + bav,
yr = f zppr + diw + digv, (3.18)
z = chxppr + da1w + daav,

com by =0, by =by, c1 =c¢p, ca=0,di1 =doo =1, dig =dg e dy =0, e funcdo de transferéncia

de z para w igual a A(s).

3.3.1.1 Caso Instavel

Se (3.13) tem autovalores instdveis, a técnica proposta por [6] tem que ser modificada. Neste
caso, todos os autovalores instaveis tem que ser representados em (3.14) e apenas a parte estavel

é substituida pelo modelo com atraso.
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Suponha que os estados de (3.14) estejam ordenados de tal forma que

| Tru
Ty = >

[ A 0| by

A, | b,
[ ] = 0 Ars brs )

T
c. | d
T T T T
ru  Crs ‘ d7”

C

onde os autovalores da matriz A,, sdo instaveis e os da matriz A,s sdo estaveis. Entao, calcula-se

as matrizes do modelo com atraso apenas com A,g, bys, Crs € dy:

by = Ars (eEATS - I) Ar_slbrs + bps,
dg = ¢, (eSARS — I) A togs + dy

TS

O modelo final é dado por

[i‘ru ] Aru 0 Try n bru 0 ] |: U(t) ]
T 0 A, T 0 b v(t — € 7
d d d (t—e) (3.19)
Tru
Ya = [ ch, el } + dqv(t —e),
Zq

com € escolhido a partir da resposta ao degrau de

Tys = Arswrs + b’/‘sv7
Yrs = CrsTps + dpv.

Considere G(s) = Gy(s) + G5(s) a funcao de transferéncia de (3.13) com G,(s) representando
a parte instdvel e Gs(s) a parte estavel, Gy (s) + Gq(s)e™“® a funcdo de transferéncia de (3.19) e
A(s) = G(s) — (Gu(s) + Ga(s)e ) = G4(s) — Ga(s)e™ %, ou seja,

G(s) = Gu(s) + Ga(s)e™ + A(s).

Usando o Preditor de Smith como antes, ha a equivaléncia entre os diagramas das Figuras 3.1 e

3.2. O sistema pode ser representado por uma LFT da mesma forma que no caso estavel.

3.3.1.2 Realimentacao de Estados Observados

Para a estrutura de controle com observador, utiliza-se o observador de Luenberger da ordem

do modelo reduzido
Tobs = Arﬂjobs + Bdu +L (yF - (ngobs + ddv)) (320)

para estimar os estados da planta, onde

by, se Gy(s) =0,
by = by
, 8¢ Gy(s) #0
bq
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U | VG(S) )

1 — e Ga(s) observador

A

K

Figura 3.3: Preditor de Smith em Malha Fechada

A acdo de controle é dada por
v = KZpps. (3.21)

As matrizes K e L sdo ganhos a serem projetados.

Fechando a malha com (3.18), (3.20) e (3.21), obtém-se o sistema nominal em malha fechada

T = Az + bw,
(3.22)
2=z + doyw,
Ccom
A, + b K —by K
A= o 2 , (3.23)
0 A, — Lt
T
b=[ b (b —La)” |, (3:24)
QT =| ¢ +dapK —dpK } (325)

Os ganhos K e L podem ser projetados usando o Teorema 3.2.1. O sistema em malha fechada é

mostrado na Figura 3.3.

3.3.2 Sistemas MIMO

Considere um sistema dindmico LIT controlavel

¢ = Ax + Bu,
{X X (3.26)

y=Cx,

com estado y € R", entrada u € R e saida y € R™ (m > 1). Considere C' = ® [K(4, B)]"!, com
K e ® como em (2.3) e (2.5), respectivamente, ou seja, as saidas mensurdveis sdo um conjunto
possivel de saidas planas. A estratégia, nesse caso, é desacoplar o sistema MIMO em varios SISOs
e entdo utilizar o procedimento descrito na se¢do anterior para cada um desses SISOs. KEssa

estratégia é similar & apresentada em [23].
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3.3.2.1 Desacoplamento

De acordo com [35], a matriz

k1],
K1), 4

I, Amt
[ ].1 c éRan7

[w}]m A

| [eKH],, Ame

onde [PKX™!], ¢ a i-ésima linha da matriz ®K 1, é tal que

T 0
¢ ¢
) 0 [ O(ny—1)x1  Iny—1 }

A=SAS"1 = ¢ 4
0 0
L ¢ ¢

[ O —11 0 0 ... 0

1 ¢ ¢ ¢

y Omy_1)x1 0 O 0

B=5SB= 0 1 ¢ ¢

i 0 0O 0 ... 0

® O e O

1

onde cada ¢ representa um escalar ou vetor linha. Definindo um novo estado

. —1 .
s=8x=|v 9 - 0" . Ym Um

Ym

(1) }T’

com y; a i-ésima componente do vetor y, tem-se que (3.26) pode ser escrita como

a'csz—i—Bu,
y = Cu,
com
I Oixki—1) 0 Orxrp—1) -+ 0 Op1x(en-1)
- 0 0 1 0 ... 0 0
C =
0 0 0 0 1 0
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Considere uma matriz 0, € £™*™ tal que sua i-ésima linha seja igual & i-ésima linha de B que
nao é apenas zeros, e uma matriz O, € R™*" tal que que sua i-ésima linha é igual a i-ésima linha
de A contendo os #’s, exceto que os elementos nas posigoes correspondentes a y; e suas derivadas

temporais sdo substituidos por 0. Ou seja,

1 ¢ ¢ ¢ ¢
01 ¢ ¢
O, = ) , (3.33)
0 00 ... 01
Olil XK1 ’ e ’
¢ Ogyxmy oo ¢
0, = B . (3.34)
¢ ¢ oo Ok,
Note que a matriz O, é invertivel. Definindo uma entrada virtual
T
v = [ V] ... Uy | = Ouu+ Oz, (3.35)
obtém-se a equacao de estado equivalente
T = Agect + Bgect, (336)
com
Adee = diag { [ [ 00@1—1)11 Iyt | ] . [ [ 00%—1)11 — ] } , (3.37)

Buee = diag { [ 0("“1”“ ] o [ O("“ml‘”“ ] } . (3.38)

Assim, pode-se interpretar o sistema MIMO (3.26) como um grupo de m sistemas SISO, sendo o

41T
i-ésimo desses SISOs com entrada v;, saida y; e estado [ Yi Ui ... yZ(“l b } .

3.3.2.2 Controle

Uma vez que o sistema MIMO (3.26) tenha sido dividido em véarios SISOs utilizando o pro-
cedimento da subsec¢do anterior, projeta-se um controlador para cada um desses SISOs da forma
mostrada na Secdo 3.3.1. No entanto, esses controladores geram o sinal de controle v para o

sistema virtual (3.36) e, para controlar a planta original, é necessério o sinal de controle u.

Os sinais u e v sdo relacionados por (3.35), que pode ser escrita como
u=0,"(v—-0,z). (3.39)

Assim, seria necessario medir todo o estado x para obter u, mas apenas y estd disponivel para

medicao. Portanto, utiliza-se a seguinte aproximacao

um 0, (v—-0,y) =06," (v - @yéx) , (3.40)
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Sistema desacoplado

U 1Y

<
5
I

Figura 3.4: Aproximacao da a¢do de controle como uma perturbacao

com O, uma varidvel a ser projetada. Pode-se representar essa aproximacao como uma perturbacao

(0, — Gyé)x que se soma ao controle v, conforme a Figura 3.4.

Pode-se representar o sistema desacoplado da Figura 3.4 como uma LFT com sistema nominal

& = Adec® + Biecv + Baecw,

y = Cr, (3.41)

z=u
e incerteza O, — QyC'. Pelo Teorema do Pequeno Ganho, a fung¢io de transferéncia de w para z
tem que ter norma Ho, menor que 1/ HG’C — @yCN'HOO para que o sistema controlado seja estavel.
Devido a isso, a varidvel ©, é escolhida de forma a minimizar H@x — @yé HOO através da condigdo

LMI do Lema 3.3.1. A Figura 3.5 mostra a estrutura de controle utilizada.

Lema 3.3.1 Seja o escalar § > 0.

H@x—@yCHw<\/5 — [@ _(Z)C* *I] <0.
x y -

Prova: Pela definicdo de norma H., tem-se

T

|6, -6, w— 62Tz < 0.

- < \/S < w
Como w = (91 - @yé) z, nesse caso, obtém-se
(0, - 0,0)" (0, -0,0) 52"z <0
T (612 2T (0, - 0,0) (-1) (€, - 0,0) = <0
ey (—51 —(6.-0,0)" (-1 (6, - @yé)) 2 <0
N\NT ~
—01 - (6, - 6,C) (1) (6. - 6,C) <0.

Como —d1 < 0, pode-se aplicar o complemento de Schur para obter a condi¢do equivalente

20



controlador

L 0, ' %/ MmMO

f@

Figura 3.5: Estrutura de controle utilizada no caso MIMO com atrasos

3.4 Controle em Malha Aberta

As secOes anteriores deste capitulo trataram do projeto de controladores para para estabilizar
o sistema em malha fechada, porém, além disso, é comumente desejavel que a saida do sistema
atinja um determinado valor de referéncia. Esta se¢do tem por objetivo mostrar uma estratégia
de controle em malha aberta que pode ser usada para tal fim. O desenvolvimento sera feita para o
caso do modelo reduzido sem atraso, mas pode-se também utilizar esta técnica quando sao usados

os modelos reduzidos com o preditor de Smith como mostrado anteriormente.

Considere o sistema completo LIT (3.1) e o modelo (3.2)!. Considere ainda que o modelo (3.2)
é plano (que no caso linear é equivalente a ser controldvel), ou seja, existe um vetor de saidas

planas
¢ =®[K(Am, Bn)] "' ¥m (3.42)

com K e ® como em (2.3) e (2.5), respectivamente. Lembrando que existe uma matriz M tal que?

G
G
(n1)
RS R
u :
Cm
¢
podemos particionar esta matriz como
de forma que
m M,
Tm | | Mt (3.43)
U M, C

!No caso de modelo com atraso, usamos as matrizes de (3.19).
2Note que o0s n;’s se referem aos indices de controlabilidade do modelo reduzido nesta secdo.
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Note que a saida y,, do modelo reduzido é dada por
Ym = Contm + D = Coy My + Dyl = MyC, (3.44)

onde M, = Cp, M, + D, M,,.

Considere valores iniciais e finais nominais para a saida: ynom(0) € Ynom(00), onde Ynom(0) é
dado pelas condigbes iniciais € ynom(00) é 0 setpoint desejado. Queremos que o sistema siga uma
trajetéria suave entre esses dois pontos e que atinja o valor final em tempo finito. Projetar um
comando em malha aberta diretamente seria trabalhoso, pois apenas trajetorias que obedecem as
equacoes do modelo sdo possiveis. Ao se trabalhar com as saidas planas, essa restri¢cio nao existe,
pois qualquer trajetéria suficientemente suave para o vetor de saidas planas equivale a trajetorias
continuas realizaveis para os estados e as entradas do sistema. Considere uma trajetéria nominal

para a i-ésima saida plana

gi,nom(o)a t S ti,O)
Ginom(t) = § f(t), tio <t<tirp,
Ci,nom(oo)y t> ti,fy

onde ¢ nom(0) € Ginom (00) s@o escalares e f(t) é uma funcao escolhida de forma que ¢ nom(t) tenha

derivadas de ordem n; continuas, desta forma, o controle nominal

Unom (t) = Muénom (t)

serd continuo. Escolhendo (jnom(0) € (jnom(00) adequadamente, o controle unom(t) aplicado ao
modelo (3.2) leva sua saida de ynom(0) & Ynom (00) no intervalo de tempo de min;(t;0) a max;(t; r).
Antes de t = min;(¢; ), o valor se mantém constante igual a ynom(0) €, apds t = max;(t; f), o valor

se mantém constante igual a ypom(00).

Fazendo i .
Cl,nom(o)
0
- 0
¢= . y Ym = ynom(o)
Cm,nom(o)
. O -
em (3.44), temos
My,l,l My,l,Q s My,l,m Cl,nom(o)
My7271 My,272 s My,2,m CZ,nom(O)
Ynom (0) = . . . . . )
My,l,l My,l,Q s My,l,m (m,nom(o)
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xnm

A
_|_
u planta Y observador

N

unom

K

Figura 3.6: Controle malha aberta e malha fechada com planejamento de trajetéria para o sistema

reduzido

Unom T u y —  Ynom

planta

controlador

Figura 3.7: Controle malha aberta e malha fechada com planejamento de trajetoria para o sistema

de alta ordem

onde M, ; ; é o elemento da matriz M, na i-ésima linha e na coluna correspondente a (jnom(0).
Agora basta resolver este sistema de equagdes para encontrar (i nom(0), . - ., Cmnom(O). Para encon-
trar ¢1nom(0), - -, Gmnom(0), fazemos um processo similar, mas usando os valores finais ao invés
dos iniciais.

A Figura 3.6 mostra a estrutura de controle com malha aberta e malha fechada, onde zpom € a
trajetéria de z,, correspondente a (yom. No caso em que as saidas mensurdveis sdo saidas planas,
podemos planejar a trajetéria diretamente para o sistema de alta ordem e usar uma estrutura
como a mostrada na Figura 3.7. Com estas estruturas, o controle em malha fechada atua apenas
sobre erros de modelagem, incerteza na condicdo inicial e perturbagoes, de forma que o sinal de
controle total tende a ser mais suave sem variacdes bruscas, o que evita a excitagdo de dindmicas

mais rapidas ndo-modeladas do sistema.
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Capitulo 4
Aplicacoes

4.1 Introducao

Este capitulo apresenta exemplos de aplicacao da teoria apresentada nos capitulos anteriores.

Primeiro é apresentado um caso SISO e em seguida um caso MIMO.

4.2 Caso SISO

Considere a EDP difusiva unidimensional
00 026
—(&,t) = n—=(&, 8 (0, ¢t
57 (€:1) = 15 (6.0) + 20(0.0)

com condic¢bes de contorno

onde os escalares 7 > 0, 1 > 0 e A > 0 s@o constantes conhecidas, 6(z,t) é um campo escalar (como
a temperatura), t é o tempo, ¢ é uma dimensao espacial e u(t) € R é uma entrada de controle.
O termo A9(0,t) aparece em alguns sistemas com uma caracteristica de autoaquecimento (como
em [36]), aqui, ele é usado para tornar o sistema em malha aberta instavel e assim gerar um

problema de controle mais interessante.

Para criar o modelo discretizado, foi utilizado um esquema de diferencas centradas de 3 pontos
para aproximar as derivadas espaciais. O modelo tem um autovalor igual a A, logo, para A > 0, o
modelo é instavel. Foram considerados dois casos: no primeiro, a saida mensuravel do sistema é
y(t) = 0(0,t) € R; no segundo, a saida mensurdvel do sistema é y(t) = 0(l,t) € K. Note que, no
primeiro caso, a saida e a entrada nao estdo na mesma posicao espacial. O sistema de alta ordem
¢é dado por

T = Ax + bu,

y=clz+ du,
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com

24X 2
1+X -2 1
A" A 1 -2 1
AE2 ’
A 1 -2 1
A 2 =2
2n
h= L
Aé
{ , DO primeiro caso,
{ , no segundo caso,
=0,

onde A{ =1/(n —1) e n é o ntimero de estados. Foram utilizados os parametros [ =1, np=1¢

A =0,1. E a discretizacdo da EDP criou um sistema de ordem 100.

Utilizando a redugdo modal com atraso, foi obtido um modelo de ordem 2 da forma (3.19) com

A 0 0,1 0
A,r. = = 5
0 A 0 —9,8688
bry = —1,2248
. {1, 4479 no primeiro caso,
d =

—1,7633 mno segundo caso,

{ —0,8030 —1,1225 } , o primeiro caso,
[ —0,8030 —1,1456 } , 1o segundo caso,

P {—6,0051 x 107, no primeiro caso,
d =

0, 1306, no segundo caso,

0,0200 no primeiro caso,
€ =
0, no segundo caso.

Note que no segundo caso nao hé atraso, e assim a reducdo é equivalente a uma residualizagdo

feita na forma modal do sistema.

As Figuras 4.1 e 4.2 mostram a saida da planta em cada caso para um entrada degrau unitério,
note que, em cada caso, a saida é o valor de # em um ponto diferente do dominio. Em ambos os
casos, a taxa de decaimento minima é 0,35. Esse exemplo mostra a versatilidade do método em
relagcdo a abordagens em que nao é feita discretizacao espacial do sistema. O método apresentado

m [17], que também utiliza LMIs, por exemplo, consegue lidar apenas com o segundo caso onde
a entrada e a saida estdo na mesma posi¢do espacial.

A Figura 4.3 mostra o caso 1 com controle em malha aberta e malha fechada, o objetivo é

alcancar o valor final 1 partir do valor inicial 0 com tp = 0 e t; = 10, a referéncia mostrada na
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Figura 4.1: Saida da planta para referéncia degrau - Taxa de decaimento 0,35 - Caso 1
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Figura 4.2: Saida da planta para referéncia degrau - Taxa de Decaimento 0,35 - Caso 2
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12 [

—saida real
- = referéncia

9(0,%)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo (s)

Figura 4.3: Saida da planta para controle controle em malha aberta e malha fechada

Figura 4.3 é a trajetéria da saida do modelo correspondente a trajetoria escolhida para a saida

plana. A trajetéria escolhida para a saida plana do modelo reduzido é

07 t S th
Cnom(t) = f(t), to <t < tf,
0,1013, t> ty.

A fungéo f(t) é o tnico polinémio de 5* ordem que satisfaz

S~

(o)
f(ty)
(to)
()
(to)
(ty)

,1013,

—

S~

~

0
0
0
0,
0
0

~

ty ,
dessa forma, (hom(t) tem derivada de ordem 2 continua. A Figura 4.4 mostra a agdo de controle
em malha aberta, note que é uma funcao continua devido & suavidade de (hom(t), a parcela da
acao de controle vinda do controle em malha fechada é varias ordens de grandeza menor, por isso
o grafico comparando a ac¢do de controle total com a de malha aberta foi omitido. A Figura 4.5
mostra o resultado de aplicar apenas a acdo de controle em malha aberta no sistema completo,
note que o valor da saida diverge. Os graficos correspondentes para o caso 2 sdo praticamente
iguais aos do caso 1 e foram omitidos. O controle em malha aberta foi projetado para o sistema

reduzido e foi utilizada a estrutura da Figura 3.6.

Em todos os casos até aqui, o modelo exato da planta completa foi utilizado para fazer a
redugdo. A Figura 4.6 mostra um caso em que ha uma incerteza em relagdo aos pardmetros da

planta. E usado o mesmo controle da situagdo da Figura 4.3, mas a planta real tem A = 0.2.
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Figura 4.4: Acdo de controle em malha aberta
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Figura 4.5: Comparacao entre saidas com e sem o controle em malha fechada
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Figura 4.6: Saida da planta com pardmetro ndo nominal, referéncia degrau

4.3 Caso MIMO

Considere um reator de leito fixo isotérmico com reacoes de primeira ordem transferéncia de

massa linear através do fluido. O modelo matemético desse reator é [13]

dc 0%c dc
com condic¢bes de contorno
Oc
aié_(o, t) - 0,
c(l,t) = u(t),

onde c(&,t) € R™ é o vetor de concentragoes dos reagentes, m é o nimero de reagentes, G =
GT > 0 é a matriz de difusdo com dimensao m x m, o escalar v < 0 é a velocidade de transporte,
R € R™*™ é uma matriz modelando as reagdes, u(t) € R™*™ é a entrada de controle, [ > 0 é o
comprimento do reator, £ é uma dimenséao espacial e ¢ é o tempo. Note que para m > 1, (4.1) é
um conjunto de EDPs acopladas. As saidas mensurdveis da planta sdo as concentracoes em & = 0,

ie., y(t) =c(0,t) € R™.
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Os parametros utilizados foram

m =9,

G =8,8359 x 10~°I5,

R=3,3369%x10"%*| -1 -1 4 -1 -1 |,

v=—2,777 x 1075,
1=0,37

em unidades adequadas. Estes valores foram adaptados do caso SISO de [12,13]. Foi utilizado um
esquema de diferencgas finitas para criar um sistema de ordem 100 a partir da EDP. Em seguida,
foram obtidos 5 modelos SISO de ordem 20 cada, e cada um foi reduzido para um modelo de
ordem 5 com atraso. Devido aos valores escolhidos para as matrizes G e R, todos os modelos

SISO com atraso sao iguais, dados por

A, = —diag{0,9247; 0,5993; 0,1202; 0, 0398}, (4.2)
bd:109[ —~1,9776 2,0160 —1,7330 1,5519 0,7475 ]T, (4.3)
k= [ —0,3893 0,8006 0,8614 0,9927 0,9992 } (4.4)
dyg = —11117, (4.5)

e=8,5x107% (4.6)

A Figura 4.7 mostra o resultado da simulacido com referéncia degrau para cada saida em malha
fechada. Para efeitos de comparacéio, a Figura 4.8 mostra a simulacdo em malha aberta. A Figura
4.9 mostra a o sinal de controle da planta em malha fechada. Note que a condicdo inicial para
cada saida é diferente, mas a referéncia é a mesma para todas. Podemos verificar que a resposta
em malha fechada é mais rapida do que a resposta em malha aberta. Neste caso foi utilizada a
estrutura da Figura 3.7, ou seja, o controle em malha aberta (que nesse caso sdo apenas degraus)

foi calculado para o sistema completo.
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Figura 4.7: Simulacdo MIMO, gréficos das saidas da planta em malha fechada
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Figura 4.8: Simulacdo MIMO, gréficos das saidas da planta em malha aberta
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Figura 4.9: Simulacdo MIMO, gréficos das entradas da planta em malha fechada
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Capitulo 5

Conclusoes

Este trabalho apresentou um método sistematico para controle de sistemas de alta ordem
a partir de modelos reduzidos, ilustrando a técnica com exemplos de sistemas de parametros

distribuidos.

A técnica apresentada se baseia em transformar a condi¢io de estabilidade em uma restricao de
Desigualdade Matricial Linear e entao usar esta condi¢do para encontrar ganhos de realimentacgio
que estabilizem o sistema de ordem completa utilizando um observador de estados da ordem
do modelo reduzido. No caso MIMO, também foi apresentada uma técnica de desacoplamento
para se obter varios SISOs a partir do sistema MIMO original e foi mostrada uma condicao LMI
para minimizar os efeitos de se negligenciar o acoplamento entre as saidas na sintese do controle.
Também foi proposta uma técnica de cdlculo de controle em malha aberta utilizando o modelo

reduzido.

O método proposto foi capaz de estabilizar uma planta instavel em malha aberta e de controlar
uma planta descrita por um sistema de EDPs acopladas. Também foi capaz de lidar tanto com o
caso em que a entrada e saida da planta estao colocadas na mesma posi¢do espacial quanto com o
caso em que elas nao estdo. Neste ultimo, nota-se a diferenca da técnica de redugio utilizada em
relacdo as mais comuns, que nao envolvem atrasos no modelo reduzido, pois é um caso em que a

saida do sistema original demora a reagir a variacdo na entrada.

5.1 Perspectivas Futuras

As sugestoes deixadas para trabalhos futuros sao:

1. Incorporar mais restrigdes de desempenho na condicao LMI usada para projetar os ganhos,

como respeitar limites na entrada e na saida do sistema para evitar saturacoes.

2. Buscar novas adaptagoes do método para o MIMO para sistemas nao-planos e para casos

onde as saidas mensuraveis ndo sao saidas planas.

3. Explorar extensoes para casos nao-lineares.
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ANEXOS
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I. PROVA DO TEOREMA 3.2.1

Para norma H., menor que /i, ¢ necessario e suficiente, pelo Lema 2.4.3, existir P = PT >0

tal que
ATP+PA  « *
BTP -1 * |<o.
c Doy —pl
Substituindo A, B e C com as expressoes em (3.8), (3.9) e (3.10), respectivamente, e assumindo
Z
pP= ",
0Y
com Z e Y matrizes com as mesmas dimensdes, e multiplicando & direita e a esquerda (Lema
2.4.2) por
Z-1 «
obtém-se
(ApnX + BoKX)g * * *
~KTBT (YA, —YLCy)g = <
<o,
Bf BTY - DI LYY —I *
CTX + DpKX —DypK Doy —pl
com X = Z~!. Esta tltima LMI pode ser escrita como
—B 0
0 I T T
R+ . K[o 1 0ol + o | K000 -0 |b <o,
0 S 0 S
com
(AmX + BQWl)S * * *
0 (YAm — WQCl)S * *
R = ’
BT By - Dhwl -1«
CgX + Do W1 0 Doy —pl
Wi =KX e Wy =YL. Aplicando o Lema 2.4.4, com Q = X!, obtém-se a condicdo suficiente
T 1T
0 0 0 0
1 1 1 1
R+ X! + x!
0 0 0 0
0 0 0 0
T 1T
—By —By 0 0
0 0 0 0
+ wixtwil + wixtwl <0,
0 0 0 0
0 0 —Dao —Dao
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ou,

com

e}
=}
S © ©o ©

Pelo complemento de Schur (Lema 2.4.1), obtém-se

que é a LMI do Teorema.

*

—X % *
0 —-X x
0 0 —-X
0 0 0
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M <0,
*
X
0
0
~Wi{'Dj,
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