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Resumo

Nesta tese analisamos a mecénica estatistica e termodinamica de sistemas de curto e
longo alcance. Conhecido as propriedades elementares dos sistemas de curto alcance, como
o equilibrio termodinamico e ergodicidade, nos deparamos com situagao oposta quando
estudamos os sistemas de longo alcance, pois tais sistemas nao seguem as predigoes bésicas
da teoria termodinamica e mecanica estatistica tradicional.

Baseando-se nas diferengas entre os dois tipos de sistemas, desejamos um sistema
misto, composto por interagao de curto e longo alcance. Propomos ao modelo de longo
alcance cosHMF efeitos colisionais que sao caracteristicos de sistemas de curto alcance,
com o objetivo de analisar as propriedades estatisticas e termodinamicas, impondo a
simples pergunta: um sistema com interacao de curto e longo alcance apresentaré quais
propriedades termodinamica e estatisticas?

Como meio de solugao, é proposto um novo método numérico de dindmica molecular
que inclui as interagoes de curto e longo alcance. Estudamos o equilibrio termodinamico
ao sistema proposto por intermédio de ensaios numéricos, onde analisamos a curtoses das

velocidades.
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Résumé

Dans cette thése, nous analysons la mécanique statistique et la thermodynamique des
systémes a courte et longue portée. En prenant en considération les propriétés élémen-
taires des systémes a courte portée, tels que 1’équilibre thermodynamique et 1’ergodicité,
nous sommes confrontés a une situation inverse lorsque nous étudions des systémes & lon-
gue portée car ces types de systémes ne suivent pas les prédictions de base de la théorie
thermodynamique et de la mécanique statistique traditionnelle.

Sur la base des différences entre les deux types de systémes, nous souhaitons proposer
un systéme mixte, composé d’interactions a courte et longue portée. Nous proposons
d’inclure au modéle cosHMF (longue portée) des effets de collision (courte portée), dans
le but d’analyser les propriétés statistiques et thermodynamiques. De ce fait, ce systéme
nous permet de nous poser la question suivante : quelles propriétés thermodynamique et
statistique présentera un systéme avec des interactions a courte et longue portée 7

En guise de moyen de résolution, une nouvelle méthode numérique de dynamique
moléculaire est proposée qui inclut les interactions a courte et a longue portée. Nous
étudions I'équilibre thermodynamique du systéme proposé a l'aide de tests numériques,

ol nous analysons la kurtosis des vitesses.
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Abstract

In this thesis we analyze the statistical and thermodynamic mechanics of short and
long range systems. We know the elementary properties of short-range systems, such as
thermodynamic equilibrium and ergodicity. On the other hand, we are faced with an
opposite situation when we study long-range systems, since such systems do not follow
the basic predictions of traditional thermodynamic theory and statistical mechanics.

Based on the differences between the two types of systems, we want to analyze a
mixed system, in which is composed by short- and long-range interaction. We propose to
include to cosHMF model (long range) collision effects (short range), with the objective
of analyzing the statistical and thermodynamic properties. This system allows us to raise
one simple question: which thermodynamic and statistical properties will a system with
short and long range interactions present?

As a solution, a new numerical method of molecular dynamics is proposed, such
method rich includes the short and long range interactions. We study the thermody-
namic equilibrium of the proposed system by means of numerical tests, where we analyze

the kurtosis of velocities.
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Capitulo 1

Introducao

Quando hé interagoes entre componentes elementares da matéria, tais interagoes podem ser
classificadas de acordo com as caracteristicas do potencial que descrevera a interagao entre dois
corpos. Portanto, quando consideramos potenciais que decaem para grandes distdncias como
V(r) ~ 1/r%, podemos ter dois tipos de interagoes: curto e longo alcance [1|. Desta forma,
apresentamos a definicao de ambas as interagoes, que sao presentes em varios sistemas estudados

pela mecéanica estatistica e termodinamica.

Definicao das interacoes de curto e longo alcance

Para definirmos a natureza das interagoes de curto e longo alcance entre particulas, calcu-
laremos a energia potencial u de uma particula em determinada esfera de raio R, sendo que as
demais particulas estao distribuidas de maneira homogénea na esfera, de acordo com a figura

1.1. Para longas distancias, dizemos que o potencial de interagao entre pares decai como
Vi) = —, (1.1)

onde I e « sd0 termos constantes e r é a distancia dada entre as particulas. Analisando a regiao

para curtas distancia na figura 1.1 onde r < J, excluiremos a contribuigdo dessa regidao, com o



Figura 1.1: Representacao da esfera com distribui¢ao homogénea de particulas, com uma
tnica particula localizada no centro da esfera. Sendo R o raio da esfera maior e § o da
esfera menor.

objetivo de evitar divergéncia para curtas distancia. Considerando d dimensoes temos que

R
I
u = / p—ddr
s e

R
— pIQd/ T'd_l_addT
0

pIQy

d—a|R
T .
o s

Aplicando os limites de integragdo obtemos o valor da energia potencial. Para este resultado

consideramos somente o caso em que o # d, assim escrevemos a energia como

pIQd d—a d—
=—|R — 647 1.2
u=a— (1.2)
Na equagao (1.2), p representa a densidade e 4 o volume angular dado em d dimensoes. Para

o caso quando consideramos « = d, a integracao para obter a energia assume a seguinte forma



portanto, a energia potencial para o caso em que o = d sera

w= pIQyln <?> | (1.3)

Os resultados das equagoes (1.2) e (1.3) nos possibilita escrever

% (R 5] ot

u =

(1.4)
pIQg1n (%) a=d

Das situagoes expostas na equagao (1.4) definimos as interagdes de curto e longo alcance.
Quando consideramos « > d a energia potencial por particula se torna finita para R — oo
e a energia total do sistema cresce linearmente com o volume do sistema, assim definimos as
interagoes de curto alcance. Sistemas caracterizados por tal potencial sdo ditos como sistemas
de curto alcance — SCA.

Por outro lado na equacao 1.4 quando consideramos « < d, a energia potencial por particula
divergird quando R — oo, com a energia total do sistema crescendo superlinearmente com o
volume do sistema, caracterizando as interacoes de longo alcance, que definem os sistemas de
longo alcance — SLA. Adotamos tal definicdo pelo fato de que no limite onde consideramos o
ntmero dos constituintes N muito grande, conseguimos distinguir de maneira clara as diferencas

fisicas e matematicas entre os dois tipos de sistemas.

Termodinamica e estatistica de SCA e SLA

No estudo da termodindmica e mecénica estatistica muitos sistemas envolvem os potenciais
de curto e longo alcance. Portanto, a diferenca na defini¢ao dos dois tipos de interagoes faz com
que propriedades termodindmicas e estatisticas dos SCA e SLA se difiram. Por exemplo, & nivel
termodindmico buscamos sempre verificar os conceitos de extensividade e aditividade, os SLA
sao caracterizados por nao apresentarem tais propriedades. Quando analisamos a energia U (N)
em SLA, o potencial é escalonado com N2, sendo a energia néo-extensiva.

O problema da nao-extensividade para SLA foi solucionado pela prescri¢ao de Kac [2]. Porém,
o sistema continua sendo ndo-aditivo, o que traz diferencas enormes com os SCA. A falta de
aditividade implica o surgimento de calor especifico negativo, no ensemble microcanénico. O que

é razoavel, pois a concavidade do calor especifico é garantida pela aditividade do sistema. Porém,



o mesmo resultado nao se observa no ensemble candnico, o que resulta na nao equivaléncia de
ensembles, conceito contrério a estatistica tradicional.

Em mecénica estatistica um conceito fundamental é a Ergodicidade. Quando Boltzmann
propoe a hipotese da equiprobabilidade dos microestados de um sistema, ele parte da conside-
ragao que o sistema ¢é ergodico. Para tal definicdo pensamos o seguinte, um espaco de fase com
2dN dimensoes, sendo d a dimensao do sistema e N o ntmero de particulas, onde cada ponto
desse conjunto é considerado um possivel microestado do sistema. A hipoétese ergddica é bem
verificada em SCA, mas nao se mostra evidente em SLA.

Outro ponto bastante interessante quando analisamos os dois tipos de interagoes é a relaxagao
para o equilibrio termodindmico. Percebemos claramente esta diferenca quando analisamos a
equacao de Boltzmann para teoria cinética dos gases, escrita como

Df _ of F .\ (of
B = oV 0% ()= (5) =

Sendo f (r,p,t) a fun¢do de distribui¢do e a for¢ca dada como F = p. O primeiro termo da
equagao (1.5) é denominada de derivada conectiva de f. No caso dos SCA, a relaxagao do sis-
tema é dita colisional com a correlacao entre particulas bem definida, representada pelo tltimo
termo da equagao (1.5). Quanto a solugdo da equacdo de Boltzmann no equilibrio, obtemos
f (r,p,t) obedecendo a distribuigao de Maxwell-Boltzmann. Portanto, todos sistemas que pos-
suem distribui¢ao f (r,p,t) como Maxwell-Boltzmann sado considerados sistemas em equilibrio
termodinamico.

Ja os SLA relaxam para o equilibrio termodindmico de forma diferente. Quando analisada
a correlagao entre as particulas com o termo de relaxacao colisional, que escala de acordo com
prescrigao de Kac 1/N [2], se adotado o limite termodinamico N — oo a correlagdo entre as
particulas é completamente despreziveis. Desta forma, uma melhor analise dos SLA é feito por
intermédio da equagao de Vlasov, definida como D f/Dt = 0.

A vista disso, a equacdo de Vlasov possui uma gama infinita de soluces estacionarias, di-
ferentemente dos SCA que sempre convergem a uma distribui¢do Maxwell-Boltzmann, o que
caracteriza SLA como nao termodindmicos. Em escalas microscopicas f (r,p,t) evolui de ma-
neira infinita, com distribui¢cbes de baixa amplitude. No regime macroscépico a dindmica de
Vlasov permite que um sistema de longo alcance obtenha solucoes estacionarias. Quando N é

finito a correlacdo entre as particulas se torna consideravel, contribuindo com a din&mica e a



relaxacao termodindmica, como no caso da relaxagao colisional. Porém, o tempo de relaxacao é
escalonado de acordo com N7. O expoente 7y é definido pelo tipo de interagao.

Desta forma, a relaxagdo de SLA de longo alcance acontece em dois estégios, o primeiro a
relaxagao nao-colisional, seguido por uma relaxacao colisional, com tempo de duragao muitissimo
maior que a primeira relaxacao. Por outro lado, quando consideremos os limites N — oo et — oo,
o segundo processo de relaxa¢ao dos SLA nunca é alcangado devido ndo haver correlagdo entre
as particulas do sistema. Portanto, o objetivo dessa tese reside nas diferencas entre os dois tipos

de sistemas.



Objetivos

Conhecido que os SCA e SLA possuem propriedades termodindmicas e estatisticas diferentes,

ilustramos de forma pictoricas tais diferencas por intermédio da figura 1.2.

Sistema de curto Sistema de longo
alcance alcance
L]
C.
@
L]
-Forca com forte flutuacao -Forca com fraca flutuacao
-Forte randomizacao -Fraca randomizagdo
-Sistema ergodico -Sistema nao-ergddico
-Irrelevancia nas condicOes -Relevancia nas condicoes
iniciais iniciais
-Distribuicao gaussiana -Distribuicao nao-gaussiana
-Sistemas termodindmicos -Sistemas dindmicos

Figura 1.2: Ilustragao das diferencas de propriedades fisicas entre os SCA e os SLA.

Uma vez que conhecemos os comportamentos estatisticos e termodindmicos de sistemas de
curto e longo alcance, podemos fazer a seguinte indagacao: como se comportaria um sistema
hamiltoniano cldssico em que suas particulas tivessem a influéncia tanto de forcas de curto e
longo alcance?

A pergunta lancada serd a motivacao base desta tese. Podemos imaginar duas situagoes, um
sistema em que temos um potencial de curto alcance, onde as particulas sofrem a influéncia da
interagao de longo alcance, ou situagao opostas, um sistema de caracteristicas de longo alcance
sob influéncia de curto alcance. Para esta tese propomos o seguinte: consideraremos o modelo
cosHMF, onde as particulas interagem em um campo médio (forga de longo alcance), com di-
namica delimitada a um circulo unitario (esse modelo sera detalhado no capitulo 3), porém,
consideraremos que as particulas durante o periodo dindmico sofrera efeitos colisionais (forga de
curto alcance).

Portanto, colocamos como objetivo inicial deste trabalho o que chamamos de Rota para o

equilibrio termodindmico. Como foi dito, sistemas de longo alcance nao obedecem & estatistica



de Maxwell-Boltzmann quando se considera o limite termodindmico, nao atingindo o equilibrio
termodindmico. Por outro lado, os sistemas colisionais operam de maneira oposta. Desta forma,
a primeira etapa serd a busca de informacoes sobre o equilibrio desse sistema proposto. A vista
disso, impomos a pergunta: qual serd a rota para o equilibrio termodindmico deste sistema misto
proposto por esta tese?

Ademais, tal modelo sugere outras perguntas, como exemplo, qual potencial que prevalecerd
sobre o outro? A estatistica ao se considerar o longo e curto alcance juntos sequird os padroes de
uma estatistica tradicional ou nao tradicional (SLA)? A questao da ergodicidade serd verificada?
A termodindmica serd a usual ou a que se apresenta aos SLA? Portanto, entender essas questoes
mais elementares sdo alguns dos desafios deste trabalho. Ainda n&o se conhece na literatura
sistema parecido, um misto do sistema cosHMF com efeitos colisionais, desta forma, propomos

um novo método numérico como meio de resolucao.

Estruturacao da tese

Esta tese esta estruturada da seguinte maneira, no capitulo 2 apresentaremos uma descrigao
geral dos SCA, onde alguns aspectos importantes sao abordados, como a descrigdo de uma colisao
binaria e do método numeérico event driven. No capitulo 3 discutiremos os aspectos gerais dos
SLA e estudaremos dois sistemas com interagao de longo alcance, o modelo de folhas carregadas
e o modelo cosHMF. Apresentaremos descri¢oes analiticas e numéricas para ambos os modelos.

No capitulo 4 é feita a descri¢do geral de sistemas mistos, isto é, sistemas com interagdes de
curto e longo alcance. E também neste capitulo que apresentamos a construcao fisica do modelo
que propomos, o sistema cosHMF colisional, além da apresentagao do novo método numérico que
possibilita o calculo deste novo sistema misto, sendo o primeiro resultado original deste trabalho.

No capitulo 5 estao os novos resultados desta tese. Primeiro apresentaremos a analise do
espaco cinético dos modelos cosHMF e cosHMF colisional, com intuito de verificar as possiveis
mudangas do espaco cinético quando acrescido colisoes ao modelo cosHMF. Uma segunda anéalise
apresentada é o estudo da termalizacdo dos sistemas, onde por intermédio da curtoses fazemos o
estudo numeérico das distribui¢oes de velocidades dos sistemas analisados. Em seguida fazemos
a mesma anélise as particulas testes de cada sistema.

Por fim, no capitulo 6 apresentamos as conclusoes dos resultados deste trabalho. Todos os

algoritmos e codigos utilizados para obter os resultados sdo apresentados nos apéndices. Res-



saltamos também que todas as figuras e graficos apresentados foram feitos pelo autor desta

tese.



Capitulo 2

Sistemas com interacao de curto

alcance

Como vimos na introdugao deste trabalho, descrevemos a interagao de um sistema de acordo
com o potencial V (r) ~ 1/r* [1], se adotamos que o > d, sendo d a dimensdo do sistema,
definimos os sistemas de curto alcance — SCA. Por outro lado, quando consideramos que o < d,
definimos os sistemas de longo alcance — SLA. Portanto, apesar de terem defini¢bes semelhantes,
tais sistemas apresentam enormes diferengas entre si. Neste capitulo nos dedicaremos aos SCA.

Os SCA sao caracterizados por sua localidade, ou seja, cada elemento do sistema interage
somente com sua vizinhanga, diferentemente dos SLA. Referente aos conceitos fundamentais
das teorias termodinamica e estatistica, os SCA se fazem interessantes, pois sdo verificadas as
predicoes de tais teorias. Por exemplo, a nivel termodindmico, os conceitos de extensividade e
aditividade sao respeitados.

Dizemos que um sistema é extensivo quando consideramos um namero de particulas N em
um volume V' sdo dimensionados por A, sendo assim, a energia interna do sistema U (AN, AV') é
escalonada como AU (NN, V) [3]. Desta forma, se supormos um potencial de intera¢ao com alcance
linear v, o nimero de particulas confinadas na regidao de alcance sera proporcional a Nv¢/V,
sendo d a dimensao do sistema. A energia interna do sistema sera escrita da forma U (N,V) =
Nf(N/V), sendo extensiva e com a funcao f (x) para relatar as interagoes microscopicas entre
as particulas. Portanto, dada a definicao dos SCA, dizemos que tais sistemas sao extensivos.

A aditividade em SCA é garantida quando consideramos que a energia das interfaces entre

d-1)/d

os subsistemas macroscopicos é escalonado pelo ntmero de particulas, seguindo N ( com
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d representando a dimensao do sistema, ji a energia do sistema é escalonada linearmente com
o numero de particulas N [3]. No entanto, se considerado o limite termodindmico, podemos
esperar que a energia das interfaces podem ser desprezadas em respeito a energia do sistema,
com isso, a energia total se iguala a soma das energias internas dos subsistemas, garantindo um
sistema aditivo.

No que concerne as propriedades estatisticas, os SCA s@o considerados sistemas estatistica-
mente termodinamicos, isto é, possuem uma dindmica com rapida convergéncia a distribuicao de
Maxwell-Boltzmann devido a alta correlagao entre as particulas do sistema. Esta alta correlagao
é diretamente ligada ao fato que SCA sao basicamente sistemas colisionais (descontinuidade no
potencial de interagao), ou sistemas onde a forca entre pares ¢ suficientemente forte para mudar
a quantidade de movimento entre duas particulas a curta distancia.

Desta forma, alguns dos principais conceitos apresentados pela mecénica estatistica, como a
equivaléncia de ensemble e a teoria da ergodicidade sdo sempre verificados em tais sistemas. Isso
é sempre visto, pois em uma analise primaria de sistemas de muitos corpos, parte de mecanica
estatistica foi construida com base em sistemas colisionais, partindo de uma teoria cinética,
proposta inicialmente por Boltzmann. Portanto, dizemos de maneira geral que os SCA seguem
uma mecéanica estatistica tradicional.

De modo geral SCA séo sistemas de forgas repulsivas e SLA sdo sistemas de forga atrativa.
Exemplos de SCA podem ser encontrados no estudo de sistemas atomicos moleculares, como
também na Fisica nuclear [4]. Também se insere na classificacdo todo e qualquer sistema de
colisao [5], além do conhecido modelo de Ising com interagao entre vizinhos [6] e outros modelos.

Em Fisica um exemplo de sistema de curto alcance bastante conhecido é dado pelo potencial
de Lennard-Jones, onde descrevemos a interagao entre par de Atomos neutros ou moléculas

quando sujeito a duas forcas distintas, escrevemos o potencial como

o(ry) = o By
) - 7,.12 746

No potencial o termo 1 /Tilg- representa forga repulsiva e 1/ r?j forca atrativa de curto alcance,
sendo A; ; e B; j parametros atrativos e repulsivos, respectivamente [4].

Outro exemplo de um potencial de curto alcance é o modelo de potenciais de centros de

10
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repulsdo, cuja funcao potencial descrita como

K 1
Q)(T):my"/j’ K/>O, V>17

Quado considerado que v = 5, dizemos que tal potencial é maxwelliano e o conjunto de particulas
sob influéncia deste potencial sdo chamadas particulas maxwellianas.

Também se insere em SCA o caso dos sistemas granulares. Tais sistemas sao constituidos
por um aglomerado robusto de particulas discretas, sendo que o sistema se caracteriza pelo
modo como suas particulas interagem, ou seja, mediadas por forgas dissipativas e enormemente
repulsivas (colisdes) [5]. A origem dissipativa do sistema associa-se as forgas de fricgdo como
também a inelasticidade das colisdes. Os sistemas granulares apresentam peculiaridades bastan-
tes interessantes, por apresentar caracteristicas que se assemelham a materiais s6lidos, liquidos
€ gasosos.

No entanto, esses sistemas também fogem das caracteristicas elementares dos materiais ci-
tados acima, como exemplo, na medida em que seus fendmenos ocorrem, néo esperamos que
os efeitos seja diretamente atrelados a constituigdo material de cada grao, por consequéncia, o
conceito de temperatura nao exerce relevancia sobre o sistema. Outros aspectos relevantes sobre

tais sistemas sao encontrados nas seguintes obras [5, 7, 8|.
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2.1. DINAMICA DE UMA COLISAO BINARIA 12

2.1 Dinamica de uma colisao binaria

Como visto, sistemas sob influéncias de colisoes sdo caracterizados por uma forga de curto
alcance. A vista disso, um bom entendimento de um sistema de curto alcance compreende o
entendimento do processo de colisdo entre particulas. Desta forma, quando analisamos um gas
rarefeito a possibilidade de haver uma colis@o ternéria ou quaternéria e assim por diante é quase
nula, havendo basicamente apenas colisdes binarias. Portanto, podemos nos restringir a analise

de colisoes binarias no estudo de um gas rarefeito [9].

2.1.1 Leis de conservacao

Consideraremos uma colisao entre duas particulas com massa m e eletricamente neutras em
um gas monoatoémico e rarefeito. Ao admitir que durante o instante da colisdo as particulas nao
estardo sob influéncia de uma forca externa, podemos escrever as equagoes de movimento ao par

que colide da seguinte maneira

mit = 2020 e 00(0)  82(r) (2.1)

“orl or2 orl

Em (2.1) 7! e r2 sdo os vetores posicao as duas particulas. Ademais, definimos r = r? — r! como

o vetor posi¢ao relativa, sendo r o seu modulo. O potencial de interagao ® (r) é considerado
simetricamente esférico, com o seu dominio sendo limitado como

lim ®(r) =0. (2.2)

r—00

Escreveremos as velocidades assintoticas pré-colisionais como (v, vy) e as velocidades assin-
toticas pos-colisionais (v*, vi). O subindice que apresentamos ¢ utilizado para diferenciar as par-
ticulas que colidem. Ademais, definimos as velocidades relativas pré-colisionais e pos-colisionais

co1mo

g = Vi—V,
gt = vi—-v" (2.3)

Para obter a lei de conservacao do momento linear é necessério somar as duas equagoes

12



2.1. DINAMICA DE UMA COLISAO BINARIA 13

apresentadas em (2.1), chegamos em
mitt + mi? = 0, (2.4)

uma vez conhecida (2.4), basta realizarmos a integragao direta das equagdes e obtemos facilmente
a lei de conservagao do momento, que em fungdo das velocidades assintoticas pré e pds-colisionais

é dada por
mv +mvy = mv® + mvj. (2.5)

Para obter a lei de conservagao da energia e do momento angular multiplicaremos 1/m em

(2.1), obtendo

e em seguida subtrairemos 1/m e obtemos

. 0P r
pr = “or (2.6)

sendo = m/2 a massa reduzida das particulas. Quando realizamos a multiplica¢do escalar de

I em (2.6) é obtido

% [%12 s (r)} —0. (2.7)

Por outro lado se realizamos a multiplica¢ao vetorial de r em (2.6), chegamos na relagao

d . .
p [ur x r] = 0. (2.8)

sendo as equagoes (2.7) e (2.8) as leis de conservagao da energia e do momento angular. Quando
realizamos a integracao direta de (2.7) e consideramos a condi¢ao dada por (2.2) obtemos o

moédulo das velocidades relativas assintoticas pré e pos-colisionais, escrito como

13



2.1. DINAMICA DE UMA COLISAO BINARIA 14

Com base na equagao (2.5) reescrevemos (2.9) como

1 1 1
3mv + FmvL = imv* + imvf (2.10)

Quando realizamos a integragao direta da lei de conservagao do momento angular (2.8) che-

gamos na expressao
I X r = const., (2.11)

desta maneira, podemos concluir pela equagao (2.11) que a dinamica de colis@o esté restrita a um
plano. Portanto, se consideramos a projecao de um vetor r antes da colisao sendo perpendicular a
um vetor g e se consideramos também um vetor r* apds a colisdo projetado perpendicularmente
a um vetor g*, denotamos o parametro de colisdo b e b*. Com auxilio da equacao (2.11) podemos

escrever uma equagao para relacionar os pardmetros de colisao, dada como
gbn = g*b*n. (2.12)

Sendo n o vetor unitario perpendicular ao plano do movimento relativo das particulas. Da
mesma forma que a equagao (2.9) que nos fornece g = g*, podemos concluir que b = b* a partir
da equagao (2.12).

Com a integracao direta das equagoes (2.5) e (2.10) conseguimos obter apenas quatro equa-
¢Oes escalares por considerar um sistema unidimensional. Para obter informacao completa da
dinamica de uma colisao binaria, é necessaria uma expressao as equagoes v* e vj em funcao
de suas respectivas velocidades pré-colisionais. Desta forma, para uma descricdo completa, é

necessario a definicao de um vetor de colisao, como veremos a seguir.

2.1.2 Velocidades assintéticas poés-colisionais

Definiremos o vetor colisdo k da seguinte maneira

k= g_igw (2.13)
g — g*|

14



2.1. DINAMICA DE UMA COLISAO BINARIA 15

consideramos que o vetor k bissecta o dngulo entre as velocidades relativas assintoticas durante

uma colisao, de tal forma, escrevemos

k-g=-k -g" (2.14)
Desta maneira, podemos escrever
vi—Vvi—(vi—v) = g'—g
= klk-(g"—g)]
= —2k(k- g, (2.15)

com o auxilio da equagao (2.5) podemos eliminar v* e v na equagao (2.15) e obtemos

vi=vi—k(k-g). (2.16)

De maneira similar, por intermédio da equagao (2.5) podemos eliminar os termos de vi e v;

da equagao (2.15) e escrevemos

vi=v+k(k-g), (2.17)

as equagoes (2.16) e (2.17) sao as velocidades assintoticas pos-colisionais em fungao das velocida-
des assintoticas pré-colisionais. Uma vez obtidas as equagoes (2.16) e (2.17), podemos escrever
de maneira direta as velocidades assintoticas pré-colisionais em funcao das velocidades assinté-
ticas pos-colisionais. As velocidades assintéticas podem uma consequéncia da forga de repulsao
sofrida pelo par de particulas. Aqui apresentamos alguns aspectos béasicos da dindmica de coli-
sao binaria, na préxima secao abordaremos um método de integracdo numeérica para sistemas de

colisoes.

15



2.2. DINAMICA MOLECULAR DE COLISOES BINARIAS 16

2.2 Dinamica molecular de colisoes binarias

Uma maneira de obter informagoes sobre sistemas colisionais é por intermédio de métodos de
integracao numérica. Portanto, hd muito tempo esses sistemas tém sido simulados com dindmica
molecular e cada vez mais em maior quantidade de particulas e tempo de observagao, devido ao
avanco dos computadores. Um método pioneiro para a integracao de tais sistemas é o método
event driven, ou simplesmente, método dirigido por eventos, proposto por Alder e Wainwright
em [10]. O método event driven consiste basicamente em dirigir a dinamica de acordo com o

tempo de colisao ¢; ; entre duas particulas 7 e j que entrarao em processo de colisao.

2.2.1 Calculo do tempo de colisao t; ;

Quando consideramos um potencial do tipo esfera dura (i.e. funcdo descontinua com a
distancia) [11], toda vez que a distancia entre duas particulas for um ponto descontinuo no
potencial, uma colisao ocorreré, neste instante as velocidades das particulas mudarao subitamente
mediante a uma forca de repulsao. Desta forma, a cada evento colisional a variacao da velocidade

é descontinua. Representamos o potencial para esferas rigidas como

O0se o<r;;
®(ry) = , (2.18)

cose r; <o

sendo r; j = r; —r; e o o didmetro de cada particula.

Um dos objetivos principais de uma simulacao de dindmica colisional consiste em calcular
o intervalo de tempo para que uma colisao ocorra, localizando as particulas que irao se chocar
e prever quais serdao os parametros de impacto, tudo isso realizado em ordem cronologica. A
simulacao de esferas rigidas exige um procedimento em que a dindmica é dirigida colisio a
colisao |11, 12, 13|, portanto, para se encontrar uma proxima colisdo, é necessario calcular o
intervalo de tempo em que a diferenga das posigdes das particulas ¢ e j seja o valor de o, como
visto na figura 2.1.

Quando temos duas esferas i e j, com determinado didmetro o, sendo que suas posi¢oes
no tempo t é dada por r; e rj, com suas velocidades representadas por v; e v;, seguindo em

movimento livre, consideraremos que essas particulas colidirao em um tempo ¢ + ¢; ;. Desta

16
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t T+ At

Figura 2.1: Representagao da condi¢ao de colisdo dado um passo At.

forma, escrevemos a seguinte equagao

rij (t+tiy) | = |rij+vijtijl = o, (2.19)

onde v; ; = v; — v; € a velocidade relativa entre as particulas e t; ; o intervalo de tempo até o
evento de uma colisao.

Para obtermos uma equacao que expresse t; j, consideraremos o quadrado de (2.19)

2 2
(rij +vijtij)” = o
2 2 42 2
rij T2 Vit +viti; = o
2 42 2 2
vijtij T 2bijtij +ri;—o” = 0, (2.20)

usamos a defini¢do b; ; = r; ;- v; ;. A equacao (2.20) é quadratica em ¢; j e para obtermos o valor

do tempo requerido, precisamos fazer as seguintes consideragoes

e se b; ; > 0 significa que todas as particulas estarao se afastando uma da outra, caso que

nao nos interessa.

e se b; ; < 0 significa que pode ocorrer colisao, no entanto, na equagao de ¢; ; podemos ter a

seguinte situagao para o discriminante b? i~ v? j (rl2 I 02) < 0, o que resultaria em raizes
I i 9

complexas, situacao nao fisica.
Portanto, para qualquer outro caso obtemos equacgao que fornece duas raizes positivas, sendo

17
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escrita como

1/2
—bij & (bﬁj -V (r?,j —c 2))

t; = — (2.21)
17.]

Um dos modelos mais basicos em que podemos analisar a dinAmica colisional é considerando
que todas particulas tém formatos esféricos, sendo lisas e inelasticas, seguindo uma trajetoria
livre até que uma colisao ocorra. Neste modelo simplificado nao existe troca de momento angular
entre colisoes, ocorrendo apenas troca de momento linear [11]. Quando tratamos de colisdes de
esferas rigidas a perda de energia se dé instantaneamente e varia de acordo com o valor atribuido
ao coeficiente de restituicdo a, que assume valores entre 0 e 1. Para a situagao em que oo = 0
termos um sistema totalmente inelastico, por outro lado, quando o = 1 h& um sistema totalmente
elastico [8]. Nas simulag¢oes computacionais realizadas para este trabalho, consideramos a tltima
situacao.

Portanto, para considerar a mecénica de troca de velocidades entre particulas, assumiremos

que todas possuem massas iguais e mudam de velocidade de acordo com a seguinte equagao

1
v, = v+ +a5w
1
v = vj— ;aévi, (2.22)

*

; as velocidades das particulas imediatamente apos as colisdes. Além disso definimos

sendo vi e v
dvi = — (k- v;) k, sendo o vetor unitario k definido em (2.13).
Desta maneira, percebemos que para que haja decréscimo na energia do sistema, somente a

mudancga de velocidade relativa ao longo do eixo radial é considerada. Escrevemos a variagao de

energia como

1
_ 2 2
AE = _Z (1 — ) (eij.vij) s (223)
N . . . A
sendo e; ; = ‘r’__rj_ E Conhecidas todas as ferramentas necessarias para realizar uma dindmica de
i Ty

colisao, explicaremos agora o método numeérico event driven.

18
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2.2.2 Método event driven

O método event driven consiste basicamente em dirigir a dinAmica de colisdo de acordo com
um dado tempo de colisao t; ; obtido pela equagao (2.21). Desta forma, quando executamos a
simulacao de um gas de esferas rigidas, obtemos o calculo de ¢; ; para todos os pares de particulas,
sendo esta a parte mais dispendiosa na simulacao de colistes. Apos esta etapa, fazemos a triagem
do menor tempo de colisao entre os pares, pois serd neste tempo que as particulas ¢ e j se colidirao.
Em seguida todas as particulas serao movidas em linha reta em um passo de tempo dado pelo
menor t; j, e por fim, aplicamos a dinamica colisional ao par de particulas ¢ e j, com esses
procedimentos sendo repetidos de acordo com o niimero de observagoes desejadas.

Podemos sintetizar o método event driven nos seguintes passos

1. Inicializacao do sistema, distribuicao das posicoes e velocidades.

2. Calculo do tempo de colisao t; ; entre todos os pares de particulas.
3. Triagem do menor tempo de colisao ¢; ;.

4. Mover todas as particulas com o passo do menor tempo ; ;.

5. Implementar a dinAmica colisional para o par i e j.

6. Calcular propriedades fisicas de interesse.

7. Retornar ao passo 2.

Para realizarmos a simulagao do gés de esferas rigidas, consideramos o caso mais simplificado,
onde consideramos o coeficiente de restituicao o = 1, com choques perfeitamente elésticos. Na
simulacdo consideremos um sistema unidimensional. A condi¢do de contorno empregada foi
uma condigao periddica. No que tange as propriedades do sistema, a energia obtida é sempre
constante, com a conservacao total do momento sendo verificada. Medidas fisicas pertinentes ao

sistema de colisao serao apresentadas nos resultados desta tese, capitulo 6.
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Capitulo 3

Sistemas com interacao de longo

alcance

Neste capitulo explanaremos algumas caracteristicas dos sistemas de longo alcance — SLA,
pois uma classe de fendémenos fisicos envolve tais sistemas, porém, se conhece bem mais sobre
as propriedades estatisticas e dinAmicas dos sistemas de curto alcance — SCA. Os SLA possuem
peculiaridades interessantes, motivando pesquisas nessa area [14|. Exemplos de SLA sao encon-
trados nos sistemas gravitacionais e em modelos astrofisicos [15], ha também a presenga em fisica
de plasmas [16], liquido e cristais confinados [17], como em sistemas coulombianos nao blinda-
dos [18]. Ademais, ha exemplos para sistemas hidrodindmicos bidimensionais, sistemas elasticos
bidimensionais e na fisica atémica e molecular [14], além de outros sistemas [14].

Nos estudos de mecénica estatistica, um dos principais objetivos é a obtencao de informacgoes
sobre propriedades termodinamicas de sistemas macroscopicos, a obtencao de tais informagoes
¢ feito por intermédio do conhecimento das intera¢des microscopicas. A conexao entre os niveis
microscopico (mecdnica) e macroscopico (termodindmica) é feito pela introdugao do conceito de
ensemble estatistico |6]. No entanto, é conhecido que no limite termodinamico (N — oo, V' — oo
e N/V = constante) as previsoes das médias macroscopicas sdo independentes do ensemble
estatistico escolhido, o que é denominado de equivaléncia de ensemble.

Uma das principais caracteristicas dos SLA é que eles podem apresentar a nao equivaléncia
de ensembles [14], entrando em discordancia com as previsoes mecdnica estatistica tradicional.
Uma das razoes para isso se da pelo fato que os SLA por mais que possam ser resolvidos de

maneira extensiva, sao em sua natureza sistemas nao aditivos, ou seja, a soma das energias dos
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subsistemas macroscopicos nao é igual a soma de todo o sistema. Além disso, o espaco dos
parametros termodindmicos acessiveis pode ser nao convezro [14]. Quando se apresenta a nao
equivaléncia de ensembles, o sistema microcanénico contém toda informacgao sobre o equilibrio
do sistema candnico, ja o inverso é errado. De todas caracteristicas que os SLA apresentam,
uma que chama bastante atengao é o surgimento do calor especifico negativo [19] no ensemble
microcanodnico. Para o ensemble candnico o calor especifico sempre seré positivo independente
da natureza da interacao do sistema [14].

SLA sao sistemas onde se apresenta nao localidade entre interagoes das particulas, ou seja,
a interacdo se faz em um campo de forca. Para descrever tais sistemas, Lynden-Bell — LB
propds uma teoria explicando que o processo dindmico de SLA é composto por um curto periodo
denominado de relazagao violenta — RV seguido pelo surgimento dos estados quase estaciondrios
- EQFE [20]. O caminho para o equilibrio termodindmico em SLA é caracterizado por uma
dindmica extremamente lenta, além do mais, o processo se torna mais demorado de acordo com
o crescimento do nimero N de particulas, desta maneira dizemos que SLA nao sdo sistemas
termodindmicos. Tal caracteristica dos SLA é devida a propria natureza do potencial e ndo se

da ao fato de ser um fendémeno coletivo. Ilustramos esse processo dindmico na figura 3.1.

Condigdo inicial
(waterbag)
1

'RV
Y
EQE

v

Equilibrio
termodinamico

Figura 3.1: Representagao dos estagios do precesso dinamico de SLA.

Uma melhor compreensao desse processo de relaxamento incomum é obtida por intermédio de
uma teoria cinética apropriada, baseada na equagao de Vlasov. Também nota-se que os EQE nao
sao estados termodindmicos metaestdveis, uma vez que nao se situam nos extremos dos potenciais
termodindmicos em equilibrio. Além disso, & importante ressaltar que toda a dinAmica dos EQE
variard de acordo com as condigOes iniciais dadas ao sistema, ou seja, toda evolugao dos SLA é

fortemente dependente das condigdes iniciais escolhidas [14].

21



22

A natureza das peculiaridades que os SLA apresentam como ndao aditividade, ndo extensi-
vidade, nao equivaléncia de ensemble e outras diferengas comparadas as teorias padroes estao
diretamente associadas com o crescimento superlinear da energia com o tamanho do sistema
[14], como visto na introdugao deste trabalho. Apresentaremos agora dois modelos de SLA para

melhor exemplificar a fenomenologia de tais sistemas.
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3.1 Modelo de folhas

Devido a grande dificuldade de resolugao dos SLA o entendimento de alguns aspectos se
torna complicado, por exemplo, o entendimento do processo de relaxa¢do de uma galaxia (equi-
librio térmico) que é da ordem do tempo de vida do universo [22]. Portanto, foi necessaria a
implementacao de técnicas suplementares aos célculos analiticos. Com a evolucao dos computa-
dores, muito se pode fazer para o entendimento de tais sistemas com a utilizacao de “modelos
de brinquedo”, termo autdctone do inglés, “toy models”, que sdo sistemas simplificados, mas que
carregam consigo informagoes relevantes, correspondentes as informagoes de sistemas mais com-
plexos. Tais modelos possibilitam uma analise mais facil dos SLA, nos possibilitando inferéncias
estatisticas sobre o sistema. Um toy model bastante conhecido que aborda as caracteristicas de
um sistema de longo alcance é o modelo de folhas, que pode ser empregado tanto no caso de um
potencial gravitacional ou Coulombiano [23].

Sendo estudado hé bastante tempo, o modelo de folhas autogravitantes ja contribuiu bastante
para o conhecimento sobre os SLA. Por exemplo, é conhecido que o processo dindmico dos SLA
é composto por um periodo de RV seguido dos EQE [20], de acordo com a teoria de LB. Por
tanto, no fim da década de sessenta, trabalhos pioneiros de folhas autogravitantes [24, 25, 26|
estudaram as propriedades dos estados quasi-estacionérios na tentativa de verificar a validagao
da teoria de LB. Tema que ainda hoje tem sido controverso, pois ha trabalhos que atestam a
validade da teoria de LB na analise dos EQE [27, 28, 29, 30|, enquanto ha outros trabalhos que
alegam o contrario [31, 32| averiguando os limites de validade de tal teoria.

Dentro das riquezas dos SLA [14], outras propriedades estatisticas também sao estudadas por
intermédio do modelo de folhas autogravitantes. Um bom exemplo é o estudo sobre a relaxagao
para o equilibrio térmico, que para tal modelo temos uma mecénica estatistica analitica bem
derivada [33]. Porém, como em todos SLA, tal processo de relaxagao ocorre de maneira muito
lenta, com sua escala de tempo divergindo com o ntmero de particulas do sistema, portanto,
muito se discute sobre uma escala de tempo precisa e suas dependéncias paramétricas [34, 35, 36,
37]. Outro ponto bastante discutido é a questao da dependéncia dos SLA as condigoes iniciais
escolhidas, uma questdo em aberto. Esses casos aqui citados sao apenas alguns exemplos da
abundancia de informagbes que portam os SLA.

O modelo de folhas autogravitantes é descrito como um conjunto de N folhas (planos) infinitas

de massa m;. Cada folha se situa no eixo y — z com movimento orientado na direcao do eixo z,
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como descrito na figura 3.2. Considerando que cada folha possui a mesma densidade superficial

e durante o periodo da dindmica as folhas podem atravessar umas as outras. O Hamiltoniano

Wl Wl wrdwrd

<Y

i T i i

Figura 3.2: Representacao do modelo de folhas gravitacionais

que descreve tal sistema é dado por

N 2 N

P
H (X, P) :ZQ—JJF%GijmHXj—XkL (3.1)

: my ;
Jj=1 i<k

Na equagao acima, o primeiro termo se refere a energia cinética e o segundo a energia potencial.
Sistemas de longo alcance normalmente sdo sistemas nao-extensivos, como vemos na equagao
(3.1), nao existe uma dependéncia entre o numero de particulas com o termo da energia potencial.

Portanto, para solucionar este problema é utilizada a seguinte transformacao canonica
T
X=—; P=ap;, a= (27rGN)1/3m,
a

para validar a transformagao candnica consideramos que todas as folhas possuem o mesmo valor

de massa m;. Desta maneira reescrevemos (3.1) e obtemos

a N p? 1 N
PICRORE D SL L S} § 52
j=1 j<k

Realizada tal transformacdo, em (3.2) podemos negligenciar o fator geral a?/m mudando a

escala de tempo e, portanto, consideramos o seguinte sistema Hamiltoniano simples

N p2- 1 N
H(m,p)zzgj—{—ﬁzmj—xﬂ. (3.3)
j=1

i<k
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Na equacdo (3.3) o fator 1/N no termo potencial garante a extensividade do sistema. A vista
disso, quando consideramos uma determinada energia U, o valor da energia por particula é finito
quando adotado o limite N — oo. O artificio para garantir extensividade foi a prescrigao de Kac

[2]. Podemos escrever a forca percebida por uma folha gravitacional

Tj — Tk
— 3.4
Zm—m ngn ) (3.4)

De acordo com (3.4) vemos que a forga percebida por uma particula é a contribui¢ao da soma
de todas as outras particulas do plano. Agora estudaremos o modelo de folhas analisado por um

potencial Coulombiano.

3.1.1 Modelo de folhas carregadas

Um modelo de plasma unidimensional bastante interessante foi estudado por Kumar e Miller
[38], onde consideram um conjunto de N folhas carregadas com densidade de carga ¢, massa
superficial m que se cruzam ao longo da dindmica. O modelo considera que cada folha esta sob
influéncia de um campo elétrico constante e dependente da posicdo de todas as outras folhas,
sendo o campo para uma determinada particula ¢ a soma de todas as particulas a esquerda e a
direita (a partir de agora usaremos o termo particulas para designar as folhas). Outro trabalho
relacionado a plasmas utilizando folhas carregadas foi feito por Rouet e Feix [39], onde os autores
propée um método numérico eficiente para encontrar tempo de espera para o cruzamento entre
cada particula (um método dirigido por evento otimizado) e também implementado ao caso

gravitacional [23, 40].

Desta maneira, tentaremos reproduzir um sistema de folhas similar ao encontrado em [38, 39].
Para tanto, consideramos um modelo unidimensional de comprimento 2L. A interacdo de uma
particula com as outras se da por intermédio de um potencial Coulombiano, sendo o acoplamento
das particulas de longo alcance. Representamos graficamente o campo Coulombiano E(z) de

acordo com a figura 3.3.

Durante o periodo da dindmica, consideramos que cada particula do sistema pode encontrar
uma particula vizinha, no qual um cruzamento serd realizado. Podemos também considerar
que cada cruzamento possa ser visto como uma colisao perfeitamente elastica, desta maneira, o

ordenamento das particulas serd o mesmo do inicio da dindmica, mantendo o valor do campo
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Figura 3.3: Representacao do campo elétrico Coulombiano.

E(z;) sempre constante. O movimento das particulas dentro do sistema se da no eixo z, como
visto na figura (3.2), porém, para evitar que haja divergéncia no campo devido aos efeitos de
repulsao Coulombiana no infinito, consideraremos que haveré periodicidade no sistema, fazendo
com que tenhamos um sistema fechado. A escolha de um sistema periédico implica que toda vez
que uma determinada particula sai de um lado ela retorna pelo lado oposto, como representamos
na figura 3.4.

E(x)

A

o<
=
5
o
T+
ol
%3 /

Figura 3.4: Representagao periddica do campo elétrico para o sistema periddico de tama-
nho 2L com uma carga ¢; = 1

O campo elétrico

Com a consideragao de um sistema peridédico, podemos considerar a dindmica do sistema
sobre um circulo de raio L /7, representado pela figura 3.5 [41]. Como conhecemos que a equagao

de Poisson é linear, o campo elétrico total devido as N particulas do sistema serd a soma da
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contribui¢ao de cada uma das N particulas. Consequentemente, no circulo, o campo percebido
por uma particula de posi¢ao x; nada mais é do que a contribui¢ao do niimero de particulas que
estao a esquerda x; — L < x; < xj, juntamente a contribui¢ao do nimero de particulas a direita

xj <z; < xj+ L. O campo elétrico total F(x;) de uma particula ¢ serd escrito como

N
E(z;) =€y gjseny, (v — ;) (3:5)
i#]
onde sgn; garante a condi¢ao de periodicidade e € é constante de acoplamento que determinara

caso atrativo (e < 0) ou repulsivo (e > 0).

Fantasma da

,particula I

+
L4

Figura 3.5: Representagao esquemética do circulo onde ocorre a dinamica devido a escolha
de um sistema periddico. Na figura temos a representacao da particula ¢ e de seu fantasma
correspondente assinalado pela linha pontilhada.

Como podemos observar, na figura 3.5 introduzimos uma particula que é diametralmente
oposta a particula i, representamos tal particula por uma linha pontilhada e denominamos “par-
ticula fantasma de ¢” [41]. A introdugao das particulas fantasmas se justifica por ser um artificio
que ajuda a distinguir todas particulas que estarao a direita ou a esquerda de uma dada particula
i na hora de realizar a contagem para obtenc¢ao do campo F(z;). Desta forma, uma particula
fantasma tem um papel muito importante na dindmica do sistema, pois quando uma particula ¢
se cruza com uma particula fantasma o valor do campo percebido por esta particula ¢ é modifi-
cado. Tal efeito esta ligado diretamente a condicao de periodicidade do sistema, sendo percebido
da mesma maneira pela particula fantasma de ¢ que obtém a mesma massa, mas carga oposta a

particula real. Sendo assim, podemos associar a cada particula real ¢ uma particula fantasma com
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mesma velocidade, mas com carga e posi¢ao oposta. Uma representagao pictorica da contagem
de particulas é apresentada no apéndice A.1.1.

Ademais, o sistema total é uma composicdo de 2NN particulas reais e fantasma sendo que
cada particula fantasma é portadora de carga e campo diferente de sua particula oposta. No
quesito dindmica, a aceleragao de uma particula fantasma é a mesma da particula real que lhe é
associada. Quando introduzimos N particulas fantasmas podemos analisar que uma metade do
circulo é o reflexo exato da outra metade, sendo assim, podemos considerar que cada particula
real e fantasma serdo indistinguiveis para cada metade do sistema. A vista disso, podemos
interpretar o sistema como um plasma de N particulas de densidade N/L confinado em uma
caixa de comprimento L. Notemos que o campo elétrico total pode ser representado como
E (z;) = €{Qe¢ (x;) — Qq (z;)}. Podemos, portanto, escrever a forga percebida por uma particula

1 como

Fi = —¢eq {Qe (mz) - Qd (xz)} ) (36)

onde Q. (2;) e Qq (;) s@o as cargas totais de particulas a esquerda e a direita de uma determinada
particula i, ou seja, de acordo com a equagao (3.6), a forga percebida por particula sempre sera
constante, fato que serd importante na construcao da dindmica do sistema, como veremos a

seguir.

3.1.2 Dinamica do modelo de folhas carregadas e integracao nu-
mérica

Como vemos na equagao (3.6) a forga de cada particula durante a dindmica é constante,
exceto quando as particulas se cruzam, fato que faz a integragao deste toy model exigir apenas
a solugao de uma equagao quadratica para determinar o préximo tempo de cruzamento entre
as particulas. Outra facilidade do problema é a interpretacao dos cruzamentos entre particulas
como colisoes, pois devido ao cruzamento sem descontinuidade na velocidade, interpretamos tal
fato como uma colisdo perfeitamente eldstica, nas quais particulas trocam apenas seus modulos

de velocidades. Portanto, na integracao deste sistema o erro é limitado apenas pelo processo de

arredondamento numérico executado pela maquina.
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Para analisar a dinAmica do modelo proposto, escrevemos o Hamiltoniano do sistema

2
)

N N
D €
H (zi,pi) = » 5. 3 > Y agigsle — ), (3.7)
i=1 t

=1 i#j

na equacao (3.7) a primeira parte é referente a energia cinética do sistema e a segunda parcela
referente a energia potencial, com € sendo a constante de acoplamento (designa os casos atrativos
e=1 e repulsivos € = —1) e g a carga de cada particula. Na parcela referente a energia potencial,
devemos considerar que o modulo da diferenga de posicao como |x;—x |, = min,cz|r;—2;—2nL],
0 que nos garante uma condi¢do periddica circular.

A partir da derivacdo das equacoes de Hamilton! estamos habilitados a analisar a dinamica

do sistema, desta maneira escrevemos a forga percebida por uma particula ¢ da seguinte maneira

N
m;T; = €q; Z g;sgn (v — xj), (3.8)
j=1
como podemos observar da equagao (3.8), o termo correspondente a acelera¢ao de cada particula
sera

Ai(@) = 2B (). (3.9)

my;
Para determinar a velocidade de uma dada particula realizamos a integracao direta para os
elementos dv e dt, obtendo

vi () = 09 + At, (3.10)

sendo v) a velocidade inicial de cada particula.

Calculo do tempo %, ;

Como o objetivo é o calculo dos tempos de espera aos eventos colisionais, é necessaria a
integracgao da equagao (3.10) & obtengao de uma equagao do espago em fungao do tempo. Quando
consideremos que a cada encontro entre pares nao havera cruzamentos entre particulas, mas

apenas colisao entre os pares i e j, utilizamos a seguinte condicao z; — x; = 0, o que nos levara

aH(:l?i,’Ui) 'U. _ _aH(:Ei,’Ui)

'Nesta parte trabalho utilizamos as equagoes de Hamilton como #; = So €U = T
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escrever2

1
zij (tij) = :E?j + ’U?jtij + §Aijt?j =0, (3.11)

0 _,0_ .0 ,0 _,0_ .0 A — A
sendo os termos x;; =z — 3, v;; = v; —v; e Ajj = A; — Aj. De acordo com (3.11) o tempo de

espera para colisao entre os pares de particulas é dado por uma equacao quadratica em t;;, que

terd como solucgao

(3.12)

—v% + \/(v?j)2 — 2Aij:1c?j
tij = 2 .

]
Um ponto interessante é que a equacao (3.12) se faz valida somente quando A;; # 0, para
sistema onde cada particula i e j tem aceleracao constante diferente. Quando desejamos analisar
um sistema onde todas particulas tém a mesma aceleragao constante A;, chegamos a uma equagao

diferente para o tempo de espera t;;, escrito como
tij = __Y (313)

porém, apesar de escrevermos a equacao (3.13), que é uma equagao do primeiro grau, a integragao
das equagoes de movimento seré da mesma forma que para os sistemas com aceleracoes diferentes

as particulas.

Implementagao numérica e resultados

Um primeiro grafico que apresentamos é analise da livre trajetoria de cada particula, simu-
lamos um sistema de comprimento L, onde integramos analiticamente a equagao (3.11) tanto
para o caso atrativo como para o caso repulsivo, como apresentado na figura 3.6. Além disso,
mostramos a dinamica das particulas fantasmas sendo exatamente a mesma din&mica de suas
particulas reais correspondentes, mas em lado oposto. Ademais, observamos que durante o pe-
rfodo de evolucao temporal as particulas se cruzam algumas vezes, portanto, baseado nesses
cruzamentos calcularemos o tempo ¢; ; entre os pares, para entao utilizar a dinamica de colisao

na substituicao dos cruzamentos entre particulas.

~ . L. . . . 2
2A equagao espacial para uma tnica particula é escrita como x; (t) = 29 + vt + A’; , sendo 29 a

posicao de uma dada particula i no instante inicial da dindmica.
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(a) (b)

Figura 3.6: Representacao da posicao versus tempo do modelo de folhas com cruzamento.
(a) dinAmica atrativa e = 1. (b) dindmica repulsiva ¢ = —1. Tempo total ¢ = 1, passo
numeérico h = 0.01, carga ¢ = 1 e massa m = 1. Os circulos representam as particulas
reais e em estrelas temos as particulas fantasmas. Sistema composto por 4 particulas reais
e seus respectivos fantasma.

Como a resolugao numérica do modelo de folhas carregadas é interpretada como um sistema
de colisoes, um método usual é o conhecido método dirigido por eventos, ja mencionado no capi-
tulo anterior. Portanto, uma vez que calculamos o tempo ¢; ; entre todos os pares de particulas,
realizamos a triagem do menor tempo de colisao entre as particulas, evoluindo a posicao das par-
ticulas nesse tempo até que o par i e j se colida. Apds, fazemos as medidas fisicas pertinentes e
recomegamos o cilculo do tempo ¢; ; entre os pares. Nesta parte do trabalho otimizamos o calculo
do tempo de colisao entre os pares, de acordo com o método proposto em [39] e apresentamos o
método no apéndice A.1.

Por adotarmos um sistema periédico, podemos considerar a condi¢ao de fronteira de duas
maneiras possiveis, a cada vez que uma particula sai ou entra em uma extremidade o tempo
calculado para particula sair pela extremidade podera ser considerado como um evento ou nao.
Desta maneira, na implementagao de nossas simulagoes numéricas, a cada vez que uma particula
sai por um dos extremos consideraremos um evento, pois além de calcular os tempos de colisao
entre particulas, também calculamos o tempo em que uma particula poderd sair por um dos
extremos, caso o referido tempo seja menor que qualquer outro tempo de colisdo, ele sera o
tempo escolhido na triagem de todos os tempos e desta maneira, evoluiremos todas as particulas
de acordo com esse tempo e assim nao havera uma colisao, apenas uma particula que saird por
um extremo do sistema, e reaparecerd no extremo oposto.

Apresentamos na figura 3.7 a evolugao da posi¢ao pelo tempo ao sistema de folhas descrito
pela equagao (3.7), tanto para o caso atrativo como ao caso repulsivo. Na figura 3.7a temos a

dindmica para o caso atrativo (¢ = 1), onde observamos claramente o efeito de colisdes entre
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particulas substituindo os cruzamentos, pois é observado que a curva do livre caminho médio em
vez de ter uma forma parabélica devido ao termo quadratico em (3.11) tem seu sentido alterado
a cada efeito colisional. Outro fato que devemos observar é que se consideramos somente uma
metade do sistema, temos que as particulas reais e fantasmas serdo indistinguiveis durante o
periodo dinamico respeitando a condic¢ao de periodicidade imposta ao sistema. De outro lado se
consideramos somente as particulas reais, o sistema se torna incompleto, com efeito de colisao
entre particulas se fazendo a distancia. J& na figura 3.7b apresentamos o caso repulsivo, onde
observamos uma dindmica de colisao também evidente entre os pares, porém é visto que devido
a natureza repulsiva (e = —1) do potencial, uma particula se encontra apenas com um unico
vizinho, diferentemente do caso atrativo, onde as particulas colidem com os vizinhos da esquerda

e direita.

Figura 3.7: Evolucao temporal da posi¢ao ao modelo de folhas carregadas com colisoes.
(a) dindmica atrativa. (b) dindmica repulsiva. Simulagao realizada com N = 4 particulas
reais e seus respectivos fantasmas, tempo total ¢ = 10 e passo numérico h = 0.01. As linhas
continuas representam as particulas reais e as pontilhadas os fantasmas correspondentes.

Uma anélise interessante ao modelo de folhas é a visualizagao do espago cinético — EC (z,v).
Quando analisamos o EC, podemos ter uma melhor compreensao visual do processo dindmico
de um sistema de longo alcance. Apresentamos na figura 3.8 quatro estagios da evolugao do EC,
na primeira figura 3.8a temos a distribuicdo inicial das particulas® para o instante ¢ = 0. De
acordo com a teoria de LB, a dindmica dos SLA é composta pelo periodo de RV seguida dos
EQE. Para visualizar o primeiro estagio do processo dindmico apresentamos as figuras 3.8b, 3.8c

e 3.8d, que estdo no estiagio da RV para os instantes t = 5, ¢ = 10 e t = 15. Observamos que

3A distribuicao utilizada na simulacdo do modelos de folhas carregas é a conhecida waterbag, que serd
melhor discutida na proxima secao deste capitulo.
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as particulas tém mudangas abruptas nos valores da velocidade e posi¢ao, como observado nas
figuras. O ultimo estagio da dindmica sao os EQE, que sao os estados caracterizados por longa
duragao, dependente das condic¢Oes iniciais escolhidas e por nao apresentarem uma distribuigao
Maxwell-Boltzman para velocidade, sendo o processo dindmico de maior interesse quando se

estuda os SLA, figura 3.8e.
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Figura 3.8: Representacdo do EC para o modelo de folhas. Em (a) sistema no instante
t =0. Em (b), (c) e (d) o sistema se encontra no processo de RV para os instantes ¢ = 5,
t =10et =15. Em (e) o sistema se encontra nos EQE para o instante ¢ = 100. Simulagao
realizada com N = 1000.
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3.2 Modelo cosHMF

Em 1995, M. Antoni e S. Ruffo publicam um artigo seminal descrevendo um sistema fisico
com dindmica limitada a um circulo de raio unitario, onde todas particulas interagem no longo
alcance [43]. O sistema ficou conhecido como Hamiltoniano de Campo Médio, ou simplesmente,
Hamiltonian Mean Field — HMF, sendo um toy model bastante ttil para o entendimento das
propriedades fisicas de SLA. O modelo do HMF é um caso simplificado de outro modelo de longo

alcance, o modelo Ring model — RM (Modelo Autogravitante do Anel)[44, 45].

V2R V1—cos Gu

Figura 3.9: Representagao do RM com interagao de N particulas sobre o anel, com 6; ;
sendo a diferenca relativa entre as particulas i e j e R o raio unitério.

A ilustracao desse sistema é vista na figura 3.9. Para o sistema do RM, escreveremos o termo

potencial de interacao entre particulas como
—Gm?

Vi(rij) = : (3.14)

T

com G sendo a constante gravitacional e m o termo de massa. De acordo com a figura 3.9 temos
que r;; = V2R+\/1 — cos t; j, sendo 0; ; = 6; — 0; a posicao relativa das particulas i e j e R o
raio do circulo.

Para que possamos evitar problemas de divergéncia no termo potencial da equagao (3.14)
quando 6; ; — 0, ¢ necesséria a introducao de um parametro €, que servird como um amorteci-

mento ao termo potencial, sendo assim, reescrevemos (3.14) da seguinte maneira

—Gm?
Vi(rij) =

m
V2R\/T —cosf;j +¢
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Além disso, definimos o momento para uma dada particula ¢ como

db;
P=mR*—" 3.15
mR TR ( )

com essa defini¢ao, escrevemos o Hamiltoniano ao RM

H(Pe):lip?— i G (3.16)

R T e AR\ —cosO; ¢ '
Na equagao (3.16) o primeiro termo se refere a parte cinética e o segundo termo a parte potencial.
No entanto, quando adotamos o limite € — oo, 0 Hamiltoniano (3.16) descrevera o modelo HMF,
como veremos em breve neste capitulo. O modelo do RM apresenta algumas caracteristicas
peculiares, por exemplo, o surgimento de calor especifico negativo na curva caldrica, o que torna
este sistema muito interessante na analise termodinamica e estatistica [44, 45].

Por ser uma simplificagdo do RM, o sistema HMF se torna uma excelente ferramenta, por
ser mais simples matematicamente e nas resolugoes numeéricas computacionais. Desta maneira,
o estudo deste sistema ja contribuiu bastante para o desenvolvimento de uma termodinamica e
estatistica de SLA [14, 42, 43]. Portanto, alguns estudos se atentam a questao da lenta relaxagao
para o equilibrio térmico, como visto nas referéncias [46, 47, 48, 49]. Porém antes de se chegar
a um equilibrio termodindmico o sistema permanece nos EQE, que também sdo estudados em
detalhes nos trabalhos [50, 51|, sendo estes estados sensiveis as escolhas das condigoes iniciais e
proporcionais ao nimero N de particulas do sistema [50].

Outra analise feita ao sistema HMF é ferramentada por intermédio da teoria cinética, mais
precisamente a equagao de Vlasov, que possibilita uma interessante analise dos EQE e o tempo de
relaxagao para o equilibrio termodinamico [52, 53, 54, 55|. Uma grande contribuigao ao modelo
HMF por intermédio da equagao de Vlasov foi a descoberta de uma escala de tempo nao trivial
para a relaxagao de Maxwell-Boltzmann [52], sendo dependente do valor de N e escrita como
7(N) ~ N7,

Ponto interessante é a questao da ergodicidade, devido ser um conceito fundamental da mecé-
nica estatistica [56]. Desta maneira, SLA s@o interessantes porque esse conceito nao ¢ verificado
[57, 58, 59|, sendo uma caracteristica bastante intrigante desses sistemas. No caso especifico do
HMF a nao-ergodicidade pode ser vista em [60, 61, 62, 63, 64]. Uma conclusdo consideravel

sobre a quebra da ergodicidade é mostrada como sendo uma consequéncia da autocorrelagao
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entre a velocidade das particulas [61]. Como consequéncia da nao-ergodicidade, sistemas com
interagoes de longo alcance também apresentam outra questao muito curiosa, um processo de
difusdo anémala, que para o caso do HMF pode ser visto nos trabalhos [65, 66, 67, 68, 69].
Devido a possibilidade de uma resolucao analitica para os ensembles microcandnico e candnico
[43, 70], alguns aspectos termodinamicos foram investigados analiticamente e numericamente, por
exemplo, o processo de produgao de entropia |71, 72, 73, 74|. No trabalho [72] os autores propoem
uma explicacdo aos EQE pela analise do principio da maxima entropia. Ademais, também foram
investigados os processos de transicao de fases, com resultados contributivos ao entendimento

termodinamico do sistema HMF [75, 76]. Passaremos agora para descrigao do modelo.

3.2.1 Descricao do modelo cosHMF

Quando desejamos considerar um sistema de campo médio, o Hamiltoniano para descreve a

interagao de longo alcance pode ser representado como

H (pi,b;) = ZéJri YV (6i—0y),
i—1 ij—1

com a primeira parcela da equagao representando a energia cinética e o segundo termo a ener-
gia potencial em uma descricao de campo médio. A partir desta descricdo de campo médio
construiremos o Hamiltoniano ao sistema cosHMF (cossine Hamiltonian Mean Field).*

O modelo do cosHMF ¢ caracterizado como um conjunto de N particulas idénticas interagindo
em um circulo unitario [43|. A dindmica que cada particula i estard submetida é regida pela
evolugao temporal da variavel angular #; e do momento conjugado p;. Para obter as equagoes
dindmicas do modelo, escrevemos o hamiltoniano que se segue

N 2 e X
Heosumr = T o= > [1—cos(6; —6;)]. (3.17)

2 2N <
=1 1,j=1

Na equagao (3.17) a primeira parte corresponde a energia cinética, ja o proximo termo é corres-
pondente a energia potencial do sistema, que corresponde ao termo de campo médio. Ademais,

a constante e definird as caracteristicas do potencial. Para o caso em que ¢ > 0 trataremos de

4A partir deste momento vamos nos referir ao sistema HMF como cosHMF, devido ao simples fato de
existirem varios sistemas com caracteristicas de campo médio, portanto, para designar a especificidade
deste sistema que tem no potencial o termo 1 — cos(#; — 8;) e evitar reduzir todos sistemas de campo
médio a um tunico sistema, nés o chamaremos de modelo cosHMF'.
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um sistema atrativo, denominado de caso ferromagnético. Quando considerado € < 0, estamos

tratando do caso repulsivo, alcunhado de caso antiferromagnético.

Equacgoes de movimento

No modelo cosHMF todas as particulas interagem por intermédio de um campo de forca,
que a cada instante pode ser considerado como a soma dos campos individuais de todas as
particulas [43]. Para o modelo cosHMF equagao (3.17), o potencial de interacao é reescalonado
pelos nimeros de particulas, o que torna o potencial termodinamicamente estéavel, garantindo a
extensividade da energia [2, 14, 42].

Escrevemos as equacoes de movimento como

ézpz‘

N
pi = Z (6; — 6,) (3.18)

A equacgao 3.18 corresponde a um sistema de N péndulos acoplados. Além disso, para o sistema

¢é introduzida a seguinte quantidade
m; = (cosb;,sinb;) (3.19)

sendo (3.19) a definicdo do vetor magnetizacdo associado a cada particula. Desta maneira,

escrevemos o vetor magnetizacao total
1N )
M=+ D el = Ml = (M, My), (3.20)

representamos ¢ como o angulo do vetor magnetizacao. Com o auxilio do vetor magnetizagao,

podemos reescrever a for¢a dada pela equagao (3.17), como
pi = —eMsin (6; — ). (3.21)

A partir da equagao (3.21) constatamos que a interagao seré auto-consistente para cada particula
devido a presencga da quantidade de campo médio M, que tem dependéncia temporal implicita
devido & dependéncia imediata com as posicoes de todas as particulas. O vetor magnetizagao

sempre apontard para regiao de maiores aglomeradas de particulas.
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Escrevemos a energia média por particula da seguinte maneira

U =4 =5+ (1—-M?), (3.22)

N ™

sendo que o termo <p2> representa a média do quadrado do momento sobre todas as particulas.
Da equagao (3.22) usamos o modulo da quantidade M de campo médio como um pardmetro de
ordem para caracterizar as fases do sistema. Quando consideremos o caso repulsivo (e = —1),
corresponde a situagao fisica onde todas estarao uniformemente distribuidas no circulo, caso que
representa magnetizagao nula; no caso atrativo (e = 1), o estado fundamental corresponde a

situacao onde todas particulas estdo na mesma posi¢do, ocasionando uma magnetizagao alta.

Termodinamica e estatistica

Quando se refere as propriedades termodinimicas e estatisticas, o sistema cosHMF tem
resultados analiticos bem fundamentados, encontra-se na literatura a solucao ao ensemble mi-
crocanoénico, como ao canoénico [43]. Também ha trabalhos onde se obtém a forma da entropia
de Gibbs a partir de uma densidade de probabilidade f(p,#,t) definida no espago (p,@) [77].
Calcularemos a solugao para o ensemble canénico, porém, como seré de interesse posterior, in-
cluiremos ao termo cinético do Hamiltoniano (3.17) a contribui¢ao das massas de cada particula

i. Desta maneira, reescrevemos (3.17) como

N . N
H.osgmyr = 2;1. +ﬁ [1—008(91—%)].
i=1 v ij=i

Para encontrar solugao analitica para o equilibrio, utilizaremos a fun¢ao de particao canénica,

definida como

Z(B,N) = / exp(—BH)d p;d™ ;. (3.23)

Um caminho para a resolu¢ao da equagao (3.23) é separar a equacao em duas partes, uma
correspondente ao termo cinético e outra parte correspondente ao termo potencial, Z = Zg - Zy .

A solucao referente ao termo cinético é obtida diretamente, escrevemos

2mmy % 2mmo %
T —
" < E ) ( E ) ’

como estamos considerando um sistema com massas diferentes no termo cinético para o sistema
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cosHMF, definimos os termos mi e msy que representam as duas espécies de particulas, mais
massivas e menos massivas. Desta forma, o ntimero total de particulas sera a contribuicao da
soma das particulas com massas diferentes, como representado N = N + Ns. O proximo passo

para o calculo é a resolucao da parte configuracional do Hamiltoniano, dada por

Zy = exp <—B ;N ) J. (3.24)

Como podemos ver, a parte configuracional do modelo (3.24) é representada por um termo
exponencial que sai da integragao devido nao ter dependéncia espacial, além de apresentar o

termo que definimos como J, escrevemos

s ™ N
:/ / exp Z COS 9 —9 Hdau
—TT —T i=1

,5=1

reescrevemos a equagao acima utilizando a defini¢ao feita em (3.19), resultando em

™ s 66 N 2 N
:/_ﬂ.../_wexp N Zmi Hd&i. (3.25)
=1 =1
Para a integracao da equagao (3.25) utilizaremos a transformagao de Hubbard-Stratonovich

exp = / / exp y +/2ux - y) dy,

2
onde p = 56 ex?= <ZZ]\L1 mi) , sendo que y € R?. Entdo a equagdo (3.25) se torna

1 ™ ™ N (e o] o0 N
:W/ / Hd@i/ / exp(—y2+\/2u2mi-y>d
- “Ti=1 TeovTee i=1

Rearranjando as duas integrais acima, podemos fatorizar uma integragao sobre todas as coorde-
nadas espaciais das N particulas. Ademais, vamos considerar o reescalonamento y — y,/ 2%6 e

realizar a integracao, entao obtemos

B 7T2Be/ / eXP( {Qy& —In (2rlo(y ))D dy. (3.26)

Na equagao (3.26) y é o modulo do vetor y e Ij é fungao de Bessel modificada de ordem zero.

40



3.2. MODELO COSHMF 41

Portanto, para obter a forma final da fungao de partigao Z(3, N) devemos adicionar o resultado
de (3.26) em (3.24), realizando assim a parte configuracional e considerar as contribuigoes do
termo cinético. Para obter todas as informacoes termodinadmicas necessarias, calcularemos a

energia livre que é dada como

i 1

Considerando a fungao de partigao obtida pela definigdo (3.23) e utilizando o método de

LaPlace, obtemos a energia livre

1 2mm 2mm €
F(,B,N):w<a:11n 61—1—3;2111 52>—2

+lmax (—y2—|—1n(27r1 ( ))> (3.27)
B s 266 o\y 9 .

na equagao (3.27) representamos o termo x; = %, sendo ¢ = 1, 2. Portanto, é necessério encontrar
um valor de maximo para y (3.27). Como y > 0 temos trés possiveis pontos de maximo y = 0,
y=+400e 0 <y < oo, onde a derivada em relagao a y serd sempre nula. Nao consideraremos o
terceiro devido ao comportamento da funcao de Bessel no infinito. Desta forma, o caso em que
y = 0 ha o ponto onde encontramos o méximo de y. Dadas as condi¢oes de méximos, escrevemos

a condicao de consisténcia como

Y _ . (3.28)

Quando consideremos que €8 < 2 teremos a solu¢ao com magnetiza¢ao nula [43]. Quando
considerado €8 > 2 teremos valores nao nulos para a magnetizagdo dependendo do valor de y
[43].

A partir da equagao (3.28) podemos escrever uma equagao auto-consistente a magnetizagao

escrita como

I (3
M= D19 (3.29)

Io(y)
Consideramos gy como solugao da equagao (3.29). Para o caso repulsivo (¢ = —1) a expressao

da magnetizagao admite apenas valores de M = 0, o que garantird que o sistema alcancara o

estado homogéneo de equilibrio. Porém, quando analisamos o caso atrativo (e = 1), a equagao
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(3.29) admite solugao diferente da trivial, M # 0 [43]|. Além do mais, como pardmetro de ordem,

a magnetizagdo apresenta uma transi¢ao de fase de segunda ordem, relatamos a existéncia de

. _ 2 ) .

uma temperatura critica T, = 3.1 = <2’;n > = 1 e de acordo com (3.22) também existe uma
7

energia critica por particula U, = % [43], servindo como um indicador para os possiveis estados

do sistema: homogéneo de equilibrio (M = 0) e aglomerados, onde (0 < M < 1).

Analise do espaco cinético
Para uma melhor compreensao da dindmica, consideramos as seguintes situacoes

e Quando U > U, as particulas tém energia cinética para percorrer todo o circulo, caso
supercritico. Quando se parte de uma distribuicao uniforme a magnetizacao oscilara em

torno de zero, com o sistema permanecendo no estado homogéneo.

e Para energias U < U, denominamos o caso subcritico, onde observamos a formagao de

estados aglomerados no espaco cinético, devido a ressonancia com o modo coletivo de M.

Uma maneira que facilita o entendimento dos casos supercritico e subcritico é a analise da
equagao (3.21) que coincide com a equagao do péndulo (com amplitude determinada por M).

Escrevemos a energia individual de uma particula® como

2
i = 11— Meos (0 — ). (3.30)

2m;

Como o retrato de fase de um péndulo apresenta uma separatriz e dessa forma obtemos os valores

méaximo e minimo ao momento linear

P L 2ML +cos(0— )], (3.31)

NG

S

sendo esta a definicdo da separatriz ao sistema cosHMF. Assim, observamos que a largura da

separatriz® para o movimento de um péndulo (3.21) é escrita como 2v/M e sua energia repre-

SEsta definicio de energia se difere da defini¢io de energia média por particulas dada em (3.22), uma
vez que a soma de todas particulas por (3.30) ndo reproduz o mesmo resultado dado por (3.22).

6Quando desejamos observar a largura da separatriz e quando consideramos um sistema de massas
diferentes, podemos analisar a separatriz de duas maneiras, a primeira como esta representada na variavel
(3.31), ou p = £+/2m; M [1 + cos (0 — ¢)]. Quando analisamos a primeira varidvel, todas as particulas
terdo mesma largura de separatriz, quando analisamos a segunda teremos larguras diferentes para se-
paratriz, onde as particulas mais leves terao separatriz de menor largura. Outra maneira de analisar

a separatriz é considerando a velocidade, neste caso a variavel da separatriz terd duas formas, sendo
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sentada por Es = (1 + M). Desta maneira, a separatriz possibilitara dois tipos de trajetorias de

acordo com a energia individual e; de uma dada particula ¢, sdo as condigoes

e Para e¢; > FE, as particulas serao denominadas particulas de alta energia — PAFE, visitando

todo o circulo. O valor de p; nunca seré nulo e seu sinal é dado pelas condigoes iniciais;

e Para e; < FE; as particulas sao ditas como particulas de baiza energia — PBE, com seu
movimento confinado no interior da separatriz. O valor de p; sera nulo para dois valores
do angulo §;, sendo seu modulo limitado pela largura da separatriz |p;|/\/m; < 2v/M.
Desta maneira, observamos que trajetéria sera eliptica no espago de fase, além de simétrica

préximo de p; = 0.

Portanto, dentro do caso supercritico, quando consideramos PAE, e; > F, a largura da separatriz
sempre sera nula, com as particulas visitando todo os espacos do circulo.

Ja para o caso subcritico, observamos numericamente dois tipos de regides no retrato do
espago cinético — EC, onde uma PBE podera visitar. Uma primeira regiao que denominamos
regiao subcritica confinada — RSC, onde as particulas tendem a se concentrar em um aglomerado
com energia cinética finita. A outra regiao denominamos de regido subcritica de translacdo —
RST, para tal, é necessario que uma dada PBE tenha o valor da energia préoximo de U, obtendo
energia suficiente para permanecer fora do aglomerado de particulas, mas abaixo da linha que

determina a largura da separatriz.

3.2.2 Implementacao numérica do modelo cosHMF

Um ponto muito importante na analise deste trabalho é a implementacao de alguns métodos
numéricos. Sabemos que muitos problemas em ciéncia tém solugoes analiticas exatas, mas uma
grande gama de problemas apresentam certas dificuldades para a obtencao destas solucoes. Por-
tanto, os métodos numeéricos sao bastante titeis. Para a integragao numérica do sistema cosHMF,
utilizaremos um integrador simplético de segunda ordem, conhecido como leapfrog (ou pulo do
sapo). A utilizacdo de integradores simpléticos é util, pois sdo métodos capazes de preservar

quantidades candnicas de um sistema hamiltoniano, como a energia |78, 79].

a primeira v\/m; = £+/2M [1 + cos (§ — ¢)], desta maneira todas as particulas terdo a mesma largura
de separatriz, j4 a outra representacao da velocidade é escrita como v = i”W’ onde as

7

particulas mais leves terao a separatriz mais larga. Neste trabalho sempre consideraremos a variavel da

: —_p _ .
separatriz como u = T = U3 /m;.
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Quando consideramos um sistema hamiltoniano descrito por H (¢,p), o método leapfrog
consiste basicamente em uma atualizagao parcial da posigdo ¢ no passo de tempo, seguida de
uma completa atualiza¢do ao valor do momento p (ou velocidade) e novamente a atualizagao

parcial da posicao, podendo ser representando como

h
tepip = et g
h
Qk+1/2 = Gk + Pk
Pk+1 = Pt F (Qk+1/2’tk+1/2) h (3.32)
h
QGe+1 = Q+1/2 +pk+1§, (3.33)
h
byt = eyt 5

sendo h o passo de interacao, t o tempo e F' a forga.

Portanto, para implementar a integracao numeérica do modelo cosHMF é necesséario integrar
as equagoes de movimento (3.18) as IV particulas do sistema. Porém um fator muito importante é
a maneira como escolhemos as condigoes iniciais do sistema, pois como ja mencionamos, sistema
com interacao de longo alcance sao sensiveis a tais escolhas. Uma distribuicao inicial de particula
bem usual ao modelo cosHMF ¢ a conhecida distribui¢ao waterbag [52, 71|, onde definimos a

condicao inicial de posi¢ao e momento de acordo com a seguinte distribuigao

m, se —A0<0; <A0, [p| <Ap

f@,p,t=0) = (3.34)

0, se Ip| > Ap, A0 <6 < —Af

Ademais, uma vez definida a funcao de distribuicao, podemos calcular o valor inicial da magne-

tizagao, bem como o valor inicial da energia por particulas, que escrevemos como

[(1 — cos AB)? + (sin AQ)Q} s

M:
0 Af

(3.35)

A equacao (3.35) é obtida somando as componentes M, M,, que sao calculadas de maneira
continua como M, = [d@dpf (0, p,t)cos(d) e M, = [ dfdpf (6,p,t)sin(f) no instante ¢t = 0. Ja

a energia por particula H/N é dada como

H Ap (1-M3)
Nt (3.36)
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A partir da equagao (3.36) podemos definir o valor de Ap = v/6e — 3 |52, 71|. Apresentamos a

distribuigdo waterbag na figura 3.10.

2.0

1.5F

1.0f

0.5F

—-1.0}

—1.5}1

-2.0

Figura 3.10: Distribuicao inicial waterbag, sistema composto por N = 10000 particulas e
energia inicial U ~ 0.3. Nesta distribuicao foi escolhido um A@ préximo de 0. Devido a
esta distribui¢ao homogénea temos um alto valor de magnetizacao M = 0.98.

Por tanto, quando realizamos a integragao numérica do sistema cosHMF realizamos precisa-

mente os seguintes procedimentos
1. Inicializagao do sistema (condi¢do waterbag).

2. Atualizacao da posigdo, com meio passo no tempo para velocidade, isto implica 0(t) =

0o + 2.
3. Calcula-se a forga.
4. Atualiza-se 0 momento com um passo completo no tempo p(t) = py + F't.
5. Atualiza-se novamente a posi¢do, como no primeiro item (ver figura 3.11).
6. Executa-se medidas fisicas desejadas.

7. Retorna-se ao item 2 enquanto durar as interagoes da integragao numérica.
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Figura 3.11: Tlustragao método leapfrog para ao modelo cosHMF. Em azul destacamos os
meios passos dado a posicao de cada particula, em vermelho destacamos o passo completo
ao momento, que varia sob influéncia de uma forca de longo alcance.

Seguindo os passos acima, uma das vantagens da utilizagao do algoritmo é podermos constatar a
conservagao de energia. Portanto, para verificar a acuracia deste método de dindmica molecular,
utilizamos como pardmetro a conservagao de energia. Dessa forma, para medidas confidveis,
buscamos o menor erro numérico possivel. Apresentamos a evolugdo da energia pelo tempo no

apéndice A.2.2. Parte da implementacao do método numérico é vista no apéndice A.2.

3.2.3 Resultado numeéricos

Para uma melhor visualizagdo do EC, apresentamos a figura 3.12. Primeiramente expomos
um sistema de baixa energia U = 0.3 nos EQE, figura 3.12a. Nesta condigdo, a maioria das
particulas se aglomeraram formando a RSC e também observamos outra situacdo, particulas
situadas na RST, porém, nenhuma destas particulas podem ser caracterizadas PAE, pois como
é observado, nenhuma particula tem energia maior que a energia da separatriz (figura 3.12b).

Porém, nas figuras 3.12c e 3.12¢, além de observamos as RSC e RST, também verificamos
uma certa quantidade de particulas além da energia da separatriz (figuras 3.12d e 3.12f), ou seja,
sao particulas com alta energia, capazes de percorrer todo o circulo, sendo estas enquadradas no
caso supercritico. Nas figuras 3.12c e 3.12d o sistema tem energia U = (0.5, portanto observamos
que a maior parte das particulas transitam entre a RSC e RST, com as demais particulas além

da energia da separatriz. Ja nas figuras 3.12e e 3.12f, a energia do sistema é U = 0.69, onde
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observamos que as particulas tendem a se aglomerarem menos, com sua maioria além da energia
da separatriz.

Como sistemas de longo alcance sao altamente sensiveis as condigoes iniciais, a energia inicial
do sistema é diretamente relacionada ao modo como inicializamos o sistema. Quando escolhemos
uma distribui¢ao inicial espacialmente concentrada em torno de zero, isto implica numa alta
magnetizacao. Desta forma, observamos o sistema em duas fases distintas, a relaracdo violenta,
periodo onde todas particulas tém movimento desordenado, apresentando grandes variagoes no
modulo da magnetizacao. A outra fase do sistema sao os EQE, com dependéncia no valor de N
e que é caracterizada por um tempo longo de duracao, até o sistema atinja o equilibrio térmico.

Nos EQE o valor do modulo da magnetizacdo e outras grandezas dindmicas apresentam
poucas variagbes. Na figura 3.13 apresentamos a evolugao temporal do vetor magnetizagao,
observando as duas fases do sistema, RV e os EQE. Vale notar que na figura os valores da
magnetizacao sao diferentes devido as diferentes energias, como o vetor magnetizacdo aponta na
direcao da regiao com mais particulas aglomeradas, sistemas de menor energia tem maior médulo
da magnetizagdo, pois sao mais aglomerativos, como observamos na figura 3.13.

Outras medidas de grande relevincia ao sistema cosHMF serdo apresentadas no capitulo 5.
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Figura 3.12: Representacao do espaco cinético do sistema cosHMF no EQE e da energia
individual por particula pela posigdo. (a) e (b) sistema com energia U = 0.3. (c) e (d)
sistema com energia U = 0.5. (e) e (f) sistema com energia U = 0.69. Sistema composto
por N = 10000 particulas, magnetizacao inicial de M = 0.98 e um tempo total ¢t = 500.
As linhas em azul e preto representam a energia da separatriz.
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Figura 3.13: Representacao da magnetizacao pelo tempo. Observamos a relaxagao vio-
lenta no inicio do processo dinamico e o inicio dos EQE. Simulacao feita com N = 10000,
tempo total ¢ = 500 e magnetizagao inicial M = 0.98. Foram escolhidos sistemas com
energias U = 0.3, U = 0.5 e U = 0.69.
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Capitulo 4

Sistemas de curto e longo alcance

Nos capitulos precedentes estudamos algumas propriedades dos sistemas de curto alcance —
SCA e dos sistemas de longo alcance — SLA. Na figura 1.2 ilustramos algumas dessas diferengas.
Como observamos, os SCA possuem interagdo pontual, seguindo os padroes da mecénica esta-
tistica de Boltzmann, ou seja, os sistemas sempre estao em equilibrio térmico. Por outro lado,
os SLA se interagem por um campo de for¢a e ndao apresentam caracteristica dos SCA, com as
distribuictes de suas médias diferentes da distribuicdo de Maxwell-Boltzmann. Além doutras
questoes, como a nao-ergodicidade.

Como SCA e SLA apresentam uma enorme diferencga entre si, uma anélise interessante se faz
por intermédio de sistemas mistos, ou seja, sistemas com a presenca dos dois tipos de potenciais.
Tal proposta impoe uma indagagao, qual o potencial serda predominante dado a analise das distri-
buicbes? Isto quer dizer, por exemplo, tal sistema terd um estado de equilibrio termodindmico?
A vista disso, tal analise se faz interessante, pois possibilita uma série de comparacoes entre um
sistema misto, com os sistemas de curto e longo alcance.

Apesar de nao serem muito estudados, sistemas mistos ja datam algumas décadas, ao modelo
de Ising com interacdo de campo médio (Curie-Weiss), temos os trabalhos [80, 81, 82| que con-
sideram as interagoes entre os vizinhos mais préximos de cada spin, com a solugao do ensemble
canonico em [80]. A solu¢do microcandnica para esse sistema misto foi publicada mais recente-
mente em [57]. Em ambos os trabalhos citados ao modelo de Ising com termo de curto e longo
alcance, observamos as caracteristicas tipicas dos SLA, ou seja, ndo equivaléncia de ensembles,
calor especifico negativo, saltos de temperatura, quebra de ergodicidade e o surgimento dos EQE.

Ao modelo cosHMF alguns trabalhos ja estudaram a influéncia do termo de curto alcance ao
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sistema [14, 83, 84, 85|. Nas referéncias [83, 84] é adicionado um termo de curto ao alcance ao

Hamiltoniano do modelo cosHMF (3.17), sendo escrito como

N 4 N N
p; €
H = g E_Kg cos(0i+1—9i)+ﬁg [1—cos (0; —0;)],
i=1

i=1 i,j=i

com Oyi+1 = 601. O segundo termo na equagao acima é a parcela de curto alcance, com K
representando a constante de acoplamento de curto alcance. Quando K = 0 recupera-se o sistema,
cosHMF. Para tal modelo, o termo de curto alcance nao tem grande efeito significativo, pois sdo
detectadas as mesmas caracteristicas conhecidas dos SLA. Porém, um resultado interessante é
quando se considera a constante K < 0, onde se observa uma transicdo de fase de primeira
ordem.

Como o modelo cosHMF é um sistema dindmico, a andlise da formagao de caos também é
objeto de pesquisa por intermédio dos expoentes de Lyapunov [86]. No trabalho [87] os autores
apresentam um sistema alternativo ao cosHMF, com a presenca dos dois potenciais em um
sistema 2D, com o intuito de estudar a formacao de caos e a relaxacao para o equilibrio, esse

interessante sistema tem sua descricao dada pelo Hamiltoniano

N
H= H9+H¢+eZcos(9i — &),
i=1
o termo de curto alcance é a tltima parcela da equagao apresentada, com e sendo o parametro

de acoplamento e quando seu valor é zero, recuperamos o modelo cosHMF bidimensional. Os

termos correspondentes ao modelo cosHMF 2D sao dados por

2

N
P, N
NS s RS )
=1
N 2
v, N
Hy = Z;Z+2(1*M§)-

@
I
=

Sendo a coordenada generalizada q; = 0;,¢; e M, = (cosa), com « € {0,¢}. Neste modelo
também fica evidente as caracteristicas dos SLA. Com a anélise dos coeficientes de Lyapunov, o
trabalho propoe que sistemas menos cadticos favorece a relaxagao dos EQE ao equilibrio termo-
dindmico.

Ha também modelos que estudam o caso inverso, a anilise de um sistema tipicamente de
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curto alcance, porém modificado por um termo de longo alcance atrativo ou repulsivo [88, 89).
Nestes trabalhos é estudado o resfriamento de gases granulares e com a adigdo do termo de
longo alcance é estudada a formagao de aglomerados. Quando se tem o caso atrativo, o sistema
tende a formar véarias regides de aglomeracao, para o caso repulsivo essas regides tém poucas
evidéncias. Outra analise muito interessante é a evolucao da curtose das velocidades, que para o
sistema misto apresenta valor diferente de 3, indicando que tais sistemas nao estao em equilibrio
termodindmico. Em ambos os trabalhos é utilizado o método event driven padrao & dinamica
molecular.

A vista dos paragrafos acima, esta tese tem como interesse primordial a proposicdo de um
sistema misto. Portanto, a ideia bésica consiste na imposi¢do de colisdes ao famigerado sistema
cosHMF. Isto é proposto pelo seguinte argumento, sao os efeitos colisionais que levam os SCA
a um estado de equilibrio termodindmico de acordo com a teoria desenvolvida por Boltzmann.
Uma vez visto que sistemas mistos tendem a se comportarem como SLA, lancamos uma simples
pergunta: colisoes, podem elas mudar o nao-equilibrio termodindmico de um sistema de longo
alcance?

Além da pergunta anterior, outros aspectos dos SLA também sdo interessantes a serem
estudado, como a questao da difus@o anomala e a quebra de ergodicidade. Dessa forma, qual o
potencial ird se prevalecer sobre o outro? Portanto, para responder a pergunta base dessa tese,
foi necessario a criacdo de um novo método computacional, capaz de calcular a dindmica de longo
alcance combinado a dindmica de colisdo. Apresentamos a seguir o modelo que denominamos de

sistema cosHMF colisional.
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4.1 Modelo cosHMF colisional

Considerando que no inicio do processo dinamico as particulas estejam ordenadas na seguinte

configuragao
01 <0y <--- <0y, (4.1)

sabemos que para o potencial de colisao este ordenamento é preservado pela dindmica de colisao.
No método padrao de event driven calculamos os préximos tempos de colisao par a par, encontra-
se 0 menor tempo de colisao entre os pares e todas particulas sao evoluidas nesse tempo, em
seguida se aplica a dindmica de colisao a um par de particulast e j =1¢ + 1.

Evidentemente, para o modelo cosHMF nao é possivel acompanhar de maneira precisa o
movimento de uma particula, o que torna impossivel a implementagao de colisao para o modelo.
Portanto, para construir o modelo cosHMF colisional, usaremos a simples consideragao que para
um passo de tempo h suficientemente pequeno, as particulas que eventualmente colidirao estao
consideravelmente prozimas uma das outras, de forma que a forga percebida por cada uma, devido
a0 potencial cosseno serd a mesma com um pequeno erro proporcional ao passo de tempo h.

A posicao de uma particula ¢ no modelo cosHMF pode ser escrita como

E; (6; (1)) 2

0;(t) = 609 +0t4 = (4.2)

m;
sendo (9? e U? a posicao e velocidade inicial da particula 7. A aceleracao de uma dada particula
(0 2
escrita como a; () = EZ(%& O termo Ej; (0; (t)) representa o campo médio percebido por uma

particula, dado por

€

E; (0; (t)) N

(M, sin6; (t) — M, cosb; (t)) . (4.3)

Com M, e M, a defini¢do da magnetizacao (3.20). Desta forma, quando consideramos a condicao
para que uma, colisao ocorra 6; = 6,41, vemos que a diferenca do termo de campo médio ao par ¢
e i+ 1 serd nulo, de forma que esta aproximagdo nos permite escreve o tempo de colisdo ao par

de particulas i e ¢ + 1 como

tiiy1 = ——5 (4.4)
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onde definimos que 6? ;= 09 — 0? e v) ;= v? — v? a velocidade relativa das particulas, sendo

v; = pi/m;. Dada a construcao fisica do problema, passamos a implementag¢ao numérica.

4.2 Método numérico ao modelo cosHMF colisional

A implementacao do sistema que aqui propomos consiste basicamente na utilizacao de dois
métodos numéricos que ja citamos neste trabalho, o leapfrog e o event driven otimizado. Basi-
camente, alteraremos o método leapfrog, implementando a dindmica de colisao em um de seus

estagios de integracao. Ilustramos nossa aproximacao ao método leapfrog nos seguintes passos
Lowi (t+ h/2) =i (t) + E; (0 (1)) h/2mi,
2. 0;(t+h)=0;(t)+ [vi(t+h/2)]h,
3. vi(t+h)=v (t+h/2)+ E;(0(t+h))h/2m,.

As colisdes ocorrerao no intervalo de tempo (¢,t + h), sendo implementadas na subdivisao do

passo ntmero (2), a dinAmica de colisao é esquematizada da seguinte forma

(i) Calcular o tempo de colis@o entre os pares e realizar triagem do menor tempo de colisdo

(i, + 1),

(ii) Evoluir todas as particulas no tempo t; ;11 com movimento livre! e aplicar dinamica de

colisao ao par (i,i + 1),
(iii) Atualizar o array que armazena os tempos de colisdo para novas posigoes,
(iv) Repeticao dos passos (i) ao (iii) enquanto houver colisdes no intervalo de tempo (t,t+ h).

Também ressaltamos que depois do passo 3 é necessario fazer o ordenamento das particulas
com objetivo de manter a ordem inicial. Apresentamos a figura 4.1 como forma pictérica do
novo método numérico proposto. Quando trabalhamos com sistema de dinamica exata (event
driven), o ordenamento das particulas ¢ mantido, porém, em nosso caso devido a pequenos erros
numéricos (leapfrog), esse ordenamento pode nao ser preservado, desta forma a cada colisao
reordenamos as posigoes das particulas com algoritmo de esfor¢go computacional proporcional a

N. A vista disso, o ordenamento inicial apresentado pela equacao (4.1) é mantido.

! Consideramos que as particulas terdo movimento retilineo uniforme, pois o passo h é suficientemente
pequeno de maneira que o termo quadratico no tempo da equagdo (4.2) ndo tera contribuicao significativa.
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E importante ressaltar que no calculo dos tempos de colisdo, serao considerados apenas os
pequenos tempos de colisdo, considerando que cada colisdo o array dos tempos de colisao é
atualizado, o erro induzido do sistema se mantém pequeno, sendo uma ordem menor que o erro
associado ao método de integracdo. Outra ressalva importante é a consideragao do método event
driven otimizado. Antes de iniciar a dindmica de colisdao o programa calcula todos os tempos
de colisdo entre os pares, uma vez o que o programa entra no passo (2) do método, como a
velocidade é constante nesse passo, a cada colisdo entre o par (i,i + 1) em vez de recalcularmos
todos os tempos de colisdo entre os pares, atualizamos somente os tempos para os pares (i —1,1),
(i,i+ 1) e (i + 1,7 + 2), substituindo-os no array designado aos tempos de colisao e evitando
maiores esforgos computacional.

Apresentamos no apéndice A.3 o desenvolvimento de todo o co6digo numérico e também
mostramos a conservagdo que energia, que serve como paradmetro de bom funcionamento do

programa, visto que o sistema é conservativo.
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Esquematizacao do algoritimo implementado para o calculo do sistema
cosHMF colisional para particulas de massas diferentes, em azul particula mais leve, em
vermelha particula mais pesada. Nas figuras (a) temos a presenca da forga de longo al-
cance. Nas figuras (b), (c) e (d) temos a presenca da for¢a de curto alcance e da dinamica,
colisonal. Apos se retorna ao item (a) para realizar uma observa¢ao completa no tempo.
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Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos com o novo método numérico proposto
por nos no capitulo 4. As diferengas entre os SCA e SLA ja foram bem estabelecidas nesta
tese. Também mostramos que sistemas mistos ja foram estudados, com resultados semelhantes
aos resultados oriundos dos SLA. A vista disso, mostraremos aqui os resultados obtidos para o
sistema misto cosHMF colisional. Alguns dos resultados apresentados nesta tese sdo encontrados
na referéncia [91].

Nos resultados que apresentaremos neste capitulo consideraremos sempre sistemas com mas-
sas diferentes. Tal escolha é baseada no fato de trabalharmos com um sistema unidimensional,
onde colisoes entre particulas de mesmas massas trocam apenas os moédulos de suas velocidades,
nao sendo capazes de randomizar a distribuicao de velocidades do sistema durante o periodo da
dinAmica. Portanto, a analise de sistemas com particulas de mesmas massas nao é 1util, pois
desejamos observar efeitos causados pela variacao de velocidade a cada evento colisional.

Um sistema com particulas de massas diferentes também ja foi estudado para o modelo
cosHMF em [90], apresentando o interessante fendomeno de segregagao de massas. Apresentare-
mos a anélise do espaco cinético ao sistema cosHMF, na tentativa de observar o fenémeno de
segregacao de massas e também a andlise do espago cinético ao sistema cosHMF colisional, com
intuito de observar o efeito de colisdes quando tracado! u = vy/m e §. Ademais, mostraremos a
comparacao do pardmetro de ordem magnetizacao entre os dois sistemas, observando as possiveis
diferencas, pois o mesmo serve com indicador de formagcao de aglomerados.

A pergunta que motiva esta tese foi apresentada no capitulo 4 e vamos repeti-la: colisdes

1O termo u ndo se relaciona com a energia média por particulas U.
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podem mudar o nao-equilibrio termodindmico de um sistema de longo alcance? Para apresentar
tal resposta, utilizaremos a analise dos momentos estatisticos e por intermédio da curtoses,
analisamos a termalizagao do sistema misto proposto. Escolhemos a curtoses como pardmetro de
verificagao, pois se seu valor for 3 isso é um indicativo de uma distribuicao gaussiana, portanto,
sistemas que apresentam tal valor, sdo sistemas considerados em equilibrio termodinadmico.
Para medir a correlacao entre as velocidades das particulas, lembramos que de acordo com o
teorema do limite central, a distribui¢ao de uma soma de n variéveis aleatérias independentes x;,
xX®) — >, x; converge para uma distribui¢do gaussiana quando consideramos o limite n — oco.
Desta forma, verificamos o desvio de uma variavel aleatoria X (™ pelo calculo da curtoses, que

definimos como

n n 4
o (X( )_4<X( )>) | (5.1

O x )

sendo simplesmente o quarto momento estatistico sobre o quadrado do segundo momento esta-
tistico, a variancia.

Uma maneira interessante de analisar os resultados obtidos com o novo método numérico
é por intermédio de comparagoes com os sistemas ja conhecidos, cosHMF e sistema colisional.
Referente as medidas estatisticas, apresentaremos os resultados em duas segbes, uma segao para
medidas de uma tinica particula teste e outra segao para o conjunto de particulas, com resultados
aos trés sistemas estudados. A anélise do conjunto de particulas e de uma tnica particula teste
se faz interessante, pois nos ajuda a compreende algumas questoes importantes da mecénica
estatistica como a ergodicidade, que para ser verificada, devemos obter os mesmos valores médios
quando comparamos particula teste e o conjunto de particulas.

Desta forma, passamos agora aos resultados na expectativa de descobrir o caminho para o
equilibrio termodindmico do sistema cosHMF colisional e qual o potencial ird se prevalecer sobre

o outro (curto ou longo alcance) no sistema cosHMF colisional.
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5.1 Medidas sobre o conjunto de particulas

Comegaremos expor os resultados pelas medidas realizadas ao conjunto de particulas que
serao apresentadas em duas subsecoes, primeiramente analisaremos o espago cinético e suas
regides de aglomeracao, em seguida analisaremos a questao da termalizacao por intermédio dos

resultados numeéricos da curtoses.

5.1.1 Espaco cinético e magnetizagao

Uma anélise interessante a ser feita é o célculo do espago cinético, como apresentado no
capitulo 3. Analisaremos o espaco cinético de maneira similar as das figuras contidas em 3.12.
Portanto, faremos a anélise para sistemas com trés valores de energia U = 0.3 e U = 0.69,
comecando com a configuragao de baixa energia indo até a energia de transicao da distribuigao
waterbag U = 0.69 [52]. Nas ilustragoes que apresentaremos as particulas em vermelho sao

menos massivas com m = 1 e as particulas em azul as mais massivas com m = 5.

Energia 0.3

A primeira anélise que apresentaremos é a simulagao dso sistema cosHMF e cosHMF colisional
para baixa energia U = 0.3 e massas diferentes, sendo vista na figura 5.1. Como visto na
figura 5.1a a presenga de particulas mais massivas leva ao efeito de segregacao de massas, como
observamos as particulas em azul tendem a formar aglomerado entre si, em regiao diferente
das particulas menos massivas. A distribuicdo de particulas no espacgo cinético é similar ao
encontrado na figura 3.12, exceto pelo fendmeno de segregacao de massa. Observamos que a
maioria das particulas tendem a permanecer na RSC, com poucas particulas visitando a RST.
Também se observa que as particulas mais massivas tendem a permanecerem na RSC, sendo em
suas totalidades PBE de acordo com a figura 5.1b, onde vemos a maioria das particulas com
energia inferior U = 0.5.

Uma primeira comparagao é exibida pelas figuras 5.1c e 5.1d. Apresentamos a analise do
espago cinético ao modelo cosHMF colisional, seguindo as mesmas configuragoes iniciais do sis-
tema cosHMF. Na figura 5.1c¢ observamos grande diferenca em relagao a figura 5.1a. Um primeiro
aspecto observado devido ao efeito de colisao é o surgimento de particulas além da energia da
separatriz, fato nao observado no caso convencional. Outro aspecto interessante é a mudanca no

formato da regidao de aglomeragdo, onde percebemos que o efeito colisional destréi o fenémeno
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de segregacao de massas. Como observamos na figura 5.1d algumas particulas superam a energia
da separatriz, porém grande parte das particulas restam na RSC, ou seja, em aglomerado. J4 as
particulas que visitam a RST (regido mais proxima do limite da separatriz) sdo vistas em menor
quantidade quando comparadas com a figura 5.1b, fato que nos induz a dizer que o sistema

cosHMF colisional é mais aglomerativo.

Figura 5.1: Representacao do espago cinético e da energia individual de cada particula
pela posicao dos modelos cosHMF e cosHMF colisional para energia U = 0.3. (a) e
(b) sistema cosHMF. (c) e (d) sistema cosHMF colisional. Simulagdo com N = 2000
particulas, sendo 200 particulas de massa m = 5, tempo de simulacao t = 500.
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Energia 0.69

A ltima anélise referente ao espago cinético é para sistema com energia U = 0.69. Com o
sistema mais energético grande parte das particulas tendem a visitar todo o circulo, como visto

na figura 5.2.

-2.0 : . — - : 0.0 1+ '
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 =2 -1

6 A

Figura 5.2: Representagao do espago cinético e da energia individual de cada particula
pela posi¢ao dos modelos cosHMF e cosHMF colisional para energia U = 0.69. (a) e
(b) sistema cosHMF. (c) e (d) sistema cosHMF colisional. Simula¢ao com N = 2000
particulas, sendo 200 particulas de massa m = 5, tempo de simulagao ¢t = 500.

Na figura 5.2a observamos diferencas em relacao as figuras 5.1a e ??7. Com o sistema mais
energético grande parte das particulas visitam a regiao além da separatriz, mostrando que a
regiao de aglomeragao é reduzida e a RST mais visitada. Também é observado que as particulas
mais massivas também tendem a visitar a regiao além da separatriz e RST, como visto na figura

5.2b.
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A comparacgao com o sistema cosHMF colisional é visto nas figuras 5.2c e 5.2d. Como nos
sistemas precedentes, o retrato de fase ao sistema cosHMF colisional visto na figura 5.2¢ se dife-
rencia do espago de fase do modelo cosHMF| figura 5.2a. Observamos novamente a deformagao
da regiao de aglomeragao das particulas quando comparada a figura 5.2a. De acordo com a
figura 5.2d observamos menor quantidade de particulas além da energia da separatriz e uma

maior formagao de aglomerado quando comparada com a figura 5.2b.

Regioes de aglomerados e magnetizagao

Como ja discutido neste texto, o vetor magnetizacao é utilizado como um pardmetro de
ordem, onde observamos uma transicao de fase em segunda ordem. Além disso, o vetor magneti-
zagao é um indicativo de formagao de aglomerados no espago cinético, desta forma, sempre tem
a sua fase apontando a regiao de maior aglomeracao de particulas. Como observado nas figuras
5.1c, 77 e 5.2¢, o sistema cosHMF colisional apresenta desmanche na regido de aglomerados
quebrando o efeito de segregacao de massas, o que no induz a concluir que podemos observar
mudancas no vetor magnetizacdo em comparacao ao sistema cosHMF. A vista disso, apresen-
tamos o célculo da evolugao temporal do vetor magnetizagao aos sistemas cosHMF e cosHMF
colisional na figura 5.3.

Observamos nas figuras 5.3a, 5.3b e 5.3c duas medidas para magnetizacdo, referentes ao
sistema cosHMF e cosHMF colisional. Como visto nas figuras, o médulo do vetor magnetizacgao
para o caso colisional (vermelho) apresenta maior valor numérico que o caso sem colisdo (azul),
fato que nos permite concluir que o efeito colisional induz as particulas a permanecerem em uma
regiao de aglomeragao.

Destarte, concluimos que quando analisamos o caso sem colisao todas as particulas tém o
caminho médio livre sem colisbes, o que permite as particulas de circularem mais regioes do anel.
Ja no caso colisional, cada particula tem seu caminho médio livre interrompido por colisoes,
efeito que mudaré a direcdo de velocidade das particulas a cada evento colisional, fazendo com
que as particulas tendam a permanecerem confinadas entre suas vizinhas & esquerda e a direita
na mesma regido de aglomeragao no espaco cinético, efeito caracteristico dos SCA.

Ademais, ressaltamos que o comportamento cinético em ambos os casos sdo similares. Refe-
rente ao sistema cosHMF observamos o curto periodo de relaxacao violenta e em seguida os EQE.
Em respeito ao sistema cosHMF colisional, observamos o periodo de RV, porém, é necessérios

medidas fisicas, como as médias sobre a velocidades para dizer se o sistema esta nos EQE, o que
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Figura 5.3: Representacao do vetor magnetizagao verus o tempo. (a) Sistema de energia
U =0.3. (b): Sistema de energia U = 0.5. (c): Sistema com energia U = 0.69. Simulagdes
realizadas com N = 2000 particulas, sendo 200 particulas com massa m = 5, tempo total
de simulacao ¢ = 500.

serd analisado na préxima segao. Ressaltamos que em todas as simulagoes apresentadas obser-
vamos a conservagao de energia, o que nos permite assegura o bom funcionamento do método

proposto, podendo ser vista no apéndice A.3.2.
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5.1.2 Termalizacao

Vimos na segao precedente a mudanca do espaco cinético do sistema cosHMF colisional,
sendo este um primeiro resultado importante obtido com o novo método numérico proposto neste
trabalho. Porém, o nosso desejo agora é o estudo da termalizacao do sistema. Para averiguar a
termalizagao utilizaremos como parametro a curtoses, pois uma vez obtida curtoses de valor 3,
esperamos que o sistema esta em equilibrio térmico.

Desejando obter melhor compreensao do efeito de colisdes no sistema cosHMF colisional,
faremos a comparacdo com as curtoses referentes aos sistemas colisional e cosHMF. Analisamos
a termalizagdo em seis casos diferentes. Primeiramente consideraremos sistemas com particulas
de mesma massa, para averiguar que o sistema colisional muda sua distribuicao de velocidades,
nao sendo um caso interessante ao modelo cosHMF. Em seguida apresentaremos um sistema
contendo tinica particula pesada de massa m = 5. Apds apresentaremos sistemas compostos por
1%, 10%, 25% e 50% de particulas pesadas sobre um total de N = 3000 particulas.

A analise para porcentagens diferentes é interessante, pois como trabalhamos em um sistema
unidimensional, as colisoes de particulas de mesma massa nao surtem efeito randomizador. Desta
forma, desejamos analisar o sistema variando o namero de particulas mais massivas, na tentativa
de observar o efeito de massa no sistema unidimensional. Aos casos com 1% e 10% de particulas
mais massivas, apresentaremos as médias referentes as particulas leves e pesadas, sendo uma
maneira de comparar os resultados das duas espécies de particulas com os resultados do conjunto
total.

Outro aspecto importante é a consideragdo de diferentes valores de energia aos sistemas
simulados, desta forma temos uma abrangéncia de resultados. Apresentaremos resultados para
dois valores especificos de energia, sendo U = 0.69 e U = 1.5, regime de baixa e alta energia,
respectivamente. Devemos ressaltar que a escolha de dois valores de energia nos garante apenas
ver as diferengas de distribuigoes entre o sistema cosHMF e o sistema cosHMF colisional, portanto
nao podemos afirmar que para os dois niveis de energia teremos resultados equivalentes, por
exemplo, as temperaturas para cada sistema serao diferentes, pois por se tratar de um sistema
com duas espécies de massa, o valor médio da energia cinética de cada espécie seré diferente. Os
resultados referentes a termalizacao serao feitos da seguinte forma, analise de sistemas a partir

da quantidade de particulas mais massivas, sempre para dois valores de energia.
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Sistemas de particulas de massas iguais

A principal motivagao & anélise de sistemas com massas iguais se da por uma simples razao,
sistemas colisionais unidimensionais néo sao termalizaveis. A vista disso, pensamos que o sistema
cosHMF colisional nao sentira os efeitos colisionais quando considerado situacao apenas com uma
espécie de particula (leves). Analisaremos os sistemas colisional, cosHMF e cosHMF colisional

para dois niveis de energia, U = 0.69 e U = 1.5.
e U = 0.69

A primeira anéalise é dada pela figura 5.4.
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Figura 5.4: Curtoses pelo tempo aos sistemas (a) colisional, (b) cosHMF e cosHMF
colisional. Energia U = 0.69, N = 3000 particulas com massas iguais. Tempo total de
simulacao t = 1 x 10%.

Como observamos na figura 5.4a, o resultado da curtoses para o sistema colisional é constante,
confirmando a hipotese que sistema colisional unidimensional com particulas de mesma massa nao
se encontra no equilibrio termodinamico. O resultado referente aos sistemas cosHMF e cosHMF
colisional é visto na figura 5.4b, seguindo as caracteristicas padroes dos SLA, um periodo de RV
seguido pelos EQE. O resultado referente ao sistema cosHMF colisional é basicamente o mesmo
resultado do sistema cosHMF, exceto pelo erro numérico. Com isso confirmamos a necessidade
de incluir massas diferentes aos sistemas analisados, pois como visto, a distribuicdo do sistema

colisional é constante e nao surte efeito no sistema proposto neste trabalho.
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e U=1.5

Para confirmar os resultados e interpretagoes obtidas pela figura 5.4 apresentamos os mesmos

resultados para sistemas mais energéticos U = 1.5
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Figura 5.5:  Curtoses pelo tempo aos sistemas (a) colisional, (b) cosHMF e cosHMF
colisional. Emergia U = 1.5, N = 3000 particulas com massas iguais. Tempo total de
simulacdo t = 1 x 10%.

Os resultados apresentados pela figura 5.5 confirmam a necessidade da insercao de particulas
com massas diferentes. Como observamos, o sistema colisional mantém sua distribuigdo cons-
tante. Ja os sistemas cosHMF e cosHMF colisional tém resultados similares, provando nao haver

efeitos colisionais. Desta forma seguiremos & analise com particulas mais massivas.
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Sistemas de tinica particula com massa m =5

A analise da termalizacio de sistemas compostos por uma tnica particula massiva, apre-
sentamos os resultados das curtoses dos sistemas colisional, cosHMF e cosHMF colisional. Em
cada grafico apresentado faremos a comparagao com o sistema com particulas de massas iguais.
Os resultados para sistemas de energia U = 0.69 sdo encontrados na figura 5.6 e referente aos

sistemas de energia U = 1.5 na figura 5.7.
e U =0.69

O primeiro resultado que analisamos ¢é a figura 5.6a, onde observamos que o sistema colisional
nao estd em equilibrio térmico. Porém, apresentamos o comparativo com o sistema de massas
iguais e observamos mudanga considerével quando inserimos uma particula mais massiva. Sis-
temas colisionais com mais dimensoes entram em equilibrio térmico devido aos seus choques de
quina, independentemente de suas massas. Portanto, para este toy model unidimensional o efeito
de massas diferentes é importante, como visto na figura 5.6a.

Na figura 5.6b o resultado para o sistema cosHMF. Como observamos, o resultado é ca-
racteristico dos SLA, apresentando inicialmente o periodo de RV seguido pelos EQE, ou seja, o
sistema nao se apresenta no equilibrio termodin&amico, pois na figura a linha azul que representa a
curtoses nao tem valor 3 caracteristicos dos sistemas em equilibrio térmico. Porém, constatamos
pequena mudanca na curtoses quando comparada ao sistema de massas iguais, mostrando que
ao sistema cosHMF a insercdo de massas tem pouca influéncia na distribui¢do de velocidades,
diferentemente do caso puramente colisional.

Na figura 5.6¢ temos o primeiro resultado referente a termalizacao do sistema cosHMF coli-
sional com tnica massa diferente. Observamos uma mudanca dréstica em comparacao a figura
5.4. Portanto, concluimos que sim, colisoes alteram o caminho para o equilibrio de um sistema
tipicamente de longo alcance. Como visto na figura o valor da curtoses transita na regiao de
3 apos o periodo de RV, fato que nos induz a dizer que para estas configuragoes o sistema se

encontra em equilibrio termodindmico ou préximo dele.
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Figura 5.6: Curtoses pelo tempo aos sistemas (a) colisional, (b) cosHMF e (c¢) cosHMF
colisional. Energia U = 0.69, N = 3000 particulas com tnica particula de massa m = 5.
Tempo total de simulacao t = 1 x 10%.

A andlise da figura 5.6¢c proporciona uma observagao curiosa, o sistema cosHMF colisional
se apresenta mais suscetivel a termalizacao do que os outros dois sistemas. Mesmo o sistema
colisional que é puramente de curto alcance, mas por ser unidimensional nao alcanca o estado
de equilibrio termodin&mico, desta forma uma primeira hipétese que podemos propor é que a
termalizagao do sistema cosHMF colisional dependeré das contribuigoes de curto e longo alcance.
Porém, para um melhor entendimento é necessario avaliar outros regimes energéticos, para tentar

observar os mesmos resultados.
e U=1.5

Outra analise pertinente é o estudo de um sistema mais energético, aqui apresentaremos

resultados referentes aos trés sistemas estudados, com valor de energia U = 1.5. Sabemos que
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para o modelo cosHMF' nesta configuracao energética as particulas tendem a circularem todo o
circulo estando cada vez menos correlacionadas, fato que dificulta mais ainda o sistema de atingir
o equilibrio termodindmico. No modelo colisional para energia U = 0.69 esperamos o mesmo
comportamento. Mas como serd o comportamento do sistema cosHMF colisional? A resposta é
vista na figura 5.7.

Na figura 5.7a observamos comportamento similar ao encontrado na figura 5.6a, com o sistema
permanecendo em um estado de nao equilibrio termodinamico, mostrando mais uma vez que o
efeito de tnica massa no sistema colisional unidimensional nao é capaz de provocar a termalizagao,
mas altera a distribuicao quando comparado ao sistema de mesma massa. Porém, no sistema
cosHMF, observamos pela figura 5.7b uma diferenca do comportamento da curtoses em respeito
a figura 5.6b. O sistema cosHMF quando mais energético apresenta menor valor de curtoses,
além de se mostrar menos sensivel ao efeito de massa, pois observamos na figura comportamento
similar com o sistema de massas iguais.

Referente a figura 5.7c o resultado se mostra mais uma vez interessante e diferente, tanto em
relagdo ao sistema cosHMF, como em relacdo a figura 5.6c. A primeira conclusdo que obtemos
é a confirmagao que colisoes alteram a distribuicao de velocidades das particulas de um sistema
tipicamente de longo alcance, como no caso de energia U = 0.69. Outra conclusao que podemos
inferir do resultado é que o valor da distribuicdo de velocidades do sistema cosHMF colisional
é variavel de acordo com a energia do sistema. Por exemplo, na figura 5.6¢ o valor da curtoses
sugere um sistema possivelmente termalizado, no presente resultado o valor se difere de 3, com
sistema fora do equilibrio térmico.

Até o presente momento sabemos que colisdes em sistema de longo alcance tém influéncia
na distribuicao de velocidades do sistema quando acrescido particula com massa diferente. No
entanto, ainda nao podemos afirmar em que nivel as colisdes exercem influéncia no valor da dis-
tribuicao, mesmo observando que a mudanca de distribuicao do sistema colisional proporcionou
grande mudanga no sistema cosHMF colisional. Como vimos, nos resultados para ambos niveis
de energia o sistema cosHMF e cosHMF colisional se diferem, mas o sistema puramente colisional
apresenta mesmo comportamento. A vista disso, é interessante analisar um sistema com mais
massas diferentes na tentativa de observar se as distribui¢es dos sistemas colisional e cosHMF

colisional serao diferentes devido ao acréscimo de particulas mais massivas.
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Figura 5.7: Curtoses pelo tempo aos sistemas (a) colisional, (b) cosHMF e (c¢) cosHMF
colisional. Energia U = 1.5, N = 3000 particulas com tnica particula de massa m = 5.
Tempo total de simulacao t = 1 x 10%.
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Sistemas com 1% de particulas com massa m =5

A ideia de aumentar a quantidade de particulas mais massivas esti relacionada com a di-
namica de colisao unidimensional. Com o acréscimo de particulas mais pesadas esperamos mu-
dancas na distribuicao de velocidades do sistema colisional e com isso analisar como as possiveis
alteracoes do sistema cosHMF colisional se correlacionam com o sistema tipicamente de curto al-
cance. Nesta parte do trabalho apresentaremos medidas de curtoses para o conjunto de particulas

e ao subconjuntos de particulas leves e pesadas.
e U =0.69

Apresentamos os resultados referentes aos sistemas colisional, cosHMF e cosHMF' colisional
em trés figuras distintas. Comecaremos nossa anélise pelo sistema colisional apresentado na
figura 5.8 e posteriormente os dois sistemas restantes.

O resultado apresentado pela figura 5.8a nao apresenta grandes diferencas em relagao ao
resultado ja obtido na figura 5.6a, mas vale ressaltar que o acréscimo de particulas pesadas
proporciona pequena mudanga no periodo inicial de dindmica, apresentando variagao abrupta e
depois se estabilizando. Mais uma vez o sistema com massas diferentes apresenta variacao em
relacdo ao sistema homogéneo. Referente a analise dos subconjuntos de particulas, na figura
5.8b o resultado da distribuicao das particulas leves apresenta grandes variacoes até a metade
do periodo da dinamica, depois se estabiliza. O mesmo comportamento é observado para o
subconjunto das particulas pesadas, visto na figura 5.8c. Porém, o interessante é observar a
diferenga entre a distribuicdo do conjunto e seus subconjuntos de particulas, que apesar da

diferente evolucao apresentam seus valores finais na mesma regiao.
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Figura 5.8: Representacao da curtoses pelo tempo para o sistema colisional. (a) conjunto
de particulas, (b) subconjunto de particulas leves e (c¢) subconjunto de particulas pesadas.
Simulagao realizada para N = 3000 particulas sendo 30 com massa m = 5. Energia do
sistema U = 0.69 e tempo total de simulacao t = 1 x 10%.

Ao modelo cosHMF o resultado apresentado pela figura 5.9a nao mostra diferencas em re-
lacao a figura 5.6b, com mesmo comportamento de curtoses. Para esta configuracao de sistema
percebemos que o efeito de massas diferentes nao surte grande efeito na distribuicao final de velo-
cidades para o modelo cosHMF'. Por outro lado, o comportamento dos subconjuntos de particulas
leves e pesadas, figuras 5.9b e 5.9c sao complementes distintos entre si e em relagdo ao conjunto
total de particulas. Porém, ambas distribui¢gbes apresentam valores acima de 3, fora de um es-
tado de equilibrio termodinamico. E conhecido que os valores das distribuicdes de velocidades
dos SLA variam com N, portanto, mesmo o sistema com 3000 particulas terd comportamento
similar com o decorrer do tempo. Quanto maior o nimero N de particulas, maior seré a duragao

dos EQE no modelo cosHMF, com sua distribui¢cao de velocidades diferente de 3.
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Figura 5.9: Representagao da curtoses pelo tempo para o sistema cosHMF. (a) conjunto
de particulas, (b) subconjunto de particulas leves e (c¢) subconjunto de particulas pesadas.
Simulagao realizada para N = 3000 particulas sendo 30 com massa m = 5. Energia do
sistema U = 0.69 e tempo total de simulacao t = 1 x 10%.

O resultado do modelo cosHMF colisional é visto na figura 5.10a, sem grandes diferengas
quando comparado com a figura 5.6c, exceto por uma pequena mudanca na curva no inicio da
dindmica, fato que podemos supor ter relacdo com o acréscimo de particulas pesadas, como visto
na figura 5.8a, onde o sistema tem variagao na curva da curtoses no mesmo periodo. Desta forma,
apenas confirmamos a hipdtese que colisdes alteram a distribuicao de velocidades em um sistema
do tipo cosHMF, porém nao podemos afirmar como cada tipo de potencial influencia em tal
mudanca. Como o acréscimo de massas diferentes ndo trouxe significativas mudangas nas figuras
5.8a, 5.9a e 5.10a em relagao aos modelos com tnica particula pesada, ficamos estacionados nas
mesmas conclusoes previamente obtidas.

Aos subconjuntos de particulas leves e pesadas os resultados apresentados nas figuras 5.10b e
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5.10c s@o interessantes por apresentarem evolucoes diferentes, mas estacionando na mesma regiao
de valores. E curioso observar que o comportamento dos subsistemas nao se assemelham com os
resultados das figuras 5.8 € 5.9. De maneira geral, dirfamos que esse comportamento seria tipico
do préprio sistema, o que talvez nos ajudasse a compreender a distribuicao de velocidades do
sistema cosHMF colisional, porém é necessaria uma averiguacao com outros niveis de energias e

quantidades de particulas massivas.
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Figura 5.10: Representagao da curtoses pelo tempo para o sistema cosHMF colisional. (a)
conjunto de particulas, (b) subconjunto de particulas leves e (¢) subconjunto de particulas
pesadas. Simulacao realizada para N = 3000 particulas sendo 30 com massa m = 5.
Energia do sistema U = 0.69 e tempo total de simulacao t = 1 x 10%.

e U=1.5
Apresentamos o sistema mais energético U = 1.5 com 1% de particulas pesadas resultados
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referentes aos sistemas colisional, cosHMF e cosHMF colisional. Comegaremos nossa andlise pelo

sistema colisional e seus subsistemas pela figura 5.11.
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Figura 5.11: Representagao da curtoses pelo tempo para o sistema colisional. (a) conjunto
de particulas, (b) subconjunto de particulas leves e (c) subconjunto de particulas pesadas.
Simulagao realizada para N = 3000 particulas sendo 30 com massa m = 5. Energia do
sistema U = 1.5 e tempo total de simulacao t = 1 x 10%.

O resultado para o conjunto de particulas do sistema colisional apresentado na figura 5.11a
é semelhante ao resultado da figura 5.7a. Desta forma concluimos que para o nivel de energia
U = 1.5 o acréscimo de particulas massivas nao tem efeito no resultado da distribuicao de
velocidades, igualmente no caso para sistema com Unica particula massiva. Ja quando olhamos
os resultados dos subconjuntos de particulas, percebemos dois resultados com evolugoes distintas.
Na figura 5.11b o subconjunto de particulas leves tem variagOes na primeira parte da dindmica

depois apresentando curtoses na mesma regiao que o conjunto de particulas, mas fora do equilibrio
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termodindmico. O subconjunto de particulas pesadas é visto na figura 5.11c com comportamento

variavel durante a dindmica e também fora da situagao de equilibrio.
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Figura 5.12: Representagao da curtoses pelo tempo para o sistema cosHMF. (a) conjunto
de particulas, (b) subconjunto de particulas leves e (c) subconjunto de particulas pesadas.
Simulagao realizada para N = 3000 particulas sendo 30 com massa m = 5. Energia do
sistema U = 1.5 e tempo total de simulacao t = 1 x 10%.

Referente ao modelo cosHMF o resultado da curtoses com o acréscimo da quantidade de par-
ticulas mais massiva é igual ao do sistema com tnica particula massiva, como vemos pelas figuras
5.6b e 5.11a. Portanto, as conclusoes que podemos obter sobre os resultados sao as mesmas que
para os sistemas com energia U = 0.69. A mudanca significativa est4 na analise dos subconjuntos
de particulas. Por exemplo, para as particulas leves, figura 5.11b, o comportamento é similar
ao do conjunto do gas, com evolucao da curtoses decrescente com o tempo. Comportamento

similar também é visto para o subconjunto de particulas pesadas na figura 5.11c. A vista disso,
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percebemos que o comportamento dos subconjuntos sistema de alta temperatura tendem a ser
parecidos com o do conjunto de particulas, caso nao observado na analise do sistema de baixa

temperatura, havendo ambos subconjuntos comportamentos de SLA.
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Figura 5.13: Representagao da curtoses pelo tempo para o sistema cosHMF colisional. (a)
conjunto de particulas, (b) subconjunto de particulas leves e (¢) subconjunto de particulas
pesadas. Simulagao realizada para N = 3000 particulas sendo 30 com massa m = 5.
Energia do sistema U = 1.5 e tempo total de simulacdo t = 1 x 10%.

O comportamento do sistema proposto por nos para energia U = 1.5 e 1% de particulas
pesadas, figura 5.13a, ndo apresenta nenhuma mudancga em relagdo ao sistema de tnica particula
massiva, figura 5.7c. O sistema mais uma vez tem curtoses diferente de um sistema puramente
de longo alcance e do sistema de massas iguais. Portanto, ficamos limitados até este presente
momento as mesmas conclusoes obtidas por intermédio da figura 5.7c. Por outro lado, os graficos

dos subconjuntos de particulas sao curiosos.
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Quando olhamos o comportamento do subconjunto de particulas leves, figura 5.13b temos o
mesmo resultado do subconjunto para o sistema puramente colisional, figura 5.11b. O mesmo
efeito também é percebido quando olhamos o subconjunto de particulas pesadas na figura 5.13c
e comparamos com a figura 5.11c referente ao caso colisional. Desta forma, somos induzidos a
pensar que em nivel de subconjuntos de particulas o sistema cosHMF colisional tem o mesmo
comportamento dos subconjuntos puramente colisional.

De fato, quando estudamos os graficos 5.6¢ e 5.10a, que sdo sistemas de energia U = 0.69,
percebemos minimas diferencas entre as curvas no periodo inicial da dindmica, talvez isso esteja
ligado as diferencgas apresentadas nas figuras 5.6a e 5.8a, que sao sistemas de mesmas energias,
mas com quantidades diferentes de massas pesadas. Desta forma, se torna bastante interessante
continuar com a anélise do efeito de massa sobre os sistemas, na tentativa de averiguar se o
comportamento obtido nas figuras 5.13b e 5.13c se repetirao. Seguimos a analise do sistema com

10% de particulas mais massivas.
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Sistemas com 10% de particulas com massa m =5

Sabemos até aqui que o efeito de colisoes altera a distribuicao de velocidades de um sistema ti-
pico de longo alcance, desde que haja tnica particula com massa diferente das demais. Tentamos
entender como a quantidade de particulas com massas diferentes pode alterar o comportamento
do sistema em respeito a sua distribuicao de velocidades. Nos tltimos resultados apresentados,
vemos claramente que o sistema cosHMF colisional se distingue do sistema cosHMF'. Mas os resul-
tados apresentados nao se alteram quando aumentado a quantidade de particulas mais massivas.
Também percebemos que o sistema puramente colisional nao atinge o equilibrio termodin&mico,
com suas distribui¢oes similares para os casos analisados. Desta forma, acrescentaremos o niimero

de particulas mais massivas para 10%.
e U =0.69

A primeira analise que apresentamos para sistema com 10% de particulas pesadas sera para
o caso colisional, com energia U = 0.69, apresentada na figura 5.14.

Os resultados para sistema com 10% de particulas mais massivas sao bastantes interessantes, a
comegar pelo sistema colisional. Na figura 5.14a, vemos claramente uma mudanga na distribuigao
quando comparado aos sistemas menos massivos, figuras 5.6a e 5.8a. No presente resultado vemos
a distribuicao de velocidades se estacionando préximo do equilibrio, desta forma, podemos afirmar
que a quantidade de particulas com massas diferentes influencia o sistema de curto alcance
unidimensional, ainda mais quando comparado ao sistema de particulas com mesma massa. Ja
os resultados para os subconjuntos de particulas se diferenciam dos resultados obtidos nas figuras
5.8b e 5.8c. Mas, por outro lado, vemos que o comportamento dos subconjuntos se assemelham
bastante, como visto nas figuras 5.14b e 5.14c, porém com valores finais de distribuicao distintos

entre si.
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Figura 5.14: Representagao da curtoses pelo tempo para o sistema colisional. (a) conjunto
de particulas, (b) subconjunto de particulas leves e (c¢) subconjunto de particulas pesadas.
Simulagao realizada para N = 3000 particulas sendo 300 com massa m = 5. Energia do
sistema U = 0.69 e tempo total de simulacao t = 1 x 10%.

O resultado referente ao sistema cosHMF com 10% de particulas mais massivas também
aporta novidades em relacao aos resultados das figuras 5.6b e 5.9a. Aqui, vemos pela figura 5.15a
que o resultado da distribuicdo de velocidade permanece fora do estado de equilibrio termodi-
namico, mas com valor préoximo da regiao de curtoses 2.8, enquanto os resultados precedentes
apresentam curtoses na regiao de 2.1 e 2.3. Percebemos que o efeito de massa tem mais relevan-
cia quando comparado ao sistema simples, porém tal mudanga é minima quando comparada as
mudangcas sofridas pelo sistema puramente colisional. Os resultados dos subconjuntos de parti-
culas apresentados nas figuras 5.15b e 5.15¢ mostram que os subconjuntos se comportam como
dois sistemas cosHMF independentes, com alto valor de curtoses, como haviamos constatados e

discutido nas figuras 5.9b e 5.9c.
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Figura 5.15: Representagao da curtoses pelo tempo para o sistema cosHMF. (a) conjunto
de particulas, (b) subconjunto de particulas leves e (c¢) subconjunto de particulas pesadas.
Simulagao realizada para N = 3000 particulas sendo 30 com massa m = 5. Energia do
sistema U = 1.5 e tempo total de simulacdo t = 1 x 10%.

Como vimos, os resultados referentes ao sistema colisional e cosHMF se alteram quando
considerado 10% de particulas pesadas, apresentando distribuicoes diferentes de sistemas menos
massivos, portanto, esse efeito persistird no sistema cosHMF colisional? A resposta é sim, na
figura 5.16a vemos claramente uma alteragao na distribuigao de velocidades pelo valor da curtoses,
que para este caso termina na regiao de 7, ou seja, o acréscimo de particulas mais massivas é
consideravel nos trés sistemas analisados.

Os resultados correspondentes aos subconjuntos de particulas leves e pesadas sao apresenta-
dos nas figuras 5.16b e 5.16c. Ambos os graficos se diferem, se comportando de maneiras distintas
quando comparados com as figuras 5.10b e 5.10c. Destarte, podemos concluir que os subsistemas

quando analisados separadamente nao se assemelham com os resultados dos subconjuntos para os

81



5.1. MEDIDAS SOBRE O CONJUNTO DE PARTICULAS 82

sistemas colisional e cosHMF', ou seja, em nivel de subconjunto de particulas o sistema cosHMF
colisional também se difere dos demais.

Desta forma, concluimos que o efeito de massa exerce influéncia sobre os sistemas analisa-
dos. Obtemos nas figuras 5.14, 5.15 e 5.16 trés distribuigoes diferentes, quando comparadas aos
sistemas menos massivo. Também é possivel inferir que o comportamento do sistema cosHMF
colisional é dependente dos efeitos de curto e longo alcance. Isso é claramente percebido no
resultado apresentado na figura 5.16a, que assemelha seguir as mudangas sofridas pelos sistemas
colisional e cosHMF, figuras 5.14a e 5.15a, porém, nao sabemos ainda o quanto cada sistema in-
fluencia na distribuicao final de velocidades do sistema cosHMF colisional, apesar das mudancas

do sistema colisional serao mais significativas.
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Figura 5.16: Representagao da curtoses pelo tempo para o sistema cosHMF colisional. (a)
conjunto de particulas, (b) subconjunto de particulas leves e (¢) subconjunto de particulas
pesadas. Simulacao realizada para N = 3000 particulas sendo 300 com massa m = 5.
Energia do sistema U = 0.69 e tempo total de simulacao t = 1 x 10%.

82



5.1. MEDIDAS SOBRE O CONJUNTO DE PARTICULAS 83

Portanto, é interessante analisar se o acréscimo de particulas mais pesadas também altera
sistema mais energético e desta forma, constatar se o efeito de massas é independente do nivel
de energia escolhido. Até os resultados anteriores para sistemas com energia U = 1.5 néo
constatamos mudancgas quando acrescentado o numero de particulas mais massivas, passaremos

ao proximo nivel de energia na tentativa de observar efeitos semelhantes ao sistema de energia

U = 0.69.

e U=1.5

Comegamos a anélise do sistema mais energético U = 1.5 pelo sistema colisional, figura 5.17.
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Figura 5.17: Representagao da curtoses pelo tempo para o sistema colisional. (a) conjunto
de particulas, (b) subconjunto de particulas leves e (¢) subconjunto de particulas pesadas.
Simulagao realizada para N = 3000 particulas sendo 300 com massa m = 5. Energia do
sistema U = 1.5 e tempo total de simulacdo t = 1 x 10%.
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No sistema colisional com 10% de particulas pesadas, para configuragao de energia U = 1.5
o resultado se mostra diferente dos resultados procedentes, figuras 5.7a e 5.11a. No presente
resultado, figura 5.17a, observamos curtoses com valor proximo de 2.7. Desta forma, podemos
constatar que o acréscimo de particulas mais massivas tém influéncia importante em um sistema,
colisional unidimensional, sendo constatado para dois valores diferentes de energia. O comporta-
mento dos subconjuntos de particulas, figuras 5.17b e 5.17c se mostram parecidos, de forma que

podemos enxergar cada subconjunto como sistemas distintos de um sistema colisional de uma

dimensao.
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Figura 5.18: Representagao da curtoses pelo tempo para o sistema cosHMF. (a) conjunto
de particulas, (b) subconjunto de particulas leves e (¢) subconjunto de particulas pesadas.
Simulagao realizada para N = 3000 particulas sendo 30 com massa m = 5. Energia do
sistema U = 1.5 e tempo total de simulacao t = 1 x 10%.

O sistema cosHMF representado pela figura 5.18a também se mostra diferente dos resultados
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anteriores para configuragao de mesma energia e menos massivos. Aqui obtemos curtoses de
valor préximo de 2 e anteriormente obtemos resultados com curtoses proxima de 1.7, isso mostra
claramente que o fato de acrescentar particulas mais pesadas altera a distribuicao de velocidades
do sistema tipicamente de longo alcance. Quando analisamos os subconjuntos de particulas leves
e pesadas, figuras 5.18b e 5.18¢, observamos novamente comportamentos caracteristicos de dois

SLA distintos, devido & diferenga de quantidade de particulas, como ja haviamos constatado.

—— cosHMF colisional i — m=1
—— Massas iguais

1073 1072 1072 10° 10* 102 10° 104

Figura 5.19: Representagao da curtoses pelo tempo para o sistema cosHMF colisional. (a)
conjunto de particulas, (b) subconjunto de particulas leves e (¢) subconjunto de particulas
pesadas. Simulacao realizada para N = 3000 particulas sendo 300 com massa m = 5.
Energia do sistema U = 1.5 e tempo total de simulacdo ¢ = 1 x 10%.

A altima anélise para sistema composto por 10% de particulas pesadas é apresentada na
figura 5.19a. Novamente o resultado se mostra diferente dos resultados anteriores, com valor

de curtoses proximo de 5.5. Portanto, vemos perfeitamente que a distribuicdo de velocidades
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do sistema cosHMF' colisional segue as mudancas dos sistemas colisional e cosHMF. Em ambos
os sistemas as mudangas de curtoses sao significativas, o que torna mais conclusiva a ideia que
a distribuicao deste sistema misto terd contribuigoes diretas dos dois sistemas, curto e longo
alcance. Porém, o sistema cosHMF colisional até o presente momento apresenta caracteristicas
tipicas de longo alcance, apesar do efeito colisional.

Os subconjuntos de particulas, figuras 5.19b e 5.19c se comportam de maneiras distintas dos
resultados apresentados pelas figuras 5.13b e 5.12c. No primeiro caso apresentado, para con-
figuracao de 1% os resultados dos subconjuntos de particulas do sistema cosHMF colisional se
mostraram iguais aos do sistema colisional. Aqui, os resultados se diferem, tendo cada subcon-
junto comportamentos diferentes dos outros subconjuntos configurados para sistema de 10% de

particulas pesadas.
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Sistemas com 25% de particulas com massa m =5

Observamos pelas comparagoes apresentadas que o efeito de acrescentar particulas mais mas-
sivas aos sistemas altera as suas distribuig¢oes de velocidades. Desta forma, analisaremos sistemas

mais massivo com 25% de particulas pesadas na tentativa de constatar as mesmas observagoes.
e U =0.69

Nesta analise de sistemas com 25% de particulas pesadas, apresentaremos na figura 5.20 os

resultados referentes aos sistemas colisional, cosHMF e cosHMF colisional.

4.0 1 —— sistema colisional —— COSHMF
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Figura 5.20: Curtoses pelo tempo aos sistemas (a) colisional, (b) cosHMF e (c¢) cosHMF
colisional. Energia U = 0.69, N = 3000, sendo 750 particulas de massa m = 5. Tempo
total de simulacao t = 1 x 10%.

O resultado para o sistema colisional, figura 5.21a, ndo mostra diferenca em relacao ao

resultado do sistema menos massivo, apresentado na figura 5.17a. O que nos induz a concluir
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que o sistema colisional unidimensional tem mesma distribui¢ao de velocidades no regime entre
10% e 256% de particulas mais massivas para este nivel de energia. O resultado para o sistema
cosHMF apresenta diferenga em relagdo ao resultado anterior, figura 5.18a. Observamos na
figura 5.21b valor de curtoses na regiao de 3.2 no caso precedente 2.8, evidenciando que o efeito
de massas altera a distribui¢ao do sistema de longo alcance.

Referente ao sistema cosHMF colisional apresentamos o resultado na figura 5.21c. Aqui
também se nota diferenca com o resultado anterior, figura 5.19a. Observamos que o sistema
configurado para 25% de particulas mais pesadas tém curtoses com valor na regiao de 8, na
anélise anterior com sistema menos massivo, curtoses de valor 7. Atribuimos essa leve mudanga
de curtoses do sistema cosHMF colisional a leve alteracao sofrida pelo sistema cosHMF. O que
confirma novamente que o sistema aqui proposto tem sua distribuicao de velocidades dependente
dos dois tipos de interacao, curto e longo alcance. Portanto, passaremos para analise de sistemas

mais energético U = 1.5
e U=1.5

Apresentamos os resultados do sistema mais energético U = 1.5 e 25% de particulas pesadas
na figura 5.21.

O resultado para o sistema colisional mais energético é visto na figura 5.21a, sendo diferente
do resultado anterior com mesma energia, porém menos massivo, figura 5.17a. Portanto, consta-
tamos que o efeito de massa é variavel com o nivel de energia e a quantidade de particulas mais
massivas. Aqui observamos mudanca significativa em relacdo ao resultado anterior, onde obte-
mos curtoses final com valor de 3.5. O sistema cosHMF também apresenta resultado diferente,
visto na figura 5.21b. Observamos curtoses de valor 2.6 que apresenta acréscimo em relagao ao
resultado anterior, nos afirmando que o efeito de massa também é presente no sistema de longo
alcance a partir de determinados niveis de energia.

Visto as mudancas dos resultados anteriores figuras 5.21a e 5.21b, o sistema cosHMF colisi-
onal também apresenta mudanca de distribuicao de velocidades para a configuracao de 25% de
particulas pesadas. Na figura 5.21c observamos um comportamento estranho com distribuigao
variando bruscamente no periodo da din&mica. Desta foram, observamos mais uma vez que a
distribuicao do sistema proposto segue as mesmas mudangas que os sistemas colisional e cosHMF.
Entre tanto, ndo sabemos ainda afirma em que nivel cada tipo de potencial contribui, pois esta-
mos limitados a apenas acompanhar as mudangas dos sistemas simples e inferir que a mudanca

do sistema misto estd diretamente correlacionada.
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Figura 5.21: Curtoses pelo tempo aos sistemas (a) colisional, (b) cosHMF e (¢) cosHMF
colisional. Energia U = 1.5, N = 3000, sendo 750 particulas de massa m = 5. Tempo
total de simulacao t = 1 x 10%.

Desta forma, para terminar a analise do efeito de massas nos sistemas analisados, apresen-
taremos a seguir o caso mais homogéneo possivel. Analisaremos sistema com 50% de particulas

leves e pesadas.
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Sistemas com 50% de particulas com massa m =5

A ultima série de andlise que apresentaremos sera ao sistema homogéneo com 50% de par-
ticulas leves e pesadas, com o intuito de continuar a analisar como o acréscimo de particulas

pesadas muda a distribuicao de velocidades dos sistemas analisados.
e U =0.69

Apresentamos os resultados para sistemas com energia U = 0.69 na figura 5.22.
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Figura 5.22: Curtoses pelo tempo aos sistemas (a) colisional, (b) cosHMF e (¢) cosHMF
colisional. Energia U = 0.69, N = 3000, sendo 1500 particulas de massa m = 5. Tempo
total de simulacdo t = 1 x 10%.

Os resultados apresentados na figura 5.22 mais uma vez mostram que o acréscimo de parti-

culas pesadas altera a distribuicao de velocidades dos sistemas em analise. Referente ao sistema
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colisional, figura 5.22a, vemos o aumento do valor de curtoses quando comparado ao sistema an-
terior para o mesmo nivel de energia, porém menos massivo, figura 5.20a. A mesma observagao
é valida para o sistema cosHMF que apresenta na figura 5.22b valor de curtoses na regiao de 4.5,
sendo diferente do valor obtido na anélise procedente.

Com respeito ao sistema por nos proposto, o resultado segue o mesmo comportamento dos
resultados anteriores. Observamos na figura 5.22c valor de curtoses na regiao de 10. Na anélise
procedente, figura 5.20c, obtemos valor de curtoses na regiao de 8. Portanto, podemos afirmar
que a diferenca de comportamento do sistema cosHMF colisional segue as mudancas de compor-
tamento dos sistemas colisional e cosHMF, pois é visto que quando ha mudanca em qualquer
dos sistemas, observaremos mudancas no sistema misto. Porém, nao sabemos como medir a

influéncia de cada um dos sistemas, colisional e cosHMF.

e U=1.5

A ultima analise que apresentaremos serd para sistema com energia U = 1.5 e 50% de particulas
pesadas, figura 5.23.

Na ultima anélise apresentada, figura 5.23, constatamos os mesmos efeitos observados a
partir da escolha de sistema com 10% de particulas pesadas. Mais uma vez observamos o efeito
de massa, que quando acrescido a quantidade de particulas massivas, altera as distribuicoes de
velocidades dos sistemas em questao. Também é conclusivo que o comportamento do sistema
cosHMF colisional tem dependéncia com os dois tipos de interagoes presentes, curto e longo
alcance, pois observamos que alteracoes em um dos sistemas se reflete no sistema aqui proposto.

Desta forma, encerramos a analise proposta para a termalizacao, a comparagao de resulta-
dos entre um sistema tipicamente de longo alcance com um sistema misto acrescido de efeitos
colisionais, proposto e desenvolvido por nés. O que caracteriza tal trabalho como auténtico e

original. Passaremos agora & analise estatistica de uma particula teste.
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Figura 5.23: Curtoses pelo tempo aos sistemas (a) colisional, (b) cosHMF e (¢) cosHMF
colisional. Energia U = 1.5, N = 3000, sendo 1500 particulas de massa m = 5. Tempo
total de simulacao t = 1 x 10%.
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5.2 Medidas sobre uma particula teste

Nesta parte do trabalho encerraremos a analise da termalizacao, porém, analisaremos a me-
dida da curtoses sobre tnica particula teste. Desta forma, apresentaremos resultados referentes
a duas espécies de particula teste, ou seja, particula com massa m = 1 e m = 5, para ambos os
sistemas estudados até aqui.

A comparacdo do resultado oriundo de uma particula teste com o resultado do conjunto de
particulas é muito importante, pois nos permite analisar se a média do conjunto de particulas
ird se refletir sobre a média de uma tnica particula, caso isso seja verificado, confirmamos a
ergodicidade do sistema em andlise. Para realizar medidas sobre uma particula teste é necessario
uma estatistica de ensemble, isto é, realizar virias medidas com sementes de geradores aleatorios
diferentes. A quantidade de repeti¢gbes garantird uma melhor estatistica sobre a particula teste,
pois a medida sobre uma particula teste consiste na média de todas as curtoses medidas.

Nesta anélise no restringiremos a sistemas com tnico valor de energia U = 0.69, pois os

efeitos percebido pelo sistema mais energético U = 1.5 sao os mesmos.
e U =0.69

Os resultados referentes aos trés sistemas analisados sao apresentados na figura 5.24. Come-
gamos nossa analise com o sistema colisional. Na figura 5.24a temos a curtoses de uma particula
teste com massa m = 1, o resultado se mostra bastante interessante, pois mesmo a nivel indi-
vidual, a particula nao alcanca o equilibrio termodinadmico, apresentando pouca variagao e um
baixo valor de curtoses. J4 o resultado para particula teste mais massiva é visto na figura 5.24b,
com distribuicdo de velocidades constante. O resultado para particula mais massiva é bastante
compreensivel, uma vez que a cada colisao tal particula nao varia consideravelmente sua velo-
cidade por ser mais massiva. Qutro fato importante é a diferenca dos resultados das particulas
teste em relacao ao conjunto de particulas, que sao resultados diferentes entre si, mostrando que
o sistema colisional unidimensional nao tem ergodicidade e termalizacao.

Os resultados as particulas testes do sistema cosHMF sao apresentados pelas figuras 5.24c
e 5.24f. A particula teste menos massiva apresenta grande variagao em sua curtoses, seguindo
o comportamento dos SLA, variando de forma violenta no inicio do processo dindmico e depois
tendo a se estabilizar nos EQE, figura 5.24c. Ja o resultado para particula mais massiva apre-

senta curtoses de baixo valor, mas seguindo o comportamento da particula menos massiva, forte
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variagao no inicio do processo dindmico com a tendéncia de se estabilizar, figura 5.24d. Ambos
os resultados confirmam a nao-ergodicidade ja prevista aos SLA.

A ultima andlise que apresentamos é para o sistema cosHMF colisional nas figuras 5.24e e
5.24f. No que concerne a particula menos massiva m = 1, figura 5.24e, o resultado da curtoses se
mostra constante, nos sugerindo que tal particula tem comportamento de um sistema puramente
colisional sem massas diferentes. Porém, nao medimos se tal particula sofreu colisao de outra
particula mais massiva, fato que pode influenciar neste resultado. Ja o resultado a particula
mais massiva, figura 5.24f, mostra um comportamento diferente, com curtoses sofrendo variagoes
abruptas no inicio da dindmica e depois se estabilizando. Assim, percebemos também a nao-
ergodicidade do sistema cosHMF colisional.

Aqui acabamos as anélises propostas para esta tese, onde apresentamos resultados originais.
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Figura 5.24: Representacao da curtoses de uma particula teste. Em preto particulas
de massa m = 5 em vermelho m = 5. (a) e (b) sistema colisional. (c) e (d) sistema
cosHMF. (e) (f) sistema cosHMF colisional. Simulagao realizada com 500 repeti¢oes, com
N = 3000, tempo de simulacao t = 1 x 10%.
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Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

6.1 Conclusoes

O objetivo principal deste trabalho foi a analise de um sistema misto, composto por interacao
de curto e longo alcance. Para tanto, propomos ao modelo cosHMF efeitos colisionais. Tal
sistema foi proposto com o objetivo de analisar as propriedades estatisticas e termodin&micas,
pois se conhece que SCA e SLA se diferem, desta forma, um sistema com ambas as interagoes
apresentaré quais propriedades? Por se tratar de um campo médio, o sistema cosHMF dificulta o
célculo do tempo de colisao entre particulas, sendo assim, propomos e testamos um novo método
numeérico como mecanismo de solugao ao novo sistema proposto, o sistema cosHMF colisional.
A vista disso, o primeiro grande resultado deste trabalho é o método proposto no capitulo 4 com
algoritmo apresentado no apéndice A.3.

Referente a analise fisica, podemos concluir por intermédio da analise do espago cinético o
efeito de colisdo no sistema cosHMF. Como vemos nas figuras 5.1, 77 e 5.2 o espago cinético
do sistema cosHMF se difere do sistema cosHMF colisional, como observamos ha uma mudanca
na regiao de aglomeracao, ficando conhecido que devido a efeitos de colises o sistema cosHMF
colisional é mais aglomerativo. Este resultado é confirmado pela anéalise da figura 5.3 que mede o
vetor magnetizagao para os dois sistemas em anélise, mostrando que o sistema cosHMF colisional
tem maior valor de magnetizagao.

Com respeito a anélise da termalizacao os resultados apresentados nesta tese sao interessan-
tes. O grande objetivo deste trabalho era saber se efeitos colisionais termalizariam um sistema

tipicamente de longo alcance. Por se tratar de um sistema unidimensional, foi necessaria a in-

96



6.1. CONCLUSOES 97

ser¢ao de particulas com massas diferentes, pois sistemas colisionais unidimensionais nao sao
termalizaveis. Desta forma, podemos concluir que o efeito de colisao altera um sistema uni-

dimensional tipicamente de longo alcance desde que seja inserida tnica particula com massa

diferente.
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Figura 6.1: Comparacao dos resultados obtidos. (a) sistema colisional. (b) sistema
cosHMF. (c) sistema cosHMF colisional. Simulagao realizada com N = 3000, tempo
de simulacao t = 1 x 10% e energia U = 0.69

Porém, o mais interessante é a analise do efeito causado pela alteracao da quantidade de
particulas mais massivas. Como visto na figura 5.4b o sistema cosHMF colisional nao se difere
do sistema cosHMF quando o sistema tem massas iguais. Mas de outro lado descobrimos que o
acréscimo de massas altera a distribui¢do do sistema cosHMF colisional. Na figura 6.1 acompa-
nhamos os resultados apresentados nesta tese. Podemos concluir que a distribuicao do sistema

proposto sera diferente do caso cosHMF, mas nao sabemos dizer em que medida o potencial de
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curto e longo alcance influenciara na distribuigdo de velocidades do sistema cosHMF colisional.

Desta forma, quando perguntamos: qual potencial prevaleceria sobre o outro? A resposta é
nenhum, pois os resultados apresentados indicam que o sistema cosHMF colisional tem influéncia
dos dois tipos de potenciais, curto e longo alcance. Do ponto de vista da termalizacao, o sistema
cosHMF nao é termodindmico, apresentando o periodo de relaxacdao violente até alcancar os
estados quase estacionérios, ou seja, segue as caracteristicas dos SLA. As médias sobre as posi¢oes
fornecem outras respostas que nos possibilita comparar os dois modelos e serao feitas em trabalhos
posteriores.

As medidas realizadas sobre a particula teste mostram que nenhuma das particulas testes
apresentam as mesmas médias que os conjuntos de particulas. A vista disso, concluimos que o

sistema cosHMF colisional é nao-ergédico.

6.2 Perspectivas

Uma analise importante a ser feita é a consideracao de um tempo maior de simulagao, pois
sabemos que para tempos muito longos o sistema cosHMF tende a termalizar, em nossas analises
consideramos simulacdes com tempo de t = 1x10%. Outro ponto importante também é considerar
sistemas com maior nimero de particulas. Outro ponto interessante a ser feito é a otimizagao
do método proposto.

Outras questoes ainda estao em aberto ao sistema cosHMF unidimensional, como a anélise
da distribuicdo das posi¢oes. Desta forma, o estudo do processo de difusdo se faz bastante
interessante, pois SLA apresentam processos de difusdo anémala enquanto SCA nao. Outras
analises interessantes sao propriedades termodinamicas como a andlise do parametro de ordem
magnetizagao em fungdo da energia e também a anélise da temperatura em fungao da energia.
O processo de produgao de entropia também é um préximo passo a seguir.

O fato de escolher um sistema unidimensional aporta algumas dificuldades quando o desejo
é analisar a termalizacao de um sistema colisional. Portanto, uma analise em mais dimensoes
se faz importante, pois o sistema colisional bidimensional ap6s um periodo serd termalizado,
independente do valor das massas de cada particula. Desta forma, implementaremos o sistema em
duas dimensoes, esperando sistemas colisionais termalizados e desta maneira, avaliar as mudangas
do sistema cosHMF colisional pelo niimero de particulas, ndo mais pela mudanca da quantidade

de particulas com massas diferentes. Tal sistema com mais dimensoes se aproxima de sistemas
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de galaxias que entram em colisdo.

Uma analise matemética também é cabivel. Como também implementar a este método o
modelo do Ring Model.

Desta forma encerramos esta tese com boa interpretacao acerca dos efeitos colisionais em
um sistema tipicamente de longo alcance, mas deixando outras questoes em aberto por ser um

sistema muito curioso e rico.
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Apéndice A
Métodos numeéricos e coédigos

Neste apéndice apresentaremos toda a estruturagao numérica apresentada no decorrer deste
trabalho, que tem como proposta a implementacao de um novo método numeérico, que possibilita
o calculo de colisoes para o sistema cosHMF. Ademais, é por intermédio de ensaios numéricos
que realizamos a andlise estatistica do sistema fisico proposto. Todos os cddigos apresentados

sao escritos e compilados para a linguagem de programacgao C.

A.1 Modelo de Folhas

Um ponto interessante do modelo de folhas carregadas se da pela estruturagao do campo
Coulombiano. Como é descrito no capitulo 3.1, no decorrer da dindmica cada particula pode
encontrar uma particula vizinha & direita ou & esquerda. Desta maneira, a cada encontro consi-
deraremos um evento de colisao. Portanto, a cada passo no tempo o ordenamento das particulas
serd o mesmo do inicio fazendo com que o campo de cada particula se mantenha constante, isso
nos permite derivar a equagao (3.12) que calcula os tempos de espera t; ; para cada evento, desta
maneira, podemos dirigir toda a dindmica de acordo com esse tempo de colisao.

O método mais comum para a dindmica de colises é o event driven (método dirigido por
eventos), ja citado neste trabalho. O grande problema quando se utiliza o event driven reside
fato que a cada evento o programa calcula os tempos de colisdes entre pares, exigindo grande
esforco computacional, sendo a parte mais demorada da simulacdo. A vista disso, alguns métodos
numéricos foram criados na tentativa de otimizagao.

Um exemplo de um método otimizado pode ser encontrado na literatura fisica, sendo o traba-
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lho proposto por Rouet e Feix [39]. Ao tratar o problema de folhas elétricas os autores apresentam
um método alternativo ao célculo dos tempos de colisdo entre os pares, o método consiste ba-
sicamente em calcular apenas os proximos tempos de espera das particulas que colidiram na

observacgao anterior, como explicaremos a seguir.

A.1.1 Event driven otimizado

Como o modelo de folhas carregada (3.7) nos permite calcular de forma exata o tempo de um
evento de colisao, estamos habilitados a acompanhar o movimento preciso de duas particulas,
colisao apoés colisao, sendo essa uma das vantagens do modelo adotado. Portanto, quando reali-
zamos a dindmica molecular usando o método padrao consideramos uma colisao entre os pares ¢
e j =i+ 1, realizada a colisao, recalculamos todos os tempos de colisao ¢; ;. No modelo de fo-
lhas analisamos a dindmica em um circulo contendo particulas distribuidas aleatoriamente entre
0<z;<Lou-L <z <0, como visto na figura 3 [41]. Desta forma, uma vez que possamos
ordenar as posigoes das particulas por intermédio de um método de indexagao é possivel mapear
para uma dada particula ¢ as particulas vizinhas a esquerda (i — 1) e & direita (i + 1).

Para otimizar o método event driven é proposto o seguinte, em vez de recalcular todos os
tempos ¢; ; de colisao entre pares, calcularemos apenas os préximos tempos de espera ao par que
colidiu na observagao anterior, ou seja, @ € ¢ + 1. Desta forma, calcularemos apenas o tempo
de colisao entre os pares (i, — 1), (i + 1,i +2) e (i,7 + 1). Uma vez que estes tempos sao
calculados, eles sao realocados no vetor designado aos tempos de colisao ¢; j, apds a realocacao ¢
feito a triagem do menor tempo de colisao entre as particulas para que se possa dirigir o préximo
evento. A vista disso, o novo método se faz mais eficiente, uma vez que agora a parte mais
dispendiosa ¢ a triagem do menor tempo de colisao, ja que o célculo de todos t; ; é evitado. A
figura A.1 ilustra o método implementado ao célculo do tempo de colis@o aos pares que colidem.

Resumimos o método event driven otimizado nos seguintes passos

1. Inicializacao do sistema, onde distribuimos valores as posicoes, velocidades, massas e car-

gas. Também é realizado o céalculo do campo Coulombiano percebido por particula.

2. Ordenamento de todas as particulas utilizando um método de indexacao, sendo valido

tanto as particulas reais como as particulas fantasmas.

3. Célculo do tempo de colisao ¢; ; entre todos os pares de particulas.
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-1 +1 1t
Figura A.1: Tlustracao do calculo entre do tempo de colisao entre particulas que colidem.

Apoés primeira colisao calcularemos apenas os proximos tempo de colisdo para as particulas
a esquerda e direita de ¢ e 7 4 1, respectivamente.

4. Em seguida, faz-se a triagem do menor tempo de espera para o proximo evento.

5. Conhecido o menor tempo de espera, evolui-se as posi¢oes e velocidades das particulas de

acordo com o menor tempo encontrado.
6. Aplicagdo da dindmica colisdo ao par de particula colidente.

7. Apods a dindmica de colisdo entre o par (i,i + 1), calcularemos o tempo para os pares
(i,1—1), (i+1,i+2) e (i,i+ 1). Uma vez encontrado o tempo, eles sao realocados dentro

do vetor designado aos tempos de espera.

8. Retorna-se ao passo niimero 4.

A.1.2 Algoritmo e coédigos implementados

Algoritmo

No algoritmo 1 apresentamos o esquema geral do programa que utilizamos para calcular
a dindmica molecular ao modelo de folhas elétricas. Desta forma, iniciamos o programa com
a distribuicao inicial de posicao e velocidade as particulas, em seguida ordenamos as posi¢oes
das particulas pelo método de indexacao, depois se calcula o campo elétrico e os tempos de

colisdo entre os pares. Em seguida utilizamos a fungao energia, que servird de pardmetro de
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verificagdo do programa, uma vez que o sistema é conservativo. Por fim, iniciamos as medidas
fisicas desejadas.

O lago principal do programa seréd realizado de acordo com o niimero de observagao que
desejamos fazer, sendo que cada observagao tera um tempo de observagao t.ps associado, sendo
este, 0 passo numeérico. A vista disso, o tempo total de simulacao sera dado por t = Nyps X tops-
Portanto, é no lago principal onde se calcula a dindmica de colisao utilizando o método event
driven otimizado, esta fungdo sera executada enquanto houver colisées durante uma observagao

delimitada por t,ps.

Algoritmo 1: Modelo de folhas

1 inicio

2 {

3 distribuigao inicial();

4 campo elétrico();

5 indexagao();

6  calculo dos tempos de colisao ¢; ;();
7 energia();

8 medidas();

9 para (izs = 057 < Nyps; i+ +) faga

10 {

11 enquanto (t < (igs + 1) * tops) faga
12 {

13 dindmica colisional();

14 }

15 energial();

16 medidas();

17 }

18 return 0;

19 }

Codigos implementados

Ao modelo de folhas elétricas apresentaremos alguns codigos, como a fung¢ao principal e as
fungoes do calculo do campo elétrico e da dindmica colisional.

Funcgao principal do programa

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include <time.h>
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#include

#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include

#include

"ran2.c"

"initial_conditions.c"
"index.c"

"energyk.c"
"energyp.c"

"energy.c"

"field.c"

"coltime.c"
"dynamicl.c"

"progress_bar.c"

int main ()

{

FILE *fin;

fin = fopen("input.dat", "r");

int i, j, k, sgn, it, itmax, A, B, count iesc,
double h, L, dv, deltax, difx, difv, tl, ts, tphys,
unsigned long N, NN;

long int a, *seed=&a;

iesc = 0;

kesc = 0;

kesc2 = 0;

nevent = 0;

ncol = 0;

L = M_PI;

fscanf (fin, "%lul\n", &N);

NN = 2x%N;

fscanf (fin, "%1f\n", &tl);

printf ("\nN = %lu\n", N);

printf ("\nEnter obs number:\n");

scanf ("%d", &nobs);

printf ("\nEnter obs time:\n");

scanf ("%1f", &tobs);

double *x = (doublex)malloc(NN*sizeof (double));

double #*v = (doublex*)malloc (NN*sizeof (double));

double *m = (double*)malloc(NN*sizeof (double));

double *Np = (double*)malloc(NN*sizeof (double));

double *Nm = (double*)malloc(NN*sizeof (double));

double *E = (double*)malloc (NN*sizeof (double));
unsigned long *indx = (unsigned long*)malloc(NN#*sizeof (unsigned long));

double *coltime = (double*)malloc(NN*sizeof (double));

int *partnr = (int*)malloc(NNx*sizeof (int));

initial_conditions(N, x, v, m, L);

Ep = pe(N, x, L);
Ek = ke(N, v, m);
EO = Ep + Ek;

printf("\n The initial value of energy %1f\n ", EO0);

indexx (NN, x-1, indx-1);
for(i = 0; i < NN; i++)

indx[i] -= 1;
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N = (int)N;

efield(N, Np, Nm, indx, x, L, E);

tphys = 0.0;
tij = 0.0;

mintime (N, coltime, partnr, L, x, v, m,

for(iobs = 0; iobs++)

{

iobs < nobs;

progress_bar ((double) iobs/nobs);

twait = tobs;

indx,

E);

while (tphys < (iobs+1)*tobs && twait > 0.0)

{
dynamicl (N, &tij,

iesc, &fin);

kesc2 = kescxkesc;
if (kesc

{

== -1

Il kesc
nevent += 1;
}

if (kesc == 0)

{

ncol += 1;

Ep = pe(N, x, L);

Ek = ke(N, v, m);

Ek + Ep;

Ep = pe(N, x, L);

Ek = ke(N, v, m);

Ep + Ek;

progress_bar (1.0);

printf ("\n");

&tphys ,

&twait, tl, coltime, partnr, x,

Il kesc == 0)

printf ("\nThe
printf ("\nThe
printf ("\nThe

final value of energy
error is %1f\n:",

physical time %1f\n", t

%1f\n", En);

(En-EO0)/E0);

phys);

printf ("\nNumber of events %d\n", nevent);

printf ("\nNumber of collisions %d\n",

return O;

ncol);

Particulas fantasmas e campo elétrico

indx, v, m,

L,

Np,

Nm,

E,

&kesc,

&

Um método importante que ajuda na obtencao é a implementagao das particulas fantasmas,

uma maneira de visualizar a contagem de particulas utilizando as particulas fantasmas é apre-

sentada na figura A.2, com as particulas em azul representando as particulas reais e as vermelhas

as particulas fantasmas.
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-L L

Figura A.2: Representagao do sistema indo de —L até L, onde inserimos as particulas
reais e seus fantasmas, em azul e vermelho, respectivamente.

Como observamos temos um sistema tem comprimento de 2L que varia de —L até L, por-
tanto se consideramos somente uma metade do sistema, as particulas se tornam indistinguiveis,
portanto, o sistema real é considerado 2L/2. Apresentamos o codigo implementado ao calculo

do campo elétrico E(x;) utilizando as particulas fantasmas.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include <time.h>

void efield(unsigned long N, double Np[]l, double Nm[], unsigned long indx[], double x[], double L, double E[])
{

int i, j;

double A, B, deltax;

N = (int)N;

for(i = 0; i < Nj; i++)
{
Np[i]
Nm[i] = 0.;
for(j = 0; j < Nj; j++)
{
deltax = x[i] - x[j];
A = floor(2.+(deltax)/L);
B = fmod(A, 2);

Npl[i] += B;
}
Nm[i] = N - 1. - Np[il;
E[i] = (Np[i] - Nm[il);

E[i+N] = E[il;

Dinamica colisional e otimizagao do método event driven

E nesta parte do programa que otimizamos o método event driven, apresentamos a funcio
que realiza a dindmica de colisao, ele inicializa fazendo a triagem do menor tempo de colisdo
entre as particulas. Depois é calculado o tempo em que uma particula pode sair pela esquerda
ou pela direita, caso esse tempo seja menor que de uma colisao, consideraremos isso como um

evento. Uma vez conhecido o menor tempo de colisao entre os pares, evoluimos as posicoes de
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todas particulas de acordo com esse tempo, até o que par colidente se encontre, apds realizamos
a dindmica de colisdo e entao, o calculo que otimiza o método event driven, como visto no coédigo

abaixo.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>

void dynamicl(unsigned long N, double *tij, double *tphys, double xtwait, double tl, double coltime[], int partnr[],
double x[], unsigned long indx[], double v[], double m[], double L, double Np[], double Nm[], double E[], int =*

kesc, int *iesc, FILE *xfin)
int i, icol,jcol, j, jj, k, fjcol, ficol, fiicol, ii, in, NN;
double difx, difxN, difx0, difx1l, difx2, difvN, difvv, difv0, difv, difvl, difv2, difE, difEN, difEO0, difEl,

difE2, delN, delO, dell, del2, sqrN, sqr0, sqrl, sqr2, xesc, tesc, toutO, toutN, tij2, M, vcm, attendre;

N = (int)N;

N = 2xN;
*kesc = 2;
*tij = *twait;

for(k = 0; k < N; k++)

{
if (coltime [k] < *tij)
{
*tij = coltime[k];
icol = k;
*kesc = 0;
}
}

difxN = x[indx[N-1]11;

difvN = v[indx[NN-11];

difEN = E[indx[N-1]11/m[indx[N-1]1;
delN = difvN*difvN - 2.*difEN*difxN;

if (delN > 0)

{
toutN = (-difvN + sqrt(delN))/(difEN);
if (toutN < *tij && toutN > 0)
{
*tij = toutN;
*kesc = 1;
*iesc = indx[NN-1];
}
}

difx0 = x[indx[N]];

difv0 = v[indx[0]];

difE0 = E[indx[N]]/m[indx([N]];

del0 = difvO*difv0 - 2.*xdifEO0O*difxO0;

if (del0 > 0)
{

tout0 = (-difv0 - sqrt(del0))/(difE0);

if (tout0 < *tij && toutO0 > 0)
{
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*tij = toutO;
*kesc = -1;
*iesc = indx[0];

*tphys += *tij;

xtwait -= *tij;

for(k = 0; k < NN; k++)

{
coltime [k] = coltimel[k] - *tij;
x[indx[k]] = x[indx[k]] + v[indx[k]]*(xtij) + 0.5*E[indx[k]]1*(*tij)*(*tij)/(m[indx[k1]);
vlindx [k]] += E[lindx[k]]*(xtij)/(m[indx[k]1]1);

}

if (*kesc == 0)

{

jcol = icol + 1;

M = m[indx[icol]] + m[indx[jcolll;

vem = (m[indx[icolll*v[indx[icol]l] + m[indx[jcolll*v[indx[jcolll)/M;
difv = -(v[indx[icol]] - v[indx[jcolll);

v[indx[icoll]l = vem + (m[indx[jcolll/M)*difv;

vlindx[jcoll]l = vem - (m[indx[icolll/M)*difv;

v[indx[icol+N]] = v[indx[icolll;

fjcol = fmod(jcol+N, NN);

vlindx[fjcoll]l = v[indx[jcolll;

difvv = v[indx[icol]] - v[indx[jcolll;
difE = E[indx[icol]l]l/m[indx[icol]] - E[indx[jcoll]l/m[indx[jcoll]l;
coltime[icol] = -(2.*difvv)/difE;
if (coltime[icol]l < 0)
coltime[icol]l = tl1;

coltime[icol+N] = coltimel[icoll;;

difx1 = x[indx[icol+1]] - x[indx[icol+2]1];

difvl = v[indx[icol+1]] - v[indx[icol+2]];

difE1l = E[indx[icol+1]]/m[indx[icol+1]] - E[indx[icol+2]]/m[indx[icol+2]];
dell = difvi*difvl - 2.*difE1xdifx1;

sqrl = sqrt(dell);

if (dell < 0)

{

coltime[icol+1] = tl;

if (dell > 0)

{
coltime[icol+1] = (-difvl + sqrt(dell))/difEl;
if (coltime[icol+1] < 0)
coltime[icol+1] = t1;
}

fiicol = fmod(icol+N+1, NN);

coltime [fiicol]l = coltime[icol+1];

in = icol+N;

difx2 = x[indx[in-1]] - x[indx[inl];

difv2 = v[indx[in-1]] - v[indx[inl];

difE2 = E[indx[in-1]1/m[indx[in-1]] - E[indx[in]]/m[indx[inl];
del2 = difv2*difv2 - 2.*difE2%difx2;

sqr2 = sqrt(del2);
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if (del2 <
{

0)

coltime[icol-1+N] = t1;

if (del2 >0
{

coltime[icol-1+N] = (-difv2 + sqrt(del2))/difE2;

if (coltime [icol -1+N]1 < 0)

coltime [icol-1+N] =

ficol = fmod(icol+NN-1, NN);

ii = icol+N-1;
coltime[ficol]l = coltimel[iil;
}
if (*kesc == -1)
{
for(jj = 1; jj < NN; jj++ )
{
indx[jj-1] = indx[jjl;
coltime[jj-1] = coltimel[jjl;
}
indx [NN-1] = =*iesc;
x[indx [NN-1]] = L;
coltime [NN-1] = coltime[N-1];
}
if (*kesc == 1)
{
for(jj = NN-2; jj >= 0; jj-- )
{
indx[jj+1] = indx[jjl;
coltime[jj+1] = coltimel[jjl;
}
indx [0] = *iesc;
x[indx [0]] = -L;
coltime [0] = coltime[N];
}

A.2 Modelo cosHMF

tl;

Referente ao modelo cosHMF, o método de integragao que utilizamos é o leapfrog. Portanto,

apresentaremos a estruturacao do algoritmo e algumas funcoes relevantes ao programa.
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A.2.1 Algoritmo e coédigos implementados

Algoritmo

A integragdo numérica ao modelo cosHMF pode ser realizada utilizando vérios métodos de
integracao, o método leapfrog se faz vantajoso por ser um integrador simplético, permitindo
ao método numérico conservar o espaco cinético. Além disso, o método nao apresenta grandes
dificuldades. A integracio numérica, realizamos procedimentos padrdes, como o célculo da distri-
buicéo inicial de particulas, a magnetizagdo que é pertinente ao sistema, por exemplo. Ademais,
o lago principal do sistema é feito de acordo como o nimero de interagoes do sistema para um
dado passo de tempo At, portanto, medimos o tempo final de simulacdo como t = Ny X At.

Toda a estruturacao do método é visto no algoritmo 2.

Algoritmo 2: Modelo cosHMF

1 inicio

2 {

3 distribuigao inicial();

4 magnetizagao();

5 energia();

6 medidas();

7 para (it = 0; it < Ning; tint + +) faga
s {

9 magnetiza¢ao();

10 integrador numérico();
11 energia();

12 medidas();

13 }

14 return 0;

Codigos implementados

Aqui apresentaremos a fungao principal do programa, o célculo da magnetizagao e a fungao
que realiza a integracao numérica.

Funcgao principal do programa

#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<stdlib.h>

#include "condicoes_inciais.c"

#include "integrador.c"
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#include "energia.c"

#include "momento.c"

#include "magnetizacao.c"

int main ()

{

FILE #*fin;

fin = fopen("parametros.dat", "r");

int N, i, j, tmax;

double h, EO, Et, PO, Pt, Mx, My, M, MO, phi, FM;

fscanf (fin, "%d\n", &N);
fscanf (fin, "%1f", &h);

fscanf (fin, "%d", &tmax);

double *q = (double*)malloc(N*sizeof (double));
double #*p = (doublex*)malloc(N*sizeof (double));
double *F = (doublex*)malloc(N*sizeof (double));

condicoes_inciais(N, q, p);

EO = energia (N, q, p);

PO = momento (N, p);

magnetizacao (N, q, &Mx, &My, &MO, &phi);

for(i = 0; i < tmax; i++)

{
magnetizacao (N, q, &Mx, &My, &M, &phi);
integrador (N, q, p, h, F, &Mx, &My);
Et = energia (N, q, p);

Pt = momento (N, p);

fclose (fin);

return O0;

Magnetizacao

#include<stdio.h>

#include<math.h>

#include<stdlib.h>

void magnetizacao (int N, double q[], double *Mx, double *My, double *M,

{

int i

*Mx = 0.;
for (i = 0; i < N; i++)
{

*Mx += cos(qlil);

*Mx = xMx/(double)N;

*My = 0.;
for (i = 0; i < N; i++)
{
*My += sin(qlil);
}
*My = *My/(double)N;
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*M = sqrt (*Mx*(*xMx) + *My*(*My));
*phi = atan2 (xMy, *Mx);

Integrador numérico

#include<stdio.h>
#include<math.h>

#include<stdlib.h>

#include "forca.c"

void integrador (int N, double q[], double pl],

{
int 1i;
for(i = 0; i < N; i++ )
{
ql[i] += h*0.5xp[il;
}
forca(N, q, h, F, &*Mx, &*My);
for(i = 0; i < Nj; i++)
{
plil += h*F[il;
ql[i] += h*0.5*xp[il;
}
}

double FI[I,

A.2.2 Verificagao do algoritmo

double *Mx,

double *My)

A escolha de um integrador simplético reside no fato que o mesmo convserva o espaco de

fase, o que implica na conservagao de energia. Portanto, para averiguar se o programa funciona

bem, usamos como parametro a energia. Na figura A.3 apresentamos a evolucao da energia total,

cinética e potencial, onde constatamos a conservagao de energia.
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E, Ek, Ep

Figura A.3: Evolugdo da energia total (linha preta), energia cinética (linha azul) e energia
potencial (linha vermelha) pelo tempo. Na figura (a) energia total de U = 0.3 e figura (b)
U = 0.69. Em todas as simulagoes realizadas referentes ao sistema cosHMF, utilizamos
um passo numérico h = 0.001. Sistema composto por N = 10000 e tempo final ¢t = 500.

A.3 Modelo cosHMF colisional

O método numérico proposto por nos consiste basicamente na utilizagdo de dois métodos
j& conhecidos, o leapfrog e o event driven otimizado. Aqui apresentaremos a estruturagao do

algoritmo e todos os codigos utilizados para realizagao da dindmica do modelo cosHMF colisional.
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Algoritmo 3: Modelo cosHMF colisional

1 1nicio

2

{

3 distribuigao inicial();

4 energia();

5 magnetizagao();

6 indexagao();

7 medidas();

8 para (i,s = 057 < Nyps; i+ +) faga
o
10 campo médio();
11 para (i =0;i < N;i+ +) faga
12 {
13 v[i] = v[i] + E[i] * tops /(2.0 x m[i]);
14 }
15 para (1 = 0;1 < N;i+ +) faga

e
b >
~~—
&=
=
I
o
o

[y
o
—

19 caculo dos tempos de colisao t; ;();
20 enquanto (t < (igs + 1) * tos) faga
21 {

22 dinamica colisional();

23 }

24 campo médio();

25 para (i = 0;7 < N;i+ +) faga

26 {

27 v[i] = v[i] + Ei] * tops/ (2.0 x mli]);
28 }

29 magnetizagao();

30 energial();

31 medidas();

32 }

33 energia();

34 return 0;

35 }
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A.3.1 Algoritmo e coédigos implementados
Algoritmo

No algoritmo 3 iniciamos o sistema de maneira padrao, realizando a distribuigao inicial das
particulas, distribuindo os valores de posicao e velocidade, utilizando a distribuicao waterbag.
Em seguida se calcula a energia que é o parametro de verificacdo do bom funcionamento do
programa. Depois ordenamos as posigoes das particulas utilizando o método de indexagao. Uma
vez iniciado o programa, entramos no laco principal, que serd dado pelo nimero de observagoes
Nyps desejadas e cada observacao terd uma duracao estipulada por um tempo de observagao
tobs, quUe serd nosso passo no tempo. Desta maneira medimos o tempo total de simulagdo como
t = Nobs X tobs-

Portanto, uma vez que o programa entra no lago principal, é calculado o campo médio para
cada particula ¢ e em seguida a evolugdo da velocidade com um passo inteiro no tempo. Apods
zeramos o valor do campo médio, com isso calculamos os tempos de colisdo entre as particulas.
Uma vez obtidos os tempos de colisao, o programa inicia a condicao para calcular a dindmica de
colisao, desta forma, enquanto houver colisdes em um dado ., 0 programa executa da dindmica
de colisao. Realizada a dindmica de colisdo, o programa retorna ao calculo do campo médio e
depois evoluimos as velocidades com passo inteiro no tempo. Depois se calcula a magnetizacao,
energia e realizamos as medidas fisicas desejaveis. Apds se retorna ao inicio do lago enquanto

houver observacoes.

Cédigos implementados

Funcgao principal do programa

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include <time.h>

#include "ran2.c"

#include "initial_conditions_wb.c"
#include "field_cos.c"

#include "magnetization.c"
#include "index.c"

#include "coltime.c"

#include "dynamiclcos.c"

#include "progress_bar.c"
#include "energy.c"

#include "chargeandmasse.c"

#include "stat.c"
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int main ()

FILE *fin;

fin = fopen("inputcos.dat", "r

int i, j, k, z,

"

ztir, kesc, iobs,

double L, tl, tij, t, tphys, EO,

KUR, TEMP,
unsigned long N;
long int a;
nevent = 0;

ncol = 0;

L = 2.%M_PI;

MAGN ;

fscanf (fin, "%1lu\n", &N);
fscanf (fin, "%1f\n", &tl);
fscanf (fin, "%1f\n", &Kcos);
fscanf (fin, "%d\n", &ztir);

fscanf (fin, "%d\n", &nobs);
fscanf (fin, "%1f\n", &tobs);
fscanf (fin, "%1f\n", &e);
printf ("\nN = %lu\n", N);

printf ("\nKcos = %1f\n", Kcos)

printf ("\nz repetitions = %d\n

printf ("\nobs number = %d\n",

H

"
B

nobs, nevent,

En, Ek, Ep, twait,

ztir);

nobs) ;

printf ("\nobs time = %1f\n", tobs);

printf ("\nenergy input = %1f\n

"
B

e);

double *x = (double*)malloc(N*sizeof (double));

double *v = (double*)malloc(N*sizeof (double));

double *m = (double*)malloc(N*sizeof (double));
double *E = (double*)malloc(N*sizeof (double));

double *Ezero =

unsigned long *indx =

double *coltime

ncol,

(doublex*)malloc(N*sizeof (double));

(unsigned long#*)malloc(N*sizeof (unsigned long));

= (double*)malloc(N*sizeof (double));

int *partnr = (int*)malloc(N*sizeof (int));

a = -101;

candm(N, m, a)

H

initial_conditions_wb(N, x, v,

EO = energy(N, x, v, m,

vecmag (N, x, &

printf ("\n The
printf ("\n The

indexx (N, x-1,
for(i = 0; i <
indx [i

N = (int)N;

tphys = 0.0;
tij = 0.0;

statmes (N, v,

fprintf (vari,

fprintf (kurt,

fprintf (vtot,

My,

initial value of Energy %g\n",

inital value of magnetization Y%g\n",

m, a, MO,

&Ek, &Ep);

&Mx, &MO, &phi);

indx-1);

N
1 -

&v,

g
g
g

i++)

1

&VAR, &KUR);

%g\n", tphys,
%g\n", tphys,
%g\n", tphys,

VAR) ;
KUR) ;
V)
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for (iobs = 0;

{

iobs < nobs; iobs++)

progress_bar ((double) iobs/nobs);
twait =

tobs;

field_cos(N, indx, x, L, Kcos, E);

for (i=0 ;
{

Q<N i++)

v[il = v[il + E[i] * tobs / (2.0 * m[il) ;

mintime (N, coltime, partnr, L, x, v, indx);
while (tphys < (iobs + 1.)xtobs && twait > 0.0)
{

kesc = 5;

dynamicl (N, &tij, &tphys, &twait, tl, coltime,

if (kesc == -1 ||
{

nevent += 1;
¥
if (kesc == 0)
{

ncol +=1;

field_cos (N, indx, x, L, Kcos, E);

for (i=0 ;
{

i<N 5 i++)

v[il = v[i]l + E[i] * tobs / (2.0 * m[il) ;

vecmag (N, x, &My, &Mx, &M, &phi);

En = energy(N, x, v, m, &Ek, &Ep);
(En-E0)/EO;

error =

statmes (N, v, &V, &VAR, &KUR);

"%d %1ld %d %d
"\n");

fprintf (check, %1f %1f %1f", z, a, nevent, ncol, EO, En, error);

fprintf (check,

progress_bar (1.0);
printf ("\n");
ncol);

printf ("\n Number of event %d and collision %d\n", nevent,

printf ("\n The physical time is %g\n", tphys);
printf ("\n The final value of Energy %g\n", En);
printf ("\n The final value of energy error is %1f\n", error);
fclose(fin);

return 0;

Condicao inicial waterbag

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>
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partnr,

X,

indx,

v,

m,

L,

&kesc)



A.3. MODELO COSHMF COLISIONAL

118

#include "ran2.c"

#include <time.h>
double energy(unsigned long N , double [], double [], double [], double [], double [1);

void initial_conditions_wb(unsigned long N, double x[], double v[], double m[], long int a, double MO,

{

int i;
double p_cm, k_s, k_w, A, bac, alpha, mx, my, deltaq, deltap, Ek, Ep;

long int *seed=&a;

alpha = 0.;
deltaq = M_PI/6.;
mx = (2./deltaq)*( sin(deltaq/2.) )*cos(alpha);
my = (2./deltaq)*( sin(deltaq/2.) )*sin(alpha);
MO = sqrt(mx*mx + my*my);

deltap = sqrt( 24.%e - 12.x( 1. - MOx*MO ));

deltap = deltap/2.;

deltaq = deltaq/2.;

for(i = 0; i < Nj; i++ )

x[i]l = (2.*ran2(seed) - 1.)xdeltaq + alpha;
v[i] = (2.xran2(seed)-1.)*deltap/m[i];

k_w = 0.;
for( i = 0; i < N; i++ )

k_w += v[il*v[il;

k_w *= 0.5;

printf ("\n test out 1 \n");
p_cm = 0.;

for( i = 0; i < N; i++ )

p_cm += v[il;

p_cm /= (double)N;
for(i=0; i<N; i++ )

v[i] -= p_cm;

k_s = 0.3
for(i=0; i<N; i++)

k_s += v[ilxv[il;

A = sqrt(k_w/k_s);
for (i=0; i<N; i++)
v[il = Axv[il;

bac = energy(N, x, v, m, &Ek, &Ep);
}

while ( fabs(e - bac) > 0.0001 );

return;
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Funcao energia

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>

double energy(unsigned long N, double x[], double vI[],
{

int i, j;

double E1, E2, mx, my, M, M2;

N = (int)N;

E1 = E2 = 0.3

for( i = 0; i < N; i++ )

E1l += m[il*xv[il*v[i];

E1 /= 2.x(double)N;

*Ek = E1;

mx = my = 0.;

for(i = 0; i < Nj; i++)
{

mx += cos(x[il]);

my += sin(x[i]);

mx = mx/( (double)N );
my = my/( (double)N );

M2 = mx*mx + my*my;
E2 = 0.5%x(1. - M2);
*Ep = E2;

return (E1+E2);

Funcgao magnetizagao

#include<stdio.h>
#include<math.h>

#include<stdlib.h>

void vecmag (unsigned long N, double x[], double *Mx,

{

int 1i;

*Mx = 0.;

*My = 0.;

for(i = 0; i < Nj; i++)

{
*Mx += cos(x[il);
*My += sin(x[il);

}

*Mx = *Mx/(double)N;
*My = xMy/(double)N;

*M = sqrt (xMx* (*Mx) + *My*(*xMy));
*phi = atan2(xMy, *Mx);

Fungao campo médio

#include <stdio.h>

double m[],

double *My,

119
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double *M,
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#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include <time.h>

void field_cos(unsigned long N,

{
int i, j;
double A, Mx, My;
N = (int)N;
Mx = 0.0 ;
My = 0.0 ;
for (i=0 ; i < N ; i++)
{
Mx += cos(x[il);
My += sin(x[il);
}
for(i = 0; i < N; i++)
{
A = Mx*sin(x[i]) - My*cos(x[il) ;
E[i] = -AxKcos/N;
}
}

Funcao para o célculo de t; ;

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>

void mintime (unsigned long N,

double coltimel[],

{

int i, j, k;

double tl, tij, difx, difv;

tl = 1.e6;

for(i = 0; i < Nj; i++)

{
coltime[i] = t1;
partnr [i] = N;

}

for(i = 0; i < N; i++)

{
coltime[i] = t1;
j o= i+1;
difx = x[indx[i]] - x[indx[jl];
difv = v[indx[i]] - v[indx[jl];
tij = - difx/difv;

if(tij > 0 && tij < coltimel[il])

{

els

e

coltime[i] = tij;

partnr [indx [i]] = indx[j];

coltime[i] = tl;

unsigned long indx[],

int partnr([],

double x[],

120

double L,

double L,

double xI[1,

double Kcos,

double vI[I1,

double E[])

unsigned long indx[])
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Funcgao dinamica de colisoes

Devemos ressaltar que nesta funcao faremos a triagem do menor tempo de colisao ¢; ;. Ade-
mais, também calculamos o tempo em que uma particula possa sair pela extremidade esquerda
ou direita do sistema, caso o tempo em que uma particula saia por uma das extremidades seja
menor que os tempos de colisao, consideraremos esse tempo de saida com um evento fisico.

Notemos que diferentemente do modelo de folhas, neste programa calculamos o t; ; de todas
particulas antes de entrar na condicao de colisao, pois a cada observagao temos a variagao do
campo percebido por cada particula. Portanto, para evitar um céalculo mais dispendioso, durante

a condigao de colisao utlizamos o método event driven otimizado.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>

void dynamicl(unsigned long N, double *tij, double *tphys, double *twait, double tl, double coltimel[]l, int partnr[],

double x[], unsigned long indx[], double vI[], double m[], double L, int *kesc)

int i, icol,jcol, j, jj, k, iesc;

double difv, toutO, toutN, M, vcm;
N = (int)N;

*kesc = 2;

*tij = *twait;

for(k = 0; k < N; k++)

{
if (coltime [k] < *tij)
{
*tij = coltimel[k];
icol = k;
*kesc = 0;
}
¥

toutN = (L - x[indx[N-111)/v[indx[N-111;
tout0 = -(L + x[indx[0]])/v[indx[0]];

if (tout0 < *tij && tout0 > 0)

{
*tij = toutO;
*kesc = -1;
iesc = indx[0];
}

if (toutN < *tij && toutN > 0)

{
*tij = toutN;
*kesc = 1;
iesc = indx[N-1];
¥
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*tphys += *tij;

*twait -= *tij;

for(k = 0; k < N; k++)

{
coltime [k] = coltime[k] - *tij;
x[indx [k]] = x[indx[k]] + v[indx[k]]*(*tij);
}
if (*kesc == 0)
{
if (icol == N-1)
{
jcol = 0;
¥
if (icol == N)
{
icol = 0;
jcol = 1;
¥
else
{
jcol = icol + 1;
}
if (icol == N-1 && jcol == N)
{
jcol = 0;

¥
if (icol
{

else

if (icol
{

M = mlindx[icol]] + m[indx[0]1];

vem = (m[indx[icolll*v[indx[icoll]l + m[indx [0]11*v[indx[0]]1)/M;
difv = -(v[indx[icoll]l - v[indx[0]1);

v[indx[icol]l] = vcm + (m[indx[0]]/M)*difv;

v[indx [0]] = vem - (m[indx[icolll/M)*difv;

jcol = 1;

M = m[indx[0]] + m[indx[1]];

vem = (m[indx [0]]*v[indx [0]] + m[indx[1]]*v[indx[11])/M;
difv = -(v[indx[icoll]l - v[indx[0]1);

v[indx [0]] = vem + (m[indx[11]1/M)=*difv;

v[indx[1]1] = vem - (m[indx[0]]1/M)*difv;

M = m[indx[icoll] + m[indx[jcolll;

vem = (m[indx[icolll*v[indx[icoll] + m[indx[jcolll*v[indx[jcolll)/M;
difv = -(v[indx[icol]] - v[indx[jcolll);

v[indx[icoll]l = vem + (m[indx[jcolll/M)=*difv;

vlindx[jcoll]l = vem - (m[indx[icolll/M)*difv;

== N-2 &% jcol == N-1)
coltime [N-1] = -(x[indx[N-111- x[indx[011)/(v[indx[N-11]-v[indx[01]);
//jcol = 0;

if (coltime [N-1] < 0)
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if (xkesc

{

if (xkesc

{

¥
if (icol
{

else

if (icol
{

else

coltime [

== -1)

for(jj =
{

}
indx [N-1
x[indx [N

== 1)

for(jj =
{

}
indx [0]
x[indx [0

coltime[N-1] = t1;
== N-1)
coltime [0] = -(x[indx[0]]- x[indx[111)/(v[indx[0]]-v[indx[111);

if (coltime [0] < 0)
coltime [0] = t1;

coltime[icol+1] = -(x[indx[icol+1]]- x[indx[icol+2]])/(v[indx[icol+1]]-v[indx[icol+2]]1);
if (coltime[icol+1] < 0)

coltime[icol+1] = t1;

== 0)
coltime [N-1] = -(x[indx[N-1]11 - 2*L - x[indx[icoll])/(v[indx[N-11] - v[indx[icolll);

if (coltime [N-1] < 0)
coltime [N-1] = t1;

coltime[icol-1] = -(x[indx[icol-1]]1 - x[indx[icoll]l)/(v[indx[icol-1]11 - v[indx[icolll);
if (coltime[icol-1] < 0)

coltime[icol-1] = t1;

icoll = tl;

15 33 < N3 jj++ )

indx[jj-1] = indx[jjl;
coltime[jj-1] = coltime[jjl;

] = iesc;

-111 = L;

N-2; jj >= 0; jj-- )

indx[jj+1] = indx[jjl;
coltime[jj+1] = coltimel[jjl;

= ijesc;

11 = -L;
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A.3.2 Verificagao do Algoritmo

Apresentamos por fim, um parametro de medida para verificar o bom funcionamento do

algoritimo proposto e criado por nés, a conservacao de energia, como segue nas figuras abaixo.

10? 10" 10° 10" 10? 107? 10" 10° 10" 10?

Figura A.4: Grafico da evolugao da energia total (cinza), cinética (azul) e potencial
(vermelha) pelo tempo. Simulagao realizada com N = 2000 sendo 200 com massa m = 5,
tempo total de t = 500 e energia U ~ 0.5. (a) Sistema cosH M F' sem colisoes. (b) Sistema

cosHMF' com colisoes.
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