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Resumo

A Teoria Espinorial da Gravitagio tem como objetivo descrever a interagdo gravitaci-
onal através de campos de espinores. Partindo do formalismo lagrangiano do Teleparale-
lismo Equivalente a Relatividade Geral (TEGR) é possivel obter duas equacdes acopladas
para dois campos espinoriais fundamentais, W e Y, do qual resulta a dinamica das tétra-
das autoparalelas. Nolimite em que Y é constante, anova equacao de campo obtida da

lagrangiana gravitacional indica uma expressaopara ¥ em umespaco-tempoplano.
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Abstract

The Spinor Theory of Gravity aims to describe the gravitational interaction by spinor
fields. From the Lagrangian formalism of Teleparallel Equivalent of General Relativity
(TEGR) it is possible to obtain two coupled equations for two fundamental spinel fields,
Wand Y, which results in the dynamics of the autoparallel tetrads. At the limit where Y
1s constant, the new field equation obtained from the gravitational lagrangian indicates

an expression for W in a flat space-time.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1687 Isaac Newton (1642 - 1727) publica o que provavelmente seria o trabalho mais
importante da fisica produzido por uma tnica pessoa [1], o Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica [2]. Neste livro Newton formaliza as leis do movimento, implicitamente assumidas
por Galileu Galilei (1564 - 1642), e a Lei da Gravitacao Universal, que explica as érbitas elipticas
dos planetas através da hipétese da forga inversamente proporcional ao quadrado da distancia
ao Sol. Perto da superficie da Terra, Galileu ja havia demonstrado que o deslocamento de um
corpoemquedalivre é proporcionalaoquadrado dointervalode tempo decorrido, independente
da massa desse corpo.

No Principia [2], Newton introduziu o conceito de tempo absoluto, onde ele alegava que o
intervalode tempo entre dois eventos eraigualmente medido por todos os rel6gios, independente
do movimento destes. Assim, na Mecanica Newtoniana é possivel determinar se eventos em
diferentes pontos do espago ocorreram simultaneamente, mas ndo é possivel dizer se eventos em
tempos distintos ocorreram no mesmo lugar: para referenciais com movimento relativo, eventos
em tempos distintos ocorrem geralmente em pontos diferentes do espaco. A ideia de espaco
absoluto, embora inicialmente introduzida pelo préprio Isaac Newton, tinha sido abandonada.

A mecanica e a gravitagdo newtoniana permaneceram aceitas por mais de duzentos anos.
Mesmo nos dias de hoje ainda sdo base para a descri¢do de quase todos os fendmenos cotidianos
[3]. Apenasemsituagdesespecificasas modificagdes contidasnas teorias da Relatividade Especial
[4, 5] e Relatividade Geral [6, 7, 8] - propostas por Albert Einstein (1879 - 1855) em 1905 e
1915, respectivamente - sao necessdrias. Na Relatividade Especial a ideia de tempo absoluto

é abandonada. O intervalo de tempo entre dois eventos medido por um relégio depende da



sua velocidade, ou seja, do movimento do sistema de referéncia onde o tempo é medido. Essa
implicacdo surge de dois principios: a velocidade da luz independente do movimento da fontee
o principio darelatividade, inicialmente proposto por Galileu, e que estabelece a invariancia das
leis da fisica sob mudanca de referencial.

A equivaléncia entre referenciais inerciais, ditos como aqueles que possuem velocidade relativa
constante, é construida na Relatividade Especial a partir desses dois principios. Contudo, um
referencial sob a presenca de um campo gravitacional descreve fendmenos fisicos tais quais um
referencial ndo-inercial. A Relatividade Geral parte do Principio da Equivaléncia [9, 10] - além
dos dois principios presentes na Relatividade Restrita - para descrever fendmenos fisicos em
sistemas dereferéncia arbitrarios. A interagdo gravitacional na teoria de Einstein é caracterizada
pela curvatura do espago-tempo endomais por umaforca de atracdo comona teoria newtoniana.

Uma outra revolucio na fisica acontece simultaneamente ao desenvolvimento da Teoria da
Relatividade, a Mecéanica Quantica [11]. No final do século XIX a comunidade cientifica acredi-
tavaqueoarcabouco teérico dafisicaestavacompleto, restandoapenasalguns poucos fendmenos
aseremexplicados. A Mecanica Quantica e a Relatividade quebram praticamente todos os para-
digmas cientificos da época e mudam os conceitos mais basicos que se tinha sobre espaco, tempo,
matéria e energia. A quantizacdo da energia e de outras propriedades da matéria revoluciona
também o entendimento sobre as interagdes fundamentais da natureza. As teorias quénticas de
campo [12, 13, 14, 15] (ou teorias de segunda quantizacdo) admitem nao s6 a quantizagdo de
observaveis ligados a matéria, mas também a quantizacdo do préprio campo.

Sendo uma das intera¢des fundamentais da natureza, a gravidade necessitava ser explicada
também pelo ponto de vista da Mecanica Quéntica? A construgdo de uma teoria quéntica da
gravitagdo é um problema até hoje nao resolvido. Sistemas de grande escala sujeitos a campos
gravitacionais intensos sdo de dominio da Relatividade Geral, enquanto o universosubatdomico é
regido pelas leis da Mecanica Quantica. A interagdo gravitacional no mundo quéantico é despre-
zivel quando comparadacom as outras forcas fundamentais danatureza. Mas sendoa gravidade
um fendmeno descrito por meios de campos, o chamado campo gravitacional deve ser quantizado
se inserido na teoria quantica. Assim, a busca de uma gravidade quantica deve pressupor o
casamento entre Relatividade Geral (ou outra teoria alternativa a ela) e Mecanica Quantica.

Muitos fisicos acreditam que essa dificuldade em se casar as duas teorias indica que talvez
uma delas estejaincompleta, e dado o poder de previsibilidade e aplicagdo da Mecanica Quantica

e da Teoria Quéntica de Campos, a aposta parece se voltar para a Relatividade Geral. Além do



mais, a teoria de Einstein enfrenta problemas. Um deles é a dificuldade de se definir localmente a
energia do campo gravitacional. Uma vez que a gravitacdo é o estudo do préprio espago-tempo,
grandezas como energia e momento do campo gravitacional devem estar bem definidas em to-
dos os pontos dessa estrutura. A formulagao da Relatividade Geral em termos da dindmica do
tensor métrico permite apenas a definicdo de pseudo-tensores de energia-momento, dependentes
do sistema de coordenadas adotado, o que inviabiliza definir localmente a densidade energia do
campo gravitacional, j4 que para cada mudanca de coordenada se obtém um resultado diferente.
No Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral (TEGR) [17, 18, 19, 20], uma formulagao
geométrica alternativa a teoria vigente, ocampo gravitacional é descrito por tétradas autoparale-
las. Umaexpressao paraadensidade de energia gravitacional surgenaturalmente doformalismo
Hamiltoniano dessa teoria.

Outros problemas surgem com novas descobertas. Matéria escura e energia escura ainda
nao possuem explicacdes consensuais. A energia de vacuo, que alguns astrofisicos acreditam
estar relacionada com a energia escura, foi prevista com um erro de cento e vinte ordens de
grandeza. Segundo os proprios fisicos, a pior previsao teérica da histéria da fisica. Entdo, tanto
em niveis cosmolégicos quanto em niveis microscépicos, as teorias da gravidade falham quase
que totalmente. Depois de mais de trezentos anos da publicagdo da Lei da Gravitacdo Universal,
ainda ndo entendemos a gravidade!

Neste trabalho propomos uma teoria espinorial da gravitacdo em conformidade com o for-
malismo geométrico da TEGR, que descreve a interacdo gravitacional através dos campos de
tétradas autoparalelas em um espago-tempo sem curvatura e com tor¢do nao nula. Iniciamos
com uma breve revisdo da gravitacdo na mecanica nao-relativistica, explicitando alei do inverso
do quadrado da distdncia e a independéncia da massa no movimento de um corpo sujeito a um
campo gravitacional. Nesta primeira secdo explicamos também Principio da Equivaléncia, que
permite igualar as propriedades cinematicas em um referencial nao inercial com aquelas de um
sistema inercial na presenca de um campo gravitacional. Na secdo 2.2 revisamos a Teoria da
Relatividade Especial, a primeira teoria do espaco-tempo construida sob uma geometria plana,
que estabelece a conexa@o entre referenciais inerciais. Aqui definimos o intervalo espago-temporal,
o tempo proprio, a métrica de Minkowski e as transformacdes de Lorentz. A secdo 2.3 aborda
a conexao entre sistemas de referéncia arbitrarios, feita por um sistema de coordenadas curvi-
lineas que descreve uma geometria ndo-euclidiana. Ainda nessa segdo apresentamos o conceito

de tensor métrico, transporte paralelo, derivada covariante, conexdo afim, além da equacao da



geodésica. Os tensores de curvatura e de energia momento sao abordados nas secoes 2.4 e 2.5
respectivamente. A Equacado de Einstein, obtida através da acdo de Hilbert-Einstein, é introdu-
zida na segdo 2.6. O capitulotermina com a transi¢do das equagdes de campo da Relatividade
Geral para a Lei da Gravitagdo Universal de Isaac Newton, no limite de baixas velocidades e
campos gravitacionais pouco intensos.

No capitulo 3 introduzimos a teoria teleparalela, apresentando os campos de tétradas na
segdo 3.1, as caracteristicas geométricas do espago de Weitzenbock e a formulacao lagragiana do
teleparalelismo na segdo 3.2. Nesta tiltima mostramos a equivaléncia entre TEGR e a Relati-
vidade Geral e a construcdo do tensor de energia-momento do campo gravitacional, da qual se
derivam uma equacao de continuidade e um momento generalizado.

No capitulo final é trabalhada a gravitacdo espinorial. Primero com a introducao da teoria
espinorial da gravitacao de Novello [21, 22], que propde uma nova implementagdo do Principio
da Equivaléncia através de uma nova interpretagdo da dindmica do tensor métrico. Na teoria
de Novello, a geometria que age na matéria ndo é um campo independente e nem possui dina-
mica propria. Ao invés disso, ela herda sua dindmica de dois campos espinoriais fundamentais,
responsaveis pelos fendmenos gravitacionais e que obedecem a equacao de movimento nao linear
de Heisenberg. Novello assume que esses dois campos interagem universalmente com todas as
formas de matéria e energia. Dessa intera¢do resulta uma mudanca namétrica do espago-tempo.

Por fim, na tltima se¢do deste trabalho, propomos uma teoria espinorial da gravitacao cons-
truida no formalismo geométrico da TEGR. Diferentemente do trabalho de Novello, os campos
espinoriais utilizados aqui ndo estao relacionados com o tensor métrico, mas sim definidos de

forma que contra¢do destes resulte num campo de tétradas. Deste seguem as caracteristicas
geométricas dos espinores. As equagdes de campo espinoriais sdo obtidas através dalagrangiana
teleparalela escrita explicitamente em fungdo das tétradas e suas derivadas. Por substituigao
direta, chegamos a uma expressdo para a lagrangiana gravitacional em termos dos dois cam-
pos espinoriais. Apds obtermos duas equagdes acopladas para os dois espinores,aplicamos o
limite no qual um desses campos é constante. A interpretagdo dada para as novas equagdes de
campo obtidas da lagragiana gravitacional para esse limite é discutida na final do capitulo 4e
na conclusao do trabalho.

Neste trabalho sera utilizada a notacao de Einstein, no qual indices repetidos se somam.



Capitulo 2

Relatividade Geral

2.1 Gravitacao na Mecanica Nao Relativistica

A interacao gravitacional, diferentemente das outras interagcdes fundamentais da natureza,
possui a propriedade de que todos os corpos, independente da massa, se movem da mesma
maneira em um campo gravitacional, desde que as condig¢des iniciais sejam as mesmas. Essa
propriedade decorre diretamente das Leis do Movimento e da Lei Universal da Gravitacao, ela-
boradas por Sir Isaac Newton (1642 - 1727). Esta tltima afirma que a forca gravitacional entre
dois corpos é proporcional ao produto desuas massas, e inversamente proporcional ao quadrado
da distancia entre eles.

Utilizando a teoria newtoniana, pode-se estabelecer dois elementos basicos: uma equagdo
para o campo gravitacional gerado por uma massa, e outra equacao para a resposta da matéria

a esse campo. Assim, o campo gerado por uma massa M a uma distancia r dessa massa é dado

por

e 2.1)

De maneira equivalente, pode-se definir uma funcao escalar das coordenadas e de tempo que
caracteriza ocampo denominada potencial gravitacional, relacionada com a densidade demassa

p pela equagdo de Poisson

V2p = 4xttp. (2.2)
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O movimento de uma particula de massa m em um campo gravitacional, para um sistema de
referéncia inercial, é determinado pela Lagrangiana

)
L = 5MV. — mo. (2.3)

A equacado de movimento da particula é dada por
r=Vo. (2.4)

A equagdo (2.4) ndo contém a massa ou nenhuma outra grandeza relaciona as propriedades
intrinsecas da particula.

A independéncia da massa no movimento de um corpo em um campo gravitacional permite
compard-lo com o movimento de um objeto ndo sujeito a um campo externo, porém observado
sob o ponto de vista de um referencial ndo inercial. Dito de forma direta, as propriedades
cineméticas em um sistema de referéncia ndo inercial sdo as mesmas daquelas em um sistema
inercial na presenca de um campo gravitacional. Este é o chamado Principio da Equivaléncia.

Existe, entretanto, uma diferenca essencial entre o campo “real” de um referencial inercial
e 0 campo equivalente a um sistema ndo inercial quanto aos seus comportamentos no infinito.
Diferentemente do segundo, o primeiro se aproxima de zero a distancias infinitas da fonte do
campo. Dessa forma, ndo é possivel, por qualquer escolha de referencial, eliminar um campo
gravitacional “real” em todos os pontos do espaco. Sendo viavel, apenas, por uma escolha ade-
quada dereferencial, anular ocampo emumaregido do espacosuficientemente pequena, noqual

0 mesmo possa ser considerado uniforme.
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2.2 Relatividade Especial

A Relatividade Especial é uma teoria da estrutura do espaco-tempo, o palco onde particulas
e campos evoluem. A descri¢do da evolucdo de sistemas fisicos é feita a partir de um sistema
de referéncia associado um conjunto de coordenadas que indica a posicdo de uma particula do
espaco, assim como um reldgio fixado nesse sistema para indicar o tempo.

Espago-tempo pode, entdo, ser definido como um conjunto quadridimensional de elementos
classificados por trés coordenadas espaciais e uma coordenada temporal. Um ponto individual
no espago-tempo é denominado evento. A trajetéria de uma particula, ou sua linha de universo,
é um conjunto parametrizado deeventos, representada por uma curvaatravés do espago-tempo.

Ointervalo ds entre dois eventos infinitesimalmente separados, em coordenadas cartesianas,

para um espago-tempo plano (espago de Minkowski), é dado por
ds’ = —c’dt’ +dx’ + dy’ + dz’. (2.5)

O intervalo espago-temporal entre dois eventos é invariante sob mudanca de coordenadas carte-
sianas e sob transformacoes de Lorentz.
O tempo proprio, definido como o intervalo de tempo entre dois eventos ocorridos em um

mesmo ponto do espago para um dado referencial inercial, é escrito como
c’de’ = —ds’. (2.6)

As coordenadas de um evento podem ser consideradas como componentes de um vetor em um
espaco de quatro dimensdes. Denota-se essas componentes por X* =X’, X, X, X’ ,Z onde o
indice p assume os valores 0, 1, 2,3. Em alguns casos, é conveniente referir-se as componentes
espaciais e temporais de X* separadamente, entao se utilizam indices latinos para representar as
componentes espaciais tridimensionais: xi = X', X', X’ .

Dessamaneira, pode-se escrever o intervalods em uma forma mais compacta, introduzindoa

métrica de Minkowski, representada por uma matriz 4 X 4 e denotada por dois indices subscritos.

-1000

0 10 0 27)
"0 010 o '

0 001
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onde as componentes da matriz 7,y sdo representadas em coordenadas cartesianas

ds’ = # dxedx”. (2.8)

Para que ointervalo (2.8) permaneca invariante sob mudangas de coordenadas entre referenciais

inerciais, as componentes do quadrivetor x* devem ser transformar de acordo com

XH = AKXV, (2.9)
onde A¥ satisfaz
Nuv = AA”]AUAU- (210)
u v

As matrizes que satisfazem (2.9) e (2.10) sdo denominadas transformagoes de Lorentz. O conjunto

de todas as transformagdes de Lorentz no espaco de Minkowski forma o grupo de Lorentz.
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2.3 Sistema de Coordenadas Generalizadas

Comoabordadonasecdo 2.1, o estudo da gravitagdorequer a consideragdo de fendmenos em
sistemas de referéncia arbitrarios. Sendo assim, é necessério o desenvolvimento de uma geometria
em coordenadas curvilineas generalizadas.

Dada a mudanga de um sistema de coordenadas x* =" X', X, X', X' para outro sistema de

) X
coordenadas x# = X', x',x*,x" , seus diferenciais se transformam de acordo com a relacdo

u

ox*
o = dx” 2.11)

) 3
Todo vetor de componentes A* ="A’, A', A’, A’ que, sob mudanca de coordenada, se trans-
formam de acordo com (2.11) é chamado de vetor contravariante

OXH
M 1A%
A= o (2.12)

Dado um escalar ¢, sob mudanca de coordenada, as derivadas dp/0x* se transformam pela
relacdo

op ox¥ Og
OxM ~— OXH OXV"

(2.13)

Todo vetor de componentes A, = (Ao, Ai, Ay, As) que, sob mudanga de coordenada, se trans-

forma de acordo com (2.13) é chamado vetor covariante

ox
A,=_""_5'
u ok A,. (2.14)

A generalizagdo direta de vetores covariantes e contravariantes é a nogdo de tensor. Um tensor

do tipo (n, m) é um objeto geométrico de n indices contravariantes e m indices covariantes que

obedece a relacdo de transformacao

TR OxH1  OxH? OXHI X1 OX02 oOXom A A
1

2 - T n, 2.15
Twlvz,---,v,nn_ OXIAT OXIA2 OxAn OXV1 OxV2 OxVm 01,02, ,0m ( )

O quadrado do elemento de linha em coordenadas generalizadas é escrito na forma

ds’ = guvdxedx”, (2.16)
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onde gy € um tensor covariante simétrico denominado fensor métrico.

O tensor métrico contravariante ou métrica inversa é o tensor g+, reciproco a guv, tal que
GurQiv = 0%, (2.17)
A conexdo entre as formas covariante e contravariante é feita através do tensor métrico.
AL=gv A, A= gwAY, (2.18a)

Tllv = gﬂAgvoTAoy THy = g,u)‘gvaT)‘U_ (218b)

O produto interno entre dois vetores, obtido pela contragio entre suas formas covariante e

contravariante, pode ser escrito como
A“B, = AuB* = g, A*BY = gtV ALB, . (2.19)

Em coordenadas curvilineas o elemento diferencial dA“ e a derivada 04#/0x¥ ndo se transfor-
mam como (2.12) e (2.15), respectivamente. Isso se deve ao fato de que o incremento é a diferenca
entre vetoreslocalizados em pontos distintos do espaco, onde seus coeficientes de transformagao
sao diferentes, jd que sdo fung¢des das coordenadas. Dessa maneira, é necessario definir uma ope-
racdo para qual os vetores subtraidos estejam localizados no mesmo ponto do espaco, intitulada
transporte paralelo.

A mudanca nas componentes de um vetor A“ localizado no ponto x#, quando transportado

paralelamente para um ponto x* + dx#, onde seu valor igual a A* + dA#, é dada por
SA* = —Ty, ArdxY, (2.20)

onde as quantidades [} sdo os coeficientes de conexao, simétricos em relagdo aos indices subs-

critos

u u
F)LV - LA

O elemento diferencial DA* entre os vetores A* + dA“ e A* + 0A* é expresso por

) 3
DA« = dA# — 6Ar = 0,A8 + T Ar dx. (2.21)

10
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A expressdo entre parénteses na equacao (2.21) é chamada derivada covariante, denotada por
V, A= A= OA + T AL (2.22)
De maneira similar, para um vetor covariante
Vo Au =Aw =0y Ay — TiAs. (2.23)

A derivada covariante do tensor métrico g, € expressa por

A A
VaQu = 0aQuv — TpaGvt = TvaGur = OaGuv — Tuva — Dvua, (2.24)

tal que, para uma conexao compativel com a métrica

VoG = 0. (2.25)

Usando (2.25) e permutando os indices a, u, v em (2.24),

aag/,zv = Tuwva+ Tvua, (226&)
Ov Oua = r,uav +ra,uv, (226b)
OuOva = I'vau + Tavu. (226C)

Somando (2.26b) com (2.26c) e subtraindo (2.26a) do resultado

Lauv = % (Oubav + OvQua + OaQuv) - (2.27)
FazendoTI%, = g"Tauv,
1
uv = 279 (aﬂgav + aVg,ua - aag,uv) . (228)

Os coeficientes da expressao (2.28) sao chamados simbolos de Christoffel.
Em um espago curvo, o resultado do transporte paralelo de um vetor de um ponto a ou-

tro depende do caminho entre eles. A derivada direcional covariante ao longo de uma curva

11
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parametrizada x# = x# (1) é definida como

D dx#
—V . (2.29)

i
O transporte paralelo de um vetor através do caminho x# (1) é tal que a sua derivada direcional

se anule ao longo da trajetoria

dA# u adxe 0 (2.30)
4T, A Y :
di  Ydi

Uma geodésica é a curva ao longo do qual o seu vetor tangente é paralelamente transportado.
Assim, dada uma curva x* (1), da condicao de transporte paralelo (2.30) para o vetor tangente

dx#/dA é obtida a equagdo da geodésica

Dyl dxe dxv
ot T (2.31)

_|_
daz ~Yda
E facil perceber que (2.31) reproduz a generalizacao da ideia de linha reta. Em coordenadas

cartesianas I'= 0, e a equacdo da geodésica se reduz a dx/d)’ =0, a equacdo da reta em

um espago euclidiano.

12
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2.4 Tensor de Curvatura

Como visto na segao 2.3, o descolamento paralelo de um vetor é definido como sendo aquele
em que as componentes do vetor nao se modificam em um sistema de coordenadas considerado
cartesiano para um dado elemento de volume infinitesimal. Aolongo de uma geodésica, o des-
locamento do vetor tangente a curva é paralelo a si mesmo. Dessa maneira, um vetor mantém
suas componentes inalteradas quando paralelamente transportado ao longo de uma geodésica, ja
que o angulo entre o vetor deslocado e a tangente a curva permanece o mesmo.

Como consequéncia disso, o resultado obtido ao se deslocar paralelamente um vetor de um
ponto ao outro, em um espago curvo, depende do caminho tomado. Assim, o transporte paralelo
deumvetoraolongodeumcaminho fechadoresultara emuma transformagdo domesmo, ouseja,
os valores de suas componentes ap6s o deslocamento nao coincidem com seus valores originais.

Sendonulaa derivada covariante direcional de um vetor submetido a um transporte paralelo,
entdo o comutador de duas derivadas covariantes [V, V] do vetor A% expressa a diferenca,
em um caminho fechado, entre o deslocamento paralelo do vetor por um dado sentido, e o

deslocamento paralelo do vetor pelo sentido oposto ao primeiro

[V#,VV]AQ v'qu AC( - VV v,uAa,

: 3
oul— & §, + T4 13, — T[T, A (2.32)

A expressdo (2.32) pode ser escrita como

[V V] A® = Rayy A% (2.33)

onde

RK/JV = al—lr(j\v - avrg,u + r%ﬂr%v - gvrg,u, (234)

é o tensor de curvatura ou tensor Riemann, antissimétrico nos ultimos dois indices

R = —Riw - (2.35)

As propriedades de simetria do tensor de Riemann sdo mais facilmente verificiveis na sua forma

13
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covariante
Ra)\uv =0ac R()Iuv- (2.36)

O tensor covariante em (2.36) é antissimétrico para cada par de indices a, 1 e uv, e simétrico

sob permutacdo do primeiro par de indices com o segundo
Rawwv = Ruvar = —Ravu = —Raauy- (2.37)
O somatorio das permutagdes ciclicas de quaisquer trés indices de Rayw € nulo
Rayw + Ravaig + Rawa = 0. (2.38)
O tensor de curvatura também obedece a identidade de Bianchi

voRaA/,lv + VQRAU#V + v)lea,uv = 0 (2.39)

O tensor de Ricci Ry e o escalar de curvatura R sdo obtidos a partir da contragdo do tensor de

Riemann

R#V = gaARal-l)lV =R muAv? (240)

R = g“f‘gA"Ra/\yv = g R#V: R, y (241)

Um resultado bastante importante é obtido da identidade de Bianchi na forma contraida

g“"g")‘ (voRa)\uv + VQR)\Q#V + V)\Raa,uv) = V‘uRa,u - VaR + V"Rav = 0, (242)
ou
., E
VA Ry — ; Rgw =0, (2.43)
onde
tt,uv = R,uv - zile,uv, (244)

14
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é definido como o tensor de Einstein, que obedece a equacdo de continuidade

vV tt = 0. (2.45)

O tensor de Einstein, visto com mais detalhes na secdo 2.6, representa um papel central nas
equagdes de campo da Relatividade Geral. Pela expressao (2.45) é possivel estabelecer, de
maneira informal, a relacdo entre tt,y e o tensor de energia-momento T, , que sera trabalhado

na proxima segao.

15
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2.5 Tensor de Energia - Momento

O tensor de energia-momento T#” é um tensor simétrico que descreve os campos de matéria,
ou seja, contém todas as informacgdes sobre os aspectos relacionados a energia de um sistema.
De maneira geral, o tensor de energia-momento é definido como o fluxo do quadrivetor energia-
momento p* = E/c,pi através da superficie x* = constante
Ravas
S c

pH —gT#vdSy, (2.46)

onde dS, é equivalente ao elemento de “drea” da hipersuperficie x* = constante
1
dSa = —  Say S (247)

Assim, a componente T” exprime a densidade de energia p. As componentes T" representam
as densidades de momento. As componentes espaciais T¥ caracterizam o fluxo de momento, ou
tensdo. Termos nado-diagonais em T ¥ simbolizam as tensdes de cisalhamento. Ja o elemento
diagonal T # corresponde a componente da pressdo na direcao i.
O tensor de energia-momento é obtido a partir do Principio da Minima Agdo. Assim, dado
um sistema cuja a acado de matéria Sy, em coordenadas curvilineas, é da forma
I
_1 Vo (2.48)

Sm =7, —glmdQ,

onde Ly é a densidade de Lagrangiana de matéria, e \/—Hjﬂ é o elemento de volume invariante

em quatro dimensoes
dQ = dx’dx'dx’dx’ = cdtdV. (2.49)

As equagdes para os campos de matéria derivam da variagdo da agdo oSy em relagdo a métrica

Quv

J = AN v 2
00 =9bw) 5o, 00 =Glu) 5 Ag™) dQ. (2.50)

1
oSy =~
M P R T 1))

16



2.5. TENSOR DE ENERGIA - MOMENTO 17

Usando o teorema de Gauss e fixando dg*” nos limites de integracado, dSyu pode ser escrita como

_ )2V 32
Sy = j u m SghdQ (2.51)
c Dy o o) ' '
Defininindo
V— 5o (V—glyn)®
LV g _oC =), o o —gbm)* (2.52)
2 " oghv 0 (Gxg*)
A expressao (2.51) assume a forma
AV
0Su = 9T ogndQ. (2.53)

2C

Sob a transformacdo de coordenada x* — XM = x# + &t g4v se transforma de acordo com a

expressao

- T oxH oy
XJ)\

Juv
g OxA ax"

X gro )g\ & gt XA + g/w g™ ot (2.54)

OxA

. z
Expandindo g’* x* + & em poténcias de & até a primeira ordem, temos

- 2 -2
gJ,UV A +3 = gy XA+ & A9 axA (255)
Comparando as equagdes (2.54) e (2.55), podemos escrever
v ) )\Z — uv ) Az A afv vA aéﬂ Aﬁ%%ﬁ;
SR
= g T e (2:56)
Assim,
gy = g + ggrv,  oghv = VHE + VYR, (2.57)

Os vetores ¢ que determinam a transformagao de coordenada na qual a métrica é invariante,

ou seja, satisfazem a equagao

VHE £V Ve =0, (2.58)

17



2.5. TENSOR DE ENERGIA - MOMENTO 18

sdo denominados vetores de Killing.

Substituindo (2.57) para dg** em (2.53), encontramos

_oArY ]
oSu 2 ﬁTHV (VHE + VYY) dQ = % \/?gTuv VHdQ,

VA Jv o e
= = Y gvu(miemda- ¢ Y Sgav iR

I J

. — 2 _
R e AT
I I —

-t ¢—9T’ﬂé‘”d8“—k J—gfvv“ﬂ”dﬂ. (2.59)

Como ¢ é zero nos limites de integracao, a integral de superficie em (2.58) se anula. Aplicando

o Principio da Minima Acdo
]
OSu = _% Ve i TEdQ = 0. (2.60)
Da arbitrariedade de ¢” segue que

v. T =0. (2.61)

Da simetria do tensor métrico g*” decorre que o tensor de energia momento T, obtido pela

expressao (2.52) é sempre simétrico.

18



2.6. EQUACAO DE EINSTEIN 19

2.6 Equacao de Einstein

A equagdes de campo na Relatividade Geral estabelecem a relagdo entre a geometria do
espaco-tempoesuadistribuicio dematéria, ouseja, descrevem comoamétricarespondeaenergia
e momento. No limite nao relativistico, para velocidades baixas e campos gravitacionais pouco
intensos, a equagdo de Einstein se reduzem a equagdo de Poisson para o potencial Newtoniano,
dada pela expressdo (2.2). Assim, a equagdo de campo Einstein deve ser uma equagao diferencial
de segunda ordem covariante, proporcional ao tensor de energia-momento.

Para se chegar as equacdes de campo gravitacional, é necessario antes determinar a agdo
gravitacional Sy para esses campos. Sendo a métrica a varidvel dindmica utilizada na Teoria
da Relatividade Geral, o tinico escalar invariante construido a partir da métrica, que contém
suas derivadas até segunda ordem, é o escalar de Ricci. Dessa forma, a agdo para o campo
gravitacional, conhecida como a agio de Hilbert-Einstein, é expressa como

cl JJ_

St = — 16nt —gRdQ. (2.62)

Aplicando o principio da minima agdo, temos

3 J- 3 ..-
Su=— S s Vegraa=— S s YovRoda 2.63
T 16mtt 9 T 16xtt ~gg" RwdC. (2.63)

Usando
V. 1 1V

N —uv

J —g

— T :_7 _5 y
2\/-_gég 0w 7898

1 _
e

v
SRy

onde WA = gvoT™?,, — gvAdT
A integral em JR,y se transforma em uma integral de superficie, se anulando nos limites de

integracao

] J 3

—ggoR,AQ =  &a \/—7gW)‘ dQ = 0.

A expressdo (2.63) pode ser escrita como
1 >
T =g Ruw — 2‘ Rgw 08" dQ. (2.64)

19



2.6. EQUACAO DE EINSTEIN 20

A variacao total é a soma da variacdo agdo gravitacional dSi: com a acdo para os campos de

matéria 6Sm , dada pela expressado (2.53).

0S = 08 + 0Sum.

Assim, fazendo 05 =0

_ ¢ ) 1 8rtt o
Tonr "o RO = " T dgdQ=0, (2.65)
obtemos .
8t
R,uv 2 Ouv = ﬁd*T,uVi (266&)
8t
t, = e T (266b)

As equagdes acima, conhecidas como as equagdes de campo de Einstein, expressam a relacao
entre a geometria do espago-tempo e a distribuicdo de matéria/energia. Diferentemente da Lei
da Gravitagao Universal de Newton, as equagdes de campo da Relatividade Geral descrevem a
interacdo gravitacional ndo como uma for¢a, mas como uma curvatura no espago-tempo, expressa
pelo tensor tt,, . A ligacdo entre matéria e gravidade é expressa pela relacdo entre o tesnor de

Einstein e o tensor de energia-momento. Contraindo a equagdo (2.66a) nos indices [ e v, temos

- 2
_ 8mtt 1

R="0 Tw = 00T (2.67)

Substituindo (2.67) em (2.66a), as equacdes de campo sdo expressas como

2
8rit ~ 1

20
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2.6.1 Limite nao-relativistico

A transicdo das equagdes de campo da Relatividade Geral para a mecénica nao-relativistica
ocorre nos limites de pequenas velocidades (comparadas a velocidade luz) e campos gravitacionais
pouco intensos.

O movimento de uma particula sujeita a um campo gravitacional descrita na mecanica ndo-

relativistica por um potencial ¢, é dado pela Lagrangiana

1
L= —mc>* ;M — g (2.69)

Consequentemente, a acdo S é escrita na forma

I I- 1.,, 1 >
§= Ldt=-mc c-,V* Cﬁ”df' (2.70)

Comparando com a expressdo para agao escrita em funcao do intervalo dS, temos

]

S=—-mc ds, (2.71)
ds= ¢ _1v2 +lgaZ
= C_ - 2.72
2c c (2.72)

Aplicando o limite de ¢ — o0, 0 quadrado do intervalo espago-temporal é expresso como
- ) >
ds’= 1- P cdt’ +dr’. (2.73)
C

Dessa forma, a componente temporal gw do tensor métrico (a tinica responsavel pela dindmica)

é dada por
=1+ 2 2.74
Joo = Cﬁo. ( . )

O tensor de energia momento para um corpo macroscopico, no limite considerado, é obtido da

formula

Tw = pc’U,Uy, (2.75)
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2.6. EQUACAO DE EINSTEIN 22

onde p é a densidade do corpo, e U# é o quadrivetor velocidade. No limite para pequenas velo-
cidades, ascomponentes espaciais Ui sdo negligenciadas. Assim, apenas acomponente temporal
U’ =1 é conservada. Consequentemente, das componentes do tensor de energia momento Ty,
resta somente To = pc’.

As equagoes de campo em (2.68) se restringem a

R >
8rtt 1 4rttp
0=~ l—= = —
Ro= o To Q’ P (2.76)

O célculo de Ro é obtido pelas equagdes (2.34) e (2.40)
Ruv = Rﬁ)\v = 8)\1—‘?1‘, — avl“f\‘v + 0)\];‘(,; - F()T\v F‘)’\#. (277)

Desprezando os termos de segunda ordem em (2.77), resultantes dos produtos das conexdes,

e as derivadas em relagdo a componente temporal X’ = ct (consideradas muito pequenas em

comparacao as derivadas com relagdo as componentes espaciais Xi), temos que

- 2
Roo = 0T}, = o —%gif@igoo = —%aiaigoo- (2.78)

Assim, as equacdes de campo de Einstein no limite ndo-relativistico se reduzem a
V2o = 4ntip. (2.79)

A expressao em (2.79) é a mesma que em (2.2), ou seja, a equacdo de Poisson para o campo
gravitacional, descrita em funcdo do potencial ¢ para uma dada distribui¢do de massa. Dessa
forma, no limite nao-relativistico, as equagdes de campo de Einstein se reduzem a Lei Universal

da Gravitacdo de Newton.
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Capitulo 3

Teleparalelismo

O Teleparalelismo ou Teoria Teleparalela foi uma ideia incialmente formulada por Albert
Einstein na tentativa de unificar as teorias da gravidade e do eletromagnetismo em uma tinica
estrutura matematica baseada no paralelismo a distancia, também referido como paralelismo
absoluto [27, 28, 29]. Porém, a falta de solucdo de Schwarzschild para as suas equagdes de
campo fez com que essa tentativa fosse abandonada por ele. O Teleparalelismo Equivalente
a Relatividade Geral (TERG) é uma formulagdo geométrica alternativa a Relatividade Geral,
construida no espaco-tempo de Weitzenbtck e em termos dos campos de tétradas g¢. O objetivo
da TERG é preservar as caracteristicas fisicas da teoria de Einstein - produzindo resultados

equivalentes -além de propor explicacdes para fendmenos fisicos aindando abrangidos por esta.

3.1 Campo das Tétradas

Um campo de tétradas é um conjunto de vetores ortogonais, linearmente independentes, que
descrevem, simultaneamente, o espaco-tempo fisico e o espaco tangente com simetria SO (3, 1),
ou seja, formam uma base para um sistema de coordenadas locais em um ponto arbitrario do
espago-tempo.

Assim, seja x* uma coordenada do espaco-tempo, que determina a coordenada das bases do

espago vetorial, formada pelo conjunto dos gradientes

By = (3.1)
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3.1. CAMPO DAS TETRADAS 24
e do espaco dual, formada pelo conjunto dos diferenciais dx#, tal que
dxt (Ov) = o+, (3.2)
o campo de tétradas, denotado por
€q = e#aa,l e e« =eadx~, (3.3)

u

Representa um sistema de referéncia local de um observador que se move ao longo de uma

trajetoria no espago-tempo. Os indices P = {0, 1, 2, 3} se referem as coordenadas do espago-

tempo, e as quantidades a eles relacionadas se transformam como tensores sob mudanga de

coordenadas. Enquanto os indices o ={(0) , (1), (2) , (3)} se referem as coordenadas locais do

espaco tangente, sujeitas a métrica de Minkowski, preservada pelas transformagdes de Lorentz

o ab
n = Ab e;u

e obedecem as transformacoes de coordenadas

oxY

Ja a

€ = Sty

onde A¢sdo matrizes do grupo SO(3, 1) e satisfazem a relagao (2.10)
€au = ﬂabelL: Juv€y
O tensor métrico g,y , € a métrica de Minkowski 74 sdo obtidos pelas relagdes

Ouv = Habv€® eb,
uv

nab = g#ve’uev.
ab
Da condigdo de ortogonalidade, segue que

gHea = g* e eded=ga,
a v v ub b

24
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25
O quadrado do elemento de linha escrito no formalismo das tétradas é obtido a partir de (3.7)

ds’ = guvdxHdxY = nepeed dxxdxy. (3.10)
uv

As quantidades A? sdo definidas como as proje¢des no espago tangente de suas coordenadas A«
do espaco-tempo

Ac =eaAx, (3.11a)
Aq = 77abAb = 7’]abeb g’“’A,l = e'uA,u. (311b)
v a
De maneirareciproca
A = gupa, (3.12a)
Au = QA = g#veVz;JabAa = eAq. (3.12b)
u

Dois vetores em pontos distantes sdo chamados paralelos se suas componentes em relagdo as

tétradas locais sdo as mesmas nos pontos considerados. Dessa forma, dado um campo vetorial

Av, suas componentes em relacgdo as tétradas no ponto x* + dx* sdo representadas por

A2 (x + dx) = A2 (x) + V,A2 (X) dx?,
a a a b
ViA = 04 + oA, (3.13)

onde wuap € a conexdo de spin do grupo SO(3, 1) (Lorentz).

A condicao de paralelismo absoluto é definida quando a derivada covariante em (3.13) se

anula. Aplicando a exigéncia para o campo das tétradas, consequentemente

V,.el=0. (3.14)

Entdo, para campos de tétradas auto paralelos, a derivada covariante em (3.14) é expressa como

- z
VAT = eV, A=A OA+TH AY
A uv

= a#Aa - e)\Abaﬂea ;!- ea@‘( F)‘ [Aby (3'15)

onde I}, é a conexdo afim. Comparando as expressdes (3.13) e (3.15), pode-se estabelecer a
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relagdo entre a conexdes de spin e afim [23]
— V1A A
®uab = €ax€p 1y — €0 ean, (3.16a)

rﬁvz ea)\eb q)'uab + ea)\a’ueav. (3.16b)

A derivada covariante da tétrada fica

a a A A ab
Vuey=0uey — T'ineq + @€y = 0. (3.17)

Usando (3.16a), o tensor de torcao T’\“V =T'w — Ty, € o tensor de curvatura R7 5, definido em

(2.34), sao expressos de acordo com

Ta,uv (E, a)) = ea)l-l—)l = a/ueav - av ea# + a)#abeb - C()vabeb y (318)
uv v u
. z
o - Ro — popb a a _ ,.a,,c
R)\,uv =R Auv (e.w)=¢ & A Oucd vb a"w,ub + wﬂcws/b Oy pp - (3'19)
A conexao de spin € escrita como

Wpab = "Ouab + Kyab, (320)

onde Kuay € 0 tensor de contor¢ao, e *wuap € a conexio de Levi-Civita livre de tor¢io, definidos

por
K 1 Av
uab = é €4€p (T)wv + Tuw +TvA,u) ) (321)
1
°Wuab = Eez (Qpac + L2cab — Qube), (3.22)
com Qqpe dado por
. 2
Qabe = Cav €HGueY < €10V b (323)

O escalar de curvatura R, é obtido pela contragdo do tensor de curvatura

— A — bvdA — b
R = g?*g™ Roauv = Nacnpae™'e“e”ve Roauv = eHe?v Rabuv-
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Usando a identidade (3.20), podemos escrever

g\'uv (e, CU) = a/‘wa vA a"wz)\ + wﬂfﬂ)p - a)gpw.ﬁ)\’
= Oy’ — 0v° w;m + *wflp 0y — a)g,‘iw ZA
+ 0uKG — &K + KgKe, — Ky )

o o o O 1% O, P
+ o Ko, + K(Lpa)p")‘ — “apK 1y — Kvp’opn.

Contraindo os indices ¢ com |, e A com v

R(e,0) = R(e)+g™ oK~ — oK/, + KLKe = KK fu\
+ oM KP4+ KH°@P _ %Kp oS
up v up v Vo uA K VPe wﬂ)\

De (3.21)

1 UVA
T T V,Ll)u

1
— A
Kia=Th, K= —T2 e KoK 5= 2T T+

1 1
- _ P+ = pup = pvp o ov
R(e, w)=R(e) — AT x T,T A T vpp+2T T ‘fp+Tpa)/{,

O K, oK, — Ko el K

Com as relagbes

VK = OuE L+ K, K o iKY,

°VivTa = 0vTa— why o
finalmente, o escalar de curvatura é escrito na forma
1 b 1 b
R(e,w) =R(e) + ZT“ “Tabe + 5T P Tabe +T 0T, — 2°V,TH. (3.24)

O escalar de curvatura obtido em (3.24) serve de base para o desenvolvimento da formulagao
lagrangiana do Teleparalelismo Equivalente d Relatividade Geral (TEGR), abordada na préxima

secao. A TEGR se utiliza do campo das tétradas auto paralelas para construir uma base que
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3.1. CAMPO DAS TETRADAS 28

descreva um espago-tempo sem curvatura e com tor¢ao nao nula, intitulado espago-tempo de

Weitzenbaock.

28
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3.2 Formulacao Lagrangiana da TEGR

As teorias teleparalelas da gravidade sao construidas a partir da descri¢gdo do espago-tempo
de Weitzenbock, caracterizado por uma curvatura nula - que implica no paralelismo absoluto
das tétradas, expresso pela condicao (3.15) - e uma tor¢do nao nula - do qual resultam os efeitos
gravitacionais. A formulacdo lagragiana da TEGR exibe invariancia global sob transformagoes
de Lorentz (grupo SO(3, 1) global), que acarreta na anulagdo da conexado de spin wuq do grupo
local SO(3, 1) (Lorentz): mua» = 0. Desta imposicao, segue que a conexao afim I}, expressaem

(3.16b), se reduz a conexdao de Weitzenbock, definida por
I}, =e99,eqy. (3.25)

Consequentemente, a condicao de paralelismo absoluto da tétrada é automaticamente satisfeita

a a A a

Ve, = 0ouey — I'in€y =0, (3.26)
e o tensor de torcao em (3.18) se restringe a
Ta/,tv = a,ueav - avea,u- (327)

Ainda em decorréncia da invaridncia global de Lorentz (wua» = 0), 0 escalar de curvatura R (e, w)

apresentado na equagdo (3.24) se anula, e a sua expressao se limita a

. 2
== T b 029
Introduzindo o tensor X¢ definido por
1 - z q- z
Sabe = ;], Tabe 4 Thac — Teab 4 —2 naCTb — ﬂabTC , (329)
de formaque,
1 = abc
ZabcTabc — Z-flbcT abe + 2Ta _ TaTa- (3.30)
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Dessa maneira, a expressao em (3.28) pode ser escrita como

abc u
eR (€)= —€%  Tabe + 2°9u (€T ), (3.31)

N

D 2
ondee=det e4 = —g.
Desprezando o termo de divergéncia J, (eT#), a densidade de Lagrangiana da TEGR, para

um espago-tempo assintoticamente plano, é dada por
abe 1
L(e) = —kex" Tabe * ELM, (3.32)

tal que Ly é a densidade de Lagragiana para os campos de matéria, e k = ¢'/16xtt.

As equagdes de campo sdo obtidas pela variacdo de L em relagdo aos campos de tétradag,ec .

Pelo Principio da Minima agao
OL = 6Lu+ Jolu=0, (3.33)

onde Ly = —keXe¢Tp. € a Lagragiana gravitacional

- 2
5Ltt = 5 _kezabcTabc = 5Le =+ 6LE =+ 6LT, (334)

em que as partes da variacdo da lagragiana oL sao

- 2
5Le = — k (56) ZabCTabc, 5L‘_ = _ke 52&1}0 Tabc € 5LT = - kezabc (5Tabc) .

Como de = ee®deqy

au  bed
aLe = ee Z Tbcdéealu. (3.35)

Para JL:, temos

1 - > .- >
Z oTabe 4 §Tbac — §Tcab ST abe 4 = 2’7acé"|'b — nabé‘Tc T abe

l abc l
= 4 (Tabe +* Thac — Tcab) oT +2 (;chTb — Hab Te) oT abe,
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Assim,
oL: = 6Ly = —keXabe§T . (3.36)

Utilizando a identidade (3.27), temos
5Tabc = e'uevéTa‘uv + euéev Ta‘uv + evée'uTa‘uv,
b c b ¢ c b

eege‘ézabcaTa#v = Eza/“' (a'uaeav - avéea'u) = 5eava/1 (eza/“’) + 5ea’uav (eZa“") y

onde as divergéncias 0Oy (deav €29 ) e Oy (deqeZ® ) foram desprezadas.

A soma das variagdes JL: e dLr é expressa pela equagdo

5 3
L+ 0Ly = —4Kk 0, (eZewv) — eXabvTH | Seq,. (3.37)

A variagdo da lagragiana gravitacional é, entdo, dada por

b3 - 1 22
oLu=—4k 8, (exw)—e o, (6X%) _e™ =Ty deau. (3.38)

A variacdo da lagragiana de matéria com relacao e, é dada por

oLy = eTdeq,. (3.39)

De acordo com (3.33), as equagdes de campo sdao

z -

- 1 1
a0y e —e ENT o~ e T =, €T (3.40)

Como o Z%¢Tye é proporcional ao escalar de curvatura R (€) a menos de uma divergéncia, é
possivel mostrar que o lado esquerdo da equagdo (3.40) é proporcional ao tensor de Einstein tt,,
em (2.44). Assim

)3

5 - 1 1t 1 2

Carbhudy eV —e ST bu — ;ea# ghedTy g = ) Rau — 5 Ca R . (3.41)

Dessa forma a equagdo (3.41) pode ser reduzida a equagdo de Einstein expressa em (2.66a) e em
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(2.66b)
1 1
Ray — Eea,uR = ZETa,u- (342)

Isso mostra a equivaléncia entre o Teleparalelismo e a Relatividade Geral.

Outraformadeseescrever a férmula (3.40) que evidencia a equivaléncia entre as duas teorias

z z

- 1 -
Oy eXav = —reed tHM+TM 3.43
Y 4ke”H (3.43)
onde TH = gv Ja e th é definido por
. >
t)\.u =k ZabﬂT Zb _ gyvzabcTabc , (344)

€ o tensor de energia-momento do campo gravitacional, tal que o momento generalizado é expresso

por

lj . 3
pPa = c eeq vk +Tin dS; (3.45)

Da propriedade de antissimetria do tensor £V nos tltimos dois indices (X% = —Xa), segue

que

. z . z
Or0y eXM =0, et +eTM =0, (3.46)

que representa uma lei de conservacao, descrita por uma equagao de continuidade, para os campos

de matéria e o campo gravitacional.
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Capitulo 4

Gravitacao Espinorial

4.1 Teoria Espinorial da Gravitacao

O Principio da Equivaléncia estabelece que a interagdo gravitacional pode ser descrita como
uma mudanca na geometria do espaco-tempo. Na Relatividade Geral essa ideia é concebida nas
equacdes de campo de Einstein, que descrevem a evolucdo da geometria do espago-tempo sob o
pressuposto de que o campo gravitacional possuia sua prépria dindmica. Embora relacionados,
o Principio da Equivaléncias e as equacdes de campo da Relatividade Geral sdo independentes.
A Teoria Espinorial da Gravitagdo segundo o trabalho de Novello [21, 22], propde que os efeitos
gravitacionais se originam da dindmica de dois campos espinoriais fundamentais ¥ e ¥ - que
obedecem a equacdo de movimento nao linear de Heisenberg - do qual uma geometria efetiva
é construida [24]. Consequentemente, a métrica do espago-tempo ndo é considerada um campo
independente, assim como ndo possui dindmica prépria.

Esses dois campos espinoriais interagem universalmente com todas as formas de matéria e
energia, sendo sua influéncia nestas, completamente equivalente a uma mudanga na geometria
de fundo do espago-tempo. Assim, o acoplamento dos espinores com a matéria produz, como
consequéncia, uma métrica efetiva. Esta tiltima, por sua vez, herda sua dindmica através relacao
com 0s campos espinoriais.

Os espinores ¥ e Y, na teoria de Novello, sdo definidos pelos vetores de corrente J“ e I# na
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forma padrdo [15]

Ju = lify/lly, ju = )_’y/lY,

|u = lI’y/‘yS\I’, M= )—’yllyjY,
onde as quantidades y* obedecem a 4lgebra de Clifford
1 JTnY uv
57 =g 4.1)
com y' =iy'y'y’y’, W(¥) = ¥(¥")y

Das identidades de Pauli-Kofink obtém-se que os vetores J, e |, sdo ortogonais e suas normas

possuem mesmos valores com sinais opostos

\]'u\],u = _I'ullu,

[
o

Jul,

Das relagdes acima segue que as correntes J, e |, sdo vetores do tipo tempo e do tipo espaco,
respectivamente.
A derivada covariante dos campos espinoriais, cujas as propriedades necessarias para obté-las

foram mostradas por de Fock e Ivanenko [25, 26], é definida como

As quantidades i, sdo construidas de forma que a conexao seja compativel com a métrica. Para

tal, usamos a propriedade

% {uyv 3= Qv (4-3)

tal que a derivada covariante de y, é definida por

Vuyy = [Up, ], (44)

onde U, é um elemento arbitrario da algebra de Clifford.

Usando as relacdes acima com U, = A, + By, e o fato de que y anti-comuta com todos
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0s v, segue que a derivada da métrica é

Vauw = [Un, yud pv + yu v U v T+ [Un v Ty + v [Us, yu] = 0.

Assim, a conexao interna I', assume a forma

Apropriando-se daabordagem de Heisenberg [24] - uma equacdo de movimentonao linear para
os constituintes fundamentais da matéria - a dindmica dos campos espinoriais ¥ e Y é dada pela
lagrangiana de auto interagdo

R i >

S phou¥ = 0y —V (¥), (4.6)

L =kc 5
onde potencial V é dado pelo escalar

Vo= s,

em que S é um parametro real de dimensao (comprimento)’.

O termo de auto acoplamento pode ser entendido a partir da conexao interna I, escritacomo
. . 2z

e escrevendo a lagragiana da expressdo (4.6) na forma covariante

.. _ b2
L = ke "WpuV ¥— 'V Wy |
2 H 2 # s
= kc-j\ifﬂa\lf—i o B+ L _Ar Gy
- 0 1V o Ou'ty \P+2\Pﬂ S ’
= kC-j‘i’yf‘@ L " ikz ) — b EZZ u
) #\p_zau‘l’y‘l’ +2 c(@-a—- b-b I, (4.8)

Comparando as expressoes (4.7) e (4.8), identificamos

i 2 . 2L
s=,kc (a—a)—- b-b , 4.9)

35



4.1. TEORIA ESPINORIAL DA GRAVITACAO 36

a interacao entre os campos ¥ e Y é obtida com a mudanca de conexdo
: : e 2
Ipy=ila@* =) —b(*—=i0] 1+y . (4.10)

A lagrangiana de interacdo entre os dois espinores é, entao, dada por

L i I _ . 3 _ ] 3
int = 5ke (@a—a)(I*—jH)+ b—b (14— i)[I*+ju+ 11+ . (4.11)
Fazendob—5=ﬁ(a—§), temos
Line = %kc (@a—-a)(1 - ) @"Iu +j"jw)
+ ikc(a—a) (4 + Biule)
i ~ i .
+ ;kC(a—a)(l—ﬁ)(J“Iu+|“j#)_ 4.12)

Interessante observar que, para o caso f = 1, os termos de Heisenberg desaparecem e a lagran-

giana de interacdo se reduz a
- . s o s
Lr =gr¥Pp* 1+yp ¥YYy, 1+yp V. (4.13)

onde gr = ikc(a — a).

A acdo para uma distribuicdo de matéria na auséncia de forgas gravitacionais é dada por

rFey_ I -
So= dQ —yLo dQ —yB“yy, (4.14)

onde y,v € amétrica de Minkowski escrita em um sistema de coordenadas arbitrario, e B pode

ser escrito em termos do tensor de energia-momento

BMY = THV lTy#V_
2

A acdo total, incluida a interacdo gravitacional, é obtida pela mudanca na métrica y,v pela

métrica efetiva

Ow =yYw t ¢IL[V- (415)
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\/jgguv = \/TV(V/W +@uv) (4.16)

O acoplamento do tensor ¢,, com a matéria produz uma mudanca na estrutura da métrica.

Assim

A SV
S= dQ —gB*guw =So+ dQ —yB*¢,y, (4.17)

onde a agdo gravitacional Ly = B#¢,, é obtida por uma mudanca na conexdo interna. Desse

modo, U é substituido por

uu:uL+ul (4.18)

tal que

. >
U,jz[a(J,l+j,1)+b(I#+i#)] 1+y

A . 52
Up 2=V [a@+in) +b (s, +i2)]B," 1 +y

onde A é uma constante de dimensao (energia)™ e X = J1J,, + juju.

O termo U Lrepresenta a interacdo dos espinores com a matéria/energia, enquanto U ' g
responsdvel pela livre interacdo entre os campos. Substituindoy/ * na equacdo (4.8) e levando em
conta a simetria de B,y nos indices | e v, temos

A (Cuv + Cyp)

w=—wz—ﬂ%;—mw (4.19)

onde Cpy = [J+ ju + 14+ 4] [Jv + jo + S (I +iv)].
O campo ¢,y é determinado comparando as igualdades em (4.17) e em (4.19). Escolhendo

$uv de forma que este seja adimensional, podemos definir
Y
¢,uv = — TFAV%(C,LN + Cv,u) . (4:20)

Aequacao (4.19) paraalagrangiana gravitacional leva a definicdo de uma métrica analoga aquela

representada na teoria de campo da Relatividade Geral, expressa na férmula (4.15). Devidoa
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escolha da métrica g,y neste equacdo, segue que B** também ¢é equivalente ao da teoria de
Einstein. Assim, o acoplamento da matéria com os campos espinoriais mantém a validade da
analise relativistica no que diz respeito ao comportamento da matéria para uma dada geometria

do espaco-tempo.
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4.2 Gravitacao Espinorial na TEGR

Na secdo anterior apresentamos a Teoria Espinorial da Gravitagdo de Novello, que é formulada
em acordo com a Relatividade Geral, onde a proposta é obter uma métrica efetiva a partir de
dois campos de espinores fundamentais. Neste caso, a mudanga na geometria de fundo do espaco-
tempo éresultado da interagdo desses campos com a matéria, e a dindmica da métrica é herdada
da sua relagdo com os dois espinores.

Na TEGR a métrica g,y ndo possui cardter fundamental, sua dindmica é obtida dos cam-
pos de tétradas auto paralelas 4. Além do mais, a formulagdo geométrica do espago-tempo no
Teleparalelismo difere da elaborada na Relatividade Geral. Esta parte de uma geometria sem
tor¢do e com curvaturandonula, enquantoaquela écaracterizada espaco-tempo de Weitzenbock
- o exato “oposto” do espago-tempo de Riemann. Assim, a concepgdo de uma teoria espinorial
da gravitacdo em consonancia com a TEGR deve partir de espinores relacionados com os cam-
pos de tétradas, e que esta relagdo preserve as caracteristicas do espago-tempo de Weitzenbdck
(curvatura nula e tor¢do diferente de zero). Entdo, dados dois campos ¥ e Y, definimos

er = yapv, (4.21)
mooopv
As caracteristicas geométricas dos campos ¥ e Y podem ser obtidas das relagdes de ortogonali-

dade dos campos de tétradas

egbb,u = ”ab’
T =
1 -
pv \PAE Yﬁv ybour + Y‘LAYbF“’ = g, (4.22)
Da igualdade acima, estabelecemos
Yy, = oK. (4.23)
Assim, segueque
1 - b3
5 Y, Youh + ye Yo = pabgr, (4.24)

A proposta dessa teoria é obter uma equacado que represente a dinamica dos campos ¥ e Y. Para
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tal, podemos partir da lagrangiana teleparalela dada pela expressao (3.32)

1
L= — kezabcTabc - ELM

A representacao da lagrangiana acima nao permite a substitui¢do direta dos campos de tétradas
peloscampos deespinores, conforme (4.21). Omodomais conveniente dese proceder é escrevera

lagrangiana explicitamente em funcao das tétradas e suas derivadas. Procedendo dessa maneira

ZabcTabc — Zabce/lev Tauv-
b ¢
Utilizando (3.27), a equagdo acima resulta em

EabcTabc = Eabcegle(‘;/ (a,ueav - aveau) .

Apropriando-se da antissimetria de X% em relagdo os tltimos dois indices e trocando b com c e

U com v, podemos escrever

scel'eVoveqy = —xPelieloveqy,

= _Zabceﬂbe‘za‘u6av.
Logo
abc M v
Ly = —2keX e, ec(Ouav).
As quantidades X¢ sdo obtidas das tor¢des T ¢ pela relacdo em (3.29)
zabc — l -Tabc + Tbac _ Tcabz + l ) ach _ ach
4 2 1 T

Trabalhando cada termo por vez, temos

T abce,ueV (a,ueaV) = eb e’ T‘w)‘e"ev gayEav) )
h ¢ A O b 5
— Eb (e)_c a)\eaa — aoea)\ e'l“l;e‘:: (a/.zeav) )
= Q#@va‘leav 0*eao — gogat !

= alueav (5’”6‘1" - a" ea'“) y
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Fazendo

em seguida

e por fim

Temos

Tbacllv — achAU#v
e'e (Oueav) = € e T % gc(aueav),
. >
= Sagc Orebo — Hobr e/ll)evc (aueav) .

. . 3 .
gt a)\eba — a)\ ¢ ebo _ ebo 8)\ec
o o g’
. >
— a)\,,]bc _ ebo aAec
O. )
. >
— _npb A
= —eb o ,
. > . >
ea aUelM — 60 eaeb)\ _ eb)\ (aUea) ,
A A A

= ao;,]ab _ ebA (aaea/) ,

— _eb)L (aoea)\) ,

8" (Ov €av) = Ou (EBav €¥) — €av (Ou€" ),
c c ¢

= 0ulf® — €qv (0u€9 ,

= _eav (a#evc) .

. > .z
eses, orebo engv(Ouw) = €%y Oec el (0u€), .
- 2

= gwv o, g4 (Oue),

= (ovec)(0e),
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e também

. >
eqey 07ebt erpv(d.ew) = —ece¥ (©7e?) g el (Outar),

— _5V gaoea ))\g,u)t (a’ueav) ,
. z
- - (aVE}f) a)\eav

Desta forma

. z
Thacguev (Oueav) = (0v€°)(07€%)F (aVea)z)\a/\eav ,

Tcabbeugv (Outwv) = efed -8)‘6“7 — 0vgc? e“e¥ (Outav) ,

sendo
; z . z
egel 0%ew ep'{Ouew) = —e‘eneley za/\ezw (0u€),c
= —5ggAv-6/\eCU (0u€).,
= — (ovew) (Ouet),
e
; 2 . z
Aeaaeb 0%ect prev (Ouawy) = —eg\eaveboeﬂb aozecf‘ (G#eV)c,
= —%ﬂg)‘v 6‘76;)‘ (@,e"L),
= —0n " rger (0ueY),
assim, obtemos
; z
Teabesee(Opeawr) = Qav O (Oue¥) & (Ove™) (Ou€¥), ¢
e
; z ; z
Tabe 4 Thae — Teb eue” (Gu€a) = Oubav (OME™ — 0VE%) + (Ove°) (O0€¥) + (0V€?) Ofew
z

+(Bvee) (D) — G Ot (Bue).
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43

Escrevemos também

qaCTbe/;)ch(a,leav) = Tdbea:l e (%eav) :
. >
= ene 0rel — ooedt evel (Oulw),
o 5 b

— 5/(;ed)‘ Oredo — poedAr  pav (a,ueav) ,
- z
= eq O*edt — oHedh pwv (aueav) )

e
nabTCe/;)ch(a,leav )= Tdcealcllev (6,lceav ),
. z
= epe’ oredo — goedr eangy (Julu),
o z C
= 5(‘;ed). oredo — G‘Te;“ e (a,ueav)l
= eg O*ed — pvedr egan (ayeav)l
temos que
. z . z
e o'e? e (Oueq) = edeq 0reqn (0.e%),
z

= 5‘1-6)‘6(1). (0ue™),
R

= a)‘ea)‘ (a#ea“) .

Ademais, explicitamos

. z . > . z
naeTd — ydTe erpt (Ou€r) = e Oredt — OHedh e (Oueqy) +eamr 0veh (Outav)
)2

~ 0rear (0ue™),

como 0u€ = eeY 0,€7 reescrevemos a expressao acima
a v

: z i - 2 1
nach _ ”ach eﬂgv&@ g av) = €dx Oredu (6 ye) +{2 (5“6) (6;)

<P

— eea# (ayeav) - -a)‘ea)\ (O eax) .
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Entao a lagragiana gravitacional é escrita como
- 5 . >
Ly =—2ke ; @edp av(ve™ — Ove™)+ (0 veS) (07€)) +(0"e) Oe o
. z 2
+  (6v6%) (Ou€") — v Ore? (0u€), (4.25)
121 )3 1 5 2z
+ 5 eed)\ a)\edu (0 u€) + (a,ue) (5ue) eﬂ# (ueav) — a’\Ea)\ (a ew)
Como
.2z
eat (OHeq) (0ve) = e% (Otew)gh O%e
D T 2 . Xz
= em Jdre aye)‘ — €av 5;49’\" )
. Xz
= (6:€) ea# 6,1eA - O
z . Xz
= (Oxe) g#V adgy, 6,,eA - o,
X z . Xz
= (Oxe) ew 6VedA - oM
a expressdo (4.25) se reduz a
Lg = —ke 2 (awc)(auecv)+ 0 es y(aﬂev)c+ ovee Aa#e Yoo (8 vE€H) (Ou€L)
z
- (a,ueC\/) (8"6“‘) - g)lv a’uEC)l (ayev)i'E 2 (avecv) (a“ec“)
1z . > 1
_— NG ,6) 8,97 éaﬂe)(a ) (4.26)

Comalagragianaexplicitada em termos das tétradas, podemos escrevé-la em fun¢ao doscampos

espinoriais por substituigdo direta. Trabalhando termo a termo

(Oubev) (01E)

+

- z
a‘u (}Icva\lla) a"‘ chﬁlpﬂ
2
}Icvaa‘u (lPa) chﬁa” (lPﬂ) + Taa# (cha) lPﬂa’u chﬁ
}/cvaa'u \Pa) \Pﬂa# chﬁ + \Paa'u (cha) chﬂa'” (Tﬁ)

O (W) O (W) + Oy (Yeva) 04 (YO5) — 2 (Yora W) Oy (W) O Y¥P
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45
.3 i 5 - z
aveil (a"e"() = av YC,LU;I’H 8/‘ leélllﬁ ’ . } z ) z
= Ye 8, (W9) YvBou (Wp) + Wb, Y° Wpor YV +YC 8, (W) Wpon YVB
ua c ua c ua c
+ Y, ye &P (W) s
_ )3 . 3 -2z
= ¥e @, (Way yvhgn (Eyﬁ) O Y L, 0N (W) = e, P By (Wp) O Y
—  YPY¥ 8, YC oM (W),
c ua
.3 i 5 - z
ave% (8#9cv) = av Yclugla 5'“ Yﬁgﬁ ' . z } z ) z
= Ye ov (W9) YB ot (Wp) + P Ye Weor YB + Y oV (W) Won YP
ua cv ua cv ua cv

.z

Qv Y Yo (Pp)
. )3 . 3 -2

=Yooy (‘I’“z) YBQu(Wp) + 0" Y, on(¥e)— Yo Yo (Wp)on Y

)
- YB¥p OV Yo, OM(P9),

- z
(avec'u) (aﬂe"g = 8\/ (YC/.(I;.P(I) a'u Yvﬁc‘{lﬁ ’

-2 .2
= aYC”av (Ta) CY"ﬁa,u (‘I‘ﬁ) + "PO‘@V (};c,u) "I‘ﬁa'u Y‘éﬁ + chav (\Pa) \Pﬁa’u Yvﬁc

+ B, (V) YO (¥p)

. >
= Yud, (<) Y, (¥p) + 0y (YH) 0y (Y¥9) — (YuWe) 3, (¥p) O VP,
>

— YR By (YE) B (P9),

. 2
(a#ecv) (8v ecu) = a# (cha\.Pa) ov Yc#ﬁ\};ﬁ ,

.z .=z
Yevadu (%) YHPEY (W) + W98y (Yeva) WpdY YHP + Yevadu (WY Wpd¥ YHP

‘Paa‘u (cha) Ycﬂﬁa" (lP[j) ’

+

. z . 2
= YoaOu (W) YOV (Wp) + Ou (Yora) 07 Y — (Yoo V) Ou (W) 07 YN
z

— Yy 3y (Yera) 0¥ (P9),
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. > - z . z
Qo OHer (Ou€%) = gwoH YOYe o, YVA¥g s 5
= re 6#_(‘Pa)zz’vﬁa,l(‘l’ﬁ)+g,\v‘l‘aaﬂ YZ\ \P[iaﬂ gvlcf
+ WYaou gw\ )éfa,l(\}'ﬁ)+)’§faﬂ(\1’a)‘1’ﬁaﬂ Ysz ;
= O () O, (Pa) + QrvH ZYC)‘a Ou(Yv9) — YPEg o+ Y 0u(P%)

_ ¥ () o Y

. 2
(av Ecv ) (a#ecu) =0 (chal}la) 6,1 Yc,uﬁ\IJﬁ ,

.= )
Yeva®” (P9 YB3, (Pp) + W6 (Yeva) Wpdu YHP + Yevad” (PY) W50, YHP
B B B

+ lPaav (cha) Yc'uﬁa'u (\Ilﬁ) ’ z z
= Va0 ($2) YH0, (Wp) + 0 (Yora) O YU — (Yera'WO) ¥ (W) O Yo
.S
- Y 0V (Yeva) Ou (W),
1 ) 3 i 5 . >3 s
“ (@) g = e g YHPY g Tyiwe
€ S S 2 .S
= avg/\vz Y’éﬁ'{’ﬁ Y"HQA (W) + Yag, Y aq

- 2 . )3
—_ avg)w "Ilaa)\ (lPa) + Y“‘CIGA YC U ,

a

2 ] s
_]_ - .
. (0€) (0,8) = YP¥p on(Y,P9) Yo 5, Y

a

s
p H
. )3
= gvior (Y, ¥ ou YP ¥
)3 .z
=g Y, a4 (W) Y0, 9u (W) + Paok (¥e,,) ¥pdyu VP,
.z )3
+ X o (W) Wpou YE, +Weor (YS,) YP.0u(Yp)

D
= 01 (P9) 0, (Pa) — 2YNPaOH (W,) Ou YP ot §¥A0H (Yo va) Ou (YS)
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Entao, substituindo os termos acima, a expressao (4.26) é escrita como

2 . z
Lg - _ke a'u‘yaa'ullla + avg)\v \PaaA (\Pa) - chaaV\PaYc’uﬁa‘u\Pﬁ

1 -
* —OMY9O W | + Yeya 0y POYHPeY Wy + YD, Tay}vfﬁgﬂwﬁ

+ s Yﬁaavlpa Yg‘ﬁ,u\}lﬁ + chaa" Ya Y;’ﬁaﬂ\ljﬁ + 6,1‘1"16/1‘1’(1
+ g omye ; s v cua
vaOu Y8+ 0,07 Y3, Y " 5 YeabuY

L-  YP0 pa_ gy O'YHILH YHY YYE4 QY YC BHYT

+ 2 —gav a M c u cva V.a U c ua cv
22
+ Oy Y/Cw@“ e+ OuYevaOHYeva (4.27)
+ -2 (cha ot (YCVOILPG) avqjﬁaﬂ YC#'B + Yc’uﬁqlﬁ 0" Yc"aaﬂl{la
- (¥ Ya) o, 1-- > Ya + (Ye Wo) ouY o Yh
e g B oty P + 2 ngquﬁ OHY%@ K va B 1 cv

: ) 5
+  (Yera¥W®) 8 Wpd" Y+ YHPWy 3 Yevad" WY — Vi WY OvWpduYP
) )3 . )2 . b Tz,
S TS Coes CED P SCHE TS LSS ¢ TRNCI (I

Reagrupando os termos, a Lagrangiana gravitacional finalmente é

L = ke T B PO W + W0, WA, g + YO B (0B, Wy + B, WaoH )
1
* 2 2970 Y\C/aa /zfacj; Y'uaca ) aug)\v"_ 9 )lVaHY(ZzAa pYet = 20"Y eva a‘ch,ua

+ O YHO YV + OV Y ”Qy Y4 + 8y YeraOH Y o¥ Z-|-zYc LI;;:: —40vWpo, YHB +, 201Yg0, YVP
+  204Wp0vYB — 0,¥porYVP — OvWporYPR,, . (4.28)

As equagdes de campo sdo obtidas pela equacdo de Euler-Lagrange, fazendo a variacao da la-

grangiana em relacdo aos dois espinores Y e ¥. Como

1- z

1.
VA — = av A aAy  — av yAa aryva
gt =2 el veter = YOI+ YN

08" _ 0(0v gv0) _

= 0.
VA~ 3(0,¥%)

. z
de = egdel = eYr¥o Y, WA,
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a vista disso,

— =eYWY,

T L Y;AZ ev,.

e podemos concluir que

A derivada parcial da lagrangiana em respeito a ¥ assume a forma

3
1
S—L’@ =Wk g—ke —0vOWOFi+ Y5(—40 Y aOVE F 20T O+ 201F a0 Ye,
— WOty — ov YadHY)]. (4.29)
z C vV u a u l a
Wily =—ke —0vgUON & ¥ falolp(0 Wi I OWOMY ) + T E(—a0v W oDV

+ 28’“‘}’(18\/ YV(I + 26’“‘}1(16‘/ Y(I - aleaa/lY‘/a - aV\Paa'uYa)
C C (¢

v cv

1 .
+ ;‘I;\ 29VO0MYC O | Ya + YHap Ye uadg” — g v Yg0 uyee — 20v Y eva O YH

H*co

b3
F OO+ DY YO Y+ O evalH YOV +20,W90M e (4.30)

2z
: s 1
a(gtq%) = —ke 200WA+20,YC YV + Ve Yo + 2\? (— 475, 0"YY, (4.31)

200 + 2V Yerr — YE O Yir— 8 Via g v+ 2 g

+ oW, YLV YZ”YZAZJ’ Zlau‘f’a (—4Y5"8Y cx + 2Y§0 ey + 2Y30" Yo
— Ya v Vi GHoYe va 0¥ Yeor + Zga)@vgﬂvz + %‘H Ou(—4Ya 6'Y cr + 2Y§OWen
I Y Y W G Y+ 2000 (4.32)
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oLg u a a oa u
(Pa 0u P+ Y 0uY0a) 50,98 = —ke{—2(¥id Wadu ¥+ Y 0adu¥a 0'F2)
— 2W¥a9, W 0ot Yﬁ" + Y"/)l\ 42'(3‘/ ]‘-{’“a,lY‘IO% 5
- + YoByeuyv + = a o a \Pa
X YgﬁY)f#Yga Ya YaYcA 2 aH\P +YaﬁaHYaﬁ\’P X

X .—4)%( aﬂYVcA + ZY%&, YVCA + 2Yfz“<3" Yeva — ngav YgA

— g V%0 Yeor + 29andvg™Y )} (4.33)

5LM = eTa'uéea'u = eTaﬂé (Yauv \PV) . (4.34)
Assim, as equagdes para o campo ¥ sdo escritas como

l .
5 Y, 29701Y §, Yo+ YEAO ¥F 1a08” — 9 oy O YF0 Vit = 20" Y g Oy Y;”“
+0y YSHOUYY + 0¥ Y5 (0 Yot OuYevad YV + 60" Padu P — 2Y7PQ,v* Gy
- s - l
—ovPed ’Yaoﬁ YgﬁY;uYZa +YIBYEH Y — 20,9 + 2)958 ﬂYgﬁ‘P“ X

14
=45 O Vg H2YHOVY 0 + 2V Yo — Y& Oy Yip — g4’ Y5O Yeor

1 a - 4 c OMYer t+ 2YS§8VYVCA + 2 Vet Yeva — Yivavyz'u)[_ g”"YQ’aach")‘z
122%#35 ya yllyy  — yeyr T — 5, W0, YRY  — YeuYv  — W9, (dmdvg?) = _  (4.35)
A ca a cA A ca a cA
1
= YaMTa‘u.

Para o campo Y, definimos as seguintes relagdes

ag)uf
oYE
-a aag)\a
oY,
a 'a g)\a
0 0 Ya

v = eYHV,
Oe
a

oymy

Dessa forma, para se chegar na equacao de Euler-Lagrange, comegamos pela derivada parcial da

— g)\o Y&,

a

v )l
A, YEv + 0 1YY,
z

Zg Ao Yf;v'

a
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lagrangiana Ly em funcdo de Y escrita como

>

aL ? a i \4 \4 a \ 4 v
5_Y§v = YL, —ke W0y QO YR +OHYAY 42V (VDY o+ PN ) (4.36)
)3 . > .
1 A a A oV A
AR AR RGO SRCR Pl PHR R SR (AR SRR RN i

. 22,

em seguida fazemos

- 3 >
oL ) A Ac 1 Ao v’ a A A a o
—Cla 5 _ _ uv P u It
O OaYg, ke ¥g" 2¥ad"Wa+ YOO Wpat 50087 + 97 gy, 5" Wam 40y, 0",
z
1 z
+ T TgHooryY 2
y 190 29" @oyer 1 poyao 4 giyue” (4.37)
aplicando o operador 0y em (4.37), obtemos
o 2 oL ) ) 1 z
% _ B : —=—5 uv A pac = Ao
Aoy, e Ya¥ T ke Gl 2V YEE pat 000
- 2 v | a )2
+ Y/“;ﬁ A IPAZAP A + Ygaa)\m+ 23_Lagg)\o +8A\P BYZ oMY a _ 4gM§a((776 Yy a

- z z -
T S R T N R

— 0ug M (B0 XgY +0° yg) — gt 04 (Y + 87 Y5,), (4.38)

sendo (4.38) a equacao de Euler-Lagrange.
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Uma vez obtido (4.38) estamos habilitados a obter as equacdes de movimento, escrevemos
- 1 ) s
ASNON S N Pl S o+ Y5 Y AW + Do PNy
. z } 1
= A
1 orvgp Yl I HYPAYYG +0 5 2¥ VYRS 4 9009 )

2. b2
+lZ 201Y ¢jq 0¥ + 0 YCAaAYUa+ 07 Y5,00Y¢5+ 0 X caaa);;wa

>

+ YAPa —A499Wp0, Y + 207 W0, YoF + 202V YF — ag‘Pﬁa)‘Y‘fﬁ — 0°WpoAYF
a c c c
+ 2020BPYC D, g drY g, You
1- 2
+E Ygxa (om Yc)laaGY({lv +0 Yy Aaa,u ng) + ¥ aa)\\Pa gu)\a oYV + augf)av
PV —40AP 105 Y1 + 2014 400 YA + 201 02 Y — Oy P qOH YA — DAY 0H1Y @
a f ai a 5 ali

+2 YA (DY O + OV OH W) — B TQHIGMYY — 2G4 (o YOV + DYV ) + OAYHY
33 :

Yvﬁa,\YBc — W0 WP 7g#0§AYV — Zg#A (Oo Yo +0°YY ) + aAY#ZV

X
- ‘I"’ YvBo,Ye BYHIOAY, — gAY e 0O, — WVO, BYHAOAY, — AgHrYa 9o, (4.39)
c vB a ao a ao
) 1 > 1
—6AY5" Wy aaA\Pa + Y’c)aa)\cha + z_aong — E:-I-éluyv_

As equagOes de campo acopladas para ¥ e Y ndo possuem solugdes 6bvias e provavelmente
s0 podem ser resolvidas numericamente. No entanto é facil observar que, para o limite de ¥
constante, as derivadas da métrica se anulam (g,v = g,v (¥')) e a Lagrangiana em (4.28) assume

uma forma muito mais simplificada

P2 b2
Lg = _ke a,ul}laa'ullla + YC ’ugvl%) (a’u\Paav\Ijﬁ + av\Paa‘ulI’ﬁ) . (4.40)

A variacdo da Lagrangiana é feita apenas em relagdo ao campo ¥
ol L‘w_ 2
2K 0 L0 5 + 2Y4 Y0 Q% . .
As equacdes de campo sao expressas como

. 2 1
QoY+ 200, YHYOY =0T aw (4.42)

A expressdo obtida acima é a equagdo espinorial para um espago onde Y = constante. Dessa

forma, toda dinamica do campo gravitacional estd contida em V.
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Por outro lado, se Y é constante, a derivada do tensor métrico se anula

0 gHV 1 auva av ua
A =£aA(Ya Yo +YqY,)=0.

Se a derivada de métrica é nula, a conexdo de Levi - Civita definida como

A A
D = 21“9 “(Oufav + OvGua = Oaluv) ,
também se anulam.

Consequentemente, o tensor de curvatura expresso pelos simbolos de Christoffel e suas deri-

vadas é igualmente nulo
R = oul'y, — O I'fu + T8 % —T'6vI'%u = 0.

Assim, no caso limite para Y= constante, a expressao (4.42) representa uma equagao espino-
rial para ¥ em um espago-tempo plano de Minkowski. Sendo a TERG e a Relatividade Geral di-
namicamente equivalentes, a expressao (4.42) representa também uma equagdo no espago-tempo

plnao de Weitzenbock
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Capitulo 5

Conclusao

A abordagem desenvolvida neste trabalho foi direcionada para a proposicdo de uma teoria
espinorial da gravidade descrita pelaformulacao geométricada TEGR. Iniciamos com umabreve
revisdo da mecanica nao relativistica, que em sua descri¢do a partir do formalismo newtoniano
estabelece a interacao gravitacional como uma forca definida como o produto do campo gravi-
tacional pela massa de um objeto sujeito a esse campo, no qual as equagdes de movimento para
tal objeto sao obtidas pela segunda lei de Newton. Ja o formalismo lagrangiano se apoia no con-
ceito de potencial gravitacional e as equacdes de movimento sao dadas pelo principio daminima
acao. Ambos os modelos, assim como qualquer teoria da gravitagdo, partem da propriedade de
que corpos sujeitos a interagdo gravitacional se movem da mesma maneira, independente de sua
massa. O principio da equivaléncia, um dos alicerces da teoria de Einstein, decorre diretamente
dessa caracteristica cinematica da interacdo gravitacional.

A secdoseguinte foi destinada a revisdo da relatividade restrita, primeiro passono desenvol-
vimento de uma teoria da estrutura do espaco-tempo. A relatividade especial aborda a descrigao
de fendmenos fisicos por diferentes referenciais inerciais, assim como a mudanga ou invariancia
nas quantidades fisicas sobre transformacao de coordenadas quando mudamos de um referencial
inercial para outro. Esse modelo adota um espago-tempo plano e um sistema de coordenadas
galileanas.

A terceirasecdo doprimeiro capitulofoi dirigida arevisdo de uma geometria em coordenadas
curvilineas generalizadas, que estabelecem a conexdo entre sistemas de referéncia arbitrérios,
necessdria para formalizar o principio da equivaléncia. Nas se¢des seguintes deste primeiro ca-

pitulo abordamos os tensores de curvatura e de energia-momento, e o formalismo lagrangiano
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que relaciona esses dois objetos na equacdo de Einstein. Mostramos também que no limite
nao-relativistico as equacdes de campo da Relatividade Geral se restringem a Lei Universal da
Gravitacdo de Newton.

No pentltimo capitulo, destinado a gravitacao teleparalela, mostramos a equivaléncia entre
as teorias (teleparalelismo e Relatividade Geral). A TEGR é construida a partir de um espaco-
tempo sem curvatura e tor¢do ndo nula, e a dindmica gravitacional decorre dos campos de
tétradas autoparalelas. Essa teoria, além de se mostrar equivalente a sua antecessora, propde a
resolucao de problemas existentes nesta tiltima, como a defini¢ao local da energia gravitacional.

Por fim, no daltimo capitulo, abordamos a teoria espinorial da gravitacdo. Na primeira secao
fizemos uma revisdo bibliogréfica do modelo proposto por Novello [21, 22], que descreve a métrica
como um campo ndo independente e sem dindmica prépria, esta dltima herdada de dois campos
espinoriais fundamentais que interagem com a matéria e produzem os efeitos gravitacionais. A
teoria de Novello é formulada de acordo com a teoria de Einstein, em que as equagdes de campo
sdo derivadas da variagdo da Lagrangiana em termos da métrica.

Naultimasecdo propomos uma teoria espinorial da gravitacdo em concordanciacoma TEGR.
O primeiro passo foi definir a relagdo entre os campos de tétrada e os campos espinoriais. As
caracteristicas geométricas destes campos decorrem das propriedades das tétradas. O segundo
passofoiescreveraLagrangiana gravitacional teleparalela explicitamente em fungdo dos campos
detétradas e suas derivadas, eem seguida substituir os campos espinoriais nesta Lagrangiana de
acordocomarelagdo estabelecida entre tétradas e espinores. Por fim, as equagdes decampoforam
obtidas a partir da variacdo da lagrangiana em relacdo aos campos espinoriais separadamente,
resultando em duas equagdes acopladas para os dois espinores.

A primeira observagado dos resultados obtidos foi que, embora se chegasse a uma equacao de
campo complicada - com solu¢des ainda mais complexas - a simples obtencao de uma Lagrangi-
ana gravitacional em termos de campos espinoriais torna, se nao possivel, pelo menos esperado
o confronto entre as teorias gravitacionais vigentes com a previsdo das propriedades de uma
particula associada ao campo gravitacional (graviton), tal como spin e massa. A geometrizagdo
dos campos espinoriais, se bem-sucedida, pode resultar na quantizacao do campo gravitacional.
Ja que a unido entre Mecénica Quantica e Gravitagdo pressupde a junc¢do entre uma teoria da
matéria e energia com uma teoria da estrutura do espago-tempo.

Outro resultado obtido foi uma equagdo para o limite de Y constante. A lagrangiana para

estelimiteassumeumaformabemsimples, talcomodesejado, poisesperamos obter umaequacao

54



55

de campo de um espago-tempo plano. De fato, quando Y é constante, suas derivadas se anulam
assim como as derivadas do tensor métrico g+, de acordo com a expressao (4.29). Com a
anulagdo da métrica, a conexdo de Levi - Civita e o tensor de curvatura sao igualmente nulos.

Na geometria riemanniana, curvatura nula representa um espago-tempo plano.
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