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Resumo 

 
 

 
A Teoria Espinorial da Gravitação tem como objetivo descrever a interação gravitaci- 

onal através de campos de espinores. Partindo do formalismo lagrangiano do Teleparale- 

lismo Equivalente à Relatividade Geral (TEGR) é possível obter duas equações acopladas 

para dois campos espinoriais fundamentais, Ψ e Υ , do qual resulta a dinâmica das tétra- 

das autoparalelas. No limite em que Υ é constante, a nova equação de campo obtida da 

lagrangiana gravitacional indica uma expressão para Ψ em um espaço-tempo plano. 
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Abstract 

 
 

 
The Spinor Theory of Gravity aims to describe the gravitational interaction by spinor 

fields. From the Lagrangian formalism of Teleparallel Equivalent of General Relativity 

(TEGR) it is possible to obtain two coupled equations for two fundamental spinel fields, 

Ψ and Υ , which results in the dynamics of the autoparallel tetrads. At the limit where Υ 

is constant, the new field equation obtained from the gravitational lagrangian indicates 

an expression for Ψ in a flat space-time. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Em 1687 Isaac Newton (1642 – 1727) publica o que provavelmente seria o trabalho mais 

importante da física produzido por uma única pessoa [1], o Philosophiae Naturalis Principia 

Mathematica [2]. Neste livro Newton formaliza as leis do movimento, implicitamente assumidas 

por Galileu Galilei (1564 – 1642), e a Lei da Gravitação Universal, que explica as órbitas elípticas 

dos planetas através da hipótese da força inversamente proporcional ao quadrado da distância 

ao Sol. Perto da superfície da Terra, Galileu já havia demonstrado que o deslocamento de um 

corpo em queda livre é proporcional ao quadrado do intervalo de tempo decorrido, independente 

da massa desse corpo. 

No Principia [2], Newton introduziu o conceito de tempo absoluto, onde ele alegava que o 

intervalo de tempo entre dois eventos era igualmente medido por todos os relógios, independente 

do movimento destes. Assim, na Mecânica Newtoniana é possível determinar se eventos em 

diferentes pontos do espaço ocorreram simultaneamente, mas não é possível dizer se eventos em 

tempos distintos ocorreram no mesmo lugar: para referenciais com movimento relativo, eventos 

em tempos distintos ocorrem geralmente em pontos diferentes do espaço. A ideia de espaço 

absoluto, embora inicialmente introduzida pelo próprio Isaac Newton, tinha sido abandonada. 

A mecânica e a gravitação newtoniana permaneceram aceitas por mais de duzentos anos. 

Mesmo nos dias de hoje ainda são base para a descrição de quase todos os fenômenos cotidianos 

[3]. Apenas em situações específicas as modificações contidas nas teorias da Relatividade Especial 

[4, 5] e Relatividade Geral [6, 7, 8] – propostas por Albert Einstein (1879 – 1855) em 1905 e 

1915, respectivamente – são necessárias. Na Relatividade Especial a ideia de tempo absoluto 

é abandonada. O intervalo de tempo entre dois eventos medido por um relógio depende da 
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sua velocidade, ou seja, do movimento do sistema de referência onde o tempo é medido. Essa 

implicação surge de dois princípios: a velocidade da luz independente do movimento da fonte e 

o princípio da relatividade, inicialmente proposto por Galileu, e que estabelece a invariância das 

leis da física sob mudança de referencial. 

A equivalência entre referenciais inerciais, ditos como aqueles que possuem velocidade relativa 

constante, é construída na Relatividade Especial a partir desses dois princípios. Contudo, um 

referencial sob a presença de um campo gravitacional descreve fenômenos físicos tais quais um 

referencial não-inercial. A Relatividade Geral parte do Princípio da Equivalência [9, 10] – além 

dos dois princípios presentes na Relatividade Restrita – para descrever fenômenos físicos em 

sistemas de referência arbitrários. A interação gravitacional na teoria de Einstein é caracterizada 

pela curvatura do espaço-tempo e não mais por uma força de atração como na teoria newtoniana. 

Uma outra revolução na física acontece simultaneamente ao desenvolvimento da Teoria da 

Relatividade, a Mecânica Quântica [11]. No final do século XIX a comunidade científica acredi- 

tava que o arcabouço teórico da física estava completo, restando apenas alguns poucos fenômenos 

a serem explicados. A Mecânica Quântica e a Relatividade quebram praticamente todos os para- 

digmas científicos da época e mudam os conceitos mais básicos que se tinha sobre espaço, tempo, 

matéria e energia. A quantização da energia e de outras propriedades da matéria revoluciona 

também o entendimento sobre as interações fundamentais da natureza. As teorias quânticas de 

campo [12, 13, 14, 15] (ou teorias de segunda quantização) admitem não só a quantização de 

observáveis ligados à matéria, mas também a quantização do próprio campo. 

Sendo uma das interações fundamentais da natureza, a gravidade necessitava ser explicada 

também pelo ponto de vista da Mecânica Quântica? A construção de uma teoria quântica da 

gravitação é um problema até hoje não resolvido. Sistemas de grande escala sujeitos a campos 

gravitacionais intensos são de domínio da Relatividade Geral, enquanto o universo subatômico é 

regido pelas leis da Mecânica Quântica. A interação gravitacional no mundo quântico é despre- 

zível quando comparada com as outras forças fundamentais da natureza. Mas sendo a gravidade 

um fenômeno descrito por meios de campos, o chamado campo gravitacional deve ser quantizado 

se inserido na teoria quântica. Assim, a busca de uma gravidade quântica deve pressupor o 

casamento entre Relatividade Geral (ou outra teoria alternativa a ela) e Mecânica Quântica. 

Muitos físicos acreditam que essa dificuldade em se casar as duas teorias indica que talvez 

uma delas esteja incompleta, e dado o poder de previsibilidade e aplicação da Mecânica Quântica 

e da Teoria Quântica de Campos, a aposta parece se voltar para a Relatividade Geral. Além do 
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mais, a teoria de Einstein enfrenta problemas. Um deles é a dificuldade de se definir localmente a 

energia do campo gravitacional. Uma vez que a gravitação é o estudo do próprio espaço-tempo, 

grandezas como energia e momento do campo gravitacional devem estar bem definidas em to- 

dos os pontos dessa estrutura. A formulação da Relatividade Geral em termos da dinâmica do 

tensor métrico permite apenas a definição de pseudo-tensores de energia-momento, dependentes 

do sistema de coordenadas adotado, o que inviabiliza definir localmente a densidade energia do 

campo gravitacional, já que para cada mudança de coordenada se obtém um resultado diferente. 

No Teleparalelismo Equivalente à Relatividade Geral (TEGR) [17, 18, 19, 20], uma formulação 

geométrica alternativa á teoria vigente, o campo gravitacional é descrito por tétradas autoparale- 

las. Uma expressão para a densidade de energia gravitacional surge naturalmente do formalismo 

Hamiltoniano dessa teoria. 

Outros problemas surgem com novas descobertas. Matéria escura e energia escura ainda 

não possuem explicações consensuais. A energia de vácuo, que alguns astrofísicos acreditam 

estar relacionada com a energia escura, foi prevista com um erro de cento e vinte ordens de 

grandeza. Segundo os próprios físicos, a pior previsão teórica da história da física. Então, tanto 

em níveis cosmológicos quanto em níveis microscópicos, as teorias da gravidade falham quase 

que totalmente. Depois de mais de trezentos anos da publicação da Lei da Gravitação Universal, 

ainda não entendemos a gravidade! 

Neste trabalho propomos uma teoria espinorial da gravitação em conformidade com o for- 

malismo geométrico da TEGR, que descreve a interação gravitacional através dos campos de 

tétradas autoparalelas em um espaço-tempo sem curvatura e com torção não nula. Iniciamos 

com uma breve revisão da gravitação na mecânica não-relativística, explicitando a lei do inverso 

do quadrado da distância e a independência da massa no movimento de um corpo sujeito a um 

campo gravitacional. Nesta primeira seção explicamos também Princípio da Equivalência, que 

permite igualar as propriedades cinemáticas em um referencial não inercial com aquelas de um 

sistema inercial na presença de um campo gravitacional. Na seção 2.2 revisamos a Teoria da 

Relatividade Especial, a primeira teoria do espaço-tempo construída sob uma geometria plana, 

que estabelece a conexão entre referenciais inerciais. Aqui definimos o intervalo espaço-temporal, 

o tempo próprio, a métrica de Minkowski e as transformações de Lorentz. A seção 2.3 aborda 

a conexão entre sistemas de referência arbitrários, feita por um sistema de coordenadas curvi- 

líneas que descreve uma geometria não-euclidiana. Ainda nessa seção apresentamos o conceito 

de tensor métrico, transporte paralelo, derivada covariante, conexão afim, além da equação da 
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geodésica. Os tensores de curvatura e de energia momento são abordados nas seções 2.4 e 2.5 

respectivamente. A Equação de Einstein, obtida através da ação de Hilbert-Einstein, é introdu- 

zida na seção 2.6. O capítulotermina com a transição das equações de campo da Relatividade 

Geral para a Lei da Gravitação Universal de Isaac Newton, no limite de baixas velocidades e 

campos gravitacionais pouco intensos. 

No capítulo 3 introduzimos a teoria teleparalela, apresentando os campos de tétradas na 

seção 3.1, as características geométricas do espaço de Weitzenböck e a formulação lagragiana do 

teleparalelismo na seção 3.2. Nesta última mostramos a equivalência entre TEGR e a Relati- 

vidade Geral e a construção do tensor de energia-momento do campo gravitacional, da qual se 

derivam uma equação de continuidade e um momento generalizado. 

No capítulo final é trabalhada a gravitação espinorial. Primero com a introdução da teoria 

espinorial da gravitação de Novello [21, 22], que propõe uma nova implementação do Princípio 

da Equivalência através de uma nova interpretação da dinâmica do tensor métrico. Na teoria 

de Novello, a geometria que age na matéria não é um campo independente e nem possui dinâ- 

mica própria. Ao invés disso, ela herda sua dinâmica de dois campos espinoriais fundamentais, 

responsáveis pelos fenômenos gravitacionais e que obedecem à equação de movimento não linear 

de Heisenberg. Novello assume que esses dois campos interagem universalmente com todas as 

formas de matéria e energia. Dessa interação resulta uma mudança na métrica do espaço-tempo. 

Por fim, na última seção deste trabalho, propomos uma teoria espinorial da gravitação cons- 

truída no formalismo geométrico da TEGR. Diferentemente do trabalho de Novello, os campos 

espinoriais utilizados aqui não estão relacionados com o tensor métrico, mas sim definidos de 

forma que contração destes resulte num campo de tétradas. Deste seguem as características 

geométricas dos espinores. As equações de campo espinoriais são obtidas através da lagrangiana 

teleparalela escrita explicitamente em função das tétradas e suas derivadas. Por substituição 

direta, chegamos a uma expressão para a lagrangiana gravitacional em termos dos dois cam- 

pos espinoriais. Após obtermos duas equações acopladas para os dois espinores, aplicamos o 

limite no qual um desses campos é constante. A interpretação dada para as novas equações de 

campo obtidas da lagragiana gravitacional para esse limite é discutida na final do capítulo 4 e 

na conclusão do trabalho. 

Neste trabalho será utilizada a notação de Einstein, no qual índices repetidos se somam. 
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Capítulo 2 

Relatividade Geral 

2.1 Gravitação na Mecânica Não Relativística 

A interação gravitacional, diferentemente das outras interações fundamentais da natureza, 

possui a propriedade de que todos os corpos, independente da massa, se movem da mesma 

maneira em um campo gravitacional, desde que as condições iniciais sejam as mesmas. Essa 

propriedade decorre diretamente das Leis do Movimento e da Lei Universal da Gravitação, ela- 

boradas por Sir Isaac Newton (1642 – 1727). Esta última afirma que a força gravitacional entre 

dois corpos é proporcional ao produto de suas massas, e inversamente proporcional ao quadrado 

da distância entre eles. 

Utilizando a teoria newtoniana, pode-se estabelecer dois elementos básicos: uma equação 

para o campo gravitacional gerado por uma massa, e outra equação para a resposta da matéria 

a esse campo. Assim, o campo gerado por uma massa M a uma distância r dessa massa é dado 

por 

 

ġ = −tt 
r2 

ėr . (2.1) 

De maneira equivalente, pode-se definir uma função escalar das coordenadas e de tempo que 

caracteriza o campo denominada potencial gravitacional, relacionada com a densidade de massa 

ρ pela equação de Poisson 

 

∇2φ = 4πttρ. (2.2) 
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O movimento de uma partícula de massa m em um campo gravitacional, para um sistema de 

referência inercial, é determinado pela Lagrangiana 

 

1 2 

L = 
2 

mv − mφ. (2.3) 

 

A equação de movimento da partícula é dada por 

 

r̈ = ∇φ. (2.4) 

 
A equação (2.4) não contém a massa ou nenhuma outra grandeza relaciona as propriedades 

intrínsecas da partícula. 

A independência da massa no movimento de um corpo em um campo gravitacional permite 

compará-lo com o movimento de um objeto não sujeito a um campo externo, porém observado 

sob o ponto de vista de um referencial não inercial. Dito de forma direta, as propriedades 

cinemáticas em um sistema de referência não inercial são as mesmas daquelas em um sistema 

inercial na presença de um campo gravitacional. Este é o chamado Princípio da Equivalência. 

Existe, entretanto, uma diferença essencial entre o campo “real” de um referencial inercial 

e o campo equivalente a um sistema não inercial quanto aos seus comportamentos no infinito. 

Diferentemente do segundo, o primeiro se aproxima de zero a distâncias infinitas da fonte do 

campo. Dessa forma, não é possível, por qualquer escolha de referencial, eliminar um campo 

gravitacional “real” em todos os pontos do espaço. Sendo viável, apenas, por uma escolha ade- 

quada de referencial, anular o campo em uma região do espaço suficientemente pequena, no qual 

o mesmo possa ser considerado uniforme. 
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. Σ 

. Σ 

 
 

 
 

−1    0    0    0 

 

2.2 Relatividade Especial 

A Relatividade Especial é uma teoria da estrutura do espaço-tempo, o palco onde partículas 

e campos evoluem. A descrição da evolução de sistemas físicos é feita a partir de um sistema 

de referência associado um conjunto de coordenadas que indica a posição de uma partícula do 

espaço, assim como um relógio fixado nesse sistema para indicar o tempo. 

Espaço-tempo pode, então, ser definido como um conjunto quadridimensional de elementos 

classificados por três coordenadas espaciais e uma coordenada temporal. Um ponto individual 

no espaço-tempo é denominado evento. A trajetória de uma partícula, ou sua linha de universo, 

é um conjunto parametrizado de eventos, representada por uma curva através do espaço-tempo. 

O intervalo ds entre dois eventos infinitesimalmente separados, em coordenadas cartesianas, 

para um espaço-tempo plano (espaço de Minkowski), é dado por 

 
ds

2 = −c
2
dt

2 + dx
2 + dy

2 + dz
2
. (2.5) 

 
O intervalo espaço-temporal entre dois eventos é invariante sob mudança de coordenadas carte- 

sianas e sob transformações de Lorentz. 

O tempo próprio, definido como o intervalo de tempo entre dois eventos ocorridos em um 

mesmo ponto do espaço para um dado referencial inercial, é escrito como 

 

c
2
dτ 

2 = −ds
2
. (2.6) 

 
As coordenadas de um evento podem ser consideradas como componentes de um vetor em um 

espaço de quatro dimensões. Denota-se essas componentes por xµ = x
0
, x

1
, x

2
, x

3 ,  onde o  

índice µ assume os valores 0, 1, 2, 3. Em alguns casos, é conveniente referir-se às componentes 

espaciais e temporais de xµ separadamente, então se utilizam índices latinos para representar as 

componentes espaciais tridimensionais: xi = x
1
, x

2
, x

3 . 

Dessa maneira, pode-se escrever o intervalo ds em uma forma mais compacta, introduzindo a 

métrica de Minkowski, representada por uma matriz 4 × 4 e denotada por dois índices subscritos. 
 
 
 

 

ηµν 
= 

0 1   0   0 
, (2.7) 

0 0 1 0 

0 0 0 1  
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ν 

ν 

 
 

onde as componentes da matriz ηµν são representadas em coordenadas cartesianas 

 
ds

2
 = ηµν dxµdxν . (2.8) 

 
Para que o intervalo (2.8) permaneça invariante sob mudanças de coordenadas entre referenciais 

inerciais, as componentes do quadrivetor xµ devem ser transformar de acordo com 

 
xJµ = Λµxν , (2.9) 

 
onde Λµ satisfaz 

 
ηµν = ΛληλσΛσ. (2.10) 

µ ν 

 

As matrizes que satisfazem (2.9) e (2.10) são denominadas transformações de Lorentz. O conjunto 

de todas as transformações de Lorentz no espaço de Minkowski forma o grupo de Lorentz. 
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. Σ 

. Σ 

 

2.3 Sistema de Coordenadas Generalizadas 

Como abordado na seção 2.1, o estudo da gravitação requer a consideração de fenômenos em 

sistemas de referência arbitrários. Sendo assim, é necessário o desenvolvimento de uma geometria 

em coordenadas curvilíneas generalizadas. 

Dada a mudança de um sistema de coordenadas xµ =   x
0
, x

1
, x

2
, x

3
   para outro sistema de 

coordenadas xJµ = 
.
xJ0

, xJ1
, xJ2

, xJ3
Σ
, seus diferenciais se transformam de acordo com a relação 

 

µ ∂xµ 
Jν 

 dx  = dx 
∂xJν . (2.11) 

 

Todo vetor de componentes Aµ = A
0
, A

1
, A

2
, A

3 que, sob mudança de coordenada, se trans- 

formam de acordo com (2.11) é chamado de vetor contravariante 
 

µ ∂xµ 
Jν 

 A  = A 
∂xJν . (2.12) 

 

Dado um escalar φ, sob mudança de coordenada, as derivadas ∂φ/∂xµ se transformam pela 

relação 

∂φ ∂xJν   ∂φ 

∂xµ 
=

 ∂xµ  ∂xJν 
. (2.13) 

 

Todo vetor de componentes Aµ = (A0, A1, A2, A3) que, sob mudança de coordenada, se trans- 

forma de acordo com (2.13) é chamado vetor covariante 
 

∂xJν 
J
 

 Aµ = 
∂xµ 

Aν. (2.14) 
 

A generalização direta de vetores covariantes e contravariantes é a noção de tensor. Um tensor 

do tipo (n, m) é um objeto geométrico de n índices contravariantes e m índices covariantes que 

obedece a relação de transformação 

 
µ ,µ ,··· ,µ ∂xµ1

 ∂xµ2
 ∂xµn  ∂xJσ1  ∂xJσ2

 

 
 

∂xJσm 

 
 

 
Jλ  ,λ  ,··· ,λ 

T  1   2 n = · · · · · · T  1   2 n.  (2.15) 
ν1,ν2,··· ,νm ∂xJλ1 ∂xJλ2 ∂xJλn  ∂xν1 ∂xν2 ∂xνm σ1,σ2,··· ,σm 

 

O quadrado do elemento de linha em coordenadas generalizadas é escrito na forma 

 
ds

2 = gµν dxµdxν , (2.16) 
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ν 

λν 

λν 

= Γ 

λν 

 

 

onde gµν é um tensor covariante simétrico denominado tensor métrico. 

O tensor métrico contravariante ou métrica inversa é o tensor gµν , recíproco a gµν , tal que 

 
gµλgλν = δµ. (2.17) 

 
A conexão entre as formas covariante e contravariante é feita através do tensor métrico. 

 
Aµ = gµν Aν , Aµ = gµν Aν , (2.18a) 

 
Tµν = gµλgνσTλσ, Tµν = gµλgνσTλσ. (2.18b) 

 
O produto interno entre dois vetores, obtido pela contração entre suas formas covariante e 

contravariante, pode ser escrito como 

 
AµBµ = AµBµ = gµν AµBν = gµν AµBν . (2.19) 

 
Em coordenadas curvilíneas o elemento diferencial dAµ e a derivada ∂Aµ/∂xν não se transfor- 

mam como (2.12) e (2.15), respectivamente. Isso se deve ao fato de que o incremento é a diferença 

entre vetores localizados em pontos distintos do espaço, onde seus coeficientes de transformação 

são diferentes, já que são funções das coordenadas. Dessa maneira, é necessário definir uma ope- 

ração para qual os vetores subtraídos estejam localizados no mesmo ponto do espaço, intitulada 

transporte paralelo. 

A mudança nas componentes de um vetor Aµ localizado no ponto xµ, quando transportado 

paralelamente para um ponto xµ + dxµ, onde seu valor igual a Aµ + dAµ, é dada por 

 

δAµ = −Γµ Aλdxν , (2.20) 

 

onde as quantidades Γµ são os coeficientes de conexão, simétricos em relação aos índices subs- 

critos 

 
µ µ 
λν νλ 

 

O elemento diferencial DAµ entre os vetores Aµ + dAµ e Aµ + δAµ é expresso por 
 

DAµ = dAµ − δAµ = 
.

∂ν Aµ + Γµ  Aλ

Σ 
dxν . (2.21) 

Γ . 
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ν λν 

λ 

µν 

 

 

A expressão entre parênteses na equação (2.21) é chamada derivada covariante, denotada por 

 

∇ν A = Aµ = ∂ν Aµ + Γµ Aλ . (2.22) 

 

De maneira similar, para um vetor covariante 

 
∇ν Aµ  = Aµν  = ∂ν Aµ − Γµν Aλ. (2.23) 

A derivada covariante do tensor métrico gµν é expressa por 

λ λ 

∇αgµν = ∂αgµν − Γµαgνλ − Γναgµλ = ∂αgµν − Γµνα − Γνµα, (2.24) 

 
tal que, para uma conexão compatível com a métrica 

 
∇αgµν = 0. (2.25) 

 
Usando (2.25) e permutando os índices α, µ, ν em (2.24), 

 
∂αgµν = Γµνα + Γνµα, (2.26a) 

 
∂ν gµα = Γµαν + Γαµν , (2.26b) 

 
∂µgνα = Γναµ + Γανµ. (2.26c) 

 
Somando (2.26b) com (2.26c) e subtraindo (2.26a) do resultado 

 

Γαµν = (∂µgαν + ∂ν gµα + ∂αgµν ) . (2.27) 
2 

 

Fazendo Γλ = gλαΓαµν , 

 
Γλ 1 λα 

 

µν = 
2 

g (∂µgαν + ∂ν gµα − ∂αgµν ) . (2.28) 

 

Os coeficientes da expressão (2.28) são chamados símbolos de Christoffel. 

Em um espaço curvo, o resultado do transporte paralelo de um vetor de um ponto a ou- 

tro depende do caminho entre eles. A derivada direcional covariante ao longo de uma curva 

µ 

1 
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αν 

 

 

parametrizada xµ = xµ (λ) é definida como 
 

D dxµ 

dλ 
=  

dλ 
∇µ. (2.29) 

 

O transporte paralelo de um vetor através do caminho xµ (λ) é tal que a sua derivada direcional 

se anule ao longo da trajetória 

dAµ µ   dxα   ν 
 

dλ 
+ Γαν 

dλ 
A

 
= 0. (2.30) 

Uma geodésica é a curva ao longo do qual o seu vetor tangente é paralelamente transportado. 

Assim, dada uma curva xµ (λ), da condição de transporte paralelo (2.30) para o vetor tangente 

dxµ/dλ é obtida a equação da geodésica 

d2xµ 
 

 

µ dxα dxν 
 

dλ2 
+ Γαν 

dλ 

= 0. (2.31) 
dλ 

É fácil perceber que (2.31) reproduz a generalização da ideia de linha reta. Em coordenadas 

cartesianas Γµ = 0, e a equação da geodésica se reduz a d2
xµ/dλ

2 = 0, a equação da reta em 

um espaço euclidiano. 
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α α σ 

λµν 

α σ 

λν λµ σµ λν σν λµ 

λµν λν σµ λν σν 

 

2.4 Tensor de Curvatura 

Como visto na seção 2.3, o descolamento paralelo de um vetor é definido como sendo aquele 

em que as componentes do vetor não se modificam em um sistema de coordenadas considerado 

cartesiano para um dado elemento de volume infinitesimal. Ao longo de uma geodésica, o des- 

locamento do vetor tangente à curva é paralelo a si mesmo. Dessa maneira, um vetor mantém 

suas componentes inalteradas quando paralelamente transportado ao longo de uma geodésica, já 

que o ângulo entre o vetor deslocado e a tangente à curva permanece o mesmo. 

Como consequência disso, o resultado obtido ao se deslocar paralelamente um vetor de um 

ponto ao outro, em um espaço curvo, depende do caminho tomado. Assim, o transporte paralelo 

de um vetor ao longo de um caminho fechado resultará em uma transformação do mesmo, ou seja, 

os valores de suas componentes após o deslocamento não coincidem com seus valores originais. 

Sendo nula a derivada covariante direcional de um vetor submetido a um transporte paralelo, 

então o comutador de duas derivadas covariantes [∇µ, ∇ν ] do vetor Aα expressa a diferença, 

em um caminho fechado, entre o deslocamento paralelo do vetor por um dado sentido, e o 

deslocamento paralelo do vetor pelo sentido oposto ao primeiro 

 
[∇µ, ∇ν ] Aα = ∇µ∇ν Aα − ∇ν ∇µAα, 

=   
.
∂µΓα   − ∂ν Γ + Γα  Γσ  − Γ Γ 

Σ 
Aλ. (2.32) 

 

A expressão (2.32) pode ser escrita como 

 

[∇µ, ∇ν ] Aα = Rα Aλ, (2.33) 

 

onde 

 

Rα = ∂µΓα − ∂ν Γ + Γα Γσ − Γ Γ , (2.34) 

 

é o tensor de curvatura ou tensor Riemann, antissimétrico nos últimos dois índices 

 
α 
λµν 

α 
λνµ . (2.35) 

 

As propriedades de simetria do tensor de Riemann são mais facilmente verificáveis na sua forma 

α 

R = −R 

λµ λµ 
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λµν 

muλν 

µ 

1 

 

 

covariante 

 

Rαλµν = gασ R
σ

 . (2.36) 

 

O tensor covariante em (2.36) é antissimétrico para cada par de índices α, λ e µν, e simétrico 

sob permutação do primeiro par de índices com o segundo 

 

Rαλµν   =  Rµναλ   =  −Rαλνµ = −Rλαµν. (2.37) 

O somatório das permutações cíclicas de quaisquer três índices de Rαλµν é nulo 

Rαλµν  + Rανλµ  + Rαµνλ = 0. (2.38) 

O tensor de curvatura também obedece a identidade de Bianchi 

∇σRαλµν + ∇αRλσµν + ∇λRσαµν = 0. (2.39) 

 
O tensor de Ricci Rµν e o escalar de curvatura R são obtidos a partir da contração do tensor de 

Riemann 

 

Rµν = gαλRαµλν = Rλ , (2.40) 

R = gαµgλνRαλµν = gµν Rµν = Rµ. (2.41) 

 
Um resultado bastante importante é obtido da identidade de Bianchi na forma contraída 

 
gµσgνλ (∇σRαλµν + ∇αRλαµν + ∇λRσαµν ) = ∇µRαµ − ∇αR + ∇ν Rαν = 0, (2.42) 

 

ou 

∇µ 

.

Rµν 

 
 

1 
− 

2 
Rgµν 

Σ 

= 0, (2.43) 

 

onde 

 

ttµν = Rµν − 
2 

Rgµν , (2.44) 
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µ 

 

 

é definido como o tensor de Einstein, que obedece a equação de continuidade 

 
∇  ttµν = 0. (2.45) 

 
O tensor de Einstein, visto com mais detalhes na seção 2.6, representa um papel central nas 

equações de campo da Relatividade Geral. Pela expressão (2.45) é possível estabelecer, de 

maneira informal, a relação entre ttµν e o tensor de energia-momento Tµν , que será trabalhado 

na próxima seção. 
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c 

c 
ν 

M 
c ∂gµν ∂ (∂λgµν ) 

M 

 

2.5 Tensor de Energia – Momento 

O tensor de energia-momento Tµν é um tensor simétrico que descreve os campos de matéria, 

ou seja, contém todas as informações sobre os aspectos relacionados à energia de um sistema. 

De maneira geral, o tensor de energia-momento é definido como o fluxo do quadrivetor energia- 

momento pµ = 
.
E/c, pi

Σ 
através da superfície xµ = constante 

pµ = 
1 
∫ 

√
−gTµνdS , (2.46) 

 

onde dSα é equivalente ao elemento de “área” da hipersuperfície xα = constante 

 

dSα 
1 

= − 
6 

s 

 

αµνλ dSµνλ. (2.47) 

 

Assim, a componente T 
00
 exprime a densidade de energia ρ. As componentes T 

0i representam 

as densidades de momento. As componentes espaciais T ij caracterizam o fluxo de momento, ou 

tensão. Termos não-diagonais em T ij simbolizam as tensões de cisalhamento. Já o elemento 

diagonal T ii corresponde à componente da pressão na direção i. 

O tensor de energia-momento é obtido a partir do Princípio da Mínima Ação. Assim, dado 

um sistema cuja a ação de matéria SM , em coordenadas curvilíneas, é da forma 

S = 
1 
∫ 

√
−gL 

 
dΩ, (2.48) 

 

onde LM é a densidade de Lagrangiana de matéria, e 
√

−gdΩ é o elemento de volume invariante 

em quatro dimensões 

dΩ = dx
0
dx

1
dx

2
dx

3 = cdtdV. (2.49) 

As equações para os campos de matéria derivam da variação da ação δSM em relação à métrica 

gµν 

δS = 
1 
∫ Σ 

∂ (
√

−gLM ) 
δgµν + 

∂ (
√

−gLM ) 
δ (∂

 
gµν )

Σ 

dΩ. (2.50) λ 

M 



2.5. TENSOR DE ENERGIA – MOMENTO 17 

17 

 

 

− 

Σ Σ 

λ ∂g 

M 
c ∂gµν ∂ (∂λgµν ) 

∂xσ 
g

 
x x 

∂xσ 
+ g 

∂xλ 
. (2.54) 

µν λ 

∫ 

−

 

 

 

Usando o teorema de Gauss e fixando δgµν nos limites de integração, δSM pode ser escrita como 

δS = 
1 
∫ . 

∂ (
√

−gLM ) 
+ ∂

 
Σ 

∂ (
√

−gLM ) 
ΣΣ 

δgµνdΩ. (2.51) 

 

Defininindo  
1 √ 

gT 

2 
µν 

 

= 
∂ (

√
−gLM ) 

+ ∂
 

∂g 

 
∂ (

√
−gLM )  

. (2.52) 
∂ (∂λgµν ) 

 

A expressão (2.51) assume a forma 

 
δSM 

 
= 

 1 √ 
gT 

2c 
µν 

 
 

δgµνdΩ. (2.53) 

 

Sob  a  transformação  de  coordenada  xµ  → xJµ  =  xµ + ξµ,  gµν  se  transforma  de  acordo  com  a 

expressão 

Jµν 
.

 Jλ
Σ

 ∂xJµ ∂xJν 
 

 

 

λσ 
. 

λ
Σ

 µν 
. 

λ
Σ

 µσ ∂ξν νλ ∂ξµ 
 

Expandindo g Jµν 
.
xλ + ξλ

Σ 
em potências de ξλ  até a primeira ordem, temos 

 

gJµν 
.
xλ + ξλ

Σ
 = gJµν 

.
xλ

Σ 
+ ξ 

µν 

∂xλ 
. (2.55) 

 

Comparando as equações (2.54) e (2.55), podemos escrever 
 

gJµν 
.
xλ

Σ
 =    gµν 

.
xλ

Σ
 µλ ∂ξν 
+ g 

∂xλ 
+ g 

νλ ∂ξµ 

∂xλ 
− ξ λ ∂gµν 

∂xλ 
,
 

 

 
 

Assim, 

=    gµν 
.
xλ

Σ 
+ ∇µξν + ∇νξµ. (2.56) 

 

gJµν  = gµν + δgµν , δgµν  = ∇µξν + ∇νξµ. (2.57) 

 
Os vetores ξµ que determinam a transformação de coordenada na qual a métrica é invariante, 

ou seja, satisfazem a equação 

 

∇µξν + ∇νξµ = 0, (2.58) 

∂xλ 

λ 

g x = ≈ g + g 
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c 
µ ν 

c 
ν 

µν 

c 
µ ν 

c 
ν 

c 
µ ν c 

µ ν 

c ν µ c µ ν 

∫ 

−

 

 

 

são denominados vetores de Killing. 

Substituindo (2.57) para δgµν em (2.53), encontramos 
 

 
δSM = 

 1 √ 
gT 

2c 
µν (∇µξν + ∇νξµ) dΩ = 

1 
∫ 

√
−gT ∇ ξ dΩ, 

= 
1 
∫ 

√
−g∇ (Tµξν ) dΩ − 

1 
∫ 

√
−gξν ∇ 

 

TµdΩ, 

= 
1 
∫ 

∂  
.√

−gTµξν 
Σ 

dΩ − 
1 
∫ 

√
−gξν ∇ TµdΩ, 

 

= 
1 
I 

√
−gTµξν dS  − 

1 
∫ 

√
−gξν ∇ TµdΩ.  (2.59) 

 

Como ξν é zero nos limites de integração, a integral de superfície em (2.58) se anula. Aplicando 

o Princípio da Mínima Ação 

 
δSM = − 

1 
∫ 

√
−gξν ∇ 

 
TµdΩ = 0. (2.60) 

 

Da arbitrariedade de ξν segue que 

 

∇µT = 0. (2.61) 

 
Da simetria do tensor métrico gµν decorre que o tensor de energia momento Tµν obtido pela 

expressão (2.52) é sempre simétrico. 

µ 

µν 

µ 
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µν 

µν µν 

−g 

Stt = − 
16πtt

δ −gRdΩ = − 
16πtt

δ −gg 

Σ 
λ
Σ 

 

2.6 Equação de Einstein 

A equações de campo na Relatividade Geral estabelecem a relação entre a geometria do 

espaço-tempo e sua distribuição de matéria, ou seja, descrevem como a métrica responde à energia 

e momento. No limite não relativístico, para velocidades baixas e campos gravitacionais pouco 

intensos, a equação de Einstein se reduzem a equação de Poisson para o potencial Newtoniano, 

dada pela expressão (2.2). Assim, a equação de campo Einstein deve ser uma equação diferencial 

de segunda ordem covariante, proporcional ao tensor de energia-momento. 

Para se chegar às equações de campo gravitacional, é necessário antes determinar a ação 

gravitacional Stt para esses campos. Sendo a métrica a variável dinâmica utilizada na Teoria 

da Relatividade Geral, o único escalar invariante construído a partir da métrica, que contém 

suas derivadas até segunda ordem, é o escalar de Ricci. Dessa forma, a ação para o campo 

gravitacional, conhecida como a ação de Hilbert-Einstein, é expressa como 

c3 

Stt = − 
16πtt 

   

−gRdΩ. (2.62) 

 

Aplicando o princípio da mínima ação, temos 
 

c
3
 

∫ 
√   c

3
 

∫ 
√  µν 

  

 
 

Usando  
√   1 

 
 

 
1 √  µν 

 
 

δ  −g = − 
2
√

−g 
δg = − 

2 
gµν −gδg , 

gµν 
δRµν = ∇λ 

.
gµν 

δΓλ − gνλ 
µ  1  

µν = √
−g 

∂λ 

   

−gW , 

 

onde Wλ = gµνδΓλ − gνλδΓµ . 

A integral em δRµν se transforma em uma integral de superfície, se anulando nos limites de 

integração 

∫  
√

−ggµν δRµν dΩ = 

∫  

∂λ 
.√

−gW λ

Σ 
dΩ = 0. 

A expressão (2.63) pode ser escrita como 

c3 

δStt = − 
16πtt

 

∫ 
√  

.
 

 
1 

Rµν − 
2 

Rgµν 

 
δgµν 

 
dΩ. (2.64) 

∫ 
√

 

δΓ 
.√ 

Rµν dΩ. (2.63) 

Σ 
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8πtt 

. 

. 

− 
16πtt 

Rµν − 
2 

Rgµν − 
c4 Tµν δg 

 

 

A variação total é a soma da variação ação gravitacional δStt com a ação para os campos de 

matéria δSM , dada pela expressão (2.53). 

 
δS = δStt + δSM . 

 

Assim, fazendo δS = 0 

c
3 

∫ . 
1

 
 

 

 

 

 
8πtt 

Σ 
µν 

 
 

obtemos  
1 

Rµν − 
2 

Rgµν = 

8πtt 

 
c4   

Tµν , (2.66a) 

ttµν = 
c4   

Tµν . (2.66b) 
 

As equações acima, conhecidas como as equações de campo de Einstein, expressam a relação 

entre a geometria do espaço-tempo e a distribuição de matéria/energia. Diferentemente da Lei 

da Gravitação Universal de Newton, as equações de campo da Relatividade Geral descrevem a 

interação gravitacional não como uma força, mas como uma curvatura no espaço-tempo, expressa 

pelo tensor ttµν . A ligação entre matéria e gravidade é expressa pela relação entre o tesnor de 

Einstein e o tensor de energia-momento. Contraindo a equação (2.66a) nos índices µ e ν, temos 

R = 
8πtt 

T
 

c4 µν 

1 
− 

2 
gµν T 

Σ 

. (2.67) 

 

Substituindo (2.67) em (2.66a), as equações de campo são expressas como 

 

Rµν 

 

= 
8πtt 

T
 

c4 µν 

 
1 

− 
2 

gµν T 

Σ 

. (2.68) 

dΩ = 0, (2.65) 
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2c 

. 

−

 

c2 

2 

1 

Σ 

Σ 

 

2.6.1 Limite não-relativístico 

A transição das equações de campo da Relatividade Geral para a mecânica não-relativística 

ocorre nos limites de pequenas velocidades (comparadas à velocidade luz) e campos gravitacionais 

pouco intensos. 

O movimento de uma partícula sujeita a um campo gravitacional descrita na mecânica não- 

relativística por um potencial φ, é dado pela Lagrangiana 

 

L = −mc + mv
2
 

2 
− mφ. (2.69) 

 

Consequentemente, a ação S é escrita na forma 

S = 

∫  

Ldt = −mc 

∫  .

c − 
 1

 

 

 

v
2
 + 

 

 

1 
φ dt. 

c 

 

 

(2.70) 

 

Comparando com a expressão para ação escrita em função do intervalo dS, temos 

S = −mc 

∫ 

ds, (2.71) 
 
 

ds = c 
 1 

v
2 + 

1 
φ . 

2c c 

 
(2.72) 

 

Aplicando o limite de c → ∞, o quadrado do intervalo espaço-temporal é expresso como 

ds
2 = 

.

1 − 
 2 

φ

Σ 

c
2
dt

2 + dr
2
. (2.73) 

Dessa forma, a componente temporal g00 do tensor métrico (a única responsável pela dinâmica) 

é dada por 

 
g00 = 1 + 

c2 
φ. (2.74) 

O tensor de energia momento para um corpo macroscópico, no limite considerado, é obtido da 

fórmula 

 
Tµν = ρc

2
UµUν , (2.75) 

2 
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µλν µν 
λ Γ λ 

2 

0 
c4 0 2 c2 

00 i 00 i 
2 

j 
2 

i 

λµ 

 

 

onde ρ é a densidade do corpo, e Uµ é o quadrivetor velocidade. No limite para pequenas velo- 

cidades, as componentes espaciais Ui são negligenciadas. Assim, apenas a componente temporal 

U 
0
 = 1 é conservada. Consequentemente, das componentes do tensor de energia momento Tµν , 

resta somente T00 = ρc
2. 

As equações de campo em (2.68) se restringem a 

R
0
 =  

8πtt 
.

T 
0
 − 

1 
T 

Σ 

= − 
4πttρ

. (2.76) 

O cálculo de R00 é obtido pelas equações (2.34) e (2.40) 

 

Rµν = Rλ = ∂λΓλ − ∂ν Γλν 
λ σ 
σλ µν − Γσν 

σ  . (2.77) 

 

Desprezando os termos de segunda ordem em (2.77), resultantes dos produtos das conexões, 

e as derivadas em relação à componente temporal x0
 = ct (consideradas muito pequenas em 

comparação às derivadas com relação as componentes espaciais xi), temos que 

 
R = ∂ Γi = ∂  

.

− 
1 

gij∂  g 

Σ 

= − 
1 

∂ ∂ig 

 
. (2.78) 

 

Assim, as equações de campo de Einstein no limite não-relativístico se reduzem a 

 
∇ φ = 4πttρ. (2.79) 

 
A expressão em (2.79) é a mesma que em (2.2), ou seja, a equação de Poisson para o campo 

gravitacional, descrita em função do potencial φ para uma dada distribuição de massa. Dessa 

forma, no limite não-relativístico, as equações de campo de Einstein se reduzem à Lei Universal 

da Gravitação de Newton. 

+ Γ Γ 

00 00 
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Capítulo 3 

Teleparalelismo 

O Teleparalelismo ou Teoria Teleparalela foi uma ideia incialmente formulada por Albert 

Einstein na tentativa de unificar as teorias da gravidade e do eletromagnetismo em uma única 

estrutura matemática baseada no paralelismo à distância, também referido como paralelismo 

absoluto [27, 28, 29]. Porém, a falta de solução de Schwarzschild para as suas equações de 

campo fez com que essa tentativa fosse abandonada por ele.  O Teleparalelismo Equivalente  

à Relatividade Geral (TERG) é uma formulação geométrica alternativa à Relatividade Geral, 

construída no espaço-tempo de Weitzenböck e em termos dos campos de tétradas eα. O objetivo 

da TERG é preservar as características físicas da teoria de Einstein – produzindo resultados 

equivalentes – além de propor explicações para fenômenos físicos ainda não abrangidos por esta. 

 
3.1 Campo das Tétradas 

Um campo de tétradas é um conjunto de vetores ortogonais, linearmente independentes, que 

descrevem, simultaneamente, o espaço-tempo físico e o espaço tangente com simetria SO (3, 1), 

ou seja, formam uma base para um sistema de coordenadas locais em um ponto arbitrário do 

espaço-tempo. 

Assim, seja xµ uma coordenada do espaço-tempo, que determina a coordenada das bases do 

espaço vetorial, formada pelo conjunto dos gradientes 

 

∂µ  ≡ 
∂xµ 

, (3.1) 
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ν 

b 

µ a 

 

 

e do espaço dual, formada pelo conjunto dos diferenciais dxµ, tal que 

 
dxµ (∂ν ) = δµ, (3.2) 

 
o campo de tétradas, denotado por 

 
eα = eµ∂µ e eα = eαdxµ. (3.3) 

α µ 

 

Representa um sistema de referência local de um observador que se move ao longo de uma 

trajetória no espaço-tempo. Os índices µ = {0, 1, 2, 3} se referem às coordenadas do espaço- 

tempo, e as quantidades a eles relacionadas se transformam como tensores sob mudança de 

coordenadas. Enquanto os índices α = {(0) , (1) , (2) , (3)} se referem às coordenadas locais do 

espaço tangente, sujeitas a métrica de Minkowski, preservada pelas transformações de Lorentz 

 

ea a b (3.4) 
˜µ = Λb eµ, 

e obedecem às transformações de coordenadas 
 

Jα ∂xν    
a 

 

eµ   =  
∂xJµ 

eν , (3.5) 

onde Λa são matrizes do grupo SO(3, 1) e satisfazem a relação (2.10) 

 

eaµ = ηabeb = gµν eν . (3.6) 

 

O tensor métrico gµν , e a métrica de Minkowski ηab são obtidos pelas relações 

 
gµν = ηabee eb , (3.7) 

µ  ν 

ηab = gµν eµeν . (3.8) 
a   b 

 

Da condição de ortogonalidade, segue que 

 
eµea = δµ e ea eµ = δa. (3.9) 
a   ν ν µ  b b 
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µ 

a 

a 

µν 

b λ λ b µν 

 
 

O quadrado do elemento de linha escrito no formalismo das tétradas é obtido a partir de (3.7) 

 
ds

2
 = gµν dxµdxν = ηabea eb dxµdxν . (3.10) 

µ  ν 

 

As quantidades Aa são definidas como as projeções no espaço tangente de suas coordenadas Aµ 

do espaço-tempo 

Aa  = ea Aµ, (3.11a) 

 
Aa = ηabAb = ηabeb gµν Aµ = eµAµ. (3.11b) 

ν a 

 

De maneira recíproca  
Aµ = eµAa, (3.12a) 

 
Aµ = gµν Aν = gµν eν ηabAa = ea Aa. (3.12b) 

b µ 
 

Dois vetores em pontos distantes são chamados paralelos se suas componentes em relação às 

tétradas locais são as mesmas nos pontos considerados. Dessa forma, dado um campo vetorial 

Aν , suas componentes em relação às tétradas no ponto xλ + dxλ são representadas por 

 

Aa (x + dx) = Aa (x) + ∇λAa (x) dxλ, 
a a a b 

∇λA =  ∂A  + ωµbA , (3.13) 

 

onde ωµab é a conexão de spin do grupo SO(3, 1) (Lorentz). 

A condição de paralelismo absoluto é definida quando a derivada covariante em (3.13) se 

anula. Aplicando a exigência para o campo das tétradas, consequentemente 

 

∇µeν ≡ 0. (3.14) 

 
Então, para campos de tétradas auto paralelos, a derivada covariante em (3.14) é expressa como 

 

∇µAa =    ea ∇µAλ = ∂λAλ 
.

∂λAλ + Γλ  Aν 
Σ 

, 
λ µν 

= ∂µAa − eλAb∂µea + eaeν Γλ Ab, (3.15) 

 

onde Γλ  é a conexão afim.  Comparando as expressões (3.13) e (3.15), pode-se estabelecer a 
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λ 

ν 

µν λµν 

a c 

c 

b µν b 

λµν λµν a λ νb µc νb νc 

µab 
2 

µ bac abc 

b c c b 

µν 

1 

 

 

relação entre a conexões de spin e afim [23] 

 

ωµab = eaλeν Γλ
 − e ∂µeaλ, (3.16a) 

 
λ = eaλeb ωµab + eaλ∂µeaν . (3.16b) 

 

A derivada covariante da tétrada fica 

 
a a λ λ a b 

∇µeν = ∂µeν − Γµνea + ωµbeν ≡ 0. (3.17) 

 

Usando (3.16a), o tensor de torção Tλ = Γµν − Γνµ, e o tensor de curvatura Rσ definido em 

(2.34), são expressos de acordo com 

 
Taµν (e, ω) = eaλTλ  = ∂µeaν − ∂ν eaµ + ωµabeb − ωνabeb , (3.18) 

µν 

Rσ (Γ) = Rσ (e, ω) = eσeb 
.
∂µωa − ∂ν ω 

 
+ ωa ωc 

ν 

− ω ω 

µ 

Σ 
. (3.19) 

 

A conexão de spin é escrita como 

 

ωµab ≡ °ωµab + Kµab, (3.20) 

 
onde Kµab é o tensor de contorção, e °ωµab é a conexão de Levi–Civita livre de torção, definidos 

por 

 

K 
1 λ ν 

 

µab  = 
2 

eaeb (Tλµν + Tµλν + Tνλµ) , (3.21) 

°ω = e  (Ω + Ω − Ω ) , (3.22) 

 

com Ωabc dado por 

Ωabc = eaν 
.
eµ∂µeν − eµ∂µeν 

Σ 
. (3.23) 

 

O escalar de curvatura R, é obtido pela contração do tensor de curvatura 

 
R = gσµgλν Rσλµν = ηacηbdeaµecσebνedλRσλµν = eaµebν Rabµν. 

Γ 

a 
µb µb 

cab 
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σ ρ 

σ ρ 

σ ρ 

σ ρ σ ρ 

µ ρ 

µ 

µ ρ µ ρ 

νλ 

λµν νλ µρ νλ νρ µλ 

νλ µρ νλ νρ 

νλ µρ νλ νρ 

µρ νλ µρ νλ νρ νρ µλ 

νλ µρ νλ νρ 

µρ νλ µρ νλ νρ νρ µλ 

λ + T 
4 νµρ + 

2 
T ρ ν 

νλ µρ νλ νρ νρ µλ 

νλ νλ µρ νλ νρ λρ 

= T 

 
 

Usando a identidade (3.20), podemos escrever 

 

Rσ (e, ω) = ∂µωσ − ∂ν ω + ωσ ωρ − ω   ω , 

= ∂µ°ωσ − ∂ν °ω + °ωσ °ωρ − °ω °ω 

+ ∂µKσ − ∂ν K + Kσ Kρ − K K 

+ °ωσ Kρ  + Kσ °ωρ − °ω K − K  °ω . 

 

Contraindo os índices σ com µ, e λ com ν 

R (e, ω)    =    R (e) + gλν 
.

∂µKµ 

 
 
− ∂ν K 

 

+ Kµ Kρ − K K 
 

+ °ωµ Kρ + Kµ °ωρ − °ω K 

− K   °ω 
Σ 

. 
 

De (3.21) 
 
 

 
 

µ 
µλ λ 

 

, Kλµ = −Tλ e KµνλK 

 
 

1 

νλµ = 
4 

T 

 

 

µνλT 

 
 

1 

µνλ + 
2 

T 

 

 

µνλT 

 

 

 

νµλ, 

 

 

R (e, ω) = R (e) − ∂λT − ρ 1 νµρT 1 µνρT 
+ T °ωρν 

+    gλν 
.

∂µKµ + °ωµ Kρ − K °ω − °ω   K 
Σ 

. 

 

Com as relações 
 
 

 

°∇µKµ = ∂µKµ + °ωµ Kρ − °ω Kµ − °ω Kµ , 

°∇ν Tλ = ∂ν Tλ − °ωρ Tρ, 

 

finalmente, o escalar de curvatura é escrito na forma 
 

1 
R (e, ω) = R (e) + T 

4 

 

abc 
1 

Tabc + 
2 

T 

 

abc Tabc + T aTa − 2°∇µT 
µ. (3.24) 

 

O escalar de curvatura obtido em (3.24) serve de base para o desenvolvimento da formulação 

lagrangiana do Teleparalelismo Equivalente á Relatividade Geral (TEGR), abordada na próxima 

seção. A TEGR se utiliza do campo das tétradas auto paralelas para construir uma base que 

µ ρ 

σ 

σ 

σ 

µ 

µ ρ 

K 

ρ ρ 

µλ 

µλ µλ 

µλ µλ 

µλ 

µλ µλ 

µλ 

TρT 
νµρ 

µλ 

µλ µν 
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descreva um espaço-tempo sem curvatura e com torção não nula, intitulado espaço-tempo de 

Weitzenböck. 
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µν 

4 
− T T 

= T 

4 2 

µν 

 

3.2 Formulação Lagrangiana da TEGR 

As teorias teleparalelas da gravidade são construídas a partir da descrição do espaço-tempo 

de Weitzenböck, caracterizado por uma curvatura nula – que implica no paralelismo absoluto 

das tétradas, expresso pela condição (3.15) – e uma torção não nula – do qual resultam os efeitos 

gravitacionais. A formulação lagragiana da TEGR exibe invariância global sob transformações 

de Lorentz (grupo SO(3, 1) global), que acarreta na anulação da conexão de spin ωµab do grupo 

local SO(3, 1) (Lorentz): ωµab = 0. Desta imposição, segue que a conexão afim Γλ , expressa em 

(3.16b), se reduz à conexão de Weitzenböck, definida por 

 
λ    = eaλ∂µeaν . (3.25) 

 

Consequentemente, a condição de paralelismo absoluto da tétrada é automaticamente satisfeita 

 
a a λ a 

∇µeν = ∂µeν − Γµνeλ ≡ 0, (3.26) 

 
e o tensor de torção em (3.18) se restringe a 

 
Taµν = ∂µeaν − ∂ν eaµ. (3.27) 

 
Ainda em decorrência da invariância global de Lorentz (ωµab = 0), o escalar de curvatura R (e, ω) 

apresentado na equação (3.24) se anula, e a sua expressão se limita a 

R (e) = − 

. 
1 

T abcT 

 
1 

abc + 
2 

T 

 

 
abc a 

a

Σ 

+ 2°∇µ 

 
Tµ.  (3.28) 

 

Introduzindo o tensor Σabc definido por 

Σabc =  
1 .

T abc + T bac − T cab

Σ 
+ 

1 .
ηacT b − ηabT c

Σ 
, (3.29) 

 

de forma que,  

ΣabcTabc 1 abcT 
4 

 

 

 

 

 

abc 

 

 
1   abc a 

+ 
2 

T − T Ta 

 
 

. (3.30) 

Γ 
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µ 

1 

µ 

1 

1 .
δT abc + δT bac − δT cab

Σ 
δT abc + 

1 .
ηacδT b − ηabδT c

Σ 
T 

 

 

Dessa maneira, a expressão em (3.28) pode ser escrita como 

 
abc µ 

eR (e) = −eΣ Tabc + 2°∂µ (eT ) , (3.31) 

onde e = det 
.
ea 

Σ 
= 

√
−g. 

Desprezando o termo de divergência ∂µ (eTµ), a densidade de Lagrangiana da TEGR, para 

um espaço-tempo assintoticamente plano, é dada por 

 

L (e) = −keΣ 
abc Tabc + 

c 
LM , (3.32) 

 

tal que LM  é a densidade de Lagragiana para os campos de matéria, e k = c
3
/16πtt. 

As equações de campo são obtidas pela variação de L em relação aos campos de tétradas ea . 

Pelo Princípio da Mínima ação 

 
δL = δLtt + 

c 
δLM = 0, (3.33) 

onde Ltt = −keΣabcTabc  é a Lagragiana gravitacional 

δLtt = δ 
.
−keΣabcTabc

Σ 
= δLe + δLΣ + δLT , (3.34) 

em que as partes da variação da lagragiana δLtt são 

δLe = −k (δe) ΣabcTabc, δLΣ = −ke 
.

δΣabc

Σ 
Tabc e δLT  = −keΣabc (δTabc) . 

Como δe = eeaµδeaµ 
 
 

aµ    bcd 

δLe = ee Σ Tbcdδeaµ. (3.35) 

 
Para δLΣ, temos 

 
 

4 
1 

= (T 
4 

 

 

 
abc 

 
 

+ Tbac 

 
− Tcab 

2 

) δT abc + 
1 

(η T 
2 

ac b 

 
− ηab 

abc 

 
Tc) δT abc. 
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bν 

− 

a 
2 

b c 

aλ bµ a 
4 

aµ 
4kc 

 
 

Assim, 

 

δLΣ = δLT  = −keΣabcδTabc. (3.36) 

 
Utilizando a identidade (3.27), temos 

 
δTabc = e

µ
eνδTaµν + e

µ
δeν Taµν + eνδe

µ
Taµν, 

b   c b c c b 

eeµeν ΣabcδTaµν = eΣaµν (∂µδeaν − ∂ν δeaµ) = δeaν ∂µ (eΣaµν ) + δeaµ∂ν (eΣaµν ) , 

 
onde as divergências ∂µ (δeaν eΣaµν ) e ∂ν (δeaµeΣaµν ) foram desprezadas. 

A soma das variações δLΣ e δLT  é expressa pela equação 

δLΣ + δLT  = −4k 
Σ
∂ν (eΣaµν ) − eΣabν T µ 

Σ 
δeaµ. (3.37) 

A variação da lagragiana gravitacional é, então, dada por 

 
δLtt = −4k 

Σ

∂ν (eΣaµν ) − e 

.

∂ν 

 
(eΣaµν ) 

1 
eaµΣbcdT 

4 

 

 

 

bcd 

ΣΣ 

δeaµ

  
. (3.38) 

 

A variação da lagragiana de matéria com relação eaµ é dada por 

 
δLM = eTaµδeaµ. (3.39) 

 
De acordo com (3.33), as equações de campo são 

 

e e ∂ 
.

eΣbλν 
Σ 

− e 

.

Σbν T − 
1 

e ΣbcdT 

Σ 

=
 1 

eT 

 
. (3.40) 

 

Como o ΣabcTabc é proporcional ao escalar de curvatura R (e) a menos de uma divergência, é 

possível mostrar que o lado esquerdo da equação (3.40) é proporcional ao tensor de Einstein ttµν 

em (2.44). Assim 

 
eaλ 

 
ebµ∂ν 

.
eΣbλν 

Σ 
− e 

.

Σbν T 

 

 
bνµ 

1 

− 
4 

eaµ 

 
ΣbcdT 

 

 
bcd 

Σ 

=  
1 
.

R

 
1 

− 
2 

eaµ R

Σ 

. (3.41) 

 

Dessa forma a equação (3.41) pode ser reduzida à equação de Einstein expressa em (2.66a) e em 

ν bνµ bcd aµ 

aµ 
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a 

ab 

ν 
4kc 

µ 

c 
µ j 

 

 

(2.66b) 
 

1 1 
Raµ − 

2 
eaµR = 

2kc 
Taµ. (3.42) 

Isso mostra a equivalência entre o Teleparalelismo e a Relatividade Geral. 

Outra forma de se escrever a fórmula (3.40) que evidencia a equivalência entre as duas teorias 

é 

∂   
.

eΣaλν 
Σ 

=  
  1   

eea 
.
tλµ + T λµ

Σ 
, (3.43) 

 

onde Tλµ = eν Taµ e tλµ é definido por 
 

tλµ  = k 
.
ΣabµT ν − gµν ΣabcTabc

Σ 
, (3.44) 

 

é o tensor de energia-momento do campo gravitacional, tal que o momento generalizado é expresso 

por 

Pa = 
1 
∫ 

eea 
.
tjµ + Tjµ

Σ 
dS . (3.45) 

 

Da propriedade de antissimetria do tensor Σaµν nos últimos dois índices (Σaµν = −Σaνµ), segue 

que 

∂λ∂ν 
.

eΣaλµ

Σ 
= ∂λ 

.
etλµ + eT λµ

Σ 
= 0, (3.46) 

que representa uma lei de conservação, descrita por uma equação de continuidade, para os campos 

de matéria e o campo gravitacional. 
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Capítulo  4 

Gravitação Espinorial 

4.1 Teoria Espinorial da Gravitação 

O Princípio da Equivalência estabelece que a interação gravitacional pode ser descrita como 

uma mudança na geometria do espaço-tempo. Na Relatividade Geral essa ideia é concebida nas 

equações de campo de Einstein, que descrevem a evolução da geometria do espaço-tempo sob o 

pressuposto de que o campo gravitacional possui a sua própria dinâmica. Embora relacionados, 

o Princípio da Equivalências e as equações de campo da Relatividade Geral são independentes. 

A Teoria Espinorial da Gravitação segundo o trabalho de Novello [21, 22], propõe que os efeitos 

gravitacionais se originam da dinâmica de dois campos espinoriais fundamentais Ψ e Υ – que 

obedecem à equação de movimento não linear de Heisenberg – do qual uma geometria efetiva 

é construída [24]. Consequentemente, a métrica do espaço-tempo não é considerada um campo 

independente, assim como não possui dinâmica própria. 

Esses dois campos espinoriais interagem universalmente com todas as formas de matéria e 

energia, sendo sua influência nestas, completamente equivalente à uma mudança na geometria 

de fundo do espaço-tempo. Assim, o acoplamento dos espinores com a matéria produz, como 

consequência, uma métrica efetiva. Esta última, por sua vez, herda sua dinâmica através relação 

com os campos espinoriais. 

Os espinores Ψ e Υ , na teoria de Novello, são definidos pelos vetores de corrente Jµ e Iµ na 
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1 

 

 

forma padrão [15] 

 

Jµ ≡ Ψ̄ γµΨ,  jµ ≡ Ῡ γµΥ, 

Iµ ≡ Ψ̄ γµγ
5
Ψ, iµ ≡ Ῡγµγ

5
Υ, 

onde as quantidades γµ obedecem à álgebra de Clifford 
 

1 

2 
{γ 

com γ 5 = iγ
0
γ

1
γ

2
γ

3 , Ψ̄ (Ῡ ) ≡ Ψ†(Υ †)γ
0 

µγν 
} = g , (4.1) 

Das identidades de Pauli-Kofink obtém-se que os vetores Jµ e Iµ são ortogonais e suas normas 

possuem mesmos valores com sinais opostos 

 

JµJµ = −IµIµ, 

JµIµ = 0. 

 
Das relações acima segue que as correntes Jµ e Iµ são vetores do tipo tempo e do tipo espaço, 

respectivamente. 

A derivada covariante dos campos espinoriais, cujas as propriedades necessárias para obtê-las 

foram mostradas por de Fock e Ivanenko [25, 26], é definida como 

 

∇Ψ = ∂µΨ − iΓµΨ. (4.2) 

 
As quantidades iΓµ são construídas de forma que a conexão seja compatível com a métrica. Para 

tal, usamos a propriedade 

 

2 
{γµγν } = gµν , (4.3) 

tal que a derivada covariante de γµ é definida por 

 
∇µγν = [Uµ, γν ] , (4.4) 

 
onde Uµ é um elemento arbitrário da álgebra de Clifford. 

Usando as relações acima com Uµ = Aµ + Bµγ
5, e o fato de que γ5 anti-comuta com todos 

µν 
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2 

2 

. 

2 

2 

2 
µ 

2 
∂µΨγ Ψ +  Ψγ 

2 2 
µ 

µ 

 

 

os γν , segue que a derivada da métrica é 

 
∇λgµν = [Uλ, γµ] γν + γµ [γν Uλ, γν ] + [Uλ, γν ] γµ + γν [Uλ, γµ] = 0. 

 
Assim, a conexão interna Γµ assume a forma 

 
Γµ = −iUµ. (4.5) 

 
Apropriando-se da abordagem de Heisenberg [24] – uma equação de movimento não linear para 

os constituintes fundamentais da matéria – a dinâmica dos campos espinoriais Ψ e Υ é dada pela 

lagrangiana de auto interação 

L = kc 

. 
i 

Ψ̄ γµ∂ 
i 

Ψ − 
2 

∂µ Ψ̄ γµΨ

Σ 

− V  (Ψ) , (4.6) 

 

onde potencial V é dado pelo escalar 

 

V  = sJµJµ, 

 
em que s é um parâmetro real de dimensão (comprimento)

2. 

O termo de auto acoplamento pode ser entendido a partir da conexão interna Γµ escrita como 

 

Γµ = −i (aJµ + bIµ) 
.
1 + γ

5
Σ 

, (4.7) 

e escrevendo a lagragiana da expressão (4.6) na forma covariante 

L   =    kc 

. 
i 

Ψ̄ γµ∇  Ψ − 
i 
∇  Ψ̄ γµΨ

Σ 

, 

2 
µ 

=    kc 

. 
i 

Ψ̄ γµ∂  Ψ − 
i ¯   µ 

1 ¯ µ 
− 

1 
Γ  Ψ̄ γµΨ

Σ 

, 

=    kc 
i 

Ψ̄ γµ∂ 
2 

i 
Ψ − 

2 
∂µ Ψ̄ γµΨ

Σ 

+  
i 
kc 

Σ
(a − ā) − 

.
b − ̄b

ΣΣ 
JµJ 

 
. (4.8) 

 

Comparando as expressões (4.7) e (4.8), identificamos 

 

s =  
i 
kc 

Σ
(a − ā) − 

.
b − ̄b

ΣΣ 
, (4.9) 

ΓµΨ 

µ 

µ µ 
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2 

2 

− 

µ 

 

 

a interação entre os campos Ψ e Υ é obtida com a mudança de conexão 

 

Γµ = i [a (Jµ − jµ) − b (Iµ − iµ)] 
.
1 + γ

5
Σ 

. (4.10) 

A lagrangiana de interação entre os dois espinores é, então, dada por 

Lint =  
i 
kc 

Σ
(a − ā) (Jµ − jµ) + 

.
b − ̄b

Σ 
(Iµ − iµ) [Jµ + jµ + Iµ + iµ]

Σ 
. (4.11) 

 

Fazendo b − ̄b = β (a − ā), temos 

 
Lint = 

 
i 
kc (a − ā) (1 − β) (J 

 

 

µJµ + j 

 

 

µjµ) 

+    ikc (a − ā) (jµJµ + βiµIµ) 

+ 
i 
kc (a − ā) (1 − β) (Jµi   + Iµj 

µ ) . (4.12) 

 

Interessante observar que, para o caso β = 1, os termos de Heisenberg desaparecem e a lagran- 

giana de interação se reduz a 

LF  = gF Ψ̄ γµ 
.
1 + γ

5
Σ 

ΨῩ γµ 
.
1 + γ

5
Σ 

Υ. (4.13) 

 

onde gF  ≡ ikc (a − ā). 

A ação para uma distribuição de matéria na ausência de forças gravitacionais é dada por 

S0 = 

∫ 

dΩ
√

−γL0 

∫ 

dΩ
√

−γBµνγµν , (4.14) 

onde γµν é a métrica de Minkowski escrita em um sistema de coordenadas arbitrário, e Bµν pode 

ser escrito em termos do tensor de energia-momento 

Bµν = Tµν 1 
Tγµν.  

2 
 

A ação total, incluída a interação gravitacional, é obtida pela mudança na métrica γµν pela 

métrica efetiva 

 
gµν  = γµν + ϕµν . (4.15) 

2 
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µ 

µ µ 

µ 

ϕ = − 
Λ 

Uµ = −√
X 

[a (Jν + jJν ) + b (IJν + iJν )] Bµ 1 + γ 

 

√
−ggµν = 

√
−γ(γµν + ϕµν ) (4.16) 

O acoplamento do tensor ϕµν com a matéria produz uma mudança na estrutura da métrica. 

Assim 

S = 

∫ 

dΩ
√

−gBµνgµν = S0 + 

∫ 

dΩ
√

−γBµνϕµν , (4.17) 

onde a ação gravitacional Lg = Bµνϕµν é obtida por uma mudança na conexão interna. Desse 

modo, Uµ é substituído por 

 
Uµ = U 

1
 + U 

2
, (4.18) 

µ µ 

 

tal que 

U 
1 = [a (Jµ + jµ) + b (Iµ + iµ)] 

.
1 + γ

5
Σ 

, 

 

e 

 

2  Λ  
 

ν 
. 5Σ 

 
 

onde Λ é uma constante de dimensão (energia)−
1 e X = JµJµ + jµjµ. 

O termo U 
2 representa a interação dos espinores com a matéria/energia, enquanto U 

1 é 

responsável pela livre interação entre os campos. SubstituindoU 
2 na equação (4.8) e levando em 

conta a simetria de Bµν nos índices µ e ν, temos 
 

Λ (cµν + cνµ) 

Lg = −gF 
4 

√
X 

Bµν , (4.19) 

 

onde cµν = [Jµ + jµ + Iµ + iµ] [Jν + jν + β (Iν + iν )]. 

O campo ϕµν é determinado comparando as igualdades em (4.17) e em (4.19). Escolhendo 

ϕµν de forma que este seja adimensional, podemos definir 
 

gF 
µν 

4
 √

X 
(cµν + cνµ) . (4.20) 

A equação (4.19) para a lagrangiana gravitacional leva à definição de uma métrica análoga àquela 

representada na teoria de campo da Relatividade Geral, expressa na fórmula (4.15). Devido a 

, 
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escolha da métrica gµν neste equação, segue que Bµν também é equivalente ao da teoria de 

Einstein. Assim, o acoplamento da matéria com os campos espinoriais mantém a validade da 

análise relativística no que diz respeito ao comportamento da matéria para uma dada geometria 

do espaço-tempo. 



39 

4.2. GRAVITAÇÃO ESPINORIAL NA TEGR 39 
 

 

µ 

µ 

µν 

ν 

λ 
2
 µν µλ 

2 
µν µλ ν 

 

4.2 Gravitação Espinorial na TEGR 

Na seção anterior apresentamos a Teoria Espinorial da Gravitação de Novello, que é formulada 

em acordo com a Relatividade Geral, onde a proposta é obter uma métrica efetiva a partir de 

dois campos de espinores fundamentais. Neste caso, a mudança na geometria de fundo do espaço- 

tempo é resultado da interação desses campos com a matéria, e a dinâmica da métrica é herdada 

da sua relação com os dois espinores. 

Na TEGR a métrica gµν não possui caráter fundamental, sua dinâmica é obtida dos cam- 

pos de tétradas auto paralelas ea . Além do mais, a formulação geométrica do espaço-tempo no 

Teleparalelismo difere da elaborada na Relatividade Geral. Esta parte de uma geometria sem 

torção e com curvatura não nula, enquanto aquela é caracterizada espaço-tempo de Weitzenböck 

– o exato “oposto” do espaço-tempo de Riemann. Assim, a concepção de uma teoria espinorial 

da gravitação em consonância com a TEGR deve partir de espinores relacionados com os cam- 

pos de tétradas, e que esta relação preserve as características do espaço-tempo de Weitzenböck 

(curvatura nula e torção diferente de zero). Então, dados dois campos Ψ e Υ , definimos 

 
ea  = Υa Ψν . (4.21) 

µ µν 

 

As características geométricas dos campos Ψ e Υ podem ser obtidas das relações de ortogonali- 

dade dos campos de tétradas 

 

 
 

 
Ψν Ψ 

eabbµ =   ηab, 

Υa Ψν ΥbµλΨλ =   ηab, 

1 .
Υ a  Υ bµλ + Υ a  Υ bµν 

Σ   
=    ηab. (4.22) 

 

Da igualdade acima, estabelecemos 

 

ΨµΨν = δµ. (4.23) 

 

Assim, segue que 

1 .
Υ a  Υ bµλ + Υ a  Υ bµν 

Σ 
= ηabδλ. (4.24) 

 

A proposta dessa teoria é obter uma equação que represente a dinâmica dos campos Ψ e Υ . Para 
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b c 

b c b c 

b c 

4 2 

λ σ b c 

λ σ 

 

 

tal, podemos partir da lagrangiana teleparalela dada pela expressão (3.32) 
 

L = −keΣ 

 

abc 
1 

Tabc − 
c 

LM . 

 

A representação da lagrangiana acima não permite a substituição direta dos campos de tétradas 

pelos campos de espinores, conforme (4.21). O modo mais conveniente de se proceder é escrever a 

lagrangiana explicitamente em função das tétradas e suas derivadas. Procedendo dessa maneira 

 
ΣabcTabc = Σabce

µ
eν Taµν. 

b   c 

 

Utilizando (3.27), a equação acima resulta em 

 
ΣabcTabc = Σabce

µ
eν (∂µeaν − ∂νeaµ) . 

 
Apropriando-se da antissimetria de Σabc em relação os últimos dois índices e trocando b com c e 

µ com ν, podemos escrever 

 
Σabce

µ
eν∂νeaµ =  −Σacbe

µ
eν∂νeaµ, 

= −Σabce
µ
eν∂µeaν. 

 

Logo 

 
abc   µ  ν 

Lg = −2keΣ eb ec (∂µeaν ) . 
 

As quantidades Σabc são obtidas das torções T abc pela relação em (3.29) 

Σabc  =  
1 .

T abc  + T bac  − T cab
Σ 

+ 
1 .

ηacT b  − ηabT c
Σ 

. 

Trabalhando cada termo por vez, temos 

 
T abce

µ
eν (∂µeaν ) = eb ec Taσλe

µ
eν (∂µeaν ) , 

b   c λ  σ b c 

=    eb ec 
.

∂λeaσ − ∂σeaλ

Σ 
eµeν (∂µeaν ) , 

=    δµδν ∂µeaν 
.

∂λeaσ − ∂σeaλ

Σ 
, 

= ∂µeaν (∂µeaν − ∂ν eaµ) , 
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σ 

σ 

λ 

λ 

c 

c 

λ σ b c 

λ σ b c λ σ b c 

=    gλν 
.

∂λec 
Σ 

gµσ (∂µeν ) , 

 
 

e 

 
T bace

µ
eν (∂µeaν ) = eaec Tbλσe

µ
eν (∂µeaν ) , 

b   c λ  σ b c 

=    eaec 
.

∂λebσ − ∂σebλ

Σ 
eµeν (∂µeaν ) . 

 

Fazendo 

ec  
.

∂λebσ 
Σ   

=    ∂λ 
.

ec ebσ 
Σ 

− ebσ 
.

∂λec 
Σ 

, 
σ σ σ 

=    ∂ληbc − ebσ 
.

∂λec 
Σ 

, 

=    −ebσ 
.

∂λec 
Σ 

, 

 

em seguida 

ea 
.

∂σebλ

Σ   
=    ∂σ 

.
ea ebλ

Σ 
− ebλ (∂σea ) , 

λ λ λ 

= ∂σηab − ebλ (∂σea ) , 

= −ebλ (∂σea ) , 

 

e por fim 

 
eν (∂ν eaν ) = ∂µ (eaν eν ) − eaν (∂µeν ) , 
c c c 

= ∂µηab − eaν (∂µeν ) , 

=   −eaν (∂µeν ) . 

 

Temos 

ea ec 
.

∂λebσ

Σ 
eµeν (∂µeaν )    =    ea eaν 

.
∂λec 

Σ 
eµebσ (∂µeν ) , 

 

σ c 
 

=   (∂ν ec ) (∂σeν ) , 
σ c 
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λ 

c 

c 

λ σ b c σ c λ b 

σ λ 

b c σ c λ 

b c λ σ b c 

λ σ b c λ σ b c 

=    −δµgλν 
.

∂λecσ

Σ 
(∂µeν ) , 

λ σ b c λ σ b c 

σ c 

b c c c 

b c σ c λ 

c c 

 
 

e também 

ea ec 
.

∂σebλ

Σ 
eµeν (∂µeaν )    =    −ec eν (∂σea ) eµebλ (∂µeaν ) , 

= −δν (∂σea ) gµλ (∂µeaν ) , 

=    − (∂ν ea ) 
.

∂λeaν 
Σ 

. 

 

Desta forma 

T baceµeν (∂µeaν )    =    (∂ν ec ) (∂σeν ) + (∂ν ea ) 
.

∂λeaν 
Σ 

, 

T cabeµeν (∂µeaν )    =    ea eb 
.

∂λecσ − ∂σecλ

Σ 
eµeν (∂µeaν ) , 

 

sendo 

ea eb 
.

∂λecσ

Σ 
eµeν (∂µeaν )    =    −eaeaν eb eµ 

.
∂λecσ

Σ 
(∂µeν ) , 

 

σ c 

=   − (∂ν ecµ) (∂µeν ) , 

 

e 

ea eb 
.

∂σecλ

Σ 
eµeν (∂µeaν )    =    −ea eaν eb eµ 

.
∂σecλ

Σ 
(∂µeν ) , 

=    −δµgλν 
.

∂σecλ

Σ 
(∂µeν ) , 

=    −gλν 
.

∂µecλ

Σ 
(∂µeν ) , 

 

assim, obtemos 

T cabeµeν (∂µeaν ) = gλν 
.

∂µecλ

Σ 
(∂µeν ) − (∂ν ecµ) (∂µeν ) , 

 

e 

.
T abc + T bac − T cab

Σ 
eµeν (∂µeaν )    =    ∂µeaν (∂µeaν − ∂ν eaµ) + (∂ν ec ) (∂σeν ) + (∂ν ea ) 

.
∂λeaν 

Σ
 

+    (∂ν ecµ) (∂µeν ) − gλν 
.

∂µecλ

Σ 
(∂µeν ) . 
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σ 

σ 

a 

σ b 

σ c 

.
ηacT b − ηabT c

Σ 
eµeν (∂µeaν )    =    edλ 

.
∂λedµ − ∂µedλ

Σ 
eaν (∂µeaν ) + edλ 

.
∂ν edλ

Σ 
(∂µeaν ) 

b c µ 
e e2 

µ 

 
 

Escrevemos também 

 
ηacTbeµeν (∂µeaν ) = Tdbeaν eµ (∂µeaν ) , 

b   c d b 

=    edλeb 
.

∂λedσ − ∂σedλ

Σ 
eaν eµ (∂µeaν ) , 

=    δµedλ 
.

∂λedσ − ∂σedλ

Σ 
eaν (∂µeaν ) , 

=    edλ 
.

∂λedµ − ∂µedλ

Σ 
eaν (∂µeaν ) , 

e 

 
ηabTceµeν (∂µeaν ) = Tdceaµeν (∂µeaν ) , 

b   c d c 

=    edλec 
.

∂λedσ − ∂σedλ

Σ 
eaµeν (∂µeaν ) , 

 

 

 

 
temos que 

=    δν edλ 
.

∂λedσ − ∂σedλ

Σ 
eaµ (∂µeaν ) , 

=    edλ 
.

∂λedν − ∂ν edλ

Σ 
eaµ (∂µeaν ) , 

 
edλ 

.
∂λedν 

Σ 
eaµ (∂µeaν )    =    edν eaν 

.
∂λedλ

Σ 
(∂µeaµ) , 

=    δd 
.

∂λedλ

Σ 
(∂µeaµ) , 

=    
.

∂λeaλ

Σ 
(∂µeaµ) . 

 

Ademais, explicitamos 
 

 
b c 

−   
.

∂λeaλ

Σ 
(∂µeaµ) , 

 
como ∂µe = eeν ∂µea reescrevemos a expressão acima 

a ν 
 

.
ηacT b − ηabT c

Σ 
eµeν (∂  e 

1 
)   = e 

.
∂λedµ

Σ 
(∂ 

 1 
e) + 

 
(∂µe) (∂ e) 

1 aµ 

− 
e

e (∂µ 

 

eaν ) − 
.

∂λeaλ 

Σ 
(∂µ eaµ) . 

aν dλ µ 
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a 

a 

a 

c 
Σ Σ 

g 
4 

µ aν µ σ c λ aν 

+    (∂ν ecµ) (∂µeν ) − gλν 
.

∂µecλ

Σ 
(∂µeν )

Σ 
(4.25) 

2 e e 
µ 

g 
2 

µ cν ν µ c µ cν c 

 
 

Então a lagragiana gravitacional é escrita como 

L = −2ke 

. 
1 Σ

∂ e ∂ e 

 
(∂µeaν − ∂ν eaµ) + (∂ ec ) (∂σeν ) + (∂ν ea ) 

.
∂λe    

Σ
 

 

+ 
1 

Σ 
1 

e
 

c 

.
∂λedµ

Σ 
(∂ 

 
 1 

e) + 

c 

 
(∂µe) (∂ e) −

 1 
eaµ (∂ e ) − 

.
∂λe 

Σ 
(∂ eaµ)

ΣΣ 

. 

 

Como 

eaµ (∂µeaν ) (∂ν e)    =    eaµ (∂µeaν ) gλν 
.

∂λe
Σ 

, 

=    eaµ 
.

∂λe
Σ Σ.

∂µeλ

Σ 
− eaν 

.
∂µgλν

ΣΣ 
, 

=    (∂λe) 
Σ
eaµ 

.
∂µeλ

Σ 
− 
.

∂ν gλν

ΣΣ 
, 

=    (∂λe) 
Σ

gµν ηadedv 
.

∂µeλ

Σ 
− 
.

∂ν gλν

ΣΣ 
, 

=    (∂λe) 
Σ
edv 

.
∂ν edλ

Σ 
− 
.

∂ν gλν

ΣΣ 
, 

 

a expressão (4.25) se reduz a 

L = −ke 

. 
1 Σ

(∂ e ) (∂µecν ) + 
.
∂ ec 

Σ 
(∂µeν ) + 

.
∂ν ec 

Σ 
(∂µe ) + (∂ 

 

ecµ) (∂ 

 

eν ) 

− (∂µecν ) (∂ν ecµ) − gλν 
.

∂µecλ

Σ 
(∂µeν ) − 2 (∂ν ecν ) (∂µecµ)

Σ
 

+ 
1 

(∂ 
e 

λ e) 
.

∂ν 
gλν + 

1 
(∂µe) (∂ 

e 
µ 

e)

ΣΣ 

. (4.26) 

 

Com a lagragiana explicitada em termos das tétradas, podemos escrevê-la em função dos campos 

espinoriais por substituição direta. Trabalhando termo a termo 

(∂µecν ) (∂µecν )    =    ∂µ (ΥcναΨα) ∂µ 
.

Υ cνβ Ψβ

Σ 
, 

=    Υcνα∂µ (Ψα) Υ cνβ∂µ (Ψβ ) + Ψα∂µ (Υcνα) Ψβ∂µ 
.

Υ cνβ

Σ
 

+    Υcνα∂µ (Ψα) Ψβ∂µ 
.

Υ cνβ

Σ 
+ Ψα∂µ (Υcνα) Υ cνβ∂µ (Ψβ) , 

=    ∂µ (Ψα) ∂µ (Ψα) + ∂µ (Υcνα) ∂µ (Υ cνα) − 2 (ΥcναΨα) ∂µ (Ψβ ) ∂µ 
.

Υ cνβ

Σ 
. 

aν ν 

dλ µ 
e2 

µ aν aλ µ 

ν µ 
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µα c 

µα cν 

. Σ . Σ 

. Σ 

µ c µα c 

µα c µα c µα c 

µ µα cν 

µα cν µα cν µα cν 

cν µα 

c α c 

α c α c α c 

α c α c α c 

c α 

 

 

.
∂ν ec 

Σ 
(∂µeν )    =    ∂ν 

.
Υ c  Ψα

Σ 
∂µ 

.
Υ νβΨβ

Σ 
, 

= Υc ∂ν (Ψα) Υνβ∂µ (Ψβ) + Ψα∂ν 
.
Υc 

Σ 
Ψβ∂µ 

.
Υ νβ

Σ 
+ Υ c  ∂ν (Ψα) Ψβ ∂µ 

.
Υ νβ

Σ
 

µα c µα 

+ Ψα∂ν 
.
Υc 

Σ 
Υνβ∂µ (Ψβ) , 

c µα c 

= Υc ∂ν (Ψα) Υνβ∂µ (Ψβ) + ∂ν 
.
Υc 

Σ 
∂µ (Υνα) − 

.
Υc Ψα

Σ 
∂ν (Ψβ ) ∂µ 

.
Υ νβ

Σ
 

−   
.

Υ νβΨβ

Σ 
∂ν 

.
Υ c  

Σ 
∂µ (Ψα) , 

c µα 
 
 
 

.
∂ν ec 

Σ 
(∂µecν )    =    ∂ν 

.
Υ c  Ψα

Σ 
∂µ 

.
Υ β Ψβ

Σ 
, 

= Υc ∂ν (Ψα) Υβ ∂µ (Ψβ) + Ψα∂ν 
.
Υc 

Σ 
Ψβ∂µ 

.
Υ β 

Σ 
+ Υ c  ∂ν (Ψα) Ψβ∂µ 

.
Υ β 

Σ
 

µα cν µα 

+ Ψα∂ν 
.
Υc 

Σ 
Υβ ∂µ (Ψβ) , 

cν µα cν 

= Υc ∂ν (Ψα) Υβ ∂µ (Ψβ) + ∂ν 
.
Υc 

Σ 
∂µ (Υα ) − 

.
Υc Ψα

Σ 
∂ν (Ψβ) ∂µ 

.
Υ β 

Σ
 

−   
.

Υ β Ψβ

Σ 
∂ν 

.
Υ c  

Σ 
∂µ (Ψα) , 

 
 

(∂ν ecµ) (∂µeν )    =    ∂ν (Υ cµΨα) ∂µ 
.

Υ νβΨβ

Σ 
, 

=    Υ cµ∂ν (Ψα) Υ νβ∂µ (Ψβ ) + Ψα∂ν (Υ cµ) Ψβ ∂µ 
.

Υ ν β

Σ 
+ Υ cµ∂ν (Ψα) Ψβ ∂µ 

.
Υ ν β

Σ
 

 

+ Ψα∂ν (Υcµ) Υνβ∂µ (Ψβ) , 
α c 

=    Υ cµ∂ν (Ψα) Υ νβ∂µ (Ψβ ) + ∂ν (Υ cµ) ∂µ (Υ να) − (Υ cµΨα) ∂ν (Ψβ ) ∂µ 
.

Υ νβ

Σ
 

−   
.

Υ νβΨβ

Σ 
∂ν (Υ cµ) ∂µ (Ψα) , 

 

 
 

(∂µecν ) (∂ν ecµ)  =   ∂µ (ΥcναΨα) ∂ν  ΥcµβΨβ , 

= Υcνα∂µ (Ψ
α) Υcµβ∂ν (Ψβ ) + Ψα∂µ (Υcνα) Ψβ∂ν Υcµβ + Υcνα∂µ (Ψ

α) Ψβ∂ν Υcµβ
 

+ Ψα∂µ (Υcνα) Υcµβ∂ν (Ψβ) , 

=    Υcνα∂µ (Ψα) Υ cµβ∂ν (Ψβ ) + ∂µ (Υcνα) ∂ν 
.

Υ cµβ

Σ 
− (ΥcναΨα) ∂µ (Ψβ) ∂ν 

.
Υ cµβ

Σ
 

−   
.

Υ cµβΨβ

Σ 
∂µ (Υcνα) ∂ν (Ψα) , 
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c 
c 

. Σ . Σ 

. Σ 

c 
.
Υ

 

να cλ 

c α c 

να c α c 

α cλ να c 

=    ∂µ (Ψα) ∂µ (Ψα) + gλν∂µ 
.

Υ cλ

Σ 
∂µ (Υ να) − 

.
Υ β Ψβ

Σ 
∂µ 

.
Υ cλ

Σ 
∂µ (Ψα) 

c µα µα 

c µα 

e2 
c β να σ aλ ρ 

να cλ να cλ 

να cλ να cλ 

α cλ να cλ 

µα 

 

 

gλν 
.

∂µecλ

Σ 
(∂µeν )    =    gλν∂µ 

.
Υ cλΨα

Σ 
∂µ 
.

Υ νβΨβ

Σ 
, 

=    Υ c  ∂µ (Ψα) Υ νβ∂µ (Ψβ ) + gλν Ψα∂µ 
.

Υ cλ

Σ 
Ψβ∂µ 

.
Υ νβ

Σ
 

+    Ψα∂µ 
.

Υ cλ

Σ 
Υ β ∂µ (Ψβ) + Υ c  ∂µ (Ψα) Ψβ ∂µ 

.
Υ νβ

Σ 
, 

 

 
− (Υνα 

α c cλ α 

Ψα) ∂µ (Ψβ) ∂µ 
.

Υ νβ

Σ 
, 

 

 
 

(∂ν ecν ) (∂µecµ) = ∂ν (ΥcναΨα) ∂µ ΥcµβΨβ , 

= Υcνα∂ν (Ψα) Υcµβ∂µ (Ψβ ) + Ψα∂ν (Υcνα) Ψβ∂µ Υ
cµβ + Υcνα∂ν (Ψα) Ψβ∂µ Υ

cµβ
 

+ Ψα∂ν (Υcνα) Υcµβ∂µ (Ψβ) , 

=    Υcνα∂ν (Ψα) Υ cµβ∂µ (Ψβ ) + ∂ν (Υcνα) ∂µ 
.

Υ cµβ

Σ 
− (ΥcναΨα) ∂ν (Ψβ ) ∂µ 

.
Υ cµβ

Σ
 

−   
.

Υ cµβ

Σ 
∂ν (Υcνα) ∂µ (Ψα) , 

 

 

1 

e 
(∂λ e) 

.
∂ν gλν

Σ   
=    

.
∂ν gλν 

Σ .
Υ µβ Ψβ

 
Σ 

∂λ

 
c Ψα

Σ 
, 

=    
.

∂ν gλν

Σ .
Υ µβΨβ

Σ Σ
Υ c  ∂λ (Ψα) + Ψα∂λ 

.
Υ c 

ΣΣ 
,
 

=    
.

∂ν gλν

Σ Σ
Ψα∂λ (Ψα) + Υ µα∂λ 

.
Υ c 

ΣΣ 
,
 

 

 

 1 
(∂µe) (∂ e)    =    

.
Υ ν βΨ  

Σ 
∂µ (Υ c Ψα) 

.
Υ aλΨσ

Σ 
∂ 

.
Υρ Ψ 

Σ 
, 

= gνλ∂µ (Υc  Ψα) ∂µ 
.
Υρ Ψρ

Σ 
, 

= gνλ 
Σ

Υc ∂µ (Ψα) Υρ ∂µ (Ψρ) + Ψα∂µ (Υc ) Ψρ∂µ 
.
Υρ 

Σ
 

+ Υc  ∂µ (Ψα) Ψρ∂µ 
.
Υρ 

Σ 
+ Ψα∂µ (Υc ) Υρ ∂µ (Ψρ)

Σ 
, 

= ∂µ (Ψα) ∂µ (Ψα) − 2ΥcλΨα∂µ (Ψρ) ∂µ 
.
Υρ 

Σ 
+ gνλ∂µ (Υc ) ∂µ (Υα ) , 

µ µ 
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2 
α c 

µα c 

να cν 

µα c 

µα c 

ρ 

µα cν µα c 

cλ 
c µα 

2 
α c µ α c µα cν 

µ 

2 cν να να µ cν 

c µα µα cν cν µα 

2 
να µ cλ c λ µα ν α c µ 

α c µα cν µα c c 

cν c cν 

2 a a 2 α a α a 

a µ a µλ 

µ 

 
 

Então, substituindo os termos acima, a expressão (4.26) é escrita como 

Lg =    −ke 
,Σ

∂µΨα∂µΨα + 
.

∂ν gλν

Σ 
Ψα∂λ (Ψα) − Υcνα∂ν ΨαΥ cµβ∂µΨβ 

+ 
1 .

−∂µΨα∂  Ψ + Υcνα ∂µΨαΥcµβ∂ν Ψβ
 + Υcµ∂ν ΨαΥνβ∂µΨβ 

+ Υc  ∂ν ΨαΥβ ∂µΨβ + Υc  ∂ν ΨαΥνβ∂µΨβ + ∂µΨα∂µΨα

ΣΣ
 

 
+ 

Σ
gνλ∂µΥc 

∂µΥ α  + 
.

∂ν gλν

Σ 
Υ µα∂λΥ c   − ∂  Υcνα∂µΥ 

+ 
1 .

−g 
∂µΥcλ∂ 

Υνα − ∂ Υ ∂ν Υcµα + ∂ Υcµ∂ Υνα + ∂ν Υc ∂µΥα 

+ ∂ν Υc  ∂µΥνα + ∂µΥcνα∂µΥcνα
ΣΣ 

(4.27) 

+ 
Σ
−2 (Υc 

Ψα) ∂µΨβ∂µΥβ 
+ (ΥcναΨα) ∂ν Ψβ ∂µΥ cµβ  + 

.
Υ cµβ Ψβ 

Σ 
∂ν Υcνα∂µΨα

 

− (Υ Ψα) ∂ Ψ 
∂µΥ cνβ  + 

1 ..
Υ β Ψ 

Σ 
∂µΥc ∂ 

Ψα + (Υc Ψα) ∂µΨ ∂ Υβ  

+    (ΥcναΨα) ∂µΨβ∂ν Υ cµβ  + 
.

Υ cµβ Ψβ 

Σ 
∂µΥcνα∂ν Ψα  − 

.
Υ c   Ψα

Σ 
∂ν Ψβ ∂µΥ νβ

 

− 
.

Υ νβΨβ

Σ 
∂ν Υ c ∂µΨα − 

.
Υc  Ψα

Σ 
∂ν Ψβ∂µΥβ − 

.
Υ β Ψβ

Σ 
∂ν Υ c ∂µΨα

ΣΣ, 
.
 

 

Reagrupando os termos, a Lagrangiana gravitacional finalmente é 
 

Lg =    −ke 
,

∂µΨα∂µΨα + Ψα∂µΨα∂ν gµν + Υ c  Υ νβ (∂µΨα∂ν Ψβ + ∂ν Ψα∂µΨβ ) 

+ 
1 Σ

2gνλ∂µΥc ∂ Υα  + Υµ α∂ Υc ∂ gλν − g ∂µΥcλ∂ Υνα − 2∂ν Υ ∂ Υcµα 

+    ∂ν Υ cµ∂µΥ να + ∂ν Υ c  ∂µΥ α  + ∂µΥcνα∂µΥ cνα + Υ c  Ψα 
.
−4∂ν Ψβ ∂ν Υ µβ + 2∂µΨβ ∂ν Υ νβ 

+ 2∂µΨβ∂ν Υβ − ∂ν Ψβ∂µΥνβ − ∂ν Ψβ∂µΥβ 
ΣΣ, 

. (4.28) 

 

As equações de campo são obtidas pela equação de Euler-Lagrange, fazendo a variação da la- 

grangiana em relação aos dois espinores Υ e Ψ. Como 

gνλ  =  
1 .

eaνeλ  + eaλeν 
Σ 

=  
1 .

Υ aν Υ λα  + Υ aλΥ να
Σ 

, 

 

 
 

∂gνσ 

∂Ψλ 
=

 

∂(∂ν gνσ) 

∂(∂ Ψλ) 
= 0.

 
 
 

δe = eeµδea  = eΥ µν Ψν δ 
.

Υ a  Ψλ

Σ 
, 

ν cµα 

να 

λν µ cνα ν µ 

cνα 
β β µ β 

λν µ cνα 

α 
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a 

ρ 

c cν 

cν µ ν 

λ ∂ν g ∂µΨλ + 
2 

Υµλ ν c ν c cν 

λ g µ λ c Ψβ (∂ Ψλ∂ν Ψ Ψ ) + 
2 

Υµλ ν c 

2 
λ να cσ c σ µα ν α c µ 

α c µα cν 

µλ cα µα cλ cλ 

α cλ α α cλ να 

µ 
∂ (∂µΨλ) 

µ a σα ∂ (∂µΨλ) 
ν λ cα α cλ 

ν λ cα α cλ + 
2 

∂µΨ α α ν cλ α 

α cλ να +  Ψ 
2 α α ν cλ 

α α cλ να 

µλ 

 
 

à vista disso,  
 

∂e 
 

 

∂Ψλ 

 
 

= eΥµν Ψν 

 
 

a = eΨλ. 

 

e podemos concluir que 
 

∂e 

∂(∂  Ψλ) 
= 0.

 

 
A derivada parcial da lagrangiana em respeito a Ψ assume a forma 

∂Lg 

 

 
= Ψ L − ke 

Σ

− µν
 

 
c (−4∂ν Ψ 

 

∂ Υµα + 2∂µΨ 

 

∂ Υνα + 2∂µΨ 

 
∂ν Υα 

− ∂ν Ψα∂ µΥνα − ∂ν Ψα∂ µΥα )] . (4.29) 

 
 

Ψ L = −ke 
Σ
−∂ gµν∂ Ψ − Υ 

 

Υνβ  µ α µ α 1 c (−4∂ν Ψ ∂ Υµα 

+ 2∂µΨα∂ν Υνα + 2∂µΨα∂ν Υα − ∂ν Ψα∂µΥνα − ∂ν Ψα∂µΥα ) 
c 

+ 
1 

Ψ 
.
2gνσ∂µΥc ∂ 

cν 

Υα + Υµα∂ Υc 

c 

∂ gσν − g ∂µΥcσ∂ 

cν 

Υνα − 2∂ν Υ ∂ Υcµα 

+ ∂ν Υ
cµ∂µΥνα + ∂ν Υc

 ∂µΥα  + ∂µΥcνα∂µΥcνα + 2∂µΨα∂µΨα

ΣΣ 
, (4.30) 

e 

    ∂Lg  

   

 
= −ke 

Σ

2∂µΨ 

 

 
 

 

+ 2∂ 

 
Ψα 

.
Υc Υν 

 
 
 
 
+ Υc 

 
Υν 

Σ 

 
 
 

1 α 

−4Υ 

 

 

 
 

∂µΥν 

 
 
 

(4.31) 

+ 2Υcµ∂ν Υν  + 2Υcµ∂ν Υcνλ − Υcν∂ν Υ
µ 

− gµσ Υc
 ∂ν Υcσλ + 2gαλ∂ν gµν 

ΣΣ 
. 

 
 

∂  
    ∂Lg   

= (Ψ 
 

∂ Ψα + Υσα∂ Υa ) 
    ∂Lg 

− ke 
Σ

2∂ 

 

∂µΨ 
 

+ 2∂ ∂ Ψα 
.
ΥcµΥν + ΥcµΥν 

Σ 

 
+ ∂ Ψα∂ 

 
 

.
Υ

cµ
Υν + ΥcµΥν 

Σ 1 
−4Υ ∂ Υ 

 
+ 2Υcµ∂ Υν 

 
 

 
+ 2Υcµ∂ν Υ 

− Υ ∂ Υµ − gµσΥc ∂ν Υ + 2g ∂ gµν 
Σ 1 α −4Υ ∂ Υ + 2Υcµ∂ Υν 

+ 2Υcµ∂ν Υcνλ − Υcν∂ν Υ
µ 
− gµσ Υc

 ∂ν Υcσλ + 2gαλ∂ν gµν 
ΣΣ 

. (4.32) 

cν µ ν cν 

Ψλ) µ ∂ (∂ 

∂Ψλ 

Υ 

c 

c 

g α α α 

ν µα + ∂ν Ψλ∂ α 

µ σν µ cνα 

λ ν +  Ψ 
2 

( να 

α µ µ λ µ 

µ ( cλ cνλ 

ν cσλ αλ ν ∂µ ( cλ 

1 

α 
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a σα a 

Υ ∂ 

σα a 

. Σ 

∂Υ 

a 

a a 

. Σ
σ

 

a 

λ λ σβ 

a λ cα a α cλ 2 a σβ 

να cλ α cλ α α cλ 

2 
λ να cσ c σ µα ν α c µ 

α c µα cν a σβ 

ν µ σβ a λ cα a α cλ + 
2 

Υa σβ 

να cλ α cλ α α cλ να 

2 
µ 

α ν cλ α cνλ α ν cλ να cσλ 

να 

 
 

(Ψα ∂µΨα + Υσα∂µ 
a   )

    ∂Lg  
σα    

∂ (∂µΨλ) 

 
µ α a σα µ 

=    −ke {−2 (Ψλ∂  Ψα∂µΨ + Υ ∂µΥ ∂ Ψλ) 

− 2Ψα∂µΨα∂µ 
.
Υµν + Υνµ

Σ 
+ ∂ν Ψα∂µΥa × 

×   
.

Υ σβ Υ
cµ

Υ ν + Υ σβΥ cµΥ ν 
Σ 

+ 
1 .

∂ Ψα + Υσ β∂ Υa Ψα

Σ 
× 

× 
.
−4Υc 

 

 

∂µΥν + 2Υcµ∂ν Υν  + 2Υcµ∂ν Υcνλ − Υcν∂ν Υ
µ

 

− −g 
c ν Υcσλ + 2gαλ∂νgµν

 )} (4.33) 
 
 

δLM = eTaµδeaµ = eTaµδ (Υaµν Ψν ) . (4.34) 

Assim, as equações para o campo Ψ são escritas como 

1 
Ψ 

.
2gνσ∂µΥc ∂ Υα + Υµα∂ Υc ∂ gσν − g ∂µΥcσ∂ Υνα − 2∂ν Υ ∂ Υcµα 

+∂ν Υ
cµ∂µΥνα + ∂ν Υc

 ∂µΥα + ∂µΥcνα∂µΥcνα + 6∂µΨα∂µΨα − 2Υσβ∂µΥa ∂νgµν 
Σ

 

+∂µΨλ [2Υa ∂µΥσα − ∂ν Ψα (Υµνα + Υνµα)] + 2∂µ∂µΨλ 

−∂ Ψα∂ Υa 

.
Υ σβ Υ

cµ
Υ ν 

+ Υσβ ΥcµΥν 
Σ 

− 

.
 α 1 σβ∂ Υa Ψα

Σ 

× 

    × 
.
−4Υc 

∂µΥν + 2Υcµ∂ν Υν  + 2Υcµ∂ν Υcνλ − Υcν∂ν Υ
µ 

− gµν Υc
 

 

 

∂ν Υcσλ

Σ
 

1   α 
. 

c 
−  Ψ  ∂ −4Υ 

∂µΥν + 2Υcµ∂ Υν + 2Υcµ∂ν Υ − Υ ∂ Υµ  − gµν Υc  
∂ν Υ 

Σ
 

−2∂µ∂ν Ψα 
.
ΥcµΥν − ΥcµΥν 

Σ 
− ∂ν Ψα∂µ 

.
ΥcµΥν − ΥcµΥν 

Σ 
− Ψα∂µ (gαλ∂ν gµν )  =   (4.35) 

λ cα α cλ λ cα α cλ 

1 
= 

k 
Υaµλ 

 
Taµ. 

 

Para o campo Υ , definimos as seguintes relações 
 

∂gλσ 
 

 

a 
µν 

∂ ∂σgλσ 
 

 

a 
µν 

=  gλσ 

 
=  gµλ 

Υµν, 

 
∂σΥµν + ∂ 

 

 
 
µΥλν, 

∂  ∂ gλσ λρ 

∂ 
.
∂ Υa 

Σ = 2g 

 
 

Υλν, 

ρ   µν 

∂e 
= eΥµν. 

a a 
µν 

Dessa forma, para se chegar na equação de Euler-Lagrange, começamos pela derivada parcial da 

cν 

µν 

Υ 

∂Υ 

∂Υ 

µ µ 

µ σν µ cνα 

2∂µΨ µ 

να 
cλ 
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µλ 

Σ
Υ

 

µλ α σ 

ν 
a 

µλ α σ 
aσ a 

a σν a σν 

a λ a a a 
λ λ 

2 
a σα ρ cλ λσ ρ α c c ρα σ a λ ρα a 

a a aλ a aλ 

∂ 
.
∂ Υa 

Σ = −ke Υa 2Ψα∂ Ψα + Υc ∂ Υρα + 
2 

∂σg 6Υa ∂ Ψα − 4g Υaσ∂ Ψα 

2 aσ a aσ a 

∂λ 
∂ 

.
∂ a 

= Υa Ψβ∂λ 
µν 

Υαγ Ψ ∂ 
.
∂ Υa 

Σ − ke ∂λΥa 2Ψα∂ Ψα + Υc ∂ Υρα + 
2 

∂σg 

a α c ρα + 
2 

∂σg a aσ α 

 

lagrangiana Lg em função de Υ escrita como 
 

∂Lg 
 

 
= Υµν L − ke 

,
Ψ ∂  Ψα 

.
gµλ∂ Υµν + ∂µΥλν

Σ 
+ 2Υλα (∂µΨν ∂ Ψ 

 
+ ∂ Ψν ∂µΨ 

 
) (4.36) 

+ 
1 Σ

Υ µν 
.

2gλσ∂ρΥ c ∂ Υα − g ∂  Υ cλ∂ρΥ σα
Σ 

+ Υ ρα 
.

∂µΥ c   ∂ Υσν + ∂ Υc ∂µΥλν 
Σ

 

+    Ψν  
.
−4∂λΨα∂λΥ µα + 2∂µΨα∂λΥ λα + 2∂µΨα∂λΥ α  − ∂λΨα∂µΥ λα − ∂λΨα∂µΥ α 

ΣΣ, 
, 

 

em seguida fazemos 

  ∂Lg  
.

 
 

  

µν 

. 
λ 

 
 
 

 
ρα λ c 1 λσ

Σ
 ν 

. 
µα λ µλ    α    σ 

Σ
 

+ 
1 Σ

7gµσ∂λΥν  − 2g (∂ Υσν + ∂σ Υν ) + ∂λΥµν 
ΣΣ 

, (4.37) 
 

aplicando o operador ∂λ em (4.37), obtemos 

  ∂Lg  
 

 

αβ 
. 

a γ Σ  ∂Lg  
 

  

. 
µν 

. 
λ 

 

 
ρα λ c 1 λσ

Σ
 

+ Υµν∂ 
.

2Ψ  ∂λΨ + Υρα∂λΥc 1 λσ

Σ 

+ ∂ Ψν 
.

6Υ µα∂λΨ 
− 4g Υ ∂ Ψ 

Σ
 

− Ψ ∂λ 

.
6Υ µα∂λΨα − 4g Υaσ∂ Ψα 

Σ 
+ 

1 Σ
∂

 .
7gµσ∂λΥ ν  

Σ 
+ ∂λ ∂λΥµν 

Σ
 

− ∂λg (∂σΥσν + ∂σ Υa ) − gµλ ∂λ (∂σΥσν + ∂σ Υa ) , (4.38) 

 

sendo (4.38) a equação de Euler-Lagrange. 

µν λ λ 

µν λ 

∂Υ 

2 

a 
µν 

g α σ α α 

+ Ψ 

σ 

λ α λ α 

λ 

µλ 
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a λα c 

σβ 

µα c 

b λ α cρ α c ρα + 
2 

∂σg 

2 
σ α c λα cσ λ 

α c c cσ c cσ 

σα cλ α c 

2 
c λα σ a σ λα a λ a a 

a a aλ a aλ 

a aσ a aσ a 

c γβ aσ a aσ a 

λ a c ρα + 
2 

∂σg 
kc 

α 

Ψλ 
µ 

∂ (∂µΨλ) λ c µ ν 

µ µ λ a 
2kc λ 

 

 

Uma vez obtido (4.38) estamos habilitados a obter as equações de movimento, escrevemos 

Υ µν 

.

∂λ
 

 

Ψα∂λΨ 

 
1 

α 
2 

Ψα 

 
∂λΨα∂σ 

 
gλσ + Υc 

Υ σβ 
.

∂λΨα∂σ Ψβ 

 

+ ∂σ Ψα∂λΨβ

Σ
 

−Υ ∂ Υ 

.
Ψ  ∂λΨα + Υ α ∂λΥ cρ

Σ 
+ ∂ 

.

2Ψ ∂λΨα + Υρα∂λΥc 
1 λσ

Σ
 

+ 
1 Σ.

2∂λΥ 

 
∂ Υcλα + ∂ 

 

Υcλ∂ 
 

Υσα + ∂σ Υc 
 
∂λΥα + ∂ Υ ∂λΥcσα

Σ
 

+ Υ cλΨα 
.
−4∂σΨβ ∂σΥ λβ + 2∂λΨβ ∂σΥ σβ + 2∂λΨβ ∂σΥ β  − ∂σΨβ∂λΥ σβ − ∂σΨβ ∂λΥ β 

ΣΣ
 

+ 
.

2gλσ∂ρΥ c  ∂ρΥ α  − gλσ∂ρΥ cλ∂ρΥ σα

Σ,
 

+ 
1 ,

Υ λα (∂µΥ c ∂ Υσν + ∂ Υc ∂µΥσν ) + Ψ ∂  Ψα 
.

gµλ∂ Υσν + ∂µΥλν 
Σ

 

+Ψν 
.
−4∂λΨα∂λΥ µα + 2∂µΨα∂λΥ λα + 2∂µΨα∂λΥ α  − ∂λΨα∂µΥ λα − ∂λΨα∂µΥ α 

Σ
 

+2Υλα (∂µΨν ∂λΨα + ∂λΨν ∂µΨα) − ∂λ 
Σ

7gµσ∂λΥν − 2gµλ (∂σΥσν + ∂σΥν ) + ∂λΥµν 
Σ

 

− 
.

Υ γβ∂λΥ c   − Ψβ ∂λΨβ

Σ Σ
7gµσ∂λΥ ν   − 2gµλ (∂σΥ σν + ∂σΥ ν  ) + ∂λΥ µν 

Σ,
 

− 
.

Ψν Υ γβ∂λΥ c  
Σ .

6Υ µα∂λΨα − 4gµλΥ α ∂σΨα

Σ 
− Ψν ∂λ 

.
6Υ µα∂λΨα − 4gµλΥ α ∂σΨα

Σ 
(4.39) 

c γβ a aσ 

−∂  Υ µν 

.

2Ψ 

a 

 
∂λΨ 

 
+ Υρα∂λΥc 

aσ 

1 λσ

Σ  

= 
 1 

TµΨν . 

 

As equações de campo acopladas para Ψ e Υ não possuem soluções óbvias e provavelmente  

só podem ser resolvidas numericamente. No entanto é fácil observar que, para o limite de Υ 

constante, as derivadas da métrica se anulam (gµν = gµν (Υ )) e a Lagrangiana em (4.28) assume 

uma forma muito mais simplificada 

Lg = −ke 
Σ

∂µΨα∂µΨα + Υc  Υνβ  (∂µΨα∂ν Ψβ + ∂ν Ψα∂µΨβ)
Σ 

. (4.40) 

 

A variação da Lagrangiana é feita apenas em relação ao campo Ψ 
 

∂Lg 
− ∂

     ∂Lg 
= 2k 

.
∂ 

 

∂µΨ + 2ΥcµΥνα∂ ∂ Ψ 
Σ 

. (4.41) 

 

As equações de campo são expressas como 
 

 

∂ ∂µΨ 
 

+ 2∂ ∂ 
.
Υ

aµ
ΥναΨ Σ 

=
 1 

ΥaµT , (4.42) 

 

A expressão obtida acima é a equação espinorial para um espaço onde Υ = constante. Dessa 

forma, toda dinâmica do campo gravitacional está contida em Ψ. 

σβ λ α 

cλα σ λ cσα 

α σ 

α α 

µ λ α 

λ ν α aµ 

b 
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α σ 
λµν λν σµ λν σν 

1 

 

 

Por outro lado, se Υ é constante, a derivada do tensor métrico se anula 
 

∂ gµν 1 
 

 

 
aµ να 

 
aν µα 

λ = 
2 

∂λ (Υα  Υa + Υα Υa ) = 0. 
 

Se a derivada de métrica é nula, a conexão de Levi – Civita definida como 

 
Γλ λα 

µν  = 
2 

g (∂µgαν + ∂ν gµα − ∂αgµν ) , 

 

também se anulam. 

Consequentemente, o tensor de curvatura expresso pelos símbolos de Christoffel e suas deri- 

vadas é igualmente nulo 

 

Rα = ∂µΓα − ∂ν Γ + Γα Γσ − Γ Γ = 0. 

 

Assim, no caso limite para Υ = constante, a expressão (4.42) representa uma equação espino- 

rial para Ψ em um espaço-tempo plano de Minkowski. Sendo a TERG e a Relatividade Geral di- 

namicamente equivalentes, a expressão (4.42) representa também uma equação no espaço-tempo 

plnao de Weitzenböck 

α 
λµ λµ 



53 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Capítulo 5 

Conclusão 

A abordagem desenvolvida neste trabalho foi direcionada para a proposição de uma teoria 

espinorial da gravidade descrita pela formulação geométrica da TEGR. Iniciamos com uma breve 

revisão da mecânica não relativística, que em sua descrição a partir do formalismo newtoniano 

estabelece a interação gravitacional como uma força definida como o produto do campo gravi- 

tacional pela massa de um objeto sujeito a esse campo, no qual as equações de movimento para 

tal objeto são obtidas pela segunda lei de Newton. Já o formalismo lagrangiano se apoia no con- 

ceito de potencial gravitacional e as equações de movimento são dadas pelo princípio da mínima 

ação. Ambos os modelos, assim como qualquer teoria da gravitação, partem da propriedade de 

que corpos sujeitos a interação gravitacional se movem da mesma maneira, independente de sua 

massa. O princípio da equivalência, um dos alicerces da teoria de Einstein, decorre diretamente 

dessa característica cinemática da interação gravitacional. 

A seção seguinte foi destinada à revisão da relatividade restrita, primeiro passo no desenvol- 

vimento de uma teoria da estrutura do espaço-tempo. A relatividade especial aborda a descrição 

de fenômenos físicos por diferentes referenciais inerciais, assim como a mudança ou invariância 

nas quantidades físicas sobre transformação de coordenadas quando mudamos de um referencial 

inercial para outro. Esse modelo adota um espaço-tempo plano e um sistema de coordenadas 

galileanas. 

A terceira seção do primeiro capítulo foi dirigida à revisão de uma geometria em coordenadas 

curvilíneas generalizadas, que estabelecem a conexão entre sistemas de referência arbitrários, 

necessária para formalizar o princípio da equivalência. Nas seções seguintes deste primeiro ca- 

pítulo abordamos os tensores de curvatura e de energia-momento, e o formalismo lagrangiano 
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que relaciona esses dois objetos na equação de Einstein. Mostramos também que no limite 

não-relativístico as equações de campo da Relatividade Geral se restringem à Lei Universal da 

Gravitação de Newton. 

No penúltimo capítulo, destinado à gravitação teleparalela, mostramos a equivalência entre 

as teorias (teleparalelismo e Relatividade Geral). A TEGR é construída a partir de um espaço- 

tempo sem curvatura e torção não nula, e a dinâmica gravitacional decorre dos campos de 

tétradas autoparalelas. Essa teoria, além de se mostrar equivalente à sua antecessora, propõe a 

resolução de problemas existentes nesta última, como a definição local da energia gravitacional. 

Por fim, no último capítulo, abordamos a teoria espinorial da gravitação. Na primeira seção 

fizemos uma revisão bibliográfica do modelo proposto por Novello [21, 22], que descreve a métrica 

como um campo não independente e sem dinâmica própria, esta última herdada de dois campos 

espinoriais fundamentais que interagem com a matéria e produzem os efeitos gravitacionais. A 

teoria de Novello é formulada de acordo com a teoria de Einstein, em que as equações de campo 

são derivadas da variação da Lagrangiana em termos da métrica. 

Na última seção propomos uma teoria espinorial da gravitação em concordância com a TEGR. 

O primeiro passo foi definir a relação entre os campos de tétrada e os campos espinoriais. As 

características geométricas destes campos decorrem das propriedades das tétradas. O segundo 

passo foi escrever a Lagrangiana gravitacional teleparalela explicitamente em função dos campos 

de tétradas e suas derivadas, e em seguida substituir os campos espinoriais nesta Lagrangiana de 

acordo com a relação estabelecida entre tétradas e espinores. Por fim, as equações de campo foram 

obtidas a partir da variação da lagrangiana em relação aos campos espinoriais separadamente, 

resultando em duas equações acopladas para os dois espinores. 

A primeira observação dos resultados obtidos foi que, embora se chegasse a uma equação de 

campo complicada – com soluções ainda mais complexas – a simples obtenção de uma Lagrangi- 

ana gravitacional em termos de campos espinoriais torna, se não possível, pelo menos esperado 

o confronto entre as teorias gravitacionais vigentes com a previsão das propriedades de uma 

partícula associada ao campo gravitacional (gráviton), tal como spin e massa. A geometrização 

dos campos espinoriais, se bem-sucedida, pode resultar na quantização do campo gravitacional. 

Já que a união entre Mecânica Quântica e Gravitação pressupõe a junção entre uma teoria da 

matéria e energia com uma teoria da estrutura do espaço-tempo. 

Outro resultado obtido foi uma equação para o limite de Υ constante. A lagrangiana para 

este limite assume uma forma bem simples, tal como desejado, pois esperamos obter uma equação 
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de campo de um espaço-tempo plano. De fato, quando Υ é constante, suas derivadas se anulam 

assim como as derivadas do tensor métrico gµν , de acordo com a expressão (4.29). Com a 

anulação da métrica, a conexão de Levi – Civita e o tensor de curvatura são igualmente nulos. 

Na geometria riemanniana, curvatura nula representa um espaço-tempo plano. 
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