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RESUMO

UTILIZACAO DE ELEMENTOS FINITOS DE ALTA PERFORMANCE E DA
FORMULAGCAO CO-ROTACIONAL NA ANALISE INELASTICA DE PLACAS E
LAMINAS

Autor: Sebastiao Simao da Silva

Orientador: William Taylor Matias Silva

Programa de Pés-graduacao em Estruturas e Construgao Civil
Brasilia, julho de 2019

Os conhecimentos relativos a analises linear-elasticas de estruturas por meio do
Método dos Elementos Finitos ja se encontram bastante consolidados. Entretanto,
em situagbes mais complexas, ou quando se deseja entender de forma mais
completa o comportamento das estruturas, a realizagdo de analises n&o lineares se
torna imprescindivel. A simplicidade e menor custo computacional fazem com que
os elementos de baixa ordem sejam preferidos nestes tipos de analises.
Infelizmente, tais elementos s&o acometidos por um fendmeno numérico
denominado travamento (locking), o que pode deteriorar significativamente os
resultados. A fim de superar esse inconveniente, diversas tecnologias que visam
melhorar sob variados aspectos a performance desses elementos tém sido
propostas na literatura. Placas e cascas de pequena espessura, estruturas que sao
o foco de estudo dessa tese, estdo em muitos produtos comerciais. As formulagdes
e aspectos numéricos relativos a utilizacdo de elementos finitos de placas e cascas
para analises nado lineares de estruturas laminares ja estdo bem estabelecidos.
Todavia, é crescente o numero de investigagdes que utilizam elementos solidos de
baixa ordem melhorados em analise ndo lineares. Em se tratando de analise n&o-
linear geométrica, a mais recente descri¢do cinematica utilizada é a formulagao co-
rotacional e, dessa forma, ainda ndo atingiu o mesmo nivel de desenvolvimento de
outras descri¢cdes. Verifica-se que a analise ndo linear geométrica de placas e
cascas por meio da descricdo co-rotacional do continuo, que leve em conta os
efeitos da elastoplasticidade e fazendo uso de elementos solidos de baixa ordem
melhorados com recentes tecnologias, tem sido pouco explorada. O objetivo
principal deste trabalho é estudar placas e laminas utilizando elementos de baixa
ordem melhorados, a formulag¢ao co-rotacional, e um modelo de elastoplasticidade
de von Mises com endurecimento isotropico linear. Para obter a trajetéria de
equilibrio ndo-linear adota-se uma analise incremental-iterativa baseada no método
de Newton-Raphson e na técnica do comprimento de arco (arc-length). Varios
problemas bechmarks sdo analisados afim de avaliar a formulagdo implementada.



ABSTRACT

APPLICATION OF ENHANCED FINITE ELEMENTS AND COROTATIONAL
FORMULATION FOR INELASTIC ANALYSIS OF PLATES AND SHELLS

Author: Sebastido Simao da Silva

Supervisor: William Taylor Matias Silva

Postgraduate Program in Structure and Civil Construction Engineering
Brasilia, july of 2019

The knowledge on linear-elastic analysis of structures by the Finite Element Method
is already well established. However, in more complex situations, or when one
wishes to better understand the behavior of structures, the performance of nonlinear
analysis becomes essential. The simplicity and lower computational cost make low
order elements preferred in these types of analysis. Unfortunately, these elements
are affected by a numerical phenomenon called locking, which can significantly
deteriorate the results. In order to overcome this inconvenience, several
technologies that aim to improve the performance of these elements in many
aspects have been proposed in the literature. Thin plates and shells, structures that
are the focus of the study of this thesis are in many commercial products.
Formulations and numerical aspects concerning the use of plate and shell finite
elements for nonlinear analysis of laminar structures are well established. However,
the number of investigations using improved low order solid elements in the
nonlinear analysis is increasing. In the case of geometric nonlinear analysis, the
most recent kinematic description used is the co-rotational approach and, as such,
has not yet reached the same level of development as other formulations. Nonlinear
geometric analysis of plates and shells by co-rotational description of the continuum,
which takes into account the effects of elastoplasticity and making use of low order
solid elements improved with recent technologies, has been little investigated. The
main objective of this work is to study plates and shells using improved low order
elements, the co-rotational formulation, and an isotropic hardening von Mises
elastoplasticity model. To obtain the nonlinear equilibrium trajectory, an
incremental-iterative analysis based on the Newton-Raphson method and the arc-
length technique is adopted. Several problems bechmark were analyzed in order to
evaluate the implemented formulation.
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1. INTRODUGCAO

1.1 MOTIVAGOES

O conhecimento atual relativo a anadlise linear-elastica de estrutura se
encontra bastante consolidado. Entretanto, em situagées em que o comportamento
da estrutura € mais complexo, em que seu material, configuragéo, ou condi¢des de
contorno passam por significativas transformacgodes, a realizagdo de analises néo

lineares pode ser imperativa.

A simplicidade e menor custo computacional fazem com que os elementos
de baixa ordem sejam preferidos na mecanica estrutural ndo linear. Apesar dessas
vantagens, estes elementos sdo acometidos por um fenbmeno numérico conhecido
na literatura por locking. Este pode deteriorar de maneira muito significativa os
resultados da analise, fazendo com que os mesmos divirjam dos valores (analiticos
ou fisicos) esperados. Os efeitos deste problema s&o verificados mesmo em
analises totalmente lineares. Em todo este trabalho, o termo locking sera

denominado travamento.

Para Nguyen (2009), os travamentos nas analises podem ser vistos como
um mal condicionamento das equagdes diferenciais parciais que regem o problema,
ou ainda devido a presenca de deformagdes (ou tensdes) parasiticas. Dentre os
travamentos mais comuns, encontram-se os travamentos por cisalhamento (shear
locking), os travamentos de membrana (membrane locking) e o travamento quando

se esta em condigdes proximas da incompressibilidade (volumetric locking).

A fim de superar os inconvenientes travamentos, diversas metodologias tém
sido propostas na literatura. Nelas, o foco principal € o desenvolvimento de
elementos com desempenho melhorado sob variadas situagdes. Assim, as
tecnologias de elementos tém, entre outros aspectos, buscado tornar os mesmos
livres de travamentos (locking free), insensiveis a distor¢do das malhas e capazes
de gerar resultados precisos mesmo com uma malha sem muitos elementos (isto

€, sem a necessidade de recorrer a refinamentos excessivos da malha).

O método dos modos incompativeis foi uma das primeiras técnicas
desenvolvidas para aumentar o desempenho dos elementos. Um procedimento
mais recente € o método das “deformagdes acrescentadas” - EAS (enhanced

assumed strain), o qual é considerado uma abordagem generalizada do método
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dos modos incompativeis. Ambas as formulagcdes melhoram a performance do
elemento nas analises. Entretanto, verifica-se na vasta literatura existente que os
elementos incompativeis tiveram seu desempenho pouco avaliados nas analises

de benchmarks mais recentes.

Na analise n&o-linear geométrica utilizando o método dos elementos finitos
(MEF), trés diferentes tipos de descrigbes cinematicas tém sido largamente
utilizadas: descrigao lagrangiana total (LT), descrigdo lagrangiana atualizada (LA)
e descricao co-rotacional (CR). Esta ultima deriva do teorema da decomposigéo
polar (da Mecanica dos Meios Continuos) o qual preconiza que o movimento de um
corpo pode ser decomposto em uma parcela de corpo rigido e outra devida as
deformagdes. De acordo com Felippa e Haugen (2005), a descrigdo cinematica co-
rotacional € a mais recente e, em fungao disto, ainda ndo atingiu o mesmo nivel
relativo de desenvolvimento. A principal ideia da formulagcéo co-rotacional consiste
em adotar para cada elemento um sistema de coordenada local que rotaciona com
o elemento e, dessa maneira, leva-se em conta a nao linearidade geométrica. De
acordo com Crisfield e Moita (1996), apesar do estabelecimento do sistema local
ser relativamente mais facil para elementos com geometria mais simples
(elementos de viga e triangulares, por exemplo), o0 mesmo ndo se pode dizer

quando se esta lidando com estruturas continuas.

Como pode ser visto em Owen e Hinton (1980), Chen e Han (1988), ou ainda
em Lemaitre e Chaboche (1994), a nao-linearidade fisica esta diretamente
relacionada com o comportamento mecanico dos materiais constituintes da
estrutura. Quando a resposta do solido que constitui a estrutura é elastica, apos
cessada a carga o corpo nao apresenta deformagdes residuais. Entretanto, quando
a resposta é inelastica, apés cessado o carregamento, uma parte da deformagéao
nao se desfaz sendo, desse modo, irreversivel (ou permanente). A teoria da
plasticidade fornece leis e modelos capazes de descrever a relagdo tensao-
deformacdo para materiais que apresentam uma resposta elastoplastica quando

sujeitos a carregamentos externos.

As formulagdes e aspectos numéricos relativos a utilizacdo de elementos de
placa e casca para analises ndo lineares de estruturas esbeltas ja se encontram

bem estabelecidos. Todavia, tém sido crescente o numero de investigagées que
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estudam a utilizagdo de elementos sdlidos de baixa ordem melhorados em analises

nao lineares de placas e laminas.

Neste capitulo apresentam-se as consideragdes iniciais sobre o fenbmeno
dos travamentos que ocorre em analises numéricas de estruturas com elementos
finitos de baixa ordem, os objetivos que norteiam o presente trabalho, a
metodologia aplicada, bem como a organizag&o dos capitulos subsequentes.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho € realizar analises ndo lineares de
estruturas esbeltas (dos tipos placas e laminas) utilizando elementos de baixa
ordem com performance melhorada (livres de travamentos, insensiveis a distor¢ao
de malha e que apresentem respostas satisfatérias mesmo quando s&o utilizadas
malhas grosseiras), a formulagéo co-rotacional e um modelo de elastoplasticidade

com endurecimento linear.

Como um objetivo complementar, pretende-se apresentar as formulagdes
completas relativas a 6 tipos de elementos de baixa ordem: quadrilatero de 4 nés
padrao (Q4P); hexaédrico de 8 nés padrao (H8P); quadrilatero de 4 nés melhorado
com o método dos modos incompativeis (Q4MI); hexaédrico de 8 nés melhorado
com o método dos modos incompativeis (H8MI); quadrilatero de 4 nés melhorado
com o método EAS (Q4EAS); hexaédrico de 8 nés melhorado com o método EAS
(HBEAS).

Por fim, um outro intento deste trabalho de pesquisa é a verificagdo da
formulagdo implementada por meio de simulacbes de varios problemas
benchmarks fazendo uso de um cédigo implementado com a linguagem Matlab. As
respostas numeéricas obtidas com este programa sdo entdo confrontadas com as
solucdes disponiveis na literatura e com aquelas adquiridas por meio de um

software comercial.

1.3 METODOLOGIA

As simulacdes numeéricas apresentadas neste trabalho foram realizadas por
meio de um programa de elementos finitos denominado ANLESTREM. Este foi
desenvolvido no ambito do Programa de Po6s Graduagcdo em Estruturas e
Construgao Civil (PECC) da Universidade de Brasilia utilizando a linguagem de

programacgao Matlab.
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Os elementos quadrilateros e hexaédricos (citados na segao anterior), além
de uma formulagdo co-rotacional para o continuo (conforme originalmente
apresentada por Moita (1994), Crisfield e Moita (1996) e, Moita e Crisfield (1996)),
foram implementados no programa ANLESTREM.

Para levar em consideragao a nao linearidade material, foi implementado um
modelo de elastoplastidade de von Mises com endurecimento isotropico linear. A
integracéo das relagdes constitutivas foi realizada por meio do método backward
Euler.

Os vetores de forga interna e as matrizes de rigidez foram descritos
analiticamente e obtidos numericamente via integragao cheia (quatro e oito pontos

de Gauss nos elementos quadrilateros e hexaédricos, respectivamente).

No tocante ao pré-processo, para geracdo das malhas de todos os
problemas estudados, foi desenvolvida uma rotina com o emprego de planilhas
eletrébnicas Microsoft Excel. Com este recurso foram obtidas as topologias das

malhas, mesmo daqueles exemplos com geometrias mais complexas.

Para obter a trajetéria de equilibrio nao-linear adotou-se uma andlise
incremental-iterativa baseada no método de Newton-Raphson e na técnica do

comprimento de arco (arc-length).

Na fase de pds-processo, uma rotina para a geragao automatica de arquivos
de saida de dados foiimplementada com a linguagem Matlab. O formato dos dados
produzidos possibilitou a visualizacdo das respostas da estrutura por meio do
software Paraview. Assim, com a utilizagdo desse recurso, erros ainda durante o
processo de discretizacao puderam ser evitados. Também tornou mais eficaz a
deteccdo de inconsiténcias nas analises por meio da visualizacdo das
configuragbes deformadas ou mediante a verificacdo da distribuicdo de valores

referentes a outras variaveis de saida (como tensdes ou deformacgoes).

1.4 PRINCIPAIS CONTRIBUIGOES DA PESQUISA

Elementos finitos isoparamétricos de baixa ordem possuem cinematicas
mais simples e apresentam menor custo computacional sendo, dessa forma,
preferidos na mecanica estrutural ndo linear. Apesar dessas vantagens, estes
elementos sdo acometidos por travamentos. Historicamente, varias técnicas foram

desenvolvidas para melhorar o desempenho destes elementos. Com este propésito
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Wilson et al (1973) introduziram o método dos modos incompativeis.
Posteriormente, Taylor et al (1976) aprimoraram essa formulagdo propondo uma
integracdo numérica no centroide dos elementos das parcelas correspondentes aos
deslocamentos incompativeis para o calculo da matriz de rigidez e das forgas
internas. O Método dos modos incompativeis € uma das técnicas mais simples,
tanto do ponto de vista tedrico quanto de implementagdo computacional. Uma outra
tecnologia de elementos mais recente € a formulagdo EAS. Inicialmente proposta
por Simo e Rifai (1990), este procedimento € considerado uma abordagem
generalizada do método dos modos incompativeis. Posteriormente, Andelfinger e
Ramm (1993) desenvolveram diversos elementos estruturais EAS e mostraram a
equivaléncia destes com os elementos de Hellinger-Reissner (HR) de Pian e
Sumihara (1984).

Varias pesquisas foram realizadas com a finalidade de introduzir elementos
de baixa ordem com performance superior em analises ndo-lineares (geométricas,
do material, dindmicas, em problemas de contato, entre outras). Em analises nao-
lineares geométricas, de acordo com Felippa (2001), a descrigao co-rotacional (CR)
€ a mais recente das técnicas utilizadas e, consequentemente, ainda n&o atingiu o
mesmo nivel de desenvolvimento das outras formulagdes. Desse modo, varios
assuntos podem ainda ser pesquisados utilizando a plataforma CR. A principal ideia
da formulacdo CR consiste em adotar para cada elemento um sistema de
coordenada local que rotaciona com o elemento. Neste sistema pode-se entido usar
a matriz de rigidez linear convencional. Muitos trabalhos foram realizados com a
finalidade de desenvolver elementos de viga e triangulares, mas a extensao da
formulagao co-rotacional para continuo € menos trivial e contava com a dificuldade
da determinacgao do sistema de eixos local que passasse no teste da parcela e que
fosse independente da numeragéo nodal. Em sua tese de doutorado, Moita (1994)
apresentou o desenvolvimento da formulagdo co-rotacional em elementos finitos
para o estudo do continuo (bi e tridimensional). Este autor utilizou ainda elementos
finitos lineares enriquecidos com modos incompativeis. Crisfield e Moita (1996)
apresentaram a formulagdo co-rotacional e problemas para o caso bidimensional.
Moita e Crisfield (1996) estenderam o artigo anterior para considerar o continuo em

trés dimensdes. Finalmente, Cirsfield e Moita (1996) apresentaram uma plataforma
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unificada para a aplicagao da formulagao co-rotacional para a analise de sélidos,
cascas e vigas.

A utilizagao de elementos EAS juntamente com a formulagédo co-rotacional
para desenvolver elementos soélidos (brick elements) foi realizada por Polat (2010a).
Polat (2010b) ainda apresentou um elemento soélido-casca no qual € empregado
tanto o método EAS quanto a técnica ANS (assumed natural strain) para aliviar
varios tipos de travamentos. Ja a introducao de elementos EAS para simular
problemas lineares geométricos com elastoplasticidade tridimensional é descrita
em Andelfinger, Ramm e Roehl (1992).

A principal contribuicdo desta presente tese de doutorado € a inclusdo de um
modelo de elastoplasticidade de von Mises com endurecimento isotrépico linear
dentro de uma plataforma co-rotacional que utiliza elementos de baixa ordem
melhorados com os métodos dos modos incompativeis e EAS para a analise ndo-

linear geométrica e material de placas e laminas.

Os elementos incompativeis, por serem mais antigos que os enriquecidos
com tecnologias como a EAS, tém sido pouco avaliados recentemente em
problemas em que uma maior performance é exigida. Assim sendo, considera-se
um aporte deste trabalho, a utilizagcao de elementos incompativeis para simulagdes

elasticas e inelasticas de placas e cascas.

Por fim, o autor considera ainda como uma contribuicdo deste trabalho, o
fato das malhas de todos os problemas simulados terem sido geradas por meio de
simples rotinas construidas por meio de planilhas eletronicas. Nelas, objetivou-se
obter uma numeragao nodal que resultasse numa menor largura de banda,

tornando assim menores os esforgos computacionais despendidos.

1.5 ESTRUTURA DO TRABALHO

Neste capitulo introdutério apresenta-se de uma maneira geral as
motivagcdes para se empreender esforgos numa pesquisa sobre a tecnologia de
elementos finitos para analise nao linear e inelastica de placas e cascas, os
objetivos propostos, a metodologia utilizada no seu desenvolvimento, além das

principais contribuigdes da tese.
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No Capitulo 2 descreve-se o fenbmeno dos travamentos que ocorrem nas
analises com elementos de baixa ordem. Os Capitulos 3 e 4 abordaram as

formulagdes dos métodos dos modos incompativeis e EAS, respectivamente.

O Capitulo 5 é destinado a descricdo da formulagdo co-rotacional para o
continuo bi e tridimensional. Os vetores de forga e as matrizes de rigidez dos

elementos finitos sdo demonstradas.

No Capitulo 6 apresenta-se a formulagao sobre elastoplasticidade tanto para
o estado plano quanto para o estado tridimensional de tensdo. No Capitulo 7

aborda-se a solucio de sistemas de equacgdes néo lineares.

No Capitulo 8 faz-se uma descricdo sucinta do cdédigo ANLESTREM

desenvolvido nesta pesquisa.

O Capitulo 9 é dedicado as aplicagdes numéricas. Varios benchmarks sao
simulados a fim de estudar as formulagcdes apresentadas e avaliar a qualidade do
coédigo implementado. Os resultados obtidos sdo também analisados neste

capitulo.

O Capitulo 10 apresenta as conclusdes do trabalho. Neste capitulo também

sdo apontadas sugestdes para trabalhos futuros.

No Apéndice A apresenta-se a dedugédo analitica completa da matriz 4 (ou

vetor a, no caso bidimensional) que compde o vetor spin necessario para a

determinacdo do sistema local da formulagdo co-rotacional. Por sua vez, no
Apéndice B, descreve-se a deducédo completa da matriz de tensao inicial (matriz de
rigidez geométrica) para o continuo 2D. No Apéndice C mostra-se como se obtém
o vetor v proveniente das dedugdes da matriz de rigidez para o continuo 2D. No
Apéndice D é mostrada a determinacéo do tensor de mapeamento T presente na
Formulagao EAS. Por fim, o Apéndice E contém a dedug¢ao da matriz de rotacdo R

utilizada quando se considera rotacées finitas no espaco.
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2. TRAVAMENTOS EM ELEMENTOS DE BAIXA ORDEM
2.1 INTRODUGAO

Simplicidade geométrica e baixo custo computacional faz com que os
elementos de baixa ordem sejam frequentemente preferidos na mecanica estrutural
nao linear. Nao obstante, estes elementos quando modelados com formulagdes de
deslocamentos puros apresentam travamentos. A Figura 2.1 ilustra um elemento
hexaédrico de oito nés padréo, em que apenas graus de liberdade translacionais

estao presentes.

Figura 2.1 — Elemento hexaédrico.
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Diversos tipos de travamentos podem acometer as analises computacionais
de estruturas e variadas sdo as abordagens para superar esses empecilhos
numericos. Dentre os tipos de travamentos mais comuns estdo os travamentos por
cisalhamento (shear locking), os travamentos de membrana (membrane locking) e
o travamento que ocorre quando se esta em condicbes proximas da

incompressibilidade (volumetric locking).

O fendmeno do enrijecimento excessivo nas respostas das analises pode,
para fins didaticos, ser observado sob dois prismas — 0 matematico e o fisico. Do
ponto de vista matematico, os travamentos estdo relacionados a um mal
condicionamento das equacgdes diferenciais parciais. Ja do ponto de vista fisico,
pode-se afirmar que o problema esta relacionado a presenga de deformacgdes (ou
tensdes) espurias, isto €, deformagdes (ou tensdes) que ndo aparecem na solugao
exata de um certo problema. A Tabela 2.1 apresenta algumas situagdes em que
ocorrem deformacdes espurias € o0 consequente travamento na resposta do

problema.
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Tabela 2.1 — Deformagdes espurias em analises estruturais.

Analise Deformagdes parasiticas Tipo de travamento
~ ~ . Travamento de
Flexdo pura de um Deformagbes de cisalhamento .
cisalhamento
elemento de placa transversal
transversal
Flexéo
. . ~ Travamento de
inextensional de Deformagbes de membrana
membrana
cascas
Comportamento ~ - Travamento
X . Deformagdes volumétricas e
incompressivel volumétrico

Uma estratégia natural para superar os indesejados efeitos dos travamentos
seria projetar elementos finitos de alta ordem. Entretanto, estes elementos séo
menos simples, com um maior numero de graus de liberdade e, portanto, menos
interessantes para analises estruturais nao lineares. Outra opc¢éo seria discretizar
a estrutura com um maior numero de elementos. Todavia, devido a natureza
incremental-iterativa das analises nao lineares, o custo computacional de se adotar

uma malha demasiadamente refinada pode tornar a analise proibitiva.

De acordo com Nguyen (2009), para certos problemas da analise estrutural,
elementos com apenas graus de liberdade translacionais sdo mais vantajosos do
que aqueles que contém também graus de liberdade rotacionais. Seja a estrutura
composta por componentes espessos e delgados interligados ilustrada na Figura
2.2. Elementos solidos e de casca padroes podem ser utilizados para discretizar
cada parte respectiva. Entretanto, como mostrado na Figura 2.2, pode-se usar em
toda a estrutura elementos que possuem exclusivamente graus de liberdade
translacionais, dispensando assim a necessidade do emprego de elementos de
transigcdo. Para tanto, a parte esbelta da estrutura seria discretizada com elementos

solidos de baixa ordem e alta performance.

Figura 2.2 — Estrutura discretizada com elementos sélidos padrdo e melhorados.

v
Elemento sdlido
melhorado

1 Elemento sdlido padrao
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Nas proximas secdes realiza-se uma descrigdo sucinta de alguns tipos de
travamentos. As formulagées de algumas das metodologias atuais de solugao

desses entraves serdao abordadas nos capitulos seguintes.
2.2 TRAVAMENTO VOLUMETRICO

Em analises numéricas em que o comportamento do material €
incompressivel ou proximo da incompressibilidade, o elemento de baixa ordem
padrao (Figura 2.1) sofre travamento volumétrico. Na mecéanica dos soélidos este

fendbmeno pode ocorrer, por exemplo, em metais sob deformacgdes plasticas.

Seja o campo de deslocamentos trilinear convencionalmente empregado

para o elemento sdlido linear padrao (Figura 2.1):

u=a,+aX+aY +aZ+a, XY +aYZ +a, X2+ a, XYZ
v=">0,+bX+bY +b7+bXY +bYZ+bXZ+0,XYZ (2.1)
w=cy+cX+cY+cgZd+ce, XY +c.YZ + g XZ + c, XYZ

Fisicamente, a n&o variagdo de volume durante o processo de deformacéao

pode ser expressa por:
ev:tr(€)=€X~|—€Y~I—€Z:—+——I——EO (2.2)
Assim, com o campo de deslocamento trilinear expresso na Equacao 2.1, a
variagéo volumeétrica ¢, pode ser calculada como:

e, =(a, +by+cy)+ (b + )X +(ay+¢5)Y +(a5+b)Z +

+ e XY +aYZ +b.2X (2:3)

Para a variacdo volumétrica dada pela Equacao 2.2 ser nula, € necessario
que os coeficientes em cada termo da Equagéo 2.3 desaparegam, ou seja:

a, +b,+cg =0 (2.4.a)

b, +¢, =0 (2.4.b)

a, +c, =0 (2.4.c)

ag +b, =0 (2.4.d)

a, = 0; b, = 0; c; = 0. (2.4.e)

Entretanto, as constantes a., b. e ¢, ndo podem ser simultaneamente

nulas, pois isso implicaria na incompletude das fungdes de interpolagado dada pela

Equagao 2.1. Em outras palavras, as constantes antes mencionadas fazem com

que ¢, resulte diferente de zero. Dessa forma, se conclui que a restricdo de um
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material incompressivel dada pela Equacao 2.2 ndao pode ser totalmente cumprida
pelas deformagdes normais dos elementos formulados com campos de

deslocamentos puros.
2.3 TRAVAMENTO DE CISALHAMENTO TRANSVERSAL

Seja o elemento mostrado na Figura 2.3 (a) submetido a flexdo pura
indicada. De acordo com a teoria classica da elasticidade a deformacédo de

cisalhamento +yy n&o existe.

Figura 2.3 — Quadrilatero sob flex&do pura. (a) Mecanica do continuo (b) MEF.

Y 4
Y Y

O ,
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(b)
(@) Q=0 e vyy =0) (Vxy = 0)

Com o campo dado pela Equagéo 2.1 a deformagéo de cisalhamento ~¢"

€ calculada por:

Y= ((99_;-'-5_;(2 (a5 +0) + (a5 +b5)Z +a, X +bY +0;XZ +b,YZ  (2.5)

que € igual a zero apenas quando os seguintes coeficientes em cada termo

desaparecerem,
a, +b = 0; as +0, =0 (2.6.a)
a, = 0; b, = 0; a; = 0; b, = 0. (2.6.b)
Mais uma vez se observa que as constantes a,, b,, a; € b, nao podem

ser ao mesmo tempo nulas, pois isso implicaria na incompletude das fungdes de

interpolacdo. Consequentemente, os coeficientes mencionados tornam a
deformacgéo de cisalhamento ¢} diferente de zero e, dessa forma, introduzem
rigidez artificial na resposta a flexdo. Os mesmos argumentos podem ser usados

para as outras componentes de deformacgéo de cisalhamento ;7" e 7"
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2.4 TRAVAMENTO DE ESPESSURA

Ainda se tratando do elemento sob flexdo na Figura 2.3, verifica-se que a
distribuicdo de deformacao linear sobre a espessura (na direcao de 0Y) é

teoricamente esperada e dada por:

gteor — vMY
Y EI
em que E é o modulo de elasticidade, M é o momento fletor, I € o momento de

(2.7)

inércia e v € o coeficiente de Poisson. Todavia, considerando que o elemento na
da Figura 2.3 possui deformacao independente de Z (dire¢cdo da espessura),

verifica-se que sua deformacgé&o ao longo da altura Y é constante e dada por:

eoom — g—; = b, + b, X (2.8)

A deformacg&o normal tedrica sobre o eixo 0X é dada por:

teor __ MY
X EI
Devido ao efeito de Poisson, essa deformagao normal longitudinal podera

(2.9)

causar uma deformacao transversal normal também variando linearmente ao longo

do eixo 0Y (¢} = —velt”"). Contudo, numericamente isto ndo é possivel, pois "

€ constante (em relagdo a Y ). Assim, a tensdo normal transversal na direcdo 0Y

que é calculada por:

oo — £ (1= v)egm + vesem (2.10)
(1 v)(i-2)

nao é igual a solugédo analitica ao longo da espessura quando ocorre flexao e,

dessa forma, um travamento indesejado surge na resposta numérica.
2.5 TECNICAS PARA SUPERAR TRAVAMENTOS

Nas sec¢des anteriores foram apresentados alguns tipos de travamentos que
podem aparecer nas analises computacionais de estruturas. Naturalmente, varias
abordagens para superar estes problemas surgiram ao longo do tempo. Fazendo
uma analise cronolégica verifica-se que o surgimento dessas metodologias

remonta as proprias origens e desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos.
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De acordo com Felippa (2001), a historia do MEF pode ser dividida em quatro
geragbes. A primeira geracdo (1956-1962) foi marcada pela publicacdo de
trabalhos importantes e pioneiros, cujos autores foram engenheiros estruturais que
se apoiaram na mecanica classica. A segunda geragao (1962-1972), também
conhecida como a geragao variacional, desvendou a relagdo existente entre o
modelo de deslocamento classico e o método de Rayleigh-Ritz baseado no
principio da energia potencial minima. Além da extensao do MEF a aplicagbes nao

estruturais, muitos outros avancgos foram alcangados nesta época.

Observa-se que as primeiras geragdes foram primordiais para a implantagao
e desenvolvimento dos fundamentos do Método dos Elementos Finitos. Todavia,
com a depressao econdbmica pos-Vietna, segue-se um periodo de estagnacéo.
Dessa forma, a terceira geragao (1972—-inicio dos anos 80) centrou esforgos em
melhorar os elementos (até aquele momento obtidos e formulados em
deslocamentos) através de uma abordagem denominada inicialmente de “crimes
variacionais”. Formulagdes mistas e hibridas tiveram acelerado progresso nesta
época. O desenvolvimento de cédigos computacionais cada vez mais complexos
fez com que houvesse uma busca pela simplicidade e assim, a necessidade de

voltar aos fundamentos do método.

A quarta geragdo (inicio dos anos 80 — dias atuais) procurou o
desenvolvimento de elementos simples, mas que fornecessem respostas precisas
mesmo quando se recorresse a malhas grosseiras. De acordo com Felippa (2001),
estes foram denominados "elementos de alta performance". Elementos simples
geralmente exibem deficiéncias (travamentos) e, desse modo, varias tecnologias
de melhoramento dos mesmos entraram em cena, como o método dos modos
incompativeis (conforme Wilson et al (1973)); as baseadas no principio de
Hellinger-Reissner (de acordo com Pian e Sumihara (1984)); o método ANS (como
descrito em Dvorkin e Bathe et al (1984)) e a abordagem EAS (conforme

apresentado em Simo e Hughes et al (1986)).

No conceito ANS (assumed natural strain), o campo de deformagdes esta
relacionado diretamente ao campo de deslocamentos dependente em certos
pontos pré-definidos, de modo que nenhum grau de liberdade independente esteja
presente. Simo e Rifai (1990) mostraram que o método dos modos incompativeis

esta incluso como um caso especial da formulacdo EAS.
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Neste trabalho, implementou-se os métodos dos modos incompativeis e
EAS em elementos quadrilateros e hexaédricos de baixa ordem para superar os
travamentos em analises inelasticas de estruturas do tipo placa e casca submetidas
a rotacoes e translagoes finitas. Nos proximos dois capitulos, uma descrigdo maior

dessas formulacdes sera efetuada.
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3. METODO DOS MODOS INCOMPATIVEIS

3.1 INTRODUCAO

Como mostrado no Capitulo 2, elementos isoparamétricos de baixa ordem
nao sao capazes de representar de forma precisa o estado tensido oriundo de
flexdo. Dentre as varias técnicas conhecidas na literatura para melhorar o
desempenho destes elementos, uma das mais simples tanto do ponto de vista
tedrico quanto de implementagao computacional € o método dos deslocamentos
incompativeis. Neste capitulo descreve-se a inclusdo dos modos incompativeis em
um elemento hexaédrico isoparamétrico de oito nés com o intuito de melhorar seu
desempenho. Apresenta-se de maneira detalhada a obtengdo da matriz de rigidez
e das forcas internas do elemento hexaédrico enriquecido com o0s modos
incompativeis para sua implementagcdo computacional.

Uma das causas de imprecisdes dos elementos finitos isoparamétricos de
baixa ordem é a incapacidade dos mesmos representarem adequadamente o
estado de tensdo oriundo da flexdo, o que leva a uma estimativa excessiva da
rigidez de pecas fletidas. Neste caso, em uma analise de elementos finitos pode-
se melhorar os resultados com malhas mais refinadas ou com o uso de elementos
de alta ordem. As vezes, a necessidade de refinar a malha em regides onde ha
variagdes bruscas nos gradientes de deslocamentos leva a problemas numéricos
de mal condicionamento da matriz de rigidez global. Por outro lado, o uso de uma
malha refinada com elementos de alta ordem pode tornar o custo computacional
proibitivo. Para melhorar o desempenho dos elementos de baixa ordem Wilson et
al (1973) introduziram o método dos deslocamentos incompativeis sem que isso
implicasse em aumento significativo de armazenamento e tempo computacional.
Posteriormente, Taylor et al (1976) melhoraram essa formulagdo ao propor a
integragdo numeérica no centroide dos elementos das parcelas correspondentes aos
modos incompativeis para o calculo da matriz de rigidez e do vetor de forga interna.

Em Wilson (2002) descreve-se uma resenha histdérica sobre o
desenvolvimento do método dos deslocamentos incompativeis e a contribuicao de
diversos autores para o seu melhoramento. O desenvolvimento do método dos
modos incompativeis além de outras formulagdes permitiram o melhoramento da

performance dos elementos finitos padrdo e, dessa forma, tem reduzido a
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necessidade do emprego de integracdo reduzida com o uso de elementos
isoparamétricos de alta ordem. Um bom aporte tedrico dessa formulacdo pode
ainda ser encontrado em Krishnamoorthy (1987).

Os elementos incompativeis tem sidos empregados em diversos tipos de
analises. Crisfield e Moita (1996), por exemplo, utilizaram estes elementos para
realizar analise n&o linear geométrica do continuo. Gharzeddine e Ibrahimbegovic
(2000) empregaram os elementos incompativeis para deformacao finita
(hiperelasticidade). Ja Liu et al (2014) aplicou elementos finitos incompativeis 3D
na analise dindmicas de mecanismos multicorpos. Silva e Silva (2017) estudaram
o comportamento de vigas e placas sob flexao.

Neste capitulo, o método incompativel é apresentado como uma referéncia

para motivar a descricao da formulagdo EAS que sera feita no Capitulo 4.
3.2 - FORMULAGCAO DO ELEMENTO FINITO SOLIDO INCOMPATIVEL

3.2.1 — Geometria e campo de deslocamentos

Seja o elemento finito hexaédrico isoparamétrico de oito nés mostrado na

Figura 3.1.

Figura 3.1 — Elemento finito sélido incompativel de oito nds.

8f 7

Z i)' 1 2

X

A geometria do elemento pode ser interpolada fazendo o emprego da

Equacéo 3.1.
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Ly

Yy

z{ [N, 0 0 N, 0 0 N, 0 0|z
y|=|10 N, 0 0 N, 0 0 Ng 0 (3.1)

z |0 0 N, 0 0 N, 0 0 Ngj|zg

Ys

8

Que pode ser expressa na forma matricial pela Equacgao 3.2.
z=Np (3.2)

Em que =z sdo as coordenadas de qualquer ponto do elemento, N ¢é a
matriz das funcdes de forma e p as coordenadas nodais. De maneira similar, os

deslocamentos em qualquer ponto no interior do elemento podem ser interpolados

conforme descrito pela Equacéao 3.3.

Uy

Yy

U N, 0 0 N, 0 0 Ng 0 0 || w,
v|=]0 N, 0 0 N, 0 0 Ny 0| : (3.3)

w 0 0 N, 0 0 N, 0 0 Ng||ug

Us

Wy

Ou na forma matricial pela Equacgao 3.4

u, = Nd (3.4)

Em que u,, sédo os deslocamentos em qualquer ponto do elemento e d os
deslocamentos nodais. As fungdes de interpolacdo do elemento hexaédrico
isoparameétrico sdo dadas pela Equacgao 3.5.

N, = (1= &€) (1= nn) (1 - ¢0) i=1,...8 (3.5)

Acrescenta-se aos deslocamentos no interior do elemento uma parcela de
deslocamentos n&o conforme u, dada pela Equagéo 3.6.
u=u+u, = Nd+ M« (3.6)
Emque M é a matriz que contém as fungdes de interpolagao para os modos

incompativeis. Esta matriz é expressa pela Equacéao 3.7.
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M, M, M, 0 0 0 0 0 0
M=|0 0 0 M, M, M, 0 0 0 (3.7)
o 0 0 0 0 0 M, M, M,

Os coeficientes da matriz M s&o dados pela Equacgao 3.8.

M, =1-¢ (3.8a)
M, =1 (3.8b)
M; =1-¢ (3.8¢)

Por ultimo, observa-se que « € um vetor de deslocamentos generalizados
da formulagéo incompativel. Cabe salientar que estes deslocamentos ndo possuem
relagdo com os nos do elemento. Este vetor é descrito pela Equagéo 3.9.

T _
o = a o a; a Qs Qg Qy Qg Oy (3.9)

Uma vez que se esta trabalhando com coordenadas naturais, é necessario
realizar um mapeamento entre estas coordenadas e o sistema de referéncia

cartesiano. Isto é feito por meio da Equacéao 3.10.

9 %)
23 ox
9 9
on oy
9 9
oC 0z

(3.10)

Em que J é a matriz Jacobiana expressa pela Equagao 3.11.

Jg=|Z 2 Y (3.11)

Por outro lado, a relag&o entre os sistemas cartesianos e natural é dada pela
Equacéao 3.12.

9 9
%x aaf
|l =J1=
oy on (3.12)
9 9
0z ¢
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Em que J~! é a inversa da matriz Jacobiana. Nas equagbes posteriores, as
componentes dessa matriz serdo expressas conforme a Equacgédo 3.13.

‘ZH Zm 213
I = {21 {22 {23 (3.13)
S Js s

3.2.2 — Relagao deformagao-deslocamento
A relacdo entre as deformacbes e os deslocamentos é expressa pela
Equacao 3.14.

e=e, + &, =Bd +B, o (3.14)

U

Em que B é a matriz que contém as derivadas cartesianas das fungdes de
forma; B, é a matriz que contém as derivadas cartesianas das func¢des de
interpolacdo dos modos incompativeis; e o é o vetor de deslocamentos

generalizados, porém com algumas componentes com posi¢des alteradas. A matriz

B é dada pela Equacéao 3.15.

Ny g 12Ny o =W 0
ox | Oz ox
0 N, 01| 0 on, 0 ... 0 ONg 0
Jy | oy Jy
0 0 % 0 0 % 0 0 88N8
_ z z z
P=lon on jow, on, o oNg oN, (3.15)
Jdy Ox | Oy Ox ... 0y Oz
0 ON, %l 0 ON, ON, 0 ONg ON,
0z 0y | 0z oy 0z 0Oy
ON, 0 ON, 'ON, 0 ON, ON, 0 ONg
0z ox | 0z ox = 0z ox
Por sua vez, o vetor o é dado pela Equacéo 3.16.
o7 = [O‘I a, a, o, o; Qg 0 0 o (3.16)

Observa-se que algumas posi¢cdes das componentes desse vetor foram
alteradas em relagdo ao vetor « descrito na Equacao 3.9. Esta alteracao esta
relacionada com a posicdo das componentes do vetor de deformacédo de acordo
com a notacao de Voigt. Desta maneira, o vetor de deformacéo é descrito pela

Equacao 3.17
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@

oz

ov

£, Y

Yy

€y ow

- vw

_| 72| _ 0z
N T I AT
Ve Jdy Oz
y v, dw
= 0z Jy
Ou , Ow
0z oz

(3.17)

Por meio das Equacgdes 3.6, 3.7 e 3.17, obtém-se as componentes de

deformacéo correspondentes aos modos incompativeis, de acordo com a Equacéao

3.18.
Ou OM, oM, oM,
€ =—= o, + a,+
or Ox or or
ov OM, oM, oM,
g =—-= a,+ o5+ a,
Yoy oy oy oy
ow oM, oM, oM,
€, =—= a, + ay a,
0z 0z 0z 0z
ou Ov OM, oM, oM,
=—t—=—Tlog+—2a,+—2a,+
oy ox Oy oy oy
oM, oM, oM,
+—Lla,+—2a,+—2a,
ox ox ox

ov 6w_8M1a +8M2a +6M3a N
- 6

a;

+

Vay

Ve oz oy 0z ' 9z 0z

+ 6{7 + 6(8 + CZ9
oy oy oy
ou Ow OM, oM, oM,
7/2.’1; =< T = a] aZ + aj’ +
0z Ox 0z 0z 0z
oM, oM, oM,
+ a, + o + a,
or or or

(3.18a)
(3.18b)

(3.18¢)

(3.18d)

(3.18¢)

(3.18f)

A Equacdo 3.18 pode ser colocada em forma matricial de acordo com a

Equacao 3.19. Nesta equacao observa-se o reposicionamento dos coeficientes do

vetor ¢ para manter a compatibilidade com as componentes do vetor de

deformagao.
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an 0 0 aMZ 0 0 6M3 0 0 ] ]
ox ox or a,
M
. 0 oM, 0 0 oM, 0 0 oM, o e
5,15 ay ay ay a7
6'1
EJ 0 0 6é\41 0 0 aé% 0 0 8;\43 a,
z _ A 2 >
Vo | | OM, oM, oM, oM, , oM, oM, a (3.19)
7/1/2 ay ax ay a:[: ay a:[; aé’
' a
70 oM, oM, oM, oM, . oM, oM, || ®
0z Oy dz 0y 0z Oy %
oM, 0 oM, oM, 0 oM, oM, ) oM, a, |
L Oz or 0z or 0z or |

Finalmente, define-se a matriz deformagao-deslocamento para os modos

incompativeis por meio da Equacéo 3.20.

oM, 0 0 oM, 0 0 oM,
ox ox ox
0 oM, 0 0 oM, 0 0
oy oy

0 0 oM, 0 0 oM, 0

B - 0z 0z
“ | oM, oM, 0 oM, oM, oM,
oy Ox oy O oy

0 oM, oM, oM, oM,

0z 0Oy 0z 0y
oM, 0 oM, oM, 0 oM, oM,
| Oz or 0z or 0z

0 0

oM, 0

oy

0 oM,
0z

oM (3.20)

3

ox

oM, oM,

0z 0Oy

0 oM,
or

Uma vez que coordenadas naturais sao utilizadas na definicdo das funcdes

de forma para os modos incompativeis, € necessario fazer o mapeamento deste

sistema para o cartesiano. Para tanto, a inversa da matriz Jacobiana avaliada no

centréide do elemento sera empregada, sendo esta dada pela Equagao 3.21.

J, "

o~ S~

=i Pl

>
N
S

(=]

w
[
R

S~ S~ S

[y
@

(3.21)

As derivadas das fung¢des de forma incompativeis podem ser dadas pela

Equacao 3.22.
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aax jol 1 '7012 '70 13 aaé

—=Jy. Jo. Ty ||— 3.22
ay _021 _022 _023 0 n ( )
0 03 03, 033 0

o2 ] o¢ |

Utilizando sucessivamente a Equacdo 3.22, obtém-se as derivadas

cartesianas dos modos incompativeis por meio da Equagao 3.23.

ou — Ou - Ou - Ou
—=J, —+J, —+J, —
or 0y o 012 on 013 oc (3233)
ov _ 702 v + 7022 v + 7023 ov (3.23b)
oy ' o& on o¢
ow - Ow - Ow - Ow
—= —+J, —+J, —
oz 03, 85 035 677 033 aé/ (323C)
ou _ 7071 ou +~7072 ou +7023 ou (3.23d)
gy " og T ony ¢

ov - Ov —= Ov - Ov

—=J, —+J, —+J, —

558 0y 85 0y, 677 03 aé/ (3.238)
ov _ j03 v + 7032 v + 7033 v (3.23f)
0z ' oé on o¢
ow _ 7021 ow +7022 ow +7023 ow (3.23q)
oy o¢ on o¢
ou - Ou - Ou - Ou
—=J, —+J, —+J, —

Oz 03, aé 03, 677 033 aé/ (323h)
o7, 287, 207, (3.23i)
ox " oé *on B og

Substituindo as Equagdes 3.7 e 3.8 na Equagéao 3.6 chega-se a parcela dos

deslocamentos incompativeis u . Substituindo este resultado na Equagéo 3.23

produz-se a Equacao 3.24

P Ty (=28e,)+J, (~2ne,)+J, (—24s) (3.24a)
Z_Z =T, (~2¢a,)+7, (~2na,)+7, (-2¢a,) (3.24b)
0T, (2 )3, (20} +7,, (26, (3.240)
Z_Z =T, (=26,)+ 7, (~2na,)+7, (-2¢a,) (3.24d)
X7, (~2a,)+7, (~2na,)+J,, (~2¢2,) (3.24)
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%:_031 (—28a,)+J,, (—2na;)+J, (—24e) (3.24f)
2—1;;021 (—28a,)+J, (-2nas)+J, (-2¢a,) (3.249)
%:_031 (=280 )+, (—2n0,) +J, (=2¢ex;) (3.24h)
0T, (<26 )7, (210 ) 3, (20 (3240

Fazendo a comparacéao entre a Equacao 3.24 e a Equacéao 3.19, chega-se

a expresséo final da matriz deformag&o-deslocamento B, descrita na Equagéo

3.25.
28], 0 0 -], 0 0 =257, 0 0 |
0 =2&, 0 0 -2nJ,, 0 0 -2{J, 0
0 0 -2£, 0 0 -2nJ,, 0 0 -2J,,
B.= =280, =2&), 0 =2nJ, -2nJ, 0 =2¢J, -2(J, 0 (3.25)
0 =2&J, =2&, 0 =2nJ, -2nd, 0  =2{J, -2(J,
287, 0 =280, -2qd, 0  -2qd, -2(J, 0 =27,

3.2.3 — Matrizes de rigidez

A energia de deformacao de um corpo elastico é dada pela Equagao 3.26.

— ] T
W= jVs CedV (3.26)

Em que C é a matriz constitutiva do elemento soélido. Substituindo a
Equacgao 3.14 na Equacéao 3.26, a expressao da energia pode ser reescrita pela

Equacao 3.27.

4 =§ jv[dT B/ +o"" B, |C|B,d+B,d |dVa (3.27)

Aplicando o principio dos trabalhos virtuais na Equagao 3.27 chega-se ao

sistema matricial dado pela Equagéao 3.28.

K?L?L Kua d _ q
KO!?L KO!(Z a* - 0

Em que ¢ é o vetor das forgas nodais equivalentes. As submatrizes do

(3.28)

sistema sao dadas pela Equacao 3.29.
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K,=| B CBaV (3.29a)
K,=| B CB,dV (3.29b)
K, =| B/CBaV (3.29¢)
K,=[ B CB,dV (3.29d)

Aplicando-se a condensacao estatica na Equacgao 3.29, obtém-se os modos

incompativeis e a matriz de rigidez do elemento de acordo com a Equacgao 3.30.

a=-K'K d (3.30a)
I_( = Kuu B Kua K;(Il Kau (330b)

Calcula-se a matriz de rigidez do elemento incompativel por meio de

integracdo numérica usando quadratura de Gauss, de acordo com a Equacgao 3.31.

I_f=Z;;W”€W(é”7w@)|f|ﬁ (3.31)

Em que i, j e k sdo as posigdes dos pontos de Gauss no sistema de

coordenadas naturais, W, sdo os respectivos pesos associados a esses pontos e

|J|l»,-k é o determinante da matriz Jacobiana. Na Figura 3.2 mostra-se um fluxograma
detalhado para o calculo numérico da matriz de rigidez do elemento.

3.2.4 — Tensoes e forgas internas
As tensdes em cada ponto de Gauss é obtida por meio da Equacgao 3.32.

c=Ce=C|e, +¢,) (3.32)

Substituindo a Equacao 3.15 na Equacgao 3.32, a expressido das tensodes

pode ser reescrita e dada pela Equacéao 3.33.
0c=CBd+CB,a’ (3.33)
As forcas internas sao dadas pela Equacéao 3.34.
f=| B odv (3.34)

Calcula-se o vetor de forgas internas do elemento mediante integracao

numeérica usando quadratura de Gauss por meio da Equacgao 3.35.

VAN CRUR S (3.35)

A Figura 3.3 mostra o fluxograma para a obtencao do vetor de forgas

internas do elemento.
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No proximo capitulo o método EAS € apresentado. Como pontuado por Simo

e Rifai (1990), esta abordagem é considerada uma generalizagdo do método dos

modos incompativeis.

Loop sobre todos os elementos

Loop sobre todos os pontos de integragdao

Figura 3.2 — Fluxograma para calculo da matriz de rigidez.

Ler as coord. do elemento no sistema cartesiano x, y e z.

v

Calcula a matriz constitutiva C

!

Calcula as fungdes de forma N e suas
derivadas com relagao ao sistema cartesiano
X, ¥y € Znos pontos de integragéo &, 7c € Ce.

I

Calcula a matriz Jacobiano J e a sua inversa J'
pelas Equagdes 3.11 e 3.12, respectivamente.

!

Calcula a matriz deformacgao-deslocamento
compativel B por meio da Equacgao 3.15.

!

Calcula no centro do elemento as fungdes de forma
No, o Jacobiano Jy e a sua inversa Jy™! fazendo uso
da Equagao 3.21.

!

Calcula a matriz deformagao-deslocamento
incompativel B, por meio da Equagao 3.25.

!

Calcula as sub-matrizes de rigidez K.,
K€ Kae utilizando a Equacéo 3.29.

J

Calcula a matriz de rigidez condensada do elemento
K = Ku, — Kuo (Koo ) 'Kau utilizando a Equacgéo 3.30.
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Figura 3.3 — Fluxograma para calculo das tensdes e forgas internas.

Loop sobre todos os elementos

Loop sobre todos os pontos de integracdo

Recupera os deslocamentos nodais do elemento no

sistema cartesiano x, y e z.

‘v
Calcula a matriz constitutiva C

!

Calcula os deslocamentos generalizados a* (ndo

conformes) por meio da Equacgao 3.30
v

Calc. as fungdes de forma N e suas derivadas
com relacdo ao sist. cartesiano X, y € z nos
pontos de integragao &g, 56 ¢ o.

I

Calcula a matriz Jacobiano J e a sua

—— inversa J' pelas Equagbes 3.11 e

3.12, respectivamente.

!

Calcula a matriz deformacgao-deslocamento
compativel B por meio da Equagao 3.15.

!

Calcula as fungdes de forma no centro do
elemento N, o Jacobiano Jp € a sua inversa
Jo' fazendo uso da Equacéo 3.21.

v

Calcula a matriz deformagao-deslocamento
incompativel B, mediante a Equacgao 3.25.

!

Calcula as deformacoes € do
elemento por meio da Equacgao 3.14.

J

Calcula as tens6es o com a Equagéao 3.33.

!

Calcula as forcas internas f pela Equacao 3.34.
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4. METODO DAS DEFORMAGOES ACRESCENTADAS (EAS)

4.1 INTRODUGAO

O meétodo das deformagdes acrescentadas (enhanced assumed strain -
EAS), inicialmente proposto por Simo e Rifai (1990), € considerado uma abordagem
generalizada do método dos modos incompativeis apresentado no Capitulo 3. A
técnica EAS tem sido bastante utilizada para o desenvolvimento de novos
elementos (de membrana, placa, casca, soélidos e sdlido-casca). O seu largo
emprego é justificado pela capacidade que esse método tem de melhorar o
desempenho de elementos de baixa ordem tornando-os livres de travamentos e, ao
mesmo tempo, possibilitando a obtencao de respostas acuradas mesmo quando se
trabalha com malhas irregulares e/ou pouco refinadas. Assim, uma vasta literatura

relacionada ao tema pode ser encontrada.

Simo e Rifai (1990) apresentaram a abordagem EAS para problemas com
pequenas deformacgdes. Ainda no ambito linear-elastico, Andelfinger e Ramm
(1993) desenvolveram diversos elementos estruturais EAS e mostraram sua
equivaléncia com os elementos de Hellinger-Reissner (HR) de Pian e Sumihara
(1984).

A extensdo da técnica EAS para a teoria das deformacdes finitas foi
realizada por Simo e Armeno (1992). Neste trabalho, foi realizada a decomposi¢ao
multiplicativa do gradiente de deformacdo em uma parte conforme e outra

melhorada.

Klinkel e Wagner (1997) utilizaram o meétodo EAS para desenvolver
elementos sélidos para analise ndo linear geométrica. A parte compativel das
deformagdes sdo as deformagdes de Green-Lagrange. Com poucos elementos foi

possivel analisar vigas e cascas delgadas com sucesso.

Brehm e Most (2003) empregaram o método EAS para enriquecer elementos
finitos planos de 4 nés. Estes foram aplicados para analise estocastica nao linear

material.

Em sua tese de doutorado, Valente (2004) discorreu sobre
desenvolvimentos na tecnologia de elementos finitos tipo casca e solido-casca na

Mecénica dos Meios Continuos nao linear. O autor empregou a técnica EAS para
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enriquecer os elementos que foram aplicados para resolver benchmarks numéricos
e em um estudo envolvendo plasticidade e contato de um componente industrial
(S-Rail benchmarks). Ainda nesse sentido, Quak (2007) utilizou a metodologia EAS
para desenvolver um elemento solido-casca para emprego em processos de

deformagao de chapas.

Nguyen (2009) empregou as técnicas EAS e ANS juntas para desenvolver
um elemento soélido-casca a fim de simular problemas sujeitos a grandes
deformagdes e a predi¢cao de springback (fenbmeno que ocorre na conformagao de
chapas metalicas). Ao empregar a técnica ANS, uma modificacdo de alguns
componentes do tensor de deformacdo de Green-Lagrange é realizada.
Consequentemente, se fez necessario escrever a equacado variacional na
configuracdo material em termos do tensor de deformagédo de Green-Lagrange e

do segundo tensor de tens&o de Piola-Kirchhoff.

Polat (2010a) aplicou a abordagem EAS juntamente com a formulagao co-
rotacional para desenvolver elementos solidos (brick elements). A n&o linearidade
geométrica foi dessa forma levada em consideragéo via rotagdo de um sistema de
coordenada local. Polat (2010b) apresentou um elemento sélido-casca no qual foi
empregado tanto o método EAS quanto a técnica ANS (assumed natural strain)

para aliviar varios tipos de travamentos.

Mostafa (2011) também empregou o método das deformacdes
acrescentadas, juntamente com as técnicas ANDES e ANS, para desenvolver
elementos solido-casca. As analises nao lineares geomeétricas foram realizadas

fazendo uso da plataforma co-rotacional.

Neuner, Schreter e Hofstetter (2018) combinaram a formulagdo EAS com um
modelo de dano plastico. A insensibilidade apresentada pela malha de elementos

finitos também foi discutida.

Kulikov e Plotnikova (2019) desenvolveram um elemento solido-casca
hibrido-misto de quatro nés usando a formulagdo sampling surfaces (SaS) para
analise do segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff. Para superar o fenémeno
do travamento as formulagdes EAS, ANS e um método hibrido-misto foram

utilizados.
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Na segdo seguinte, a base variacional do método EAS para analise n&o
linear é apresentada. Posteriormente, faz-se um discursao acerca do numero de
modos adicionados que sao empregados para enriquecer os elementos. Neste
capitulo, para a descricdo analitica das formulacbes tomou-se como base o
trabalho do Nguyen (2009).

4.2 FORMULAGAO VARIACIONAL
Seja o corpo da Figura 4.1, com dominio V e que tem suas condigbes de

contorno dadas por A = A4 U A ,em que A denota as forgas prescritas ¢* e 4,
os deslocamentos prescritos u*. A base variacional do método EAS é o principio

misto tricampo de Hu-Washizu, em que a energia total do corpo pode ser descrita

como a soma de uma parcela interna e outra externa:

VV(u,e,a) = Vth + VVext (41)
Wyoo) = fvsTcst+fVa.(ewm —e)dv - fA w.t* dA — fvu.b*pdV
em que:

e u € o0 campo de deslocamentos admissivel;
o ¢c“" = Bu é o campo de deformacgdes compativel,
e o é o0 campo de tensbdes admissivel;
e ¢ é 0 campo de deformagao independente;
e b et sdo os vetores das forgas de corpo e de superficie, respectivamente;
e (C é uma matriz que estabelece a relagdo tensdo-deformagédo (matriz
constitutiva).
Figura 4.1 — Sdlido sob agéo de forgas externas.
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O método EAS fundamenta-se no melhoramento do campo de deformacdes
dependente dos deslocamentos através da adogao de um campo de deformacdes
extra €, o qual, de acordo com o principio variacional sublinhado, ndo necessita

ser continuo. Assim:

gmnd = gvom + g (4.2)

€

Introduzindo a Equacéio 4.2 na Equacéao 4.1 produz-se:

W, [ (e} cemtav — [ ozdv -

wgo)
—fAUu.t*dA—fvu.b*pdV

De acordo com Simo e Rifai (1990), os campos de tenséo e de deformagéao

(4.3)

adicional sdo escolhidos de modo que eles sejam ortogonais entre si:

fv oedV =0. (4.4)

A condig¢ao expressa na Equacgao 4.4 elimina o campo de tensdo e, desse
modo, reduz a quantidade de campos do principio variacional misto original. A

energia do corpo pode ser agora expressa por:
— mod \! _mod . * . *
Wz = [ (7)) omav anu.t dA ~ [ w.b"pdv 45)
A variagao da energia do corpo W(u,g) € dada por:
Wiuz) = W, +0W,,, (4.6)

Tendo em conta que "¢ = g“™ + g, a primeira parte da Equagdo 4.6 ¢

dada por:

S com T mod — T TIL()d
6I/th(u,é) = fv((SS ) o dv +fv(6€) o dV (47)
Ja a segunda parte da Equacgao 4.6 € expressa como:

W, :fAdéu.t dA —[ Su.b” pdv (4.8)

A condi¢do de ortogonalidade (consisténcia) expresso pela Equacéo 4.4

pode ser entendida como uma complementariedade existente entre o campo de
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tensdo (variacionalmente consistente) de um elemento EAS e o campo de
interpolacao das deformagdes acrescentadas.

O tratamento discreto do problema se faz pelo Método do Elemento Finitos.
Conforme visto no capitulo precedente, um elemento hexaédrico pode ter seus
deslocamentos » em qualquer ponto dados pela Equacdo 3.4. A variacédo e
incremento dos deslocamentos serdo requeridos na linearizagdo do variacional,
sendo dados por:

du, = Néd
Mu, = NAd (4.9)
A variacao e o incremento das deformacgdes (6e e Ae , respectivamente)

no nivel do elemento também se faz necessaria e sdo dadas por:
be = Béd
Ae = BAd (4.10)
As deformacdes melhoradas € sao interpoladas através de uma matriz M e
sdo um produto desta por um vetor contendo os chamados “parametros de

deformagdes internas” o :
E=Ma« (4.11)

Os entes M e o serdao melhor descutidos na secdo 4.3. As formas

diferenciais e incremental do campo de deformagao acrescentada sao dadas por:

e = M b
Az = M Aa (4.12)
Reescrevendo as Equagdes 4.7 e 4.8 no nivel do elemento tem-se:
e _ com T mod _\T mod
6 int(w,e) fv(6€ >1><6 U6X1dV +fv<6€)1><6 U6><1 dv (4 13)

sWe, = _fA,(Su't* dA—fvéu.b*pdV

Para realizar a linearizacao da forma fraca de 6W(‘;L ) faz-se uma expansao

em série de Taylor e trunca-se sobre a k-ésima iteragdo. Assim:

SW (W oW, ) =W gt ) W) Aw,, Ag
(uk+17gk+l>_< int TOWeat )/H-l N (“wgk)+8<u, € (v, 5,) < e 6k)(414)
= 5WZk.ek)+D(5W€)‘(uk,ek) (A, 42,
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em que D é o chamado operador Gateaux. Com o objetivo de calcular (A (A AEk)

faz-se o lado direito da Equacao 4.14 igual a zero, resultando em:

oW, = = (W, oW ) =D(owe ) (Aw, A5
L0 - W) (Ad, Aa):—a(éwifn ) (Ad, Aa)*1)
8(d, a) 8(d, a) 0.z )

Para simplificar a notagdo a seguir, o subindice “£” inserido na formulagao
para designar uma quantidade da fase iterativa sera omitido. Introduzindo as

Equacgdes 4.10 e 4.12 na Equacéo 4.13, tem-se que:

Wia,o) = [ (BSA) o™ dV + [ (Méa)" o™dV
— (6a)" fVBT "V + (8a)' fVMTam"ddV (4.16)
T T =
= (5d) fmt+ (60() fmt
em que f, e f . sdo, respectivamente, as forcas internas compativeis e

melhoradas as quais sao expressas por:

o = f, B o

_ (4.17)
Fu = [ MTomav

Substituindo a Equacao 4.9 na Equagao 4.8 produz-se:

oW,

ext

= —(8d) [ NTtdA-(sd) [ N"bpdv

— —(6d)T [fA NTt dA + fv NT b*pdV] (4.18)

o

= _(6d)T f;,:rt

de onde se obtem o vetor das forgas externas:

_ T g% T 1.%
L. —fA Nt dA-l—fVN b*pdV (4.19)

o

Verifica-se que o vetor de forca externa mostrado na Equacao 4.19 tem a
forma padrdo encontrada nos elementos finitos formulados em deslocamentos
padrao (Ver, por exemplo, Onate (2015)). Substituindo a Equac&o 4.16 no lado direito
da Equacéo 4.15, tem-se que:



53

(6w oWy,
D(6W*).(Ad, Aa) = %.Ad + %.Aa
_ 8(fmt) Ta<fmt>
= (8d)' ¥ Ad + (ba) S Ad + .20
+(6d)T—a<ajz”>.Aa+(6a)Ta<8]Z“).Aa
:[(&z) K, +(6a) K }Ad+[(6d) K, +(6a) K, |.Aa

A Equacao 4.20 estabelece as matrizes de rigidez do elemento. Assim, K_¢é

uu

a matriz de rigidez convencional dos elementos finitos formulados em

deslocamentos:
0 ()
K, =—" = | B"CBdV 4.21
"= K (4.21)
As matrizes de rigidez K_,, K, que sdo interpoladas com a matriz de

interpolacdo convencional e com o campo melhorado, s&o determinadas como

segue:

a f;nt

au

f MT C Bdv (4.22)

K a -fmt

ucx

f B'CMdV (4.23)

Por fim, a matriz K__ , interpolada completamente com o campo assumido &

obtida fazendo-se:

K 8 f;nt

[e7e%

f ML CMAV (4.24)

Com a substituicdo das Equacdes 4.16 e 4.18 na parte esquerda da Equacao
4.15 e, da parte direita da Equacao 4.20 na parte direita da Equacgao 4.15, tem-se
que:

—(6W, + 6We, ) = D(6W*). (6w, 65,

6d" (£~ f,,) — (6a) F =[6d"K,, + 60K, | Ad + (4.25)

ucx

+ [6d"K,, + 5K, | Aa

Para V(éd, (504) se obtém o seguinte sistema de equagbes:
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Ad
Aa

K’U/LL KU,(,Y
KO( u KO[ (07

fezf __ fmt

int

(4.26)

Uma vez que no campo € nao é requerida a continuidade entre elementos,
pode-se (por condensagdo estatica) eliminar Aa no nivel do elemento antes da
montagem da matriz de rigidez global. Da segunda linha do sistema expresso na
Equacgao 4.26, pode-se determinar o incremento dos parametros de deformacéao

interna como:

Aa = ~(K,,) (Fu+ K, Ad) (4.27)

Introduzindo a Equacao 4.27 na primeira linha do sistema dado pela Equacéo
4.26, finalmente, tem-se como resultado:

KuuAd + KuaAa = f;:L't_ -fmt
Kuu Ad - K’ua (Kaa )71 (fmﬁ' KuaAd) - fe:Lt_ -fmt (428)

K - K (K )71 Kau Ad = f;ﬂ_ fmt+ Kua (Kaa )71 fmt

uu ux [e7e%

Verifica-se que apds a condensacgao, o sistema obtido possui a forma similar

dos elementos finitos desenvolvidos em deslocamentos com a matriz de rigidez

condensada K do elemento sendo dada por:

uu ucx [e7e% au

K-K, -K,(K,) K (4.29)
e o vetor de forgas residual r do elemento definido por:

r= f;ﬂ_ -fint+ Kuoz (K )_1 fmt (430)

a

Embora ndo deduzidas no Capitulo 3, expressdes semelhantes para as
corre¢des dos delocamentos generalizados e para o vetor residuo também podem

ser obtidas para o método dos modos incompativeis.

4.3 PARAMETROS DA FORMULAGAO EAS

O campo de deformacdes acrescentado no sistema de coordenadas natural €
interpolado por:
g =M, (4.31)
em que a € vetor de parametros de deformagao interna, cuja dimensao depende da

matriz de interpolacdo do campo adicional, que por sua vez depende dos modos
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requeridos a acrescentar. Estas deformacbes internas preenchem o campo de
deformagdes compativel para aliviar termos parasiticos. Para expressar os valores
desse campo no sistema de coordenadas cartesianas se faz necessario uma

transformacéo. Esta é dada por:
“ “ T," &, (4.32)

em que:
e J é a matriz Jacobiano;

e J, € a matriz Jacobiano calculada no centro do elemento (¢ = 0, n = 0, (=0.);

e T, € a matriz de transformag&o que mapeia as quantidades do espago fisico

para o espaco natural. Este ente, totalmente demonstrado no Apéndice D, é

avaliado no centro do elemento e dada por:

o Jo Jo 2J, Jy. 2J, Jy, 2J, Jy.
Joo Je 2J, Jy, 2J, J,, 2J,.J,
T - Jo o . 2Jy Jy, 2Jy Jy, 2J, J,, (4.33)
Jo o, Jo, Jo, Jodo, Jodo, T o So, So Jo, T oo, o So, + T, :
Jo o oo, Jo o, Jo o, +o o, Jo o, Ho o, o do, + oo,
ouToy, Jondon JonTo o Ton +oudon Tondoy +on e, ondo, + 0T

O fator adicional ‘JO‘ / ‘J‘ na Equacdo 4.33 é introduzido para que o
elemento seja capaz de obedecer a condicdo de ortogonalidade (Equacédo 4.4).
Observa-se que o mapeamento entre os sistemas natural e fisico € realizado no
centro do elemento para obter valores Unicos para os parametros «,. Combinando

as Equacgobes 4.31 e 4.32, o campo melhorado no sistema de coordenadas fisico é
dado por:

‘J‘ O'T MEa = Ma«a com M = @TO'T ME (4.34)

A matriz de interpolacdo para os modos de deformacdo melhoradas, de

acordo com Andelfinger e Ramm (1993), é dada por:

00000000 00 0 0 0 & &0 0 0 0 0 0 0 & O 0 0 0 0
070000000 00 0 0 0 0 0 &0 0 0 0 0 0 &0 0 0 0
o000 000000 00 0 0 0 0 0 0 0 &0 0 0 0 0 &0 0 0
1000 0000 E n£0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 &0 0 0 0 0 &0 0
00000&ECO00O0 O &0 0 0 0 0 0 0 0 0 &0 0 0 0 0 &¢ o0
0000000 R CO O 0 0 & &0 0 00 0 0 0 0 »£0 0 0 0 0 é&n¢

(4.35)
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A matriz M,;, expande o campo de deformacdes compativeis para o campo
trilinear completo (EAS-30). Assim, um elemento hexaédrico de oito nés melhorado
tem um total de 54 modos: 24 modos compativeis mais 30 modos adicionais. A

matriz M, quando introduzida na Equacado 4.34 fara com que ¢ satisfaca a

condigao de ortogonalidade dada pela Equagéao 4.4. A matriz M€ € ainda projetada

de tal maneira que os elementos EAS sejam livres de travamentos (locking-free) e

ao mesmo tempo passem no teste da parcela.

A dimensdo de a varia conforme o(s) tipo(s) de travamento que se deseja
superar (volumétrico, de membrana e/ou de cisalhamento, etc.). Na Tabela 4.1 tem-
se algumas sugestdes para reduzir o numero de modos adicionais a ser utilizado

nos elementos.

Tabela 4.1 — Modos de deformagéo interna utilizados no EAS.

Tipo de

Elemento EAS Modos adicionados ativados

Capacidade

3v + 0c

(Apenas modos 25 a 27 em (4.43) Livra travamento

EAS3v ~ -
sao adotados para melhorar as volumeétrico
deformacgdes normais)
Ov +6¢
EAS6C (Modos 28 a 33 em (4.43) sédo Livra travamento de
adotados para melhorar as cisalhamento
deformacbes de cisalhamento)
3v +6¢ Livra tr,a\(amento
EAS9 (25 a 27) + (28 a 33) voI}Jmetrlco e de
cisalhamento
EASH 6V +60 Mta_lhor compo_rkt;_::_n(;legto
. a incompressibilidade
(25 a27; 40, 43, 44) + (28 a 33) comparado ao EAS9
Melhor comportamento
3v +12¢ . ~
EAS15 a flexao comparado ao
(25a27) + (28 a 39) EAS9
Totalmente livre de
EAS21 9v +12¢ trav_amento volumétrico
(25 a27;40 a45) + (28 a 39) e livra travamento de
cisalhamento
Totalmente livre de
EAS24 9v +15¢ travamento
(25 a27;40 a45) + (28 a 39; 46 a 48) cisalhamento e de
volume
Totalmente livre de
12v +18c travamento volumétrico
EAS30 (25 a27;40 a45;49 a51) + (28 a 39; e cisalhamento;

46 a 48; 52 a 54)

Aplicados com malhas
distorcidas

Fonte: NGUYEN (2009).
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5. DESCRIGAO CO-ROTACIONAL DO CONTINUO

5.1 INTRODUCAO

Para Felippa (2001), na analise nao-linear geométrica utilizando o método
dos elementos finitos (MEF), trés diferentes tipos de descri¢des cinematicas
lagrangianas tém sido utilizadas atualmente. Estas s&do: descri¢gao lagrangiana total
(LT), descricédo lagrangiana atualizada (LA) e descrigao co-rotacional (CR).

Na descricao lagrangiana total (LT), as equagbdes do MEF sao formuladas
em relagao a uma configuragao de referéncia fixa, em geral, a propria configuragéo
inicial assumida pela estrutura. Assim, os deslocamentos calculados numa analise

incremental se referem a um mesmo referencial fixo (a origem).

A descricdo lagrangiana atualizada (LA) caracteriza-se pelo fato das
equagdes do MEF serem formuladas em relagdo a ultima configuragdo de
equilibrio. Para tanto, a configuragcdo de referéncia € mantida fixa durante o
processo iterativo, dentro de um mesmo passo de carga e, atingido o equilibrio, os
esforcos internos e deformagdes passam a ser definidos a partir daquela nova

configuragao de equilibrio.

A descrigdo co-rotacional esta baseada na separagao explicita entre os
movimentos de corpo rigido e deformacionais. A principal ideia da descricdo CR
consiste em adotar para cada elemento um sistema de coordenada local que
rotaciona com o elemento e, dessa maneira, leva-se em conta a nao linearidade
geométrica. Neste sistema local, pode-se entdo usar a matriz de rigidez linear

convencional.

Segundo Felippa (2001), a descricdo cinematica co-rotacional é a mais
recente das formulagdes utilizadas na analise nao-linear geométrica de estruturas
e, em funcédo disto, ainda ndo atingiu o mesmo nivel de desenvolvimento da
formulag&o lagrangiana. Consequentemente, uma grande variedade de assuntos

ainda pode ser pesquisada no ambito dessa plataforma.

Neste capitulo faz-se um breve levantamento historico da descricdo co-
rotacional. A formulagao para continuo bi e tridimensional é entdo descrita conforme
originalmente apresentada por Moita (1994), Crisfield e Moita (1996) e Moita e
Crisfield (1996).
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5.2 BREVE HISTORICO DA PLATAFORMA CO-ROTACIONAL

Conforme apontado por Urthaler e Reddy (2005), a formulagdo CR tem
origem no teorema da decomposi¢ao polar desenvolvido no ambito da Mecénica
dos Meios Continuos. De acordo com Truesdell (1966), esse foi estudado pela
primeira vez por Cauchy em 1827 e, posteriormente, em problemas geologicos por
Biot (1965) e estabelece que a deformacéo total de uma superficie continua pode
ser decomposta em um movimento de corpo rigido e uma deformagao relativa.
Outros avancos desta descricdo cinematica se deram na industria aeronautica e

aeroespacial nas décadas de 50 e 60 do século passado.

A extensao da ideia utilizada na industria aeronautica para a analise nao-
linear geométrica de estruturas utilizando o MEF baseou-se em um conceito
bastante simples: ao invés de se utilizar um sistema de eixos unico para a estrutura
como um todo, deveria ser utilizado um sistema de eixos por elemento. Esta
abordagem possibilitou o atendimento de uma premissa basica: que os
deslocamentos e rotagbes deformacionais do elemento sejam pequenos em
relacdo ao sistema de eixos local. Excluindo-se os movimentos de corpo rigido e
trabalhando apenas com a parte deformacional, existe a possibilidade do uso dos
melhores elementos finitos lineares em problemas envolvendo nao linearidade

geométrica.

O conceito da descrigdo cinematica CR foi introduzido em um contexto do
MEF por Wempner (1969) em um estudo de rotacdes finitas de cascas flexiveis.
Belytschko e Hsieh (1973) utilizam a abordagem em elementos finitos de viga
submetidos a grandes rotagdes e propde um método baseado em um sistema de
coordenadas curvilineas denominadas “convected coordinates”. Observa-se que
estes trabalhos tem muito em comum com o conceito de decomposi¢cdo do
movimento de Argyris (1965), o qual foi inicialmente denominado de “aproximacao

natural”.

No ano de 1976, Oran estudou grandes deformagdes e a analise da
estabilidade de pérticos estruturais. Fraeijs de Veubeke (1976) desenvolveu uma
formulagcdo co-rotacional para a analise dinamica de estruturas na industria
aeronautica, fazendo uso de um unico sistema de eixos co-rotacionais para a

estrutura como um todo (shadow element). Entretanto, este trabalho estava mais
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voltado a uma solucéo analitica do problema, do que mediante uma formulagao
pelo MEF.

A adocgao de um sistema de eixos para estrutura como um todo gerava uma
série de dificuldades, de modo que o conceito de configuragéo fantasma (shadow)
foi levado para o nivel do elemento por varios pesquisadores, dentre eles Bergan e
Horrigmoe (1976) e Bergan e Nygard (1986).

O conceito de uma configuragdo fantasma facilitou o entendimento da
formulagao co-rotacional e foi usado por varios autores para eliminar o movimento
de corpo rigido de cada um dos elementos e com a parte deformacional
remanescente realizar-se o cédmputo do vetor de forgas internas do elemento.
Todavia, as derivadas do vetor de forgas internas nao foram utilizadas diretamente
na montagem da matriz de rigidez tangente, o que conduziu a uma perda de

consisténcia.

Belytschko e Glaum (1979) introduziram o termo “co-rotacional” para se
referir ao movimento do sistema de coordenada local anexado ao elemento, e esta
terminologia se tornou adotada na maior parte dos artigos publicados a partir de

entjo.

Rankin e Brogan (1986) introduziram a formulagdo EICR - “Element
Independent Corotacional Formulation”, que foi posteriormente refinada por Rankin
e Nour-Omid (1988) e por Nour-Omid e Rankin (1991) e implementada no programa
STAGS (Almroth et al., 1979). A formulagcédo EIRC né&o faz uso explicito do conceito
“shadow element’ na obtencdo dos deslocamentos deformacionais, utilizando em
vez disso operadores de projecao, processo bastante similar utilizado por Bergan
e Nygard (1986). Estes autores usaram a formulagdo co-rotacional diretamente

para obter uma matriz de rigidez tangente consistente.

A formulagao proposta por Nour-Omid e Rankin (1991) ainda apresentava
restricdes no numero de grau de liberdade que poderiam participar na rotagdo do
sistema de coordenadas do elemento e manter simultaneamente a consisténcia da
matriz de rigidez tangente. Haugen (1994) resolve este problema desenvolvendo
um trabalho aplicado ao estudo de cascas planas discretizadas por elementos
triangulares e quadrangulares que apresentavam o grau de liberdade de rotagao
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torcional, combinando a natureza invariavel da formulagao de Bergan e o equilibrio

e a consisténcia da formulagédo de Rankin.

Crisfield (1990) apresentou uma formulagéo consistente para a analise nado
linear geométrica de porticos espaciais. Peng e Crisfield (1992) apresentaram uma
formulacdo consistente para o estudo de estruturas de cascas, utilizando uma
combinacao do elemento triangular de membrana com deformagdes constantes e

do elemento triangular de placa com curvatura constante.

Muitos trabalhos foram realizados com a finalidade de desenvolver
elementos de viga e triangulares mas, a extens&o da formulagao co-rotacional para
continuo contava com a dificuldade da determinacdo do sistema de eixos que

passasse no teste da parcela e que fosse independente da numerag¢ao nodal.

Em sua tese de doutorado, Moita (1994) apresentou o desenvolvimento de
formulagbes em elementos finitos para o estudo do continuo (bi e tridimensional).
Inicialmente, uma introdugédo a problemas n&o lineares foi realizada através do
desenvolvimento de elementos de membrana. Estes fazem uso da descricdo
lagrangiana total e sdo desenvolvidos para aplicagdes em estruturas hiperelasticas.
Este autor entdo partiu da Mecanica do Continuo para desenvolver elementos de
deformacéo plana enriquecidos com modos de deslocamentos incompativeis. Em
seguida, o elemento é formulado dentro de uma abordagem nao linear novamente
com a técnica lagrageana total. Apesar de funcionar bem, a nova formulagéo
apresentou dificuldades de convergéncia quando aplicadas em analises no ambito
das grandes deformacdes. Para superar este problema, adotou-se a formulagéo
co-rotacional e os elementos finitos lineares com modos incompativeis. Essa
abordagem permitiu entdo a extensdo nao convencional da formulagado para o

tratamento de problemas com grandes deformacoes.

Crisfield e Moita (1996) utilizou elementos incompativeis e a formulacédo CR
desenvolvida para o continuo bidimensional. Moita e Crisfield (1996) mostraram a
extensao do trabalho anterior para o continuo tridimensional. Finalmente, Crisfiled
e Moita (1996) apresentaram uma plataforma unificada para a aplicagdo da
formulag&o co-rotacional para a analise de soélidos, cascas e vigas sob o dominio
das pequenas deformacoes.
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Battini (2008) apresentou um elemento nao-linear co-rotacional plano de
baixa ordem para analise de estruturas sob grandes deslocamentos e pequenas

deformacoes.

Yaw, Sukumar e Kunnath (2009) apresentaram uma formulagdo CR
meshfree para o continuo bidimensional. Nota-se que no tocante a descricdo
cinematica, este artigo segue a mesma abordagem proposta por Crisfield e Moita
(1996).

Polat (2010a) apresentou a formulagao co-rotacional de uma elemento sélido
livre de travamentos. Para tanto, o mesmo foi enriquecido através do método EAS.
Polat (2010b) apresentou a formulag&o co-rotacional de um elemento s6lido-casca
utilizando as técnicas EAS e ANS. Verifica-se que em ambos os trabalhos o autor
adotou a mesma formulagao proposta por Moita e Crisfield (1996) para descrever

a cinematica do elemento no continuo em trés dimensoes.

Na sua tese de doutorado, Mostafa (2011) apresentou um elemento sdlido-
casca nao linear geométrico baseado nos conceitos ANDES, ANS e EAS. A
formulacédo co-rotacional também é utilizada para analise n&o linear geométrica.
Norachan, Suthasupradit e Kim (2012) apresentaram um elemento co-rotacional
degenerado de 8 (oito) nés com ANS e EAS. Este foi utilizado para modelar

estruturas com geometria do tipo parede delgada.

Zhen e Qin (2013) também desenvolveram um elemento sélido-casca livre
de travamentos para analise ndo linear geométrica de estruturas tipo casca. A
formulacdo CR é usada para permitir que o elemento linear seja utilizado para

analise nao linear geométrica.

Outras linhas de investigagcdo veem se propondo a estudar problemas
estruturais sob o enfoque dindmico. Faroughi (2014), apresentou uma extensao da

formulacéo de Battini (2008) para a analise de problemas dindmicos nao lineares.

Cho, Shin e Yoh (2017) propuseram elementos solidos e solido-cascas
aplicaveis a estruturas sob movimentos prescritos. Termos centrifugos e inerciais
foram deduzidos para analisar o comportamento do movimento da estrutura. Neste
trabalho, componentes de deformacgao assumidas (assumed strain) foram definidas
seguindo o principio variacional de Hellinger—Reissner. Cho, Kim e Shin (2018)

apresentaram uma formulagdo dindmica nao-linear baseada na abordagem co-



62

rotacional para elementos sdlidos. Esta formulagcdo, segundo os autores, é
relativamente eficiente, mas baseada na hipdétese de pequenas deformacgdes
durante os grandes deslocamentos e rotacbes desenvolvidos. A formulagéo
dindmica que foi apresentada é deduzida das equagdes de movimento de

Lagrange.

Huang et al (2018) estenderam um elemento sodlido-casca n&o linear
denominado US-ATFHS8 para analise ndo linear geométrica por meio da
formulacgao co-rotacional baseada na descri¢gao lagrangeana atualizada. Problemas
numericos rigorosos foram avaliados tanto com malhas regulares quanto com

malhas distorcidas.

Li et al (2018) apresentaram um elemento co-rotacional de casca
quadrilatero curvo com um novo tratamento para rotagdes em intersecdes de
estruturas multicascas dobradas. Para aliviar travamentos de membrana e de
cisalhamento, os autores usaram a abordagem MITC (Mixed Interpolation of

Tensorial Components).

Yang e Xia (2019) examinaram em detalhes os aspectos teoricos e
computacionais do vetor de rotacdo e sua parametrizacdo. Duas formulacbes de

elementos co-rotacionais de casca livres de singularidades sdo apresentadas.

Dean, Safdar e Rolfes (2019) apresentaram uma formulagdo CR e
implementaram um modelo de plasticidade anisotrépico para realizacdo de analise

nao linear geométrica de estruturas de fibras de polimeros reforgcadas.

Alguns trabalhos de pesquisa desenvolvidos no Programa de Pds-graduagéo
em Estruturas e Construgcao Civil da UnB trataram da formulacédo co-rotacional,

entre os quais:

o Cortivo (2004) estudou problemas de néo linearidades fisica e geométrica
de estruturas de cascas finas, no dominio de pequenas deformacdes,
adotando o modelo elastoplastico por camadas baseado no critério de
escoamento de von Mises. O autor utilizou, como ponto de partida, a
formulagédo cinematica co-rotacional CSSE (Consistent Simetrizable Self-
equilibrated), o elemento finito de casca linear elastico triangular de trés nés
ANDES (Assumed Natural Deviatoric Strain) e o método de comprimento de

arco. Como extensao para acomodar a nao-linearidade fisica (plasticidade),
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o autor adotou o modelo elastoplastico por camadas baseado no critério de
escoamento plastico de von Mises, tanto para materiais com encruamento

isotropico quanto para materiais perfeitamente plasticos.

Menin (2006) aplicou a descricdo co-rotacional na analise nao-linear
geométrica de estruturas discretizadas por elementos finitos de treliga, vigas
e cascas. No estudo de trelicas e porticos planos, as equacgdes de
transformagao que permitem a separagao dos movimentos de corpo rigido e
deformacional puderam ser obtidas de forma exata, considerando apenas
argumentos puramente geomeétricos. Para o caso de porticos espaciais e
cascas, 0s deslocamentos deformacionais foram obtidos utilizando
operadores de projecao. Métodos indiretos como o parametro de rigidez
CSP — Current Stiffness Parameter e a alteracdo do numero de pivos
negativos da matriz de rigidez foram capazes de detectar e classificar com
grande precisdo a ocorréncia de pontos criticos (limites ou de bifurcagao) e
turning points. Na resolugdo do sistema de equagdes nao-lineares e
obtencdo das trajetérias de equilibrio, foram implementados diversos

métodos combinados com o método de Newton-Raphson completo.

Belo (2009) desenvolveu a formulag&o co-rotacional em elementos finitos de
casca para analises hiperelasticas. O autor avaliou o problema da nao-
linearidade material de estruturas submetidas a grandes deslocamentos e
rotagdes. Elementos bidimensionais derivados do contexto da formulagéao de
deformagédo deviatéria natural (ANDES), da formulagdo co-rotacional de
elemento independente (EICR) e do comprimento de arco sdo adaptados ao
comportamento dos materiais hiperelasticos. Este tese foi realizada na
Universidade Federal de Santa Catarina e contou com a co-orientacdo do
Prof. William Taylor Matias Silva (UnB).

Silva (2011) estudou porticos planos submetidos a grandes deslocamentos
e rotacdes. O autor também avaliou o efeito da n&o-linearidade material por
meio de um modelo de plasticidade unidimensional bilinear com
encruamento isotrépico para integrar as tensdes normais ao longo da altura

da secao transversal dos elementos.
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o Da Silva (2013) apresentou analises dinamicas de porticos espaciais

fazendo uso da descricdo cinematica co-rotacional. O autor utiliza o
procedimento de Newmark aplicado ao vetor de rotacao incremental e as
suas derivadas no tempo, para o tratamento dinamico das rotacgdes,
velocidades e aceleragdes angulares. Para resolver os problemas dinamicos
€ empregado o método de integragdo HHT-a em combinagdo com o método

de Newton-Raphson.

Cunha (2015) realizou analises nao lineares geométrica de porticos planos
utiizando a formulagdo co-rotacional como descricdo cinematica. As
estruturas foram discretizadas com elementos de viga que unificam as
teorias de Bernoulli e Timoshenko, denominados elementos de viga
unificados. De acordo com o autor, a matriz de rigidez obtida neste trabalho
apresenta fatores de corre¢cdo que ndo permitem a ocorréncia do fenédmeno

de travamento por cisalhamento.

Oliveira (2016) descreveu a formulagao co-rotacional de um elemento de
viga unificado. Esta formulagdo engloba as teorias de vigas de Euler-
Bernoulli e de Timoshenko, utilizadas para descrever problemas fortemente
nao-lineares e que nao apresentam bloqueio por cisalhamento. O autor
apresentou e implementou o método de comprimento de arco, que consiste
em um método de solugdo numérica largamente utilizado e altamente
robusto, capaz de tragar trajetorias de equilibrio fortemente ndo-lineares com

a presenca de diversos pontos criticos.

Conforme apontado por Felippa (2001) e outros autores, dentre as principais

vantagens da formulagdo co-rotacional em relagdo as outras formulacoes

lagrangianas pode-se destacar:

o Eficiéncia no tratamento de problemas envolvendo grandes rotagdes e

pequenas deformacgdes, o que cobre uma grande variedade de problemas
praticos de engenharia estrutural, sendo particularmente importante em
estruturas aeroespaciais;

Permite a reutilizacdo de bibliotecas de elementos finitos lineares pré-
existentes, em uma analise n&o-linear geométrica de estruturas, em

especial, se a formulagao EICR for empregada;
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o Decompde nao-linearidades materiais, caracterizadas por pequenas
deformagdes, de ndo-linearidades geométricas;

o Facilidade de adaptacao ao estudo de elementos estruturais com graus de
liberdade de rotacédo (vigas, placas e cascas) submetidos a grandes
rotagdes, lembrando que tais elementos sdo razoavelmente complicados de
serem estudados com descri¢des cinematicas lagrangianas;

o Facilidade de interface com programas envolvendo multibody dynamics
(MBD);

o Pode levar a uma matriz de rigidez tangente ndo simétrica para elementos
com graus de liberdade de rotagdo no espago. Entretanto, conforme ja foi
apresentado por um grande numero de pesquisadores, pode-se utilizar
processos de simetrizagdo sem prejudicar os resultados finais ou mesmo o

grau de convergéncia da solugao.

Ainda de acordo com o autor antes mencionado, dentre as desvantagens dessa

descricdo cinematica do movimento, destacam-se:

o A formulagdo co-rotacional ndo é vantajosa no estudo de problemas
envolvendo grandes deformacgdes plasticas.
o Envolve formulagbes matematicas mais complexas na avaliagdo dos graus

de liberdade de rotacao.

5.3 DESCRIGAO CO-ROTACIONAL INDEPENDENTE DO ELEMENTO (EICR)

Numa formulacdo co-rotacional “independente do elemento” uma dada
classe de elementos (isto €, um grupo de elementos que apresentam o mesmo
numero de nos e graus de liberdade) pode ser analisada com relagdo a um sistema
de coordenada local pré-estabelecido e fixo em cada elemento. A nao linearidade
geométrica é introduzida pela rotagao deste sistema local, no qual uma matriz de
rigidez linear convencional pode ser utilizada. Essa abordagem fornece uma
maneira facil de introduzir ndo linearidade geométrica com elementos lineares
existentes. Conhecendo-se a configuracdo atual do elemento (Figura 5.1), o

sistema local é definido por meio das bases vetoriais e,—e; .
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Figura 5.1 — Bases vetoriais local e global.
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O sistema de coordenadas local tem a origem sobre um dos nos e é definido
de forma diferente conforme o tipo de elemento. Para elementos de viga 2-D ou
para um elemento de casca triangular, o sistema local pode ser deduzido
diretamente das coordenadas dos nds. No caso de vigas 3-D e elementos de casca
quadrilatero se pode também obter este sistema por meio de um processo
relativamente simples. Para o continuo, a definicdo destes eixos locais € menos
simples e, neste momento, com o intuito de inicialmente descrever a estrutura da

formulacéo co-rotacional EICR, sera assumido que estes eixos ja sao conhecidos.
Seja um elemento finito arbitrario dado na Figura 5.2. O sistema de
coordenada local é definido pelo pré-estabelecimento das bases vetoriais (e,—e; ).

Os deslocamentos nodal global estdo relacionados aos deslocamentos local por

alguma espécie de relagédo cinematica dada por:

u,:f(ug,el,ez,ej) (5.1)
Figura 5.2 — Elemento sdlido de oito nés.
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J [

e,

L 4

Bee oL
Lo




67

Neste trabalho, os valores locais serdo escritos com um subindice 1/,

enquanto que valores globais terdo subindice g . Desta maneira, u, e u,
representa os deslocamentos nodais local e global, respectivamente.

Em virtude de, no nivel local do elemento, a formulagao utilizar a matriz linear
convencional B,, o vetor de forgas internas para o sistema local pode ser calculado

por meio de,
Ji :IB/T o, dV, =K, u, (5.2)
em que B, € a matriz convencional local que relaciona as deformagbes de

engenharia aos deslocamentos locais; o, sdo as tensdes locais; e K, € a matriz

de rigidez tangente linear local convencional para pequenas deformagdes. Com
grandes deformacgdes ou plasticidade, aplica-se o lado esquerdo da Equagao 5.2.

No ambito linear-elastico, pode-se simplesmente utilizar o lado direito.

Da variacdo da Equagao 5.1 surge a matriz de transformagéo 7, a qual
relaciona a variagéo entre os deslocamentos local e global:

ou=Tou, (5.3)

Da equivaléncia entre o trabalho virtual nos sistemas local e global pode-se

produzir a relagao entre os vetores de forgas internas global e local na forma,
[, =T f,=T"K,u, (5.4)

em que o termo do lado direito na Equacéao 5.4 aplica-se a pequenas deformacoes

e elasticidade linear.

Para obter a matriz de rigidez tangente global, diferencia-se a Equagéo 5.4.
Desse modo, tem-se que:
§f,=T' 5 f,+6T" f,=T"K,6u+K, Su, =T K, TSu,+K,_Ju, (5.5)

—_——
K

g

Nota-se que K, ¢ a matriz de tensdo inicial, enquanto K, é a matriz de

rigidez tangente local. Com pequenas deformagées e elasticidade linear, K, = K, .

Neste trabalho se utiliza a técnica EAS e o método dos modos incompativeis

para aumentar a performance dos elementos. Como se pode verificar nos Capitulos
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3 e 4, o emprego dessas metodologias acarretam na seguinte modificagdo na
matriz de rigidez local: K, =K, - K. K.'K, .

Nas sessOes 5.4 e 5.5 a seguir serdo apresentadas as dedugdes completas

da matriz K, para os dominios bi e tridimensional, respectivamente.

5.4 APLICAGAO DA DESCRIGAO CO-ROTACIONAL AO CONTINUO 2-D

Seja o elemento continuo bidimensional apresentado na Figura 5.3.
Observando a sua cinematica é possivel identificar que no quadrilatero ocorre uma
translagcdo seguida de uma rotagcdo (movimentos de corpo rigido) entre a
configuragao inicial e uma nova configuragdo. Posteriormente, 0 mesmo sofre um

processo de deformagédo atingindo dessa forma sua configuragao final.

Figura 5.3 — Sistemas de coordenadas locais e global para o continuo 2-D.

Configuracio
final
Configuracio
inicial i l ; "
. Ug u *
4
i\
Xg 'AY 5
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xg 7
i| A
14 Xg
Y
X,
X

A rotacdo do sistema local do elemento pode ser definida através da base

vetorial e,—e, e expressa em termos do angulo ¢ . A referida base € dada

cos@ -sen@
= , = 5.6
¢ Len@} “ { cos@ } (5:6)

Usando os vetores definidos na Equacdo 5.6 pode-se estabelecer a

vetorialmente por:

configuragéo atual do né i por meio da seguinte expressao:

X, — X, :(X;—u;)—(X;—u;):[eI ez](Xf+uj):Ei(Xj+uj) (5.7)
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Em que:
* x, define as coordenadas atuais;

* X, define as coordenadas iniciais;
° u, contém os deslocamentos globais total no né i (isto é, u; e v;,);

e x, contém as coordenadas nodais atuais do né i, (isto €, x’g e ).

Ao se assumir que o sistema local inicial coincide com a diregao do sistema

global, a geometria inicial do elemento pode ser definida por:
X =X,-X, (5.8)
Pode-se perceber que este vetor representa as coordenadas materiais do né

i no sistema de coordenadas local e possui 0 mesmo modulo em ambos os

sistemas (local e global).

Da Equagao 5.7 tem-se que o vetor de deslocamentos locais (movimento

deformacional) do né i é expresso por:
u =(E') x'-X (5.9)
5.4.1 Determinagao do sistema de eixos locais

De acordo com Crisfield e Moita (1996), varios métodos foram utilizados para
definir o sistema local, entretanto eles geralmente falhavam no teste da parcela
para grandes deformagdes, o qual no nivel mais basico, significa que para um
gradiente de deformagdes constante, uma parcela dos elementos deve responder

com as mesmas deformacdes constantes nos pontos de Gauss de cada elemento.

Para superar este problema, adota-se a estratégia proposta por Jetteur e
Cescotto (1991) na qual se assume que o spin no centroide do elemento na

configuragao atual é zero. Assim:

Q:%_év,

i/ (5.10)
oY, oxX,

Esta técnica permite o calculo do angulo 6 (e com isso, as base vetoriais
e,—e¢,). A Equacdo 5.10 pode ser representada, em termos das fungdes de forma
por:

Q=a/(X,) u=0 (5.11)
em que:
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(7) (2 1)NL+J;) (2.2)N))
~(; (L.1)N!+J; (1,2)N})
(7) (21)N:+J, (2.2)N;)
(S (LN +7; (1.2)N;) (5.12)
. .

: (/) (21)Ni+J) (2.2)N;)
(A (LN (12)))
(7 (21N +77 (2.2)N7)

—(J) (1IN +J;) (1.2)N))

u' z{ul vieur vioud v v4}T (5.13)
Por sua vez:

e J, € 0 Jacobiano calculado no centréide do elemento;

e N. e N, sao as derivadas das funcbes de forma com relagdo as
coordenadas naturais ¢ e r, respectivamente, novamente calculadas no
centréide do elemento. O superindice i relacionado a numeragao nodal.

O vetor 4, é fungdo de X, (via J,) sendo, portanto fixo. Uma dedugéo

completa desse vetor (ou matriz para o caso tridimensional) € dada no Apéndice A.
Conhecendo-se o deslocamento global total u,, o deslocamento local u, pode ser
calculado com o angulo ¢ (o qual define e, e e,). Este torna-se portanto a unica
incognita.
Entdo, das Equagdes 5.11 e 5.12, apds manipulagdes algébricas, tem-se
que:
0 =asenf+bcos —c =0 (5.14)
com
a=c¢" x,; b=d"x,;, c=a]X, (5.15)
Pode-se demonstrar que ¢ =0 fazendo essa variavel igual a:
c=) NiX/ - NY; (5.16)

ou, por meio de:
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29X oY (5.17)
oY, ox,
Sendo nula cada parcela da Equagéo 5.17, isto é,0X,/0Y,=0 e 0Y,/oX,=0,

tem-se finalmente que ¢ =0.

Observa-se que o vetor ¢ na Equagao 5.15 pode ser escrito como:

0 -1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0
. 0o 0 1 0 0 0 0 0 0 (5.18)
0o 0 0 0 0 -1 0 0
0o 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -1
o0 0 0 0 0 1 0
e d por:
d=a,
Por meio da Equacéao 5.14 obtém-se:
0 = arctan (_;bj (5.19)

De acordo com Jetteur e Cescotto (1991), utilizando o angulo ¢ dado na
Equacado 5.19, o elemento passa satisfatoriamente no teste da parcela para
grandes deformagdes.

5.4.2 Deducao da matriz de transformagao
A matriz de transformacao T apresentada na Equacao 5.3 é obtida mediante
a variagdo da Equacéo 5.7 e envolvera as variagbes das bases vetoriais e,—e, que
por sua vez, por meio da Equacgao 5.6, envolvera a diferenciagdo da Equacgao 5.19.
A diferenciagédo da Equacgao 5.7 produz:
Su,=[e, e,|5u+x/5e+yde, (5.20)
Com o objetivo de obter uma expressédo que estabelega uma relagéao entre

a variacao dos deslocamentos local e a variagao dos deslocamentos global, parte-

se inicialmente da determinag&o da variagdo de e, e e,. Assim:

—siné) —cosd
Se,=| " |50=e,60, Se,=|  |59=—e 50 (5.21)
cost —sint
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A diferenciacdo da Equacado 5.19 pode ser obtida mediante a formulacéo

basica do Calculo Diferencial e Integral, ou seja, d(tan"u)/dx=1/(1+u2)du/dx.

Dessa forma:

1 2 a’ i . a’ boa adb
50 =——55(~ba) :m(éba1+a2b§a):az+b2[ Tt j (5.22)
I+—
a
que apods algum algebrismo resulta em:
50=—"(bsa-ash)=—1—(be"—ad")Su, =v" 5 5.23
_m( a-a )_a2+b2( ¢'—a ) u,=v' ou, (5.23)

Substituindo a Equacéo 5.23 na Equacgao 5.21 e este resultado dentro da

Equacao 5.20, tem-se que:

Su,=[e, e, |Su+xe v Su-ydsev' Su, (5.24)
Isolando do lado esquerdo os deslocamento locais do n6 i na Equagéo 5.24
chega-se a:
T T T
Sul - H(s_ 5,,[2;}2_,%# aumel (5.25)
2 2 2

Assim, para um elemento, a Equacéao 5.25 pode ser escrita como:
5ul=(E+3_c,vT)5ug=T5ug (5.26)
em que T representa a matriz de transformacéo para a formulagéo co-rotacional e
é fundamental em seu desenvolvimento. A matriz E e o vetor X, sdo dados

respectivamente por:

T
0 {e;} 0 0
e;}_ ! (5.27)
=

E = diag{
e

2

X={y = =y =y (5.28)
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5.4.3 Obtencao da matriz de rigidez geométrica

A matrizes de rigidez do elemento € obtida a partir da variagado do vetor de
forcas internas global s £, expresso pela Equagao 5.5. A primeira parte da Equagao
5.5 pode ser obtida da variagdo de ¢ f; (o vetor de forca interna local € definido na

Equacéao 5.2). Desse modo:
5f,=[ B'DBdV,Su =K, Su, (5.29)

Substituindo a Equacéo 5.26 na Equacéo 5.29, e o resultado produzido no
primeiro termo do lado direito da Equacgao 5.5, obtém-se a primeira contribuicao

para a matriz de rigidez do elemento:
K,=T"K,T (5.30)
A segunda contribuicéo € a matriz de rigidez tensao inicial K, a qual deriva

da variagao da matriz de transformagao. Assim, do segundo termo do lado direito

da Equacao 5.5 tem-se que:

ST f,=K,_Su (5.31)
Relembrando a definigdo da matriz de transformacédo T expressa pela
Equacao 5.26, verifica-se que a sua transposta € dada por:

T"=E"+vXx/ (56.32)

O lado direito da Equagao 5.31 pode ser representada por meio do seguinte

somatoério:
8
ST f,=(6T") fi+(6T°) fi+(6T°) £ +..=X(6T7) £/ (5.33)
j=1
em que:
e (o1 )T é aj-ésima colunade 677 ;
e [/ éaj-ésima componente de f,.
Considerando apenas o primeiro termo do somatoério na Equagéo 5.33, tem-

se que:

B

(5T") fl =61 t+ylvi=flG 5u, (5.34)

DO
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Desse modo, é necessario calcular G’éug. Para tanto, desenvolve-se a

parte central da Equacao 5.34, de modo que:

)

»\.
Q

~

Glé‘ugzé' +ylve= 50 +35y/v+ylov (5.35)

Parte 2

DRSS O
(QQQ

Parte 1

Observa-se que &y, é obtida da Equagédo 5.26 cujo resultado (ver

detalhadamente no Apéndice B) é:
5yf:{[e2T 0 0 0}—)@1 vT}éug (5.36)
Trabalha-se inicialmente com a parte 1 do lado direito da igualdade na

Equacdo 5.35, o que resulta na primeira submatriz da matriz G'. Assim, das

Equacdes 5.34, 5.35 e 5.36, G'“ pode ser escrita como:

¢, ¢,
0 0

G = 0 Y 0 —x vy’ (5.37)
0 0

que € uma matriz simétrica.

O desenvolvimento da parte 2 do lado direito da Equagao 5.35, no qual &
necessario o calculo de sy, produz a outra submatriz de G’. O vetor v ja definido
na Equacgao 5.23 é reescrito como:

1 1

v=(a2—+b2)bc—ad=(az—+bz)[ch—dcT]xg (538)

em que x, € o vetor contendo as coordenadas atualizadas no sistema global. A

diferenciagdo de v leva a:

ov =;2[2ab(ddT—ccT)+(a2 —bz)(ch +dc' )]5ug =V'5u, (5.39)
(a740)

em que a matriz ¥ também é simétrica. Uma deducdo completa da obtencao de

v é mostrada no Apéndice C. A matriz V" ¢ idéntica aquela presente em Crisfield

e Moita (1996), mas com uma pequena diferenga que naquele trabalho o termo no

denominador n&o se encontra elevado ao quadrado. Conforme apontado por Yaw,
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Sukumar e Kunnath (2008), isso poderia tratar-se de um erro meramente

tipografico. Finalmente, a segunda submatriz de G’ é obtida e expressa por:

G" =y V" (5.40)
Conforme mostrado por Moita (1994), esta Gltima parcela G"”, a qual inclui
a variagao dv, nao tem efeito significativo sobre a convergéncia e pode, portanto,

ser negligenciada. Uma discussao acerca dessa questdo pode ser encontrada em

Nour-Omid e Rankin (1991) e, mais recentemente, em Rankin (2006).

A substituicdo das Equagdes (5.37) e (5.40) em (5.35) produz a forma final da matriz

G'a qual é dada por:

G'=G"+G" (5.41)

Voltando novamente a atencdo para as Equacgdes 5.33 e 5.34, verifica-se

que a matriz G’ representa apenas a contribuicdo do primeiro termo do somatério.
Todas as outras matrizes G’”*s sdo determinadas de maneira similar e estdo

demonstradas no Apéndice B. Tendo obtido as G’ s remanescentes, a forma final

da matriz de tensao inicial (ou geométrica) é dada por:

8
K, =>flG (5.42)
j=1

Por fim, a matriz de rigidez tangente global, de acordo com a Equacgao 5.5,

€ dada por:

5f, =T K,T6u+K, 6u,=K_ Su+K, 6u, = K=K+K (5.43)

t tg og
K,

g

A matriz de rigidez tangente final K, & simétrica, uma vez que ambas as

parcelas da Equagao 5.41 sédo simétricas.

5.5 APLICACAO DA DESCRICAO CO-ROTACIONAL AO CONTINUO 3-D

Parte-se de uma analise das deformacdes no plano em um elemento

quadrilatero para em seguida estender o procedimento para um elemento sélido.

5.5.1 Obtencao do sistema de eixos local
Primeiro é necessario obter o sistema de coordenadas nodais local inicial do
elemento. Conforme pode-se verificar na Figura 5.3, usando os sistemas de

coordenadas global pode-se obter essas coordenadas pela translagdo da origem
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do sistema global para o né / do elemento. Assim, as coordenadas locais para o
né i sao dadas por:
X/ =X,-X, (5.44)
Contudo, os eixos locais precisam ainda ser determinados dentro do
processo nao linear. Conforme mostrado por Crisfield e Moita (1996), estes eixos
sdo usados para mapear a configuragdo inicial do elemento para a configuragéo
final dele. No @mbito bidimensional, para se determinar o sistema local e, a0 mesmo
tempo, para que o elemento passasse no teste da parcela, recorreu-se a
abordagem proposta originalmente por Jetteur e Cescotto (1991), onde se assume
que o spin local no centroide do elemento € nulo. A fim de estender este conceito
para trés dimensdes, mostra-se que a matriz de rotagdo da decomposi¢cao F = RU
no centroide do elemento pode ser usada e, dessa forma, se consegue determinar

os vetores base rotacionados os quais definem o sistema local.

Para demonstrar a ultima afirmacao do paragrafo anterior, pode-se examinar
as deformacgdes mostradas na Figura 5.3 e, ao comparar com a Figura 5.4, nota-se
que elas sdo equivalentes. A ultima ilustra um processo por meio do qual o
elemento é estirado e por ultimo rotacionado, enquanto a primeira representa uma
rotacdo seguida de um estiramento. Desse modo, pode-se trabalhar com a situagao

dada pela Figura 5.4, a qual representa uma decomposic¢ao polar F = RU .

Conforme apontado por Moita e Crisfield (1996), rigorosamente, a analogia
utilizada anteriormente pode ser empregada apenas para deformagbes
homogéneas, isto €, deformag¢des com gradiente de deformagdo F constante.
Contudo, na formulagdo co-rotacional aqui apresentada, esta abordagem sera

aplicada no centroide do elemento. Assim, pode-se escrever R =[e, e,] €, cOMO
pode ser visto na Figura 5.4, R rotaciona as bases vetoriais i, e i, para uma nova

configuracdo e, e e, que representa o sistema de coordenadas local ou, em outras

palavras, as bases vetoriais co-rotacionadas. Analogamente, para a formulagdo
tridimensional, R é calculada de F no centréide e € dada por,

R=[e, e, e] (5.45)

emque e,, e,e e, S0 os trés vetores unitarios da transformagéo.
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Como ilustrado em um plano 2-D na Figura 5.4, as coordenadas atuais do

nd i € dada explicitamente por:
x =X +u =RT(x;—x£,)=RT x; (5.46)
em que xj e x; sdo as coordenadas atuais para o n6 i nos sistemas local e global,

respectivamente e, | € o vetor de deslocamento local (movimento deformacional)

do referido né.

Figura 5.4 — Decomposigao polar - estiramento seguida de uma rotacéo.

Configuracio
Configuracio Jfinal
inicial
Y
Estiramento U )
i
u
xff Xl[ 1
.Al
l |-
]\L‘f\] X Rotacio R
Y 1
X

Sendo x, = X,+u,, conforme verifica-se por meio das Figuras 5.3 e 5.4, no

centroide do elemento pode-se escrever:

v=% |\ 9%\ _pyp, (5.47)
0 X, o X,

em que D, é a matriz derivada dos deslocamentos locais. Também pode-se

escrever as deformagdes de engenharia (ainda no centroide) por meio de:

g - é(Dﬁ D) (5.48)

As Equacdes 5.47 e 5.48 levam a expressao para as deformacdes de
engenharia local ser dada por:
1 1

EIZEU'FEUT—I:U—I (549)
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Na Equacéo 5.49 usa-se a propriedade da simetria da matriz de estiramento
direito U e as relagbes expressas pelas Equagdes 5.47 e 5.48 também sao validas
para o caso tridimensional. A dultima equacido representa uma expressao
equivalente a deformacéao de Biot e foi utilizada por Moita e Crisfield (1996) para

estender a formulacédo aqui apresentada ao estudo de hiperelasticidade.

Enquanto uma decomposicdo polar € aplicada no centroide do elemento
para obter R, as deformacdes locais nos pontos de Gauss nao sao calculadas por
este instrumento. Assim, em vez de se utilizar a Equacéo 5.49, recorre-se a matriz

linear convencional B, e aos deslocamentos locais u,, sendo estes ultimos

calculados mediante a Equacgéo 5.46. Assim, tem-se que ¢, = B, u,.

O procedimento usado para determinar o sistema de eixos local neste
trabalho esta de acordo com as hipoteses feitas em duas dimensdes uma vez que

ele também produz spin zero no centroide. Isto € verdade, uma vez que D, =D/ e

Q=D-D.

Na decomposigao polar F=RU, U é o tensor de estiramento direito. A
matriz de rotacdo R pode ser determinada através da determinacido dos
autovalores do tensor Cauchy-Green direito. A fim de deduzir a matriz de rotagéo
R, obtém-se a matriz gradiente de deformagdo F . Esta pode ser calculada por

meio do vetor gradiente de deslocamento global ¢, o qual € dado vetorialmente por:

g

. (0u ou ou ov v v ow ow ow
6 (5.50)

\ax ov ez ax oy az ax ov
De ¢, pode-se formar a matriz derivada dos deslocamentos global, aqui
representada por D, . Assim, a matriz F pode ser obtida de p, por meio de:
F=I+D, (5.51)
O tensor de Green-Cauchy pode ser calculado mediante:
C=F"F=2'N,N +N,NI+1)N,NT
= Q(N)[diag(/zf)]Q(N)T

Os estiramentos principais e as direcdes principais pode ser obtido por meio

(5.52)

da solucéo do problema de autovalor expresso por:

[c-2T|N=0 (5.53)
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Antes de determinar a matriz R se faz necessario calcular a matriz de
estiramento direito U a qual pode ser expressa por:

U=1,N,N +A,N,N/+A1,N,N! (5.54)

Assim, utilizando a decomposi¢ao polar, a matriz de rotacdo pode ser obtida

por:

R=FU" (5.55)
A matriz R define o movimento entre a configuragao atual e inicial do

sistema e também pode ser escrita como:

R=0(n)Q(N) (5.56)
onde, conforme Crisfield (1991), » é o equivalente de N em relagdo a triade

euleriana.

5.5.2 Obtencao da matriz de transformacgao T
Da Equacao 5.46 pode-se obter os deslocamentos locais que sao dados por:

u =RT(x;—x£,)—X," (5.57)

A derivada da Equagédo 5.57 fornece a relagdo entre a variagdo dos
deslocamentos locais e a variagao dos deslocamentos globais. Assim,

Su;=6R"x, +R" S uy (5.58)

Observa-se que a Equagéo 5.58 assegurara que s u/ seja zero, isto €,

Su =6R"x;' +R"5u,' = 0. No entanto, de acordo com Moita e Cirsfield (1996), esta

equacao torna-se mais simples ao ser modificada por meio da adi¢éo de 5R' 6 u, a

cada vetor de variagdo de deslocamentos nodal local. Ainda, segundo os autores
supracitados, se nos calculos locais do elemento os requerimentos de corpo rigido
livre de deformacao infinitesimal sao satisfeitos, tal modificagado nao tera qualquer
efeito. Assim:

Su; =S5R"x, + R'Su, (5.59)
Uma breve estudo sobre as rotagdes no espaco e a dedugao da variagao da

matriz R usada na Equacao 5.59 é descrita no Apéndice E. Entao, tem-se que:
SR=S5(50)R (5.60)

Em que §(56¢) € uma matriz antissimétrica dada por:
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0 -850, o6,
s(s6)=| 50, 0 -650, (5.61)
-0, 86, 0

e 960,-56, sao os componentes do pseudo vetor 668. Observa-se que a relagdo
$(56)" =—-8(56) é valida para uma matriz antissimétrica. Outra importante relagao

que vem do produto vetorial 06 x r, e sera utilizada nas equagdes posteriores é:
S(50)r, =56 xr, = —r,x 56 = -S(r,)50 (5.62)

A variagao da Equacgao 5.59 pode agora ser obtida. Da Equacéo 5.60 tem-
se que:
SR =-R"S(50) (5.63)
Consequentemente, pelo uso da Equagao 5.62 segue que:
Suj=R"S(x!)50+ R"Su, = Z2'56 + R" 5ul, (5.64)
em que s(xif) € uma matriz antissimétrica dada por:

s(x)=]z0 0 - (5.65)

A variacédo do vetor de deslocamento local no nivel do elemento é obtida
reescrevendo a Equacgao 5.64:

§u,:[col Zi]§0+[diag Rr]é‘ug (5.66)

[ —
z

Onde [col Z'] € uma matriz 24 x 3 formada pela disposi¢cao de cada matriz 3 x 3

nodal Z' dentro de uma matriz coluna Z . Em seguida, determina-se 56 a ser
utilizado na Equacéo 5.66. Para tanto, recorre-se a um procedimento similar a

aquele adotado no caso bidimensional. Se um vetor spin Q ¢é definido localmente,

tem-se que:
ou,_ 0v |
oY, oX,
o | o o 4y, (5.67)
"oz, ox, P
v oW
|0z, oY, |
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em que £, € um pseudo vetor de rotagbes locais; 4 € uma matriz 24 x 3 e esta
totalmente demonstrada no Apéndice A. Os valores de 4, sdo fungéo de X, (via
Jacobiano calculado no centréide do elemento J,), sendo portanto fixos. Assim,
sem rotagdes sendo produzidas no centroide, tem-se que:
Q=0 (5.68)
Diferenciando a Equacao 5.67, obtém-se:
002 =A] du = Al |diag R"|Su+A4] Z50=0 (5.69)
da qual, isolando a variagado do pseudo vetor de rotacao:
50=—{A'Z| A'[diag R" |6u,=V" Su, (5.70)
A matriz ¥ tem dimensao 24 x 3. A substituicido da Equacdo 5.70 na

Equacéao 5.66 produz, finalmente, a matriz de transformacgao T .

§ul=[[diag RT]+ZVT}§ug=T5ug (5.71)

5.5.3 Obtencao da matriz de rigidez tangente consistente global
O vetor de forgas internas locais f, para um elemento sélido de 8 nés pode

ser determinado pela equacgéo:

f, =B a7, (5.72)

onde B, € a matriz deformag&o-deslocamento, e g, € o vetor de tens&o local.

Tendo definido a relagao entre a variagado dos deslocamentos local e global,
o principio dos trabalhos virtuais mais uma vez € usado para estabelecer a relacao

entre os vetores de forga interna local e global, de modo que,
fo=T" f,=T"K,u, (5.73)

em que onde K, é a matriz de rigidez linear local. Seguindo o procedimento

estabelecido na segao 5.3, a matriz de rigidez tangente consistente global pode ser

determinada via diferenciagdo da Equacgao 5.73:
5f, =T K, T5u+5T" f,=(T"KT+K, )Su, =K, 5u, (5.74)

Seguindo a deducgao, necessita-se da variagdo da matriz de transformacao

T a fim de se obter a matriz de tenséo inicial, de modo que:
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OT f, =0| diag R+VZ" | f, =K, ou, (5.75)

Neste momento, € conveniente dividir a Equacéo 5.75 em dois termos. Para

o né ; adiferenciagdo do primeiro termo leva a:

ORf,’ =SRR'Rf, =5(30) f,’ (5.76)
em que a identidade R" R = I é usada na primeira parte da Equacéo 5.76 e,
-Z’,lj = Rfi,zj (5.77)
Usando a relagao da Equacéao 5.62,
. — T — . T .
oRf, =-S(f,) 00=—-S(f, )V ou (5.78)
onde S(5¢9)T =—S(56) é aplicada para obter a Ultima parte da Equag&o 5.78.

Agora pode-se trabalhar com o segundo termo da Equacédo 5.75. A

diferenciagao deste usando a regra do produto resulta em:

S\VZ' | f,=VoZ" f,+0VZ'§, (5.79)
1° termo 2° termo
Se de inicio é considerado o 1° termo da Equagao 5.79, se faz necessario

avaliar a variagdo de Z (definido nas Equagdes 5.64 e 5.66) como dado abaixo:

T

vz f,=voy [R'S(x!)] 1/ (5.80)

j=1
em que » € o numero de nés.

Ainda é melhor isolar os varios termos e trabalhar com cada parte da
Equacéao 5.80 separadamente, de modo que:

V&i[RTs(xg)]T fi = —Véij[s(x;’)li’]fi/

J=1

\ L A ‘ (5.81)
=V o8 (x! \Rf] -V S(x]')oRSf]
- -
) j pa;;e 1 j pa;tre 2
A parte 1 da Equacéao 5.81 resulta em:
Vzn:[—(ss(xg)le}ﬁ/ :—Vis(éug)Rfi,j :Vzn:S(fl.j)éu; (5.82)
=1 j=1 J=1

em que aplica-se as Equacdes 5.62 € 5.77.
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A parte 2 da Equagdo 5.81 envolve a variagdo de R. Apds algumas

manipulagdes obtém-se:

—Vji;[ ()R] f, __st( )8 (50) Rf; st( \s(7, )00
=v3[s(x)s(7,1)]v o

o qual € um termo ndo simétrico. A Equacao 5.83 torna-se simétrica no equilibrio e

(5.83)

para demostrar de maneira indireta essa afirmacéao, parte-se do exame dos termos

que compdem o vetor de forgas internas:
£, =T" f,=|[diagR" ]+vZ" |, (5.84)

Da definicao de Z (ver Equacgdes 5.64 e 5.66), pode-se escrever o segundo

termo do lado direito da Equacgao 5.84 como:
VZ'f, = VZS( R =V xI'x £, (5.85)
j=1

O termo dentro do somatdrio na Equacado 5.85 envolve 3 equacbes de

equilibrio rotacionais para o elemento. Desse modo, no equilibrio tem-se que:
Zx;" X _; =0 (5.86)
=1

Pode-se mostrar que quando a Equacao 5.86 se aplica, o bloco central

[S(x?)S(fi_/)} no ultimo termo da Equacdo 5.83 sera simétrico. Sua parte ndo

simétrica € dada por:
Non-sym ——Z( ﬂ x ’T) (5.87)

que é uma matriz antissimétrica do vetor do lado esquerdo da Equacao 5.86.
Verifica-se que de acordo com a dedugao realizada neste trabalho, os dois termos
do lado direito da Equacéao 5.87 apresentam suas posicdes alteradas em relacao
ao que consta em Moita e Crisfield (1996) e Polat (2010).

Para uma dedugédo completa da matriz de rigidez tangente & preciso incluir
o 2° termo da Equacgao 5.79 o qual envolve a diferenciagao de v . Todavia, foi

mostrado indiretamente a partir da Equacao 5.85 que este termo envolve o produto

oVZ'" o qual resulta nulo no equilibrio.
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Moita e Crisfield (1996) realizaram experimentos numéricos que comprovam
que os termos nao simeétricos desaparecem no equilibrio. Além disso, esses testes
mostraram que ndo ha deterioragdo da convergéncia quando estes termos sao
negligenciados. De acordo com estes autores, o conceito matematico por traz

desses resultados foi provado matematicamente por Nour-Omid e Rankin (1991).

Tomando as Equacgdes 5.78, 5.82 e 5.83 e substituindo na Equacéo 5.75, a

forma final da matriz de rigidez de tenséo inicial € dada por:

K, = —col[S(j_“i‘,‘f)} VT+Vr0w[S(j_“l.',‘f)}+Vsymzn:[s(x;)s(fi,zj )] v (5.88)

j=1
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6. ELASTOPLASTICIDADE
6.1 INTRODUCAO

Este capitulo descreve a formulagdo classica do fenbémeno
elastoplasticidade tanto para o estado plano de tensdo quanto em trés dimensdes.
Considera-se o critério de von Mises e que uma lei de endurecimento linear define

a evolucgao do fluxo plastico do material.

De acordo com Crisfield (1991), como as regras de fluxo plastico séo de
natureza incremental, a solucdo de problemas envolvendo elastoplasticidade

geralmente s&o alcangadas por procedimentos incrementais-iterativos.

Examinando as Equagdes 5.5, 5.43 ou 5.74 verifica-se que na formulagao
nao linear a matriz de rigidez tangente do elemento é dada por duas parcelas,
sendo que a segunda delas aparece quando a nao linearidade geométrica esta
incluida na formulagdo. Quando a néo linearidade material também é considerada,

podemos reescrever aquelas equagdes como:
K, = fvg B'C,BdV, + K,, 6.1)

em que C,é a matriz modular elastoplastica tangente padréo. Adotando-se um

método para atualizagdo das tensdes (backward-Euler, por exemplo), pode-se
deduzir uma matriz de rigidez tangente consistente que produz uma rapida
convergéncia quando o algoritmo de Newton-Raphson € utilizado nas iteragdes de
equilibrio. Todo o desenvolvimento mostrado a seguir é tomado integralmente de
Crisfield (1991).

6.2 ELASTOPLASTICIDADE PARA O ESTADO PLANO DE TENSAO

Segundo Crisfield (1991), o estado plano de tensdes € um dos mais dificeis
de simular. Da teoria da elasticidade, tem-se que a relagado tensdo-deformacao

elastica para este estado é dada por:

o 5 1 v 0 Epp
o =Ce = {0, 1= PR v 1 0 €y (6.2)
Ty 0 0 (1 — 20)/2 Vay
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Na Equacédo 6.2, o é o vetor de tensédo, C é a matriz constitutiva elastica

padrao e e° o vetor de deformacao. A fungado de escoamento para o critério de von

Mises no estado plano € dado por:

)1/2 —0y(e,s) =0, — 0, (c,,) (6.3)

em que o, € a tensao efetiva e o, € a tensdo de escoamento. Da Equagéo 6.1 e,

_ (.2 2 2
f= (sz +o,, —0 + 37,

2% yy

considerando a regra de fluxo de Prandtl-Reuss, tem-se que:

Y D U G
Ep = )\8_0- = \a = ; 20'yy — Ul‘:z: (64)
¢ 6T

em que a & um vetor normal ao fluxo e A & uma constante positiva denominada
multiplicador plastico. Considerando a decomposicao aditiva das deformacbes, a

taxa de tensao esta relacionada a taxa de deformacéo elastica mediante:

6 =C(e—¢,)=C(é— Xa) (6.5)
Para existir fluxo plastico, as tensbes devem permanecer (condigdo de

persisténcia) sobre a superficie de escoamento, de modo que:
. T
oo

Pré-multiplicando a Equacéo 6.5 pelo vetor de fluxo a” e considerando a

Equacéo 6.6, obtém-se o multiplicador plastico:

. T 5
i acle (6.7)
a’Ca
que substituida na Equacao 6.5 produz:
aa’C
o=Ceé=C|I - € 6.8
t G,TCO,] ( )

em que C, € a matriz modular elastoplastica tangencial padrdo. Observa-se que,

diferentemente de C', C, é fungdo ndo apenas de E' e v, mas também de a .

Para levar em conta endurecimento no material considera-se que a tensao

de escoamento, que aparece no segundo termo da Equacgéao 6.3, varia a partir de
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um valor de tens&o de escoamento inicial o, . Para uma lei de endurecimento linear
tem-se que:
o, (51;5) = o0, + He,, (6.9)

Como se observa, a variavel tensdo de escoamento é funcdo da deformacao
plastica equivalente:

Sy = 205, = [ &, (6.10)

em que épsé a taxa da deformacéo plastica acumulada. Esta é dada por:

b = Y8, + e, v e+ ) (6.11)

~ H . _ . _ . _ 1 .
Sob tens&o uniaxial tem-se que o, e ¢ =¢ = — % ¢ de modo que

nenhuma mudanga plastica de volume ocorre e ¢ = ¢

, enquanto
pSs px

o, = o, = o,.Consequentemente, a relagdo entre o, e ¢ pode ser tomada da
relagdo tensido uniaxial versus deformacio plastica. Particularmente, se requer

00, [0z, , que pela Figura 6.1 é dada por:

do E
H = 0 _ T __ t
Oe Oe 1 —Et/E (6.12)

ps px

Figura 6.1 — Relacdo tenséo-deformacao com endurecimento linear.

oA
l' _
B Spm—gps /

E,

Ozx=0y

A\ 4

Ex
Uma vez que o endurecimento é introduzido, a condigcdo de tangéncia
expressa pela Equacao 6.6 é reescrita como:
oft . of" 9o,

f = + - =a'e —He, =0
f . o oo, 8% €ps a'o €ps (6.13)
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Substituindo a Equacéo 6.4 na Equacéao 6.10 tem-se:

€y = A (6.14)
E, substituindo a Equacéo 6.14 na Equacgao 6.13:

Entdo, pré-multiplicando a Equacgéo 6.5 pelo vetor de fluxo a” e substituindo

na Equagao 6.15, produz-se:

. alCé
A= ———— 6.16
a’Ca + H ( )

que substituida na Equacao 6.5 resulta em:

T
6=Ce=C _aaC
) a’Ca + H

I - (6.17)

Como o endurecimento considerado neste trabalho é linear, H € uma
simples constante. A deformacdo plastica equivalente € uma variavel interna

enquanto que as tensodes e as deformacdes totais sao variaveis externas.

6.2.1 Integracao das equagoes da regra de fluxo

As tensdes sao atualizadas em cada ponto de Gauss uma vez que sejam
conhecidas as antigas tensdes, as deformacdes, as deformacgdes plasticas
equivalentes e as novas deformacdes. O primeiro passo € utilizar a relagao tensao-
deformagéo elastica para atualizar as tensdes. Se estas tensbes atualizadas
estiverem dentro da superficie de escoamento, assume-se que o material no ponto
de Gauss permaneceu elastico ou descarregou elasticamente da superficie de
escoamento. Nestas circunstancias, ndo ha necessidade de "integrar as equacdes
da regra de fluxo". No entanto, se as tensdes elasticas estiverem fora da superficie

de escoamento, precisa-se adotar procedimentos de integracao.

Se os incrementos de tensao e deformacao forem muito pequenos, pode-se
aplicar a formulagéo tangencial desenvolvida na se¢ao anterior substituindo termos
do tipo ¢ por termos tipo de. Todavia, os incrementos de deformagédo néo séo
infinitesimais e por consequéncia, nao se pode simplesmente substituir termos tipo

€ por termos tipo Ae.

Como as regras de fluxo plastico sdo de natureza incremental, a solugao de

problemas envolvendo elastoplasticidade geralmente s&o alcangadas por
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procedimentos incremental-iterativos. Nas duas sec¢des a seguir serao descritas as
formulagdes utilizadas para incrementar as tensées e, quando verificada que as
mesmas violam a condicdo de escoamento, € mostrado como proceder com o

retorno (backward-Euler return) delas para a superficie.

6.2.1.1 Preditor

O preditor mostrado na Figura 6.2 utiliza a normal ao ponto elastico B trial. A

expansédo de primeira ordem em série de Taylor sobre o ponto B produz:

ofT oft T
f=1f+ 8—0A0' + o Ae,, = fz — AXajCay — ANH (6.18)

ps

Figura 6.2 — Preditor com posterior corregéo para o ponto D.

A
O>

A Equacao 6.18 utiliza a forma incremental da Equagéo 6.5 comAe = 0
pois as deformacgdes totais foram aplicadas para mover as tensdes do ponto A até
o ponto B, conforme pode-se observar na Figura 6.2. Estabelecendo que a nova
superficie de escoamento é zero:

Is

AN\ = —————
afgC’aB + H

(6.19)

em que a e Hsao calculados em B e as tensoes finais em o, sdo dadas por:

o, =0, + Ao, — AXCa; = o, — ANCa, (6.20)
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6.2.1.2 Retorno com o backward-Euler

O retorno backward-euler € baseado na Equagdo 6.20 anteriormente
apresentada. Geralmente, aquela estimativa inicial nao ira satisfazer a funcao de
escoamento e, portanto, iteragdes adicionais sdo necessarias. Isso ocorre porque
a normal na posigéao trial B (Figura 6.2) geralmente nao sera igual a normal final.
Para deduzir tal ciclo iterativo, um vetor residuo r» pode ser estabelecido para
representar a diferenca entre as tensdes atuais e as tensdes backward-Euler. Este

€ dado por:

r=o— (a’B - A)\CaB) (6.21)
Iteragdes sao introduzidas para reduzir » para préximo de zero enquanto as

tensdes finais devem satisfazer a fungao de escoamento, f = 0.

Com a tenséo elastica frial o, mantida fixa, uma expans&o em série de

Taylor truncada pode ser aplicada a Equacao 6.20 de forma a produzir um novo

residuo =, logo:

r =1, + 06+ \Ca + A/\Cg—ad (6.22)

" o
Na equacédo precedente, o € a variagao de o ; \éa variacdo de A\; e

(9a/80' é dada por:

5 2 —-10

9a _ L\ 1 5 gl-Laar (6.23)

Jdo 20 o

‘10 0 6 ¢
Estabelecendo r, como sendo zero, tem-se que:
da) "
o = —[I + AAC@—] (r, + XCa) = —-Q "1, — AQ 'Ca (6.24)
o

De forma semelhante ao realizado na Equacdo 6.18, procedendo uma

expansao em série de Taylor truncada na funcéo de escoamento, produz-se:

ofr . of . . :
o5 & T 5 G = oo Tago T HoA =0 (6.25)

ps

an = fCo +

de forma que, omitindo o subscrito C, tem-se que:
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TH—1
A = f;Q_ f‘CQ ’"}){ (6.26)
a ) Ca +

A Equacao 6.24 pode ser resolvida para obter a variacdo das tensdes no

ciclo iterativo, o. Além disso, de acordo com Equacado 6.14, a variacdo da

deformacéo plastica equivalente na fase iterativa € dada por:

€, = A (6.27)
6.2.1.3 Matriz modular elastoplastica tangente consistente

Conforme expresso pela Equagao 6.20 o algoritmo backward-Euler € dado

por:
o =05 — AXCa (6.28)
em que foi omitido o subscrito C relacionado a configuragdo atual posterior ao
retorno, de modo que as variaveis sem subscrito indicam que elas estao

relacionadas a essa configuragdo. O subscrito B na Equagao 6.28 indica que o

sdo as tensdes elasticas trial. A diferenciagado da Equagédo 6.28 produz:

6 = Cé — \Ca — A/\CZ—G(T (6.29)

o
Verifica-se que o ultimo termo na Equacgao 6.29 nao aparece na deducgao da

matriz modular tangente padrao. Da Equacéo 6.29 tem-se que:
—1
o = [I + AAC@] C(é —Xa)=Q 'C(é - Xa)=R(é—Aa) (6.30)
oo

Para permanecer sobre a superficie de escoamento, f deve ser zero, e

entdo, da Equacéao 6.15:

a’e = a"Ré — \a"Ra — H\ = 0 (6.31)
e entao, tem-se que:
T pT
6-Ce—|R- Bo kR |, (6.32)
a’'Ra + H

em que C_ € a matriz tangente consistente.

6.3 ELASTOPLASTICIDADE DE VON MISES EM TRES DIMENSOES

Da teoria da elasticidade, a relagdo tensao-deformacdo elastica para o

estado tridimensional de tensdes é dada por:
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O (1 — v) v
Ty v (1 — U) v
.| E v v (1 — ’U)
Tyl (1+wv)(1-2v)] 0 0 0
T, 0 0 0
Ty 0 0 0
0 0 0 (6.33)
0 0 0 YV ax
0 0 0 Yoy
1 ,VZZ
3(1 — 2v) 1 0 0 .
0 E(1 — 2v) 0 1
1 Yz
0 0 S =20) "

No estado em questao, a fungao de escoamento para o critério de von Mises
€ dada por:

2

1
f=o, - 00(5115) - ﬁ <a:w: - Uyy>2 + (ayy - UZZ) + (azz - Um')z

1

=g, (e,) (6.34)

+ 6(T§y + sz + fo)

1
3 Z
/= \/;(STLs)z ~ % <€ps>
em que s é o vetor de tensdes desviadoras dado por:
st — {Sm Sy S Tay Ta Tyz} (6.35)

e L é uma matriz dada por:

(6.36)

N DD DD DS D

SIS TS S~
SIS S S ~ O
S DD~ D
S S N S S S
S N © S © S

Na Figura 6.3 ilustra-se o critério de escoamento de von Mises no espago

tridimensional de tensdes principais. Nela, o, € a média das tensdes principais e

I é uma matriz identidade 3 x 3.
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Figura 6.3 — Critério de escoamento de von Mises no espago de tensdes principal.

A

Considerando uma lei de endurecimento linear do material, a evolucéo da
tens&do de escoamento a partir de um valor de tensdo de escoamento inicial o, , €
também expressa pela Equagao 6.9. Naquela equacéo observa-se que a tensao de

escoamento o, (5ps ) é funcéo da deformacao plastica equivalente sendo dada pela
Equacéao 6.10, em que épsé a taxa da deformacéo plastica acumulada. Esta, para

o estado tridimensional € dada por:

) 2/, .\ 2
€ps = E(Ep"ep >/ - \/;

Da Equacéo 6.33 e, considerando a regra de fluxo de Prandtl-Reuss, tem-se

% (6.37)

-2 -2 -2 .2 .2 .2
€po T Epy T & T % (me T Yoy T 7pzx>

que:
20, — Oy = 0z
ZO'yy —0,, — 0,
. : af : /\ Zgzz T Oy T Oy
E =A—=Xa=— ’ W (6.38)
P oo 20, 67,,
67‘yz
67,

em que a € A\ sdo0 um vetor normal ao fluxo e o multiplicador plastico,
respectivamente. Levando em conta o endurecimento, a decomposicao aditiva das

deformacdes e a condicdo de permanéncia do fluxo sobre a superficie de

escoamento pode-se obter o multiplicador plastico A\ e a matriz modular
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elastoplastica padrdo C,. Estes entes tém fundamentalmente as mesmas formas

dadas pelas Equacgdes 6.16 e 6.17, respectivamente (embora com dimensdes

maiores).

6.3.1 Integracao da equagoes da regra de fluxo

Mais uma vez usa-se a relagao tensao-deformacao elastica para atualizar as
tensbes. Se estas tensbes atualizadas estiverem dentro da superficie de
escoamento, assume-se que o material no ponto de Gauss permaneceu elastico
ou descarregou elasticamente da superficie de escoamento, ndo havendo portanto
a necessidade de "integrar as equagdes da regra de fluxo". No entanto, se as
tensdes elasticas estiverem fora da superficie de escoamento, precisa-se adotar

procedimentos de integragao.

6.3.1.1 Preditor

O preditor mostrado na Figura 6.2 utiliza a normal ao ponto elastico B trial.
Procedendo uma expansao de primeira ordem em série de Taylor sobre o ponto B,

pode-se determinar as tensdes em um ponto C dadas por:

o, = o5 — AXCay, (6.39)

em que a e Hsao calculados em B.

6.3.1.2 Retorno com o backward-Euler

O retorno backward-euler mais uma vez baseia-se na Equacao 6.39 antes
desenvolvida. Aquela estimativa inicial nao ira satisfazer a funcdo de escoamento
e, portanto, iteracdes sdo necessarias. Para deduzir este ciclo iterativo, um vetor
residuo r pode ser estabelecido para representar a diferenca entre as tensdes

atuais e as tensdes backward-Euler. Este é dado por:

r=o—(o; — AX\Cay) (6.40)
e iteragdes sao introduzidas para reduzir » para proximo de zero e as tensdes finais
satifazerem a fungdo de escoamento, f = 0. Com a tens&o elastica trial o,
mantida fixa, uma expansdo em série de Taylor truncada pode ser aplicada a

Equacgéo (6.40) de forma a produzir um novo residuo, r, . Assim:

r =1 46+ iCa+ Arc%s (6.41)

n
(o
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Na equacao precedente, a derivada aa/aa no estado tridimensional é dada

por:
2 -1 -1 0 0 0
-1 2 =1 0 0 0
;1 1—-1 =1 2 0 0 0| ]
9a _ L ~ —aa” (6.42)
oo 20@ 0 0 0 6 0 0 o,
o 0 0 0 6 0
o 0 0 0 0 6
Estabelecendo r, como sendo zero, tem-se:
9 —1
o = —[I + AACa—a] (r, + XCa) = Q" 'r, — AQ 'Ca (6.43)
o
Procedendo uma série de Taylor truncada na fungdo de escoamento,
produz-se:
_TH-1
f=h-0Qm (6.44)
a’Q Ca + H

6.3.1.3 Matriz modular elastoplastica tangente consistente

Como expresso pela Equagao 6.39 o algoritmo backward-Euler é dado por:
o =05 — AXCa (6.45)
Por meio da diferenciagdo da Equacéao 6.45 e apds algum algebrismo pode-

se obter a expressao para a matriz tangente consistente. Esta € dada por:
Raa”R”

=R — (6.46)
a’Ra + H

C

ct
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7. SOLUGAO DE SISTEMAS DE EQUAGOES NAO LINEARES

7.1 INTRODUCAO

Analises nao lineares consideram grandes deslocamentos e rotagoes,
relagdes constitutivas dos materiais fora do escopo linear ou ainda a alteracdes nas
condicbes de contorno. Assim, para tais analises sdo requeridas solugdes de

sistemas de equacgdes nao lineares.

Em problemas estruturais ndo lineares, as estruturas ou seus componentes
geralmente alcangam um nivel de carga maximo, ficando incapazes de resistir a
carregamentos mais elevados sem que uma mudanga significativa na sua
geometria ou na constituicdo do seu material ocorra. Estes niveis de cargas s&o
denominados pontos criticos, sendo caracterizados por uma matriz de rigidez
tangente singular. Na Figura 7.1, ilustram-se algumas trajetérias com pontos
criticos.

Figura 7.1 — Padrbes basicos de trajetdrias de equilibrio: (a) falha linear fragil; (b) endurecimento;

(c) amolecimento; e padrées mais complexos - (d) snap-through; (e) snap-back; (f) bifurcacdo; (g)

bifurcacdo combinada com ponto limite e snap-back.

b r

Carga

Carga

Carga
!

R Deslocamento R Deslocamento R Deslocamento

(a) (b) (c)

Carga
Carga
Carga
Carga

F

L L

R Deslocamento " R Deslocamento " R Deslocamento " R Deslocamento

(d) () U] (9)

Asletras R, L, T, Be F na Figura 7.1 expressam: configuracao de referéncia,
ponto limite, turning point, ponto de bifurcacdo e falha, respectivamente. Nos

“turnings points”, a tangente a trajetoria de equilibrio é vertical, o que pode afetar a
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performance de certos métodos de solugéo. Pontos de falha sdo aqueles nos quais
a trajetéria é repentinamente interrompida devido a falha fisica, podendo o
fendmeno se dar a nivel local ou global. Por outro lado, a presenga de pontos de

bifurcagao indica que mais de uma trajetéria de equilibrio é possivel.

Até meados da década de setenta do século passado, os problemas
envolvendo n&o-linearidade em estruturas eram solucionados através de métodos
puramente incrementais sob controle de carga. Estas estratégias ndo fazem a
verificagao de forgas residuais (ou desequilibradas) e dessa forma, o erro associado
€ dependente do passo de carga e, frequentemente, cumulativo durante a analise.
Assim, sdo requeridos passos de carga muito pequenos para uma analise mais
precisa. Os métodos baseados em controle de carga podem estar aptos a detectar
um ponto limite, mas em geral, sdo incapazes de ir além desse ponto. A
necessidade de atravessar um ponto limite e descrever o que ocorre doravante é

importante por diversos fatores, dentre os quais:

e O ponto limite pode ser apenas um maximo local, podendo a estrutura ainda

possuir capacidade resistente que pode ser aproveitada;

e Se a estrutura analisada for apenas um componente, pode ser desejavel
incorporar a resposta carga/deslocamento deste componente dentro de uma

futura analise da estrutura completa;

e Melhor entendimento do comportamento de ruptura da estrutura
(ductil/fragil);

e Identificar com uma maior clareza se a estrutura atingiu um ponto limite ou

apenas iniciou um trecho de instabilidade;

e Investigar o real estado (tensdes, deformagdes, deslocamentos, zonas
plasticas etc.) pos-critico de uma estrutura e, assim, entender melhor como

se deu sua falha.

As limitagbes dos métodos puramente incrementais e as vantagens de se
obter a continuagdo da resposta apds os pontos criticos motivaram o
desenvolvimento dos métodos incrementais-iterativos. Nestes, os incrementos que
caracterizam a fase preditora s&do seguidos pelas iteragbes de corregdo do
equilibrio (ou fase corretora) que trazem a solucéo para a trajetoria de equilibrio.
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Dessa maneira, o algoritmo passa a ser menos dependente do tamanho do passo
de carga utilizado. Na literatura existem diversas estratégias computacionais
baseadas no controle carga-deslocamento por meio das quais se pode ultrapassar
um ponto limite e continuar capturando a resposta. Nas Uultimas décadas,
importantes avancos tém sidos alcangados na resolugao de sistemas de equagdes
nao-lineares, possibilitando que tanto a carga quanto o deslocamento possam
variar simultaneamente durante os passos incrementais. Isso permitiu que os
algoritmos fossem capazes de atravessar o ponto limite e, com isso, obter maior
éxito na captura da resposta de problemas acometidos por n&o linearidades. Dentre
os citados avangos, destaca-se o método de comprimento de arco. Segundo
Haugen (1994) e Crisfield (1991) esta técnica consegue abranger uma ampla gama

de problemas da engenharia estrutural.

Os métodos para a determinagdo da trajetoria de equilibrio controlando a
carga ou o deslocamento apresentam suas limitagdes, tais como quando a tangente
€ horizontal nos pontos limite e em trechos da trajetéria em que aparece o
fenbmeno snap-back. O método do comprimento de arco supera todos estes
problemas de uma forma elegante e eficiente. Seja a curva ndo linear r ilustrada
na Figura 7.2, em que [ é um trecho da curva entre dois pontos quaisquer A e B;
Au é um incremento de u; e Af é um incremento de f.

Figura 7.2 — Arco situado entre dois pontos de uma curva.

A

A J

De acordo com o Calculo Diferencial e Integral, o comprimento do arco entre
os pontos A e B pode ser aproximado por:

AP = Au+Af? (7.1)
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7.2 METODO DE COMPRIMENTO DE ARCO

A ideia basica do método de comprimento de arco para obtencido da

trajetéria de equilibrio é ilustrada na Figura 7.3. Nesta vé-se que o estado de

equilibrio mais recente conhecido (ou atual) é denotado por (Awu",f"). Um

incremento de deslocamento e carga inicial (Au’, AX'f ) é efetuado resultando

em um ponto geralmente fora da trajetoria de equilibrio. Entdo, iteragdes de
equilibrio restritas por uma hipersuperficie sdo realizadas até que se atinja a
convergéncia. O préximo estado de equilibrio se da na intersecao da trajetéria de

equilibrio com a hipersuperficie.

Figura 7.3 — Arco situado entre dois pontos de uma trajetéria de equilibrio.

A

Af

TN (@ Af)

N
%\(Uﬂ+j, fn-ﬁ-l)

(uilr fﬂ) C

»
>

(7

Resumindo o antes exposto, pode-se afirmar que o método de comprimento
de arco tém como objetivo encontrar a intersegao da trajetoria de equilibrio com o
comprimento de arco dado por Al. As iteragdes para alcancar a intersecdo
ocorrem mediante uma superficie de restricdo ¢. Ha varias superficies na literatura
e a seguir serao descritos os métodos de restrigdo com uma hiperesfera, para uma

superficie genérica, e com hiperplanos.

7.2.1 Fase corretora

No método do comprimento de arco incrementa-se carga e deslocamento
simultaneamente. No desenvolvimento do método, adiciona-se uma nova equacgao
(de uma superficie de restricdo) no sistema de equacgdes nao lineares, além de uma
nova incognita denominada fator de carga. A Figura 7.4 ilustra o processamento do
método do comprimento de arco para diferentes tipos de restricdes utilizando

iteracdes do método de Newton-Raphson.
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Figura 7.4 — Restricdes no método do comprimento de arco: (a) restricdo com hiperesfera; (b)

restricdo com hiperplano atualizado; (c) restricdo com hiperplano fixo.

A A A
\\ T r \/_"r'
<] . 3 <] -~
= = 1<
3 S 3
Q 0 &}
(a) (b) (c)
Deslocamento - Deslocamento - Deslocamento "

A equacao de equilibrio global para problemas nao lineares na mecanica
estrutural é dada por:
r(u,\) = fo, () = A, (7.2)
em que:
e 1 € 0 vetor residuo (ou de forgas desequilibradas);

f,, € o vetor de forgas internas;

fm é o vetor de forgas externa (fixo);

u € o vetor de deslocamentos;

A é um fator de carga.

7.2.1.1 Restrigao por meio de uma hiperesfera

No método de comprimento de arco controlam-se os incrementos de carga

s

e deslocamento. O incremento do deslocamento é representado por Au e o
incremento de carga € representado porAMf, .. A restricdo por meio de uma

hiperesfera é apresentada na Figura 7.5 e expressa pela seguinte equagao:

¢ = (AuTAu + ANFFLE ) - AP =0 (7.3)
Em que Al é o valor do comprimento de arco. Geralmente 3 é um fator de escala

necessario para o termo de carga porque unidades diferentes sdo usadas para

carga e para deslocamentos. Todavia, utiliza-se § = 0 e, desse modo, a restricdo

dada pela Equacéao 7.3 passa a ser cilindrica.
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Figura 7.5 — Método do comprimento de arco hiperesférico.

A
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AN A A (w1, An I
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Deslocamento, u

Adicionando a Equagéao 7.3 a equagédo da trajetoria de equilibrio dada pela

Equacéao 7.1, obtém-se um novo sistema:

r = f;nt_ Ai’elt =
¢ = (AuTAu + AN FLF

ext

0
) AP =g (7.4)

Resolvendo este sistema, obtém-se Au e A\, que sdo incrementos

relativos a um ponto (u",f”)qualquer na trajetéria de equilibrio. Em outras

palavras, a solugédo do sistema gera um novo ponto (u”“,f"“) da trajetéria de
equilibrio dado por:

u" = u" + Au

A o 7.5
fn—/—] — (}\n + A)\)fext — >‘n+1fezt ( )

A expansdo em série de Taylor do sistema expresso pela Equagéo 7.4

produz:

ort or*
,r,k+1 — ,’,,k_/_ 6uk+1+

S\ = pR KRSy
dut Nk !

ESAHL = 9 (7.6)

ext

A

M= 2 (Aut) sutt e aaNt e 157 (F,) FL, =0 (7.7)
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em que:
k k EID f ‘ k
K' = Or" _ Ofw + ( m) _ Wi é a matriz de rigidez tangente;
/ ou” ou” ou” ou”
;o ot _ofh, 9 (M £ )
et AN A AN

+1

Estabelecendo "’ e ¢*! como sendo nulos, o sistema representado pelas

Equagdes 7.6 e 7.7 torna-se:

A

K —Jeut Sult! r* 7.8)
2(adt) 280082 (F,) £, || 0N ok '
Isolando os termos ou*"’ e S1*"' tem-se:
~ —1
Sukt! ka _fezt rk 79)
k = T A \T 4 k .
oA 2(8a ) 20N (£, ) B €

Por sua vez, determinadas as variacbes 6u'*! e 6M\**! obtém-se as

atualizagdes para o ciclo iterativo k£ + 1:

Auk+1 — A’U,k + 6uk+1

(7.10)
A)\k+1 — A)\k + 6>\k+1

Verifica-se que a matriz de rigidez aumentada presente na Equagéo 7.9 nao

possui boas propriedades numéricas (nao é simétrica e nem em banda). Por causa

disso, em vez de calcular diretamente as corregbes 6u'*! e §)\**! através daquela

equacao, outra abordagem € empregada.

Inicialmente, € tomada a primeira linha do sistema exposto na Equacéao 7.8.

Assim, tem-se que:

Kfoub — s\ = b s subt = o\ (KE) R, - (KE) T @

Para simplificar os termos do lado direito da Equagao 7.11 define-se os
seguintes componentes de deslocamentos:

suf = (K}) ' F., (7.12)

sulf! = —(K}) ot (7.13)
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que substituidos novamente na Equagao 7.11 produz:
Sutt! = 6)\’”16u§f1 - 6u§{1 (7.14)

Conforme pode ser observado na Figura 7.6, o componente 611,’;{1 € gerado

pela forca residual r* e corresponde ao incremento do método de Newton-
Raphson usado no procedimento incremental-iterativo. J4 o componente 5uﬁ” é

um incremento de retorno para ajustar a carga a fim de satisfazer a restricdo. O

vetor 6u§f1 é tangente a trajetoria de equilibrio (no espago de deslocamentos).

Figura 7.6 — Componentes residual e tangencial de deslocamentos.

(6 u.AH, 0)

Restricao

Sh(5u”, f)

(Aui) Aav})

A substituicdo da Equacgao 7.14 no sistema expresso pela Equacédo 7.8
resulta na seguinte equagao quadratica:

a, (6A1 )2 + a0\t g, =0 (7.15)
em que:
a; = ((5U§+1 )T (5U§+1 + ﬁ2 (jze:rt )T f;:pt
ay = 2( A 4 sulf ) sulrt + 28220 (7)) F (7.16)
0 — (Aukﬂ + buly! >T (Auk” n 6u§”) + BPAN (fm )T F.o— AP

Resolvendo a Equacgdo 7.15 obtém-se 6)\**! e, dessa maneira, pode-se

determinar Au**!pelas Equagdes 7.14 e 7.10. No entanto, pode haver duas raizes

"

(6)\"’”) e (6/\"’“) , 0 que por sua vez possibilita duas solugdes:

(Auk) = Ak psuly! + (63541) bu (7.17)
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(Auk ) = At psuly! 4 (X ) sul! (7.18)

Resolve-se esse empecilho escolhendo a raiz que se encontra mais proxima

do incremento anterior Au” e, dessa forma, previne-se que se “caminhe para tras”

na trajetdria de equilibrio. Isto é feito escolhendo a opgao de raiz que forma o menor
angulo com Awu*. Estes angulos s&o dados por:

"

(Auk )’T (Auk+1 ) o (Auk )”T (Auk+1 )
Al ’ Al?

!
cosd =

(7.19)

E possivel que a equacdo quadratica possua raizes complexas e isto

ocasione problemas de divergéncia. Uma vez escolhida a solugéo para a Equagéao

7.15, obtém-se Auf*! e AN*! a partir de 7.14 e 7.10. As demais iteragcdes de

Newton-Raphson séo processadas da mesma forma. Apds convergirem, obtém-se
(u”“, fr ) usando a Equacéo 7.5 e assim € processado um novo ciclo para obter
0 ponto seguinte (u"”, f””) da trajetoria de equilibrio, conforme pode ser

observado por meio da Figura 7.7.

Figura 7.7 — Ciclos do método do comprimento de arco.

E (uth.’ , )Ln-qL_’})

Carga

|
B,

AAf

Y

Au Deslocamento, u



106

7.2.1.2 Restricao genérica

Seja um ponto da trajetoria de equilibrio dado por (u”,f” ) No método de

comprimento de arco tem-se o0 seguinte sistema para resolver e, assim, chegar ao

proximo ponto em equilibrio da trajetoria:

r = f;nt_ )\fez’t =0

C (7.20)

em que ¢ é uma equacgao de restricdo qualquer. Uma expans&o em série de Taylor

sobre ambas as equacgdes produz:

: . ort ort ek
rhl = r’”—/——8 - 6uk”+—k SN = b+ KFsub
ot ,

kNl — g (7.21)

ext

. - 9c” ock
Kt — ok - Sult

=+ SN =t (a") sut*lghoNst v = 0 (7.22)
u

em que:

k k
(ak )T _ 30 . gk _ 8(3 .
ou Nk
Estabelecendo nulos r**! e ¢**! e isolando os termos §u**! e §)\**!, pode-
se obter o seguinte sistema para uma formulagdo mais geral do método de

comprimento de arco:

1 .
r

Ck

_ K rk _f:ext
@

Tomando-se a primeira equacao do sistema dado pela Equacgao 7.23, como

5uk+1

6>\k+1

(7.23)

na secao precedente, pode-se obter:

Ktk(suk+1 _ 6)‘k+1'£;1;t — _,,,k
—1 - —1
sulttl = sxM! (K} ) f, — (K)ot (7.24)

t
5uk+1 — 5>\k+15u§‘+1 _ 5u§+1

Como definido anteriormente:

—7 A

sup'' = (Kf) £, (7.25)
sufy! = (K)ot (7.26)

A substituicdo da Equagao 7.24 na segunda linha da Equagao 7.23 produz:
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S\FH (ak )T subt! 1+ b = —¢F — (ak )T sul!
ki (ak )T Suk! (7.27)

o (ak )T + bukt!

5)\k-/—1 —_ _

Uma vez convergidas as iteragdes, obtém-se um novo ponto da trajetéria de
equilibrio que tem suas componentes dadas por:
un+1 — un + A’U,

X (7.28)
Jcn+1 — fn+ A)‘fezt

7.2.1.3 Restrigdao por meio de um hiperplano

A restricdo de hiperplano € uma versao linearizada da restricao de
hiperesfera. Ha duas versdes: uma com hiperplano atualizado e outra com

hiperplano fixo. Como pode ser observado na Figura 7.4 (b), a restrigdo de

hiperplano atualizado condiciona o sub-incremento (éu, 6%, ) para que este se
encontre no hiperplano ortogonal ao incremento atual (Aw, AAf,, ).
Matematicamente:
~ T -
¢ = (Aw, BANE,, ) (6w, BONF,, ) =0 (7.29)

onde a constante ( foi introduzida aqui pelo mesmo motivo que existe na Equacéao

7.3, isto €, como um fator de escala para as cargas pois elas sdo expressas em

uma unidade diferente dos deslocamentos. Desenvolvendo, tem-se:

c = AuTéu + BENANFLE =0 (7.30)

extdext
que é a restricao de hiperplano atualizado. Aplicando esta restricdo na Equacéao
7.27 da formulagéo genérica apresentada na seg¢ao precedente produz-se:

(Auk” )T (S’LL?;J

N = — (7.31)

(Auk+1 )T sult! 4 B2ANHIFT 7

extdext
A restricao de hiperplano fixo € bem similar - Figura 7.4(c). A diferenga € que

ela condiciona o subincremento (6u, 6)\fm) para que este se encontre no

hiperplano ortogonal ao primeiro incremento (Aw,, AXf,, ). Ou seja:

A

¢ = Auldu + BPOANFLE . =0 (7.32)

extdext
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e, consequentemente:

(Auf“ >T (5ug+]

N = — (7.33)

T aAm oA
k+1 k+1 2 k+1¢T
(Au1+ ) 5U’F+ + ﬂ A)\J ! -fe:z:t ext

Esse é o método originalmente proposto por Riks (1972). Pode-se verificar

numericamente que o valor de § nao exerce muita influéncia no desempenho do
método e, assim o valor § = 0 tem sido usado na pratica. Isso remove a

componente da carga. Neste caso, tem-se para o hiperplano atualizado:
(Auk+1 )T Sukt!

( Ayt )T 6u;‘c’:1

6)\k-/—1 - _

(7.34)

e para o hiperplano fixo:

B 0

- (7.35)
k+1 k+1

(Aul ) (Su,fm

Verifica-se que a restricdo de hiperplano ndo requer o calculo de raizes,

enquanto que a restrigdo hiperesférica sempre intercepta a trajetoria de equilibrio.

7.2.2 Fase preditora

Esta secdo dedica-se a determinar a primeira estimativa de um ciclo n
incremental denominado preditor. Conforme mostrado na Figura 7.8, o preditor

possui direcdo tangente a trajetéria de equilibrio e tem como componentes os
incremento iniciais (Aul, Aklfext).

Figura 7.8 — Preditor ou primeira estimativa de um ciclo.

A

AL, f \\‘/

Carga

«—»

A'H;,l

\ 4

Deslocamento, u
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7.2.2.1 Formulagao genérica e continua do preditor mediante parametrizacao

O sistema aumentado da Equagdo 7.20 possui n + I variaveis
independentes, em que n representa os graus de liberdade contidos no vetor u e
1 se refere ao parametro de carga \. Assim, o0 espaco a ser trabalhado é de n + 1
dimensdes. Essas variaveis podem ser parametrizadas como uma funcao da curva

s ao longo da resposta carga versus deslocamentos da estrutura. Desse modo,

fazendo w = u(s) e A = A(s), o sistema apresentado na Equagio 7.20 torna-

Se:

(w(3)A(5)) =

c(u(s),)\(s),s :mtO

~

(u(s))-A(s)F = 0 (7.36)

em que s uma grandeza escalar obtida da superficiec(u(s),A(s),s) € R"*.
Expandindo em série de Taylor o sistema dado pela Equagéo 7.36, obtém-se:

ort out .., ort o\

k1 k k+1
phtt ok O 0% soerr y OF O sorer
P ) a)\k P (7.37)
= rf + Klulssh ! 4 fr kst 4L =0
M= b 4 —aCk a—uk(Ssk” + a—Cka—)\késk” + a—Ck(SSkH--- =
=cF & (a’“) uP8sF ! 4+ gFANFSsFTT 4 pFssHL = 0
em que:
T k k koo k k
(ak) :ﬁ; gk:a—cn; uk:%; )\k:a—)\ﬂ; hkzaL; sFHl =gk 155541 (7.39)
ou % ds" 0s* ds"

Considerando que no passo preditor ¥ = 0 e ¢* = 0, as Equacgbdes 7.37

e 7.38 resultam no sistema:

Kf _f:zzt uk 0 7 40
() g N t 749

Tomando-se a primeira linha do sistema expresso pela Equagao 7.40 pode-
se entéo calcular as predicdes (u"’, /\"") na iteragdo k = 0:

BN . -1 A .
Kjib - 3F, =0= of = W(K) £, = of = Veu  (7.41)

Tomando-se agora a segunda linha da Equagéo 7.40 na iteragdo k= 0:
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1 A

(@) + Xt = —nt = W(at) (KE) o+ K = 0 (742)

E finalmente tem-se as equacgdes para o passo preditor dado por:
. k
M= — h (7.43)
K\ ook k
(a ) dup + g

R (7.44)

7.2.2.2 Formulagao discreta e uma interpretagao geométrica do preditor

As formulas para u* e A\, apresentadas nas Equacdes 7.43 e 7.44,
representam as expressbes basicas para a fase preditora do método do
comprimento de arco. Entretanto, esta formulagao ndo é aplicavel em um programa
computacional de elementos finitos. Para tanto, € necessario adotar uma
formulacdo discreta para essas mesmas relagbes. Seja a Figura 7.9 e

considerando-se o vetor ¢ tangente a curva s, tem-se:

L
t=1 5 (7.45)
Figura 7.9 — Interpretacédo geométrica da equacgao de restrigao.
A
2.,0 B
11
u _
=15l IEl=1
s

As varidveis u" e A\ para uma formulacdo discreta podem ser

representadas da seguinte maneira:

k
ut i“k (7.46)
S
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. k
ik = 8 (7.47)
AsF

A equacéao para uma restricao hiperplanos € dada por:

c(u,/\):uT(u—ﬂ)+/\(/\—X)—As = ¢ =zt — As (7.48)

em que:
u—u

l; t= =s—35 . .
L As =5 —35 (7.49)

€Tr =

Levando em consideracao as expressodes definidas na Equacéao 7.39:

T
oy -2 o)
ak B ou” B Askk
L (7.50)
ONF As”
8_0’“ N
ds" B B

Substituindo esses resultados na Equagao 7.43 obtém-se:

. k .
Wk h sk — ! (7.51)

(ak )T sult! + g (uk )T sult! 4 A

Substituindo a Equacao 7.44 na Equacéo 7.49:

i = !
G (5,“?1 )T 5,“?1 Lxk

i = ! (7.52)
2\ l(éu;ff]) 6u§+1 + ]]

No= 4 !

T
\/(6'&;‘?1) 6u§+1 + 1
Finalmente, substituindo \* (dado na Equacgao 7.47) na Equac&o 7.50:

fs (7.53)
\/(511,;”) 6u§“ + 1

AN = £
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7.2.3 Diregao do avancgo da solugao
Determinar o sentido de avanco do preditor € importante e consiste em
verificar se A\, esta aumentando ou diminuindo no fim de um incremento. Um

procedimento muito utilizado para tal finalidade é a aplicacdo da fungao sinal:

sgn(A)\l) = sgn (Afu,k'l )T Subr! (7.54)

em que Au"! é o incremento do ciclo anterior (resultado da convergéncia).

Uma interpretacao geométrica deste critério € dada nas Figuras 7.10 e 7.11.

Considere uma estrutura com dois graus de liberdade cujo deslocamento é

representado pelo vetor u = (w,v)T. Suponha que a Figura 7.10 (a) representa

uma trajetoria de equilibrio « x f tipica desta estrutura. A Figura 7.10(b) representa

a trajetdria de equilibrio no plano w x v, ou seja, no espago de deslocamentos.
Esta curva também representa a trajetéria que os incrementos Awu deveriam

seguir durante as iteragdes do algoritmo.

Figura 7.10 — Trajetoria de equilibrio para dois graus de liberdade.

A A

f W

A J
v

(a) (b)
A Figura 7.11 mostra dois vetores. O primeiro representa o vetor tangente a
trajetdria de equilibrio éu,. O segundo, Au""*, representa o incremento total do

ciclo anterior (resultado da convergéncia) e, por isso, o incremento A" ~* conecta

dois pontos sobre a trajetéria de equilibrio.

Dois casos podem ocorrer como mostra a Figura 7.11. No primeiro caso,

Figura 7.11(a), o vetor éu, tem o sentido de avango da trajetéria de equilibrio e o
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produto (Au"’l )T buyp > 0.Jano segundo caso, Figura 7.10 (b), o vetor éu, tem
0 sentido contrario ao sentido de avango na tajetoria de equilibrio e o produto
(Au”‘l)T dup < 0. No ultimo caso, o preditor ndo poderia ter o mesmo sentido
de du, pois assim o método iria “caminhar para tras”. Desse modo, o correto seria

o preditor ter o sentido contrario ao de éuy.

Figura 7.11 — Direcdo de avango na solugao. (a) 6uF tem o sentido de avanco na trajetéria de

equilibrio. (b) 6uF tem o sentido contrario ao sentido de avango no caminho do equilibrio.

Au"t
Su’
(Au"Hsu" >0 (Au"")Su" <0
(a) (b)

7.2.4 Tamanho do incremento de arco

A ideia basica na determinacdo do tamanho do comprimento de arco a ser
utilizado é que ele seja grande em regides com poucas nao-linearidades e pequeno
em regides com forte comportamento ndo-linear. Um mecanismo automatico para

atualizacdo do comprimento de arco sugerido por Crisfield (1991) é o seguinte:

Alr = Al"l,/% , (7.55)

« A" o comprimento de arco no passo;

em que:

I"~1 o nimero de iteragbes necessarias para convergir no passo n — I1;
« I] o numero de iteragbes desejadas no passo n (sendol; ~ 3, segundo
Crisfield (1991));

. Al" o comprimento de arco a ser utilizado no passo n .

Caso a Equacdo 7.15 tenha duas raizes complexas, entdo ndo existem

interseg¢des entre a esfera (ou o cilindro) de raio Al e a trajetdria de equilibrio. Isto



114

indica que o comprimento de arco € muito longo e o método perdeu a capacidade
de predizer a continuacdo da resposta. Assim, pode-se reduzir o comprimento de

arco por meio de:

Aletual = éAl . (7.56)
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8. PROGRAMA COMPUTACIONAL
8.1 INTRODUCAO

O ANLESTREM (sigla para Andlise Nao Linear de Estruturas com
Elementos Melhorados) € um programa em elementos finitos desenvolvido com
a linguagem de programacao MATLAB no Programa de Pdés Graduagdo em
Estruturas e Construgao Civil (PECC) da Universidade de Brasilia (UnB) pelo
autor desta tese de doutorado, sob orientagdo do Professor Dr. Ing. William
Taylor Matias Silva (UnB).

O ANLESTREM destina-se a realizar analises nao-lineares inelasticas de
estruturas discretizadas em elementos finitos quadrilateros e soélidos. Estes
elementos sdo “melhorados” através das técnicas EAS (Enhanced Assumed

Strain) e do método dos modos incompativeis.

A ndo linearidade geométrica das estruturas € considerada neste
programa através da insercdo dos seus elementos numa plataforma co-
rotacional (qQue descreve seus movimentos). A nao linearidade material, por sua
vez, é considerada por meio de um modelo de elastoplasticidade de von Mises

com endurecimento linear.

A utilizacdo de elementos quadrilateros e hexaédricos de baixa ordem
com performance melhorada permite obter respostas livres de bloqueios e
insensiveis a distor¢des de malha, quando se analisam estruturas submetidas a
nao linearidades geométricas e/ou fisicas. As estruturas que se pode analisar
com este programa sao as do tipo paredes espessas e principalmente delgadas

(placas e cascas).

A biblioteca disponivel no programa apresenta seis tipos de elementos:
quadrilatero de 4 no6s padrao (Q4P); hexaédrico de 8 ndés padrdao (H8P);
quadrilatero de 4 nés melhorado com o método dos modos incompativeis
(Q4MI); hexaédrico de 8 nés melhorado com o método dos modos incompativeis
(H8MI); quadrilatero de 4 nos melhorado com o método EAS (Q4EAS);
hexaédrico de 8 nés melhorado com o método EAS (H8EAS). A opgéo por um
destes elementos se da mediante preenchimento no arquivo de entrada externo

com o valor do ITYPE correspondente.
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No ANLESTREM, quando se utiliza o elemento EAS, dependendo do tipo
de capacidade que se deseja modificar no elemento (Tabela 4.1, Capitulo 4), se
faz a opcédo de com quantos “parametros de deformacéao interna” se efetuara a
analise. Assim, no arquivo de entrada de dados externo, indicar-se-a este
parametro com o valor | EAS correspondente. De maneira similar, o usuario
podera optar por uma analise com elementos enriquecidos com os modos
incompativeis. Neste caso, a quantidade de modos € fixa para cada dominio de

analise escolhida — 2D ou 3D.

Com relagdo ao sistema de equagdes nao lineares, o programa
ANLESTREM conta com varias estratégias diferentes baseadas no método de

Newton-Raphson e na técnica do comprimento de arco (arc-length).

6.2 PRINCIPAIS FUNGCOES CONTIDAS NO PROGRAMA ANLESTREM

O ANLESTREM é o programa principal que executa varias fungdes que,
por sua vez, solicita varias outras sub fun¢des auxiliares naquele diretorio até a

completa realizacao da analise.

As fungdes contidas no programa principal sao: INFILE, INDEXA,
FUERZAS, INICIA, UPDATED_ARC_LEGTH, ASSEM, SKYDEC, SKYSOL,
PREDICT, TESTE_FUNCTION, SKYSOL_CORRECTOR, LENGTH,
UPDATE_LOAD_DISPLACEMENT, TENSION, RESIDUAL_FORCE,
CONVERGENCE_CHECK, UPDATE_CONVERGENCE_VARIABLES e
OUTPUT. Na Figura 8.1 é apresentado um fluxograma com a estrutura das
principais fungdes implementadas no ANLESTREM. Por outro lado, na Figura

8.2 ilustra-se o fluxo de execugéo das principais variaveis do programa.

O programa ANLESTREM inicia executando a funcao INFILE. Através
desta, Ié-se os dados de entrada contidos em um arquivo de dados externo. Para
tanto, dentro desta fungdo € chamada uma outra fungcdo denominada
READ_INPUT _FILE. Na funcdo INFILE ainda s&o processados outros
comandos que se referem a dados de carater global necessarios a execugao do
programa. A segunda fungcdo do ANLESTREM ¢é a INDEXA. Esta calcula um

vetor (IPOS) que contém as posigdes dos pivds da matriz de rigidez da estrutura.

A proxima fungéo a ser processada é a FUERZAS. Nela calculam-se as

forcas nodais equivalentes. Dependendo do tipo de carga (nodais,
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gravitacionais, distribuida e/ou de superficies), podem ser chamadas fungdes
(FNODO, FGRAV, FLADO e/ou FSUPER) que leem as informagdes sobre cada
tipo de esforgo. Ainda dentro da fungao principal FUERZAS, o calculo das for¢as
nodais equivalentes (ALOAD) é realizado e finalmente introduzidas as condi¢des

de contorno.

A quarta funcdo executada € a INICIA que, como seu préprio nhome
sugere, inicializa algumas variaveis (contadores, arrays, etc.) essenciais a
execugdo do programa ANLESTREM. Neste momento o programa
ANLESTREM esta apto a iniciar o seu ciclo incremental. Um lago de FOR (faga)
€ entdo executado de 1 (um) até um numero de incrementos (NINC) pré-

estabelecido.

A primeira funcdo executada dentro do lago incremental é a
UPDATED_ARC_LENGTH que realiza o incremento automatico do comprimento

de arco (ARCL) ou o corte (CUT) se necessario.

Em seguida, ¢ inicializado o contador das iteragdes de equilibrio (ITEQ) e

a variavel de controle relacionada ao erro da forca (ERRORF).

Neste ponto, comeca o lago iterativo que € executado com um WHILE
(enquanto) e, assim, verificando se as condigbes ERRORF > TOLEQ), ITEQ <

NITEQ e IFAIL = 0 sdo simultaneamente satisfeitas.

Os primeiros comandos executados no /oop iterativo sdo contadores do
numero das iteragdes de equilibrio ITEQ e do numero maximo de iteracdes de
equilibrio NITEQ (definido no arquivo de entrada externo e que serve para

controlar a execug&o do programa, evitando o seu processamento infinito).

A funcéo vindoura é a ASSEM que monta a matriz de rigidez global da
estrutura. Dentro desta funcéo, outras fungdes sdao chamadas como a STIFF que

calcula, via integragdo numérica de Gauss, a matriz de rigidez de cada elemento.

A SKYDEC ¢ a proxima fungédo executada. Através desta, triangulariza-se
a matriz de rigidez pelo método de Crout (Ver Capitulo 4 de Métodos Numéricos
para Engenheiros e Cientistas — Amos Gilat, 2008). A funcdo SKYSOL é
chamada dentro do ANLESTREM para resolugao do sistema linear de equacgoes.

A saida desta fungao € um vetor com deslocamentos nodais (DESL).
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Figura 8.1 — Fluxograma das principais fungdes do ANLESTREM.

ANLESTREM

INFILE
INDEXA
FUERZAS

INICIA
[" FACA ILOAD = 1: NINC

UPDATED_ARC_LENGTH
ITEQ=0
ERROF =TOLEQ + 1

SE (INDIC = 1)
UPDATE_CONVERGENCE_VARIABLES
OUTPUT

FIM SE

= FIM FACA

Na primeira iteragéo (/ITEQ = 1) dentro do ciclo iterativo sdo executadas
as funcdes PREDICT e TEST_FUNCTION. Na PREDICT calcula-se o parametro
CST (current stiffness parameter) e o preditor (DFACT) para obtencao da
trajetéria de equilibrio. A segunda executa fungdes teste para detecgdo da

singularidade da matriz de rigidez tangente.
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Se o valor de IFAIL (inicializado na fungéo INICIA) é diferente de 2 (dois)
entdo da-se inicio a um lago de IF (se) com a execucgao das seguintes fungoes:
UPDATED_LOAD_DISPLACEMENT, TENSION, RESIDUAL_FORCE,
CONVERGENCE_CHECK. Se IFAIL for igual a 2 equivale a existéncia de duas
raizes complexas na solugdo da equacgado quadratica pela fungcdo ROOT). Na
fungdo UPDATED_LOAD DISPLAMENT ¢é feita uma atualizagdo dos
deslocamentos (AL e DESL) e fatores de carga (DFACT e FACT) incremental e
total, respectivamente. Na TENSION, através de integracdo numeérica,
inicialmente se obtém as tensdes, deformacbes e forga interna em cada
elemento. Em seguida ¢é feito o calculo das reagbes nodais. A
RESIDUAL_FORCE calcula as forgas residuais. Ja a CONVERGENCE_CHECK
avalia a convergéncia do sistema de equagdes em deslocamento. Se ERRORF
(erro das forgas) for menor que uma tolerancia pré-definida, atualizam-se as
variaveis INDIC (INDIC = 1) e ICUT (ICUT = 0). Neste momento se sai do laco
iterativo, ja que para sua continuagédo implicaria em ERRORF > TOLEQ. Caso

contrario teriamos uma nova iteragdo: ITEQ = ITEQ + 1.

Em um problema linear deve haver convergéncia ja na primeira iteragao.
Entretanto, se estamos diante de um problema n&o-linear, provavelmente uma
nova iteragcdo se daria e, assim, seria novamente executado a soma dos
contadores da iteracédo (ITEQ) no inicio do lago. Em seguida se atualizaria a
matriz de rigidez que neste caso dependeria dos deslocamentos e também
estaria em funcao das forcas internas. Para ITEQ > 1 n&o ha calculo do preditor
(DFACT) na PREDICT. Em vez disso, chama-se a SKYSOL_CORRECTOR e a
LENGTH (onde se calcula o FAC — incremento de carga). Se INDIC = 1, a funcao
UPDATED CONVERGENCE_VARIABLES ¢é executada, de modo que sao
salvas as variaveis do passo convergido (apenas estes valores e o numero de
passos requeridos interessam para serem salvos na pratica). Em seguida, a
funcdo OUTPUT que imprime os resultados da analise (tensdo (TENS);
deslocamento (DESL) e reagdes (REAC), em coordenadas globais) é executada.
Na continuagdo da execucédo do programa ANLESTREM é dado um novo
incremento de carga (NINC) prosseguindo-se dessa maneira até a solugdo
completa do problema estrutural.
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Figura 8.2 — Fluxo de execugao das principais variaveis do ANLESTREM.
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9. EXEMPLOS NUMERICOS

9.1 INTRODUGAO

Neste capitulo sdo analisados 18 exemplos numéricos nao lineares
conhecidos da literatura. Dessa forma, pode-se avaliar a performance da

formulagdo e da implementacéo realizada.

As estruturas sdo discretizadas com 6 tipos diferentes de elementos:
quadrilatero de 4 nés padréo (Q4P); hexaédrico de 8 nés padréo (H8P); quadrilatero
de 4 n6és melhorado com o método dos modos incompativeis (Q4MI); hexaédrico
de 8 nés melhorado com o método dos modos incompativeis (H8MI); quadrilatero
de 4 nés melhorado com o método EAS (Q4EAS); hexaédrico de 8 nés melhorado

com o método EAS (H8EAS). A Figura 9.1 ilustra os elementos utilizados.

Figura 9.1 — Elementos de baixa ordem utilizados nas analises.

) Q4P

3) Q4EAS

® Q4MI

Inicialmente avaliou-se a utilizacdo de elementos de baixa ordem em
analises nao lineares elasticas de estruturas. Posteriormente, verificou-se o
emprego dos elementos implementados na analise elastoplastica de placas e
cascas submetidas a grandes deslocamentos e rotagdes. Os resultados foram
comparados com os encontrados em outras literaturas e também com aqueles

obtidos por meio do software comercial ABAQUS.

Para tornar mais facil a visualizacdo e analise dos resultados, utilizou-se o
software open source Paraview. As malhas de todas as estruturas analisadas foram
obtidas por meio de planilhas eletronicas do software Microsoft Excel. Os graficos

carga versus deslocamentos foram gerados fazendo uso do software Matlab. As
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tensdes calculadas nos pontos de Gauss s&o suavizadas por uma abordagem tal
como apresentada em Durand (2014).

9.2 APLICAGOES ELASTICAS
9.2.1 Viga engastada

A estrutura trata-se de uma viga engastada que possui comprimento L = 20,
altura h = 1 e espessura b = 1 como ilustrado em escala na Figura 9.2 (a). Adota-
se um modulo de elasticidade E = 4,8 x108 e coeficiente de Poisson v = 0. A viga
esta sujeita a uma carga de cisalhamento total de F = 7000000 aplicada na
extremidade livre. Seguindo os trabalhos de Liu, Belytschko e Chen (1988), bem
como o de Moita (1994), as unidades referentes aos dados de geometria e

propriedades materiais ndo sao especificadas.

Figura 9.2 — Geometria (a) e discretizagao (b) da viga engastada.

(@)

AR AYSY
- rél .
&
fe—>
—~

ry
Yy

Por se tratar de um problema classico, as solugdes analiticas lineares e

nao lineares estao disponiveis. Assim, de acordo com Timoshenko e Gere (1972),

considerando a teoria dos pequenos delocamentos e rotacdes, o deslocamento

vertical na extremidade livre da viga € dado por:
3EI

Ainda de acordo com a referéncia antes mencionada, considerando a teoria

(9.1)

dos grandes delocamentos e rotagdes, os deslocamentos horizontais e verticais da

extremidade livre podem ser calculados por:

%t PP (k) (1)

ou 1_ /2EIsenﬁ
L PI?

(9.2)
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Em que nas expressbes anteriores F € uma carga concentrada na
extremidade livre; I é o momento de inércia; 3 é a rotagao da extremidade livre
daviga; H sao integrais elipticas que podem ter seus valores obtidos em manuais

de referéncia como Belyakov (1965) ou Keisan, (2018).

Dada a simplicidade do problema, na analise numérica foram utilizados
apenas 20 elementos ao longo do comprimento da pecga. Na Figura 9.2 (b) mostra-
se a discretizagao da estrutura. Para se fazer uma comparagao com os resultados
analiticos, foram considerados como valores numéricos a média dos

deslocamentos obtidos nos dois nds situados na extremidade livre da peca.

O método de Newton-Raphson com 10 passos de carga e uma tolerancia de
10-° foi utilizado na obtengdo da resposta. Na Figura 9.3 plotam-se com curvas
cheias os resultados de carga versus deslocamentos normalizados obtidos pelas
teorias de pequena e grandes deflexdes. Sobre estes resultados s&o plotados os
valores obtidos com elementos incompativeis Q4MI. Verrifica-se uma boa
convergéncia entre os resultados. Ainda na Figura 9.3 observam-se os resultados
em linhas tracejadas obtidos com o elemento de padrao Q4P em que se verifica
uma rigidez artificial da resposta quando comparado com o elemento incompativel.
Na Figura 9.4, apresenta-se a configuracdo deformada para o ultimo passo de

carga. Um total de 45 iteragdes foram necessarias para realizar a analise.

Figura 9.3 — Curvas carga versus deslocamento normalizados.
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Figura 9.4 — Configuragédo deformada para o ultimo incremento de carga.

9.2.2 Arco circular abatido

A estrutura analisada refere-se a um arco circular abatido, rotulado nas suas
extremidades e submetido a uma carga concentrada no seu centro conforme
ilustrado na Figura 9.5. Este exemplo é apresentado no artigo de Yaw, Sukumar e
Kunnath (2009), do qual a geometria e propriedades materiais sdo tomados. A
geometria do arco é definida por um raio R = 10581,6 mm; uma segao transversal
com altura radial 79,2 mm e espessura 25,4 mm; e um vao entre os apoios de 2540
mm. Adota-se um moddulo de elasticidade E = 68,948 kN/mm? e coeficiente de

Poisson v = 0.

Figura 9.5 — Geometria do arco.
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O arco foi analisado tanto com o programa implementado nesta pesquisa
quanto por meio do software ABAQUS. Devido a simetria, apenas metade da
estrutura foi discretizada. Adotou-se 4 malhas com 12, 24, 48 e 192 elementos,

como mostrado na Figura 9.6.

Figura 9.6 — Discretizagdes do dominio.

W

Malha 1: 6 x 2 = 12 elementos

Malha 2: 12 x 2 = 24 elementos Malha 4: 48 x 4 = 192 elementos

O método comprimento de arco com controle de deslocamento constante
juntamente com o método de Newton-Raphson foram utilizados na obtencao da
resposta. O comprimento de arco e a tolerancia para a convergéncia usados foram
Al = 7,8 e 10, respectivamente. No ABAQUS o comprimento de arco inserido foi
Al = 0,0087. Na Figura 9.7 plotam-se os resultados de carga versus deslocamentos
obtidos com elementos incompativeis Q4MI| para as quatro malhas estudadas.
Verifica-se uma ligeira redugéo na previsao da capacidade resistente da estrutura
quando se utiliza uma malha de 192 elementos. Estes resultados mostram o bom
desempenho dos elementos eriquecidos em determinar a capacidade resistente do
arco mesmo quando sao utilizadas malhas grosseiras. Utilizou-se 20 passos de
carga e um total de 60 interagdes foram necessarias para realizar a analise. Na
analise com o ABAQUS, trabalhou-se com 1000 passos de carga e contabilizou-se

1000 interacgdes ao final da analise.

Na Figura 9.8 sdo mostradas as curvas carga versus deslocamento obtidas
com a estrutura discretizada com a malha 24 x2 e utlizando os elementos Q4P, Q4Ml,
Q4EAS-4, Q4EAS-7. Os elementos EAS e incompativeis apresentam resposta
idénticas. A analise da estrutura com o ABAQUS é feita utilizado o elemento CPS4
e, como se pode observar, apresenta resposta muito préxima em relacdo aquelas
obtidas com a formulagcdo implementada no presente trabalho. Como era previsto,
dada a sua incapacidade de simular certas condi¢des, o elemento Q4P apresenta
uma sobrerigidez na resposta. Na Figura 9.9 apresenta-se a configuragdo deformada

para o ultimo passo de carga da simulagdo com o elemento Q4EAS-7. Na Figura
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9.10, apresentam-se a distribuicdo de tensdes o na estrutura para o ultimo passo

de carga e fazendo uso do elemento Q4EAS-7.

Figura 9.7 — Curvas carga versus deslocamento na diregéo v.
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Figura 9.9 — Configuragao deformada para o ultimo incremento de carga

Figura 9.10 — TensGes o para o ultimo incremento de carga.
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9.2.3 Portico L

O pértico tem sua geometria, condicbes de contorno e carregamento
ilustrados na Figura 9.11 (a). Uma das extremidades esta totalmente engastada e
a outra extremidade encontra-se livre e submetida a uma carga de cisalhamento
horizontal. Adota-se um moddulo de elasticidade E = 3,0 x7107 e coeficiente de
Poisson v = 0,3. Este exemplo & apresentado em Battini (2008) e mais
recentemente em Karkon e Pajand (2016). Acompanhando essas referéncias, as
unidades relacionadas a geometria e propriedades materiais ndo sao também
especificadas. A Figura 9.11(b) mostra a estrutura descretizada com 19 elementos
(19 x 1). Como procedido em Battini (2008), os deslocamentos foram tomados no
ponto A que esta sobre o0 eixo do podrtico e, para essa discretizacdo, foram
considerados como os valores numéricos médios dos deslocamentos obtidos nos
dois nods situados na extremidade livre. O método de Newton-Raphson com 20
passos de carga e uma tolerancia de 70-° foram utilizados na obtengao da resposta.
Um total de 4 iteragbes por passo de carga foram necessarias para realizar a
analise. Na analise com o ABAQUS foram utlizados 10 passos de carga e
contabilizaram-se 1000 iteracdes ao final da analise.

Figura 9.11 — (a) Geometria e (b) discretizacdo do dominio do portico L.
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Na Figura 9.12 apresentam-se as curvas carga versus deslocamento das
analises numéricas realizadas com os elementos Q4MI, Q4EAS-4, Q4EAS-7.
Verifica-se que as respostas praticamente se superpdem. A analise da estrutura

com o ABAQUS é novamente feita utilizando o elemento CPS4 e, como pode ser
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observado, a resposta praticamente se confunde com as obtidas neste trabalho. Na
Figura 9.13, apresenta-se a configuracdo deformada para o ultimo passo de carga

e utilizando-se o elemento Q4EAS-7.

Figura 9.12 — Curvas carga versus deslocamento.
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Figura 9.13 — Configuragado deformada para o ultimo incremento de carga.

9.2.4 Portico T

A geometria, condicbes de contorno e carregamento do portico sao
ilustrados na Figura 9.14. A secao transversal possui altura 4 in e largura 1 in. Os
apoios sao rotulas que se situam nas extremidades e sobre os eixos. Na
extremidade esquerda o apoio permite apenas deslocamento horizontal e nas
extremidades inferior e direita os apoios restringem deslocamentos na horizontal e
vertical. Uma carga concentrada esta verticalmente aplicada no ponto A. As
propriedades materiais consistem de um méddulo de elasticidade E = 29000 ksi e
coeficiente de Poisson v = 0,3. Este problema também é apresentado em Yaw,

Sukumar e Kunnath (2009), do qual a geometria e propriedades materiais sao



129

tomados. A Figura 9.15 mostra a estrutura discretizada com (a) 124 elementos e
(b) 496 elementos, respectivamente. Observa-se que, dada as condi¢cbes de
contornos, no minimo 2 elementos sdo necessarios ao longo da altura da secgéo

transversal da estrutura.

O comprimento de arco e a tolerancia para a convergéncia utilizadas nas
analises foram Al =0,3 e 10, respectivamente. No ABAQUS o comprimento de
arco inserido foi Al =0,0714275. Trabalhou-se com 74 passos de carga e um total
de 232 iteracbes foram necessarias para realizar a analise. Na simulacdo com o
ABAQUS, utilizaram-se 1000 passos de carga e foram contabilizados 1000

iteracdes ao final do processo.

Figura 9.14 — Geometria do portico T.
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Na Figura 9.16 apresentam-se as curvas carga versus deslocamento da
analise numérica realizada com os elementos Q4P, Q4MI|, Q4EAS-4 e Q4EAS-7 e

com as duas malhas antes descritas. Verifica-se que as respostas com 124

20 in
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elementos enriquecidos sao praticamente coincidentes com aquela produzida com
o elemento CPS4 no programa ABAQUS. Uma pequena redugcédo no valor da
capacidade resistente da estrutura so é verificada quando se utiliza uma malha com
496 elementos. Este fato mais uma vez atesta a performance dos elementos
mesmo quando sao utilizadas malhas grosseiras. Por fim, na Figura 9.16, observa-
se que utilizando o elemento padrao Q4P, obtem-se respostas mais rigidas. Na

Figura 9.17, apresenta-se a configuracdo deformada para o ultimo passo de carga.

Figura 9.16 — Curvas carga versus deslocamento na direcao v.
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9.2.5 Viga de Cook

A viga tem a geometria, condi¢gdes de contorno e carregamento ilustrados na
Figura 9.18(a). A estrutura esta engastada do lado esquerdo e livre no lado da
extremidade oposta. Uma carga de valor total F = 1 esta distribuida sobre a aresta
livre. O médulo de elasticidade é E = 1, o coeficiente de Poisson v = 1/3 e a
espessura t = 1. Este exemplo, classico em analises lineares, € apresentado no

ambito n&o linear geomeétrico por Karkon e Pajand (2016). Acompanhando esse
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trabalho, as unidades relacionadas a geometria, propriedades materiais e
carregamento ndo sao também aqui estabelecidas. A Figura 9.18(b) mostra a
estrutura discretizada com uma malha 16 (4 x 4) elementos quadrilateros. O método
de Newton-Raphson com apenas 5 passos de carga e uma tolerancia de 10 foi
utilizada na obtencgéo da resposta. Um total de 4 iteragdes por passo de carga foram

necessarias para realizar a analise.

Figura 9.18 — Viga de Cook. (a) Geometria e (b) discretizacdo do dominio.
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Na Figura 9.19 apresenta-se a curva carga versus deslocamento no ponto A

da analise numérica realizada com o elemento Q4MI. Os resultados obtidos foram

confrontados com os encontrados em Karkon e Pajand (2016).

Figura 9.19 — Curvas carga versus deslocamento.
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Verifica-se que as curvas séo praticamente coincidentes e atestam o bom
desempenho da formulagcdo implementada, mesmo quando s&o utilizadas malhas
grosseiras e elementos distorcidos. Na Figura 9.20(a) apresenta-se a configuragéo

deformada e na Figura 9.20(b) as tensdes o, sobre a estrutura para o ultimo passo

de carga.

Figura 9.20 — (a) Configuracéo deformada e (b) o, tensGes para o ultimo incremento de carga.

9.2.6 Viga engastada sujeita a carga de cisalhamento

A geometria, condi¢des de contorno e carregamento da viga engastada séo
ilustrados na Figura 9.21. A viga engastada tem comprimento de L = 10. Sua se¢ao
transversal possui largura b = 7 e altura h = 0,1. A peca esta engastada em uma
extremidade e livre na outra. Uma carga de cisalhamento F €& aplicada na
extremidade livre. As propriedades materiais consistem de um moddulo de
elasticidade E = 1,2x10¢ e coeficiente de Poisson v = 0. A Figura 9.22 mostra a
discretizagdo adotada, em que 20 elementos H8BEAS30 foram utilizados ao longo
do comprimento, 1 na largura e 1 ao longo da espessura. Este problema é
apresentado em Polat (2010). Seguindo essa publicagéo, as unidades relacionadas
a geometria, propriedades materiais e carregamento n&o sao especificadas.

Os resultados da analise s&do mostrados nas Figuras 9.23 e 9.24. Na
primeira, as curvas carga x deslocamento sao apresentadas. Pode-se verificar uma

boa concordancia das respostas quando comparadas com as obtidas por Polat
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(2010), que também simulou o problema com a mesma malha adotada neste
presente trabalho. A deformada da estrutura é exposta na Figura 9.23.

Figura 9.21 — Geometria da viga em balancgo.

Figura 9.22 — Discretizacdo do dominio. Malha: 20 elementos HBEAS30 (20 x 1 x 1).

Figura 9.23 — Curva carga versus deslocamento (horizontal ua e vertical wa) na extremidade livre.
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Figura 9.24 — Deformada da estrutura para o ultimo passo de carga.
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9.2.7 Viga circular 45° em balanco

As caracteristicas da geometria, condigdes de contorno e carregamento da
estrutura séo ilustradas na Figura 9.25. O eixo da viga possui uma curvatura cujo
raio € igual a R =100. A secao transversal possuilargurab =1 e altura h=1. Uma
carga concentrada F € aplicada na extremidade livre. As propriedades materiais
consistem de um médulo de elasticidade E = 1,0x107 e coeficiente de Poisson v =
0. Também, seguindo Polat (2010), as unidades relacionadas a geometria,

propriedades materiais e carregamento n&o sao aqui especificadas.

Figure 9.25 — Geometria da viga circular.
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A Figura 9.26 mostra a malha adotada na analise. O método de Newton-
Raphson com apenas 4 passos de carga e uma tolerancia de 70-° foram utilizados

na obtencdo da resposta. Um total de 6 iteragbes por passo de carga foram
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necessarias para realizar a analise. Por meio da Figura 9.27, verifica-se que mesmo

com essa malha com poucos elementos, obtém-se resultados idénticos aqueles

presentes em Polat (2010). Este autor utiliza uma discretizagdo mais refinada:

20x2x2 elementos. A deformada final da estrutura € apresentada na Figura 9.28.

Figura 9.26 — Discretizacdo do dominio. Malha: 16 elementos HBEAS30 (16 x 1 x 1).

Figura 9.27 — Curva carga versus deslocamento (horizontal ua e vertical wa) na extremidade livre.
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Figura 9.28 — Deformada da estrutura para o ultimo passo de carga.
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9.2.8 Placa retangular em balango com carga concentrada no canto

A geometria, condigbes de contorno e carregamento da placa sao ilustrados
na Figura 9.29. A estrutura possui largura [ = 30 m, comprimento ¢ =40 me
espessura h = 0,4 m. A peca esta engastada em uma das face e livre nas outras
extremidades. As propriedades materiais consistem de um modulo de elasticidade
E = 1,2x108 kN/m? e coeficiente de Poisson v = 0,3. Este problema é apresentado
no artigo de Shi e Voyiadjis (1991), do qual as unidades referentes a geometria,
propriedades materiais e carregamento sdo tomados. Mais recentemente, 0 mesmo
exemplo é explorado por Filho (2002). A Figura 9.30 mostra a estrutura

discretizada.

Figura 9.29 — Geometria da placa rectangular.

Figura 9.30 — Discretizagdo do dominio. Malha: 80 elementos HSBEAS30 (10 x 8 x 1).

O método comprimento de arco com controle de deslocamento constante foi
utilizado na obtencgao da resposta. O comprimento de arco e a tolerancia para a
convergéncia empregadas foram Al = 1,58 e 10, respectivamente. Trabalhou-se

com apenas 18 passos de carga e um total de 78 iteragdes foram necessarias para
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realizar a analise. A curva carga versus deslocamento da estrutura no ponto A onde
a carga é aplicada é mostrada na Figura 9.31. Verifica-se que mesmo com uma
malha com apenas 80 elementos, obtém-se resultados idénticos aqueles presentes
em Filho (2002). Vale salientar que este autor utiliza uma discretizagdo um pouco
mais refinada: 10x8x4 elementos. A deformada final da estrutura é apresentada na
Figura 9.32. Observa-se que a formulagdo implementada é capaz de capturar os

grandes deslocamentos e rotagdes que se desenvolvem na placa.

Figura 9.31 — Curva carga versus deslocamento vertical no ponto de aplicagédo da carga.
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9.2.9 Viga torcida com carga fora do plano

De acordo com Mostafa, Sivaselvan e Felippa (2013), este benchmark
proposto por MacNeal e Harder (1985) destina-se avaliar o desempenho de um

elemento ao ser distorcido. A geometria, condigdes de contorno e carregamento da
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viga torcida sao apresentadas na Figura 9.33. A pega tem um comprimento de L =
12 mm. Sua sec¢ao transversal possui altura h = 1,7 mm e espessura b = 0,06 mm.
A peca esta engastada em uma extremidade e livre na outra. Uma carga F é
aplicada na extremidade livre. As propriedades materiais consistem de um maddulo
de elasticidade E = 29x706 N/mm? e coeficiente de Poisson v = 0,22. Toma-se as
mesmas unidades de geometria, propriedades materiais e carregamento
constantes em Mostafa, Sivaselvan e Felippa (2013). A Figura 9.34 mostra a

estrutura discretizada com 192 elementos hexaédricos.

Figura 9.33 — Geometria da viga torcida.
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O método comprimento de arco com controle de deslocamento atualizado foi
utilizado na solugdo. O comprimento de arco e a tolerancia estabelecidas foram
Al = 0,3 e 1073, respectivamente. Para obter a trajetéria, 32 passos de carga e
152 iteragcbes foram necessarias. Na Figura 9.35 verifica-se que os resultados sédo
muito proximos dos obtidos por Mostafa, Sivaselvan e Felippa (2013). Esta
referéncia utiliza elementos sdélido-casca e assim, adota uma malha um pouco mais
grosseira: 24x4x1 elementos. A deformada da estrutura € mostra na Figura 9.36.

Figura 9.35 — Curva carga versus deslocamento na extremidade livre.
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Figura 9.36 — Deformada da estrutura para o ultimo passo de carga.

9.2.10 Placa com abertura anular sujeita a uma carga uniformente distribuida

De acordo com Mostafa, Sivaselvan e Felippa (2013), este benchmark
também € utilizado para avaliar a performance de formulacbes de casca com
pequena espessura sob rotagdes finitas. Este exemplo foi inicialmente proposto por
Basar e Ding (1990), Basar e Ding (1992) e depois trabalhado por outros autores.
A geometria, condigbes de contorno e carregamento sao ilustradas na Figura 9.37.
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Figura 9.37—- Geometria da placa com furo.

Z
O X Uma face }

engastada e a
outra lhivre

< »
- »

A peca tem raio externo Re = 10 mm, raio interno Ri= 6 mm e espessura t =
0,03 mm. O anel esta seccionado na direcao radial na direcdo AB. Uma face na
secao esta engastada e a outra face esta livre. Nesta, uma carga uniformente
distribuida g é aplicada no sentido positivo do eixo Z sobre a aresta superior
provocando o icamento da estrutura. As propriedades materiais consistem de um
moédulo de elasticidade E = 21x10% N/mm? e coeficiente de Poisson v = 0. Também
neste exemplo, adota-se as mesmas unidades de geometria, propriedades
materiais e carregamento presentes em Mostafa, Sivaselvan e Felippa (2013). A
Figura 9.38 mostra a estrutura discretizada. Os dois tipos de elementos hexaédricos

enriquecidos implementados foram utilizados na analise.

Figura 9.38 — Discretizagdo do dominio - Malha 48 x 8 x 1.
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O método de Newton-Raphson com 20 passos de carga e uma tolerancia de
10* foram utilizados na obtencdo da resposta. Um total de 162 iteragdes foram
necessarias para completar a analise. Na Figura 9.37 verifica-se que os resultados

sao préximos dos obtidos por Mostafa, Sivaselvan e Felippa (2013). Esta referéncia
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fez uso de uma malha um pouco mais refinada: 64x8x7 elementos. Observa-se
que a analise com o elemento incompativel apresenta uma resposta mais rigida
que aquela realizada com o método EAS. Ainda assim, nota-se que em parte da
trajetdria de equilibrio a diferenga entre as respostas € pequena e que se pode
obter o comportamento nao linear completo, mesmo utilizando o elemento mais
simples H8MI. A deformada final da estrutura é apresentada na Figura 9.40, em
que se pode perceber os grandes deslocamentos desenvolvidos, chegando a
superar em valores as proprias dimensodes da placa.

Figura 9.39 — Curva carga versus deslocamento para os pontos A e B.
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Figura 9.40 — Deformada da estrutura para o ultimo passo de carga.
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9.2.11 Casca cilindrica sob carga concentrada

Este exemplo é classico e permite avaliar a robustez da implementagao em
obter a trajetdria de equilibrio. As caracteristicas da casca sao ilustradas na Figura
9.41. A geometria é definida por R = 2540 mm; 6 = 0,1 rad; e L = 508 mm e;
espessura t = 6,35 mm. A borda curva se encontra livre enquanto o bordo reto esta
simplesmente apoiado. Uma carga pontual F é aplicada no ponto A. As
propriedades materiais consistem de um mddulo de elasticidade E = 37102,75
N/mm? e coeficiente de Poisson v = 0,3. Neste problema, adota-se as mesmas
unidades de geometria, propriedades materiais e carregamento presentes em
Schwarze e Reese (2010). A Figura 9.42 mostra a estrutura discretizada. Devido a

simetria, apenas um quarto da estrutura foi simulado.

Figura 9.41 — Geometria da casca cilindrica.

Simplemente |
apoiado

Figura 9.42 — Discretiza¢cdo do dominio - Malha 4 x 4 x 2,

O método comprimento de arco com restri¢ao cilindrica atualizado foi utilizado
na solucao do sistema de equagdes. O comprimento de arco inicial e a tolerancia
estabelecidas foram Al = 2,6 e 103, respectivamente. Para obter a trajetéria de
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equilibrio 80 passos de carga e um total de 236 iteragdes foram contabilizadas. Na
Figura 9.43 verifica-se que os resultados obtidos sdo praticamente iguais aqueles
encontrados em Schwarze e Reese (2010). Esta referéncia utilizou uma malha um
pouco mais grosseira contendo 16 (4x4) elementos. Verifica-se que apesar da
estrutura passar por varios pontos limites, o algoritmo implementado consegue
obter a trajetéria de equilibio completa. A deformada final da estrutura é

apresentada na Figura 9.44.

Figura 9.43 — Curva carga versus deslocamento para os pontos A e B.
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Figura 9.44 — Deformada da estrutura para o ultimo passo de carga.

9.2.12 Casca cilindrica engastada

A estrutura é caracterizada por um cilindro engastado em uma extremidade
e livre na outra, onde forgas colineares sédo aplicadas. Para Mostafa, Sivaselvan e
Felippa (2013), este é um teste exigente para elementos solido-casca pois estes
sao propensos ao bloqueio trapezoidal quando se realiza modelagens de estruturas

com geometrias curvas. A geometria, condi¢des de contorno e carregamento do
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cilindro s&o ilustrados na Figura 9.45. A superficie média da estrutura é definida
pelo raio R = 1,016 mm; comprimento L = 3,048 mm e; espessura t = 0,03 mm. As
propriedades materiais consistem de um moédulo de elasticidade E = 2,0685%107
N/mm? e coeficiente de Poisson v = 0,3. Neste exemplo, adota-se as mesmas
unidades de geometria, propriedades materiais e carregamento presentes em
Mostafa, Sivaselvan e Felippa (2013). A Figura 9.46 mostra a discretizagado da

casca, e que verifica-se que apenas um quarto da estrutura foi modelada.

Figura 9.45 — Geometria da casca cilindrica.
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O método comprimento de arco atualizado com restri¢ao cilindrica foi utilizado
na solucéo do sistema de equacgdes nao lineares. O comprimento de arco inicial e a
tolerancia estabelecidas foram Al = 0,4 e 103, respectivamente. Para obter a
trajetéria de equilibrio, 57 passos de carga e um total de 221 iteragées foram
necessarias. Na Figura 9.47 verifica-se que mesmo utilizando um elemento solido
EAS, os resultados sao idénticos aos obtidos por Mostafa, Sivaselvan e Felippa
(2013), que usam uma malha de de 16x16x7 elementos. Na Figura 9.48 é

apresentada a deformada da estrutura.
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Figura 9.46 — Discretizagdo do dominio - Malha 24 x 24 x 1.

Figura 9.47 — Curva carga versus deslocamento vertical no ponto de aplicagédo da carga.
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Figura 9.48 — Deformada da estrutura para o ultimo passo de carga.
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9.2.13 Viga engastada com seg¢ao U

Este teste avalia a aplicacdo dos elementos melhorados em estruturas tipo
casca com efeitos de instabilidade local. De acordo com Klinkel e Wagner (1997),
este problema demanda alta acuracia do modelo de elementos finitos. A geometria,
condigdes de contorno e de carregamento da viga se¢édo U sao ilustrados na Figura
9.49. A estrutura possui comprimento L = 36 e sua segao transversal tém largura
da aba b = 2, altura da alma h = 6 e espessura t = 0,05. A peca esta engastada em
uma extremidade e livre na outra. Uma carga pontual F é aplicada na extremidade
livre. As propriedades materiais consistem de um modulo de elasticidade E = 107
e coeficiente de Poisson v = 0,33. Seguindo Klinkel e Wagner (1997), as unidades
relacionadas a geometria, propriedades materiais e carregamento ndo sao

especificadas. Na Figura 9.50 tem-se a estrutura discretizada.

Figura 9.49 — Geometria da viga.

H b .
O método comprimento de arco atualizado com restri¢ao cilindrica foi utilizado

na solugdo. O comprimento de arco inicial e a tolerancia estabelecida foram Al =
0,03 e 103, respectivamente. Foram necessarios 650 passos de carga e 1409
iteracdes. Na Figura 9.51 verifica-se que os resultados sdo proximos dos obtidos
por Betsch, Gruttmann e Stein (1996) e Klinkel e Wagner (1997) que usaram uma

malha de 10x36x%1 elementos. A deformada da estrutura € mostrada na Figura 9.52.
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Figura 9.50 — Discretizagdo do dominio - Malha
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12 x 36 x 1.

Figura 9.51 — Curva carga versus deslocamento vertical no ponto de aplicagéo da carga.
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9.3 APLICAGOES ELASTOPLASTICAS

9.3.1 Chapa sob tragao

Neste exemplo apresentado em Oliveira (2016), uma chapa quadrada
submetida a tracéo é discretizada com apenas um elemento quadrilatero. Objetiva-
se verificar o modelo de elastoplasticidade implementado para o estado plano de
tensdo. Nao se considera a nao linearidade geométrica. A geometria, condigdes de
contorno e carregamento dadas na Figura 9.53 sdo as mesmas presentes em
Oliveira (2016). A chapa possuilado b =0,250 m; E = 1,0 x 10° MPa; H= 500 MPa;
oo = 80 MPa; e v = 0,2. O método comprimento de arco com controle de
deslocamento constante foi utilizado. O comprimento de arco e a tolerancia
estabelecidas foram Al = 0,000015 e 104, respectivamente. Para realizar a andlise
completa, foram necessarios 1335 passos de carga e 1335 iteragdes. Na Figura
9.54 observa-se que os resultados sao idénticos aos obtidos por Oliveira (2016).

Figure 9.53 — Geometria da chapa.
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9.3.2 Cubo sob tragao

O cubo submetido a tragao na sua face superior é discretizado com apenas
um elemento hexaédrico. Objetiva-se avaliar o modelo de elastoplasticidade para
o estado tridimensional de tensdo, também sem considerar a n&o linearidade
geomética. A geometria, condi¢bes de contorno e carregamento ilustradas na
Figura 9.55 sao adotadas de Schmidt (2006). A estrutura possui aresta b = 1,0 m;
E=1,2x%x107 KN/m?, Et= 1,2 x 105 kN/m?; oo = 2,4 x 104 kN/m?; e v =0,0. A carga
aplicada em cada n6 da face superior é F = 6,5 kN. O método comprimento de arco
com controle de deslocamento constante foi utilizado. O comprimento de arco e a
tolerancia utilizada foram Al = 0,0005 e 104, respectivamente. Para a simulacao
completa foram necessarios 50 passos de carga e 50 iteragdes. Na Figura 9.56

verifica-se que os resultados sao semelhantes aos obtidos por Schmidt (2006).

Figura 9.55 — Geometria do cubo.
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Figura 9.56 — Curva carga versus deslocamento na diregdo da aplicagdo da carga.
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9.3.3 Viga elastoplastica engastada

A geometria, condigdes de contorno e carregamento da viga engastada séo
mostradas na Figura 9.57. A estrutura tem comprimento de L = 24 m, largura b = 1
m e altura h = 4 m. Uma carga de cisalhamento F € aplicada na extremidade livre.
As propriedades materiais consistem de um médulo de elasticidade E = 1,0 x 104
kN/m?; modulo tangente E: = 1,0 x 103 kN/m?; tensdo de escoamento o = 3,0 x
102 kN/m?; e coeficiente de Poisson v = 0,3. Tomou-se as mesmas unidades de
geometria, propriedades materiais e carregamento presentes em Schmidt (2006).
A Figura 9.58 mostra a discretizagao adotada, em que 384 elementos foram

utilizados.

Figura 9.57 — Geometria da viga.

| b P
Figura 9.58 — Discretizagdo do dominio - Malha 48 x 8 x 1.
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O método comprimento de arco com controle de deslocamento constante foi
utilizado na solugdo. O comprimento de arco e a tolerancia estabelecidas foram
Al = 0,25 e 104, respectivamente. Foram necessarios 52 passos de carga e 175
iteracbes. Na Figura 9.59 verifica-se que os resultados sdo proximos dos obtidos
por Schmidt (2006) que também usa uma malha de 48x8x1 elementos. Nota-se
que a formulagdo consegue capturar o fendbmeno da elastoplasticidade de uma
estrutura relativamente espessa. A deformada da pega € mostrada na Figura 9.60.

Figura 9.59 — Curva carga versus deslocamento na extremidade livre.
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Figura 9.60 — Deformada da estrutura para o ultimo passo de carga.
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9.3.4 Placa em balango com carga na extremidade

A geometria, condigbes de contorno e carregamento da placa estao
ilustradas na Figura 9.61. Este problema, apresentado no artigo de Dvorkin,
Pantuso e Repetto (1995), é posteriormente simulado por Eberlein e Wriggers
(1999), Masud e Tham (2000), e ainda por Filho (2002). Mais recentemente, o
mesmo problema é tratado por Valente (2004). As unidades referentes a geometria,
propriedades materiais e carregamento sdo tomados de Masud e Tham (2000). A
estrutura tem comprimento de L = 710 m, largura b = 1 me altura h = 0,7 m. A placa
esta engastada em uma extremidade e livre na outra. Uma carga concentrada F é
aplicada na extremidade livre. As propriedades materiais consistem de um modulo
de elasticidade E = 1,2 x 107 kN/m?; modulo tangente E¢= 1,2 x 10° kN/m?; tensao
de escoamento o = 2,4 x 104 kN/m?; e coeficiente de Poisson v = 0,3. A Figura
9.62 mostra a discretizagao adotada para estrutura, em que 384 elementos foram

utilizados.

Figura 9.61 — Geometria da placa.

O método comprimento de arco com controle de deslocamento constante foi
utilizado na solugdo. O comprimento de arco e a tolerancia estabelecidas foram
Al = 0,05 e 104, respectivamente. Foram necessarios 70 passos de carga e 302
iteracbes. Na Figura 9.63 verifica-se que os resultados sdo muito préximos dos
obtidos por Valente (2004) que usa 20%x71x1 elementos de casca na sua analise. A

deformada da placa fletida € mostrada na Figura 9.64.
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Figura 9.62 — Discretizagdo do dominio - Malha 48 x 8 x 1.

Figura 9.63 — Curva carga versus deslocamento na extremidade livre.
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Figura 9.64 — Deformada da estrutura para o ultimo passo de carga.
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Pela analise realizada pode-se notar que a formulacdo implementada
também é capaz de simular elastoplasticidade em placas esbeltas sujeitas a flexao

e com grandes deslocamentos e rotagdes.

9.3.5 Casca cilindrica com extremidades livres

Neste exemplo, uma casca cilindrica € submetida a um par de cargas
concentradas colineares induzindo seu o icamento e, dessa forma, provocando
grandes deslocamentos e rotagdes. Este problema é classico, sendo apresentado,
por exemplo, em Masud e Tham (2000), Filho (2002), e ainda por Valente (2004).
As unidades referentes a geometria, propriedades materiais e carregamento sao
tomados de Filho (2002). Como se pode verificar na Figura 9.65, geometricamente,
o cilindro é caracterizado por um comprimento de L = 10,35 m, raio R=4,953 m e
uma espessura constante t = 0,094 m. O material possui endurecimento isotrépico
linear e suas caracteristicas consistem de um modulo de elasticidade E = 10,5 x
103 kN/m?; médulo tangente E:= 10,5 x 102 kN/m?; tensdo de escoamento o, =
1,05 x 102 kN/m?; e coeficiente de Poisson v = 0,37125. A Figura 9.66 mostra a

discretizacdo adotada para estrutura.

Figura 9.65 — Geometria da casca.
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Figura 9.66 — Discretizagao do dominio - Malha 24 x 36 x 1.

Devido a simetria, somente um oitavo do cilindro é discretizado com uma
malha contendo 24x36x1 elementos soélidos (circunferéncia x comprimento x
espessura). O método comprimento de arco com controle de deslocamento
constante foi utilizado na analise. O comprimento de arco e a tolerancia estabelecidas
foram Al = 0,015 e 1073, respectivamente. Foram necessarios 207 passos de
carga e 535 iteragdes. Na Figura 9.67 verifica-se que os resultados sao proximos
dos obtidos por Valente (2004) e Schmidt (2006) que utiliza uma malha de 716x8x6
elementos.

Figura 9.67 — Curva carga versus deslocamento para os pontos A e B.
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Figura 9.68 — Deformada da estrutura para o ultimo passo de carga.
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10. CONCLUSOES

Nesta tese realizou-se o estudo e analise nao linear geométrica e material
de placas e laminas com elementos de baixa ordem incompativeis e EAS. Para
considerar a ndo linearidade geomeétrica, uma formulagédo co-rotacional proposta
por Moita (1994), Crisfield e Moita (1996) e Moita e Crisfield (1996), foi
implementada. Acoplado a plataforma co-rotacional, um modelo de
elastoplasticidade (descrito em Crisfield (1991)) foi programado tanto para o estado
plano quanto para o estado tridimensional de tens&o. A partir do estudo e dedugéo
completa das formulagdes contidas nestas referéncias principais, foi efetuada a
construgcao de um cédigo por meio do qual foi possivel realizar anélises nao lineares
elasticas e elastoplasticas de varios benchmarks recentes destinados a verificar o
desempenho de placas e cascas sob condi¢des de carregamento e geometria

severas.

10.1 CONCLUSOES GERAIS

A analise das curvas de carga versus deslocamento dos diversos exemplos
simulados, permite concluir que a formulagao co-rotacional programada € habil em

capturar grandes deslocamentos e rotagodes.

Na simulacdo de estruturas com baixa espessura discretizadas com
elementos EAS observa-se, pelas respostas, a praticamente inexisténcia de
travamentos. Quando se utiliza elementos melhorados com o método dos modos
incompativeis nesses tipos de estruturas, verifica-se uma deterioragcao na resposta.
Apesar da sobrerigidez verificada com modos incompativeis em estruturas tipo
placas finas e laminas, observa-se que € possivel obter a reposta completa, e dessa
forma ter informagdes sobre o que acontece apos a trajetoria passar por um ponto
limite. Como discutido no Capitulo 7, essas informagcbes podem ser muito

importantes em algumas analises.

Varias simulacbes foram realizadas para verificar o modelo de
elastoplasticidade de von Mises. Os exemplos 9.3.1 e 9.3.2 sdo destinados a
inicialmente verificar a performance da implementacao, considerando apenas a néo
linearidade material. Observa-se que o codigo consegue capturar eficazmente o
comportamento elastoplastico do material. Nos exemplos subsequentes estruturas

mais complexas foram avaliadas. Apesar da simplicidade da formulacéo,
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excelentes resultados foram obtidos, mesmo quando placas e cascas com

espessuras muito baixas sao analisadas.

10.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A formulagdo co-rotacional, por ser a mais recente das descricdes
cinematicas, ainda possui varios temas a serem tratados. Esta tese focou na
descricdo do continuo para analise de placas e laminas fazendo uso de elementos
com desempenho melhorado. Faroughi (2014) apresenta uma extensdao da
formulacéo apresentada em Battini (2008) para a analise de problemas dinéamicos
nao lineares do continuo bi-dimensional. Verifica-se que apenas recentemente
Cho, Kim e Shin (2017) apresentaram uma formulagcdo dinamica n&o-linear
baseada na abordagem co-rotacional para elementos sélidos. Assim, verifica-se
que a analise dindmica com sélidos utilizando a formulacao co-rotacional ainda esta

muito incipinete, o que abre possiblidades de investigagbes nessa area.

Nesta tese implementou-se um modelo de elastoplasticidade apresentado
em Crisfield (1991). Verifica-se que, apesar das respostas obtidas terem sido
bastante satisfatérias, outros modelos constitutivos podem ser implementados e
acoplados a formulagao. Assim, leis de endurecimento isotrépico e cinematico ndo
lineares podem ser incluidas. Modelos de dano elastoplasticos, como o

apresentado em Doghri (1993), também poderiam ser incorporados.

No tocante as tecnologias para o aumento da performance de elementos,
duas delas foram estudadas neste trabalho. Como mencionado nos Capitulos 1 e
2, existem varias outras abordagens. Ao elemento hexaédrico EAS desenvolvido
nesta pesquisa pode ser introduzida a técnica ANS (Assumed Natural Strain),
resultando em um elemento solido-casca. Modelos elastoplasticos mais complexos
poderiam ser acoplados, afim de verificar a performance desses elementos mais

recentes.
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APENDICE A

OBTENGAO DA MATRIZ A,

O vetor spin € dado por:

ou,  ov, |

oy, ox,
Q= %—% A u =0

i i

ov, ow,

o2,

Determinagéo da matriz A4, :
A) Calculo do coeficiente £2,, do vetor spin:

_ow O ON, - 0Ny

= = u, Vi
oY, oX, = 0Y, = 0X,
“.[ ON, ON.
= Z UV
=\ 0%, 0X,

A derivada das fungdes de forma com relagao as coordenadas locais
podem ser obtidas por:

o | [av] N,
aXl aé] J—I (1,1) J—I (1}2) J—I( )3) agl
% =J! % J(21) J(22) JT! %
/ 771 -1 -1 -1 771
J(31) J(32) J(33
v | v | 76D e 6] 0
_aZl_ _aé,l_ _agl_
N g (1,1)%”-’ (1,2)%”-’ (1,3)%
¢ 0% on, a¢,
N 12Dy j1(22) Doy g1 (23D
0%, 0¢, on, ¢,
G (3,1)%”*’ (3,2)%”*’ (3,3)%
0z, g, on, a¢,
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Substituindo as equacgdes na expressao do spin local, temos:

" [ ON, ON.
0, = {_luil _8_leilj
I

)
B . N, ON, ON, ,, ON, oN, ON,
- KJ (2,])8§I+J (2,2)8771+J (23)841) u, (J (1,])8§1+J (1’2)8771” (1, 3)a§,j ﬂ}

B) Calculo do coeficiente (2,, do vetor spin:

ou, ow, ON, " ON,
!")’12 l - z il il
oz, aX oz, " Sox,

~ Z N, @N,
aZ il aX il

Substituindo as equacdes na expressao do spin local, temos:

3 oN. ON. ON. B oN, ON. ON.
QH_;KJ (3 I)ag, +J (3’2)577, +J" (33)54,] u, [J (1,1)a§l+J (1,2)% +J7(1, 3)54,] }

C) Calculo do coeficiente £2,; do vetor spin:

ov, Ow ON, ON,
O = I I _ _
Yooz, oy, Z} oz, K Z,: 0, Vi

_ z ON, ON;
8Z zl 8Y il
Substituindo as equacgdes na expressao do spin local, temos:

QZHJ (B1)S+ " (3.2)5 e+ <33>6Nj,, [Jf(z,n%f(z,z)%] (zs)aN] }

i=1 ¢, on, og, o on, a¢,
Assim:
& o, oN, o, o, o, N, ]
JT2N=—=L+J"(22)=—=+J(23)=— |u, - | J (1 1)=—=L+J " (1,2)=—+J " (1,3)— |y,
Sl e gl eS| a0 G 03 1) 2 s
o [ ON, ON, N, ON, oN oN. ) |
2= J(3,1 +J7(3,2)—L+J7"(3,3) =L |u, - | J (1,1 +J7(1,2 +J7(1,3 w,
3 [ 3B 02 S 59T o~ 1 ) P 1) T (15
n [ ON, oN, ON, oN, N, oN.) |
J7(3,1 +J7(32)—L+J(33)—=L|v,—| S (2 1) =—=+J (22 +J7(2,3 w,
DR A o T N F A e R
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Um rearranjo pode ser efetuado, o que torna o vetor spin o produto de uma matriz A,T pelo vetor dos deslocamentos u, :

oN, oN, oN, oN, oN, oN,
JT2N) T (22) T (23) | | (L) T (1.2 13 0
( ( )65, ( )677, ( )84“1] [ ( )643 ( )677, R )64“,]
U
2= (J-l(i])%u-l(iz)%u-l(3,3)%] 0 —[J-l(1,1)%“-’(1,2)%”4(1,3)ﬂ] v,
2§ on, o, O on, %
il
N, , 11 (3 N, oN, oy nON, o ON, oN,
0 3,1)—* 32 3,3 ~l I (2 )=+ (22 2.3
I ( A )651 ( )6771 R )64“1] ( ( )6§, ( )677, B )64“1 j
Finalmente, 4 é dada por:
[J (2 I)aN J"(z,z)aN +J7(2, 3)8Nj —(J"(I J)aN J"(I,Z)aN +J7(1, 3)8Nj 0
0 on, a¢, ¢, on, a¢,
oN, oN, oN, oN, oN, oN,
Al =|| T30+ (32) =+ (3.3 0 JHL D) —+T 7 (1.2)—+J7 (1.3
’ ( GG, )aaj { g g, )84]
oN, oN oN, oN, oN oN,
0 J(3 )=+ (32 3.3 -l JT(2 )=+ (22 2.3
L ( ( )aé ( )8771 ( )(’9(1] ( ( )aé ( )6771 ( )aglj
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APENDICE B

DEDUGAO COMPLETA DA MATRIZ DE TENSAO INICIAL K,, PARA O
ELEMENTO CO-ROTACIONAL CONTINUO 2D

A matriz de rigidez tangente global do elemento é obtida pela variagdo do
vetor de forgas internas global ( f, =T" f, ). Assim, através da derivada do produto

produz-se:

O f,=T"'6f,+6T" f, =T K, 6u,+K,_ ou, =T K, Tou+K, du,
=K, 6u,+K, ou, (B.1)
=(K+K,)ou,

Dessa forma, vé-se que a matriz de rigidez tangente é a contribuicdo de duas
parcelas sendo que a ultima delas expressa na Equacao (B.1), € a matriz de tensao

inicial e, pode ser obtida pela variacdo da transposta da matriz de transformacéo:

5T" f, =K, ou, (B.2)

De acordo com a equacéao (5.26), a transposta da matriz de transformacgao

€ dada por:

T'=E"+vXx,’ (B.3)

Expandindo a Equacgéo (B.3) tem-se:

T 2 3 4 4
T = + ‘J’L Xy Vo X Y =X YV —X%

As oito colunas da matriz T* podem ser dadas por:
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Vi Vi Vi
V, V) VY,
e vy e, v, 0 v,
7 0 )l Vs : 7 = 0 X Vs : 70 = ¢ )2 Vs ;

Vs Vs 0 Vs
0 Ve 0 Ve 0 Ve
vy Vs Vy
Vg Vs Vg

Vi

Y,

0 v,

g

Vs

0 Ve

vy

Vg
v v, v,
v, v, v,
0 v, 0 Vs 0 v,
0 v 0 Y 0 v

T IO A M BT R P

0 Ve 0 Vi e Ve
Vs Vs Vs
Vs Vs Vg

Vi

Vv,

0 v,

7 = z xj Vs

Vs

) Ve

Vs

Vg

A variacao da transposta da matriz de transformacéo pode ser apresentada

como o seguinte somataorio:

8 8
ST f, =6T™V f+6T™™ f246T7 f7 4= 36T f1 = 1 G'6u, (B.4)
j=l j=l
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onde 6T"" é a variagéo da j-ésima colunade T, f; é a j-ésima componente de

f, e G’ aj-ésima matriz a ser determinada a seguir.

Pode-se obter o primeiro termo da soma em (B.4) através de:

)
=

5TT(1)](1:5 +y, f;—i:ful‘Gléug (Bs)

DS D
W

O valor de G' du, pode, dessa forma, ser determinado por:

~ y _
v,
€ Vs e,
0 Y 0
G15ug=5 0 +y£ v4 = 0 59+5y£v+y£5v (B.6)
5
0 Vg 0
V7

onde de, =e,00 e e, =—e, 00 . O ultimo termo presente na equacgéo (B.6) ndo sera

tratado neste primeiro momento. Dessa forma considerando apenas os dois
primeiro termos tem-se:

¢,
0

Gl'“éug =1y 30 +6y, v . (B.7)
0

Observa que no segundo termo de (B.7) aparece a variagao das
coordenadas espaciais locais. Estas podem ser determinadas pela variacdo da
expressao que estabelece a relacao entre as coordenadas nodais do elemento nos

sistemas global e local (6 X,+du, =dx, = Jdu, =J x, ). Da equagéo (5.21) sabe-se

que a variagao dos deslocamentos locais é dada por:
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op,=(E+X,v")ou,.

g

(B.8)

Expandindo a equacéo (B.8) tem-se:

1 elT 1 1
Xy A 0 0 0 Vi p
nl | -x, P’

2 T 2 3
X 0 € 0 0 YL p
¥ e, -x; p'

0 5= , + |v1 V, V3o oV, Vs Ve v, V| |0 S
XL e YL 'z

Lo o 9 o) |k ,
Vi e, X p
X, I P’

1
I R A P’

Dessa forma, a variagado dos deslocamentos locais em cada né e direcao é

dada por:
ox,=[lef 0 0 0+yv" |ou, (B.9)
i=[le 0 0 0-xv"|ou, (B.10)
sz=[lo e 0 0+y2v" |ou, (B.11)
si=[lo e 0 o|-xv|ou, (B.12)
wi=[l0 0 e 0+yiv|ou, (B.13)
vi=[l0 0 & 0-xv"|ou, (B.14)
sxi=[lo 0 0 el+yiv|ou, (B.15)
ai=[lo 0 0 el|l-xiv|ou, (B.16)

Por outro lado, sabe-se da equacao (5.18) que 59=vT5ug. Retornando a

Equagéo (B.7) e substituindo o valores de 50 e dy, (dado pela equagéo (B.10))

obtém-se:

T

s
o

Q
¥

Gl'“éug: vTéug+v 5ug—xiva5ug (B.17)

DRSS
DRSS
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Observa-se que se pode eliminar a variagéo dos deslocamentos globais du,

na Equacgéo (B.17) e, assim, obter a primeira parcela da expresséoG':

) ¢,
0 0

G = 0 v +v 0 —x, vy’ (B.18)
0 0

A segunda parte de G'ainda n&o obtida ¢ a Gltima parcela da Equagéo (B.6)
e envolve a variacao de v :
G’ du, =y,0v (B.19)

Rescrevendo a equagéao obtida em (5.18) que estabelece a variavel v tem-
se:

y =

1
(az—_’_bz)(bc+ad).

A variacao desta expressao fornece:

1 1
5v=5(a2+b2j(bc+ad)+a2+bz§(bc+ad). (B.20)

Desenvolvendo a variagdo no primeiro termo de (B.20),
5(;j “of(@+8) )= o) (o) 0 ()) (B.21)
a’>+b’ '

onde a=c¢" x, € b=d" x, . Assim:

5(a2 isz:—(az +bz)72 (2cz(xg§cT+5xg cT)+2b(xg5dT+5xg dT)). (B.22)

As variacdes de ¢ e d resultam nulas uma vez que, conforme expresso na
Equacgao (5.14), tratam-se de entidades que possuem seus valores dependentes

de a, e, como visto na Equagdo (5.10), este vetor tem seus componentes em

funcdo de coordenadas materiais no sistema local. Por outro lado, sabe-se que as
variagdes das coordenadas espaciais e dos deslocamentos sao equivalentes

(5xg :5ug) . Desse modo:
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—Z(acT+de)
(a2 +b° )2

5((a2+b2)l)z—(a2+b2)2(2a5ugcT+2b5ung)= Su,. (B.23)

Desenvolvendo a variagao presente no segundo termo de (B.20) através da
derivada do produto tem-se:

5 bce— ad ) 5bc+b5c dad— aéd
10
5bc ad = x, 5dT+5x d’ |c- X, oc’ +5x ¢ |d
) (B.24)
(5x dT) (5x ¢ )d

d)=(ed"-dc")ox,

Dessa forma, substituindo (B.23) e (B.24) em (B.20):

—(2bcT+2adT) (ch—dcT)
ov = (a2+b2)2 (bd—ad)&ungWéug. (B.25)

ApOs alguma algebra aplicada a Equacéo (B.25) tem-se:

2ab(ddT—ccT)+(a2—bz)(ch—dcT)
(a2 +b2)2

5‘):‘

‘5ugEVT5ug. (B.26)

Substituindo (B.26) em (B.19), pode-se obter a segunda parcela de G':

G"ou, =y, V' ou
€t ¢ (B.27)
G" =V'éu,
onde V' é uma matriz simétrica.
Finalmente, tem-se a primeira das matrizes que compde o somatério dado
na Equacao (B.4):

G =G"“+G". (B.28)

Conforme apontado por Yaw (2008), a ultima parcela da Equacéo (B.28) tem
efeito insignificante sobre a convergéncia e pode ser negligenciada. Discussoes
acerca da importancia desse valor podem ser encontradas em Crisfield (1997) e
mais recentemente, no trabalho de Rankin (2006).
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A matriz G' é necessaria para se determinar o primeiro termo da soma

expressa na Equacgdo (B.4). As outras G’'s matrizes sdo obtidas de maneira
semelhante, isto €, pela variagao das demais colunas da matriz de transformacéao
T .

Calculo das demais matrizes G’

e Determinacdo da matriz G*

Efetuando uma variagdo sobre a segunda coluna da transposta da matriz de

transformacao T , tem-se:

5TT(2)f[Z:5 _xi 4 ﬁz:leGzéug (829)

A parcela G” 5ug pode ser determinada por:

vl
v,

e, vy —e

0 Y 0

Gzc?ugzé 0 —xi v4 = 9 50—5x2v—x25v (B.30)

5

0 Ve 0
V7

. v8_

Considerando os dois primeiros termos de (B.30) tem-se:

_el

G“éug = 30 —ox, v (B.31)
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A equagéo (B.9) contém a expressdo para a variagdo dx, , que substituida

em (B.31) produz o primeiro termo de G”:

T
-¢ ¢
0 0
G = 0 vi—v 0 —y vy’ (B.32)
0 0

A segunda parte de G’ ainda n&o obtida € a ultima parcela da Equacgéo
(B.30) e envolve a variagcao de v . Tendo este ente ja sido determinado na Equacéao

(B.26), pode-se entdo escrever aquele termo restante como:

G =-x V", (B.33)
E assim, a expressao final para G°:
G =G"+G™. (B.34)

e Determinacdo da matriz G°

Realizando uma variagdo da terceira coluna da transposta da matriz de

transformacéo T :

_ ol
v,
0 v,
T(3) 3 € 2Val | 3 3 3
o1 fr=0|| | +3i . =[G 5u,. (B.35)
0 Vi
Vs
Vg
G’ 5ug pode ser determinado por:
_ o]
Y,
0 A 0
G su, =o| 4 2] | =266+ 0v2 v 26
. 0 v, 0 +Jy, v+ y,0v. (B.36)
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Considerando os dois primeiros termos de (B.36) tem-se:

0
G ou, = e02 50+y2v . (B.37)

0

Substituindo a variagéo dy; dada por (B.12) na equagéo (B.37), a expresséo

para o primeiro termo de G° resulta em :

T

G = v 2 —xi v, (B.38)

S D =
S D o

A segunda parte de G” ainda n&o obtida ¢ a Ultima parcela da Equacéo (B.36)

e é dada por:

G’ =y V", (B.39)
Finalmente, a expressdo completa para G’ é:
G =G"+G"". (B.40)

e Determinacio da matriz G*

Procedendo uma variacdo da quarta coluna da transposta da matriz de

transformacéo T tem-se:

Vi
&
0 v,
o fi=0| (21| V| | 1 = 16" o, (B.41)
5
0 v,
vy

G’ du, pode ser determinado por:



182

Vi
Vv,
0 v, 0
G'ou, =0 602 -X; :4 = _0el 50 — 6x; v—x;9v (B.42)
5
0 Vg 0
vy

Levando em conta inicialmente os dois primeiros termos de (B.42) tem-se:
0
—e
G3‘“5ug = 01 50 —ox; v (B.43)

0

Substituindo a variagédo éx; contida na Equagédo (B.11) na Equagéo (B.43)

obtém-se o primeiro termo de G*:

0 0
G = _oel v —v "01 —y;wv’. (B.44)
0 0

A segunda parte de G’ainda n&o obtida € a Ultima parcela da Equagéo
(B.42) e é dada por:
G =—x V", (B.45)

Finalmente, a expresséo Ultima para G* é dada por:
G'=G"+G". (B.46)

e Determinacio da matriz G’

Com uma variacado na quinta coluna da transposta da matriz de transformacgao

T tem-se:
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_ , -
Y,
0 v,
0 %
ST 5 =5 +yz 4 =17 G55ug. (B.47)
e, Vs
0 V,
\
Vs
G’ du, é entdo dada por:
_ , -
V)
0 2 0
5 B 0 3 vV, _ 0 3 3
G 5ug =0 +y; = 50+5yL v+ yL5V (848)
61 V5 eZ
0 Vv, 0
v,

Levando-se em conta inicialmente os dois primeiros termos de (B.48):
0

0
G ou, =| |06+dy; v. (B.49)

€,
0
A variagdo dy; € dada em (B.14). Substituindo a mesma na Equagéo (B.49),

obtém-se o primeiro termo de G”:

0 0
0 0
G = v | —x) vy (B.50)
¢ ¢,
0 0

A segunda parte de G’ ainda n&o obtida € a Ultima parcela da Equagéo
(B.48) e é dada por:

G =y V' (B.51)
A expresséo final para G’ é:

G’ =G"+G"". (B.52)
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e Determinacdo da matriz G°

Pela variacao da sexta coluna da transposta da matriz de transformacgao 7 tem-

se:
] o
v,
0 v,
o1 g2 <ol || =" | 2 = 12 67 b, (B.53)
€ Vs
0 v,
V;
L v8 .
G’ du, ¢ entdo dada por:
] o
v,
0 Vs 0
6 ou,=o||’|—x"||=| ¥ |o0—oxv—xiov (B.54)
e, vl | |—e,
0 Vg 0
V7
Vs

Tendo em conta os dois primeiros termos de (B.54) tem-se:

0

0
Gﬁ'“éug = 30 —5x; v . (B.55)

_e1

0

A variagao 5xj € dada em (B.13). Substituindo aquela expressao na equagao

(B.55), obtém-se o primeiro termo de G’ :

0 0
0 0
G = vi—v| | —ylwvl. (B.56)
¢ ¢,
0 0

A segunda parte da matriz G°ainda n&do obtida é a ultima parcela da
Equacéao (B.54) e é dada por:
G =-x V", (B.57)
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A expresséo final para a matriz G° é:
G’ =G""+G". (B.58)

e Determinacido da matriz G’

Procedendo uma variagdo na sétima coluna da transposta matriz de

transformacéo T tem-se:

SIS
<

5TT(7)f[Z:5 +yz 4 fl_Z:fl_ZG75ug. (859)
\%

N
NS

G’ du, é entdo dada por:

G’ du,=9 +y; =| |60+dy] v+yiov. (B.60)

SRS

0
v, 0
0
e

)
~
NS

2

Considerando-se num primeiro momento os dois primeiro termos de (B.60):

0

0
5|90V, (B.61)

¢,

7,.a _
G 5ug =

A variagdo Jy; € dada em (B.16). Efetuando a substituigdo daquela

expressdo na equacéo (B.61), obtém-se o primeiro termo de G’:

T

0 0
0
G = 0 v +y 0 —xj vy’ (B.62)
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A segunda parcela da matriz G’ ainda ndo obtida é a ultima parcela da
Equacéao (B.60) e é dada por:
G’ =yv'. (B.61)
A expresséo final para a matriz G' é:
G =G""+G"". (B.62)

e Determinacio da matriz G°

Fazendo uma variagdo na oitava coluna da transposta matriz de transformacéao

T produz-se:
_ o
v,
0 v,
0
o™ £ =0|| |- = rr6tou,. (B.63)
Vs
¢, Vs
v7
G’ du, ¢é entdo dada por:
_ o]
v
0 Vv, 0
0 0
G ou, =o|| |-xi| 7| |=| | [00-ox! v—xiov. (B.64)
0 Vs 0
e, vl | |—e,
vy

Considerando-se inicialmente os dois primeiros termos de (B.64):

0
G*“du = 0 00 —0ox’v (B.65)
g 0 L .

A variagdo ox; € dada em (B.15). Efetuando a substituicdo daquela

express&o na equacao (B.65), obtém-se o primeiro termo de G°:
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0 0
0 0

G = 0 v —v 0 —yivv'. (B.66)
- ¢

A segunda parte da matriz G’ainda n&do obtida é a ultima parcela da
Equacéao (B.64) e é dada por:
G =—xV". (B.67)
A expressao final para a matriz G° é:
G’ =G"+G*. (B.68)

Finalmente, a forma ultima da expressao da matriz de tensao inicial é obtida:

8 8
ST f, =K, ou, =Y 6TV f1=>" f1G'su,
j=1 j=1

) (B.69)
K,=> fiG
j=1
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APENDICE C
OBTENCAO DA VARIAGAO DO VETOR v

O vetor Vv definido na Equacéo (5.18) é reescrito como:

v—a J]rb2(bc ad) ( 2+bz)-1(bc—ad) (C.1)

Fazendo uso da regra do produto, a diferenciagdo de ¥ produz inicialmente:
2 2\! 2 2\!
ov=5(a’+b’) (be-ad)+(a’+b’) 5(be-ad) (C.2)

Resolvendo a variagao no primeiro termo do lado direito da Equagao (C.2)

obtemos:
5(a’+b*) =—(a*+b7) 5(a’+b°)

oa’ = 2a5a=2a§(cT x) = 2a(5cT x+c¢’ §xj =2ac" Sx=2ac" Su
= ¢

C.3
Sh’ = 2b5b=2b5(dT x) = 2}{5‘# x+d” 5x] —2bd" Sx=2bd" Su (€3)
= ¢

_ ) 2(ac"+bd"
gt ont 2T,

Resolvendo a variagdo no segundo termo do lado direito da Equacéo (C.2):

S(be-ad)=5(be)-5(ad)= 5bc+b5c Sad—-add=5(d" x)e-5(c" x)d

——

0 (C.4)
:cétLTx+ch5x—d£Lx—dc ox= (ch )
0 0
Substituindo o resultado de (C.4) e (C.3) em (C.2) produz-se:
_ T T T _ T
ov= Z(ac +b2d )(bc—ad)5u +M5u
(a2+b2) ¢ (a2+b2) £
—2(acT+de)(bc—ad)ﬁug+(a2+b2)(ch—dcT)é'ug
_ (a+5°)
—2(abee’—a’dc"+b’ cd"—abdd" )+(d’ cd"—a’ d"+b ed" b d ")
= 2 5ug
(@)

Finalmente, a variacdo de vV pode ser dada por:

5v:Zab(ddT—ccT)+(a2—bz)(cd7+dc7)5u (C.5)

() g
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APENDICE D

DEDUGAO DO TENSOR DE MAPEAMENTO T

{tl}:|:‘]11 le:Hgl}

t Iy In g2
1 2

t=J,8 +J,8

L :J21gl+J22g2

Ay =t.(At)=(J,g' +J,.8") [4(.8' + 08" ]

A,=J0g" (Ag")+J,J,8" (Ag” )+ I/, 8" (Ag')+ g’ .(4g7)
A, =J} A"+ T T, AR+, A+ T AT

4, =2 A" + I A7 12,7 ,,4"]

A,=t.(A4t,)= (J”g1 +.]12g2).[A(J21gl +J,8 )]

A4, = J“JZI,g.{l.(Agl)+J“Jzzgl.(Agz)+J12J21g2 (Ag1)+J12J22g2.(Ag2)
A, =J,J, A" +J, T, A%+, A+ T, A7

Ay =y A" 4 T A2 4 (s + 05, ) A7)

Ay =t (At) = (),8" + 7,87 ) [ A( 18" +J87) |

Ay =J3g" (Ag')+ T (A8 )+ Tt 8" (A8')+ T hg" (Ag)
Ay, = T3 A + Ty Ty A% + T dy A+ T, A7

A, =2 A" + T4 +2J,J,47)|

Assim,

A, =J} A+ I A7 +2J,,J,A4"
A, =5 A" + I3 A7 +2J,J,,4"
Ay =Ty A" 4 T A7 4 (o + 155, ) A7)

4, J121 J122 2J,J,, A"
4y = J221 J222 2J,J 5 47
4, Jda iy Jn +J0ndy 47
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4, = tl'(Atl) = (Jngl +J,8° "'*]13g3)-|:A(‘]11g1 +J,8° +J13g3):|
=lelgl,(Agl)+Jlllegl,(Agz)+J11J13g1,(Ag3)+J12J11g2 (Ag1)+J122g2'(Ag2)+
JnJ 8" (Ag3)+J13J11g3(Agl)+J13J12g3,(Ag2)+J133g3,(Ag3)
=J A"+, 0, A% + 0, J AR + T, A+ AR + T, AR+ T3 A+ T A+ T A

= JIZIA“ + J122A22 + ']123‘/433 + (JIIJIZ + J12J11 ) Alz + (J11J13 + J13J11 ) A13 + (J12J13 + J13J12 )A23
| =2 A T AP IR AT 20,0, AR 420, 0 AR 420 0 A

(Atz) ( Hgl+J12g2+J13g3)_[A(J21g1+J22g2+J23g3)]
—JMJZIgl (Ag')+J, 8" (487 )+ T, T8 (A" )+ 1), 8 (Ag')+ T 1) ,08 (Ag” )+
J12J23g2( )+J13J21g ( )+J13J22g3.(Ag2)+J13J23g3.(Ag3)

= ‘]11‘]211411 + ‘]11‘]221412 + Jl 1‘]231413 + ‘]12‘]211421 + ‘]12‘]221422 + ‘]12‘]231423 + ‘]13‘]211431 + ‘]13‘]221432 + ‘]13‘]231433

= ‘]11‘]21"4ll + ‘112‘]22"422 + ‘113‘]231433 + Alz (J11J22 + ‘]12‘]211421 ) + A13 (J11J23 + J13J21 ) + A23 (J12J23 + J13J22)

(Atz) ( Mgl+J12g2+J13g3),[A(J31g1+J32g2+J33g3)]
—J11J31g1 (Ag')+J, 08" (487 )+ T, T8 (487 )+ T, )58 (Ag')+ T, T8 (Ag” ) +
J12J33g2( )+J13J31g ( )+J13J32g3.(Ag2)+J13J33g3.(Ag3)

=J, Jy A"+ T, Ty A7 + T Ty A + T I A+ T T A7+ T T AR + T T A+ T T A+ T T A
| =T A T A T A7 (T + T30 ) A 4 (4 T )3 ) A7 + (o + T ) ) A7)
A, =t,.(At) = (.]21g1 +J,8 +Jz3g3).[A(J2lgl +J,8 +J23g3)]
=158 (48" )+ ), 8" (A7 )+ ), 58" (A7 )+ J10T 18 (A8 )+ 5,87 (487 )+
It 8 (A )+ )0ty 8 (A8 )+ )0 8 (487 )+ T3,8° (48”)

=J5 A + T, J A7 + Iy A + T A+ T3 A7 + T, AT+ T A+ T, A+ T A

= JzzlA” + J222A22 + J223A33 + (J21J22 + J22J21)A12 + (J21J23 + J23*]21)A13 + (J22J23 + er]zz)A23
| =2 A IR AR 4 AT 42,0 5 A% 20,0 A 2 ) A
4y :tZ'(Ats) = (‘]21.5'1 + 8’ +J23g3).|:A(J31g1 +Jy8° +J33g3):|

=J,J3,8' (A8 )+ T 8" (A8 )+ T 8" (A )+ T p ), 87 (Ag)) + T, 8 (A ) +

I8 (Ag3)+J23J31g3(Agl)+J23J32g3,(Ag2)+J23J33g3,(Ag3)

= "]21']31‘411 +']21']32A12 +J21']33A13 +']22']31A21 +J22']32A22 + ']22']33"423 +J23J31‘431 +']23']32A32 + J23']33A33

| = ‘]21‘]31"411 + ‘]22‘]32"422 + ‘]23‘]33"‘133 + (‘]21‘]32 + L]22‘]31 ) A12 + (J21J33 + ‘]23‘]31 ) A13 + (J22J33 + J23‘]32 ) A23 ‘

Ay =t,. (A1) = ( 31gl+J32g2+J33g,13).[A(J31gl+J3zg,12+.]33g3)]
=58 (Ag")+ ), 8" (A7 )+ 3T 8 (A8 ) + T 5T 8 (Ag' )+ 108" (Ag) +
JoJ8 (A )+ )8 (Ag' )+ ) 8" (A8 )+ Jig’ . (A4g”)
=L A" + T, Ty A% + T TG AR + T oI A+ T LA + T J A7+ T A+ T T, A+ T AT
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= JSZIAH + ‘]322‘422 + J323A33 + (J31J32 + J32J31 ) Alz + (J31J33 + J33J31 ) A13 + (J32J33 + J33J32 ) A23
=JL A"+ L A7 + LAY 420, J, A + 20, J AR + 20, T, A7

Assim,

A, =J A + I A7+ LAY + 20T, A7 + 20, J AR + 2, ], 47

Ay = J Iy A"+ Ty A7+ T Ty A+ A7 (T, + Ty A1)+ A (T oy + ) )+ A (0 s+ T 135, )
Ay =T AN+, J 0 A7+ T35 A7 + (0 sy +J 0030 ) AR + (U + T 3050 ) AR + (05 + T35, ) A7
Ay, =I5 A+ LA + I AR +20, 0,47 +2J,,J,, A7 +2J,,J,,47
Ay = T I A" + Ty J 3y A7 + T (A7 + (05 + 3 ) AR + (T 5 + T 53 ) A + (T p T 53 + T35, ) A7 |
Ay = J A + T A7 + T AP + 20,0 o A% + 20T, A + 20, A7

All J121 J122 J123 2‘]11‘]12 2‘]11‘]13 2‘]12‘]13 All
AZZ J221 ‘]222 J223 2‘]21‘]22 2‘]21‘]23 2‘]22‘]23 Azz
A33 — J321 J322 J323 2‘]31‘]32 2‘]31‘]33 2‘]32‘]33 A33
AIZ Jl 1J21 J12J22 J13J23 Jl 1J22 + J12J21 Jl 1J23 + J13J21 J12J23 + J13J22 A12
A13 J11J31 J12J32 J13J33 J11J32 + J12J31 J11J33 + J13J31 J12J33 + J13J32 A13
A23 _J21J31 J22J32 ‘]23‘]33 J21J32 + ‘]22‘]31 ‘]21‘]33 + ‘]23‘]31 J22J33 + ‘]23‘]32 i A23
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APENDICE E

ROTACOES FINITAS NO ESPAGO

E1. INTRODUGAO

As rotagdes no ambito bidimensional (plano xy, por exemplo) sdo definidas
por um unico escalar, ou seja, um angulo de rotagdo em torno do eixo z, sendo
valida, portanto a propriedade da comutatividade. Por sua vez, quando se esta
estudando rotagcbdes no espaco, verifica-se que o fendmeno € mais complexo e,
conforme apontado por Crisfield (2001), este se encontra fundamentado no
teorema de Euler o qual afirma que “o movimento de um corpo rigido, fixado em um
ponto, pode ser descrito por uma unica rotagdo em torno de um eixo que passa por
tal ponto”. Logo, para se definir uma rotagédo no ambito espacial, além do angulo se
faz necessario a direcdo ou eixo em que essa ocorre. Apesar dessas caracteristicas
serem as mesmas que definem um vetor, verifica-se que as rotacdes finitas no
espaco sdo quantidades nao vetoriais e dessa forma nao se soma segundo a lei do
paralelogramo, Beer et al (2009). Isso pode ser visualizado na Figura E.1, na qual
um livro é colocado numa posic¢ao de leitura, com a capa para cima e a lombada

para esquerda.

Figura E.1 — Rotagdes finitas de um corpo rigido.

180

la) (b)

Fonte: Beer et al (2009).
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Pode se girar este livro 180° em torno de um eixo paralelo a lombada
obtendo o resultado mostrado na Figura E.1 (a) e, em seguida, mais 180° em torno
de um eixo perpendicular a lombada chegando-se a posigao ilustrada na Figura E.1
(b). Entretanto, o livro poderia ter sido colocado nessa posicao final simplesmente
por meio de uma rotacéo unica de 180° em torno de um eixo vertical, conforme visto
na Figura E.1 (c). Vé-se portanto, pela Figura E.1 (d) que as duas rotagbes de 180°
representadas pelas setas direcionadas ao longo dos eixos z e x € igual a uma
rotacéo de 180° representada por uma seta direcionada ao longo do eixo y . Assim,
fica claro que as rotagbes finitas de um corpo rigido ndo obedecem a lei do
paralelogramo para adigao e, consequentemente, ndo podem ser representadas
por vetores. Isto implica na necessidade de utilizagao de técnicas adequadas para
a sua consideracao. Nesta secdo € realizada uma apresentacdo da formula de
Rodrigues (1840, apud CRISFIELD, 1997) a qual é aplicada no estudo de grandes
rotagcdes. Em seguida, faz-se uma expansao em seérie de poténcia dessa formula

com a finalidade de se obter uma expressao pra variagao da matriz de rotacao.
E2. MATRIZ DE ROTAGAO - FORMULA DE RODRIGUES
Sejam os vetores r, e r, representando, respectivamente, as posigdes inicial
e final de um vetor r apds uma rotagao finita, conforme mostrado na Figura E.2.
Figura E.2 — Rotagao tridimensional. (a) Rotagdo sobre OC. (b) Detalhe da operacao.

A

; Q Aa
Ar

(a) (b)
Fonte: Crisfield (1997).
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A matriz de rotagcdo R relaciona um vetor antes da rotacdo a outro vetor

apos a rotacdo de modo que:

r = Rr,

n 0 (E1)
Assume-se que a rotacdo envolve um pseudo vetor expresso por:

0
0=10,=0e, +0,e,+0,e, =0 (E.2)

~

)

3

em que e € um vetor unitario e sobre o qual a rotacido ocorre e 8 pode ser definido

por:

0 =107 +0 +0: (E.3)
Da Figura E.2 (b) tem-se que:
Ar = Ada+ Ab (E.4)

Em que 144 e 4b s&o ortogonais e o comprimento de 4b € dado por:

Ab = Rsen6 (E.5)
Assim:
Ab:Ab(exr”)stenH(exrﬂ) (E-G)
I = e] I > e]

Uma vez que e € um vetor unitario, tem-se que:
lexr,|| = r,sena = R (E.7)
Dessa forma, tendo em conta que e = 0/9 , pode-se reescrever (E.6) como:

_ senf

Ab = senf (exr,) = ) (0xr,) (E.8)

Ainda de acordo com a Figura E.2, o vetor 14 € ortogonal a e e 4b. Assim:

exAb
Aa—AaM (Eg)

em que a norma de 4a € dada por:

Aa=R(I1-cosb) (E.10)
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Substituindo (E.8) e (E.10) em (E.9) produz-se:

da = Ada (eh(e(ix)ﬁ())) :%(eX(exi’o))=%(0x(0xr0)) (E.11)

Entdo de (E.11) e (E.8) em (E.4) tem-se que:

sen@

r,=r,+A4r=r,+ m(

n

(@xr,)+ 0><(0><r0)) (E.12)

O produto vetorial entre dois vetores m e n pode ser escrito através da

transformacao linear definida em Argyris (1982):

0 -m;  m,
mxn=S5_n S, =| m; 0 -m, (E.13)

em que m, sdo os componentes do vetor m . Assim, a matriz antissimétrica S ()

esta associada ao pseudo vetor @ por:
Oxr,=5(0)r, (E.14)

A expressao (E.14) substituida em (E.12) produz:

n

r :[use;‘gs(a) U;ﬂs(a)s(a)}r{,zmﬂ (E.15)

Em que R representa a chamada formula de Rodrigues (1840, apud
CRISFIELD, 1991), define a matriz de rotagdo no espaco para grandes rotagdes e
€ dada por:

)+ (1-cos 9)

R:{I Seges(a s(a)s(a)} (E.16)

E3. VARIAGAO DA MATRIZ DE ROTAGAO

Para realizar a variagdo da férmula de Rodrigues, recorre-se a expansdes

em série de poténcias. A expansao de send e cosf sao definidas por:

3 5
senf = 9—6—+9—+...
30 50 (E.17)
2 4
c0s9—1—9—+0—+...
21 4!

Se or, € a rotagdo infinitesimal de r, para r,, tem-se que:
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‘= r 4o = {“ sen(ée)S(ga)+%s(5o)s(5a)}g (E.18)
Logo,
sr, ={seng(;‘g)s(aa)+%s(5a)s(&9)}0 (E.19)

Negligenciando os termos de alta ordem e considerando que para rotagbes

pequenas sen(560)/56 ~ 1, tem-se que:
sr,=8(50)r, (E.20)

A variagao em (E.20) pode ser usada para reescrever a matriz R. Dessa

forma, tem-se:

SR=S(50)R (E.21)



