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RESUMO

Nos ultimos anos tém sido desenvolvidos muitas técnicas sobre calculo numerico de
integrais singulares no Metodo de Elementos de Contorno. O tratamento adequado e
preciso destas integrais € essencial nas formulagdes de Elementos de Contorno. para poder

obter solugdes exatas e confiaveis.

Como ndo existem criterios geralmente aceitos para o calculo numerico destas integrais,
existe uma relativa confusao sobre as propriedades e aplicabilidade de cada uma. gerando as

vezes um uso inadequado das mesmas. o que pode ser fonte de erros e analises incorretas

Considerando isto, o presente trabalho faz uma descrigdo das caractensticas das principais
técnicas em uso, assim como uma enumeragdo das propriedades de cada uma. desde o
ponto de vista de exatiddo. flexibilidade e a dificuldade para sua implementagdo nos

codigos de MEC

Assim. os diferentes esquemas foram analisados desde os pontos de vista de exatiddo.
eficiéncia e facilidade de implementagdo em codigos do MEC, numa tentativa de identificar

quais dos esquemas sdo os mais apropriados

Estas tecnicas foram avaliadas em problemas de potencial e elastostatica linear
bidimensional. considerando diferentes numeros de pontos de integragdo e nivel de

discretizacao.

Por tim, conclui-se que as tecnicas de quadraturas especificas (quadratura Gaussiana
logaritmica e o metodo de Dumont) sdo as opgdes mais recomendaveis para integragao
singular nos tipos de problemas analisados ja que apresentam boa convergéncia inclusive

com um numero baixo de pontos de integragao
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ABSTRACT

Over the last few years many techniques have been developed tfor calculating singular
integrals in the Boundary Element Method. The correct treatment and accuracy of these
integrals is essential to the formulation of Boundary Element problems, in order to obtain

correct and reliable solutions

As generally accepted criteria for the numerical evaluation of these integrals do not exist,
there is some confusion about the properties and applicability of each method. leading at

times to inadequate use of the same. which may be a source of error and incorrect results

In this context. the present study describes the principal methods in use. enumerating the
properties of each from the viewpoints of accuracy. flexibility and difficulty of
implementation in Boundary Element codes. in an attempt to identify which of these

schemes is more appropriate.

These techniques were evaluated for potential and linear elastic problems in two dimensions

considering different numbers of integration points and levels of discretization

Finally it is concluded that the special quadrature techniques (Logarithmic Gaussian
Quadrature and Dumont’s Method) are the options recommended for singular integration
for the types of problems analyzed. giving good convergence even using a small number of

integration points.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - GENERALIDADES

Sem o uso das tecnicas de calculo numerico, seria quase impossivel resolver problemas
fisicos reais. A complexidade envolvida no tratamento de todos os parametros relativos a
um problema real forga, em muitos casos, ao estudo de problemas equivalentes,
matematicamente definidos. mas ainda com solugao analitica dificil. ou as vezes. impossivel
de se obter As tecnicas de calculo numérico permitem uma solu¢do aproximada destes
problemas, resolvendo as equacdes ou conjunto de equagdes que descrevem um problema

fisico.

Em Mecanica do Continuo. os principais métodos de calculo numérico podem se classificar
em trés. Metodo de Diferengas Finitas (MDF), Método de Elementos Fimtos (MEF) e

Método dos Elementos de Contorno (MEC).
1.1.1 - O Método de Diferencas Finitas (MDF)

O primerro metodo aproximado largamente conhecido € o metodo de diferengas finitas. o
qual aproxima as equagdes governantes usando expansOes locais para as variaveis.
geralmente series de Taylor truncadas. de tal maneira que cada termo € expresso como uma
proporg¢do de diferengas em alguns pontos selecionados Estes pontos sao localizados nas
interse¢des de uma malha retangular. triangular ou outra malha de referéncia, chamada

malha de diferencas finitas, (Szilard, 1974).

Isto resulta num sistema linear de equagdes algébricas que fornecem uma solugio unica.

contanto que as condi¢oes de contorno do problema em estudo sejam satisfeitas.

O MDF e o mais simples dos trés e e relativamente facil para se programar. Sua principal
desvantagem. em problemas praticos de engenharia. € a sua dificuidade para se aplicar em

problemas com geomeltrias irregulares, (Becker, 1992)



Meétodos Numearicos em
Mecanica do Continuo

Método de Diferengas Método dos Elementos Método dos Elemertos |
Finitas (MDF) ‘ Finttos (MEF) de Contorno (MEC)

Fanas Elementos d= Elementos de
Discretos domino contoms

Figura 1. 1 - Classificagdo dos metodos numericos em mecanica do continuo

1.1.2 - O Método de Elementos Finitos (MEF)

Neste metodo. o dominio em analise € dividido em pequenas “partes” finitas (dai 0 nome de
“elementos finitos™). O comportamento de cada parte ou elemento € descrito pelas
equagdes diferenciais governantes Todos os elementos finitos s3o montados juntos e os
requerimentos de continuidade e equilibrio s3o satisfeitos entre todos os elementos

adjacentes

Uma vez que todas as condi¢des de contorno do problema em estudo sejam satisfeitas,
pode-se obter uma solugdo unica do sistema global de equagdes algebricas (normalmente

com matrizes bandas como matrizes de solugdo)

O MEF e adequado para problemas praticos de engenharia com geometrias complexas, mas
para se obter boa precisao, em regides com variaveis de grandes gradientes. uma grande

quantidade de elementos deve ser usada

19



1.1.3 - O Método dos Elementos de Contorno (MEC)

O MEC e baseado em formulagdes integrais das teorias de potencial e de elasticidade que
apareceram no final do seculo dezenove e no comego do seculo vinte. isto e, mais de
cinquienta anos antes das formulagdes diferenciais destes problemas serem estabelecidas,
(Dominguez. 1993) O primeiro trabalho rigoroso de equagdes integrais foi publicado por
Fredholm (1905) Anteriormente Somigliana, em 1889, estabeleceu uma representagdo em
equacoes integrais para elastostatica. Foram necessarios cerca de sessenta anos e, 0 que €
mais importante. a aparigdo dos computadores digitais modernos. para incentivar o

desenvolvimento de métodos numericos baseados nestas formulagdes classicas.

A base 1nicial para a formulagao moderna do MEC pode ser achada em trés artigos escritos
por Jaswon (1963). Jaswon e Ponter (1963) e Symm (1963) para problemas de potencial
estaticos e num artigo escrito por Rizzo (1967). para elastostatica. Estes artigos usam a
chamada formulagdo direta. exceto o artigo de Symm que utiliza uma formulagio semi-
indireta. Estas formulagdes diferem da chamada formulagdo indireta, em que as incognitas
sdo as variavels fisicas do problema. Hoje. a formulagdo direta e usada na grande maioria
dos trabalhos de MEC e como tal. sera tambem empregada nesta dissertagdo. Nestes
artigos, a discretizagdo do contorno e a solugdo numerica de um sistema algebrico de
equacdes integrais foram feitas pela primeira vez Os trabalhos de Lachat (1975) e Lachat e
Watson (1976) representam um importante avango no desenvolvimento do MEC como uma
técnica numerica consistente. Eles incorporaram o uso das fun¢des de forma. largamente
utilizadas no MEF. como uma maneira sistematica de representagdo das variaveis do
contorno. A denominag¢do Metodo dos Elementos de Contorno fot utilizada pela primeira
vez em 1977_ onde aparece em trés publicagdes: a tese de doutorado de Dominguez (1977)
onde 0 nome aparece em espanhol (Método de los Elementos de (Contorno), um artigo de
um congresso de Banerjee e Butterfield (1977) e num artigo para periédico de Brebbia e
Dominguez (1977), onde eles relacionaram o MEC com outras tecnicas. introduzindo uma

interpretagao de residuos ponderados

No MEC as equa¢des governantes sdo escritas em forma integral. e em principio, para
pontos no contorno. Estas equagdes sdo numericamente integradas e para se executar esta

integragdo, o contorno e dividido em pequenos segmentos chamados elementos de

ad



contorno

Como nos outros metodos numericos. cumpridas as condigdes de contorno, pode-se obter

uma solugdo de um sistema linear de equagdes algebricas.

O MEC pode facilmente modelar geometrias de contornos complexos. Além disto, uma vez

que todas as aproximag¢des sdo restritas ao contorno. pode-se modelar regides com

variaveis de rapida variagao com maior exatidao que no MEF.

Pode-se resumir as vantagens do MEC sobre o MEF, como segue:

o

Menor quantidade de tempo na preparagao de dados. Esta e uma conseqténcia direta da
modelagem so do contorno. Esta vantagem e particularmente importante em problemas

que precisam de refinamento de malhas ou de contornos moveis

. Melhor defini¢do de tensdes As tensdes tém uma melthor precisdo em pontos internos

devido ao fato de que ndo se empregam aproximagdes adicionais no seu calculo. isto €. a

solugdo e exata (e continua) dentro do dominio

. Menor tempo e armazenamento computacional. Para um mesmo nivel de precisdo. o

MEC usa um numero menor de nos e elementos (mas com matrizes cheias). Visto que a
aproximagao nas solugdes MEC e restrita ao contorno. as malhas do MEC ndo devem
ser comparadas com malhas de MEF com os pontos internos retirados. Para se obter
precisdo comparavel. as malhas de MEF precisariam de mais subdivisdes no contorno do

que uma malha equivalente de MEC

- Quantidade menor de informagdo processada. Em muitos problemas de engenharia, as

condi¢des mais desfavoraveis (como tratura. concentracdo de tensdes, etc.) usualmente
ocorrem na supertficie. Em muitas normas de projeto e na engenharia pratica. o analista
esta, usualmente. so preocupado com 0 que acontece na situa¢do mais desfavoravel
Assim. o MEC e mais eficiente na utilizagdo de recursos computacionais devido ao fato
de que a solugdo de pontos internos no MEC e opcional. ou seja, o usuario pode se

concentrar somente em regioes particulares sem efetuar calculos no dominio inteiro.



1.2 - PROBLEMATICA

E normalmente aceito que num programa de aplicagdo geral do MEC. os elementos
isoparametricos (usualmente quadraticos) tém que ser incluidos. tanto para problemas de
potencial como para problemas de elasticidade, visto que os elementos constantes e lineares
s30 necessariamente retos. No entanto. a implementagdo da tecnica do MEC precisa. para a
criagio das matrizes de influéncia. do calculo de integrais do tipo (In i/r), (I/r). (1/r°) e
outros susceptiveis a singularidades. figura 1.2 Uma vez que existe a possibilidade de se ter
elementos curvos para se integrar. decorre normalmente que a integragdo analitica e
desconsiderada e os codigos atuais de MEC. quase todos, implementam diversos esquemas

para o calculo das integrais acima mencionadas.

—a—Ln(1/r)
——1Ir
—a— 12
=
S
———. i g 2

f‘p : T t——+—

Figura 1.2 - Comportamento singular de alguns integrandos no MEC.

Uma caracteristica destas integrais no caso do MEC e que. sendo r a distancia entre o ponto
onde a equagdo esta sendo calculada (ponto fonte), e um ponto qualquer no contorno onde
os elementos sdo definidos (ponto campo), » pode tomar efetivamente o valor zero Isto
acontece quando a integragdo € executada sobre um elemento que contém o ponto para o

qual a equagao foi escrita, nesse caso. obtem-se uma “integral singular”



Ponto fonte
i

Elemento |

Pontos de integracéo
numerica (pontos campo)

Figura 1.3 - Definigdo geometrica de  no MEC

Este € o tipo de mais comum de fonte de singularidade. Na literatura sdo encontradas outras

fontes de singularidade que podem ser levadas em conta ou nio

a) Quando o elemento ndo contem o ponto singular, mas este fica na vizinhanga, ou seja a

uma distancia pequena do mesmo

b) Nos internos na vizinhanga do elemento dentro de um raio de influencia da ordem do

tamanho do intervalo de integragao

@ © o

fix)

2 ——  f(x)=In(x2-x+.2501) i
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—ag— t

0 02 04 06 0.8 1

Figura 1.4 - Comportamento de integrando quase-singular



Nestes casos obtéem-se as chamadas integrais ‘“‘quase-singulares” Um exemplo do

comportamento deste tipo de integrando € mostrado na figura 1.4, (Noronha. 1998).

Considerando estes fatos, muitos trabalhos foram publicados sobre este assunto. As
integrais singulares sdo associadas aos termos na diagonal principal das matrizes. Alem
disso também € preciso considerar as integrais quase-singulares, ja que a exatiddo da

avaliagdo destas integrais tambem e importante para a precisao geral do metodo

1.3- OBJETIVO E CONTEUDO

Devido a ndo existéncia de critérios geralmente aceitos para o calculo numerico de integrais
singulares, torna-se necessario uma avaliagado e comparacdo das diferentes tecnicas
propostas, para se tentar descobrir as vantagens e desvantagens de cada uma, bem como
identificar que técnica é a mais adequada para determinado problema e a sua dificuidade de

implementagdo computacional.

Assim, os diferentes esquemas serdo analisados do ponto de vista da exatiddo, eficiéncia e
facilidade de implementagdo em codigos do MEC. numa tentativa de identificar quais dos

esquemas sao 0s mais apropriados.

O presente trabalho tentara avaliar estas tecnicas em problemas de potencial e elastostatica
linear bidimensional. considerando diferentes numeros de pontos de integragido e nivel de

discretizacdo

No capitulo 2, apresenta-se a revisdo bibliografica contendo os fundamentos do metodo dos
elementos de contorno aplicado a problemas de potencial e problemas de elasticidade linear
bidimensional, descrevendo os problemas de integragdo que aparecem para cada tipo de
elemento e problema analisado

No capitulo 3, descrevem-se em detalhe as diferentes tecnicas existentes para o calculo

numerico de integrais singulares e quase singulares no MEC



No capitulo 4. sdo apresentados exemplos de aplicagdo e os resultados obtidos com cada
meétodo. assim como as analises comparativas feitas, tanto para problemas de potencial

como para problemas de elasticidade linear bidimensional

Por ultimo. no capitulo 5, estao apresentadas as conclusdes e sugestdes para trabalhos

tuturos.



CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

[ 3]

.1 - PROBLEMAS DE POTENCIAL BIDIMENSIONAL

I~

.1.1 - Introducao

Problemas de potencial sao problemas governados por uma equagdo diferencial do tipo
Laplace ou Poisson. esta ultima formada pelo Laplaciano mais outros termos independentes,
0s quais tém como incognita uma quantia escalar Exemplos de problemas de potencial sdo

fluxo de tluido ideal. tor¢do de barras, difusdo e condugao de calor. entre outros.

2.1.2 - Equaciio integral basica

A equagdo integral basica de contorno requerida para o método. pode ser obtida de uma
forma simples. baseando-se em consideragdes de residuos ponderados A vantagem de se
usar residuos ponderados e a sua generalidade que permite a extensdo do metodo para
resolver equagdes diferenciais parciais mais complexas. Esta abordagem ¢ de tacil
compreensdo e pode ser utilizada tambem para relacionar elementos de contorno com

outras tecnicas, (Brebbia e Dominguez, 1989)

Considere que se procura a solu¢do de uma equagdo de Laplace num dominio Q

bidimensional

Vin=0 em O (2.1)

com as seguintes condi¢des no contorno I



(1)  Condigdes ‘Essenciais’ do tipo # =u em T, (2.2)

(i1) Condi¢des “Naturais’ como ¢ =cu/cn=q emI:

Onde n e a normal ao contorno, I' = I'} + I e as barras indicam que esses valores sao

conhecidos.
O erro introduzido na equagdo acima. quando os valores exatos (mas n3o conhecidos) de u
e ¢ sao substituidos por uma solugdo aproximada. pode ser minimizado ponderando esta

com uma fungdo de peso »*. com derivadas no contorno ¢* = cu*/cn

Em outras palavras. se 0s R sdo os residuos , pode-se escrever em geral que:

R=V*uz0 (2.3)
R =u-nu=0
Ry=qg-q#0

onde u e ¢ s@o valores aproximados. Aplicando residuos ponderados a equagdo (2.3):

J-RII*LIQ: .R:u*cll“+ ‘Rlc/’-‘c.’r (2.4)

[
ou

'.(Vzu)l/*a'Q - [((1_(7),,*L/1‘|_ l.(” —i)g*dl (2.5)
. I, [

Integrando por partes. o lado esquerdo desta equagdo fornece

J cu (’7/*} - : =
] dQ=—\qu*dl — | qu*dl — | ug*dl + | ug *dl
| Joar o= ugar [

Lk I, I I

Integrando mais uma vez por partes o termo do lado esquerdo, obtemos
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[(VE“*)”‘/Q"'J"_I”*‘{]—— [¢/I/*¢1r+ I'uq*d]_+ -Ivlq*d]_ (27)
= P r, .

~] =

Esta e uma equagao importante ja que € o ponto inicial para a aplicagdo do metodo dos
elementos de contorno. O objetivo agora ¢ transformar a equagdo (2.7) numa equagio
integral de contorno. Isto ¢ feito utilizando um tipo especial de fun¢ado de peso #* chamada

solucdo fundamental
2.1.3 Solu¢io fundamental

A solugao fundamental #* satisfaz a equac¢ao de Poisson, onde o termo adicional € a fungao
Delta de Dirac e representa o campo gerado por um carregamento unitario concentrado,
atuando no ponto i’ O efeito desta carga € propagado desde / ate o infinito sem

consideragdo das condigdes de contorno. Assim pode-se escrever a equacao .
2 7 g
Vu*+A =0 (2.8)

onde A’ representa a fungdo Delta de Dirac que tende ao infinito no ponto x = x’ e ¢ igual

a zero em qualquer outro ponto A integral de A’ sobre o dominio no entanto ¢ igual a um
O uso da fungdo delta de Dirac ¢ uma torma elegante de representar cargas unitarias como

forgas concentradas no tratamento de equagdes diferenciais

A integral do delta de Dirac multiplicada por qualquer outra fungdo € igual ao valor desta

fungdo avaliada no ponto x'. assim

IH(VZN*)a’Q:Ill(—A‘)ngz_,,' (2.9)

A equagdo (2.7) pode ser escrita agora como

' "nq*u’l"+‘[1_/q*dl‘= |.¢_]zz*cIJ"+ .qu*dl" (2.10)
r' r' r? l_l



E necessario lembrar que a equagao (2 10) refere-se a uma carga concentrada em ‘i" e,
consequentemente. os valores de #* e ¢* correspondem aquela posi¢do particular da carga.
Para qualquer outra posi¢do /. no interior do dominio. pode-se achar uma nova equagdo

integral
Para um meio isotropico tridimensional. a solu¢do fundamental da equagao (2 .8) e

] (2.11)

e no caso bidimensional,

1, (1) (2.12)

onde r € a distancia do ponto 7 de aplicagdo da funcdo delta ate qualquer ponto em

consideracao.
2.1.4 - Equacao integral de contorno

A equagdo (2.10) e valida para qualquer ponto no dominio €. Em elementos de contorno é
preferivel por razdes computacionais, aplicar a equagdo (2.10) no contorno. Portanto.
precisa-se saber o que acontece quando o ponto 7/ estd em I'. Uma maneira simples de se
fazer isto € considerando que o ponto 7 esteja no contorno mas aumentando o dominio por
uma semiesfera de raio € (em 3D) como se mostra na figura 2 | (para 2D € aplicavel o
mesmo criterio. mas ao inves de uma semiesfera e usado um semicirculo) Considera-se que
0 ponto / esteja localizado no centro. em seguida calcula-se o limite quando € tende a zero.
Assim, o ponto em estudo tornar-se-a um ponto no contorno e a expressao resultante sera a
equacao (2.10) aplicada no contorno I'. Isto e aplicavel somente para o caso de contornos

suaves.



Considerando a equacdo (2 10) sem levar em conta as condigdes de contorno. pode-se
diferenciar os dois tipos de integrais que aparecem, visto que a solu¢do fundamental e a sua

derivada tém comportamentos diferentes. isto €

A integral mostrada no lado direito da equagdo (2.13) € de tratamento relativamente
simples, porque apresenta uma singularidade de ordem baixa, isto e, para o caso

tridimensional a integral em torno de ['; fornece:

(2.14)

Iim-i

: drl'zo
4ne I

£—()

qu*dl’ b= lim | q
g0 I:

e—

Em outras palavras. nada acontece no lado direito quando as equagodes (2.10) ou (2.13) sao
levadas ao contorno. A integral do lado esquerdo se comporta de maneira diferente. Tem-se

aqui o resultado em torno de [

| ‘ ' | | (2.15)
Iimjjuq *dl + = lim(i ——J-rr - cl’l'k =t

e} =0 dre*

A ultima expressio € chamada de termo livre e e facil conferir que para o caso
bidimensional ocorrera o mesmo. isto €. a integral do lado direito em torno de I, e tambem

idéntica a zero e a integral do lado esquerdo sera:

f . ' (2.16)
lim'J ug*dl ; =lim - J'u

£—( P dl l

2ne

rz o (4



Ponto no
Contorne "'

Superficie do contomo |

(1) Caso tridimensional Semiesfera em torno a 1

Superficie I n

Ponto no

Contomno i e - Superficie do contomo |

(11) Caso bidimensional em torno a i

Figura 2.1- Pontos no contorno para os casos bi e tridimensional. com o dominio

aumentado por uma semiesfera ou semicirculo

Considerando (2.14), (2.15) e (2.16) pode-se escrever a seguinte expressao para problemas

bidimensionais ou tridimensionais

u +\ug*dl = [qu*dl"

I r

(2.17)

19| —

onde a integral do lado esquerdo esta no sentido do Valor Principal de Cauchy



Esta € a equagdo integral de contorno geralmente usada como ponto inicial para a aplicagao

do metodo dos elementos de contorno

2.1.5 - Elementos constantes

A expressdo (2.17) pode ser discretizada para achar um sistema de equagdes e obter deste.
os valores do contorno. Considere um problema bidimensional. e que o contorno e dividido
em N segmentos ou elementos No caso de elementos constantes. o ‘nd” onde sdo
calculadas as variaveis desconhecidas, encontra-se dentro do elemento. como mostrado na

figura 2.2.

Os valores de i e ¢ sao considerados como constantes sobre cada elemento e igual ao valor

no no na metade do elemento. A equagdo (2.17) pode ser discretizada para um ponto dado

<

i” antes de se aplicar as condigdes de contorno como segue:

. (2.18)
qu*dl’

1| —
1-

r

u' -+ Z fuq*dr =
=

-1
~
1l
—

O ponto 7 é um dos nos do contorno e [; e o contorno do elemento /°. Nota-se que para o
elemento constante. 0 contorno € sempre ‘suave’, uma vez que o no esta no centro do

elemento. portanto o multiplicador de ' € sempre '

Os valores de v e ¢ podem ser tirados fora das integrais ja que eles sdo valores constantes

sobre o elemento. Serdo chamados 1" e ¢ para o elemento °j° Portanto:

by o P _ (2.19)

[grar e [urar (2.20)



Estas integrais relacionam o no */" onde a solugio fundamental esta atuando com qualquer

outro no j'. Devido a isto € que. as vezes. os resultados sdao chamados de coeficientes de

influéncia. Eles serdo chamados de H”e G . isto é:

Logo, pode-se escrever para um ponto particular 1’

=t —ZHLH :Z(r"q-
AL 4=

—

2.21)

A posigio de / tambem pode variar de 1 ate V. isto e. considera-se que a solugdo

fundamental esta sendo aplicada sucessivamente em cada no. entdo pode-se obter um

sistema de equacgoes como resultado da aplicagao da equagdo (2.22) a cada ponto no

contorno.

Chamando

H quando/ = j
HY =4 o,
| H +% quando i/ =
|

Este conjunto de equagdes pode ser expresso em torma matricial:

Hu =Gq

onde H e G sdao duas matrizes N x N e u e q sdo vetores de comprimento N.

2.1.6 - Avaliacao das integrais

(2.24)

As integrais do tipo de G“e H” nas expressdes acima podem ser calculadas usando

integracao numerica (quadratura de Gauss) para o caso 7 =/ Para o caso 7 = j, a presenga



nesse elemento da singularidade devida a solu¢do fundamental, em geral, precisa de

esquemas de integragdo mais precisos. motivo do presente trabalho

Para o caso particular de elementos constantes. as integrais de G”e H"podem ser

calculadas analiticamente. ndo requerendo tratamento especial. Os termos H", por

exemplo. s3o iguais a zero. uma vez que a normal e a direcdo do elemento sdo sempre

perpendiculares

- cu*or L2
H”:Jq*cﬂ': [tq” r_—Iu'I—EO (' )

i' cr cn

As integrais (" precisam de tratamento especial. Para o caso bidimensional tem-se

2.26
G"‘:jz,*cfr-_—lj"lfdr Tl
L,
|

No geometrico No geometrico

IJ
&

Figura 2.2 - Sistema de coordenadas para o elemento constante

Para integrar facilmente a expressdo acima, pode-se mudar as coordenadas usuais para um

sistema de coordenadas homogeneas sobre o elemento. como € mostrado na figura 2.2

iy

colocando

~
1}
1 | ~



onde / € o comprimento do elemento. Desta forma. levando-se em conta a simetria do

elemento pode-se escrever a equagdo (2.26) como

i Ponio 2 1) i Ponta 2 1 (2.28a)
G'=— | In ~dl = — [ = ar
£ . r T i
T Paomo | Na' i
o]
Ni I
=— = Jan-»—;‘c:
n\2/ Ell2
7
: 2 ] B
(1 U2 or 1Y
=—|=||In{ —| + | In| — |dE
m\2/ g2 d e )

O que fornece como resultado analitico final.

7 —

AN lj | (2.28b)
=i — 1
a\2/

iy 1]

O elemento constante tem sido utilizado com éxito para a analise de muitos problemas de
potencial. Este elemento tem a vantagem de que a constante ¢ € sempre igual a ‘%,
independentemente da geometria do problema considerado. Diferente dos elementos
lineares ou quadraticos, a serem considerados a seguir, nos quais esta constante precisa ser
calculada sempre Observa-se que nido existem elementos finitos constantes devido a

necessidade de derivar as fun¢des de forma neste metodo.

2.1.7 - Elementos Lineares

Até aqui tem se considerado somente o elemento no qual os valores das variaveis sdo
assumidas como constantes ao longo do comprimento do elemento Para o caso em que

existe uma variacao linear de # e ¢. os nos ficam localizados nos extremos do elemento.

fisura 2.3. Pode-se escrever a equacao (2 17) como segue:
g : )

c ' +J-H([*dr:‘[(lu*¢[r (229)
I I
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Nota-se que o coeficiente 2 de «' foi substituido por um valor desconhecido ¢’ Isto e.

¢' =1/2 somente e aplicavel a contornos suaves Pode-se mostrar que o valor de ¢' para

qualquer outro tipo de contorno ¢€:

onde 0 € o angulo interno em radianos.

Depois da discretizagao. a equagdo (2.29) pode ser escrita como:

As integrais nesta equacdo sdo mais dificeis de avaliar do que aquelas para elementos

constantes., uma vez que u e ¢ variam linearmente sobre cada contorno I, e, em

consequéncia. ndo e possivel tirar-lhes fora da integral

Pode-se definir os valores de # € ¢ em qualquer ponto do elemento em termos dos valores

nodais e das fungdes de interpolagdo lineares ¢; e .. as quais sio dadas em termos da

coordenada homogénea £ como mostrado na figura 2.3, isto €

| (2.32)
w(E) = Oy’ + by’ =[0; 6, ]} ”2 |
"

9E)=d1q' +0,9° =[0,0,] 7.}

onde ¢ e a coordenada adimensional que. de modo geral. varia de -1 ate +1 e as duas

tungdes de interpolacao sdo:

o

I
p—

I
(3
S—
£
"

Il

—
—

t
o
—

—
(8]
2
(%)

o’



Considere agora as integrais sobre um elemento j°. Pode-se escrever o lado direito como

(') (2.34)

o f

\u

e [l
E! uq *l = ![d)ld)z]([ *dI‘,]l :::1 = [hl{:’h:u ]

Valor nodal

Valor nodal
-—deuegq

deueq —=

.
e
>

Figura 2.3 - Caracteristicas do elemento linear

onde para cada elemento ’j° temos dois termos.

h' = J‘d)lq*u’l" (2.35)
<
€
hy' = [$2q*dr 2:35)
r
Similarmente as integrais no lado direito fornecem
; ; __ feat)] I P9 (2.37)
J gu*dl = | [0,04 Ju*dl < ]: = [g]' g5 ] ‘/: ‘
r q 19"



onde

glil 2'[(1),1/*‘11" (238)
r
(S
g = l-d):z(*df (2.39)
r

Similarmente ao caso dos elementos constantes estas integrais. embora sejam mais
complexas para o caso / # j, podem ser avaliadas utilizando integragao de Gauss simples. Ja

para o caso de 7 = j, no caso da matriz G os coeficientes podem ser avaliados

analiticamente como segue

Considerando que a solugdo fundamental esta atuando no no 1. figura 2.3. pode-se

escrever o raio + em termos da coordenada homogenea &

(2.40)

Logo substituindo a equagdo acima. as fun¢des de forma e o valor da solugdo fundamental

nas equagoes (2.38) e (2.39). obtem-se:

! A (2.41)
g]n :L[l(l—i)ln?;’ LL/:-J
ZTC:I?_ \(1+€&))2
’ .
I 2 /
5, =— | =(1+&)In —dt
£ =omdgh T (( oa)ljz‘*

Estas integrais sdo facilmente avaliaveis de forma analitica. fornecendo

g = L[15- 1)

o = é[OS— In(/)]



Para o caso da matriz H. pode-se calcular os termos da diagonal implicitamente. Assumindo

um potencial constante sobre todo o contorno. o fluxo deve ser igual a zero e portanto
Hi=0 (2.43)

onde i é um vetor que para todos 0s nos tem um potencial unitario. Uma vez que a equagao

(2.43) tem que ser satisfeita. obtem-se

(2 44)
H" -—ZH' (para j =1)
=1

o que fornece os coeficientes da diagonal em termos do resto dos termos da matriz H
2.1.8 - Elementos quadraticos

Considere o contorno curvo da figura 2. 4 onde I' e definido ao longo do contorno e o vetor
de posigdo € fungdo do sistema de coordenadas cartesianas. Pode-se escrever as variaveis «
e ¢ em termos das fungdes de interpolagdo sendo estas. fungdes da coordenada homogénea
E. isto ¢

I
"

W)=’ =dzu® by’ =[0,020,] 7 (2.45)
H‘
ql I
q(g) = tb,ql : (b3¢;: - ¢‘q" = [¢|¢:¢l;]w f{: L BYe
i
({' |

onde as fungdes de interpolagao sdo:

3 L 2.47
¢|:;é(§—l)~ o, =(1-2°), by =—=E(E+1) ( )

Al

i)



variagdo de uou g

={ =41

"
L}
[}

i

) (2) (3)

@) |

b2 2

Sistema de referéncia

Figura 2.4 - Elemento quadratico

As integrais ao longo de um elemento quadratico sdo similares aquelas calculadas para o
elemento linear. mas agora existem trés incognitas nodais Considere. por exemplo, a
integral para os termos da matriz H:

‘II]VL ’-II] " (248)

ju(i)q*dr = “‘b]‘bzd)x]‘l*‘/r* ut = [hlllhzﬁhg ]*) u? |
A ,

= 3
I I " u

onde:

' = J.‘f’u'[*dr; hy! = I‘b:‘l*“’rl ' = [ dsq*dr
I

[ [
A avaliagdo destas integrais precisa do calculo de um Jacobiano, uma vez que as fungdes ¢
estdo expressas em termos de £, mas as integrais sdo fungdo de I’ Para uma curva como a

da tigura 2.4, a transformagdo € simples:

’ 2 (2.50)

/ ‘\.‘ ‘.‘ 2
dr = (dl Jd“‘J de = | J|de
_d&) \ &€




onde |J| € o Jacobiano Nota-se que para calcular o valor do Jacobiano |./| precisa-se saber

a variacdo das coordenadas x; e x» em termos de . Isto pode ser feito definindo a geometria
do elemento na mesma forma que as variaveis «# e ¢ sao definidas. isto € usando tungdes de

interpolacdo quadratica

-":d’l-"l -'—(j):x: ‘dh-\'} (2.51)

| 2 3
Y=00 ~0yy + 0,y

Os numeros sobrescritos indicam o numero do no Este e o conceito de elemento

isoparametrico
Portanto. pode-se escrever

No (2.52)

W= [, @grdr= [0, @q* e
I Nol

Equagdes do tipo da equagdo (2.52) sdo geralmente muito dificeis de integrar

analiticamente e a integragdo numerica deve ser usada em todos os casos

Para ilustrar este problema. sera simulada a obtengdo dos coeficientes para um dos

elementos da matriz G. para o problema mostrado na figura 2.5 Considerando que:

ql | 'ql (2.53)
jq(i)u *dl' = “{b,d}zcb‘]u *dl{q* } = !gl' 030 0 JI"]-
r, T ﬁ,JE ‘f,f"
onde:
g’ = J-d)l”*dr, TR J'd;:nwr. g = J‘d);n*d]" (2.54)
T ' r



Calcula-se a integral g,“, figura 2 5. que relaciona a soluc¢ao fundamental atuando nono 2 e

o elemento numero 3. formado pelos nos 5-6-7. Incluindo o jacobiano da transformagao:

23 [

rre ] l-1=
é\rl :EZI;’(\’— ])lnk }_/ '/[(.{%

E
e, — g
1 o .
P2 AL
A 20
2@ os —+
\ 20
w\k//ﬁq; —1s
4
T4 1 3 ' a0 ' 45"
Figura 2.5 - Modelo de elementos de contorno
Considerando que:
x(;i):x"d)l +X6¢)2 +.r'¢1 (2.56)
VEY=370, + ¥, + 37,
e
2 o2 2 e vy2 WS
r=qlx* -x@)F + D7 - yE@)] e
substituindo os valores da geometria do problema. obtem-se:
r=5\11898" + 802> - 137227 - 80Z + 424 (2 58)
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Agora calculando o Jacobiano segundo (2 50) e substituindo os valores de x(£) e 3(C).

derivando efetuando simplificagdes, obtém-se:

. T . ? 2.59

J = \[Bxs = 2% +x5) = s —x0)]" [€00s = 206 ~ ¥7) + (17— ¥5)] (#22)
Substituindo os valores da geometria. obtem-se:

(2.60)

J = /1600 - 9002 *

Finalmente colocando todos estes valores na equagao (2.55) a seguinte expressdo € obtida:

i ( \ (2.61)

23 1 ‘ 1

i 2
s g(;_1)|nt - /1600 + 9008 %
n? 5,/11892% +80E® — 137227 — 80 +424 )

Integral que ndo possui solugdo analitica. No caso do elemento incluindo o no fonte. existe
singularidade logaritmica. Tecnicas para o calculo de expressdes deste tipo serdo

consideradas no proximo capitulo.

Similarmente ao caso de elementos lineares, o calculo dos termos da diagonal da matriz H,
pode ser feito implicitamente, em outras palavras, a equagdo (2 44) ¢ valida tambem para

elementos quadraticos

2.2 - PROBLEMAS DE ELASTOSTATICA LINEAR BIDIMENSIONAL

2.2.1 - Introducio

Este tipo de problemas se dividem em dois estado plano de tensdes e estado plano de
deformagdes, dependendo de como o solido esteja restrito na dire¢do perpendicular ao
plano em estudo. Este tipo de problemas. desde o ponto de vista da discretizagdo,

apresentam as mesmas caracteristicas que os problemas de potencial.



Nesta se¢do, somente o elemento quadratico sera considerado, isto devido a duas razoes:
primeiro, para problemas de elastostatica bidimensional as consideragdes feitas para a teoria
de potencial mantém validez, ou seja. somente os elementos quadraticos sdo 0s que
apresentam problemas de singularidade que precisam de tratamento especial Segundo,
embora os elementos constantes e lineares sejam utilizados com sucesso para resolver
alguns probiemas de elasticidade. estes tém limitagdes, a mais importante delas € a sua
dificuldade para modelar geometrias curvas, alem disso. problemas que envolvem flexido
precisam do uso de elementos de ordem maior devido ao fato de que as deformagoes deste
tipo sdo de dificil representacdo usando elementos lineares e os elementos constantes

fornecem resultados pouco satisfatorios, (Brebbia e Dominguez, 1989)

2.2.2 - Solucao fundamental

A formulagdo das equagdes integrais de contorno para elastostatica, descritas na se¢do
2.2.3. necessita do conhecimento de uma solugdo para problemas de elasticidade que
considere as mesmas propriedades do material do corpo em estudo. mas aplicados num
dominio infinito onde atua um carregamento unitario pontual. Esta ¢ a chamada solugdo

fundamental de elastostatica. chamada tambeém solugdo de Kelvin

Para a obtencdo desta solugdo precisa-se das equagoes basicas de elasticidade linear dadas

abaixo utilizando-se notagao indicial:

a) Equacdes de equilibrio (3 equagdes)

b) Equagdes constitutivas (6 equagdes)

G,, = A, € +2ue (2.63)

N

¢) Equagdes de compatibilidade (6 equagdes)



S ==ty ) (2.64)

Sendo
vl E (2.65)

= —— l_[:*———
(1+v)(1-2v) 2(1+v)

onde G representa as tensoes. b as for¢as de corpo. € as deformagdes. 1 os deslocamentos,

L. 0 modulo de elasticidade e v o coeficiente de Poisson.
Substituindo as equagdes constituttvas (2.63) nas equagdes de equilibrio (2.62) obtem-se:

¥ ; (2.66)

(2.67)

obtem-se as equagoes de Navier ou equagdes de equilibrio em termos dos deslocamentos.
As equagdes de Navier representam trés equagdes e trés incognitas, mas estas equagoes

estdo acopladas. o que significa que para se obter uma incognita. precisa-se conhecer outra

A solugdo de Kelvin ¢ obtida da equagao (2.67) quando uma carga unitaria e aplicada num

ponto ‘i’ na dire¢@o do vetor unitario ¢,. isto €

b, = N, (2 68)

Para desacoplar as equagdes de Navier utiliza-se o vetor de Galerkin. (5. de tal forma que:



| - (2.69)

J = el Y P
jnm m.on
] 2(1-v)

A substitui¢do das equagdes (2 68) e (2.69) na equagdo (2.67) fornece

270
( ; AN v l A‘ "‘. T O ( )
[

ou

, _ 2571
V-(VZG,HlA'e. =0 el
LL

Esta equagdo pode ser escrita tanto para o estado tridimensional como para o estado

bidimensional de detormagoes:
o) o,
V‘(l")°—A (.’,’ = O
m
onde

F, =VG, (2.73)

Observe que a equagio (2.72) € similar a equagao (2 8) de onde a solugao fundamental para

problemas de potencial foi obtida A soluc¢io da equagéo (2.72) fornece:

2.74
F = : € { )
47rit
Para o caso bidimensional. obtem-se
PR &L (2.75)
F = In| — ¢
2 \rJ



Fazendo substituicdes sucessivas destas solugbes nas equagdes anteriores e aplicando as
propriedades do vetor de Galerkin, chega-se a forma final da solucdo fundamental ou de

Kelvin para problemas tridimensionais

G 2.76
w*, s L [, o 75
lomp(l— vy | &%) Xy |
e para o estado plano de deformagoes.
[ ) o @ 277
n*, =—fl— (3—-&\')ln.l 6,,,+ér—f—r ( )
8aG(i-v)| ¥ €x; Oxy |

Com os valores das solugdes fundamentais em deslocamentos w, ., tanto para o caso
tridimensional como para o bidimensional, pode-se calcular os valores das deformagodes, e
depois, através da Lei de Hooke pode-se determinar as tensdes. Finalmente com estas pode-

se determinar as componentes de tragdo. Para o caso tridimensional. tem-se

| T % A ) ~ V] (2 78)
Py =—-——— —-(l-zvmu g3 B ol T, S E
8n(l—\)r 7 | ex, Cx, X & /]
e para o estado plano de deformagoes
1 A T 5 A (2.79)
p*”\' - ar | (]_’\)0” +7_1_(_’__(1_7\) _Ln‘ -lnl
dn(l—v)r :*n. Oxyp x| L éxy oxp

2.2.3 - Elementos quadraticos

A equagdo integral de contorno para elastostatica linear bidimensional e baseada na

identidade Somigliana

"y, + p;kukdl' = J-“l‘kf"\‘ﬂ_"' ’l;kbk‘IQ (2.80)
T I O



que fornece o valor do deslocamento em qualquer ponto interno do dominio em fun¢do dos
valores no contorno u; € p;. das forgas de volume e da solugdo fundamental. Na ultima
integral, Q e o dominio e h; sdo as forgas de volume. Este termo ndo sera considerado no

presente trabalho

O mais simples e mais versatil tipo de elemento de contorno curvo € o quadratico, para o

qual os deslocamentos e as tragdes de superficie podem ser representadas como

! (2.81)

1"!'_::_‘1’1 0 ¢
"2’ |_O b,

SN
=
o &
s o
N

=

o

pl | p) | B b 0 ¢, 6, O _JPE.
lp2) |0 & O & O ¢;] p;
p

‘l
| P2

onde ¢, sio as fungdes de interpolagdo quadratica definidas em (2.47).
A geometria do elemento pode ser considerada como quadratica e € representada pelas

coordenadas dos nos e pelas mesmas fungdes de interpolagdo ¢, utilizadas para as

componentes de deslocamento e tragdes de superficie. isto €

(x| [o, 0 o; 0 ¢, 0¥
T
(R



Para um ponto no contorno. tem-se

. - - - 1 7
C;k“;k X Jl),k“k([r = Jll]kl)kdr (584)
! r
Apos a discretizag@o. a equagao integral de contorno pode ser escrita como
3 (2.85)

cu - Z {J.l_p'(bdr}u = Z {J‘I u'CDdr}p'

=1 7=1
onde NVE e o numero de elementos.

As integrais ao longo do oI precisam ser transtormadas para sistema de coordenadas
homogeéneas, como foi feito para problemas de potencial. Assim. as integrais sobre o0s

clementos em (2.85) ficam

! (2.86)

|
H=|'p*(D;./[(E_ Gzlu*lb.fcfi

Py -1

onde [JI € o Jacobiano. Os termos In(1/r) e (1/r) nos tensores u*,. e p*; . equagdes
Ik 1k q

(2.77) e (2.79), geram singularidade quando r € muito pequeno ou tende a ser zero. Este
caso aparece no calculo dos termos da diagonal da matriz G. onde se aplica as tecnicas

consideradas no presente trabalho

No caso das submatrizes da diagonal H" em H. estas incluem os termos em HY e ¢ , as
dificuldades aparecem quando se tenta calcular estes termos. particularmente nos cantos
devido a singularidade da solugdo fundamental Pode-se calcular indiretamente estes termos
assumindo um deslocamento de corpo rigido na dire¢do de uma das coordenadas
cartesianas. logo os vetores de tragdes de superficies e de forgas de corpo devem ser nulos.

e portanto

HI' =0 (2.87)



onde [9 € um vetor que para todos os nos tem um deslocamento unitario na diregdo ‘g’

(¢ = 1.2 ou 3) e um deslocamento igual a zero em qualquer outra direcio Uma vez que a

equacdo (2.87) tem que ser satisfeita para qualquer deslocamento de corpo rngido. podemos
q q para qualq po ng p

escrever

: (2.88)
H" :—ZH' (para j =17)
.=1

0 que fornece as submatrizes da diagonal em termos do resto de termos da matriz H

Similarmente, para regides infinitas ou semi-infinitas, a equagdo (2.88) tem que ser

modificada. As submatrizes da diagonal para este caso sido

: : (2 89)
H" = I—ZH‘ (para j =1)

onde I € uma matriz identidade 3x3 ou 2x2 (para o caso bidimensional)

No proximo capitulo sao consideradas as tecnicas de calculo numérico para integrais

singulares

(Y]
[o8)



CAPITULO 3

DIFERENTES TECNICAS DE CALCULO NUMERICO
DE INTEGRAIS SINGULARES NO MEC

3.1 - INTRODUCAO

Uma técnica efetiva para o tratamento de integrais singulares e quase-singulares e um fator
critico para se obter uma analise eficiente e precisa. usando elementos de contorno. Assim,
muitos artigos foram publicados e varias tecnicas foram sugeridas com diferentes graus de
sucesso. Em seguida. sera feita uma descrigao dos tipos de integrais que se apresentam no
MEC, assim como a descrigao e discussdao dos metodos e tecnicas propostas para lidar com

as mesmas.
3.2 - TIPOS DE INTEGRAIS NO MEC

Matematicamente falando. € conhecido que existem trés tipos de integrais singulares na
analise por elementos de contorno: de singularidade fraca. singularidade de valor principal
de Cauchy (VPC) e integrais hipersingulares (Huang e Cruse, 1993). Devido a singularidade
da fun¢do a se integrar (sem definicdo no ponto singular), uma pequena regido - a
vizinhanga do ponto singular - deve ser excluida do domnio de integragdo. logo o limite é
tomado quando o volume da pequena regido tende a zero. Se este limite existe € €
independente da forma da vizinhanga. a integral singular € chamada de tracamente singular
Se este limite existe somente se a forma da vizinhanga € uma esfera, entdo ¢ chamada de
singularidade de VPC. Uma singularidade maior que a VPC. e chamada de
hipersingularidade. Levando-se em conta a localizagdo do ponto singular, pode-se distinguir
dois tipos de integrais singular quando o ponto singular esta dentro dos limites de
integragdo, e quase-singular quando o integrando tende ao infinito num ponto fora dos

limites de integragdo, mas suficientemente perto para influenciar no calculo da integral



Devido a natureza singular destas integrais, estas n3o podem ser avaliadas atraves de
sistemas de integracao convencionais (quadratura de Gauss, por exemplo). precisando de

um tratamento especial como sera visto em seguida.

3.3 - DESCRICAO DAS TECNICAS DE CALCULO NUMERICO DE INTEGRAIS
SINGULARES

Segundo Noronha (1998), uma tecnica numerica ideal para avaliar integrais singulares ou

quase-singulares € aquela que melhor satisfaz os seguintes critérios

1. boa precisao numerica

38

baixo esfor¢o computacional

. aplicabilidade geral

93]

4. facilidade de implementagao

Diferentes pesquisadores tem tentado satisfazer os requisitos apresentados acima, sugerindo
diversos esquemas de integragdo, os quais se encaixam de forma simplificada nas seguintes

categorias:

e subdivisao do intervalo de integragao
o regularizagdo da integral atraves de soma e subtragdo de termos no integrando
e regularizagdo da integral atraves de transtormagao de coordenadas

e quadraturas especificas

Destas. a primeira trata o problema de maneira indireta, avaliando as integrais atraves de
esquemas normais de integragdo. As outras sdo formas diretas de avaliagao de integrais, ou
seja. consideram tanto as tontes de singularidade como o intervalo de integragdo como um

problema unitario

A tecnica de regularizagao atraves de soma e subtragao de termos no integrando, pode
avaliar alguns tipos de integrais de forma eficiente A técnica de regularizagdo através de
transformagao de coordenadas tenta regularizar a fungdo singular atraves das propriedades

do jacobiano de transformagao.



Alem das tecnicas apresentadas anteriormente, existem também outras formas de avaliagao

indireta de integrais, por exemplo. atraves das propriedades das matrizes do MEC (como foi
mostrado no capitulo anterior para o caso da matriz H) € a técnica de pontos ficticios

3.4 - DIFERENTES TECNICAS DE CALCULO NUMERICO DE INTEGRAIS
SINGULARES NO MEC

3.4.1 - Quadratura Gaussiana Logaritmica Unidimensional. (Stroud e Secrest, 1966)

Os termos que incluem uma singularidade logaritmica num dos extremos do dominio de
integragdo podem ser integrados utilizando a seguinte formula

] -J.h % f(2)dE Zf(.:)u
VE, =

(3.1)

onde os pontos de integragdo sao calculados como raizes dos polinomios que satisfazem a
relagdo recursiva seguinte

Fy(x) =[x

]’n][/i I\ nl')u—Z('\‘)

Este ¢ um dos metodos classicos para o calculo de singularidades logaritmicas, utilizado no
primeiro livro sobre elementos de contorno (Brebbia. 1978)

Para a implementagdo deste metodo num codigo de MEC. apos de fazer a transformagdo de

coordenadas x, y a coordenada normalizada &, tem-se que considerar trés casos de acordo
com a posi¢ao do ponto singular, figura 3.1

a) Ponto singular no no |

Para o calculo da integral singular utilizando a equagao (3 1) precisa-se da transformagio
I SUmST

dos limites de integracdo, para fazer isto realiza-se a seguinte mudanga de variavel

J
(o]



Singulandade no
0o 1

Smgulandade no Smgulandade no

uo 2 o 3

Figura 3.1 - Sistemas de coordenadas geometricas para aplicagdo da quadratura Gaussiana

unidimensional

b) Ponto singular no no 2

Neste caso para calcular a integral sobre o elemento precisa-se dividi-la em duas partes
da seguinte maneira:

(3 (2) (3)

(3.4)
fd)u * |\ = [dw *|JdE + Id)u * | e
(n n ()
para a primeira integral a mudanga de variavel € n' = £ , e para a segunda n=¢
¢) Ponto singular no no 3.
Este caso € similar ao primeiro, ficando a variavel de integragio logaritmica:
1-& (3.5)
=

2

Em todos os casos mostrados acima tem que se calcular um jacobiano adicional para cada

uma das transformagoes descritas

Em seguida descreve-se em detalhe o procedimento para dividir o integrando numa parte

singular e outra ndo singular Examinando a solu¢ao fundamental € claro que o termo

singular e In(1/r) Assim a defim¢ao formal de e



r= o =x, 7 <0y,

onde

v., ). = Coordenadas do ponto campo

Coordenadas do ponto fonte

a) Ponto singular no no |
Neste caso pode-se escrever a equagao (3.0) como segue

Pt =) -1+ E) - '] o
Substituindo o valor de x(€) e 3(&) de acordo com (2 51) e (2 47) obtém-se
, E 12 (3.8)
el T A T AT oy P Ve +§(|+5_)x’ gt |
- . | b4
+ ! —=(1- :;}1'l +(1+&)1-&)- +§(] +§)_\'3 -'\."
L2 2 .
Rearranjando a equag¢ao anterior, obtém-se
(3.9)

=[s-2)f fie-2x' ~ 20 0pe <20

e~ ~20-20 + &7

+ [Vz(]

b) Ponto singular no no 2

Repetindo o procedimento anterior para este caso. obtem-se a seguinte expressao
(3.10)

2 _g2[; ) 31
r :g[/>(g—1)\ ’\']

S [Vo(é—l)\ + Ep? 1 (]_,_v ‘;]2



¢) Finalmente quando o ponto singular esta no no 3:

1 (3.11)

logo. pode-se escrever uma expressio geral para os termos logaritmicos da seguinte

manetra

- ’
In| - | =1n| I

L @)+ £ )

N |
&

71\
- lnk%‘-/ - llz]n[fg(é): +.f\'(§)2]

onde 1| € a variavel que transtorma os limites de integragao de [-1.1] a [0.+1] e muda de
valor de acordo coma posi¢ao do ponto singular. e o segundo termo do lado direito de

(3.12) e regular.
3.4.2 - Métodos de transformacao de coordenadas

Os metodos de transformacao utilizam transformacgdes ndo lineares de coordenadas para
forgar o Jacobiano |./| a se anular no ponto singular, uma vez feito isto, a quadratura
Gaussiana normal e utilizada. Estes metodos podem ser utilizados somente para a avaliagdo
de integrais improprias e quase-singulares. Para o caso de integrais singulares, a
regularizagdo € obviamente um procedimento impossivel. pois as mesmas ndo se

comportam como as integrais regulares.

Para esclarecer este ponto, considere a seguinte integral

—
Lo¥]
[
©J

—

[¥]
O



g 5 3 2 A . ;
Introduzindo a seguinte transformagdo x=yv°. dv=2yd, cujo jacobiano de
transformagdo tende a zero no ponto singular x = y = 0. esta integral singular pode ser

convertida numa regular. Assim

1 l (3.14)
1 I

—,__él.\‘ = —: \'l/\' = 2(]‘ = 2
L VX 7[,-" oty =[24

:V'

4

No entanto. para a integral singular

(3.15)

= | —

nao existe transformagdo que permita remover a singularidade. Inclustve se a transformagao

x = 3" na qual o jacobiano e /1y"”' . e substituida na integral original

' . (3.16)

|
[lc/.\‘ = "iﬂll}‘”_‘c/_\' = '.Qc/\
v. X L LA

Q& () + (-

pode-se observar que a integral mantem o mesmo grau de singularidade que a integral

original

Se existe uma transformaga@o que permita uma transformagao de um intervalo finito a outro
intervalo finito e cancele qualquer ordem de singularidade. estaremos em condigdes de obter
o resultado numerico de uma integral que e divergente, o qual e contrario a logica das

matematicas (Huang e Cruse. 1993).
3.4.2.1 - Transformaciao quadritica (Weeén. 1982)

A transtormagao quadratica foi proposta, no contexto da aplicacdo do metodo das equagdes
integrais no contorno (houdary integral equation method) ao modelo de placas de Reissner.
por Weeén (1982), mas ficou melhor conhecida pelo trabalho de Telles (1987) pelo que

tambem ¢ conhecida como transformacgao quadratica de Telles.
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€.

Em seguida descreveremos em detalhe esta transformagao

Considere a integral:

onde f(£)e singular no ponto £, -1<

sujeita as seguintes condigdes’

singularidade.

—

"

E(y)=ay’ +by +c

(3.17)

< +1. Utilizando uma relagdo de segundo grau,

(3.18)

(3.19)

a derivada desta expressdo em relagdo a y € igual a zero no ponto onde ocorre a

Isso produz um mapeamento onde os novos pontos de integragédo £ sao concentrados em

torno da singularidade

41

Neste caso, ndo e necessario isolar a parcela onde ha singularidade e integra-la

separadamente, como ocorre quando se utiliza fungdes de peso logaritmicas. Ao contrario,

essas parcelas s3o integradas juntamente com as demais (Karam. 1986)

Resolvendo a equagdo (3.18) para y. obtem-se. para cada valor de &. dois valores de v, isto



—h+h* —da(c-E)
oy
' 2a
—h— b —4a (c-F)
2a

Y=

Das condigoes (3.19), tem-se
2a+y+b=0

no ponto singular §
a+b+c=1

a-bh+c=-1

As equagdes (3.22) fornecem :

Utilizando v'ou v" , tem-se:

b2 -~ 4a ('c‘-g) =0

ou substituindo (3.23) em (3.24), tem-se:

4a* «4(15_ +1=0

de onde se obtem:

(3.21)

(3.23)

(3 24)



s TPAET
= B (3.27)
e oyE =]
3 =
5

Observando que -1< £ <1, conclui-se de (3.26) e (3.27) que somente tem-se valores reais

para os coeficientes @ e ¢ se £ = 1, ficando:

- (3 28)
a=a'=q"= ——:—
. g
(= @ = = -—
2
A substitui¢do de (3 28) em (3 18), fornece
: i (3.29)
€= ‘2'“ Y )~y
E ainda. de (3.29):
dE = (1- &) dy £-9
Portanto, a integral dada em (3.17). nesse caso fica:
; \ (3.31)

~
R
1 UV |

(1-v2)+vj(l-iy)cf.f



el

g

sendo valida para é =-le

Quando o ponto singular £ estiver situado entre -1 e —1, a integral (3 17) pode ser dividida

em duas, da seguinte maneira

jf(é)dé =J.f(é)d§+]1f(ﬁ_)d§
% ;

—
d
[#%]
(3

S

-1

onde as integrais a direita podem ser transformadas em integrais de -1 a —~1. tazendo-se as

seguintes mudangas de variaveis

Na primeira integral a direita

= rs, = = (3.33)
@—5[;3 (I+m)-1+¢&
==&+ 1) dp'
LH_EI‘.--’_ )('p
Na segunda integral a direita:
el 5t ~ (3.34)
g=3lp"(1-M+1+4¢
{.’ — ] 1 v , ”
S = E( —-&) dp
Substituindo (3.33) e (3.34) em (3.32), obtem-se:
| L= (3.35)
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onde a primeira integral & direita possui singularidade em p’ =1 e a segunda, em p" = -1.

Pode-se agora utilizar (3 29) e (3.30) escritas para p' e p"”. considerando os pontos

singulares citados acima. 1sto €:

dp' =(l-v) dv (3.36)
v Ly
p"=—{r - 1)y
dp” =(1+7v) dy
e substituindo (3 36) em (3.35), obtém-se a seguinte equagio:
| (3.37)
+ 1)1
[ ez = jf H(E-na-vh+v]-2 )}‘*—Mw
-1 b

J‘. I—%((]-&)[(‘Y _])4_/] a l)\(]L(l)_dy

que permite resolver o problema de singularidade logaritmica para qualquer ponto do

intervalo considerado (Karam. 1986).

Este foi o primeiro trabalho que apresentou este tipo de transformagdo. A principal

desvantagem ¢ a divisao da integral. o que gera a existéncia de um duplo lago nas subrotinas

de integragéo singular
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3.4.2.2 - Transformaciao cubica (Telles. 1987)

A transformagio cubica (Telles, 1987), ndo precisa dividir a integral em dois intervalos para
o calculo da integral com singularidade, como ocorre na transformagao quadratica, valendo
para qualquer localizagdo da singularidade. E obtida empregando-se uma transtformagdo de

terceira ordem do tipo

E(v)=ay  +by? +cy +d (3.38)

Sendo adicionada uma nova condig¢do as demais descritas no item anterior, em (3.19). tem-

Se:

o
-~

)
Ay

AL

= =0 em
c/j/ i

Isto implica que o Jacobiano tem um ponto minimo para ¢ . sendo as constantes obtidas

para a equagao (3 38)

0O

b = .
0 (3 40)

3

¢ =—

(9]
d=-b
():l+3';2

onde vy ¢é simplesmente o valor de ¥ quando o mesmo satisfaz c(v) = &, este parametro

pode ser calculado utilizando

>:<“+E' (3.41)
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sendo:

x-
" BLY
|
—
—
(8]
S
[R8]
N

g

Ficando a expressao final na forma (Telles. 1987).

‘ H PRI~ S (LSl PR - (3.43)
- LS 6 TELE . Lt ® _

-[”;h;:-‘.f“‘- ) - o)) s f? ltg

o T Al (1+38) ||

Feita a transformagdo das coordenadas. pode-se usar na integragdo os pontos de Gauss e

fatores de peso comuns.

A expressdo (3 43) pode ser aplicada para calcular / usando quadratura de Gauss em dois

casos diferentes.

a) ‘z’;| < 1, na presente forma a transtormagdo de terceiro grau foi desenvolvida para lidar

com integrandos singulares que ndo envolvem integrais divergentes (por exemplo,
singularidade logaritmica). Por isso. se for aplicada a singularidades VPC
correspondentes a integrais divergentes. obviamente um resultado muito grande que

tende ao infinito sera obtido

b) |§‘ > 1. neste caso somente integrandos quase-singulares e relativamente bem

comportados sio incluidos. Esta e a mais geral e util aplicagdo da transformagao

Um aspecto importante desta transformagdo e a concentragdo dos pontos de Gauss perto de
¢ . produzindo uma concentragdo variavel que depende da posigdo de £ Alem disso,

adaptabilidade automatica pode ser observada, com menor efeito de concentragdo. a medida
que o ponto singular fica longe do dominio de integragdo. ateé que esta degenera de forma

natural ate a expressao original (3.17). (Telles e Oliveira, 1994).
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3.4.2.3 - Tratamento de integrais quase-singulares

Integrais de elementos de contorno sobre superficies gerais nem sempre podem ser
expressas como em (3.17), isto €. a singularidade do integrando pode ficar fora do eixo &
Neste caso. somente uma proje¢do do ponto singular sobre o eixo pode ser obtida,
produzindo uma transtormagao definida pela expressao (3.43). totalmente independente da

distancia real existente entre o ponto singular e a curva do contorno. A principal vantagem

deste procedimento ¢ que & pode assumir qualquer valor dentro ou fora dos limites de

integragao.

Nesta situagdo. no entanto, pode-se utilizar uma transformagao alternativa para levar em

conta esta distancia exterior. (Telles. 1987)

Considere uma integral de contorno bidimensional sobre um elemento quadratico curvo que
sera mapeado dentro da coordenada & para integragao O primeiro aspecto do problema sdo
as duas alternativas para calcular a distancia Kygy desde o ponto singular £ ao contorno
curvo I', mostrado na figura 3.2 Telles e Oliveira (1993) acharam que se a projecao do
ponto singular situa-se fora dos limites do elemento. deve-se preferir a alternativa da figura
3.1a. ja que evita a extrapolagdo sobre o elemento, fato este que pode ser incomodo

especialmente em aplicagdes tridimensionais.

Uma vez que Ry e T (o ponto sobre o elemento localizado a distancia mimma de &)
estejam definidos, pode-se proceder com a otimizagado para permitir integragdo numerica.
minimizando o erro utilizando minimos quadrados Para fazer isto. considere as seguintes
integrais normalizadas, as quais apresentam o comportamento quase-singular usual em

integrais de elementos de contorno

!...__
=

o

~

"

Q

|
[

(3.44)

i

=8 1,2

| t— = |
2
R
I
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(a) (b) (c)

Figura 3.2 - Calculo da distancia minima desde o ponto singular ate

o contorno do elemento.

onde a distancia normalizada entre o ponto campo € o ponto fonte € simplesmente (figura

3.3):

r= \rfi): cos> 0 (£ ~Z - Dsen0)*

-

_‘1|F o
==
=3

t)

v Normal

Figura 3.3 - Defini¢dao dos parametros para o calculo de r nas integrais normalizadas,

mostrando situagdes tipicas®=0e 8 =0

Aqui D e & sdo as contrapartidas normalizadas Rypx € T . respectivamente.

A otimizagdo pode ser feita com a introdugdo da distancia /) na transtormagdo atraves do

valor real de./ no ponto mais perto & (isto €. a terceira condigdo € modificada)

Jy)=r
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onde a dependéncia de 7 com respeito a /) pode ser obtida de tal forma de se obter um erro

de quadratura minimo.

A transformagdo fica dependente de 7 :

— 3 : L
n=ay’ +by* +¢yv+d

a=(1-F)/Q
h=-31-7F)y /0

d=-h
Q=1+37? (3.47)
—_‘,_J_\/z 34{/__\/2_‘ M
it bl L Gl 0 BT S G U G 0 =
I ""_( o TR = |
= ————— | N(3 —2F)= - -1
? 2(1+2F) '..]’ 1+2F) 14+2F ]‘
J:——l—7[4f(l—r_‘)f3(l—l_]z)]
3(1+2r)"
onde pode-se observar. se ¥ =1 produz n=v. .J =1 (a transformacdo desaparece) e

F = 0 leva as expressdes (3.40)-(3 43).

A aplica¢do pratica do metodo descrito acima a integrais quase-singulares depende da
determinagdo do parametro r a partir de ), que em Telles e Oliveira (1993) foi expresso
em forma de uma tabela de dificil obtengdo analitica. fazendo assim necessarias

interpolagdes e calculos adicionais. com consequente perda de precisdo.

Normalmente € preferivel usar a transtormagdo de maneira independente da distancia real

entre o ponto singular e o contorno. como foi descrito acima



3.4.3 - Integracio numérica com subdivisio de elementos

Esta tecnica é uma das mais eficazes. podendo ser utilizada praticamente em todos 0s casos
de integrais singulares e quase-singulares. Atraves da divisdo do intervalo de integragao,
tem-se que o efeito da singularidade ou quase singularidade fica reduzido, permitindo o uso

de quadraturas numericas para integrais regulares

Na verdade, o procedimento em questdo se trata de uma tecnica indireta de avaliagdo das
integrais com problemas de singularidade ou quase-singularidade. Atraves da subdivisdo,
ocorrem mudangas na escala do problema tornando a fonte de singularidade mais distante e.
portanto, diminuindo o efeito de singularidade ou quase-singularidade para cada segmento

resultante da subdivisdo do intervalo de integracdo. (Noronha. 1998)

A aplicabilidade geral desta sistematica e sua principal vantagem. Praticamente ndo ha

restri¢des para a utilizagdo da mesma

Esta tecnica e aplicada a integrais singulares e quase-singulares. e melhora a quadratura
Gaussiana utilizando uma subdivisdo do dominio [-1.1]. que pode ser igualmente espagada

ou otimizada

Esta subdivisdo ¢ feita escrevendo ¢ em termos de uma nova coordenada adimensional v

COmo se segue’

i 3 Lye s P A YT 0D 348
Qk:G(Y):( Y)g__( /):‘, ( )

2 | ry

onde k ¢ o numero do sub-elemento. £ ' e & representam as coordenadas adimensionais

finais e iniciais, respectivamente.

Para cada sub-elemento. o esquema de integragdo numerica resulta:

1= [ frE@M, 0, dr, (3.49)
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Como consequéncia, o valor da integral total sobre o elemento ; € fornecido por:

onde NSE € o numero de sub-elementos, © os pesos de integragao. e ./ € o jacobiano da

transtormagao definido por

v

[/ \ 2 T <2/ (3.51)
J" U’.\‘l | /(fi_ ‘ Ln‘[\': | [ ¢

VWeae) \&y) \da&) \c

A

=

Io

B

]

E importante notar que e possivel reduzir o valor do erro tanto quanto seja desejado, isto €.
fazendo a redug¢do do comprimento dos sub-elementos, No entanto. quando se utiliza
subdivisdo constante. gera-se uma grande quantidade de sub-elementos, o que torna o

processo de integragao computacionalmente custoso. (Mon-Ma et al., 1996)

Geralmente, procura-se fazer uma subdivisio do intervalo de integracao de forma
otimizada, isto e, dividindo a regido mais proxima do ponto singular num numero maior de

segmentos. No proximo item sera mostrado um destes algoritmos de subdivisido otimizada.

3.4.3.1 - Integra¢ao numérica por subdivisiao progressiva de elementos (Mon-Ma et

al., 1996).

Este mérodo ¢ uma extensdo do metodo descrito no paragrafo anterior no qual se pode
variar o comprimento dos sub-elementos. assim 0s sub-elementos ficam concentrados
atendendo a distancia relativa entre o ponto fonte e o ponto campo. A subdivisio

progressiva esta de acordo com o seguinte algoritmo



E.wl -] (A3 l)
DO [FROM [=1T0 NSE
0

Sk ::’:A{
2l =& +2((d / Ly**sgm**( - 1))
END DO

onde /. € o comprimento do elemento. / é¢ a menor distancia do ponto singular ao elemento.

sg € a ordem da singularidade e /m € um parametro geometrico progressivo

E importante ressaltar que o algoritmo (A.3 1) esta escrito para quando o ponto singular
fica mais perto do primeiro nd do elemento. Para o caso em que o ponto singular fica mais
perto do terceiro no basta colocar como valor inicial &, =1 e mudar o sinal dos

incrementos.

Para o caso em que o ponto singular fica mais perto do segundo no. precisa-se fazer um
lago duplo. ou seja. calcular primeiro as coordenadas dos sub-elementos do tramo [-1.0] e

logo os do tramo [0,1]. da mesma forma como foi descrito para os dois casos anteriores.
3.4.4 - Técnica de pontos ficticios (Patterson e Sheikh. 1981)

Esta técnica evita o problema de singularidade usando pontos singulares de integragao

ficticios. localizados fora do intervalo de integragdo

Esta técnica foi desenvolvida na década de 70, previo ao desenvolvimento da maioria dos
outros metodos. para seu uso no Método das Equagdes Integrais do Contorno e ndo se

enquadra nas categorias anteriormente listadas

O metodo se baseia nos seguintes fatos, visto que no procedimento de integra¢ao no MEC e
extraida do dominio €). do corpo analisado. uma vizinhanga infinitesimal €), em torno de
cada no do modelo discretizado. Ou seja. os nos do modelo situam-se infinitamente

proximos do contorno. mas fora do dominio

W
‘wd



Assim, deslocando o ponto de integragdo ao longo da normal externa do no, figuras 3 4a e
3.4b, a uma distancia d. de comprimento suficiente para atenuar o efeito de singularidade.

pode-se resolver o problema utilizando integra¢do normal de Gauss.

Ponto Ficticio ' Normal Exterior

A | d

Elementos
Adjacentes

a) Localizagio do ponto ficticio

[5) * 06 O 4 B 4 % 9 a
* -
- a ) -
'E ) —&— Nos
(] o ®
o o Fontos Ficticios
]
o 0
[&]
2 59 o 0% 8 P o % o X° 23

Coordenada X

b) Pontos ficticios na discretizagdo de uma viga
Figura 3.4 - Técnica de pontos ficticios

A principal vantagem desta tecnica e a facilidade de implementagdo, envolvendo somente o

calculo das coordenadas dos pontos ficticios e a utilizagdo de subrotinas de integragdo
convencionais.

54



3.4.5 - Método de quadratura especifica. (Dumont e de Souza, 1992)

O desenvolvimento desta sistematica de integragao tem origem nos trabalhos desenvolvidos
por Dumont ¢ de Souza (1992). e foi aperteigoada atraves de diversos trabalhos publicados
por Dumont (1994), Dumont e Noronha (1997) ate chegar na sua forma final na tese de

doutorado de Noronha (1998).

Esta técnica foi desenvolvida levando em conta tambem outras tormulagées de MEC., por
exemplo. a formulagao hibrida em tensdes, (Dumont. 1987) e a formulagao hibrida em
deslocamentos, (De Figueiredo, 1988). que ndo serdo analisadas no presente trabalho. Em

seguida, sera feita uma descri¢do resumida deste metodo de integragdo

A técnica propde uma sistematica unificada para todos os casos de singularidade. fazendo

uso de procedimentos para a obtengao de abcissas e pesos de uma quadratura numerica

A notacdo utilizada para representar as integrais analisadas e a seguinte. o integrando dado
pela fungao f(€) sera considerado como sendo constituido pelo produto de duas parcelas:
uma parcela singular (). singular no ponto Z,. e uma parcela regular g(Z) Desta torma.

uma integral singular ou quase-singular pode ser representada como

(93]
wn
38}
~

‘ % (
_{.f'fi_lciit = | 0€)&(E)d

0 ()

E necessario ressaltar que para esta regra de integragdo, o intervalo de integragdo € sempre

considerado como [0, 1]
3.4.5.1 - Obtencio das abcissas de integracao

As abcissas sao dadas pelas raizes de polinomios de Legendre. as quais tém a vantagem de
estarem tabeladas. ndo requerendo desta forma estor¢o computacional adicional para serem
obtidas. Alem disso. € vantajoso porque se tem unico conjunto de abcissas para todos 0s

tipos de integragdo num codigo de analise por MEC



3.4.5.2 - Obtencao de pesos de integracio especificos

Os pesos serdo calculados atraves da aproximagdo polinomial da parcela regular g(S) do
integrando do lado direito da equagao (3.52) Tais pesos serdo. entdo. especificos para uma
determinada fungdo de singularidade a(&). A aplicagdo da regra de quadratura com /1 pesos

para a integral em questao pode ser expressa como

A obtengdo dos pesos especiticos pode ser efetuada atraves da utilizagdo de fungdes
auxihares, dadas por polinomios de Lagrange Para determinar o peso /1. correspondente a
abcissa de integragdo &. em um esquema com 1 abcissas, utiliza-se o polindmio de

Lagrange A, dado por

n(E-E) (3.54)

=5y
*

—_—

g

Js

que corresponde a um polindmio de grau n-1. fornecendo valor unitario para abcissa &, e

Zero para as outras.

Devido as suas propriedades. o polindomio de Lagrange 4, quando considerado como sendo
a parcela regular g(¢) da integral dada pela equagdo (3.53), permite a obtengdo direta do

peso A, especifico para a fungdo de singularidade w(&). como se mostra a seguir

(3.55)

Como o polindomio de Lagrange corresponde a um polindomio de grau »-1, precisa-se para a

avahagdo dos pesos do calculo analitico das seguintes integrais



i (3.56)
I(»}i_ dé para0< i< n-1
0

A forma da tecnica descrita, € uma forma simplificada da tecnica original. ja que nao
considera o calculo de parcelas adicionais de corre¢do que melhoram a precisio do
esquema. mas demandam esfor¢o computacional adicional No Anexo B. estdo descritos

exemplos da obtengdo de abcissas e pesos especificos utilizando este método.

Podemos esquematizar, de uma maneira geral. a implementagao desta tecnica num codigo

de MEC da seguinte maneira:

I Determinar o tipo de singularidade, identificar a parcela singular e regular da integral. No
caso implementado no presente trabalho. o procedimento € similar ao mostrado para a

utilizag@o de quadratura logaritmica

S8

Obter os pesos de integragdo que serdo dependentes do calculo analitico das expressoes

(3.56). segundo o numero de pontos com que se deseje trabalhar

Aplicar a quadratura obtida. com abcissas de Gauss-Legendre.

(%)

Para o caso especifico de singularidade real. ou seja quando o ponto singular fica dentro
dos limites de integragao. podemos avaliar os pesos diretamente da equagdo (3.55). ja que o
ponto singular € conhecido. e para o caso de um elemento quadratico &, tera coordenadas

iguais a: 0, 0.5 e 1. Podendo-se armazenar estes pesos e aplicar a quadratura diretamente.

Em seguida, serdo considerados exemplos do uso dos esquemas descritos acima

53



CAPITULO 4

EXEMPLOS NUMERICOS

4.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo. os esquemas numericos mostrados no capitulo anterior para a avaliagao de
integrais singulares. serdo aplicados a solugdo de problemas de potencial bidimensional e de
elastostatica bidimensional. cujas solugdes analiticas sejam conhecidas. com o intuito de

avaliar a precisao e exatidao de cada metodo

A convergéncia da solugdo sera analisada considerando o mvel de discretizagdo e 0 numero

de pontos de integracdo utilizados
4.2 - METODOLOGIA DAS ANALISES

Foram implementados dois codigos base do Método de Elementos de Contorno. um para
problemas de potencial. e outro para problemas de elastostatica. ambos para o caso
bidimensional utilizando elementos quadraticos. Os programas obedecem o fluxograma da

figura 4.1

Todos os metodos descritos no capitulo anterior foram implementados em subrotinas de
integracdo (segundo a natureza do metodo) e colocadas dentro de cada codigo base.

obtendo-se assim programas diferentes de acordo com o metodo implementado
Todas as implementagdes referem-se ao calculo dos elementos da matriz G. tanto os que
correspondem a diagonal principal (integrag@o singular). como o resto dos elementos da

matriz (integragdo regular ou quase-singular)

A inclusdo dos metodos de transformagdo de coordenadas no calculo de integrais singulares

se justifica porque quando foram originalmente propostos. um dos objetivos era
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precisamente o calculo de integrais singulares como se pode observar nos textos dos artigos

originais.

No caso dos elementos da matriz H. foram utilizados deslocamentos de corpo rigido para o
calculo dos elementos da diagonal principal. e integragdo de Gauss normal com 10 pontos

de integragao para o resto. Foi utilizada dupla precisdo em todos os casos.

Utilizou-se o compilador Fortran Power Station versdao 1.0 da Microsoft num computador

Pentium [33 Mhz com 16 Megabvtes de memoria RAM.

Entrada |
‘ de Dados ‘

L]

Principal

‘ Programa
|
\
L

|
|
|

1
Subrotina
Quase-Singular Integracao Montagem das Matrizes
ou Regular Singular HeG

| sim
——
Subrotina Solucéao do Sistema de
Singular Equagdes

| Calculo de Pontos Internos
(opcional)

1

‘ Impresséo de resultados

Figura 4.1 - Fluxograma dos programas utilizados

nas analises.



4.3 - EXEMPLOS NUMERICOS DE POTENCIAL BIDIMENSIONAL

4.3.1 - Seciio circular sob potencial Laplaciano

Considera-se uma se¢ado circular cujo contorno esta sujeito a seguinte condi¢do de contorno

i = x+ v .onde x e y sdo as coordenadas do ponto no contorno e 7 € o valor conhecido do

potencial

Impondo a condigdo de contorno descrita podemos obter a seguinte solugdo analitica para o

fluxo.

¢ = Cos(n.x)+Cos(n,y) (4.1)

Onde Cos(n,x) e Cos(n.y) sao os cosenos diretores da normal no ponto analisado. Na figura
4.2 podemos observar a geometria do problema discretizada utilizando 16 elementos

quadraticos. e na figura 4.3 a representagao grafica da soluc¢do analitica para o fluxo

e
4
00 -
- . =
. . . usx+y
. » g=Cos(nx)+Cos(ny)
- -
- -
L) ri 3
=% = — X
10 & -3 - 2 2 4 & g 10
- _2 L]
[ . -
a ‘6 a
. $ .

Figura 4.2 - Secédo circular discretizada com 16 elementos

de contorno quadraticos

60



1.50

1.00

050 -

Fluxo

10.00

=180 -

Coordenada X

Figura 4.3 - Solugdo analitica para o fluxo numa segao circular sob a condigao de
contorno: W = x+ y

4.3.2 - Seciéo eliptica sob potencial Laplaciano

Este exemplo consiste numa se¢do eliptica sujeita a mesma condi¢io de contorno do
problema anterior, mas podera verificar-se na proxima segdo. a variagdo do desempenho

dos esquemas devido a mudanga da geometria do problema

A figura 4.4 representa a geometria do problema e a discretizagdo inicial empregada. e na

figura 4.5 esta representada a solugao analitica do fluxo ao longo do eixo x.

y

A

e o500 — - o G=x+y

- -
- 400 - « aq=Cos(nx)+Cos(ny)
- e -
.00
- -
2.00

b -

100 -
- -— e _L X
-10.00 -500 5.00 1000

I 100 g

100 -
! -
- 300 o
- 4 -
- £
- -
Soe—e o

'
Figura 4.4 - Segdo eliptica discretizada com 16 elementos

de contorno quadraticos.
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1.50

Fluxo

150 -

Coordenada X

Figura 4.5 - Solugao analitica para o fluxo numa se¢do eliptica sob a condigio de contorno:

n=x+y

4.3.3 - Resultados dos exemplos 4.3.1 e 4.3.2

Para cada um destes exemplos foram utilizadas quatro discretizagdes. comegando a primeira
com 16 elementos e a ultima com 128. Para cada discretizacdo utilizou-se diferente nimero
de pontos de integracdo, com a intencdo de avaliar a convergéncia e observar o

comportamento de cada metodo.

Nestes exemplos foi testado o desempenho das tecnicas somente para a integragao singular.
ou seja para os elementos da diagonal principal da matriz G. calculando o resto dos

elementos da matriz com quadratura de Gauss simples com 10 pontos de integragio

Foi utilizada essa quantidade de pontos de integragao para garantir uma adequada precisio
e permitir uma analise methor da influencia da exatiddo da integragao singular na precisio

global do metodo



Tabela 4.1 - Resultados para problema de potencial atuando em dominio circular

4 Pontos de Integracao

METODO Erro médio (%) segundo numero de Elementos
16 32 64 128

Q. Logaritmica 3.04E-03 1.87E-04 3.73E-06 7.53E-10
T. Quadratica 8.68E-01 1.76E-02 2.23E-01 2.81E-01
T Cubica 1.08E+01 9.70E+00 9.21E+00 8.92E+00
Subdivisao 9.65E-01 2.46E-01 6.20E-02 1.78E-02
P. Ficticios 1.66E-01 2.97E-01 3.49E-01 3.70E-01
Dumont 2.61E-03 1.74E-04 2.97E-06 9.50E-10

6 Pontos de Integragao

METODO Erro meédio (%) segundo numero de Elementos
16 32 64 128

Q. Logaritmica 3.04E-03 1.87E-04 3.73E-06 7.53E-10
T. Quadratica 1.10E+00 241E-01 1.03E-02 4 80E-02
T. Cubica 4.28E+00 3.25E+00 2.95E+00 2.86E+00
Subdivisao 9.57E-01 2.45E-01 6.18E-02 15702
P. Ficticios 5.24E03 7 79E-03 9.54E-03 1.07E02
Dumont 3.04E-03 1.87E-04 3.73E-06 9.50E-10

8 Pontos de Integragdo

METODO Erro médio (%) segundo numero de Elementos
16 32 64 128

Q. Logaritmica 3.04E-03 1.87E-04 3.73E-06 7.53E-10
T Quadratica 1.15E+00 2.86E-01 5.45E-02 3.36E-03
T. Cubica 2 79E+00 1.70E+00 1.37E+00 1.28E+00
Subdivisao 9.55E-01 2.45E-01 6.14E-02 154E-02
P. Ficticios 857E-03 1.25e-03 119E-03 1.34E03
Dumont 3.04E-03 1.87E-04 3.73E-06 9.50E-10

10 Pontos de Integragao

METODO Erro médio (%) segundo nimero de Elementos
16 32 64 128

Q. Logaritmica 3.04E-03 1.87E-04 3.73E-06 7.53E-10
T. Quadratica 1.16E+00 2.98E-01 6 81E-02 9.83E-03
T. Cdbica 2.23E+00 1 12E+00 7.85E-01 6.92E-01
Subdivisdo 9.54E-01 2.43E-01 6 13E-02 1.51E-02
P. Ficticios 8.57E-03 1.25E-03 1.17€-03 1.30E-03
Dumont 3 04E-03 1.87E-04 3.73E-06 9.50E-10
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A tabela 4.1 mostra os resultados para o exemplo 4.3 1. mostrando a meédia do erro obtido

ao longo do contorno

Mostra-se na figura 4.6 a representagdo grafica dos resultados obtidos.

Pode-se observar que os unicos metodos que tém uma convergéncia adequada sio a
quadratura logaritmica ¢ o metodo de Dumont. fornecendo para o caso da maior
discretizagdo um erro relativo aproximado entre 70x107"" a 9 5x10™" Os dois esquemas
tem desempenhos semelhantes por serem quadraturas que baseiam-se nas caracteristicas e

propriedades matematicas da fungdo singular.

Dentro dos esquemas de transformagdo de coordenadas, como era esperado. a
transformaga@o cubica teve o melhor desempenho. mas estes esquemas mostram-se pouco

satistatorios para este tipo de problema

O metodo de pontos ficticios e subdivisdo também ndo mostram convergéncia comparavel

aos esquemas de quadratura numerica

Os resultados obtidos para o problema 4 3 2 e sua representagdo grafica encontram-se na

tabela 4 2 e na figura 4 7 respectivamente.

Podemos observar que a convergéncia dos metodos. excluindo os de quadratura numerica.
€ muito baixa. mostrando. como no exemplo anterior. que ndo sao adequados para este tipo

de problemas

Novamente os metodos de quadratura sdo os que apresentam melhores resultados, mas
como foi anotado previamente, a precisao diminuiu de maneira apreciavel em relagao ao

exemplo anterior



Tabela 4.2 - Resultados para problema de potencial atuando em dominio eliptico

4 Pontos de Integracdo

METODO Erro médio (%) segundo numero de Elementos
16 32 64 128

Q. Logaritmica 7.55E-01 4 44E-01 1.95€-01 9.17E-02
T Quadratica 2.24E+00 1.65E+00 1.40E+00 1.19E+00
T. Cubica 8.79E+00 7 25E+00 7.66E+00 8 70E+00
Subdivisao 1.13E+00 1.39E+00 1.29E+00 6.79E-01
P. Ficticios 4.08E+00 2.92E+00 1.42E+00 7.45E-01
Dumont 7.55E-01 4.45E-01 1.95E-01 9.17E-02

6 Pontos de Integragdo

METODO Erro meédio (%) segundo numero de Elementos
16 32 64 128

Q. Logaritmica 7.55E-01 4.44E-01 1.95E-01 9.17e-02
T Quadratica 2.29E+00 1.69E+00 1.32E+00 1.03E+00
T. Cubica 3.05E+00 2.68E+00 2.53E+00 2.86E+00
Subdivisio 1.13E+00 1.38E+00 1.29e+00 6.71E-01
P. Ficticios 4.06E+00 2,90E+00 1.42E+00 7.37E-01
Dumont 7.55E-01 4.44E-01 1.95E-01 9.17E-02

8 Pontos de Integragao

METODO Erro médio (%) segundo niimero de Elementos
16 32 64 128

Q. Logaritmica 7.55E-01 4.44E-01 1.95E-01 8.17E-02
T Quadratica 2.30E+00 1.71E+00 1.32E+00 1.01E+00
T Cubica 1.78£+00 1.79E+00 1.48E+00 1 45€E+00
Subdivisdo 1.12E+00 1.38E+00 1.29E+00 6.68E-01
P. Ficticios 4 0B6E+00 2.89E+00 141E+00 7.34E-01
Dumont 7.55E-01 4.44E-01 1.85E-01 9.17E-02

10 Pontos de Integracido

METODO Erro meédio (%) segundo numero de Elementos
16 32 64 128

Q Logaritmica 7.55€-01 4 44E-01 1.95E-01 9.17E-02
T. Quadratica 2.31E+00 1.71E+00 1 32E+00 1.01E+00
T Cubica 1.43E+00 1.55E+00 1.26E+00 9.83E-01
Subdivisdo 1.13E+00 1.38E+00 1.28E+00 6.66E-01
P Ficticios 4.06E+00 2.89E+00 1.41E+00 7.32E-01
Dumort 7 55€£-01 4 44E-O1 1.95E-01 9 17E-02

E importante ressaltar que a variagdo da precisao em relagdo ao numero de pontos de
integracdao, para uma determinada discretizagdo, € quase nula para os métodos de
quadratura numerica. concluindo-se que num codigo de MEC poderiam utilizar-se um

numero baixo de pontos de integragao

Finalmente nota-se que. embora os dois problemas sejam do mesmo tipo. o desempenho

geral dos metodos varia muito devido somente a uma mudanga de geometria
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Figura 4.7 - Representagdo grafica da variagio do erro para o problema 4.3.2
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Para efeitos de comparago, na figura 4 8. tem-se os resultados da solu¢do dos problemas
anteriores utilizando quadratura de Gauss simples. onde nota-se a lenta convergéncia dos
resultados embora uma grande quantidade de pontos de integragdo sejam usados. nio se

chegando alcangar nem o pior resultado das tecnicas especiais

Resultados para o problema 4.3.1
utilizando quadratura de Gauss simples

35 -
25 N w6
\\ 8
T 204 = 10
a) ° « 12
frr +—14
16
— 18
- 20
Nomero de elementos
Resultados para o problema 4.3.2
utilizando quadratura de Gauss simples
35
20 .,___——% & < 4
&6
25 ¢ 8
b) 0k — - — = 10
° -*—12
o 193 & & A ——14
10 B ——vEe—= = & |—+16
4 —_-— i — - — —18
5° T e i 20
0 — : - - .
16 32 48 64 80 96 112 128

Numero de Bementos

Figura 4.8 - Resultados dos problemas 4.3.1 e 4 3 2 utilizando quadratura

de Gauss simples.
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4.3.4 - Barra eliptica sob torcio

O problema de uma barra de segdo eliptica e analisado (ver figura 4.9a). Considera-se que o

problema como sendo do tipo tor¢do de Saint-Venant, os deslocamentos sao dados por:

n, ==0zy (4.2)
n, =0x,x,
n.=0¢

onde A ¢é o angulo da deformacgido por unidade de comprimento e ¢(x.y) € a fungdo de

deformagéo dada por, (Brebbia e Dominguez. 1989)
Vig=0 (4.3)

Podemos definir as condi¢des de contorno como segue, ragdes normais ao contorno igual

zero, portanto para o caso de uma elipse obtem-se:

Y as —b | (4.4)

As dimensdes utilizadas no calculo sao as seguintes: a = 10 e b = 5. para efeitos de
comparagao utilizou-se o valor de ¢ analitico no ponto x = 6.174. y = 3.933, que fornece.

utilizando a teoria de potencial descrita, # = 14 576

Se consideramos a simetria do problema, temos que ¢ = 0 ao longo dos eixos de

coordenadas. Assim somente precisamos de discretizar um quarto da se¢io da barra

Foram utilizadas duas discretiza¢gdes uma de cinco e outra de dez elementos quadraticos.

utilizando. em ambos casos, diferente numero de pontos de integragdo.

As duas discretizagdes sao mostradas nas figuras 4 9b e 4 9¢.
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Figura 4.9 - Defini¢do e discretizagao do problema 4 3 4

4.3.5 - Resultados do exemplo 4.3.4

A tabela 4.3 mostra os erros obtidos utilizando os diferentes metodos de integragdo e a

figura 4.10 mostra a sua representagio grafica.

Tabela 4.3 - Resultados para problema de tor¢io de barra de segao eliptica

5 Elementos

METODO Erro (%) segunda numera de pontos de inlegragao
4 6 8 10

Q. Logaritmica 1.8466 18471 1.8471 1.8471
T Quadratica 2.2718 1.9973 1.9423 1.9286
T Cubica 1.8394 1.6198 1.5786 1.5649
Subdivisao 3.8710 3.7337 3.6857 3.6651
P. Ficticios 39121 3.9739 3.9808 3.9808
Dumont 1.8903 1.8469 1.8471 1.8471

10 Elementos

METODO Erro (%) segundo namero de pontos de integragaa
4 6 8 10

Q. Logaritmica 0.0386 0.0386 0.0386 0.0386
T. Quadratica 0.4049 0.2608 0.2334 02265
T. Cubica 0.1510 0.0824 0.0686 0.0618
Subdivisda 1.2491 09883 0.8854 0.8373
P Ficticios 0.3157 0.3020 0.3020 03020
Dumont 0.0380 0.0386 0.0386 0 0386
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§ elementos quadraticos
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Figura 4.10 - Vanagdo do erro para o problema 4 3 4
Nota-se que. embora o metodo de transformacao cubica fornega melhores resultados que os

metodos de quadratura numerica na primeira discretizagdo, estes ultimos continuam

apresentando o melhor desempenho. como € mostrado na figura 4 9b

Confirma-se que o incremento de pontos de integragao nas tecnicas de quadratura numerica

ndo melhoram de maneira apreciavel a precisao
Na tabela 4.4 e figura 4.11 temos os resultados para quadratura de Gauss simples, que

mostram a necessidade da utilizagdo de tecnicas especiais de integragdo. ja que nio sio

obtidos resultados satisfatorios.
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Tabela 4.4 - Resultados para problema de tor¢do de barra de secio eliptica

utilizando quadratura de Gauss simples

Numero de Erro (%) sequnde numero de pontos de integracdo

Elementos 4 6 8 10 12 14 16 18 20
5 3.55825 0.89911 0.14413 0.6657S 0.97461 1.16878 129719 | 1.38641 1.45504
10 2.67673 1.32464 0.79616 0.52848 0.37748 0.28826 0.21863 | 0.17845 0.14413

Resultados para o problema 4.3.4
utilizando quadratura de Gauss simples

Erra (%)

Numero de pontos de integracao

Figura 4.11 - Resultados do problema 4.3 4 utilizando quadratura de Gauss simples

4.4 - EXEMPLOS NUMERICOS DE ELASTOSTATICA BIDIMENSIONAL

4.4.1 - Viga em balanco com momento fletor no extremo

Considera-se uma viga horizontal de segdo retangular com largura b, altura d e
comprimento L, engastada num dos extremos € submetida a um momento fletor AL, que ¢
constante ao longo do comprimento como € mostrado na figura 4 12 (a). A solucgdo
analitica obtida para o deslocamento na diregdo v no extremo da barra. uulizando a teoria

da elasticidade para o estado plano de tensoes e, (Fenner. 1986):

M1 (42)

2L

Onde v e o deslocamento no extremo na dire¢ao v. A/ € a magnitude do momento fletor
aplicado. L ¢ o comprnmento da viga. /2 € o modulo de elasticidade e / ¢ 0 momento de

inercia.
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Figura 4.12 - (a) Viga em balango com momento fletor no extremo

(b) modelo discretizado com 12 elementos de contorno quadraticos

Para o problema analisado as seguintes propriedades fisicas e geometricas foram utilizadas

L=20m
d=4m

(G = 800.000 Mpa.
v=0,25

as quais fornecem como resultado para o deslocamento na diregao vertical. v =5 cm.

4.4.2 - Flexio de viga em balanco devido a uma for¢a atuando no extremo

Estudaremos agora a mesma viga do exemplo anterior, ou seja com as mesmas

propriedades geometricas e elasticas, mas agora submetida a uma forga cisalhante no

extremo livre. como € mostrado na figura 4 13a
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Figura 4.13 - (a) Viga em balango com for¢a cisalhante no extremo

(b) modelo discretizado com 12 elementos de contorno quadraticos

A teornia de elasticidade fornece para o deslocamento no extremo da viga na diregdo y,

considerando o efeito de distor¢do das tensoes cisalhantes no extremo (Fenner. 1986):

PL'  P&+5v)Ld* (4.3)
3EI 24 L

V= —

Onde P ¢ o valor da forga cisalhante atuando no extremo da viga.

Considerando que no ponto medio do extremo livre da barra. a tensao de cisalhamento ¢

B o 3 (4.4)

Substituindo os valores da geometria do problema. ouseja ¢ =2 e v =0, a equagdo (4.4)

fornece:
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dado que nos permite a aplicagdo direta da equagdo (4 3), para o calculo analitico do

deslocamento. resultando neste caso v = 10.267 cm

4.4.3 - Resultados dos exemplos 4.4.1 e 4.4.2

Nestes exemplos foram utilizadas cinco discretizagdes. comegando a primeira com 12
elementos e a uitima com 192 Similarmente aos problemas de potencial, cada exemplo foi
rodado varias vezes variando o numero de pontos de integragdo para cada discretizagao.

com o intuito de testar a convergéncia e o comportamento de cada metodo

Foi testado o desempenho das tecnicas somente para a integragdo singular, ou seja para os
elementos da diagonal principal da matriz G, calculando o resto dos elementos da matriz.
como foi justificado anteriormente. com quadratura de Gauss simples com 10 pontos de

integracao

A tabela 4.5 mostra os resultados e os valores dos erros obtidos para o calculo do

deslocamento do extremo da viga em balango do problema 4 4.1

Podemos fazer uma analise melhor destes resultados observando os graticos da variagdo do

erro de acordo com a discretizagao e numero de pontos de integragao na figura 4.14.

Nestes graficos tanto os erros percentuais para quadratura logaritmica como para o metodo

Dumont foram tirados, ja que sdo aproximadamente zero em todos 0s casos.

Percebe-se a sensibilidade ao numero de pontos de integracéo da tecnica de pontos ficticios.

que precisa de pelo menos oito pontos de integragdo para fornecer resultados satisfatorios.

Os resultados obtidos para o problema 442 mostram-se na tabela 4.6 e a respectiva

representagao grafica na figura 4.15.
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Devido a maior complexidade do problema nenhuma das tecnicas consegue fornecer o

resultado analitico. como aconteceu no problema anterior

Tabela 4.5 - Resultados para problema de viga em balango com momento fletor no extremo

Quadratura Gaussiana Logaritmica Unidimensional

Pontos Jde Resposta segunda niimero de Elementos Erro (%) segundo nomero de Elementos
Imegracdo 12 24 48 96 192 12 24 48 96 192
4 -5.00000 -5.00000 -5 00000 -5 00000 -5 00000 0 00000 0 00000 000000 000000 D 00CA0
<] -5.00000 -5 00000 -5 00000 -5 00000 -5.00000 000000 Q00000 000000 0 00000 000000
8 -5 00000 -5.00000 -5.00000 -5.00000 -5 00000 0 00000 0 00000 000000 0 00000 000000
40 -5 00000 -5 00000 -5 00000 -5 00000 -5.00000 0 00000 0 00000 0.00000 000000 0.00000
Transformagao quadratica
Pontos de Respesta segunao nimerno de Elementos Erro (%) sequndo numero de Elementas
| integracio 12 24 48 9 192 12 24 43 96 192
4 -4 99730 -5 02786 -5.021862 -5 01289 -5 00704 0 05400 055914 043244 025770 D 14072
6 -4 99974 -5 00887 -5 00680 -5 00405 -5 00221 D Dos12 017744 013590 008096 004426
8 -4 99595 -5.00351 -5 00298 -500477 -5 00087 000088 007810 005962 003548 001938
1C -4 65909 -5 00205 -5 00157 -5 00093 -5 00051 000028 004108 003132 001862 0.01018
Transformagao cubica
Pontos de Resposta segundo nimeroo de Elementos Ermo (%) segundo numero de Elementcs
integracao 12 24 48 S6 192 12 24 48 96 192
-5 01507 -5.00602 -5 00268 -500127 -5 00062 030134 012042 005384 002546 001234
6 -5.00338 -5.00134 -5 00060 -5 00028 -500014 006768 002684 00118 0.00566 0.00274
B 500113 -5.00045 -5.00020 -5 00010 -5 00005 0.02296 000908 C.00404 000192 000092
10 -5 00049 -5.00019 -5 00009 -5.00004 -5 00002 0.00982 000388 000172 0.00082 0.00040
Método Subdivisdo Progressiva
Pontos de Resposta segundo numeroo de Elementos Emo (%) segundo numer de Elementos
inteprag&o 12 22 48 96 192 12 24 48 96 192
4 -4 97645 -4 58932 -4 99480 -4 99742 -4 99871 0 47082 021368 0 10394 005170 0.02586
6 -4 58881 -4 95491 -4 99752 -4 99877 -4 99938 022382 010178 004954 002484 001232
8 -4 99348 -4 99703 -4 99856 -4 99928 -4 99954 013050 005538 0.02850 0.01438 000720
10 | -490573 -4 S9806 -4 99905 -4 93953 -4 39976 008540 003886 001892 £.00942 000472
Método Pontos Ficticios
Pontos de Resposta segundo nimeroo de Eremermos erro {%) segunda numero ae Elementos
integracio 12 24 48 96 192 2 24 48 96 192
4 -5 05270 -4 80583 -4 96853 -4.97560 -5 06135 105404 388146 066932 048802 122694
6 -5 00468 -4 99133 -4 99971 -4.99922 -4 99935 009318 017346 C 00384 001556 001300
3 -5 00017 -4 S9965 -4 9995¢ -4 9OYG6 -4 99597 000330 000592 000024 0.00072 0.00056
10 -5 00001 -4 99959 -5 0000G -5 00000 -5 00Q00 0.00014 0 00026 0.0000C 0 00002 0 00002
Método Dumont
Pontos de Resposta segundo nimeroo ae clementos Erro (%) segundo numero de Elementos
Integracdo 12 24 48 96 192 12 24 48 96 192
4 -5 00000 -5.00000 -5.00000 -5.00000 -5.00000 0 00C00 0.00000 0.00000 0.00000 000000
6 -5 00000 -5 00000 -5 00000 -5.00000 -5 00000 0 00000 000000 000000 0.00000 0.00000
B -5 00000 -5 000C0 -5.00000 -5 00000 -5 00000 0.00000 000000 0 00000 0 00000 0 0000G
10 -5 00000 -5.00000 -5.00000 -5.000CQ -5 00000 0.00000 000000 0.00000 000000 0.00000
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Tabela 4.6 - Resultados para problema de viga em balango com forga cortante no extremo

Quadratura Gaussiana Logaritmica Unidimensional

Pontos de Resposta sequndo numero de Elementos Erro (%) segundo numero de Elementos

Integragao 12 24 48 96 192 12 24 48 g6 192
4 10 16947 10 24589 10 26391 10 26637 10 26580 0 95286 018665 003010 000614 000185
6 10 18917 10 24989 10 2630 10 26637 1026680 093285 016665 003010 000614 0omes
8 10 16917 10.24989 10 263¢1 1026637 10 26680 098286 0 16665 003010 0.00614 000195
10 1016917 10.24989 10.2631 10.26637 10 26680 095286 016665 003010 000614 0.00185

Transformagao quadratica
Pontos de Resposta segundo numeroo de Elementos i Erro (%) segundo numero de Elementos
| Inmegracao 12 24 48 95 182 12 24 48 95 192
4 §.82038 10 08911 10 20854 1024360 10 25641 435010 163524 056940 022791 010315
[ g 81901 10 09797 1020777 10 24314 10 25615 4 36344 184634 057690 023240 010568
8 981883 10 09775 10 20764 1024306 1025610 438517 164810 057816 023317 010817
10 981878 10059774 10.20760 1024303 10 25638 4 36566 164858 £ 57885 0 33347 0.10636
Transformagao cubica

Pontos de Resposta segundo nimeroo de Elementos Erro (%) segundo numero de Elementos

\ntegracao 12 24 48 96 192 12 24 48 a8 192
4 10 19352 10 29188 10.28758 40 27808 1027248 0.7156& 024233 020045 010792 008337
B 10 18937 10 26410 1027138 10 27006 10 26861 G 75611 002825 004266 002980 001568
8 1017788 10 25611 10.26719 10 26799 10 26759 086802 0106C7 000185 0.00564 000575
10 | 1017373 10 25316 10 26563 10 26722 10 26722 0.90844 013480 001334 00c214 000214

Método Subdivisao Progressiva

Pontos de Resposta segundo nimeroe de Elememos Erro (%) segundc numero ae Elementos

Integracao 12 24 48 96 182 12 24 48 96 182
4 10 16399 10.24568 1026126 10 26488 10 26600 100331 020766 003591 002065 000974
6 10 16668 10 24788 10 26264 40.26366 10 26642 087711 018623 0.04247 001305 000565
8 1016771 10 24872 1026317 40 26596 10 26658 096708 017805 003730 001013 0.00409
10 10 16822 1024912 10.26343 10.26610 10 26685 0.96211 017415 003477 Q00877 0.00341

Método Pontos Ficticios

Pontos de Resposta sequno nimeroo de Elementos Erro (%) segundo numero de Elementos

Integracao b 24 48 §6 192 12 24 48 96 192
4 10 15205 972695 10 16047 10 26695 10 09845 1 11961 52601 103760 0 00049 154167
6 10 15205 10.23199 1026119 10 26695 10 26667 1 41961 034100 0 05659 000049 000321
8 10 26453 10 25447 10 26418 10.26695 10 26687 002406 G 12204 002747 000049 000185
j1¢] 10 26589 10 255635 10 26430 10 26695 10 26683 l 001081 011347 0.02630 0 00048 000166

Método Dumont

Pontos de Resposta segundo niimeroo de Elementos [ rro (%) segundo numero e Elementos

\ntegracao 12 24 48 o6 192 | 12 24 a8 182
4 10 18017 10 24989 10.26391 1026637 10 26680 095288 018665 003010 000814 000195
6 1016917 10 24988 10 26391 10.26637 10 26880 095288 0 16665 003010 000614 000195
8 10 16917 10.24989 10 26391 10 26637 10.26680 095286 0 15665 003010 000614 0.00195
10 10 16917 10.24989 10 26391 10 26637 1026680 | 095286 0 16665 003019 000614 0.00195

78




a)

b)

[¢]
~—

d)
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As técnicas de quadratura especifica ainda mostram os melhores resultados mas. a diferenga

com as outras técnicas ja nao e tdo marcante

Confirma-se a dependéncia da técnica de pontos ficticios, de um numero minimo de pontos

de integragao para obter resultados razoaveis.

Para efeitos de comparagdo, na tigura 4.16 temos os resultados da solugdo dos problemas
anteriores utilizando quadratura de Gauss simples. Nota-se uma melhora na precisdao. em
comparagdo a os resultados obtidos nos problemas 4.3 1 e 4.3.2 (problemas de potencial),

mas ainda esta nao e satisfatoria

RewRados para o problema 4.41
utllizande quadratura de Gauss smples

a)

Fantas de 3euss

Remiltados pira o problema 4.4.2
ublizando quadtatura de Gauss smples

b)

1918 de Sean

Figura 4.16 - Resultados dos problemas 4.4.1 e 4 4 2 utilizando quadratura de Gauss

simples
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4.4.4 - Placa com furo submetida a tensio uniaxial constante

Consideremos agora o caso de uma placa retangular de dimensdes /. x 2/., que contém um
furo circular de raio a, submetida a uma tensdo uniaxial G,. A placa € o suficientemente
delgada para que as condi¢oes de estado plano de tensdes sejam validas Os valores
numericos para este problema sio L = 10 m, a =01 m e ¢, = 100 Mpa. com as

propriedades elasticas seguintes (- = 80 000 MPa. e v =02,

A solugdo analitica para a tenséo axial ao redor de um furo para uma placa infinita ¢ dada

por (Timoshenko e Goodier, 1970)

Oy Faxs  fay®] (4.6)

onde x é a distancia desde o centro do furo.

'uuuuuuuni & = 100 M pa.

! a=01m
| y
| | ] -—2a
|
2m ’ I o
’ B
' 1
vevervrrrvevvey O
|

| m '!'!!!! G(\

Figura 4.17 - Propriedades geometricas e primeira discretizagdo com elementos de

contorno do problema 4.4 3
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Levando-se em conta a simetria do problema. somente a metade da placa foi discretizada.
Para a analise foram utilizadas 5 discretizagdes (12, 24, 48, 96 e 192 elementos) e.

similarmente aos problemas anteriores, diferente nimero de pontos de integragao de Gauss.

O objetivo deste problema € testar as técnicas no caso de integragdo quase-singular, para
fazer isto vamos calcular o valor da tensio axial para o ponto B (x = 0.11). que se encontra

proximo ao contorno.
As tecnicas que foram testadas sdo: transformacgdo cubica, subdivisdao progressiva e para

comparagdo integracdo de Gauss simples. No caso de integragdo singular foi utilizada

quadratura gaussiana logaritmica unidimensional em todos os casos

A equagdo (4.6) fornece para x =0 11, a tensdo o,, = 243.774 MPa

4.4.5 - Resultados do problema 4.4.4

A tabela 4.7 mostra os resultados obtidos para o problema 4 4.4 e a figura 4 18 a respectiva

representagao grafica

Tabela 4.7 - Resultados obtidos para o problema de placa com furo sob tensio uniaxial

4 Pontos dc integragado

METODO Erro (%) segundo o numero de elementos
12 24 48 96 192
Gauss simples 5158155 21.58479 649841 1.88608 0.48370
T. Cubica 49.33533 16.30404 2.73603 1.60737 0.03217
Subdivisao 10 68434 10.32691 4. 94965 1.13751 0.05853

6 Pontos de mtegragao

METODO Erro (%) segundo o numero de elementos
12 24 48 96 192
Gauss simples 27 31328 12.64550 4.27357 1.19749 027637
T Cubica 22.24634 062916 3.95233 089138 0.02577
Subdivisao 8.93682 7.52371 3.30641 1.00329 0.01492

8 Pontos de integragao

METODO Erro (%) segundo o numero de elementos
12 24 48 96 192
Gauss simples 11.88842 8.14600 431985 1.07338 0.02561
T. Cubica 3.76642 6.47167 2.57878 0.95989 0.01045
Subdivisao 6.47946 5.80680 2.60450 0.95751 0.01412

10 Pontos de integracdo

METODO Erro (%) segundo o numero de elementos
12 24 48 96 192
Gauss simples 5.40597 6.72502 368646 0.92350 0.02561
T. Cdbica 4.50505 560361 3.08477 092453 0.01810
Subdivisao 448828 5.58741 3.06499 0.92031 0.01385




4 Pontos de integragao

001 -
Nomero de elementos

—a— Gauss sinpies —+— T Cibica —— Subowisio

6 Pontos de intagragao
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°
b) ¢
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§
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1? 48 84

d)
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01+
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“#— Gauss sples m- T Cubca —a— Subdvsdo

Figura 4.18 - Representagao grafica dos resultados do problema 4.4.3
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Pode-se observar que efetivamente estes metodos melhoram a precisdo deste tipo de

calculo, sobretudo quando sao utilizados poucos pontos de integragao.

Os resultados obtidos por subdivisdo e transformagdo cubica sdo comparaveis, com uma

ligeira vantagem do método de subdivisdo

Nota-se que o desempenho da integragao simples de Gauss melhora a medida que sdo
incrementados os pontos de integracdo ¢ a discretizagdo. o que sugeriria que o problema de

quase-singularidade poderia ser controlado com a otimizagdo destes parametros.

E importante notar que apesar de o metodo de Dumont para o calculo de integrais quase-
singulares nio foi implementado, e de se esperar que seja de uma precisdo superior. visto
que, este gera uma quadratura especifica para cada localizagdo do ponto singular, mas
como foi comentado por Mon-Ma et al (1996). a incorporagdo deste tipo de esquema em
codigos do MEC precisa de um grande esfor¢o, ja que ndo somente o processo de

integragao esta envolvido. mas tambem a torma da escrita dos integrandos.

No capitulo seguinte serdo apresentadas as conclusdes e sugestdes
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CAPITULO A

CONCLUSOES E SUGESTOES

5.1 - CONCLUSOES

Considerando os resultados obtidos ao longo deste trabalho. algumas conclusdes podem ser

observadas:

19

J

A utilizagdo de tecnicas especiais para o calculo de integrais singulares € absolutamente
necessaria nas formulagdes do MEC, visto que a integracdo de Gauss simples precisaria
de uma quantidade excessivamente alta de pontos de integragdo para fornecer resultados

satisfatorios. o que envolveria tambeém um alto custo computacional

As tecnicas de quadraturas especificas (quadratura Gaussiana logantmica e o metodo de
Dumont), embora precisem de algum esfor¢o adicional para a sua implementagdo. sao as
opgOes mais recomendaveis para os tipos de problemas analisados, ja que apresentam

boa convergéncia inclusive com um numero baixo de pontos de integragéo.

A precisio alcangada pelo metodo de Dumont € muito boa. mas envolve complexidades
que dificultam a difusdo do seu uso. O maior mérito do metodo € a sua generalidade,
podendo-se aplicar a mesma metodologia para qualquer tipo de singularidade sempre

que o calculo das integrais analiticas. que este precisa. estejam disponiveis.

Confirma-se que os metodos de transtormagdo ndo linear de coordenadas n3ao sdo

adequados para o calculo de integrais singulares

. A tecnica de subdivisio embora tenha como melhor vantagem a sua generalidade e

facilidade de implementagado. nao € adequada para o calculo de integrais singulares. pois
precisaria de um numero grande de subdivisdes para atingir resultados aceitaveis, o que

aumentaria excessivamente o esforgo computacional
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6. A técnica de pontos ficticios apesar da sua grande facilidade de implementagao. nao e
recomendavel, visto que a convergéncia deste metodo varia muito de um problema para
outro, e ao que parece esta variagdo depende da geometria do problema e discretizagao

empregada.

7. Para o caso de integrais quase-singulares, embora os resultados sejam poucos. 0s
meétodos de subdivisdo e transformagdo cubica fornecem resultados precisos e como foi
apresentado nos capitulos anteriores. a implementagao destes metodos e relativamente

simples.

8. A necessidade da utilizagdo de metodos especiais para o calculo de integrais quase-
singulares ndo € tdo evidente como no caso das integrais singulares. Aparentemente se
poderia controlar o efeito de quase-singularidade otimizando a quantidade de pontos de

integragdo de Gauss e o tamanho dos elementos
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5.2 - SUGESTOES

A seguir de maneira sucinta, se faz as seguintes sugestoes para trabalhos futuros

Analisar as técnicas de integragdo singular para problemas tridimensionais.

e Fazer uma analise mais detalhada e exaustiva das tecnicas de integragao quase-singular,

de forma a esclarecer a sua necessidade

e Fazer a analise comparativa utilizando outras formulagdes do MEC como teoria de

placas e mecanica da fratura

e Comparar a precisdo e desempenho da formulagdo classica do MEC com as formulagdes

hbridas do MEC.
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ANEXNO A

PONTOS DE INTEGRACAO DE QUADRATURAS
GAUSSIANAS

A.1 - QUADRATURA DE GAUSS NORMAL
As integrais neste caso podem ser escritas da seguinte forma

+_1 n (A])
I=|fEME=) w [(E)
5 |

A equagdo (A.1) esta baseada na representacdo de flS) em termos dos polinomios de
Legendre P,(%). O valor de &, e a coordenada no ponto 7 onde P, € zero e 0s pesos €stdo

dados por

- Y 1 -2
W, =2/(1-&}) ‘”‘}fg) |
dz

Os valores de &, e w, utilizados na presente dissertagao sao listados na tabela A 1

A.2- QUADRATURA GAUSSIANA LOGARITMICA UNIDIMENSIONAL

As abcissas e pesos utilizados para a aplicagdo da tecnica descrita na se¢do 3.4.1 sdo

mostrados na tabela A.2
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Tabela A.1 - Abcissas e pesos para integracao de Gauss unidimensional normal

10

12

14

16

18

0.861136311504052
0.339981043584856

0.932469514203152
0.661209386466264
0.238619186083196

0 960285856497536
0.796666477413626
0.525532409916328
0.183434642495649

0 973906528517171
0 865063356688984
0.679409568299024
0.433395394129247
0.148874338981631

0.981560634246719
0.904117256370474
0.769902674194304
0.587317954286617
0.367831498998180
0.125233408511468

0.986283808696812
0.928434883663573
0.827201315069764
0 687292904811685
0.515248636358164
0.319112368927889
0108054948707343

0.989400934991649
0.944575023073232
0.865631202387831
0.755404408355003
0.617876244402643
0.458016777657227
0.281603550779258
0.095012509837637

0.991565168420930
0.955823949571397
0.892602466497555
0.803704958972523
0.691687043060353
0.559770831073947
0.411751161462842
0.251886225691505
0.084775013041735

0.993128599185094
0963971927277913
0912234428251325
0.839116971822218
0.746331906460150
0.636053680726515
0.510867001950827
0.373706088715419
0.227785851141645
0.076526521133497

0.347854845137453
0.652145154862546

01713244582379170
0.360761573048138
0.467913934572691

0 101228536290376
0.222381034453374
0.313706645877887
0.362683783378361

0.066671344308688
0.149451349150580
0.219086362515982
0.2692667 19309996
0.295524224714752

0.047175336386512
0.106939325995318
0.160078328543346
0.203167426723065
0.233492536538354
0.249147045813402

0.035119480331752
0.080158087159760
0121518570687903
0 157203167158193
0.185538397477937
0.205198463721295
0.215263853463157

0.027152459411754
0.062253523938648
0.095158511682493
0 124628971255533
0 149595088816576
0.169156519395002
0.182603415044923
0.189450610455068

0.021616013526483
0.049714548894970
0076425730254889
0.100942044106287
0 122555206711478
0.140642914670650
0.154684675126265
0 164276483745832
0.169142382963143

0.017814007139152
0.040601429800387
0.062672048334109
0 083276741576705
0.101930119817240
0.118194531961518
0.131688638449176
0142096109318382
0 149172086472603
0 152753387130725



Tabela A.2 - Abcissas e pesos para quadratura Gaussiana logaritmica unidimensional

10

0.041448480199383
0.245274914320602
0.556165453560275
0.848982394532985

0.021634005844117
0 129583391154950
0.314020449914765
0.538657217351802
0.756915337377402
0 922668851372120

0.013320244160892
0.079750429013895
0.197871029326188
0.354153994351909
0.529458575234917
0.701814529939009
0.849379320441106
0.953326450056359

0.009042630962199
0.053971266222500
0.135311824639250
0.247052416287159
0.380212539609332
0.523792317971843
0.665775205516424
0.794190416011966
0.898161091219003
0 968847988718633

0 383464068145135
0 386875317774762
0 190435126950142
0.039225487129960

0.238763662578547
0.308286573273946
0.245317426563210
0 142008756566476
0.055454622324886
0.010168958692932

0164416604728002
0.237525610023306
0.226841984431919
0.175754079006070
0 112924030246759
0.057872210717782
0.020979073742133
0.003686407104028

0 120955131954570
0.186363542564071
0 195660873277759
0.173577142182906
0.135695672995484
0 093646758538110
0.055787727351415
0.027159810899233
0.008515182602848
0.001638157633598



ANEXOB

EXEMPLOS DE OBTENCAO DE PESOS PARA A
IMPLEMENTACAO DO METODO DE DUMONT

B.1 - INTRODUCAO

Neste anexo serdo mostrados exemplos da obtengdo dos pesos para o metodo de

quadratura especifica de Dumont, seguindo a metodologia descrita na se¢ao 3.4.5
B.2 - EXEMPLO |

Considere a integral

* el (B.1)
_[ In(2.004 — 28)4yE% - 38 = 25
0
cuja parcela singular pode-se identificar como sendo (Noronha, 1998):
®(&) =In(2.004 - 2¢) (B.2)

a parcela regular sera o resto da expressao e o ponto de singularidade sera £ = 1.002.

Calcula-se os pesos para 5 pontos de integragdo. As abcissas de Gauss-Legendre podem ser
tiradas de Stroud e Secrest (1966). por exemplo. mas estas nao podem ser aplicadas
diretamente pois precisamos fazer uma conversido do intervalo de integrag¢ao de [-1.1] a

[0.1] tal como € mostrado na tabela B.1
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Tabela B.1 - Abcissas para quadratura especitica

Abcissas de Gauss

Abcissas transformadas

-0.906179845938663
-0.538469310105683
0.000000000000000
0.538469310105683
0.906179845938663

0.046910077030668
0.230765344947158
0.500000000000000
0.769234655052841
0.953089922969331

Para o calculo dos pesos para cinco abcissas precisamos de um polindomio de Lagrange de

quarta ordem. assim

= [188) (B3}
(€, -5

Expandindo a equagdo (3.55), para a obtengao. por exemplo, do terceiro peso.

precisaremos do calculo da seguinte integral

| £ _ENE _EVE _EVWYE _EF (B.4)
by = [ 222 m S s — RS TS 10 004 - 24y
(22 ~Z3NE4 -G )35 —&3)

-E3 XE,

A qual pode ser decomposta em expressdes como a equagdo (4.57). Em nosso caso os
pesos foram obtidos utilizando o programa Mathemarica versao 2 1 e sio mostrados na

tabela B.2.

Tabela B.2 - Pesos de quadratura especifica com 5 abcissas

Pesos de integracdo
0.074630634059679
0.110808196785936
-0.012673661667921
-0.161258766263510
-0.303928007489315




B.3 EXEMPLO 2
Considere agora o caso da integral

| (B.5)
| In(g ~&,) f (x)x

que e 0 caso que normalmente se apresenta em problemas elastostaticos e de potencial no

caso bidimensional. sendo &. o ponto de singularidade

Seguindo a metodologia mostrada para o calculo dos pesos as integrais a serem calculadas

serdo da forma:

| (B.6)
ho= [InE =2, e

0

Considerando que &, = 0. caso que se apresenta quando dentro de um elemento quadratico

0 ponto singular se encontra no primeiro no. calculou-se os pesos para 4. 6. 8 ¢ 10 abcissas
Os resultados sao mostrados na tabela B 3

B.4 - CASO DE PONTO SINGULAR COMPLEXO

Para o caso de integrais quase singulares de fun¢des logaritmicas com ponto singular

complexo ou seja &, = ¢ - bi, pode-se mostrar que a fungdo de singularidade sera:
pé)=8% - 2at ~a? - b* (B.7)
e para o calculo de pesos precisaremos do calculo de integrais do tipo

1 (B.8)
[In(p)e dz

0
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Tabela B.3 - Abcissas e pesos para quadratura especifica do exemplo 2

n s
4 0 069431844202974 0.518260508589215
0.330009478207571 -0.325294607302540
0.669990521792428 -0.149347866887035
0 930568155797026 -0.007097017221209
0.033765242898424 -0.317012079596193
6 0.169395306766867 -0.300154493979267
0 380690406958401 -0.239852670405832
0.619309593041598 -0.103388067580628
0.830604693233132 -0 037922325442491
0.966234757101576 -0.001670292995588
0.019855071751232 -0.214184630033774
8 0.101666761293186 -0.241777885070934
0.237233795041835 -0 235037851504963
0.408282678752175 -0.155545765599807
0.591717321247824 -0.099959144339999
0762766204958164 -0 039462364457686
0.898333238706813 -0 013455896913643
0.980144928248768 -0.000576462079194
0.013046735741414 -0.155065191357337
10 0.067468316655508 -0 193125698288579
0.160295215850487 -0.207099402900075
0.283302302935376 -0.164654491290486
0.425562830509184 -0.130217874618281
0.574437169490815 -0.078951918899059
0.716697697064623 -0.046917937823965
0.839704784149512 -0.017837013033166
0.932531683344492 -0.005881799696144
0.986953264258585 -0 000248672092906

cuja solugdo pode ser expressa como (Noronha, 1994):

] it . 3 ! ! B9
& -Ad, . 2 +b*)4, —ad, Eich (B.9)
[ In(p) ' = In(p) 4 | (@ +b?)4y -ad, arctan =
¥ il ] h
e K+l i
=, Z Ay =
£=0 k+1
valida para j = 0. onde
A =1 (B.10)

=1 =u

A, =2ad, ;—(a* +b*)A,. k=,...]

As constantes 4;, k = 0,...... j. sdo os coeficientes do polindmio obtido como o quociente

e 1+l

entre o polindbmio &' (£ —a) e p(&)

97



	HP0001
	HP0002
	HP0003
	HP0004
	HP0005
	HP0006
	HP0007
	HP0008
	HP0009
	HP0010
	HP0011
	HP0012
	HP0013
	HP0014
	HP0015
	HP0016
	HP0017
	HP0018
	HP0019
	HP0020
	HP0021
	HP0022
	HP0023
	HP0024
	HP0025
	HP0026
	HP0027
	HP0028
	HP0029
	HP0030
	HP0031
	HP0032
	HP0033
	HP0034
	HP0035
	HP0036
	HP0037
	HP0038
	HP0039
	HP0040
	HP0041
	HP0042
	HP0043
	HP0044
	HP0045
	HP0046
	HP0047
	HP0048
	HP0049
	HP0050
	HP0051
	HP0052
	HP0053
	HP0054
	HP0055
	HP0056
	HP0057
	HP0058
	HP0059
	HP0060
	HP0061
	HP0062
	HP0063
	HP0064
	HP0065
	HP0066
	HP0067
	HP0068
	HP0069
	HP0070
	HP0071
	HP0072
	HP0073
	HP0074
	HP0075
	HP0076
	HP0077
	HP0078
	HP0079
	HP0080
	HP0081
	HP0082
	HP0083
	HP0084
	HP0085
	HP0086
	HP0087
	HP0088
	HP0089
	HP0090
	HP0091
	HP0092
	HP0093
	HP0094
	HP0095
	HP0096
	HP0097
	HP0098
	HP0099
	HP0100
	HP0101
	HP0102
	HP0103
	HP0104
	HP0105
	HP0106
	HP0107
	HP0108
	HP0109
	HP0110
	HP0111
	HP0112
	HP0113

