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Resumo

Nesta dissertacao, explorando o conceito do grupo estendido Galilei, uma representacao
para a mecanica quantica simplética na variedade G é derivada consistentemente com o
método da fungao Wigner. Um espaco de Hilbert é construido dotado de uma estrutura
simplética, estudando operadores unitarios descrevendo rotagoes e translagoes, cujos ge-
radores satisfazem a algebra de Lie em G. Essa representacao da origem a equagao de
Schrodinger (tipo Klein-Gordon) para as fungdes no espago de fase, de tal forma que as
variaveis tragam informagoes de posi¢cao e momento linear. As fungoes de onda estao as-
sociadas a funcao de Wigner através do produto de Moyal, de forma que as fungoes de
onda representam uma quase-amplitude de probabilidade. N6s construimos a equagao de
Pauli-Schrodinger no espago de fase em sua forma explicitamente covariante (tipo Dirac).
Finalmente, mostramos a equivaléncia entre o formalismo de cinco dimensoes do espaco
de fase com o formalismo usual, propondo uma solugao que recupera a forma usual (nao

covariante) da equagao de Pauli-Schrédinger no espago de fase.

Palavras-chave: Covariancia Galileana, Produto-estrela, Espaco de Fase, Estrutura Simplética

111






Abstract

In this work, exploring the concept of the extended Galilei group, a representation
for the symplectic quantum mechanics in the manifold G is derived consistently with the
method of the Wigner function. A Hilbert space is constructed endowed with a sym-
plectic structure, studying unitary operators describing rotations and translations, whose
generators satisfy the Lie algebra in G. This representation gives rise to the Schrodinger
(Klein-Gordon-like) equation for the wave functions in phase space, such that the varia-
bles have the position and linear momentum contents.Wave functions are associated with
the Wigner function through the Moyal product, such that the wave functions represent a
quasi-amplitude of probability. We construct the Pauli-Schrédinger (Dirac-like) equation
in phase-space in its explicitly covariant form. Finally, we show the equivalence between
the five dimensional formalism of phase-space with the usual formalism, proposing a so-
lution that recover the usual (non-covariant) form of the Pauli-Schrodinger equation in

phase-space.

Key words: Galilean Covariance, Star-product, Phase-space, Symplectic Structure
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Capitulo 1

Introducao

O estudo sistematico das representacoes unitarias do grupo de Poincaré inicia-se com o
trabalho de Wigner de 1939 [ resultando em um desenvolvimento inédito para a fisica, e
em particular para a mecanica quantica relativistica. Dentro deste contexto, sao as simetrias
do espaco tempo que essencialmente definem a estrutura e a dinamica do sistema mecanico,
sendo que a cada particula elementar esta associada uma representacao irredutivel do grupo

de Poincaré.

Em 1988, Takahashi et. al. ! iniciaram um estudo de covariancia galileana, onde foi
possivel desenvolver uma teoria de campo nao relativistica explicitamente covariante. Com
esse formalismo, a equacdo Schrodinger assume uma forma similar a Klein-Gordon [ 1.
Com o advento da covariancia galileana, foi possivel criar a versao nao-relativistica da
teoria de Dirac, que é conhecida em sua forma usual como a equacao de Pauli-Schrodinger.
Um objetivo basico do presente trabalho é derivar uma representacao Wigner para essa

teoria covariante.

A primeira tentativa, conhecida, de uma formulacao da mecanica quantica no espaco de
fase foi proposta por Dirac, em 1930 }, porém nao obteve-se uma conexao de seu formalismo
com a mecanica cldssica. A distribuigdo de quasi-probabilidade de Wigner (também cha-
mada de funcao Wigner ou a distribuicao de Wigner-Ville em homenagem a Eugene Wigner
e Jean-André Ville) foi introduzida por Eugene Wigner em 1932 I para estudar correcoes
quanticas para mecanica estatistica classica. O objetivo era relacionar a funcao de onda
que aparece na equacao de Schrodinger a uma distribuicao de probabilidade no espaco de
fase. E uma funcao geradora para todas as funcoes de autocorrelagao espacial de uma dada
fungao de onda da mecéanica quantica 1(x).Assim, mapeia a matriz de densidade quantica

no mapa entre funcoes reais do espaco de fase e operadores hermitianos introduzidos por



Hermann Weyl em 1927 [ ], em um contexto relacionado a teoria da representacao em ma-
temadtica (quantizagdo de Weyl em fisica). De fato, esta é a transformacao de Wigner-Weyl
da matriz de densidade; dai a realizacao desse operador no espaco de fase. Mais tarde, foi
re-derivado por Jean Ville em 1948 ™ como uma representagao quadratica (em sinal) da
energia do dominio de freqiiéncia-tempo local de um sinal, efetivamente um espectrograma.
Em 1949, José Enrique Moyal [ ], que independentemente o derivou, reconheceu-o como o
gerador funcional do momento quantico, e como base para uma elegante codificagao de
todos os valores esperados e, portanto, da mecanica quantica. Por meio do mapeamento do
espago de fase da mecanica hamiltoniana classica em um espaco de fase quantico através da
substituicao das variaveis g e p, por operadores hermitianos @ e ﬁ, respectivamente, que
satisfazem a relacao [@, ﬁ] = thl, percebe-se que a nocao de ponto é perdida e a constante
de Planck, A, limita o valor de uma area minima no espago de fase (células de Bohr). A

nocao de ponto ¢é recuperada quando se toma o limite cléssico, ou seja, h — 0.

Esse formalismo proposto por Wigner tem sido aplicado a varias areas, como na fisica
quantica, quimica quantica, processamento de informacao quantica, eletronica quantica e
processamento de sinall'’). Nesse formalismo, o sistema ¢ descrito pela funcao de Wigner,
fw(q,p), que originalmente foi criada com o intuito de ser uma fungao de distribuigdo no
espaco de fase, mas, apesar de ser real e normalizada, pode tomar valores negativos, o que
contraria o sentido usual da ideia de distribui¢ao. Por esse motivo, ficou conhecida como
funcao de quasi-distribuicao. Outra caracteristica é que as variaveis dinamicas sao repre-
sentadas por funcoes no espago de fase e nao por operadores. No formalismo de Wigner,
cada operador representado por A e definido em um espaco de Hilbert, H, é associado a
uma funcao no espaco de fase, I', denotada por aw(q,p)[ I Esta associacao consiste na
aplicacao €, : A — a,(q,p) de tal forma que, a dlgebra associativa de operadores em
‘H corresponde a uma algebra associativa, porém, nao-comutativa, em I'. Assim, o pro-
duto de operadores, em H, fica definido em I' pelo produto de Moyal, também chamado
de produto-estrela. O produto de dois operadores é, entao, mapeado da seguinte forma
Qy 1 AB — ay(q,p) * by(q, p). Portanto, o produto-estrela no espago corresponde ao pro-
duto de dois operadores no espaco de Hilbert e é dado porl'"

(53 _ 953
aw(q, p) * byw(q,p) = aw(q,pe? (

Um fato importante a ser notado é que o produto acima pode ser visto como uma aplicagao

do operador A= a,,* atuando sobre a fungao b,,, ou seja E(bw) = Qg * by




1 INTRODUCAO

Utilizando o produto de Moyal, a funcao de Wigner obedece a uma equacao analoga a

de Liouville-von Neumann, com os parentéses de Moyal substituindo o comutador,
dfuw(y,
mw = {Hy, futar = Hu* fu — for x Hy.

Usando as propriedades do produto de Moyal, é possivel construir problemas de autovalores
dentro do formalismo de Wigner, sendo assim, considerado como uma descri¢ao alternativa
para a mecanica quantica de Schrodinger, de Heisenberg ou das integrais de caminho. Por
outro lado, para se ter uma descricao completa de um sistema quantico no espaco de fase
I’ é necessario resolver a equacao de Schrodinger do problema, introduzir o operador den-
sidade, e por fim determinar a funcao de Wigner. Este procedimento é bastante intricado,
principalmente para sistemas nao lineares ou sistemas quanticos relativisticos, pois a cons-
trucao de simetrias de calibre ainda nao é bem compreendida no formalismo, e também
nao ¢ possivel visualizar efeitos de superposicao. Uma solucao para essas dificuldades foi
proposta por Oliveira et al. I'* ') Estudando as representacdes unitdrias da algebra de
Lie do grupo de Galilei e utilizando a nogao de estrutura simplética associada ao produto
de Moyal, a funcao de Wigner é obtida por um caminho alternativo ao da equacao de
Liouville-von Neumann. Nesse formalismo, a equacao de Schrodinger é deduzida de forma
consistente.

A procura de resultados relativisticos, utilizando operadores do tipo a,* para estudar
representacoes unitarias do grupo de Poincaré, Amorim et al.l'" "I mostrou como escrever

as equagoes de Klein-Gordon e de Dirac no espago fase.

A fim de derivar uma representacao no espaco de fase para as particulas de spin 1/2
no formalismo da covariancia galileana, utilizamos, nesse trabalho, uma representagao
simplética para o grupo estendido de Galilei, no cone de luz de um espaco-tempo de de

Sitter em (4+1) dimensdes, que estd associada a abordagem de Wigner [, 06, 7, 18, 1]

Noés procedemos como segue. Na secao 2 é apresentada a construcao da Covariancia
Galileana. A equacao Schrodinger (tipo Klein-Gordon) e a equagao de Pauli-Schrodinger
(tipo Dirac) sao derivadas mostrando a equivaléncia entre nosso formalismo e o formalismo
nao-relativistico usual. Em 3 uma revisao do formalismo de Wigner é apresentado, mos-
trando as principais propriedades da fungao de Wigner. Também introduzimos o produto
estrela e exploramos algumas de suas propriedades. Na Se¢ao 4 uma estrutura simplética é
construida na variedade Galileana. Usando as relagoes de comutacao, a equagao Schrodin-

ger em cinco dimensoes no espago de fase é construida. Com uma solugao proposta, a




equacao de Schrodinger no espaco de fase é restaurada para sua forma nao-covariante em
(3 + 1) dimensoes. A equagao de Pauli-Schrodinger explicitamente covariante é derivada
na Sec¢ao 5. Estudamos a particula galileana de spin 1/2 com potencial externo e solugoes
sao propostas e discutidas. O problema de Landau é resolvido nesse formalismo e chegamos
a sua solucao em acordo com a literatura com a vantagem de obter a quebra de degene-
rescéncia de spin sem a necessidade de utilizagao de teorias de pertubagao em um sistema

nao relativistico. Na Secao 6, as consideracoes finais sao apresentadas.




Capitulo 2

Covariancia Galileana

O objetivo deste capitulo é dedicado a construgao de uma estrutura métrica associada
com as simetrias galileanas em uma abordagem de cinco dimensoes, tendo como base os
trabalhos de Takahashi et. al. I'l e Santana et. al. ' " 2" >l Neste capitulo a variedade G
¢é definida. A dlgebra de Lie dos geradores de transformacoes isométricas nesta variedade é
deduzida. E mostrado algumas das imersoes do espaco de de Sitter onde tais imersoes sao
associadas a tipos de vetores de G com teorias relativisticas e nao-relativisticas. A partir
de vetores associados a invariancia de Galilei, ¢ identificada a dlgebra do grupo de Galilei
estendido G,g como sub-algebra em G. Sao tratadas as representacgoes unitarias irredutiveis
de é’g nesse contexto, sao construida representacoes da mecanica quantica nao-relativistica

de forma covariante.

2.1 A variedade Galileana ¢

As transformacoes galileanas sao dadas por

' = Rx+vit+a, (2.1)
t = t+b. (2.2)

onde R é uma rotagao euclidiana tridimensional, v é a velocidade relativa que define os
boosts de Galilei, a uma translacao espacial e b uma translagao temporal. No contexto
da simetria galileana descrevendo processos de baixa velocidade, pode-se introduzir uma
estrutura tensorial de espaco-tempo linear observando o seguinte. Na fisica nao-relativistica,
a relacao de dispersao de uma particula livre é dada por £ = p?/2m, onde E é a energia,

p é o momento tridimensional e m é a massa. Esta relacao de dispersao também pode ser



2.2. A algebra de Lie

escrita como
p’ —2mE = 0. (2.3)

Agora vamos considerar o observavel fisico que descreve o momento como uma quantidade
composta por cinco entradas, ou seja, (p,) = (P,ps,p5) onde p = 1,....5; p denota o
tri-momento, py = —E/c é a energia e p; = —¢m é a massa. Aqui ¢ é uma constante
de velocidade e nds a tomaremos pela unidade, ¢ = 1. Usando esta notacao e a fim de

recuperar a Eq. (2.3), escrevemos uma relagao de dispersao geral de cinco dimensoes, isto

é p'py = PP g = P? — 2p*p® = k?, onde

Juv =

o O O O =
o O O = O
o O = O O

o O O O

Isto é, tomado como um tensor métrico, que foi introduzido de diferentes maneiras na
literatura.

Definindo um conjunto de coordenadas candnicas associadas a (p#), escrevemos (¢") =
(q,q4% ¢°), onde q é a coordenada canodnica associada a p; ¢* é a coordenada canonica
associado a F, e assim pode ser considerado como a coordenada de tempo; ¢° é a coordenada
canonica associada a m, que ¢ explicitamente dada em termos de q e ¢*. Podemos ver isso
por ¢"q, = ¢"¢" 9 = 4° — 2¢*¢® = S*. Desde p"p, = 0, temos que tomar S? = 0, assim

2

¢® = —; ou infinitesimalmente, obtemos d¢° = v - §q. Portanto, o quinto componente ¢é

basicamente definido pela velocidade.

2.2 A algebra de Lie

Considere um vetor x € G que obedece ao conjunto de transformacoes lineares do tipo

=Gl a" +a”. (2.5)




2 COVARIANCIA GALILEANA

Sendo |G| = 1. Partindo das transformacoes infinitesimais do modo
Gl, =o'+ €. (2.6)

Utilizando a representacao unitaria sobre o espaco das func¢oes de um ponto em G, os

geradores sao definidos por

M,, = —i(z,0, — x,0,), (2.7)
P, = —id,. (2.8)

onde M, sao os geradores das transformacoes homogéneas e P, das nao-homogéneas.

Conseguimos entao a seguinte algebra de Lie

[M/u/a Mpa’] = _i(gupMua - gupMyo + guo'MVp - g,uO'Mlzp)a (29)
[Pm Mpo] = _i(gpppg - g/wpp)7 (2.10)
[P, P,] = 0. (2.11)

Os invariante de Casimir dessa algebra sao I} = P,P' e I, = W5#W5f‘ , onde W, =
l 1e% Bp , . . . . ~ ’

5€uapor PYMPP & o tensor de Pauli-Lubanski em cinco dimensoes, € €,,qa5, ¢ 0 tensor de
Levi-Civita totalmente antissimétrico em cinco dimensoes. N6s assumimos que €s4q0c = €ape-

Onde, na representagao escalar podemos considerar I = 0.

Podemos verificar que usando a transformagcao

t =U" 2", (2.12)
com U*, representados pela matriz
100 0 0
010 0 0
ur,=1001 0 0 , (2.13)
1 1
0 00 %5 5
1 1
0 00 %5 5




2.3. Imersoes

com U = U~!, obtemos o produto escalar entre dois vetores # = Ux e §j = Uy da forma

(z,y) = guwr"y",
= UL g9uUs i’agﬂa

= GapTy’,
onde gop = UK, g,,U"5. Explicitamente, este produto interno gera
(2, y) = Tihi — TaPs + T5Ps.

onde gog = diag(1,1,1,—1,1), é a métrica g,, diagonalizada. Esta é justamente a métrica

do espaco de de Sitter em (4+1) dimensoes, um espago de Minkowski em cinco dimensoes.

2.3 Imersoes

1. A primeira imersao considerada é definada por

2

L:A—>A:(A,A4,%);AGEg,AEQ. (214)
4

Sendo assim o quadrado da norma de A é
(AJA) = A% —2A*A° = 0. (2.15)

A imersao 7Z; estabelece uma correspondéncia de £ com vetores com norma nula de

G. Um exemplo sao os vetores associados a invariancia galileana em G.

2. A segunda imersao possivel é
IQ A — A= (A, A4, 0) (216)

Logo o quadrado da norma de A ndo é nula nos (A|A) = A? Um exemplo é
x=(x,vt,0).

3. Uma terceira possibilidade de imersao é

Ty: A — A= (A, 2L 24, (2.17)




2 COVARIANCIA GALILEANA

Deste modo, temos (A|A) = A? — (A44)%. Esta imersdo leva portanto a um espaco de
Minkowviski M3 em G.

2.4 O Grupo de Galilei em G

Analisaremos agora um caso particular das transformagoes lineares (2.5) de interesse,

dado por
o= R;xj + vzt 4 d’, (2.18a)
= o' +at (2.18b)
- 1
= 2° — (R )v; + §V2I4. (2.18¢)

com o pentavetor coordenada estando de acordo com a imersao Z; na Eq. (2.31a). Na forma

matricial, as transformacoes homogenias acima sao escritas como

RY R, Ry o
Ry R, Ry

_ o O O O

G, = R} R} R, O (2.19)
0 0 0 1
Podemos escrever os geradores, em uma decomposi¢ao (3+141), como
1
J2 = éeijijk; (220)
K, = Ms;, (2.21)
Ci = My, (2.22)
D = Ms,. (2.23)




2.4. O Grupo de Galilei em G

Com as relagoes de comutacao, considerando aquelas nao-nulas, sao reescritas como

[sz J'] = i€k Jk, )
’ ’ [JZ)K]] - ZEiijka

[JZ,C]'] = ZEUka, . .
D, K| = iK (K, C)) = 165D + i€ I,

) i = Ly,

C;, D] =1iC;,

[P4, D] = ZP4, [ ] (224)
P K| = i6, P [Ji, Pj| = i€;ji Py,

iy 1A j| = 2045175, .
T -

4, i = 79
D, P5] = iP, G

Percebemos que estas relagoes formam uma algebra que tem como subalgebra a algebra
de Lie do grupo de estendido Galilei no caso R® x R!, considerando J; os geradores das
rotacoes, K; das transformacoes puras de Galilei, P, das translacoes espaciais e temporais.
De fato, podemos observar que as eqs. (2.18a) e (2.18b) sdo justamente as transformagoes
de Galilei dadas por (2.1) com z* = t. A Eq. (2.18¢) ¢ uma condigao de compatibilidade
que representa a imersao Z;, pois por coeréncia a norma deste tipo de vetor G tem que ser
nula. A comutacao de K; e P; é naturalmente diferente de zero nesse contexto, sendo que
P5 serd relacionado a massa. Assim, o estudo das representacoes unitéarias fiéis do grupo de
Galilei em G é que tem interesse para a fisica galileana, e por construcao fica semelhante

ao caso do grupo de Poincaré para a fisica relativistica.

Um pentavetor de interesse é o 5-momento
p'=(pmE). (2.25)

o que leva p* a estar de acordo com a imersao Z; e com as egs. (2.18a)-(2.18c), considerando

apenas as transformacoes homogéneas, por p* = G*_p”, ou seja

P = Ry +o'pt (2.26)
pto= ph (2.27)
-5 % 1 2 4 5

po= ui(l) + vt (2.28)

Nesta abordagem, o pentagradiente 0, = (V, 0;, 05) também se transforma como um pen-

10



2 COVARIANCIA GALILEANA

tavetor, isto é,
9, =G, 10, (2.29)

com G,” = g,,G",g" dado por

RY R, R, 0 —
RZ Ry, RY 0 —?
G, = R3 R3, R 0 —v® |. (2.30)
Ry —uRy —uRy 1%
0 0 0 0 1

Utilizando a métrica g"” para levantamento e abaixamento de indices, os pentavetores

citados acima tornam-se

pu = (p> _Ea _m>7
oM =(V,—=05,—0,).

Assim, temos que p' = —ps=mep’=-—p, = E.
Observamos das egs. (2.29) e (2.30), temos que 9,0* = 9,0" e d5 = 05, e Utilizando a
relagao de correspondéncia,p, = —id,, temos
I = p'p,, (2.31a)
I, = W; Wk, (2.31b)
Is; = ps, (2.31c)

sao invariantes de Casimir da algebra de Lie relacionada ao grupo de Galilei.

2.5 Representacoes para a Mecanica Quantica nao-Relativistica

Nesta secao vamos estudar representacoes unitarias que descrevam particulas quanticas

livres, partindo da analise dos invariantes da dlgebra G.

11



2.5. Representagoes para a Mecanica Quantica nao-Relativistica

2.5.1 A Equacgao de Schrodinger

Utilizando os invariantes de Casimir 7, (2.31a) e I3, (2.31c) (no caso escalar Iy = 0),

encontrados na se¢ao anterior e aplicando em W, temos:

0,0M = —k*¥
g . , (2.32)
05V = —imWV
onde k e m sdo constantes, e usando W(z") = exp <(—im$5)¢(x, :r4)>, obtemos
Lvzy,at) = (0, + 2 ) i, (2.33)
- — )= (1 — x :
m 9 t m 9 )
k2
que é a equacao de Schrodinger de uma particula livre de massa m e energia E + o
m
Neste contexto a b-corrente é
(@) = =i (" (@)0"e(e) — (" (@))u(x)), (2.34)
e é conservada, pois a 5-divergéncia é nula, ou seja
94" = 0. (2.35)

Deste modo, a 5-corrente equivale a 4-corrente usual,

@) = 5 - [T @V (@) - V)],
J = 0la) = 5[~ @0 (W() + 050 (@) W(@)] = [P,

sendo j(x) a corrente de probabilidade e p(q) a densidade de probabilidade.

2.5.2 A Equagao de Pauli-Schrodinger

Neste contexto, apresentamos uma constru¢ao da equagao de onda de spin 1/2, defi-

nindo um novo quadrivetor v* tal que,

(0,0" + k) = (4"0, + ik)(v" 0, — ik), (2.36)

12



2 COVARIANCIA GALILEANA

para que (2.36) seja valida v* deve obedecer a élgebra de Clifford, ou seja,

{"" 7"} = 29", (2.37)

onde ¢g" é nossas métrica penta-dimensional. Pegando a parte de sinal positivo e fazendo

atuar na fungao de onda ¥ (x)
(70, + ik)¥(x) = 0. (2.38)

Que é a equacdo de Pauli-Schrodinger escrita de forma explicitamente covariante (tipo
Dirac).

Por conveniéncia, utilizaremos as seguintes representacoes de ~*

. [ 0 , [ 0 0 s [0 V2
T o )0 T lowmo) T T o o0 )

onde ¢ sdo as matrizes de Pauli e v/2 é a matriz identidade 2x2 multiplicada por V2.

Podemos escrever o objeto ¥, como

onde ¢ e y sao 2-espinores dependentes de z#; u = 1, ..., 5. Portanto, na representagao em

que k=0, a eq (2.38) se reduz a

o -V +V205x =0, (2.39a)

—V2040 — 0 - Vx = 0. (2.39b)

As equagoes (2.39a) e (2.39b) tem o mesmo papel da Eq. (2.38), lembrando que as fungoes
¢ e x devem satisfazer a Eq. (2.32).

A 5-corrente é

7(2) = —= [d(@)" ()], (2.40)

13



2.6. Interacoes Eletromagnéticas na Equacao de Pauli

onde 1) = ¢¢, com
A 5y _ 0 —i

e j* é conservada, pois a b-divergéncia é nula, ou seja

gt =0.
Em termos de ¢ e x
iy T
J = % [X oo+ O'X} €ijk>
it = ¢l 7°=x"x,

utilizando as egs. (2.32), (2.39a) e (2.39b) temos

J= e [P @) - 0 @)el@)] +

1

om & [SOTU,CQD} €ijk)

e

(95j5 = 05(XTX):O

O primeiro termo em j° representa a conhecida corrente de probabilidade dada na Eq.
(2.35), e o segundo é associado com a corrente de spin, que resulta no valor correto do

momento magnético intrinseco da particula.

2.6 Interacoes Eletromagnéticas na Equacao de Pauli

A natureza explicitamente covariante da equacao de Pauli-Schrodinger permite introdu-

zir as interagoes eletromagnéticas de forma simples. Fazemos simplesmente a substituicao
pt = pt — e A, (2.41)

onde e é a carga elétrica fundamental e A* o 5-potencial coulombiano, segundo imersoes
apropriadas A origem destas substituicoes vem do seguinte fato, constréi-se um La-

grangiano que reproduz-se a forga de Lorentz, F = e [E 4+ v x B]. Para a coordenada z; o

14



2 COVARIANCIA GALILEANA

momento canonico é dado por

= mx; + eA;, (2.42)

substituindo no Hamiltoniano temos

E — FE+ep,
pr —  PE— A" (2.43)

Isto é chamado de acoplamento minimo.

A equacao de Pauli-Schrodinger torna-se, em forma matricial 2x2,

o- ? —V/2m v\ _ (2.44)
V2E —o0-p X ' '
0 que nos leva a
o Py —V2my =0, (2.45)
o-Dx — V2Ep = 0. (2.46)
Na (2.45) temos que
o-p
= ——0. 2.47
X=7 (2.47)

Substituindo na equacgao (2.46), temos

5, le-D)-D)

a om ’

15



2.6. Interacoes Eletromagnéticas na Equacao de Pauli

utilizando a identidade das matrizes de Pauli, temos

(o-p)(o-p) ﬁQ 1o S ~
— |2, 7, = Eo. 2.48
2m 14 2m + 2m (p X p) 14 14 ( )

Na representacao de coordenadas

pxpu = (iV+eA)x (iVu+eAu),
= e[V x (Au) + A x (Vu),]

= ie(V x A)u = ieBu. (2.49)

Onde B é o campo magnético associado ao potencial vetor A logo a equagao (2.48) torna-se

~2
p ~
— _—u4-B = Eo. 2.50
[Qm 1 } p=Ep (2.50)
onde
—g—8 (2.51)
/’L - g2m 9 .
com
h
S="o, (2.52)
2
e
g=2. (2.53)

A equacao acima nada mais é que a equacao de Pauli com interacao eletromagnética. E
interessante notar que o fator g = 2 aparece naturalmente sem a necessidade de adicioné-lo

ad-hoc. Fazendo o mesmo procedimento para x chegariamos ao mesmo resultado.
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2 COVARIANCIA GALILEANA

2.7 A Equacao de Pauli Modificada

Para ilustrar um resultado, nessa secao usaremos a seguinte representacao das matrizes

At
. [0 . [0 —V2 s [ 0 0
T 0 —o |’ Lo o )07\ vao )

Escolhendo o Ansazt,
o - pp*
2v/2me?’

onde c é a velocidade da luz, substituindo na expressao

o-p V2AE-V) oy
(p ()

e rearranjando os termos, temos

Vo:p L Eo-p L
g-p 2mc? w _ 0 2mc? 2/}
(P )G (e ) e

v =

Thus,
Vo-p Fo-p
L L L 2.56
o-pY+ e ¢ 2 o~ (2.56)
pPol = AmPyYr. (2.57)

P pela esquerda, temos

Multiplicando a primeira equacao por

v’ . (e-p)V(e-p)

L L L
= Fy~.
me + 4Am?2c? ¢ v

O tnico termo que tem qualquer dependéncia de spin é o termo envolvendo o potencial em

(2.7), e isso pode ainda ser separado usando a propriedade das matrizes de Pauli

(c-p)V(o-p)=pV-p+ioc:-pV xp.
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2.7. A Equagao de Pauli Modificada

Esta claro agora que a verdadeira dependéncia de spin na equacao de Pauli-Schrodinger
tipo-Dirac nao estd na energia cinética, mas no potencial, um fato que estda oculto em
nossa forma explicitamente covariante da equacao de Pauli-Schrodinger. Em um sistema
atomico, o potencial é esfericamente simétrico, e podemos escrever o termo dependente do
spin como

ia-ppr:%%—‘;o--rxngg—‘:S-L. (2.58)
Ao realizar a separacao de spin, obtemos um termo que envolve a interacao do spin e do

momento angular orbital, uma interagao spin-érbita.
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Capitulo 3

Funcao de Wigner e o Produto estrela

A distribuic¢ao de quasi-probabilidade de Wigner (também chamada de fungao de Wig-
ner ou distribuigao de Wigner-Ville em homenagem a Eugene Wigner e Jean-André Ville)
foi introduzida por Eugene Wigner em 1932 [l. O seu objetivo era relacionar a funcao
de onda que aparece na equacao de Schrodinger a uma distribuicao de probabilidade no
espaco de fase. E uma funcao geradora para todas as fungoes de autocorrelacao espacial
de uma dada funcao de onda quanto-mecénica ¥ (x). Assim, ela mapeia a matriz de den-
sidade quantica nas funcoes reais de espaco de fase e operadores hermitianos introduzidos
por Hermann Weyl em 1927 [, em um contexto relacionado & teoria da representacio em
matematica (quantizagao de Weyl em fisica). Com efeito, isto é a transformagao de Wigner-
Weyl da matriz de densidade, portanto, a realizacao desse operador no espago de fase. Mais
tarde foi rederivada por Jean Ville em 1948 I} como uma representacio quadratica (em
sinal) da energia de frequéncia-tempo local de um sinal, efetivamente um espectrograma.
Em 1949, José Enrique Moyal H, que a derivou independentemente, reconheceu-a como
funcional gerador do momento quantico, e assim como base de uma elegante codificacao
de todos os valores esperados e, portanto, da mecanica quantica, no espaco de fase (for-
mulagao do espaco de fase). Mapeando, porém, o espaco de fase da mecéanica hamiltoniana
classica em um espaco de fase quantico através da substituicao das variaveis g e p, por
operadores hermitianos @ e ﬁ, respectivamente, que satisfazem a relacao [@, ﬁ] = 1hl,
percebe-se que a nocao de ponto é perdida e a constante de Planck, A, limita o valor de
uma area minima no espaco de fase. Recupera-se a nogao de ponto quando se toma o limite
classico, ou seja, h — 0. Tem aplicagoes em mecanica estatistica, quimica quantica, éptica
quantica, éptica classica e analise de sinais em diversos campos, como engenharia elétrica,
sismologia, analise de tempo-frequéncia para sinais de musica, espectrogramas em biologia

e processamento de fala e design de motores. Nesse capitulo faremos uma breve revisao da

19



3.1. A Matriz Densidade

representacao da mecanica quantica no espaco de fase e da funcao de Wigner, com énfase em
suas propriedades, evolugao temporal, produto de dois operadores equivalentes em Wigner

e propriedades do produto de Moyal, baseados nos trabalhos [15, 16, 17, 24, 25, 26, 27],

3.1 A Matriz Densidade

Na mecanica quantica podemos fazer uma abordagem do ponto de vista estatistico

representando os estados macroscopicos por meio do operador densidade

p= Zwi [¥:(O)Xi(t)]

onde {1;}, sao os estados microscépicos do ensemble estatistico e w; = —, é o peso
Y N Y

estatistico para o estado quantico |¢;). A matriz densidade é dita conter toda a informagao

fisicamente relevante que podemos possivelmente obter sobre o ensemble em questao. Para

estados puros teremos

p(t) = [ (O)Xp ()] - (3.1)

O valor esperado de um operador A na formulacdao da mecanica quantica estatistica usual

¢é dado por

(A) = (V|A[) = Tr(pA) = Tr(Ap). (3.2)
A matriz densidade p apresenta as seguintes propriedades

e hermeticidade: p = pf;

e traco: Trp = 1;

A equagao que governa a evolucao temporal da matriz densidade p é chamada de equagao
de Liouville-von Neumann, dada por
L Op
W22 = [H(#), p(t)]. (3.3)
ot
onde H representa a energia total do sistema. E possivel introduzir uma formulacio da
mecanica quantica no espago de fase a partir de p. Essa formulacao é conhecida como

método da fungao de Wigner.
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3 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

3.2 Funcao de Wigner e suas propriedades

O operador densidade p pode receber varias representacoes matriciais, sendo a repre-
sentacao de posicao, (¢|p|¢), e a representacdo de momento, (p|p|p’), as mais comuns.
A representacao de Wigner é, em certo sentido, intermedidria entre esses dois. Para uma

unica particula em uma dimensao, ela é definida como

fulap) = (o) = 2e) ™ [ dz exp (%) (-2

p’q+%>. (3.4)

ou ainda

Fola. ) = 529) = 2a) ™ [ exo (S) (o~ g\p\p +a) (35)

Correspondendo ao mapeamento Q : p — f,(q,p). Considerando um sistema quéantico
descrito por um estado puro, de modo que p = [))¢)|, a fungdo de Wigner pode entao ser

escrita como
fulap) = ) [ dz exp (%) ot (a+35)v(a-3). (3.6)

Tomemos como exemplo o oscilador harmonico. Em unidades atomicas e tomando m =

w = h =1, o hamiltoniano fica dado por

as solugoes para o estado fundamental e para o primeiro estado excitado sao, respectiva-

mente,
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3.2. Funcao de Wigner e suas propriedades

A funcao de Wigner que corresponde a cada estado pode ser calculada através da Eq.(3.6).

Entao para o estado fundamental

fola.p) = (2m)~" / Py (q + g) Yolq — g)dz,

1 2 2
f(q,p) = ;e‘(‘] 79, (3.7)

E, para o primeiro estado excitado

fiar) = @07 [erulla+ Snla- S
fap) = —e IR a2 - 1), (33

As fungoes dadas pelas eqgs. (3.7) e (3.8) possuem os seguintes comportamentos no espago

de fase, dadas nas figuras (3.1) e (3.2) , respectivamente,

0.4

Figura 3.1: Funcdo de Wigner para o oscilador harmoénico, estado fundamental
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3 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

-0.2

—0.4

Figura 3.2: Funcdo de Wigner para o oscilador harmonico, primeiro estado excitado

A funcao de Wigner nao representa uma distribuicao de probabilidade, pois se fy e fgs

sao duas fungdes de Wigner associadas respectivamente, aos estados i) e |¢), entao

(Wl = (2nh) / Fo(a.0 ) f(g, ps ) dgdp, (3.9)

o lado esquerdo dessa equagao é positivo ou nulo (nesse caso se os kets forem ortogonais),
no tltimo caso temos como consequéncia que a integral, f;(q, p;t) fo(q, p;t), é nula, porém
fula,p;t) e fs(q, p; t) ndo sdo necessariamente nulas, forgando a concluir que podem assumir
valores negativos. Por esse motivo a funcao de Wigner recebe o nome de distribuicao de
quasi-probabilidade, ja que quando integrada pode ser interpretada como uma distribuigao

de probabilidades de variaveis fisicas, como veremos a seguir.

Primeiramente, a fungao de Wigner ¢é limitada.

Demonstragao:

Tomemos como exemplo um estado puro, dado pela Eq. (3.4)

_ _ -1 iz _Zz ‘ il
fulg,p) = Qp) = (27h) /dz eXp( h) <q 5 pq+2>.
Se definirmos as fungoes de onda normalizadas
]_ ipz zZ ]_ 4
= —engf z - el
pr(z) = —mendilatg) e (2 \/§¢(q 5):
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3.2. Funcao de Wigner e suas propriedades

vemos que a funcao de Wigner pode ser interpretada como o produto escalar

fula,p) = %/dz ol (2)pa(2) = Fih (p1lepa)

e portanto,

fula )] = — {erlon)]

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Scwarz

[{er]e2)* < (p1len) (w2l )

temos que, ja que as fungoes ¢; e @y sao normalizadas.

(1)) |” < 1.

Portanto,

|fu(a;p)| < (3.10)

%.
A desigualdade | f,,(q,p)| < # implica que a funcao de Wigner é diferente de zero em uma
regiao cuja a drea do espago de fase é menor ou igual a h/2 9, Assim, a funcao de Wigner

para um estado puro carrega intrinsecamente a informacao sobre o principio de incerteza,

q e p nao podem ser infinitamente localizados em um tnico ponto do espaco de fase.

Segue-se diretamente de (3.4) e (3.5) que

9(q)? = / fudp = (alola)., (3.11)

W) = / fudd = (lolp). (3.12)

Demonstragao:

Para demonstrar a Eq.(3.11) basta introduzir a Eq.(3.4) em [ f,dp o que nos leva a

/dpfw = (27h) ™! /dpdz <q — g‘p‘an g> exp <%) , (3.13)
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3 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

se for feita primeiramente a integracao em p, temos que

/dz <q - %’p‘cﬁ §> (/dp(?ﬂi)‘1 exp (%)) ,

onde o termo entre paréntesis é o delta de Dirac, 6(z). Com isso temos

[ dz(a=3fela+3)86) = talola) = 10t

analogamente substituindo Eq.(3.12) em Eq.(3.4)

se for feita primeiramente a integracao em ¢, temos que

Jao- e (e ()

onde o termo entre paréntesis é o delta de Dirac, 6(k). Com isso temos

k k
/dk‘ <p - 5‘/}‘1) + §> 3(k) = (plelp) = [v(p)*.
Mostraremos agora a normalizacao da funcao de Wigner, insto é
/fw(q,p)dqdp =Trp=1

Demonstracao:

Substituindo a equagao (3.4) em (3.19), obtemos

/fw(q,p)dqdp = (27h) ! /dzdpdq exp (%) <q — %‘p’q + §> .

Se calcularmos primeiro em p, temos

/fw(q,p)dqdp: /dqu <q— g‘p‘q+g> ((2ﬂh>1/dpeigz).

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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3.2. Funcao de Wigner e suas propriedades

O termo entre parénteses é a delta de Dirac. Com isso, temos

/fw(q,p)dqdp = /dqu <q - g‘p’q + %> 6(2), (3.22)
— [ datalola) =1 = 1. (3.23)

q.e.d.

Agora se a integracao sobre o espaco de fase for realizada em um produto de duas
fungoes de Wigner a dois estados distintos, caracterizados por p; e ps, encontraremos uma

propriedade que diz respeito ao traco do produto de duas matrizes de densidade.

[ dadpfinta.) uate.) = 5 Tiloip) (3.24)

Demonstracao:

Usando a equacio (3.4), segue que
1\’
/ dadpfun(a:p) fu2a,p) = (—) / dqdpdzidz, €% 177

2mh
1 21 Z9
< (o= glelo+3) (-3

P2

22
Q+5>7

integrando em p nos déd uma delta de Dirac d(z; 4 22), de forma que, apds integrar em z,

Zl>
q 5/

temos

/ dqdp fu1(q, ) fu2(q, p) = (ﬁ) / dqdz <q—%

Fazendo a mudanca de variaveis

Z1 21
@+ 2> <Q+ 2

P1 P2

/ 21 " 21
? )
q q 9 q =(q 9

chegamos a

/ dqdp fu1(q, p) fuw2(q, p) = ( !

1 / dqdd" (¢ 1pnld") (@' psld) - (3.25)
2mh
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3 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

Utilizando a relagao de completeza, temos

[ autotaantaten = (55) [ ad @inpld).

_ (%) Tr(pups), (3.26)

q.e.d.

Agora nos questionamos se é possivel encontrar para qualquer operador quantico A(Q, P),
onde @ e P sdo os operadores de posigdo e momento, uma fungao correspondente, A, (q,p),
na representagao de Wigner. A resposta é positiva. De forma andloga ao que foi feito
na definicao da fungdo de Wigner, definimos as fungoes A, (g, p) associadas ao operador
A(Q, P)dada por,

Ay(q,p) = /dz exp (%) <q - g‘A(Q,P)‘q+ §>, (3.27)

ou

Au(qp) = /dz exp (_;_qu) <p - g‘A(Q, P)‘p+ §> | (3.28)

Chamaremos estas fungoes de fungoes equivalentes de Wigner dos operadores A(Q, P).
Podemos, entao, assim dizer que a funcao de Wigner é a funcao equivalente de Wigner

para o operador p
fo = (27h) " py. (3.29)

Com a definicao dos equivalentes de Wigner a quaisquer operadores quanticos na re-
presentacao de Wigner, temos que o valor esperado de um observével, num estado |¢)) é

representado como

(A) = (Y|A|p) = /dpquw(q,p)fw(q,p) =Tr(Ap). (3.30)

Demonstracao:
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3.2. Funcao de Wigner e suas propriedades

Substituindo as equagoes (3.4) e (3.28) em (3.30), temos

(A) = / dpdq Au(a,0)fulgp) = Tr(pA) = —— / dgdpd='dz" exp (ipz )

2mh h
Z/
“\17 3

integrando em p resulta em uma delta de Dirac §(z’ + z”). Com isso, integrando em z”

"

p’q + Z—> . (3.31)

2 2 2

A(Q,P)’cﬁ Z—'> <q— zZ

, Z 2’ 2! Z
) = [dad (a-3|a@ P)a+3 ) (a+Glola-5)- (3.32)
2 2 2 2
Introduzindo a mudanca de variaveis,
r_ ﬂ "_ ﬂ
q - q 2 9 q q + 2 )
temos
) = [ dddg (41A@. P} {d"old) = T(pA) (3.3)
q.e.d.

O problema agora consiste em mostrar a correspondéncia univoca entre um operador
quantico A(Q, P) e o reciproco na representacao de Wigner A, (g, p). Isso pode ser feito
via a regra de quantizacao de Weyl que ¢ definida da seguinte forma. Dada uma func¢ao no
espago de fase, a1, o), entao existe um operador quantico no espago de Hilbert, A(Q, P),

associado a a(T,0) tal que

1 i(o T
A(Q,P) = Py /dea e P)oc(T, o), (3.34)

onde T esta associado a coordenada de posicao e o a coordenada de momento no espaco

de fase. Se escrevermos A(Q, P) em termos de A,(q,p) tem-se o seguinte resultado

i(cQ+T1P)

a(T,a):/dqdpe o Ay(g,p). (3.35)

Para verificar essa equivaléncia, deve ser mostrado que o operador definido por W (Q, P) =
i(cQ+T1P) . L. .
n, satisfaz uma espécie de ortogonalidade e completeza no espago dos operadores do

tipo A(Q, P). Utilizando a formula de Glauber, dada por A8 = eAeBe~2l48] rescrevemos
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3 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

entao W (P, Q) como

onde usamos o fato de que [@Q, P] = ¢h. Podemos entao calcular o valor da expressao

UQ+TP)|q> et 52 ot 5 o t'F Iq) .

(q|e*n (q'le

Sabe-se que @ |¢) = ¢|q), entdo et7oQ lq) = et 7o lg) e utilizando a propriedade do opera-

dor translacio, e % |¢) = |¢ — 7). Dessa forma obtemos
(q/|eXn 0@t q) = 20T ER)5(q — g £ 7),
que implica
Tre 29 ~F) = (27h)?6(0)d(7),
pois, por definicio TrA = [ dqdp (¢'|Alq) = (2nh)~! [ dqdpA,(q, p). Portanto,
Tre~#(Q-7P) — (27rh)_1/dqdp/dz exp(ipz) q— —‘ —5(0Q- TP)‘qu §>, (3.36)
= (2nh)7! /dqdp/dz exp(ipz) exp(io(q — z — 7))d(z + 7).
Utilizando a delta de Dirac e integrando em z, temos
Tre #("Q~7F) = (2h) ! /dqdp eret (3.37)
Identificamos, assim, duas deltas na forma integral, ou seja,
Tre~MoQt™P) — (271)36(0)6 (7).
Isso nos leva as relagoes de ortogonalidade
Tre 7' "Ple=70Q=7P) — (27h)35(5" — 0)8(7" — 7). (3.38)

Para provar a equivaléncia entre as equagoes (3.28) e (3.29) e as equagoes (3.34) e (3.35),
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3.3. Equivaléncia dos Operadores na Representacao de Wigner

assumimos que a expansao
AQ,P) = /dO'dT afo, 7)en Q). (3.39)

existe. Sendo assim, usando a relacao de ortogonalidade mostrada anteriormente, facilmente

notamos que

1 7 / ’
alo, 1) = %Tr {A(Q, P)e_ﬁ(”Q trP )} .

Para provar a existéncia da equagao (3.39), substituimos a equagao

a(o,7) = / dgdpe™ 7T A, (q, p), (3.40)

na proépria equacao (3.39). Calculando os elementos de matriz na representacao de posicao,

chegamos a

(qlA@Q, P)l¢) = (2nh)™ / dodrdq"dq" (¢"|A(Q, P)lq")

% <q///|€%’(aQ’+7—P’) ’q//> <q|e%(oQ+7P) ’q/> _
E ainda com o uso da Eq. (3.38), obtemos a seguinte identidade

(a|AQ, P)ld") = (alA(Q, P)l¢) - (3.41)

O que prova a existéncia da expansao (3.39). Isso prova também que é possivel usar as
equagoes (3.39) e (3.40) para trabalhar em ambas dire¢oes: dado A(Q, P), podemos deter-

minar A, (g, p) univocamente e vice-versa.

3.3 Equivaléncia dos Operadores na Representacao de Wigner

O objetivo dessa sessao ¢ demonstrar algumas propriedades referentes a equivaléncia
entre os operadores escritos na representacao usual e seus respectivos equivalentes na re-
presentacao de Wigner, que podem ser deduzidas a partir de resultados ja obtidos. Tais
propriedades sao referentes a equivaléncia entre os operadores escritos na representacao e

seus respectivos equivalentes na representacao de Wigner.

Se A = A(P) (isto ¢, independente de Q), entdo A, = A(p). Ou scja, eles terdo a
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3 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

mesma forma, com a ressalva que os operadores P serao substituidos pelas variaveis p.

Demonstracao:

Um operador A(P) pode ser expandido em uma série de P, como
A(P) = A(0)+ PA(0) + ... (3.42)

Utilizando agora a equagao (3.27), ja substituindo A(Q, P) pela expansao, tem-se

f%@my:/dk@m<—@5><p—Epmy+PAmy+§;Mmyw+p+§>.@4@

v a0 faron (<) (54 ) (o o)

" g\ (p+5)? k| Lk
+ A(0) /dkexp( h> 51 D 2])—1—2 + ...

Observando também que <p — g‘p + §> = 0k e utilizando a propriedade da delta para

calcular a integral em k, chega-se a

4%@:A@+pﬂm+§ﬂ@+m:A@. (3.44)

q.e.d.
Analogamente, usando a equagao (3.28), chegamos a, se A = A(Q), entao A, (q,p) = A(q).

Se A(Q,P) = c1, onde ¢ é uma constante (isto é, A(Q, P) é multiplo do operador
identidade 1), entdao A, = c.

Demonstragao:

Esta propriedade é demonstrada de forma imediata. Basta tomar a equagao (3.27). e
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3.3. Equivaléncia dos Operadores na Representacao de Wigner

no lugar de A(Q, P) colocar uma constante c¢.Como uma constante nao age nos kets, temos

Au(g,p) = /dz exp (%) <q_ z >
Adla:p) = /dz P <Z];z) (0-3la+3) (3.45)

Utilizando o fato que <q — —|q + 2 > = 0k e integrando em z, obtemos

Au(g,p) = c. (3.46)
q.e.d.
O TrA = (2zh)~" [ dqdp Aw(q,p) .
Demonstracao:

Utilizando (2rh)~! [ dqdp A, (g, p) e substituindo nela a eq (3.27), temos

(27T7i)_1/dqdp Auw(q,p) = /dqdp/dz exp (%) <q_§

Integrando em p, é identificada a funcao de delta de Dirac na forma integral,

(27T7i)_1/dqdp Au(q,p) = /dqdp <q— g’A(Q,P)‘H §>/dz exp (”;LZ).

Utilizando a delta para integrar em z, temos

A(Q, P)‘q + §> .

(2rh)~* /dqdp Ay(q,p) = /dqdz <q — %’A(Q, P)‘q + §> 5(2). (3.47)

Ficamos com

(2nh) ™! / dadp Au(q,p) = / 4 (g A(Q. P)|g) = TrA. (3.48)

q.e.d.
Da demonstragdo acima vé-se que [dp A,(q,p) = (2mh)~ {q|Alq) e [dq Aw(q,p) =

(27h)~! (p|A|p), simplesmente substituimos a equagao (3.27) na primeira propriedade e a

equacgao (3.28) na segunda, utilizando o mesmo processo feito na demonstragao acima.

Por fim temos que (q|A(Q, P)|¢) = (2rh)™! [do € s alo,q — ¢'), onde a(o,T) é a
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3 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

transformada de Fourier de A, (q,p).

Demonstracao:

Utilizando a expressao A(Q, P) = ﬁ [ dodr, temos

/ jeLtrl
(qlA(Q, P)|¢') = /deT alo,7)(qle" 7 |¢'). (3.49)
E usando a equagao (3.38), segue que
@AQ.P)g) = @)t [ do e ao.q - q). (3.50)

q.e.d.

Agora que ja sabemos como se da a equivaléncia de operadores na representacao de
Wigner, nosso objetivo é descobrir como ¢é que se representa a equivaléncia de produtos de
operadores na representacao de Wigner, pois isto é fundamental para o desenvolvimento

da dinamica.

3.4 O Produto de Weyl-Moyal

O produto de dois operadores quanticos AB na representacgao de Wigner é escrito na

forma
i P2 z z
(AB)wz/dz o <q—§’AB‘q+§>, (3.51)
introduzindo a relagdo de fechamento [ dg|g)g| = 1, temos
. pz z z
(AB)w:/dqu e'n <q—§’A‘q> <q‘B‘q+§>, (3.52)

Usando a Eq. (3.50)

(AB), = (2mh) _Q/dqu’ e /dada’eié%(qﬂ’(ﬁq'—3”@(0, ¢ —q+ %)

X emardard =G0’ ¢ — ¢ + g)‘
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3.5. Evolucao Temporal

Fazendo as mudangas de varidveis; 7 = ¢' — g+ 3 e 7' = ¢ — ¢’ + 5, chega-se a

cot+7q o' r4or!

(AB)w:(QWh)_Q/dOdU,deT/ e noalo,T)e 2w Blo’ e . (3.53)

O fator ¢! 3n~ pode ser substituido de modo equivalente por ¢'s", onde A é o operador
bidiferencial
= e
03 97
~ 9qdp  IpIg

As setas indicam o sentido onde os operadores devem ser aplicados. Portanto, utilizando
iorg+7'p

de, A, = qudpe"%hma(a, T) e By, = [dgdpe’n " [B(c’,7'), o produto de operadores na

representacao de Wigner fica escirto como

iAR

(AB)w = Ay(q, p)e 2 Bul(q,p),

ou

iAR

(AB)w = Bu(g,p)e” * Auwlq,p).

Dessa forma, a operacao denominada de produto-estrela fica definida como

iAR

(AB)y = Awlg, p)e 2 Bu(q,p) = Aw(q, ) * Bu(q,p).

Notemos que o produto-estrela nao é comutativo, e relaciona o formalismo proposto por

Wigner com o formalismo de quantizacao proposto por Weyl.

3.5 Evolucao Temporal

Podemos determinar a evolugao temporal da funcao de Wigner ou qualquer operador

na representacao de Wigner partindo da equagao de Liuoville Von-Neumann dada por

tho,p = Hp — pH, (3.54)
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3 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

onde p é a matriz densidade e H é o Hamiltoniano. Usando a aplicagao de Wigner, €2 nesta

equacao, temos

ihQ(0wp) = Q(Hp) — QpH). (3.55)
Como
O fw
) Tl {Huw, fu}m, (3.56)

onde Hy, fuy = Hy * fu — fu* Hy € 0 parentese de Moyal. O paréntese de Moyal pode

ser ainda escrita da seguinte forma,

{a,b}py = axb—bxa=2ia(q,p)sen i—i EE—EE b(q,p) (3.57)
onde, utilizamos do fato, e'"*/2 — ¢71hA/2 = 2jsen (h%).

Expandindo em série de poténcias o seno da tultima expressao que define o parénteses

de Moyal, obtemos,

A RA 1 /. AN 1 /. AN°

No limite em que h — 0, obtemos como resultado que a funcao de Wigner obedece a

equagao de Liouville classica, com H,, no lugar da fun¢ao hamiltoniana, isto é

0f, OH,0f, OH,0f,

= — ={H .
e ainda
oH, . oH, .
9 p e o q. (3.60)

Entao, o formalismo de Wigner recupera as equagoes canonicas da mecanica cléssica,
quando tomamos o limite classico, o que mostra que esse formalismo é compativel com
o principio da correspondéncia, fortalecendo a importancia da descricao de Wigner na
mecanica quantica no estudo do limite classico e no desenvolvimento de métodos se-
miclassicos. O estudo apresentado sobre o método de Wigner, até o momento, foi baseado

na descricao de Schrodinger da mecanica quantica, ou seja, considerando que apenas o0s
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3.6. Propriedades do Produto Estrela

estados (e nao os operadores) evoluem com o tempo. No entanto, é possivel desenvolver um
tratamento andlogo em termos de operadores expressos na descricao de Heisenberg (onde

os operadores evoluem com o tempo, e os estados ficam estaticos), sem maiores problemas.

3.6 Propriedades do Produto Estrela

O produto estrela ou produto de Weyl entre duas fungoes f(q,p) e g(q,p) é definindo

por

L e — =
f(a,p)*9(q,p) = f(q,p) exp [%i (32 - 22)] 9(q, p). (3.61)

Apresentaremos a seguir algumas propriedades do produto estrela.

Seja ¢ € C'. Entao

cx f(q,p) = f(q,p) *c = cf(q,p). (3.62)

Demonstracgao:
Expandindo o produto estrela em série de poténcias, temos

(5 5y 53 G
©P) = 2 \agap  apaqg) T2\ 2 ) \Bgap apag) T (P

Os operadores que atuam em c¢ pelo lado esquerdo se anularao, pois ¢ é uma constante. O
mesmo acontece se c estiver do lado direito, sobrando assim somente o operador identidade
1.

O produto estrela é nao-comutativo, isto é

f(a,p)*9(q,p) # 9(q,p) * f(q,p). (3.63)

ithA

Ou seja, f(q,p)e’s g(g,p) # g(q,p)e™s f(q,p). Pois na verdade,

ihA ihA

fla,p)e 2 g(q,p) = g(q,p)e” 2 f(q,p)

Demonstragao:

Fazendo os casos particulares g« p e p* ¢,
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3 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

Caso 1:
*p = —i—ih@ +ih
gxp=1\4qg o 9 p=4qgp 9"
Caso 2:
R T W
Prqa=\P~ 50 |94=P1— 5"
q.e.d.

O produto estrela realizado entre duas fungoes no espaco de fase promove uma delas a

categoria de operador,

" -
fla,p)*g9(q,p) = f(quZhg —Zha>g(q7p)

20pF " 29q
n9 i
i i

= flepglat+ 5= 55|
2 Op 2 0q
Demonstragao:
Fazendo a = azp eb= g], temos
ih(,0 3,9
fla,p) x g(q,p) = f(q,p)e2< o1 f”’)g(q,p)

Considerando que e f(x) = f(z + a), obtemos

fla,p)xg(q,p) = f (q + %a,p - %ib) 9, q).

Assim

fla,p)*g9(a.p) = f <q+ —=

Portanto definimos o operador-estrela,

~

f=fla,p)*.
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3.6. Propriedades do Produto Estrela

A conjugagao complexa troca a ordem do produto estrela,

(fxg)t =gt x f. (3.64)

Demonstracgao:

A Eq. (3.61) pode ser reescrita como

f(g,p) xg(q,p) = exp [@ (Qi, - ﬁi)] fla,p)g(d,p) (3.65)

qp'=qp
Expandindo a exponencial numa série de poténcias, temos
ih 1 [ih\" .
exp b(aqap/ — apaq,)l => = <3> (0,0, — 004"
n=0

E, ainda, escrevendo a escrevendo a expressao (9,0, —0,0,)" usando o bindomio de Newton,

n

03~ 0,0, = (-1 (") 00, 01" (3.66)

m=0

Portanto, o produto estrela pode ser escrito como

fa,p)*g(q,p) = Zni (g) Z(—l)m (Z) 10,79, fa,p)] 9795 g(q,p)] -(3.67)
Tomando o complexo conjugado da equacao acima, temos
Fansam’ = Y (5) {<—1>" S -un( 1) [or e e
n=0 " m=0
< |y (a.)] } (3.68)

onde o termo (—1)" surge da conjugagao complexa do termo (ih/2)". Este termo pode ser

associado ao binomio, isto é

(1040 — 0,00) = (04l + ydy) = 3 (1) ( )aa T 0,051

m=0
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3 FUNCAO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

Aplicando estes operadores em duas fungoes no espaco de fase, temos

n

(0g0p — 0p0y) f(a:P)g(d,P) = ) (=) (;) [33”"8;’”7 (q,p)} [8;”3}?’”9(%29)] :

m=0
€

n

(1) (0udy — B,00) 1 (0. D)9(d 1) = Z(—nm(

m=0

n
m

) [ag*mﬁgng(%p)] [8;”3;”7” (q,p)]
Comparando estas duas tltimas equagcoes, obtemos

(=0 o (=" () [0y 0y f(q,p)] [958 "9(q, p)]
= Yo o(=0m(") [opmomg(q,p)] [0 f(q.p)] - (3.69)

Substituindo a Eq. (3.69) em (3.68)

(f(q,p) *g(q,p))T = i% (%)n {(—1)" mno(—l)m (:L) [33_"15;"&(%29)}

q.e.d.

O produto estrela é associativo.

Considerando f, g e h como fungoes no espaco de fase, temos

(£(a.p)  9la.p)) * hla.p) = F(a.p) * (9(a.p) * h(g.p) ). (3.70)

Demonstracao:
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3.6. Propriedades do Produto Estrela

Temos que

— — —
h 0 h ih 0 ih 0
(f(q,p)*g(q,p)> *h(g,p) = {f <q+ %a—p,p— %8_q> g(q,p)} h (q— %6—p,p+ %a—q> :

_ f<q+lha,p—m3>g<q+mg Zhﬁ)h(q,p),

2 0q 20p" " 20q
por outro lado,

- : L = L=

_ +z’h3 _ih J Lihd ik ha.p)
q.e.d.,

onde utilizamos o fato de que os operadores diferenciais aqui compreendidos, sao associa-

tivos. Neste caso, podemos concluir que o produto-estrela é associativo.
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Capitulo 4

Mecanica Quantica Simplética e o Grupo de
Galilei

Neste capitulo, definiremos um conjunto de operadores-estrela para construir repre-
sentacoes unitarias do grupo estendido de Galilei em um espaco de Hilbert, associado a
uma variedade simplética, e, como consequéncia, derivamos a equacao de Schrodinger es-
crita covariantemente, isto é, escrita no cone de luz de um espago-tempo de de Sitter de
cinco dimensoes, uma equacao tipo Klein-Gordon, descrita no espago de fase. Incorporamos
assim a descricao da mecanica quantica no espaco de fase a nocao de um espaco de Hil-
bert, H(I") descrito de forma covariantemente galileana. Essa variedade, entao, é provida
de uma fungao de onda, na qual damos uma interpretacao fisica a esse objeto. Sabemos
também que, com a construcao do espaco de fase a partir de uma teoria de representacao,
o formalismo se torna autocontido e pode ser generalizado para outros contextos, como
uma teoria quantica de campos, por exemplo. Por motivos de simplicidade consideramos

nesse capitulo h =c = 1.

4.1 Espaco de Hilbert e a Estrutura Simplética

Seja G uma variedade diferencial n-dimensional, onde cada ponto é representado por
coordenadas ¢ = (¢*, ....q"). No espago cotangente, TG, as coordenadas de cada ponto sao
dadas por (q,p) = (¢*,...q",p',...p"). O espaco cotangente pode entao ser equipado com

uma estrutura simplética, dada pela 2-forma

w = dq" Ndp,, w=12,...,.N (4.1)
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4.1. Espaco de Hilbert e a Estrutura Simplética

chamada de forma simplética. Essa forma simplética, em conjunto com o operador

(53 53 »
-~ \ ogn dp,  Opt g, ’

tal que para as funcoes f(q,p) e g(q,p) C*, temos,

w(fA,gA) = fAg={f g}, (4.3)

onde {f,g} = g}—i% — %%‘L é o paréntesis de Poisson. O espaco T*G dotado dessa

estrutura simplética é chamado de espaco de fase e sera denotado por I', tal que um vetor

¢ especificado por w = (W', ...,w") = (¢*,....,¢", p',...p") e ¢ = (¢',....,¢") e p = (p', ..., p")

os vetores em G. Onde, na equacgao (4.3), utilizamos o fato de que os operadores,

of 0 of 0
X,=fA = — 4.4
r=1 dg* dp,  Op* dq,’ (44)
e
X — aA — dg 0 dg 0 (4.5)

A — _ v
9= 9 dg* dp,  Op*dq,’

determinam campo vetoriais sobre I'. Dessas defini¢oes gerais, podemos utilizar I' para

introduzir o espaco de Hilbert associado ao espaco de fase I'.

Cosideremos o conjuto das fung¢oes complexas de quadrado integravel, ¢(q,p) em I, tal

que

/dpdq ©(q,p)'¢(q,p) < o0,

¢ uma forma blilinear real. Nesse caso, podemos escrever ¢(q, p) = {(q, p|p), com auxilio de

/dqdp lq,p)q.p| =1,

sendo (p| o vetor dual de |¢). Este espago de Hilbert simplético é denotado por H(T")
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4 MECANICA QUANTICA SIMPLETICA E O GRUPO DE GALILEI

4.2 Operadores em H(I)

A atuagao de um operador linear em H(I') é um mapeamento Q : H(I') — H(I'), tal

que para dois vetores pertencentes a H(I'),|¢) e |¢) podemos fazer a seguinte associac¢ao
Qp) =) .
O operador ¢ linear se
Qe [¥) + e2l9)) = a|y) + p) .

O conjunto de operadores lineares, x = (£2,0,...), atuando em H(I'), é munido com a

estrutura de um espaco vetorial a partir das defini¢oes das operagoes de soma vetorial

(Q2+0)|¢) = Q) + O )
e de mutiplicacao de um escalar por um vetor
() [¢) = c(2[)).
Em geral, o ket Q |¢)) e o bra (10| 2, ndo sdo duais entre si, pois
Q) & (Y Q.
E consequentemente,
OQ)" <+ 6'q.

O operador Q é chamado de adjunto de €. Caso seja um operador hermitiano, valera a

relacao
Q=0
Se for o caso, temos que

(W|Q)p) = (Q)"
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4.2. Operadores em H(T")

E possivel construir um operador a partir do produto de dois vetores de estado. Esse

produto é conhecido como produto externo e é definido como

A= [pX¥|

e seu adjunto,

Al = )l

Quando um operador linear 2 atua em um ket |w) gerando outro, proporcional a este,

dizemos que |w) é autovetor ou autoestado de €2. Ou seja,
Qw) = wlw),

em que w é um autovalor. Caso () seja hermitiano seus autovalores sao reais, razao pela
qual operadores desse tipo quase sempre se revelam como aqueles que representam algum

tipo de observavel fisico.

4.2.1 Operadores Unitarios
Um operador U ¢é dito unitéario se obedecer a seguinte condicao
UUt=UU =1

ou seja UT = U1, seu adjunto é igual a seu inverso. Assim, dois vetores arbitrarios [t e

|1)2) podem ser transformados da seguinte maneira
Ulp) =) e Ulga) = dy).
Porém, temos que
(Wrles) = (Di|UTUbe) = (¥n]ths) .

Assim concluimos que o produto escalar, e consequentemente a norma ¢é deixada inalterada

sob uma transformagcao unitéria.
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4.2.2 Operador Translacao em H(T")

Agora iremos construir um operador que desloca o estado espacialmente e temporal-
mente, mantendo as outras caracteristicas intocadas. Tal operagao é chamada de translagao
infinitesimal. Tal operador deve observar quatro propriedades. Vamos denoté-lo por T'(a*),

definido por
. at
T(@ Yo", 1) = le + 50, (16)

onde € é uma fase arbitraria.

A primeira propriedade vem da conservagao da probabilidade. Isto é, se o estado |¢)
é normalizado, entdao o estado transladado T'(a*) [¢)) também o serd. Isso implica que a

translacao infinitesimal deve ser unitdria, pois

(W) = @I (a")T(a")|v)

A segunda propriedade é consequéncia de translagoes infinitesimais sucessivas nao neces-
sariamente na mesma direcao. Por exemplo, uma translacao infinitesimal a* seguida por
outra b* pode ser interpretada como uma unica translacao que seja a soma vetorial de

a* 4+ b*, ou seja
T(a")T(V") =T(a" + b").

A terceira propriedade vem do fato que uma translagao no sentido oposto seja o mesmo

que o inverso da translacao original, portanto
T(—a") =T (a").

E a quarte propriedade se refere ao fato que se a* — 0, a operacao de translacao se reduz

ao operador identidade, isto é

lim T'(a*) = 1.

at—0

Um operador que satisfaz essas propriedades pode ser escrito como

T(a") = etkua”
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O que, através da relacao de de Broglie, 13;» = Eu, fica
T(a") = P,

Portanto, nessa representacao o operador s-momentum é o gerador de translagoes, produ-
zindo, também, uma fase. Resta-nos saber a forma deste operador. Utilizando a Eq. (4.6)

e o fato que a expansao em primeira ordem do operador translacao é dada por
T(a") =1+ iﬁua“,
temos

oy i CLM
(1 +iP,a")v(q", p") = e“Y(g" + 7,])’*).

Usando o fato de que f(z + a) = €= f(x), chegamos a

~ (b 1
Py(g",p") = Z(d",0") = 50u0(¢",9"), (4.7)
com 0, = Ogu. Como o termo (;% é um numero, podemos, entao, escrever
2 _.
ar "
Assim,
¢ =a'c,,

fazendo-nos concluir que ¢, tem unidade de 5-momento. Fazendo, entao, ¢, = p,, o opera-

dor 5-momento fica dado por

l

PM = pM — §8M
Note que esse operador é hermitiano, pois 9, = —QLT sendo portanto um observavel.
Claramente vemos que
P,=p,*.
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Nosso proximo passo sera a construcao do operador posicao.

4.2.3 O Operador Q em H(T)

O operador Q*, assim como o operador 5-momentum, deve ser um observavel e, além
b ) )

disso, deve respeitar a transformacao
T(a") QT (a") = Q" + a*. (4.8)

E, para que Q" possa ser fisicamente interpretado como 5-posicao, deve obedecer a relagao
de Heisenberg [Q", P*] = ig"”. Iremos, entao, considerar um operador posigao arbitrario

da forma

@u = A¢" + Bp* + Ci _,_Di’
0qu op,,

onde A, B,C' e D sao constantes. Aplicando a relagdo de Heisenberg, com o operador p

dado por
0 0 10
A"+ Bp' +C—+D— ,p— —— | =1ig"", 4.9
oqu Op,, 20q, (4.9)
0 que nos leva a
A
S+D=i

Logo, ha uma infinidade de formas de escrever o operador 5-posicao, todas igualmente
validas. Iremos escolher aqui uma para nossa representacao que nos conduza a interpretacao
fisica do formalismo. Assim, vamos adotar A = 1, que implica em D = §. Assim o operador
posicao sera

i 0

Q' =" + s — 4.10

que pode ser escrito como

Q' =q"*. (4.11)
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4.3. O grupo de Galilei e o espago de Hilbert Simplético

E importante ressaltar que fica satisfeita a Eq. (4.8), pois
eiﬁua“@e—iﬁua“ — Q\,u, 4 CL’“,

em que foi usada a relacao de Baker-Hausdorff

eABe ™ = Z[A, Bl,,

n=0

onde
[A,Blo = B,[A, Bl =[A,B],...,[A,Bl, = [A,[A, Bl,1], n>2.

Observa-se também que tal operador pode gerar translacao nos momentos, e além disso,
também de uma fase. Nao é de dificil verificagao ver que tais operadores se comportam

realmente como momento e posigao (basta a aplicagdo do boost K ) 1,

4.3 O grupo de Galilei e o espaco de Hilbert Simplético

Nesta secao, estudaremos o grupo Galilei, considerando H(I') como o espago de repre-
sentagoes. Para fazer isso, vamos considerar as transformacoes unitarias U:H(I') — H(T)
tal que (11]19) seja invariante.

Usando o operador A, definimos um mapeamento ¢is = I x I' — I’ chamado de

produto de Moyal (ou estrela),

L= — =
fxg = flg,p)exp [3< 0 7 0 0 )]g(q,p)

2 \ Og* Op, B Op+ 0q,,

i (0 0 g 0 .
= exp |z — o= || fla,p)g(d,p 4.12
{2 (8(1# 8p;t 3p“ (‘3%)} ( ) ( ) q',0'=q,p ( )
Os geradores de U podem ser introduzidos pelos seguintes operadores-estrela:
~ 1 0 1 0
F = — I R S —— 4.13
fla.p)x=f (q T 3ap Zaq/) (4.13)

Para construir uma representacao da algebra de Galilei em H, usaremos os seguintes ope-
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4 MECANICA QUANTICA SIMPLETICA E O GRUPO DE GALILEI

radores,

v 0
p 28qu7

0
qx=q 20,

~ o~ ~

Mucr* - QZIPO' - @O'Pl/'

(4.14a)

(4.14D)

(4.14c)

Onde M,, sao os geradores de transformagoes homogéneas e P, do nao-homogeneas. A

partir deste conjunto de operadores unitarios obtemos, apds alguns calculos simples, o

seguinte conjunto de relacoes de comutagoes,

[ﬁuvﬁo-

i(Gouls = Gup

o~ o~ o~

—1(gupMyuo — GupMuo + guoMup — Guo M),

)

)7

—~

Onde seguimos o mesmo procedimento de (2.20-2.23), porém aqui os operadores pertencem

ao espaco de fase.

Seguindo também os procedimentos que levaram a Eq. (2.24), temos que as relagdes de
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4.4. Representacao Simplética da Equacao de Schrodinger Covariantemente Galileana

comutagao nao nulas sao

=l :M' -
208D &)

R
II®>II y 1L

o)
Rk

”f>
-~

j=2
o

=1D;

dadas por
:iEiijk P
. [sz i
:Zeijkck T
- 7.6,
=1K; o
~ [ iaD
:ZP4 T
~ [sz i
| =104 F5 ]
. ~ [i’ J
| =P, e
1 [ 5aci

Os invariantes desta algebra em Z; em sao,

[1 — ﬁ#ﬁﬂ’

[2 - /Wg,u/WéL,

[3 — ﬁ5.

= iﬁijkf(k

= 2(5”15 + iEiijk
— iC,

= iEijkﬁk

= Z51Jﬁ4

~

(4.15)

(4.16)
(4.17)
(4.18)

4.4 Representacao Simplética da Equacgao de Schrodinger Cova-

riantemente Galileana

Usando os invariantes Casimir [, e I3, e aplicando em ¥, temos:

utilizando (4.14a), temos

P,PrU = k20
DU = —mVU

<p“pu — iptd,, — i('?“@u)\lf(q,p) = k*U(q,p)

(p5 — é&a)\lf(q,p) = —m¥(q,p)

uma solugao para Eq. (4.19b) é

U — 672i[(p5+m)%+(p4+E)t]CI)(%p)'

(4.19a)

(4.19D)
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4 MECANICA QUANTICA SIMPLETICA E O GRUPO DE GALILEI

A partir disso, obtemos

1 2 - K

— —ipV-—-V|0o=(E+— )P,
4 2m

que é a forma usual da equacao de Schrodinger independente do tempo no espaco de

fase para a particula livre de massa m, e uma energia cinética adicional, que podemos

sempre tratar como o ponto zero de energia. Este ¢ um resultado mostra a equivaléncia do

formalismo aqui construido, da covariancia galileana no espaco de fase, com o formalismo

da mecanica quantica simplética no espaco euclidiano usual.

A Eq. (4.19a), e seu complexo conjugado, também pode ser obtida pela densidade

Lagrangiana no espagco de fase (usamos 0" = %)
1 v
Ly = —50"¥(q.p)0, 8 (q.0) + S0 [¥(a, )0,V (g,p)

— U (q,p)8¥(q,p)] + [p'pu — K] UTW =0
A associacao dessa representacao com o formalismo de Wigner é dado por

fula,p) = ¥(q,p) » V' (q,p)

onde f,(q,p) é a funcao de Wigner. Para provarmos isso, reescrevemos a Eq. (4.19a) da

seguinte forma
PP = p* % W(q, p).
Multiplicando o lado direito da equacdo acima por W', nds temos
(p? *x U) % Ul = k2T « 0T, (4.20)
porém, Ul xp? = k20T, portanto, ndés temos também que
Uk (U p?) = K20+ T, (4.21)
Subtraindo a (4.21) de (4.20), obtemos

P’ * fu(a,p) — fula,p) xp* =0, (4.22)
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4.5. O Oscilador Harmonico Quéntico

que é o parentesis de Moyal {p?, f, } 1. Pela Eq. (3.57) a Eq. (4.22) se torna

0
a_ Jw ) — U. 4
Pu aquf (¢,p) =0 (4.23)

Onde a fungao de Wigner na variedade galileana é solugao desta equacgao.

4.5 O Oscilador Harmoénico Quantico

Para exemplificar a equivaléncia de nosso formalismo com o formalismo ususal resolve-
remos aqui o oscilador harmonico simples em uma dimensao e compararemos o resultado

com aquele encontrado na segao (3.2).

Para facilitarmos nossas contas, escreveremos m = w = h = 1, e k = 0 assim a equacao

do oscilador harmonico simples pode ser escirta como,

2P, PV — (132 n @2> v,

ou

1 1 . 1 . 1

Separando as partes reais e imagindrias, temos

1 1 1
<p4p5 - Zatas> ¥ = 5 (pQ +¢ - 1 <8§ + 8;)) v, (4.24)

(s + 50 )0 = (= p0, + 40, ) W. (4.25)
A Eq. (4.25) é simplesmente a equacao de Liouville para a quasi-amplitude ¥,

ov
E - _{‘1]7 h}7

onde h = ’# e {¥, h} é o paréntesis de Poisson. Portanto a Eq. (4.25) desceve a evolucao
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4 MECANICA QUANTICA SIMPLETICA E O GRUPO DE GALILEI

temporal do sistema V. Para a Eq. (4.24) fazemos uma separagao de variavel, com

U =1(q,p)o(t, s)

, podemos entao reescrever

1 1
3 <p2 +q° - Z(Qf + é’ﬁ) — 2E>@/}(q,p) =0,

1
(p4p5 - Zatas - 7) 925(157 3) =0,

(4.26)

(4.27)

onde, F e 7 sao constantes. Uma solugao que satisfaz a equacao Eq. (4.26) é (g, p) = ¥ (4h).

Logo, definindo z = 4h, temos

0z

aq = a—qaz — 8,1 = 4q8z,
0z

(?p = a—paz — 8p = 4p82,

0% = 16¢°0° + 40.,
2 202
02 = 16p°02 + 40..

Assim, chegamos a

P(z) = 0.

[Z—zag—az—E

Escolhendo o ansatz ¢(z) = e~z L(z), temos

1
283+(1—z)3z+E—§
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4.5. O Oscilador Harmonico Quéntico

Que é a equacao de Laguerre

d—2+( +1- )£+ Li(z) =0
xde m xax n L, (r)=7_,

com

com a energia dada por
1
E,=n+ 3 (4.28)
Portanto a solugao para o oscilador harmonico quantico é dada por

Un(q,p) = Cre” CHIL (2(4% + 7)), (4.29)

onde L,, é o polinomio de Laguerre de ordem n e C), o fator de normalizacao.

A forma geral do polinomio de Laguerre é dada por
para m = 0,

Para o estado fundamental, n = 0, temos

Lo(z) =1,
portanto,
Yo(gq,p) = Coe™ @+, (4.30)
Para o primeiro estado excitado, n=1,
Li(z) = —xz +1,

o4



4 MECANICA QUANTICA SIMPLETICA E O GRUPO DE GALILEI

logo,
(g, p) = Cye” @ +P7) (1 —2(¢* + p2)>. (4.31)

Note que o resultado dado pela Eq. (4.31) representa uma amplitude de quasi-probabilidades
no espaco de fase, nao sendo, portanto a funcao de Wigner correspondente ao primeiro es-

tado excitado do oscilador harménico expresso em (3.8).

Para calcularmos a funcao de Wigner tomamos, f7 = 1,,(q,p) ¥} (¢, p). Para o estado

fundamental,

fir = vala, p) * ¥l (g, p).

Como z = 4h = 2(¢* + p?), a Eq. (4.30) pode ser escrita como
tho(h) = Coe ™",
e portanto, como as amplitudes sao reais,
f1 = Coe " x o (h) = ey,

Como v, (q,p) é uma autofuncao de h= h*, podemos escrever

e~y = e 2Py (g, p),
como Ey = 1/2, temos

o = (Co)Pete o), (4.32)

onde, Cy = \/E ¢ a constante de normalizacao.

Para f., como F; = 3/2 temos

fL = (C1)25e 3”@+ (2¢% 4 2p® — 1), (4.33)

com C] = ,/%.
As figuras (4.1) e (4.2) demonstram o comportamento das amplitude de quasi-probabilidade,
dadas pelas eqgs. (4.30) e(4.31),
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4.5. O Oscilador Harmoénico Quantico

0.4

-0.2

—0.4

Figura 4.1: Amplitude de quasi-probabilidade para o oscilador harménico, estado fundamental

—0.2

—-0.4

Figura 4.2: Amplitude de quasi-probabilidade para o oscilador harménico, primeiro estado exci-
tado
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4 MECANICA QUANTICA SIMPLETICA E O GRUPO DE GALILEI

Note que as solugbes encontradas para a fungao de Wigner, Eq. (4.32) e Eq. (4.33),
coincidem com aquelas do capitulo 2, Eq. (3.7) e Eq. (3.8), quando foi-se utilizada apenas

a definicao da funcao de Wigner. A solucao geral da fungao de Wigner é dada por
(_1)n —(g%+p? 2 2
Te (P )Ln(2(q +p ))7

onde na quasi-amplitude de probabilidade, temos

1 2 2
o~ (@*+p?) 2 2

\/n!e I (20" + 7)),
o que nos da a diferenga de concavidade das figuras (4.2) e (3.2) . Esse resultado é consis-
tente, ja que ¥(q,p) e fu(q,p) obedecem & mesma equagao de autovalores. Notemos que
através desse procedimento, é possivel encontrar mais de uma solucao para a funcao de

Wigner além da usual, ja que podemos ter

fw = ¢1*¢2-

Logo, agora é possivel estudar efeitos de interferéncia.
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Capitulo 5

Mecanica Quantica Simplética e a Representacao
de Spin 1/2

No capitulo anterior as representacoes unitarias simpléticas para o grupo estendido de
Galilei foram estudadas. O nosso formalismo é baseado na estrutura nao-comutativa do
produto-estrela, e usando a abordagem da teoria de grupo como guia, uma teoria fisica
consistente no espago de fase nao-relativistico foi construida de forma covariante. O sis-
tema quantico é descrito por uma quasi-amplitude de probabilidade que estd associada a
funcao de Wigner pelo produto estrela. Como resultado, as equacoes do tipo Klein-Gordon,
(equagao de Schrodinger covariantemente galileana) foi derivada no espago de fase. Neste
capitulo iremos derivar a equagao de Pauli-Schrédinger no espaco de fase, também escrita
de forma covariantemente galileana, que tem a forma de uma equagao tipo Dirac no espaco
de fase. Como aplicacao, estudamos a equacao de Dirac com interagao eletromagnética no

espago de fase, e encontramos os niveis de Landau.

5.1 A Equacao de Pauli-Schrodinger no Espaco de Fase

A fim de estudar as representagoes das particulas de spin 1/2; iremos introduzir o

operador invariante vl‘ﬁu, onde, }A?“ =Py — %8“, tal que temos
(+P, — k) ¥(g,p) = 0 (5.1)
ou

7 (e — % )V (p,q) = k¥ (q,p)
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5.2. O Elétron em um Campo Externo

Que é a equacao de Pauli-Schrodinger escrita de forma covariantemente galileana. Conse-

quentemente, a condicao da camada de massa é obtida seguindo os passos habituais.

~

(Y*P)(v*B,)¥(q,p) = k*¥(q,p),

portanto

orém, P*P, = PYP,, temos entao
9 s

(7;171/ + 7117#) vy = ﬁ#ﬁ”

N —

entao
{7} =29
A Eq. (5.1) é derivada da densidade Lagrangiana para spin 1/2 particulas no espago de

fase, que é dada por

i _ _
Lijp = =7 (097" = V(40,9)) = (k = 'p,) VY.

onde ¥ = ¥f¢, com
i, 0 —i
= —_—— —|— e ,
¢ \/5(7 7’) (Z 0 )

No caso da equacao de Pauli-Schrodinger a associagao com a funcao de Wigner é dada por

fo=UxU,

com cada componente satisfazendo a Eq. (4.23).

5.2 O Elétron em um Campo Externo

Vamos examinar as simetrias de calibre no espago de fase exigindo a invariancia da

Lagrangiana por uma transformacao de calibre local dada por e*@P)W. Isso leva ao aco-
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5 MECANICA QUANTICA SIMPLETICA E A REPRESENTACAO DE SPIN 1/2

plamento minimo,
IBM\II — (ID\M - eﬁu> U = (pu - %GM — eﬁu) v,

onde A, = A(Q,) é o 5-potencial. Isso descreve um elétron em um campo externo, com a

Eq. de Pauli-Schrodinger dado por
[y“ (p# - %@ - eﬁu) - /{:} U= 0. (5.2)
Em ordem de ilustrar tal resultado, vamos considerar um elétron em um campo externo

dado por A\M = (K, fAl4, 2{5), com ﬁ4 =—¢e g5 = 0. Considerando a seguinte representacao

das matrizes y*

i [0 , [ 0 0 s [0 V2
T o )0 T vzo) T o o0 )

onde o' sdo as matrizes de Pauli e v/2 é a matriz identidade 2x2 multiplicada por v/2.

()

onde ¢ e y sao 2-espinores dependentes de z*; u = 1, ..., 5. Portanto, na representacao em

Podemos escrever o objeto ¥, como

que k=0, a eq (5.2) se reduz a

0-(p—%aq—ez&>s0—\/§<ps—%85)XZO,

\/§(p4—%0t—e¢)gp—0'-(p—%%—e@)xz(} (5.3)
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5.3. Solucao da Equacao de Pauli-Schrodinger com Interagoes Eletromagnéticas

Resolvendo as equacgoes acopladas chegamos a uma equagao para ¢ e uma para Y, dadas

- . 12 . .

1 -~ 1 7
U'(P—ﬁaq—€A> Y = 2(294—5@—6@5) (P5—§85>90
I i A\ 1? i i
0-<p—§0q—eA) X = 2(p4—§8t—e¢) (p5—§85>x

Que sao as equacoes de Pauli-Schrodinger para ¢ e x respectivamente. Substituindo os

por

autovalores de P, e Ps, temos

1 i \\?
%(a-(p—ﬁaq—eA)> +ep|le = Ep

1 i \\?
%<a-<p—§8q—eA)> +ep|x = Ex

Que é a equacao usual de Pauli-Schrodinger no espaco de fase independente do tempo.

5.3 Solucao da Equacao de Pauli-Schrodinger com Interacoes

Eletromagnéticas

Nessa secao iremos estudar a solucao para a equacao de Pauli-Schrodinger com interacao
eletromagnética desenvolvida na secao anterior. A equacao que descreve uma particula de

spin 1/2 escrita no formalismo covariantemente galileano no espago de fase é dada pela Eq.
(5.2)

7“<ISM—6/A1M)—k v =0.

Fazendo a seguinte definicao
U= |5(P, —ed,) + k|, (5.4)

onde P, = (p, — £,).
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5 MECANICA QUANTICA SIMPLETICA E A REPRESENTACAO DE SPIN 1/2

Portanto, temos

[fyy( —eA)( — A)—kz]w 0. (5.5)

Considerando y#v” = g 4 o, onde
ot = i(v“v” - 'y”’y") = i[’y“ 7]
2 2007
Usando estes resultados a Eq. (5.5) toma a forma de
Gﬁa_wwp%zq+g@@>¢:m¢

Fazendo Ai = %eijkBj@k, com @u = (qu + L0m) e A* = A% = 0, que representa o calibre

escolhido. Nés também escolhemos o campo magnético como B = (0,0, B).

Confinando o movimento de uma particula no plano (qq, ), i.e. ]33 = 0, nés temos a

seguinte equacao

B i i 2, o 100 O i( 90 0
2(p4 2at><p5 2&)1“(7’1”2 4<aq$+aq§) Bz(p2(91 p18p2>

7 0 0
(Q1p2 - Q2p1) - 5(6118—(12 - q2(9_ql>]

1 0
= —¢B
<%@1 %@m] (reay i) ¢

e’B? i 0 . 19 9
+ 1 (Q1+§a—> +( 28])2) ] —ieo "B Y = k™Y, (5.6)
0
onde 012:—1'( 73 ) , €05 = 0.
0 03
Fazendo
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5.3. Solucao da Equacao de Pauli-Schrodinger com Interagoes Eletromagnéticas

temos duas equagoes desacopladas, uma para ®(¢*, p*) e uma para O(g", p*).

_ _i _i TR 2 2_1 8_2 8_2 _ 3 i_ __
2<p4 28t><p5 28s><1>(q ,p)+<p1+p2 4<aq%+aq§> eB (m D1

2 op1
Pl )]_i(mimi)_eg
2

(qp—qp)—i(qi—qi)
g ' Ogs o \Mag, P ag,

R SR L)

ofnta) (oo s (e N L 2 enli(ml
2(194 2(%) <p5 28s>@(q )+ <p1+p2 4(6(1% + aqg) B 2(p28p1 .

1 02 o2 . 9 5 i ; ,
+ Z(@,D@m B 8q18p2>] —2(]?28—(]2 +p1a—q2> —eB|(qp2 — ¢2p1) _§(QI8_(12_Q28_(11>]

B <Q1 + ii)z + < + L9 )2] — 60‘3B> O(¢", p") = k0.

+ 1 q2 50_]92

Resolvendo para ®(g*, p*). Tomemos ®(¢*, p") = o(q¢', p")o(q*, ¢°, p*, p°). Isto nos leva as

seguintes equagoes

<p4 - %@) <p5 - %&) ¢ =mE¢ + k¢, (5.7a)

(prrp%—l(aQ + 32>_€B

e o 1’( 9 _ i)+1(@2_82)
4 8q% (9(]% 2 anpl b Opa 4 a1126171 8!118172

) 0 0
(Q1P2 - Q2p1) - %<Q1— - Q2—>]

— z'(pzi +p1i> —eB

Iq2 o 0> 90
02 B2 i O \2 7 0 \2 3 2
+ 1 <QI+§a—p1> + <q2+§8_]92> ] — €0 B)W—ZmE¢+k 2 (5'7b)

A solugao da equagao da Eq. (5.7a) é

o= O e~ 2il(ps+m)as+(pa+E)t]

bl
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onde C) é uma constante de normalizacdo. Para resolvermos a Eq. (5.7b) faremos uma

mudanca de variavel, definida por

e’ B?

w(q1, qa, p1, p2) = Pi + D3 + eB(gapr — qupa2) + T(Qf +q3).

Apés um longo calculo, é mostrado que a parte imaginaria desta equacao é identicamente

nula, o que nos da

2
wp— B T2 < (mE -+ esB + F)olu),

onde 03p = sp, com s = +1. Fazendo w = w/(eB) e definindo f(w) = exp(w)p(w), a

equagao para f(w) é

wf'(w) + (1 —2w)f(w) = (1 —a)f(w) =0, (5-8)

onde f' = gf ea = (2mE+seB+k?)/eB. A equagao (5.9) é uma equagao hipergeométrica

T dw

confluente, mais especificamente a equacao de Kummer
wf’(w) + (1 —2w)f'(w) — af(w) =0,
com a = (1 — «), com solugoes fisicas dadas por
1 «
fn<W) = AnU 5 — 5, 1,2w s

onde U(a,b,z) sao as fungoes de Kummer de segundo tipo e A, sdo constantes. Porém,
percebe-se que, se a = —n comn = 0,1, 2, ..., asérie U(a, b, x) se torna uma série polinomial
em x de grau nao excedente de n. Portanto, escrevendo,

a—1=2n,

temos a seguinte relacao de autovalor
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eB

com w, = <> e correspondendo as seguintes autofungoes

fulw) = AU (—n, 1, i%) , (5.9)

tal que A, sao constantes de normalizacao. Logo, as quasi-amplitudes se tornam,

. 2w
O, = Cye2lpstm)as+(pat B (_ﬂ> AU (=n1, 22 ). 1
1€ exp(——% Ul -n,1, Nz (5.10)

O andlogo ¢é valido para ©. Esses calculos fornecem o valor correto dos autoestados de
energias para férmios em um campo magnético externo, o tao bem conhecido problema
de Landau. Portanto, o formalismo é consistente com o calculo padrao. Para encontrar a

funcdo de Wigner correspondente basta fazer 1, * 1.

Para encontrarmos f,,, faremos o mesmo procedimento feito para o oscilador harmonico.

Basta perceber que w = 2mh, com h = 5 (p% + p3 + eB(qap1 — ip2) + 62432 (¢? + q%)) .
Logo
Yo = Coe /e
Portanto

£9 = Coe 21w s qpy = Coe 2 eqpy = Coe 20/ e

Assim a fungao de Wigner do estado fundamental para a particula de spin 1/2 e —1/2 séao

dadas respectivamente

+ 1 2, 9 _ e2B2, 2, o
o = (Co+)2—26 (PrpyteBlazpi—aip2)+ <5 (ai+a3))/eB
e
e
22
- _ 2 ,— (P} +p3+eB(a2p1—qip2)+ <L~ (47 +43)) /B
w = (CO*) e (p1+p3 ( )+ (g1 +4q3))/ )
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5 MECANICA QUANTICA SIMPLETICA E A REPRESENTACAO DE SPIN 1/2

Para o caso de n = 1 temos

+ 3 2.2 _ e?B2 2 o
f’i} — (Cl+)2—46 (pT+p3+eB(g2p1—q1p2)+ 17— (97+4q3))/eB

e’ B?
X (2 (pf +]9§ + eB(Q2p1 - Q1p2) + 1 (Q% + q%)) - 1)7
e
1}}* _ (017)2%e—(pf-i-p%-&-eB(qul—qmz)-ﬁ-6252 (q3+43))/eB
e

2 2 ¢’ B’ 2 2
X 2(]91 ~|—p2+eB(q2p1—q1p2)+ 1 (Ch +(12)> —-1].

As figuras abaixo, Fig.(5.1) e Fig.(5.2), mostram o comportamento das quasi-amplitudes
e fungoes de Wigner no estado fundamental e no primeiro estado excitado. Corte em ¢; e
p1 considerando ¢y e ps constantes, corte em ps e go considerando ¢, e p; constantes. Para

facilitar a visualizacao consideramos e = B =m = 1.
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5.3. Solugao da Equacdo de Pauli-Schrédinger com Interagbes Eletromagnéticas

Figura 5.1: Quasi-amplitudes de Probabilidades

0.4

0.2

0

—0.2

—-0.4
(a) Quasi-amplitude de probabilidade (b) Quasi-amplitude de probabilidade
para o nivel de Landau (corte em q1,p1), para o nivel de Landau (corte em qa,p2),
estado fundamental. estado fundamental.

2 =5 q2
P2
(c) Quasi-amplitude de probabilidade (d) Quasi-amplitude de probabilidade
para o nivel de Landau (corte em q1,p1), para o nivel de Landau (corte em qa,p2),
primeiro estado excitado. primeiro estado exitado.
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5 MECANICA QUANTICA SIMPLETICA E A REPRESENTACAO DE SPIN 1/2

Figura 5.2: Funcioes de Wigner

0.4 0.4

T

0.2

0 0.2

—0.2

0
—0.4 5 5w
P2

(a) Fungao de Wigner para (b) Fungao de Wigner para
o nivel de Landau (corte em q1,p1), o nivel de Landau (corte em q2,p2),
estado fundamental. estado fundamental.

2 =5 q2
b2
(c) Fungao de Wigner para (d) Fungao de Wigner para
o nivel de Landau (corte em q1,p1), o nivel de Landau (corte em qa,p2),
primeiro estado excitado. primeiro estado exitado.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Estudamos a equag@o para particulas de spin 1/2, a equagao de Pauli-Schrédinger, no
contexto da covariancia galileana e depois construimos um formalismo no espaco de fase
usando tal covariancia. Iniciamos com uma apresentacao acerca da variedade galileana
onde a utilizamos para revisar a construcao da covariancia galileana e as representacoes
da mecanica quantica nesse formalismo, a saber a representacao escalar e de spin 1/2, a
equagao de Schrodinger (tipo-Klein-Gordon) e a equagao de Pauli-Schrédinger (tipo-Dirac)
respectivamente. Na equacao tipo-Dirac introduzimos uma interagao eletromagnética de
campo externo e demonstramos que o fator giromagnético, g = 2, aparece sem necessidade
de adiciona-lo ad-hoc. Com uma modificagao na equacao de Pauli, também conseguimos

recuperar o acoplamento de spin-érbita escrito em sua forma usual para potenciais centrais.

Fizemos uma revisao do formalismo no espaco de fase detalhando as propriedades
da funcao de Wigner e do produto esteala de Moyal. Apresentamos a equivaléncia dos
operadores-estrela no espago de fase com os operadores da formulacao usual da mecanica

quantica.

Construimos o formalismo da mecanica quantica do espaco de fase no contexto da
covariancia galileana e chegamos nas representagdes das equagdes de spin 0 e spin 1/2,
onde para a equacao de spin 1/2, a equagao tipo-Dirac, estudamos o elétron em um campo
externo e com a solugao suposta conseguimos recuperar a equagao de Pauli-Schrodinger
usual (escrita de forma nao covariante) para o espaco de fase.

Perspectivas: Desejamos expandir o formalismo covariantemente galileano na mecanica
quantica simplética para mais equacoes de campos para os demais spins, além de estudar
sistemas com outros acoplamentos além do acoplamento minimo. Outro caminho que que-

remos seguir é expandir o formalismo para estudo de espacos conformais.
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