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Resumo

Nesta dissertação, explorando o conceito do grupo estendido Galilei, uma representação

para a mecânica quântica simplética na variedade G é derivada consistentemente com o

método da função Wigner. Um espaço de Hilbert é constrúıdo dotado de uma estrutura

simplética, estudando operadores unitários descrevendo rotações e translações, cujos ge-

radores satisfazem a álgebra de Lie em G. Essa representação dá origem à equação de

Schrödinger (tipo Klein-Gordon) para as funções no espaço de fase, de tal forma que as

variáveis tragam informações de posição e momento linear. As funções de onda estão as-

sociadas à função de Wigner através do produto de Moyal, de forma que as funções de

onda representam uma quase-amplitude de probabilidade. Nós constrúımos a equação de

Pauli-Schrödinger no espaço de fase em sua forma explicitamente covariante (tipo Dirac).

Finalmente, mostramos a equivalência entre o formalismo de cinco dimensões do espaço

de fase com o formalismo usual, propondo uma solução que recupera a forma usual (não

covariante) da equação de Pauli-Schrödinger no espaço de fase.

Palavras-chave: Covariância Galileana, Produto-estrela, Espaço de Fase, Estrutura Simplética
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Abstract

In this work, exploring the concept of the extended Galilei group, a representation

for the symplectic quantum mechanics in the manifold G is derived consistently with the

method of the Wigner function. A Hilbert space is constructed endowed with a sym-

plectic structure, studying unitary operators describing rotations and translations, whose

generators satisfy the Lie algebra in G. This representation gives rise to the Schrödinger

(Klein-Gordon-like) equation for the wave functions in phase space, such that the varia-

bles have the position and linear momentum contents.Wave functions are associated with

the Wigner function through the Moyal product, such that the wave functions represent a

quasi-amplitude of probability. We construct the Pauli-Schrödinger (Dirac-like) equation

in phase-space in its explicitly covariant form. Finally, we show the equivalence between

the five dimensional formalism of phase-space with the usual formalism, proposing a so-

lution that recover the usual (non-covariant) form of the Pauli-Schrödinger equation in

phase-space.

Key words: Galilean Covariance, Star-product, Phase-space, Symplectic Structure
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2.2 A álgebra de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.3 Imersões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.4 O Grupo de Galilei em G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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4.2.1 Operadores Unitários . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.2.2 Operador Translação em H(Γ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

vii



Sumário

4.2.3 O Operador Q̂ em H(Γ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.3 O grupo de Galilei e o espaço de Hilbert Simplético . . . . . . . . . . . . . 48
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Caṕıtulo 1

Introdução

O estudo sistemático das representações unitárias do grupo de Poincaré inicia-se com o

trabalho de Wigner de 1939 [1], resultando em um desenvolvimento inédito para a f́ısica, e

em particular para a mecânica quântica relativ́ıstica. Dentro deste contexto, são as simetrias

do espaço tempo que essencialmente definem a estrutura e a dinâmica do sistema mecânico,

sendo que a cada part́ıcula elementar está associada uma representação irredut́ıvel do grupo

de Poincaré.

Em 1988, Takahashi et. al. [2] iniciaram um estudo de covariância galileana, onde foi

posśıvel desenvolver uma teoria de campo não relativ́ıstica explicitamente covariante. Com

esse formalismo, a equação Schrödinger assume uma forma similar a Klein-Gordon [3, 4].

Com o advento da covariância galileana, foi posśıvel criar a versão não-relativ́ıstica da

teoria de Dirac, que é conhecida em sua forma usual como a equação de Pauli-Schrödinger.

Um objetivo básico do presente trabalho é derivar uma representação Wigner para essa

teoria covariante.

A primeira tentativa, conhecida, de uma formulação da mecânica quântica no espaço de

fase foi proposta por Dirac, em 1930[5], porém não obteve-se uma conexão de seu formalismo

com a mecânica clássica. A distribuição de quasi-probabilidade de Wigner (também cha-

mada de função Wigner ou a distribuição de Wigner-Ville em homenagem a Eugene Wigner

e Jean-André Ville) foi introduzida por Eugene Wigner em 1932 [6] para estudar correções

quânticas para mecânica estat́ıstica clássica. O objetivo era relacionar a função de onda

que aparece na equação de Schrödinger a uma distribuição de probabilidade no espaço de

fase. É uma função geradora para todas as funções de autocorrelação espacial de uma dada

função de onda da mecânica quântica ψ(x).Assim, mapeia a matriz de densidade quântica

no mapa entre funções reais do espaço de fase e operadores hermitianos introduzidos por
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Hermann Weyl em 1927 [7], em um contexto relacionado à teoria da representação em ma-

temática (quantização de Weyl em f́ısica). De fato, esta é a transformação de Wigner-Weyl

da matriz de densidade; dáı a realização desse operador no espaço de fase. Mais tarde, foi

re-derivado por Jean Ville em 1948 [8] como uma representação quadrática (em sinal) da

energia do domı́nio de freqüência-tempo local de um sinal, efetivamente um espectrograma.

Em 1949, José Enrique Moyal [9], que independentemente o derivou, reconheceu-o como o

gerador funcional do momento quântico, e como base para uma elegante codificação de

todos os valores esperados e, portanto, da mecânica quântica. Por meio do mapeamento do

espaço de fase da mecânica hamiltoniana clássica em um espaço de fase quântico através da

substituição das variáveis q e p, por operadores hermitianos Q̂ e P̂ , respectivamente, que

satisfazem a relação [Q̂, P̂ ] = i~1, percebe-se que a noção de ponto é perdida e a constante

de Planck, ~, limita o valor de uma área mı́nima no espaço de fase (células de Bohr). A

noção de ponto é recuperada quando se toma o limite clássico, ou seja, ~→ 0.

Esse formalismo proposto por Wigner tem sido aplicado a várias áreas, como na f́ısica

quântica, qúımica quântica, processamento de informação quântica, eletrônica quântica e

processamento de sinal[10]. Nesse formalismo, o sistema é descrito pela função de Wigner,

fw(q, p), que originalmente foi criada com o intuito de ser uma função de distribuição no

espaço de fase, mas, apesar de ser real e normalizada, pode tomar valores negativos, o que

contraria o sentido usual da ideia de distribuição. Por esse motivo, ficou conhecida como

função de quasi-distribuição. Outra caracteŕıstica é que as variáveis dinâmicas são repre-

sentadas por funções no espaço de fase e não por operadores. No formalismo de Wigner,

cada operador representado por A e definido em um espaço de Hilbert, H, é associado a

uma função no espaço de fase, Γ, denotada por aw(q, p)[11]. Esta associação consiste na

aplicação Ωw : A → aw(q, p) de tal forma que, a álgebra associativa de operadores em

H corresponde a uma álgebra associativa, porém, não-comutativa, em Γ. Assim, o pro-

duto de operadores, em H, fica definido em Γ pelo produto de Moyal, também chamado

de produto-estrela. O produto de dois operadores é, então, mapeado da seguinte forma

Ωw : AB → aw(q, p) ? bw(q, p). Portanto, o produto-estrela no espaço corresponde ao pro-

duto de dois operadores no espaço de Hilbert e é dado por[11, 12]

aw(q, p) ? bw(q, p) = aw(q, p)e
i~
2

(←−
∂
∂q

−→
∂
∂p
−
←−
∂
∂p

−→
∂
∂q

)
bw(q, p).

Um fato importante a ser notado é que o produto acima pode ser visto como uma aplicação

do operador Â = aw? atuando sobre a função bw, ou seja Â(bw) = aw ? bw.

2



1 INTRODUÇÃO

Utilizando o produto de Moyal, a função de Wigner obedece a uma equação análoga à

de Liouville-von Neumann, com os parentêses de Moyal substituindo o comutador,

i~
∂fw(q, p)

∂t
= {Hw, fw}M = Hw ? fw − fw ? Hw.

Usando as propriedades do produto de Moyal, é posśıvel construir problemas de autovalores

dentro do formalismo de Wigner, sendo assim, considerado como uma descrição alternativa

para a mecânica quântica de Schrödinger, de Heisenberg ou das integrais de caminho. Por

outro lado, para se ter uma descrição completa de um sistema quântico no espaço de fase

Γ é necessário resolver a equação de Schrödinger do problema, introduzir o operador den-

sidade, e por fim determinar a função de Wigner. Este procedimento é bastante intricado,

principalmente para sistemas não lineares ou sistemas quânticos relativ́ısticos, pois a cons-

trução de simetrias de calibre ainda não é bem compreendida no formalismo, e também

não é posśıvel visualizar efeitos de superposição. Uma solução para essas dificuldades foi

proposta por Oliveira et al. [13, 14]. Estudando as representações unitárias da álgebra de

Lie do grupo de Galilei e utilizando a noção de estrutura simplética associada ao produto

de Moyal, a função de Wigner é obtida por um caminho alternativo ao da equação de

Liouville-von Neumann. Nesse formalismo, a equação de Schrödinger é deduzida de forma

consistente.

À procura de resultados relativ́ısticos, utilizando operadores do tipo aw? para estudar

representações unitárias do grupo de Poincaré, Amorim et al.[15, 16] mostrou como escrever

as equações de Klein-Gordon e de Dirac no espaço fase.

A fim de derivar uma representação no espaço de fase para as part́ıculas de spin 1/2

no formalismo da covariância galileana, utilizamos, nesse trabalho, uma representação

simplética para o grupo estendido de Galilei, no cone de luz de um espaço-tempo de de

Sitter em (4+1) dimensões, que está associada à abordagem de Wigner [14, 16, 17, 18, 19].

Nós procedemos como segue. Na seção 2 é apresentada a construção da Covariância

Galileana. A equação Schrödinger (tipo Klein-Gordon) e a equação de Pauli-Schrödinger

(tipo Dirac) são derivadas mostrando a equivalência entre nosso formalismo e o formalismo

não-relativ́ıstico usual. Em 3 uma revisão do formalismo de Wigner é apresentado, mos-

trando as principais propriedades da função de Wigner. Também introduzimos o produto

estrela e exploramos algumas de suas propriedades. Na Seção 4 uma estrutura simplética é

constrúıda na variedade Galileana. Usando as relações de comutação, a equação Schrödin-

ger em cinco dimensões no espaço de fase é constrúıda. Com uma solução proposta, a
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equação de Schrödinger no espaço de fase é restaurada para sua forma não-covariante em

(3 + 1) dimensões. A equação de Pauli-Schrödinger explicitamente covariante é derivada

na Seção 5. Estudamos a part́ıcula galileana de spin 1/2 com potencial externo e soluções

são propostas e discutidas. O problema de Landau é resolvido nesse formalismo e chegamos

a sua solução em acordo com a literatura com a vantagem de obter a quebra de degene-

rescência de spin sem a necessidade de utilização de teorias de pertubação em um sistema

não relativ́ıstico. Na Seção 6, as considerações finais são apresentadas.
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Caṕıtulo 2

Covariância Galileana

O objetivo deste caṕıtulo é dedicado a construção de uma estrutura métrica associada

com as simetrias galileanas em uma abordagem de cinco dimensões, tendo como base os

trabalhos de Takahashi et. al. [3] e Santana et. al. [20, 4, 21, 22]. Neste caṕıtulo a variedade G
é definida. A álgebra de Lie dos geradores de transformações isométricas nesta variedade é

deduzida. É mostrado algumas das imersões do espaço de de Sitter onde tais imersões são

associadas a tipos de vetores de G com teorias relativ́ısticas e não-relativ́ısticas. A partir

de vetores associados a invariância de Galilei, é identificada a álgebra do grupo de Galilei

estendido G̃ξ como sub-álgebra em G. São tratadas as representações unitárias irredut́ıveis

de G̃ξ nesse contexto, são constrúıda representações da mecânica quântica não-relativ́ıstica

de forma covariante.

2.1 A variedade Galileana G

As transformações galileanas são dadas por

x′ = Rx+ vt+ a, (2.1)

t′ = t+ b. (2.2)

onde R é uma rotação euclidiana tridimensional, v é a velocidade relativa que define os

boosts de Galilei, a uma translação espacial e b uma translação temporal. No contexto

da simetria galileana descrevendo processos de baixa velocidade, pode-se introduzir uma

estrutura tensorial de espaço-tempo linear observando o seguinte. Na f́ısica não-relativ́ıstica,

a relação de dispersão de uma part́ıcula livre é dada por E = p2/2m, onde E é a energia,

p é o momento tridimensional e m é a massa. Esta relação de dispersão também pode ser
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2.2. A álgebra de Lie

escrita como

p2 − 2mE = 0. (2.3)

Agora vamos considerar o observável f́ısico que descreve o momento como uma quantidade

composta por cinco entradas, ou seja, (pµ) = (p, p4, p5) onde µ = 1, ..., 5; p denota o

tri-momento, p4 = −E/c′ é a energia e p5 = −c′m é a massa. Aqui c′ é uma constante

de velocidade e nós a tomaremos pela unidade, c′ = 1. Usando esta notação e a fim de

recuperar a Eq. (2.3), escrevemos uma relação de dispersão geral de cinco dimensões, isto

é pµpµ = pµpνgµν = p2 − 2p4p5 = k2, onde

gµν =


1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 −1

0 0 0 −1 0

 . (2.4)

Isto é, tomado como um tensor métrico, que foi introduzido de diferentes maneiras na

literatura.

Definindo um conjunto de coordenadas canônicas associadas a (pµ), escrevemos (qµ) =

(q, q4, q5), onde q é a coordenada canônica associada a p; q4 é a coordenada canônica

associado a E, e assim pode ser considerado como a coordenada de tempo; q5 é a coordenada

canônica associada a m, que é explicitamente dada em termos de q e q4. Podemos ver isso

por qµqµ = qµqνgµν = q2 − 2q4q5 = S2. Desde pµpµ = 0, temos que tomar S2 = 0, assim

q5 =
q2

2t
; ou infinitesimalmente, obtemos δq5 = v · δq. Portanto, o quinto componente é

basicamente definido pela velocidade.

2.2 A álgebra de Lie

Considere um vetor x ∈ G que obedece ao conjunto de transformações lineares do tipo

x̄µ = Gµ
νx

ν + aν . (2.5)
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2 COVARIÂNCIA GALILEANA

Sendo |G| = 1. Partindo das transformações infinitesimais do modo

Gµ
ν = δµν + εµν . (2.6)

Utilizando a representação unitária sobre o espaço das funções de um ponto em G, os

geradores são definidos por

Mµν := −i(xµ∂ν − xν∂µ), (2.7)

Pµ = −i∂µ. (2.8)

onde Mµν são os geradores das transformações homogêneas e Pµ das não-homogêneas.

Conseguimos então a seguinte álgebra de Lie

[Mµν ,Mρσ] = −i(gνρMµσ − gµρMνσ + gµσMνρ − gµσMνρ), (2.9)

[Pµ,Mρσ] = −i(gµρP σ − gµσP ρ), (2.10)

[Pµ, Pσ] = 0. (2.11)

Os invariante de Casimir dessa álgebra são I1 = PµP
µ e I2 = W5µW

µ
5 , onde Wµν =

1
2
εµαβρνP

αMβρ é o tensor de Pauli-Lubanski em cinco dimensões, e εµναβρ é o tensor de

Levi-Civita totalmente antissimétrico em cinco dimensões. Nós assumimos que ε54abc = εabc.

Onde, na representação escalar podemos considerar I2 = 0.

Podemos verificar que usando a transformação

x̄µ = Uµ
νx

ν , (2.12)

com Uµ
ν representados pela matriz

Uµ
ν =


1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1√
2

1√
2

0 0 0 1√
2
− 1√

2

 , (2.13)
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2.3. Imersões

com U = U−1, obtemos o produto escalar entre dois vetores x̄ = Ux e ȳ = Uy da forma

(x, y) = gµνx
µyν ,

= Uµ
α gµνU

ν
β x̄

αȳβ,

≡ ḡαβx̄
αȳβ,

onde ḡαβ = Uµ
α gµνU

ν
β. Explicitamente, este produto interno gera

(x, y) = x̄iȳi − x̄4ȳ4 + x̄5ȳ5.

onde ḡαβ = diag(1, 1, 1,−1, 1), é a métrica gµν diagonalizada. Esta é justamente a métrica

do espaço de de Sitter em (4+1) dimensões, um espaço de Minkowski em cinco dimensões.

2.3 Imersões

1. A primeira imersão considerada é definada por

I1 : A→ A =

(
A, A4,

A2

2A4

)
; A ∈ E3, A ∈ G. (2.14)

Sendo assim o quadrado da norma de A é

(A|A) = A2 − 2A4A5 = 0. (2.15)

A imersão I1 estabelece uma correspondência de E3 com vetores com norma nula de

G. Um exemplo são os vetores associados a invariância galileana em G.

2. A segunda imersão posśıvel é

I2 : A→ A = (A, A4, 0). (2.16)

Logo o quadrado da norma de A não é nula nos (A|A) = A2. Um exemplo é

x=(x,vt,0).

3. Uma terceira possibilidade de imersão é

I3 : A→ A = (A,
A4√

2
,
A4√

2
). (2.17)
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2 COVARIÂNCIA GALILEANA

Deste modo, temos (A|A) = A2 − (A4)2. Esta imersão leva portanto a um espaço de

Minkowviski M3,1 em G.

2.4 O Grupo de Galilei em G

Analisaremos agora um caso particular das transformações lineares (2.5) de interesse,

dado por

x̄i = Ri
jx
j + vix4 + ai, (2.18a)

x̄4 = x4 + a4, (2.18b)

x̄5 = x5 − (Ri
jx
j)vi +

1

2
v2x4. (2.18c)

com o pentavetor coordenada estando de acordo com a imersão I1 na Eq. (2.31a). Na forma

matricial, as transformações homogenias acima são escritas como

Gµ
ν =


R1

1 R1
2 R1

3 vi 0

R2
1 R2

2 R2
3 v2 0

R3
1 R3

2 R3
3 0v3 0

0 0 0 1 0

viR
i
1 viR

i
2 viR

i
3

v2

2
1

 . (2.19)

Podemos escrever os geradores, em uma decomposição (3+1+1), como

Ji =
1

2
εijkMjk, (2.20)

Ki = M5i, (2.21)

Ci = M4i, (2.22)

D = M54. (2.23)
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2.4. O Grupo de Galilei em G

Com as relações de comutação, considerando aquelas não-nulas, são reescritas como

[Ji, Jj] = iεijkJk,

[Ji, Cj] = iεijkCk,

[D,Ki] = iKi,

[P4, D] = iP4,

[Pi, Kj] = iδijP5,

[P4, Ki] = iPi,

[D,P5] = iP5,

[Ji, Kj] = iεijkKk,

[Ki, Cj] = iδijD + iεijkJk,

[Ci, D] = iCi,

[Ji, Pj] = iεijkPk,

[Pi, Cj] = iδijP4,

[P5, Ci] = iPi.

(2.24)

Percebemos que estas relações formam uma álgebra que tem como subálgebra a álgebra

de Lie do grupo de estendido Galilei no caso R3 × R1, considerando Ji os geradores das

rotações, Ki das transformações puras de Galilei, Pµ das translações espaciais e temporais.

De fato, podemos observar que as eqs. (2.18a) e (2.18b) são justamente as transformações

de Galilei dadas por (2.1) com x4 = t. A Eq. (2.18c) é uma condição de compatibilidade

que representa a imersão I1, pois por coerência a norma deste tipo de vetor G tem que ser

nula. A comutação de Ki e Pi é naturalmente diferente de zero nesse contexto, sendo que

P5 será relacionado a massa. Assim, o estudo das representações unitárias fiéis do grupo de

Galilei em G é que tem interesse para a f́ısica galileana, e por construção fica semelhante

ao caso do grupo de Poincaré para a f́ısica relativ́ıstica.

Um pentavetor de interesse é o 5-momento

pµ = (p,m,E) . (2.25)

o que leva pµ a estar de acordo com a imersão I1 e com as eqs. (2.18a)-(2.18c), considerando

apenas as transformações homogêneas, por p̄µ = Gµ
νp
ν , ou seja

p̄i = Ri
jp
j + vip4, (2.26)

p̄4 = p4, (2.27)

p̄5 = vi(R
i
j) +

1

2
v2p4 + p5. (2.28)

Nesta abordagem, o pentagradiente ∂µ ≡ (∇, ∂t, ∂5) também se transforma como um pen-

10



2 COVARIÂNCIA GALILEANA

tavetor, isto é,

∂̄µ = G ν
µ ∂ν , (2.29)

com G ν
µ = gµρG

ρ
σg

νσ dado por

G ν
µ =


R1

1 R1
2 R1

3 0 −vi

R2
1 R2

2 R2
3 0 −v2

R3
1 R3

2 R3
3 0 −v3

−viRi
1 −viRi

2 −viRi
3 1 v2

2

0 0 0 0 1

 . (2.30)

Utilizando a métrica gµν para levantamento e abaixamento de ı́ndices, os pentavetores

citados acima tornam-se

pµ = (p,−E,−m),

∂µ = (∇,−∂5,−∂t).

Assim, temos que p4 = −p5 = m e p5 = −p4 = E.

Observamos das eqs. (2.29) e (2.30), temos que ∂̄µ∂̄
µ = ∂µ∂

µ e ∂̄5 = ∂5, e Utilizando a

relação de correspondência,pµ = −i∂µ, temos

I1 = pµpµ, (2.31a)

I2 = W5µW
µ
5 , (2.31b)

I3 = p5, (2.31c)

são invariantes de Casimir da álgebra de Lie relacionada ao grupo de Galilei.

2.5 Representações para a Mecânica Quântica não-Relativ́ıstica

Nesta seção vamos estudar representações unitárias que descrevam part́ıculas quânticas

livres, partindo da análise dos invariantes da álgebra G.
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2.5. Representações para a Mecânica Quântica não-Relativ́ıstica

2.5.1 A Equação de Schrödinger

Utilizando os invariantes de Casimir I1, (2.31a) e I3, (2.31c) (no caso escalar I2 = 0),

encontrados na seção anterior e aplicando em Ψ, temos:

{
∂µ∂

µΨ = −k2Ψ

∂5Ψ = −imΨ
, (2.32)

onde k e m são constantes, e usando Ψ(xµ) = exp
(

(−imx5)ψ(x, x4)
)

, obtemos

− 1

2m
∇2ψ(x, x4) =

(
i∂t +

k2

2m

)
ψ(x, x4), (2.33)

que é a equação de Schrödinger de uma part́ıcula livre de massa m e energia E +
k2

2m
.

Neste contexto a 5-corrente é

jµ(x) = −i
(
ψ∗(x)∂µψ(x)− ∂µ(ψ∗(x))ψ(x)

)
, (2.34)

e é conservada, pois a 5-divergência é nula, ou seja

∂µj
µ = 0. (2.35)

Deste modo, a 5-corrente equivale à 4-corrente usual,

j(q) =
1

2m

[
Ψ∗(q)∇

(
Ψ(q)

)
−∇(Ψ∗(q)Ψ(q))

]
,

j4 = ρ(q) =
−i
2m

[
−Ψ∗(q)∂5(Ψ(q)) + ∂5(Ψ∗(q)Ψ(q))

]
= |Ψ|2,

sendo j(x) a corrente de probabilidade e ρ(q) a densidade de probabilidade.

2.5.2 A Equação de Pauli-Schrödinger

Neste contexto, apresentamos uma construção da equação de onda de spin 1/2, defi-

nindo um novo quadrivetor γµ tal que,

(∂µ∂
µ + k2) = (γµ∂µ + ik)(γν∂ν − ik), (2.36)

12



2 COVARIÂNCIA GALILEANA

para que (2.36) seja valida γµ deve obedecer à álgebra de Clifford, ou seja,

{γµ, γν} = 2gµν , (2.37)

onde gµν é nossas métrica penta-dimensional. Pegando a parte de sinal positivo e fazendo

atuar na função de onda ψ(x)

(γµ∂µ + ik)Ψ(x) = 0. (2.38)

Que é a equação de Pauli-Schrödinger escrita de forma explicitamente covariante (tipo

Dirac).

Por conveniência, utilizaremos as seguintes representações de γµ

γi =

(
σi 0

0 −σi

)
, γ4 =

(
0 0

−
√

2 0

)
, γ5 =

(
0
√

2

0 0

)
.

onde σi são as matrizes de Pauli e
√

2 é a matriz identidade 2x2 multiplicada por
√

2.

Podemos escrever o objeto Ψ, como

Ψ = e−imx
5

(
ϕ(x, x4)

χ(x, x4)

)
,

onde ϕ e χ são 2-espinores dependentes de xµ;µ = 1, ..., 5. Portanto, na representação em

que k=0, a eq (2.38) se reduz a

σ · ∇ϕ+
√

2∂5χ = 0, (2.39a)

−
√

2∂4ϕ− σ · ∇χ = 0. (2.39b)

As equações (2.39a) e (2.39b) tem o mesmo papel da Eq. (2.38), lembrando que as funções

ϕ e χ devem satisfazer a Eq. (2.32).

A 5-corrente é

jµ(x) =
1√
2i

[
ψ̄(x)γµψ(x)

]
, (2.40)

13



2.6. Interações Eletromagnéticas na Equação de Pauli

onde ψ̄ = ψ†ζ, com

ζ = − i√
2

(γ4 + γ5) =

(
0 −i
i 0

)
,

e jµ é conservada, pois a 5-divergência é nula, ou seja

∂µj
µ = 0.

Em termos de ϕ e χ

ji =
1√
2

[
χ†σφ+ ϕ†σχ

]
εijk,

j4 = ϕ†ϕ, j5 = χ†χ,

utilizando as eqs. (2.32), (2.39a) e (2.39b) temos

ji = − i

2m

[
ϕ†(x)∂iϕ(x)− ∂i(ϕ†(x))ϕ(x)

]
+

1

2m
∂j
[
ϕ†σkϕ

]
εijk,

e

∂5j
5 = ∂5(χ†χ) = 0.

O primeiro termo em ji representa a conhecida corrente de probabilidade dada na Eq.

(2.35), e o segundo é associado com a corrente de spin, que resulta no valor correto do

momento magnético intŕınseco da part́ıcula.

2.6 Interações Eletromagnéticas na Equação de Pauli

A natureza explicitamente covariante da equação de Pauli-Schrödinger permite introdu-

zir as interações eletromagnéticas de forma simples. Fazemos simplesmente a substituição

p̃µ ≡ pµ − eAµ, (2.41)

onde e é a carga elétrica fundamental e Aµ o 5-potencial coulombiano, segundo imersões

apropriadas [23]. A origem destas substituições vem do seguinte fato, constrói-se um La-

grangiano que reproduz-se a força de Lorentz, F = e [E + v×B]. Para a coordenada xi o

14



2 COVARIÂNCIA GALILEANA

momento canônico é dado por

pi =
∂L

∂ẋi
,

= mẋi + eAi, (2.42)

substituindo no Hamiltoniano temos

p̃ → p− eA,

Ẽ → E + eϕ,

P̃ µ → P µ − eAµ. (2.43)

Isto é chamado de acoplamento mı́nimo.

A equação de Pauli-Schrödinger torna-se, em forma matricial 2x2,

(
σ · p̃ −

√
2m√

2Ẽ −σ · p̃

)(
ϕ

χ

)
= 0. (2.44)

o que nos leva a

σ · p̃ϕ−
√

2mχ = 0, (2.45)

σ · p̃χ−
√

2Ẽϕ = 0. (2.46)

Na (2.45) temos que

χ =
σ · p̃√

2m
ϕ. (2.47)

Substituindo na equação (2.46), temos

Ẽϕ =
(σ · p̃)(σ · p̃)

2m
ϕ,

15



2.6. Interações Eletromagnéticas na Equação de Pauli

utilizando a identidade das matrizes de Pauli, temos

(σ · p̃)(σ · p̃)

2m
ϕ =

[
p̃2

2m
+
iσ

2m
· (p̃× p̃)

]
ϕ = Ẽϕ. (2.48)

Na representação de coordenadas

p̃× p̃u = (i∇+ eA)× (i∇u+ eAu),

= ie [∇× (Au) + A× (∇u), ]

= ie (∇×A)u = ieBu. (2.49)

Onde B é o campo magnético associado ao potencial vetor A, logo a equação (2.48) torna-se[
p̃2

2m
− µ ·B

]
ϕ = Ẽϕ. (2.50)

onde

µ = g
e

2m
S, (2.51)

com

S =
~
2
σ, (2.52)

e

g = 2. (2.53)

A equação acima nada mais é que a equação de Pauli com interação eletromagnética. É

interessante notar que o fator g = 2 aparece naturalmente sem a necessidade de adicioná-lo

ad-hoc. Fazendo o mesmo procedimento para χ chegaŕıamos ao mesmo resultado.

16



2 COVARIÂNCIA GALILEANA

2.7 A Equação de Pauli Modificada

Para ilustrar um resultado, nessa seção usaremos a seguinte representação das matrizes

γµ

γi =

(
σi 0

0 −σi

)
, γ4 =

(
0 −

√
2

0 0

)
, γ5 =

(
0 0√
2 0

)
.

Escolhendo o Ansazt,

ψS ≡ − σ · pφ
L

2
√

2mc2
,

onde c é a velocidade da luz, substituindo na expressão(
σ · p

√
2(E − V )

−
√

2m −σ · p

)(
ψL

ψS

)
= 0, (2.54)

e rearranjando os termos, temos(
σ · p V σ·p

2mc2

0 p2

2
√

2mc2

)(
ψL

φL

)
=

(
0 Eσ·p

2mc2√
2m 0

)(
ψL

φL

)
. (2.55)

Thus,

σ · pψL +
V σ · p
2mc2

φL =
Eσ · p
2mc2

φL, (2.56)

p2φL = 4m2c2ψL. (2.57)

Multiplicando a primeira equação por
σ · p
2m

pela esquerda, temos

p2

2m
ψL +

(σ · p)V (σ · p)

4m2c2
φL = EψL.

O único termo que tem qualquer dependência de spin é o termo envolvendo o potencial em

(2.7), e isso pode ainda ser separado usando a propriedade das matrizes de Pauli

(σ · p)V (σ · p) = pV · p + iσ · pV × p.
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2.7. A Equação de Pauli Modificada

Está claro agora que a verdadeira dependência de spin na equação de Pauli-Schrödinger

tipo-Dirac não está na energia cinética, mas no potencial, um fato que está oculto em

nossa forma explicitamente covariante da equação de Pauli-Schrödinger. Em um sistema

atômico, o potencial é esfericamente simétrico, e podemos escrever o termo dependente do

spin como

iσ · pV × p =
1

r

∂V

∂r
σ · r × p =

2

r

∂V

∂r
S · L. (2.58)

Ao realizar a separação de spin, obtemos um termo que envolve a interação do spin e do

momento angular orbital, uma interação spin-órbita.
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Caṕıtulo 3

Função de Wigner e o Produto estrela

A distribuição de quasi-probabilidade de Wigner (também chamada de função de Wig-

ner ou distribuição de Wigner-Ville em homenagem à Eugene Wigner e Jean-André Ville)

foi introduzida por Eugene Wigner em 1932 [6]. O seu objetivo era relacionar a função

de onda que aparece na equação de Schrödinger a uma distribuição de probabilidade no

espaço de fase. É uma função geradora para todas as funções de autocorrelação espacial

de uma dada função de onda quanto-mecânica ψ(x). Assim, ela mapeia a matriz de den-

sidade quântica nas funções reais de espaço de fase e operadores hermitianos introduzidos

por Hermann Weyl em 1927 [7], em um contexto relacionado à teoria da representação em

matemática (quantização de Weyl em f́ısica). Com efeito, isto é a transformação de Wigner-

Weyl da matriz de densidade, portanto, a realização desse operador no espaço de fase. Mais

tarde foi rederivada por Jean Ville em 1948 [8] como uma representação quadrática (em

sinal) da energia de frequência-tempo local de um sinal, efetivamente um espectrograma.

Em 1949, José Enrique Moyal [9], que a derivou independentemente, reconheceu-a como

funcional gerador do momento quântico, e assim como base de uma elegante codificação

de todos os valores esperados e, portanto, da mecânica quântica, no espaço de fase (for-

mulação do espaço de fase). Mapeando, porém, o espaço de fase da mecânica hamiltoniana

clássica em um espaço de fase quântico através da substituição das variáveis q e p, por

operadores hermitianos Q̂ e P̂ , respectivamente, que satisfazem a relação [Q̂, P̂ ] = i~1,

percebe-se que a noção de ponto é perdida e a constante de Planck, ~, limita o valor de

uma área mı́nima no espaço de fase. Recupera-se a noção de ponto quando se toma o limite

clássico, ou seja, ~→ 0. Tem aplicações em mecânica estat́ıstica, qúımica quântica, óptica

quântica, óptica clássica e análise de sinais em diversos campos, como engenharia elétrica,

sismologia, análise de tempo-frequência para sinais de música, espectrogramas em biologia

e processamento de fala e design de motores. Nesse caṕıtulo faremos uma breve revisão da
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3.1. A Matriz Densidade

representação da mecânica quântica no espaço de fase e da função de Wigner, com ênfase em

suas propriedades, evolução temporal, produto de dois operadores equivalentes em Wigner

e propriedades do produto de Moyal, baseados nos trabalhos [15, 16, 17, 24, 25, 26, 27].

3.1 A Matriz Densidade

Na mecânica quântica podemos fazer uma abordagem do ponto de vista estat́ıstico

representando os estados macroscópicos por meio do operador densidade

ρ =
∑
i

ωi |ψi(t)〉〈ψi(t)| ,

onde {ψi}, são os estados microscópicos do ensemble estat́ıstico e ωi =
Ni

N
, é o peso

estat́ıstico para o estado quântico |ψi〉. A matriz densidade é dita conter toda a informação

fisicamente relevante que podemos possivelmente obter sobre o ensemble em questão. Para

estados puros teremos

ρ(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)| . (3.1)

O valor esperado de um operador A na formulação da mecânica quântica estat́ıstica usual

é dado por

〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉 = Tr(ρA) = Tr(Aρ). (3.2)

A matriz densidade ρ apresenta as seguintes propriedades

• hermeticidade: ρ = ρ†;

• traço: Trρ = 1;

A equação que governa a evolução temporal da matriz densidade ρ é chamada de equação

de Liouville-von Neumann, dada por

i~
∂ρ

∂t
= [H(t), ρ(t)] . (3.3)

onde H representa a energia total do sistema. É posśıvel introduzir uma formulação da

mecânica quântica no espaço de fase a partir de ρ. Essa formulação é conhecida como

método da função de Wigner.
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3 FUNÇÃO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

3.2 Função de Wigner e suas propriedades

O operador densidade ρ pode receber várias representações matriciais, sendo a repre-

sentação de posição, 〈q|ρ|q′〉, e a representação de momento, 〈p|ρ|p′〉, as mais comuns.

A representação de Wigner é, em certo sentido, intermediária entre esses dois. Para uma

única part́ıcula em uma dimensão, ela é definida como

fw(q, p) = Ω(ρ) = (2π~)−1

∫
dz exp

(
ipz

~

) 〈
q − z

2

∣∣∣ρ∣∣∣q +
z

2

〉
. (3.4)

ou ainda

fw(q, p) = Ω(ρ) = (2π~)−1

∫
dk exp

(
−iqk
~

) 〈
p− k

2

∣∣∣∣ρ∣∣∣∣p+
k

2

〉
. (3.5)

Correspondendo ao mapeamento Ω : ρ → fw(q, p). Considerando um sistema quântico

descrito por um estado puro, de modo que ρ = |ψ〉〈ψ|, a função de Wigner pode então ser

escrita como

fw(q, p) = (2π~)−1

∫
dz exp

(
ipz

~

)
ψ†
(
q +

z

2

)
ψ
(
q − z

2

)
. (3.6)

Tomemos como exemplo o oscilador harmônico. Em unidades atômicas e tomando m =

ω = ~ = 1, o hamiltoniano fica dado por

H =
p2 + q2

2
,

as soluções para o estado fundamental e para o primeiro estado excitado são, respectiva-

mente,

ψ0(q) =

(
1

π

) 1
4

e−
q2

2 ,

ψ1(q) =

(
4

π

) 1
4

qe−
q2

2 .
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3.2. Função de Wigner e suas propriedades

A função de Wigner que corresponde a cada estado pode ser calculada através da Eq.(3.6).

Então para o estado fundamental

f 0
w(q, p) = (2π)−1

∫
eipzψ†0

(
q +

z

2

)
ψ0(q − z

2
)dz,

f 0
w(q, p) =

1

π
e−(q2+p2). (3.7)

E, para o primeiro estado excitado

f 1
w(q, p) = (2π)−1

∫
eipzψ†1(q +

z

2
)ψ1(q − z

2
)dz,

f 1
w(q, p) =

1

π
e−(q2+p2)(2p2 + 2q2 − 1). (3.8)

As funções dadas pelas eqs. (3.7) e (3.8) possuem os seguintes comportamentos no espaço

de fase, dadas nas figuras (3.1) e (3.2) , respectivamente,

−2 −1 0
1

2−2

0

20

0.2

p
q −0.4

−0.2

0

0.2

0.4

Figura 3.1: Função de Wigner para o oscilador harmônico, estado fundamental
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−2 −1 0
1

2−2

0

2
−0.2

0

p
q −0.4

−0.2

0

0.2

0.4

Figura 3.2: Função de Wigner para o oscilador harmônico, primeiro estado excitado

A função de Wigner não representa uma distribuição de probabilidade, pois se fψ e fφ

são duas funções de Wigner associadas respectivamente, aos estados |ψ〉 e |φ〉, então

|〈ψ|φ〉|2 = (2π~)−1

∫
fψ(q, p; t)fφ(q, p; t)dqdp, (3.9)

o lado esquerdo dessa equação é positivo ou nulo (nesse caso se os kets forem ortogonais),

no último caso temos como consequência que a integral, f †ψ(q, p; t)fφ(q, p; t), é nula, porém

fψ(q, p; t) e fφ(q, p; t) não são necessariamente nulas, forçando a concluir que podem assumir

valores negativos. Por esse motivo a função de Wigner recebe o nome de distribuição de

quasi-probabilidade, já que quando integrada pode ser interpretada como uma distribuição

de probabilidades de variáveis f́ısicas, como veremos a seguir.

Primeiramente, a função de Wigner é limitada.

Demonstração:

Tomemos como exemplo um estado puro, dado pela Eq. (3.4)

fw(q, p) = Ω(ρ) = (2π~)−1

∫
dz exp

(
ipz

~

) 〈
q − z

2

∣∣∣ρ∣∣∣q +
z

2

〉
.

Se definirmos as funções de onda normalizadas

ϕ1(z) =
1√
2
e
ipz
~ ψ†(q +

z

2
) e ϕ2(z) =

1√
2
ψ(q − z

2
),

23



3.2. Função de Wigner e suas propriedades

vemos que a função de Wigner pode ser interpretada como o produto escalar

fw(q, p) =
1

π~

∫
dz ϕ†1(z)ϕ2(z) =

1

π~
〈ϕ1|ϕ2〉 ,

e portanto,

|fw(q, p)| = 1

π~
|〈ϕ1|ϕ2〉|.

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Scwarz

|〈ϕ1|ϕ2〉|2 ≤ 〈ϕ1|ϕ1〉 〈ϕ2|ϕ2〉 ,

temos que, já que as funções ϕ1 e ϕ2 são normalizadas.

|〈ϕ1|ϕ2〉|2 ≤ 1.

Portanto,

|fw(q, p)| ≤ 1

π~
. (3.10)

A desigualdade |fw(q, p)| ≤ 1
π~ implica que a função de Wigner é diferente de zero em uma

região cuja a área do espaço de fase é menor ou igual a h/2 [28]. Assim, a função de Wigner

para um estado puro carrega intrinsecamente a informação sobre o prinćıpio de incerteza,

q e p não podem ser infinitamente localizados em um único ponto do espaço de fase.

Segue-se diretamente de (3.4) e (3.5) que

|ψ(q)|2 =

∫
fwdp = 〈q|ρ|q〉 , (3.11)

|ψ(p)|2 =

∫
fwdq = 〈p|ρ|p〉 . (3.12)

Demonstração:

Para demonstrar a Eq.(3.11) basta introduzir a Eq.(3.4) em
∫
fwdp o que nos leva a∫

dpfw = (2π~)−1

∫
dpdz

〈
q − z

2

∣∣∣ρ∣∣∣q +
z

2

〉
exp

(
ipz

~

)
, (3.13)
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3 FUNÇÃO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

se for feita primeiramente a integração em p, temos que∫
dz
〈
q − z

2

∣∣∣ρ∣∣∣q +
z

2

〉(∫
dp (2π~)−1 exp

(
ipz

~

))
, (3.14)

onde o termo entre parêntesis é o delta de Dirac, δ(z). Com isso temos∫
dz
〈
q − z

2

∣∣∣ρ∣∣∣q +
z

2

〉
δ(z) = 〈q|ρ|q〉 = |ψ(q)|2, (3.15)

analogamente substituindo Eq.(3.12) em Eq.(3.4)∫
dqfw = (2π~)−1

∫
dkdq exp

(
−iqk
~

) 〈
p− k

2

∣∣∣∣ρ∣∣∣∣p+
k

2

〉
, (3.16)

se for feita primeiramente a integração em q, temos que∫
dk

〈
p− k

2

∣∣∣∣ρ∣∣∣∣p+
k

2

〉(∫
dq (2π~)−1 exp

(
−iqk
~

))
, (3.17)

onde o termo entre parêntesis é o delta de Dirac, δ(k). Com isso temos∫
dk

〈
p− k

2

∣∣∣∣ρ∣∣∣∣p+
k

2

〉
δ(k) = 〈p|ρ|p〉 = |ψ(p)|2. (3.18)

Mostraremos agora a normalização da função de Wigner, insto é∫
fw(q, p)dqdp = Trρ = 1. (3.19)

Demonstração:

Substituindo a equação (3.4) em (3.19), obtemos∫
fw(q, p)dqdp = (2π~)−1

∫
dzdpdq exp

(
ipz

~

) 〈
q − z

2

∣∣∣ρ∣∣∣q +
z

2

〉
. (3.20)

Se calcularmos primeiro em p, temos∫
fw(q, p)dqdp =

∫
dzdq

〈
q − z

2

∣∣∣ρ∣∣∣q +
z

2

〉(
(2π~)−1

∫
dp ei

p
~ z

)
. (3.21)
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3.2. Função de Wigner e suas propriedades

O termo entre parênteses é a delta de Dirac. Com isso, temos∫
fw(q, p)dqdp =

∫
dzdq

〈
q − z

2

∣∣∣ρ∣∣∣q +
z

2

〉
δ(z), (3.22)

=

∫
dq 〈q|ρ|q〉 = Trρ = 1, (3.23)

q.e.d.

Agora se a integração sobre o espaço de fase for realizada em um produto de duas

funções de Wigner a dois estados distintos, caracterizados por ρ1 e ρ2, encontraremos uma

propriedade que diz respeito ao traço do produto de duas matrizes de densidade.∫
dqdpfw1(q, p)fw2(q, p) =

1

2π~
Tr(ρ1ρ2). (3.24)

Demonstração:

Usando a equação (3.4), segue que∫
dqdpfw1(q, p)fw2(q, p) =

(
1

2π~

)2 ∫
dqdpdz1dz2 e

ip
~ (z1+z2)

×
〈
q − z1

2

∣∣∣ρ1

∣∣∣q +
z1

2

〉 〈
q − z2

2

∣∣∣ρ2

∣∣∣q +
z2

2

〉
,

integrando em p nos dá uma delta de Dirac δ(z1 + z2), de forma que, após integrar em z2

temos∫
dqdpfw1(q, p)fw2(q, p) =

(
1

2π~

)∫
dqdz1

〈
q − z1

2

∣∣∣ρ1

∣∣∣q +
z1

2

〉 〈
q +

z1

2

∣∣∣ρ2

∣∣∣q − z1

2

〉
.

Fazendo a mudança de variáveis

q′ = q − z1

2
, q′′ = q +

z1

2
,

chegamos a∫
dqdpfw1(q, p)fw2(q, p) =

(
1

2π~

)∫
dq′dq′′ 〈q′|ρ1|q′′〉 〈q′′|ρ2|q′〉 . (3.25)
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3 FUNÇÃO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

Utilizando a relação de completeza, temos∫
dqdpfw1(q, p)fw2(q, p) =

(
1

2π~

)∫
dq′ 〈q′|ρ1ρ2|q′〉 ,

=

(
1

2π~

)
Tr(ρ1ρ2), (3.26)

q.e.d.

Agora nos questionamos se é posśıvel encontrar para qualquer operador quânticoA(Q,P ),

onde Q e P são os operadores de posição e momento, uma função correspondente, Aw(q, p),

na representação de Wigner. A resposta é positiva. De forma análoga ao que foi feito

na definição da função de Wigner, definimos as funções Aw(q, p) associadas ao operador

A(Q,P )dada por,

Aw(q, p) =

∫
dz exp

(
ipz

~

) 〈
q − z

2

∣∣∣A(Q,P )
∣∣∣q +

z

2

〉
, (3.27)

ou

Aw(q, p) =

∫
dz exp

(
−iqk
~

) 〈
p− k

2

∣∣∣∣A(Q,P )

∣∣∣∣p+
k

2

〉
. (3.28)

Chamaremos estas funções de funções equivalentes de Wigner dos operadores A(Q,P ).

Podemos, então, assim dizer que a função de Wigner é a função equivalente de Wigner

para o operador ρ

fw = (2π~)−1ρw. (3.29)

Com a definição dos equivalentes de Wigner a quaisquer operadores quânticos na re-

presentação de Wigner, temos que o valor esperado de um observável, num estado |ψ〉 é

representado como

〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉 =

∫
dpdqAw(q, p)fw(q, p) = Tr(Aρ). (3.30)

Demonstração:
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3.2. Função de Wigner e suas propriedades

Substituindo as equações (3.4) e (3.28) em (3.30), temos

〈A〉 =

∫
dpdq Aw(q, p)fw(q, p) = Tr(ρA) =

1

2π~

∫
dqdpdz′dz′′ exp

(
ipz′

~

)

×
〈
q − z′

2

∣∣∣∣A(Q,P )

∣∣∣∣q +
z′

2

〉 〈
q − z′′

2

∣∣∣∣ρ∣∣∣∣q +
z′′

2

〉
, (3.31)

integrando em p resulta em uma delta de Dirac δ(z′ + z′′). Com isso, integrando em z′′

〈A〉 =

∫
dqdz′

〈
q − z′

2

∣∣∣∣A(Q,P )

∣∣∣∣q +
z′

2

〉 〈
q +

z′

2

∣∣∣∣ρ∣∣∣∣q − z′

2

〉
. (3.32)

Introduzindo a mudança de variáveis,

q′ = q − z1

2
, q′′ = q +

z1

2
,

temos

〈A〉 =

∫
dq′dq′′ 〈q′|A(Q,P )|q′′〉 〈q′′|ρ|q′〉 = Tr(ρA). (3.33)

q.e.d.

O problema agora consiste em mostrar a correspondência uńıvoca entre um operador

quântico A(Q,P ) e o rećıproco na representação de Wigner Aw(q, p). Isso pode ser feito

via a regra de quantização de Weyl que é definida da seguinte forma. Dada uma função no

espaço de fase, α(τ, σ), então existe um operador quântico no espaço de Hilbert, A(Q,P ),

associado a α(τ, σ) tal que

A(Q,P ) =
1

2π~

∫
dτdσ e

i(σQ+τP )
~ α(τ, σ), (3.34)

onde τ está associado à coordenada de posição e σ à coordenada de momento no espaço

de fase. Se escrevermos A(Q,P ) em termos de Aw(q, p) tem-se o seguinte resultado

α(τ, σ) =

∫
dqdp e

i(σQ+τP )
~ Aw(q, p). (3.35)

Para verificar essa equivalência, deve ser mostrado que o operador definido por W (Q,P ) =

e
i(σQ+τP )

~ , satisfaz uma espécie de ortogonalidade e completeza no espaço dos operadores do

tipo A(Q,P ). Utilizando a formula de Glauber, dada por eA+B = eAeBe−
1
2

[A,B] rescrevemos
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3 FUNÇÃO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

então W (P,Q) como

W (Q,P ) = e
iσQ
~ e

iτP
~ e

iστ
2 ,

onde usamos o fato de que [Q,P ] = i~. Podemos então calcular o valor da expressão

〈q′|e±
i
~ (σQ+τP )|q〉 = 〈q′|e±

iσQ
~ e±

iτP
~ e±

iστ
2 |q〉 .

Sabe-se que Q |q〉 = q |q〉, então e±
i
~σQ |q〉 = e±

i
~σq |q〉 e utilizando a propriedade do opera-

dor translação, e
iτP
~ |q〉 = |q − τ〉. Dessa forma obtemos

〈q′|e±
i
~ (σQ+τP )|q〉 = e±σ( i~ q

′± τ
2

)δ(q′ − q ± τ),

que implica

Tre−
i
2

(σQ−τP ) = (2π~)3δ(σ)δ(τ),

pois, por definição TrA =
∫
dqdp 〈q′|A|q〉 = (2π~)−1

∫
dqdpAw(q, p). Portanto,

Tre−
i
~ (σQ−τP ) = (2π~)−1

∫
dqdp

∫
dz exp(ipz)

〈
q − z

2

∣∣∣e− i
~ (σQ−τP )

∣∣∣q +
z

2

〉
, (3.36)

= (2π~)−1

∫
dqdp

∫
dz exp(ipz) exp(iσ(q − z − τ))δ(z + τ).

Utilizando a delta de Dirac e integrando em z, temos

Tre−
i
~ (σQ−τP ) = (2π~)−1

∫
dqdp e

ipτ
~ e

iqσ
~ . (3.37)

Identificamos, assim, duas deltas na forma integral, ou seja,

Tre−i~(σQ+τP ) = (2π~)3δ(σ)δ(τ).

Isso nos leva às relações de ortogonalidade

Tre−
i
~ (σ′Q−τ ′P )e−

i
~ (σQ−τP ) = (2π~)3δ(σ′ − σ)δ(τ ′ − τ). (3.38)

Para provar a equivalência entre as equações (3.28) e (3.29) e as equações (3.34) e (3.35),
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3.3. Equivalência dos Operadores na Representação de Wigner

assumimos que a expansão

A(Q,P ) =

∫
dσdτ α(σ, τ)e

i
~ (σQ′+τP ′), (3.39)

existe. Sendo assim, usando a relação de ortogonalidade mostrada anteriormente, facilmente

notamos que

α(σ, τ) =
1

2π~
Tr
{
A(Q,P )e−

i
~ (σQ′+τP ′)

}
.

Para provar a existência da equação (3.39), substitúımos a equação

α(σ, τ) =

∫
dqdpe−

i
~ (σQ+τP )Aw(q, p), (3.40)

na própria equação (3.39). Calculando os elementos de matriz na representação de posição,

chegamos a

〈q|A(Q,P )|q′〉 = (2π~)−1

∫
dσdτdq′′dq′′′ 〈q′′|A(Q,P )|q′′′〉

× 〈q′′′|e
i
~ (σQ′+τP ′)|q′′〉 〈q|e

i
~ (σQ+τP )|q′〉 .

E ainda com o uso da Eq. (3.38), obtemos a seguinte identidade

〈q|A(Q,P )|q′〉 = 〈q|A(Q,P )|q′〉 . (3.41)

O que prova a existência da expansão (3.39). Isso prova também que é posśıvel usar as

equações (3.39) e (3.40) para trabalhar em ambas direções: dado A(Q,P ), podemos deter-

minar Aw(q, p) univocamente e vice-versa.

3.3 Equivalência dos Operadores na Representação de Wigner

O objetivo dessa sessão é demonstrar algumas propriedades referentes a equivalência

entre os operadores escritos na representação usual e seus respectivos equivalentes na re-

presentação de Wigner, que podem ser deduzidas a partir de resultados já obtidos. Tais

propriedades são referentes a equivalência entre os operadores escritos na representação e

seus respectivos equivalentes na representação de Wigner.

Se A = A(P ) (isto é, independente de Q), então Aw = A(p). Ou seja, eles terão a
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3 FUNÇÃO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

mesma forma, com a ressalva que os operadores P serão substitúıdos pelas variáveis p.

Demonstração:

Um operador A(P ) pode ser expandido em uma série de P , como

A(P ) = A(0) + PA′(0) + ... (3.42)

Utilizando agora a equação (3.27), já substituindo A(Q,P ) pela expansão, tem-se

Aw(q, p) =

∫
dk exp

(
−iqk

~

) 〈
p− k

2

∣∣∣∣A(0) + PA′(0) +
P 2

2!
A′′(0) + ...

∣∣∣∣p+
k

2

〉
. (3.43)

Sabendo que P |p〉 = p |p〉 temos,

Aw(q, p) = A(0)

∫
dk exp

(
−iqk

~

)〈
p− k

2

∣∣∣∣p+
k

2

〉

+ A′(0)

∫
dk exp

(
−iqk

~

)(
p+

k

2

)〈
p− k

2

∣∣∣∣p+
k

2

〉

+ A(0)′′
∫
dk exp

(
−iqk

~

)
(p+ k

2
)2

2!

〈
p− k

2

∣∣∣∣p+
k

2

〉
+ ...

Observando também que
〈
p− k

2

∣∣p+ k
2

〉
= δk e utilizando a propriedade da delta para

calcular a integral em k, chega-se a

Aw(p) = A(0) + pA′(0) +
p2

2!
A′′(0) + ... = A(p). (3.44)

q.e.d.

Analogamente, usando a equação (3.28), chegamos a, se A = A(Q), então Aw(q, p) = A(q).

Se A(Q,P ) = c1, onde c é uma constante (isto é, A(Q,P ) é múltiplo do operador

identidade 1), então Aw = c.

Demonstração:

Esta propriedade é demonstrada de forma imediata. Basta tomar a equação (3.27). e
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3.3. Equivalência dos Operadores na Representação de Wigner

no lugar de A(Q,P ) colocar uma constante c.Como uma constante não age nos kets, temos

Aw(q, p) =

∫
dz exp

(
ipz

~

) 〈
q − z

2

∣∣∣c∣∣∣q +
z

2

〉
,

Aw(q, p) = c

∫
dz exp

(
ipz

~

)〈
q − z

2

∣∣∣q +
z

2

〉
. (3.45)

Utilizando o fato que
〈
q − k

2

∣∣q + k
2

〉
= δk e integrando em z, obtemos

Aw(q, p) = c. (3.46)

q.e.d.

O TrA = (2π~)−1
∫
dqdp Aw(q, p) .

Demonstração:

Utilizando (2π~)−1
∫
dqdp Aw(q, p) e substituindo nela a eq (3.27), temos

(2π~)−1

∫
dqdp Aw(q, p) =

∫
dqdp

∫
dz exp

(
ipz

~

) 〈
q − z

2

∣∣∣A(Q,P )
∣∣∣q +

z

2

〉
.

Integrando em p, é identificada a função de delta de Dirac na forma integral,

(2π~)−1

∫
dqdp Aw(q, p) =

∫
dqdp

〈
q − z

2

∣∣∣A(Q,P )
∣∣∣q +

z

2

〉∫
dz exp

(
ipz

~

)
.

Utilizando a delta para integrar em z, temos

(2π~)−1

∫
dqdp Aw(q, p) =

∫
dqdz

〈
q − z

2

∣∣∣A(Q,P )
∣∣∣q +

z

2

〉
δ(z). (3.47)

Ficamos com

(2π~)−1

∫
dqdp Aw(q, p) =

∫
dq 〈q|A(Q,P )|q〉 = TrA. (3.48)

q.e.d.

Da demonstração acima vê-se que
∫
dp Aw(q, p) = (2π~)−1 〈q|A|q〉 e

∫
dq Aw(q, p) =

(2π~)−1 〈p|A|p〉, simplesmente substitúımos a equação (3.27) na primeira propriedade e a

equação (3.28) na segunda, utilizando o mesmo processo feito na demonstração acima.

Por fim temos que 〈q|A(Q,P )|q′〉 = (2π~)−1
∫
dσ eiσ

q+q′
2~ α(σ, q − q′), onde α(σ, τ) é a
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3 FUNÇÃO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

transformada de Fourier de Aw(q, p).

Demonstração:

Utilizando a expressão A(Q,P ) = 1
2π~

∫
dσdτ , temos

〈q|A(Q,P )|q′〉 =

∫
dσdτ α(σ, τ) 〈q|ei

σQ+τP
~ |q′〉 . (3.49)

E usando a equação (3.38), segue que

〈q|A(Q,P )|q′〉 = (2π~)−1

∫
dσ eiσ

q+q′
2~ α(σ, q − q′). (3.50)

q.e.d.

Agora que já sabemos como se dá a equivalência de operadores na representação de

Wigner, nosso objetivo é descobrir como é que se representa a equivalência de produtos de

operadores na representação de Wigner, pois isto é fundamental para o desenvolvimento

da dinâmica.

3.4 O Produto de Weyl-Moyal

O produto de dois operadores quânticos AB na representação de Wigner é escrito na

forma

(AB)w =

∫
dz ei

pz
~

〈
q − z

2

∣∣∣AB∣∣∣q +
z

2

〉
, (3.51)

introduzindo a relação de fechamento
∫
dq |q〉〈q| = 1, temos

(AB)w =

∫
dzdq ei

pz
~

〈
q − z

2

∣∣∣A∣∣∣q〉 〈q∣∣∣B∣∣∣q +
z

2

〉
, (3.52)

Usando a Eq. (3.50)

(AB)w = (2π~) −2

∫
dzdq′ ei

pz
~

∫
dσdσ′ei

σ
2~ (q+q′(q+q′− z

2
))α(σ, q′ − q +

z

2
)

× ei
σ
2~ (q+q′(q+q′− z

2
))β(σ′, q − q′ + z

2
).
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Fazendo as mudanças de variáveis; τ = q′ − q + z
2

e τ ′ = q − q′ + z
2
, chega-se a

(AB)w = (2π~)−2

∫
dσdσ′dτdτ ′ ei

σt+τq
~ α(σ, τ)ei

σ′τ+στ ′
2~ β(σ′, τ ′)ei

σ′q+τ ′p
~ . (3.53)

O fator ei
σ′τ+στ ′

2~ pode ser substitúıdo de modo equivalente por ei
Λ~
2 , onde Λ é o operador

bidiferencial

Λ =

←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q
.

As setas indicam o sentido onde os operadores devem ser aplicados. Portanto, utilizando

de, Aw =
∫
dqdpei

σq+τp
~ α(σ, τ) e Bw =

∫
dqdpei

σ′q+τ ′p
~ β(σ′, τ ′), o produto de operadores na

representação de Wigner fica escirto como

(AB)w = Aw(q, p)e
iΛ~

2 Bw(q, p),

ou

(AB)w = Bw(q, p)e−
iΛ~

2 Aw(q, p).

Dessa forma, a operação denominada de produto-estrela fica definida como

(AB)w = Aw(q, p)e
iΛ~

2 Bw(q, p) = Aw(q, p) ? Bw(q, p).

Notemos que o produto-estrela não é comutativo, e relaciona o formalismo proposto por

Wigner com o formalismo de quantização proposto por Weyl.

3.5 Evolução Temporal

Podemos determinar a evolução temporal da função de Wigner ou qualquer operador

na representação de Wigner partindo da equação de Liuoville Von-Neumann dada por

i~∂tρ = Hρ− ρH, (3.54)
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onde ρ é a matriz densidade e H é o Hamiltoniano. Usando a aplicação de Wigner, Ω nesta

equação, temos

i~Ω(∂tρ) = Ω(Hρ)− Ω(ρH). (3.55)

Como

i~
∂fw
∂t

= {Hw, fw}M , (3.56)

onde Hw, fwM = Hw ? fw − fw ? Hw é o parentese de Moyal. O parêntese de Moyal pode

ser ainda escrita da seguinte forma,

{a, b}M = a ? b− b ? a = 2ia(q, p) sen

[
~
2

(←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q

)]
b(q, p), (3.57)

onde, utilizamos do fato, ei~Λ/2 − e−i~Λ/2 = 2i sen
(
~Λ

2

)
.

Expandindo em série de potências o seno da última expressão que define o parênteses

de Moyal, obtemos,

sen

(
~

Λ

2

)
=

~Λ

2
− 1

3!

(
~

Λ

2

)3

+
1

5!

(
~

Λ

2

)5

+ ... (3.58)

No limite em que ~ → 0, obtemos como resultado que a função de Wigner obedece a

equação de Liouville clássica, com Hw no lugar da função hamiltoniana, isto é

∂fw
∂t

=
∂Hw

∂q

∂fw
∂p
− ∂Hw

∂p

∂fw
∂q

= {Hw, fw}, (3.59)

e ainda

∂Hw

∂q
= ṗ e

∂Hw

∂p
= q̇. (3.60)

Então, o formalismo de Wigner recupera as equações canônicas da mecânica clássica,

quando tomamos o limite clássico, o que mostra que esse formalismo é compat́ıvel com

o prinćıpio da correspondência, fortalecendo a importância da descrição de Wigner na

mecânica quântica no estudo do limite clássico e no desenvolvimento de métodos se-

miclássicos. O estudo apresentado sobre o método de Wigner, até o momento, foi baseado

na descrição de Schrödinger da mecânica quântica, ou seja, considerando que apenas os
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3.6. Propriedades do Produto Estrela

estados (e não os operadores) evoluem com o tempo. No entanto, é posśıvel desenvolver um

tratamento análogo em termos de operadores expressos na descrição de Heisenberg (onde

os operadores evoluem com o tempo, e os estados ficam estáticos), sem maiores problemas.

3.6 Propriedades do Produto Estrela

O produto estrela ou produto de Weyl entre duas funções f(q, p) e g(q, p) é definindo

por

f(q, p) ? g(q, p) = f(q, p) exp

[
i~
2

(←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q

)]
g(q, p). (3.61)

Apresentaremos a seguir algumas propriedades do produto estrela.

Seja c ∈ C. Então

c ? f(q, p) = f(q, p) ? c = cf(q, p). (3.62)

Demonstração:

Expandindo o produto estrela em série de potências, temos

c ? f(q, p) = c

1 +
i~
2

(←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q

)
+

1

2!

(
i~
2

)2
(←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q

)2

+ ...

 f(q, p).

Os operadores que atuam em c pelo lado esquerdo se anularão, pois c é uma constante. O

mesmo acontece se c estiver do lado direito, sobrando assim somente o operador identidade

1.

O produto estrela é não-comutativo, isto é

f(q, p) ? g(q, p) 6= g(q, p) ? f(q, p). (3.63)

Ou seja, f(q, p)e
i~Λ

2 g(q, p) 6= g(q, p)e
i~Λ

2 f(q, p). Pois na verdade,

f(q, p)e
i~Λ

2 g(q, p) = g(q, p)e−
i~Λ

2 f(q, p).

Demonstração:

Fazendo os casos particulares q ? p e p ? q,
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3 FUNÇÃO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

Caso 1:

q ? p =

(
q +

i~
2
∂p

)
p = qp+

i~
2
.

Caso 2:

p ? q =

(
p− i~

2
∂q

)
q = pq − i~

2
.

q.e.d.

O produto estrela realizado entre duas funções no espaço de fase promove uma delas a

categoria de operador,

f(q, p) ? g(q, p) = f

(
q +

i~
2

−→
∂

∂p
, p− i~

2

−→
∂

∂q

)
g(q, p)

= f(q, p)g

(
q +

i~
2

←−
∂

∂p
, p− i~

2

←−
∂

∂q

)
.

Demonstração:

Fazendo a ≡
−→
∂
∂p

e b ≡
−→
∂
∂q

, temos

f(q, p) ? g(q, p) = f(q, p)e
i~
2

(
a
←−
∂
∂q
−b
←−
∂
∂p

)
g(q, p).

Considerando que ea∂xf(x) = f(x+ a), obtemos

f(q, p) ? g(q, p) = f

(
q +

i~
2
a, p− i~

2
b

)
g(p, q).

Assim

f(q, p) ? g(q, p) = f

(
q +

i~
2

−→
∂

∂p
, p− i~

2

−→
∂

∂q

)
g(p, q).

Portanto definimos o operador-estrela,

f̂ = f(q, p) ? .
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3.6. Propriedades do Produto Estrela

A conjugação complexa troca a ordem do produto estrela,

(f ? g)† = g† ? f †. (3.64)

Demonstração:

A Eq. (3.61) pode ser reescrita como

f(q, p) ? g(q, p) = exp

[
i~
2

(
∂

∂q

∂

∂p′
− ∂

∂p

∂

∂q′

)]
f(q, p)g(q′, p′)

∣∣∣∣
q′,p′=q,p

(3.65)

Expandindo a exponencial numa série de potências, temos

exp

[
i~
2

(∂q∂p′ − ∂p∂q′)
]

=
∞∑
n=0

1

n!

(
i~
2

)n
(∂q∂p′ − ∂p∂q′)n.

E, ainda, escrevendo a escrevendo a expressão (∂q∂p′−∂p∂q′)n usando o binômio de Newton,

(∂q∂p′ − ∂p∂q′)n =
n∑

m=0

(−1)m
(
n

m

)
[∂q∂p′ ]

n−m [∂p∂q′ ]
m . (3.66)

Portanto, o produto estrela pode ser escrito como

f(q, p) ? g(q, p) =
∞∑
n=0

1

n!

(
i~
2

)n n∑
m=0

(−1)m
(
n

m

)[
∂n−mq ∂mp f(q, p)

] [
∂mq ∂

n−m
p g(q, p)

]
.(3.67)

Tomando o complexo conjugado da equação acima, temos

(f(q, p) ? g(q, p))† =
∞∑
n=0

1

n!

(
i~
2

)n{
(−1)n

n∑
m=0

(−1)m
(
n

m

)[
∂n−mq ∂mp f

†(q, p)
]

×
[
∂mq ∂

n−m
p g†(q, p)

]}
, (3.68)

onde o termo (−1)n surge da conjugação complexa do termo (i~/2)n. Este termo pode ser

associado ao binômio, isto é

(−1)n(∂q∂p′ − ∂p∂q′) = (−∂q∂p′ + ∂p∂q′) =
∞∑
m=0

(−1)m
(
n

m

)
[∂p∂q′ ]

n−m [∂q∂p′ ]
m .
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3 FUNÇÃO DE WIGNER E O PRODUTO ESTRELA

Aplicando estes operadores em duas funções no espaço de fase, temos

(∂q∂p′ − ∂p∂q′)f(q, p)g(q′, p′) =
n∑

m=0

(−1)m
(
n

m

)[
∂n−mq ∂mp f(q, p)

][
∂mq ∂

m−n
p g(q, p)

]
.

e

(−1)n(∂q∂p′ − ∂p∂q′)f(q, p)g(q′, p′) =
n∑

m=0

(−1)m
(
n

m

)[
∂n−mq ∂mp g(q, p)

][
∂mq ∂

m−n
p f(q, p)

]
.

Comparando estas duas últimas equações, obtemos

(−1)n
∑n

m=0(−1)m
(
n
m

) [
∂n−mq ∂mp f(q, p)

] [
∂mq ∂

m−n
p g(q, p)

]
=

∑n
m=0(−1)m

(
n
m

) [
∂n−mq ∂mp g(q, p)

] [
∂mq ∂

m−n
p f(q, p)

]
. (3.69)

Substituindo a Eq. (3.69) em (3.68)

(
f(q, p) ? g(q, p)

)†
=

∞∑
n=0

1

n!

(
i~
2

)n{
(−1)n

n∑
m=0

(−1)m
(
n

m

)[
∂n−mq ∂mp g

†(q, p)
]

×
[
∂mq ∂

n−m
p f †(q, p)

]}
,

= g†(q, p) ? f †(g, p).

q.e.d.

O produto estrela é associativo.

Considerando f , g e h como funções no espaço de fase, temos(
f(q, p) ? g(q, p)

)
? h(q, p) = f(q, p) ?

(
g(q, p) ? h(q, p)

)
. (3.70)

Demonstração:
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3.6. Propriedades do Produto Estrela

Temos que

(
f(q, p) ? g(q, p)

)
? h(q, p) =

{
f

(
q +

i~
2

−→
∂

∂p
, p− i~

2

−→
∂

∂q

)
g(q, p)

}
h

(
q − i~

2

←−
∂

∂p
, p+

i~
2

←−
∂

∂q

)
,

= f

(
q +

i~
2

−→
∂

∂p
, p− i~

2

−→
∂

∂q

)
g

(
q +

i~
2

−→
∂

∂p
, p− i~

2

−→
∂

∂q

)
h(q, p),

por outro lado,

f(q, p) ?
(
g(q, p) ? h(q, p)

)
= f

(
q +

i~
2

−→
∂

∂p
, p− i~

2

−→
∂

∂q

){
g(q, p)h

(
q − i~

2

←−
∂

∂p
, p+

i~
2

←−
∂

∂q

)}
,

= f

(
q +

i~
2

−→
∂

∂p
, p− i~

2

−→
∂

∂q

)
g

(
q +

i~
2

−→
∂

∂p
, p− i~

2

−→
∂

∂q

)
h(q, p)

q.e.d.,

onde utilizamos o fato de que os operadores diferenciais aqui compreendidos, são associa-

tivos. Neste caso, podemos concluir que o produto-estrela é associativo.
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Caṕıtulo 4

Mecânica Quântica Simplética e o Grupo de

Galilei

Neste caṕıtulo, definiremos um conjunto de operadores-estrela para construir repre-

sentações unitárias do grupo estendido de Galilei em um espaço de Hilbert, associado a

uma variedade simplética, e, como consequência, derivamos a equação de Schrödinger es-

crita covariantemente, isto é, escrita no cone de luz de um espaço-tempo de de Sitter de

cinco dimensões, uma equação tipo Klein-Gordon, descrita no espaço de fase. Incorporamos

assim à descrição da mecânica quântica no espaço de fase a noção de um espaço de Hil-

bert, H(Γ) descrito de forma covariantemente galileana. Essa variedade, então, é provida

de uma função de onda, na qual damos uma interpretação f́ısica a esse objeto. Sabemos

também que, com a construção do espaço de fase a partir de uma teoria de representação,

o formalismo se torna autocontido e pode ser generalizado para outros contextos, como

uma teoria quântica de campos, por exemplo. Por motivos de simplicidade consideramos

nesse caṕıtulo ~ = c = 1.

4.1 Espaço de Hilbert e a Estrutura Simplética

Seja G uma variedade diferencial n-dimensional, onde cada ponto é representado por

coordenadas q = (q1, ....qn). No espaço cotangente, T ∗G, as coordenadas de cada ponto são

dadas por (q, p) = (q1, ...qn, p1, ...pn). O espaço cotangente pode então ser equipado com

uma estrutura simplética, dada pela 2-forma

ω = dqµ ∧ dpµ, µ = 1, 2, ..., N (4.1)
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4.1. Espaço de Hilbert e a Estrutura Simplética

chamada de forma simplética. Essa forma simplética, em conjunto com o operador

Λ =

( ←−
∂

∂qµ

−→
∂

∂pµ
−
←−
∂

∂pµ

−→
∂

∂qµ

)
(4.2)

tal que para as funções f(q, p) e g(q, p) C∞, temos,

ω(fΛ, gΛ) = fΛg = {f, g}, (4.3)

onde {f, g} = ∂f
∂qµ

∂g
∂pµ
− ∂f

∂pµ
∂g
∂qµ

é o parêntesis de Poisson. O espaço T ∗G dotado dessa

estrutura simplética é chamado de espaço de fase e será denotado por Γ, tal que um vetor

é especificado por ω = (ω1, ..., ωn) = (q1, ..., qn, p1, ..., pn) e q = (q1, ..., qn) e p = (p1, ..., pn)

os vetores em G. Onde, na equação (4.3), utilizamos o fato de que os operadores,

Xf = fΛ =
∂f

∂qµ
∂

∂pµ
− ∂f

∂pµ
∂

∂qµ
, (4.4)

e

Xg = gΛ =
∂g

∂qµ
∂

∂pµ
− ∂g

∂pµ
∂

∂qµ
, (4.5)

determinam campo vetoriais sobre Γ. Dessas definições gerais, podemos utilizar Γ para

introduzir o espaço de Hilbert associado ao espaço de fase Γ.

Cosideremos o conjuto das funções complexas de quadrado integrável, ϕ(q, p) em Γ, tal

que ∫
dpdq ϕ(q, p)′ϕ(q, p) <∞,

é uma forma blilinear real. Nesse caso, podemos escrever ϕ(q, p) = 〈q, p|ϕ〉, com aux́ılio de∫
dqdp |q, p〉〈q, p| = 1,

sendo 〈ϕ| o vetor dual de |ϕ〉. Este espaço de Hilbert simplético é denotado por H(Γ)
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4 MECÂNICA QUÂNTICA SIMPLÉTICA E O GRUPO DE GALILEI

4.2 Operadores em H(Γ)

A atuação de um operador linear em H(Γ) é um mapeamento Ω : H(Γ) → H(Γ), tal

que para dois vetores pertencentes a H(Γ),|ϕ〉 e |ψ〉 podemos fazer a seguinte associação

Ω |ϕ〉 = |ψ〉 .

O operador é linear se

Ω(c1 |ψ〉+ c2 |ϕ〉) = c1Ω |ψ〉+ c2Ω |ϕ〉 .

O conjunto de operadores lineares, χ = (Ω,Θ, ...), atuando em H(Γ), é munido com a

estrutura de um espaço vetorial a partir das definições das operações de soma vetorial

(Ω + Θ) |ψ〉 = Ω |ψ〉+ Θ |ψ〉

e de mutiplicação de um escalar por um vetor

(cΩ) |ψ〉 = c(Ω |ψ〉).

Em geral, o ket Ω |ψ〉 e o bra 〈ψ|Ω, não são duais entre si, pois

Ω |ψ〉 ↔ 〈ψ|Ω†.

E consequentemente,

(ΘΩ)† ↔ Θ†Ω†.

O operador Ω† é chamado de adjunto de Ω. Caso seja um operador hermitiano, valerá a

relação

Ω = Ω†.

Se for o caso, temos que

〈ψ|Ω|ϕ〉 = 〈ϕ|Ω†|ψ〉† .
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É posśıvel construir um operador a partir do produto de dois vetores de estado. Esse

produto é conhecido como produto externo e é definido como

A = |ϕ〉〈ψ|

e seu adjunto,

A† = |ψ〉〈ϕ| .

Quando um operador linear Ω atua em um ket |ω〉 gerando outro, proporcional a este,

dizemos que |ω〉 é autovetor ou autoestado de Ω. Ou seja,

Ω |ω〉 = ω |ω〉 ,

em que ω é um autovalor. Caso Ω seja hermitiano seus autovalores são reais, razão pela

qual operadores desse tipo quase sempre se revelam como aqueles que representam algum

tipo de observável f́ısico.

4.2.1 Operadores Unitários

Um operador U é dito unitário se obedecer à seguinte condição

UU † = U †U = 1

ou seja U † = U−1, seu adjunto é igual a seu inverso. Assim, dois vetores arbitrários |ψ1〉 e

|ψ2〉 podem ser transformados da seguinte maneira

U |ψ〉 = |ψ′1〉 e U |ψ2〉 = |ψ′2〉 .

Porém, temos que

〈ψ′1|ψ′2〉 = 〈ψ1|U †U |ψ2〉 = 〈ψ1|ψ2〉 .

Assim conclúımos que o produto escalar, e consequentemente a norma é deixada inalterada

sob uma transformação unitária.
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4 MECÂNICA QUÂNTICA SIMPLÉTICA E O GRUPO DE GALILEI

4.2.2 Operador Translação em H(Γ)

Agora iremos construir um operador que desloca o estado espacialmente e temporal-

mente, mantendo as outras caracteŕısticas intocadas. Tal operação é chamada de translação

infinitesimal. Tal operador deve observar quatro propriedades. Vamos denotá-lo por T (aµ),

definido por

T (aµ)ψ(qµ, pµ) = eiφψ(qµ +
aµ

2
, pµ), (4.6)

onde eiφ é uma fase arbitrária.

A primeira propriedade vem da conservação da probabilidade. Isto é, se o estado |ψ〉
é normalizado, então o estado transladado T (aµ) |ψ〉 também o será. Isso implica que a

translação infinitesimal deve ser unitária, pois

〈ψ|ψ〉 = 〈ψ|T †(aµ)T (aµ)|ψ〉

A segunda propriedade é consequência de translações infinitesimais sucessivas não neces-

sariamente na mesma direção. Por exemplo, uma translação infinitesimal aµ seguida por

outra bµ pode ser interpretada como uma única translação que seja a soma vetorial de

aµ + bµ, ou seja

T (aµ)T (bµ) = T (aµ + bµ).

A terceira propriedade vem do fato que uma translação no sentido oposto seja o mesmo

que o inverso da translação original, portanto

T (−aµ) = T−1(aµ).

E a quarte propriedade se refere ao fato que se aµ → 0, a operação de translação se reduz

ao operador identidade, isto é

lim
aµ→0

T (aµ) = 1.

Um operador que satisfaz essas propriedades pode ser escrito como

T (aµ) = eik̂µa
µ

.
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4.2. Operadores em H(Γ)

O que, através da relação de de Broglie, P̂µ = k̂µ, fica

T (aµ) = eiP̂µa
µ

.

Portanto, nessa representação o operador 5-momentum é o gerador de translações, produ-

zindo, também, uma fase. Resta-nos saber a forma deste operador. Utilizando a Eq. (4.6)

e o fato que a expansão em primeira ordem do operador translação é dada por

T (aµ) = 1 + iP̂µa
µ,

temos

(
1 + iP̂µa

µ
)
ψ(qµ, pµ) = eiφψ(qµ +

aµ

2
, pµ).

Usando o fato de que f(x+ a) = ea∂xf(x), chegamos a

P̂ψ(qµ, pµ) =
φ

aµ
ψ(qµ, pµ)− i

2
∂µψ(qµ, pµ), (4.7)

com ∂µ = ∂qµ . Como o termo φ
aµ

é um número, podemos, então, escrever

φ

aµ
= cµ.

Assim,

φ = aµcµ,

fazendo-nos concluir que cµ tem unidade de 5-momento. Fazendo, então, cµ = pµ, o opera-

dor 5-momento fica dado por

P̂µ = pµ −
i

2
∂µ.

Note que esse operador é hermitiano, pois ∂µ = −∂µ† sendo portanto um observável.

Claramente vemos que

P̂µ = pµ ? .
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Nosso próximo passo será a construção do operador posição.

4.2.3 O Operador Q̂ em H(Γ)

O operador Q̂µ, assim como o operador 5-momentum, deve ser um observável e, além

disso, deve respeitar a transformação

T (aµ)Q̂µT †(aµ) = Q̂µ + aµ. (4.8)

E, para que Q̂µ possa ser fisicamente interpretado como 5-posição, deve obedecer à relação

de Heisenberg [Q̂µ, P̂ µ] = igµν . Iremos, então, considerar um operador posição arbitrário

da forma

Q̂µ = Aqµ +Bpµ + C
∂

∂qµ
+D

∂

∂pµ
,

onde A,B,C e D são constantes. Aplicando a relação de Heisenberg, com o operador P̂

dado por [
Aqµ +Bpµ + C

∂

∂qµ
+D

∂

∂pµ
, p− 1

2

∂

∂qµ

]
= igµν , (4.9)

o que nos leva a

iA

2
+D = i.

Logo, há uma infinidade de formas de escrever o operador 5-posição, todas igualmente

válidas. Iremos escolher aqui uma para nossa representação que nos conduza à interpretação

f́ısica do formalismo. Assim, vamos adotar A = 1, que implica em D = i
2
. Assim o operador

posição será

Q̂µ = qµ +
i

2

∂

∂pµ
, (4.10)

que pode ser escrito como

Q̂µ = qµ ? . (4.11)
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É importante ressaltar que fica satisfeita a Eq. (4.8), pois

eiP̂µa
µ

Q̂e−iP̂µa
µ

= Q̂µ + aµ,

em que foi usada a relação de Baker-Hausdorff

eABe−A =
∞∑
n=0

[A,B]n,

onde

[A,B]0 = B, [A,B]1 = [A,B], ..., [A,B]n = [A, [A,B]n−1], n ≥ 2.

Observa-se também que tal operador pode gerar translação nos momentos, e além disso,

também de uma fase. Não é de dif́ıcil verificação ver que tais operadores se comportam

realmente como momento e posição (basta a aplicação do boost K̂µ) [19].

4.3 O grupo de Galilei e o espaço de Hilbert Simplético

Nesta seção, estudaremos o grupo Galilei, considerando H(Γ) como o espaço de repre-

sentações. Para fazer isso, vamos considerar as transformações unitárias U :H(Γ) → H(Γ)

tal que 〈ψ1|ψ2〉 seja invariante.

Usando o operador Λ, definimos um mapeamento ei
Λ
2 = ?:Γ × Γ → Γ chamado de

produto de Moyal (ou estrela),

f ? g = f(q, p)exp

[
i

2

( ←−
∂

∂qµ

−→
∂

∂pµ
−
←−
∂

∂pµ

−→
∂

∂qµ

)]
g(q, p)

= exp

[
i

2

(
∂

∂qµ
∂

∂p′µ
− ∂

∂pµ
∂

∂q′µ

)]
f(q, p)g(q′, p′)

∣∣∣∣
q′,p′=q,p

. (4.12)

Os geradores de U podem ser introduzidos pelos seguintes operadores-estrela:

F̂ = f(q, p)? = f

(
qµ +

i

2

∂

∂pµ
, pµ − i

2

∂

∂qµ

)
. (4.13)

Para construir uma representação da álgebra de Galilei em H, usaremos os seguintes ope-
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radores,

P̂ µ = pµ? = pµ − i

2

∂

∂qµ
, (4.14a)

Q̂µ = q? = qµ +
i

2

∂

∂pµ
. (4.14b)

e

M̂νσ = Mνσ? = Q̂νP̂σ − Q̂σP̂ν . (4.14c)

Onde M̂νσ são os geradores de transformações homogêneas e P̂µ do não-homogêneas. A

partir deste conjunto de operadores unitários obtemos, após alguns cálculos simples, o

seguinte conjunto de relações de comutações,[
M̂µν , M̂ρσ

]
= −i(gνρM̂µσ − gµρM̂νσ + gµσM̂νρ − gµσM̂νρ),

[
M̂ρσ, P̂µ

]
= i(gσµP̂ρ − gµρP̂σ),

[
P̂µ, P̂σ

]
= 0.

Onde seguimos o mesmo procedimento de (2.20-2.23), porém aqui os operadores pertencem

ao espaço de fase.

Seguindo também os procedimentos que levaram a Eq. (2.24), temos que as relações de
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comutação não nulas são dadas por[
Ĵi, Ĵj

]
= iεijkĴk[

Ĵi, Ĉj

]
= iεijkĈk[

D̂, K̂i

]
= iK̂i[

P̂4, D̂
]

= iP̂4[
P̂i, K̂j

]
= iδijP̂5[

P̂4, K̂i

]
= iP̂i[

D̂, P̂5

]
= iD̂5

[
Ĵi, K̂j

]
= iεijkK̂k[

K̂i, Ĉj

]
= iδijD̂ + iεijkJk[

Ĉi, D̂
]

= iĈi[
Ĵi, P̂j

]
= iεijkP̂k[

P̂i, Ĉj

]
= iδijP̂4[

P̂5, Ĉi

]
= iP̂i

(4.15)

Os invariantes desta álgebra em I1 em são,

I1 = P̂µP̂
µ, (4.16)

I2 = Ŵ5µŴ
µ
5 , (4.17)

I3 = P̂5. (4.18)

4.4 Representação Simplética da Equação de Schrödinger Cova-

riantemente Galileana

Usando os invariantes Casimir I1, e I3, e aplicando em Ψ, temos:{
P̂µP̂

µΨ = k2Ψ

P̂5Ψ = −mΨ
,

utilizando (4.14a), temos(
pµpµ − ipµ∂µ − 1

4
∂µ∂µ

)
Ψ(q, p) = k2Ψ(q, p) (4.19a)

(
p5 − i

2
∂5

)
Ψ(q, p) = −mΨ(q, p) (4.19b)

uma solução para Eq. (4.19b) é

Ψ = e−2i[(p5+m)q5+(p4+E)t]Φ(q, p).

50
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A partir disso, obtemos

1

2m

(
p2 − ip · ∇− 1

4
∇2

)
Φ =

(
E +

k2

2m

)
Φ,

que é a forma usual da equação de Schrödinger independente do tempo no espaço de

fase para a part́ıcula livre de massa m, e uma energia cinética adicional, que podemos

sempre tratar como o ponto zero de energia. Este é um resultado mostra a equivalência do

formalismo aqui constrúıdo, da covariância galileana no espaço de fase, com o formalismo

da mecânica quântica simplética no espaço euclidiano usual.

A Eq. (4.19a), e seu complexo conjugado, também pode ser obtida pela densidade

Lagrangiana no espaço de fase (usamos ∂µ = ∂
∂qµ

)

L0 = −1

4
∂µΨ(q, p)∂µΨ†(q, p) +

i

2
pµ[Ψ(q, p)∂µΨ†(q, p)

− Ψ†(q, p)∂µΨ(q, p)] +
[
pµpµ − k2

]
Ψ†Ψ = 0.

A associação dessa representação com o formalismo de Wigner é dado por

fw(q, p) = Ψ(q, p) ?Ψ†(q, p)

onde fw(q, p) é a função de Wigner. Para provarmos isso, reescrevemos a Eq. (4.19a) da

seguinte forma

P̂µP̂
µΨ = p2 ?Ψ(q, p).

Multiplicando o lado direito da equação acima por Ψ†, nós temos

(p2 ?Ψ) ?Ψ† = k2Ψ ?Ψ†, (4.20)

porém, Ψ† ? p2 = k2Ψ†, portanto, nós temos também que

Ψ ? (Ψ† ? p2) = k2Ψ ?Ψ†. (4.21)

Subtraindo a (4.21) de (4.20), obtemos

p2 ? fw(q, p)− fw(q, p) ? p2 = 0, (4.22)
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4.5. O Oscilador Harmônico Quântico

que é o parentesis de Moyal {p2, fw}M . Pela Eq. (3.57) a Eq. (4.22) se torna

pµ
∂

∂qµ
fw(q, p) = 0. (4.23)

Onde a função de Wigner na variedade galileana é solução desta equação.

4.5 O Oscilador Harmônico Quântico

Para exemplificar a equivalência de nosso formalismo com o formalismo ususal resolve-

remos aqui o oscilador harmônico simples em uma dimensão e compararemos o resultado

com aquele encontrado na seção (3.2).

Para facilitarmos nossas contas, escreveremos m = ω = ~ = 1, e k = 0 assim a equação

do oscilador harmônico simples pode ser escirta como,

2P̂4P̂5Ψ =
(
P̂ 2 + Q̂2

)
Ψ,

ou

2

(
p4 −

i

2
∂t

)(
p5 −

i

2
∂s

)
Ψ =

((
p2 − ip∂q −

1

4
∂2
q

)
+

(
q2 + iq∂p −

1

4
∂2
p

))
Ψ

Separando as partes reais e imaginárias, temos(
p4p5 −

1

4
∂t∂s

)
Ψ =

1

2

(
p2 + q2 − 1

4

(
∂2
q + ∂2

p

))
Ψ, (4.24)

e (
p4∂s + p5∂t

)
Ψ =

(
− p∂q + q∂p

)
Ψ. (4.25)

A Eq. (4.25) é simplesmente a equação de Liouville para a quasi-amplitude Ψ,

∂Ψ

∂t
= −{Ψ, h},

onde h = p2+q2

2
e {Ψ, h} é o parêntesis de Poisson. Portanto a Eq. (4.25) desceve a evolução
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temporal do sistema Ψ. Para a Eq. (4.24) fazemos uma separação de variável, com

Ψ = ψ(q, p)φ(t, s)

, podemos então reescrever

1

2

(
p2 + q2 − 1

4

(
∂2
q + ∂2

p

)
− 2E

)
ψ(q, p) = 0, (4.26)

e (
p4p5 −

1

4
∂t∂s − γ

)
φ(t, s) = 0, (4.27)

onde, E e γ são constantes. Uma solução que satisfaz a equação Eq. (4.26) é ψ(q, p) = ψ(4h).

Logo, definindo z = 4h, temos

∂q =
∂z

∂q
∂z → ∂q = 4q∂z,

∂p =
∂z

∂p
∂z → ∂p = 4p∂z,

∂2 = 16q2∂2
z + 4∂z,

∂2
p = 16p2∂2

z + 4∂z.

Assim, chegamos a [
z

4
− z∂2

z − ∂z − E

]
ψ(z) = 0.

Escolhendo o ansatz ψ(z) = e−
z
2L(z), temos[

z∂2
z + (1− z)∂z + E − 1

2

]
L(z) = 0,
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Que é a equação de Laguerre(
x
d2

dx2
+ (m+ 1− x)

∂

∂x
+ n

)
Lmn (x) = 0,

com

m = 0 e n = E − 1

2
= 0, 1, 2, ...

com a energia dada por

En = n+
1

2
. (4.28)

Portanto a solução para o oscilador harmônico quântico é dada por

ψn(q, p) = Cne
−(q2+p2)Ln

(
2(q2 + p2)

)
, (4.29)

onde Ln é o polinômio de Laguerre de ordem n e Cn o fator de normalização.

A forma geral do polinômio de Laguerre é dada por

Lmn (x) = ex
xm

n!

dn

dxn

(
e−xxn+m

)
,

para m = 0,

Lmn (x) =
ex

n!

dn

dxn

(
e−xxn

)
.

Para o estado fundamental, n = 0, temos

L0(x) = 1,

portanto,

ψ0(q, p) = C0e
−(q2+p2). (4.30)

Para o primeiro estado excitado, n=1,

L1(x) = −x+ 1,
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logo,

ψ1(q, p) = C1e
−(q2+p2)

(
1− 2(q2 + p2)

)
. (4.31)

Note que o resultado dado pela Eq. (4.31) representa uma amplitude de quasi-probabilidades

no espaço de fase, não sendo, portanto a função de Wigner correspondente ao primeiro es-

tado excitado do oscilador harmônico expresso em (3.8).

Para calcularmos a função de Wigner tomamos, fnw = ψn(q, p) ? ψ†n(q, p). Para o estado

fundamental,

fnw = ψn(q, p) ? ψ†n(q, p).

Como z = 4h = 2(q2 + p2), a Eq. (4.30) pode ser escrita como

ψ0(h) = C0e
−2h,

e portanto, como as amplitudes são reais,

fnw = C0e
−2h ? ψ0(h) = e−2ĥψ0.

Como ψn(q, p) é uma autofunção de ĥ = h?, podemos escrever

e−2ĥψ0 = e−2E0ψ0(q, p),

como E0 = 1/2, temos

f 0
w = (C0)2e−1e−(q2+p2), (4.32)

onde, C0 =
√

e
π

é a constante de normalização.

Para f 1
w, como E1 = 3/2 temos

f 1
w = (C1)25e−3e−(q2+p2)

(
2q2 + 2p2 − 1

)
, (4.33)

com C1 =
√

e3

5π
.

As figuras (4.1) e (4.2) demonstram o comportamento das amplitude de quasi-probabilidade,

dadas pelas eqs. (4.30) e(4.31),
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Figura 4.1: Amplitude de quasi-probabilidade para o oscilador harmônico, estado fundamental
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Figura 4.2: Amplitude de quasi-probabilidade para o oscilador harmônico, primeiro estado exci-
tado
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Note que as soluções encontradas para a função de Wigner, Eq. (4.32) e Eq. (4.33),

coincidem com aquelas do caṕıtulo 2, Eq. (3.7) e Eq. (3.8), quando foi-se utilizada apenas

a definição da função de Wigner. A solução geral da função de Wigner é dada por

(−1)n

n!
e−(q2+p2)Ln

(
2(q2 + p2)

)
,

onde na quasi-amplitude de probabilidade, temos

1√
n!
e−(q2+p2)Ln

(
2(q2 + p2)

)
,

o que nos dá a diferença de concavidade das figuras (4.2) e (3.2) . Esse resultado é consis-

tente, já que ψ(q, p) e fw(q, p) obedecem à mesma equação de autovalores. Notemos que

através desse procedimento, é posśıvel encontrar mais de uma solução para a função de

Wigner além da usual, já que podemos ter

fw = ψ1 ? ψ2.

Logo, agora é posśıvel estudar efeitos de interferência.
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Caṕıtulo 5

Mecânica Quântica Simplética e a Representação

de Spin 1/2

No caṕıtulo anterior as representações unitárias simpléticas para o grupo estendido de

Galilei foram estudadas. O nosso formalismo é baseado na estrutura não-comutativa do

produto-estrela, e usando a abordagem da teoria de grupo como guia, uma teoria f́ısica

consistente no espaço de fase não-relativ́ıstico foi constrúıda de forma covariante. O sis-

tema quântico é descrito por uma quasi-amplitude de probabilidade que está associada à

função de Wigner pelo produto estrela. Como resultado, as equações do tipo Klein-Gordon,

(equação de Schrödinger covariantemente galileana) foi derivada no espaço de fase. Neste

caṕıtulo iremos derivar a equação de Pauli-Schrödinger no espaço de fase, também escrita

de forma covariantemente galileana, que tem a forma de uma equação tipo Dirac no espaço

de fase. Como aplicação, estudamos a equação de Dirac com interação eletromagnética no

espaço de fase, e encontramos os ńıveis de Landau.

5.1 A Equação de Pauli-Schrödinger no Espaço de Fase

A fim de estudar as representações das part́ıculas de spin 1/2, iremos introduzir o

operador invariante γµP̂µ, onde, P̂µ = pµ − i
2
∂µ, tal que temos

(
γµP̂µ − k

)
Ψ(q, p) = 0 (5.1)

ou

γµ
(
pµ −

i

2
∂µ
)
Ψ(p, q) = kΨ(q, p)
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5.2. O Elétron em um Campo Externo

Que é a equação de Pauli-Schrödinger escrita de forma covariantemente galileana. Conse-

quentemente, a condição da camada de massa é obtida seguindo os passos habituais.

(γµP̂µ)(γνP̂ν)Ψ(q, p) = k2Ψ(q, p),

portanto

(γµP̂µ)(γνP̂ν) = k2 = P̂µP̂
µ,

porém, P̂ µP̂ν = P̂ νP̂µ, temos então

1

2

(
γµγν + γνγµ

)
P̂νP̂µ = P̂ µP̂µ

então

{γµ, γν} = 2gµν

A Eq. (5.1) é derivada da densidade Lagrangiana para spin 1/2 part́ıculas no espaço de

fase, que é dada por

L1/2 = − i
4

(
(∂µΨ̄)γµΨ− Ψ̄(γµ∂µΨ)

)
− (k − γµpµ)ΨΨ̄.

onde Ψ̄ = Ψ†ζ, com

ζ = − i√
2

(γ4 + γ5) =

(
0 −i
i 0

)
,

No caso da equação de Pauli-Schrödinger a associação com a função de Wigner é dada por

fw = Ψ ? Ψ̄,

com cada componente satisfazendo a Eq. (4.23).

5.2 O Elétron em um Campo Externo

Vamos examinar as simetrias de calibre no espaço de fase exigindo a invariância da

Lagrangiana por uma transformação de calibre local dada por eΛ(q,p)Ψ. Isso leva ao aco-
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plamento mı́nimo,

P̂µΨ→
(
P̂µ − eÂµ

)
Ψ =

(
pµ −

i

2
∂µ − eÂµ

)
Ψ,

onde Âµ = A(Q̂µ) é o 5-potencial. Isso descreve um elétron em um campo externo, com a

Eq. de Pauli-Schrödinger dado por[
γµ
(
pµ −

i

2
∂µ − eÂµ

)
− k
]

Ψ = 0. (5.2)

Em ordem de ilustrar tal resultado, vamos considerar um elétron em um campo externo

dado por Âµ = (Â, Â4, Â5), com Â4 = −φ e Â5 = 0. Considerando a seguinte representação

das matrizes γµ

γi =

(
σi 0

0 −σi

)
, γ4 =

(
0 0

−
√

2 0

)
, γ5 =

(
0
√

2

0 0

)
.

onde σi são as matrizes de Pauli e
√

2 é a matriz identidade 2x2 multiplicada por
√

2.

Podemos escrever o objeto Ψ, como

Ψ =

(
ϕ

χ

)
,

onde ϕ e χ são 2-espinores dependentes de xµ;µ = 1, ..., 5. Portanto, na representação em

que k=0, a eq (5.2) se reduz a

σ ·
(

p− i

2
∂q − eÂ

)
ϕ−
√

2

(
p5 −

i

2
∂5

)
χ = 0,

√
2

(
p4 −

i

2
∂t − eφ

)
ϕ− σ ·

(
p− i

2
∂q − eÂ

)
χ = 0. (5.3)
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Resolvendo as equações acopladas chegamos a uma equação para φ e uma para χ, dadas

por [
σ ·
(

p− i

2
∂q − eÂ

)]2

ϕ = 2

(
p4 −

i

2
∂t − eφ

)(
p5 −

i

2
∂5

)
ϕ

[
σ ·
(

p− i

2
∂q − eÂ

)]2

χ = 2

(
p4 −

i

2
∂t − eφ

)(
p5 −

i

2
∂5

)
χ

Que são as equações de Pauli-Schrödinger para φ e χ respectivamente. Substituindo os

autovalores de P̂4 e P̂5, temos[
1

2m

(
σ ·
(

p− i

2
∂q − eÂ

))2

+ eφ

]
ϕ = Eϕ

[
1

2m

(
σ ·
(

p− i

2
∂q − eÂ

))2

+ eφ

]
χ = Eχ

Que é a equação usual de Pauli-Schrödinger no espaço de fase independente do tempo.

5.3 Solução da Equação de Pauli-Schrödinger com Interações

Eletromagnéticas

Nessa seção iremos estudar a solução para a equação de Pauli-Schrödinger com interação

eletromagnética desenvolvida na seção anterior. A equação que descreve uma part́ıcula de

spin 1/2 escrita no formalismo covariantemente galileano no espaço de fase é dada pela Eq.

(5.2) [
γµ
(
P̂µ − eÂµ

)
− k

]
Ψ = 0.

Fazendo a seguinte definição

Ψ =
[
γν
(
P̂ν − eÂν

)
+ k
]
ψ, (5.4)

onde P̂ν = (pν − i
2
∂ν).
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Portanto, temos [
γµγν

(
P̂µ − eÂµ

)(
P̂ν − eÂν

)
− k2

]
ψ = 0. (5.5)

Considerando γµγν = gµν + σµν , onde

σµν =
i

2

(
γµγν − γνγµ

)
=
i

2
[γµ, γν ].

Usando estes resultados a Eq. (5.5) toma a forma de(
P̂ µP̂µ − eσµν

[
P̂ µ, Âν

]
+ e2ÂµÂµ

)
ψ = k2ψ.

Fazendo Âi = 1
2
eijkBjQ̂k, com Q̂µ = (qµ + i

2
∂pµ) e Â4 = Â5 = 0, que representa o calibre

escolhido. Nós também escolhemos o campo magnético como B = (0, 0, B).

Confinando o movimento de uma part́ıcula no plano (q1, q2), i.e. P̂3 = 0, nós temos a

seguinte equação

− 2

(
p4 −

i

2
∂t

)(
p5 −

i

2
∂s

)
ψ +

(
p2

1 + p2
2 −

1

4

( ∂2

∂q2
1

+
∂2

∂q2
2

)
− eB

[
i

2

(
p2

∂

∂p1

− p1
∂

∂p2

)
+

1

4

( ∂2

∂q2∂p1

− ∂2

∂q1∂p2

)]
− i
(
p2

∂

∂q2

+ p1
∂

∂q2

)
− eB

[
(q1p2 − q2p1)− i

2

(
q1

∂

∂q2

− q2
∂

∂q1

)]

+
e2B2

4

[(
q1 +

i

2

∂

∂p1

)2

+
(
q2 +

i

2

∂

∂p2

)2
]
− ieσ12B

)
ψ = k2ψ, (5.6)

onde σ12 = −i

(
σ3 0

0 σ3

)
, e ∂s = ∂q5 .

Fazendo

ψ =

(
Φ(qµ, pµ)

Θ(qµ, pµ)

)
,
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temos duas equações desacopladas, uma para Φ(qµ, pµ) e uma para Θ(qµ, pµ).

− 2

(
p4 −

i

2
∂t

)(
p5 −

i

2
∂s

)
Φ(qµ, pµ) +

(
p2

1 + p2
2 −

1

4

( ∂2

∂q2
1

+
∂2

∂q2
2

)
− eB

[
i

2

(
p2

∂

∂p1

− p1
∂

∂p2

)
+

1

4

( ∂2

∂q2∂p1

− ∂2

∂q1∂p2

)]
− i
(
p2

∂

∂q2

+ p1
∂

∂q2

)
− eB

[
(q1p2 − q2p1)− i

2

(
q1

∂

∂q2

− q2
∂

∂q1

)]

+
e2B2

4

[(
q1 +

i

2

∂

∂p1

)2

+
(
q2 +

i

2

∂

∂p2

)2
]
− eσ3B

)
Φ(qµ, pµ) = k2Φ,

e

− 2

(
p4 −

i

2
∂t

)(
p5 −

i

2
∂s

)
Θ(qµ, pµ) +

(
p2

1 + p2
2 −

1

4

( ∂2

∂q2
1

+
∂2

∂q2
2

)
− eB

[
i

2

(
p2

∂

∂p1

− p1
∂

∂p2

)
+

1

4

( ∂2

∂q2∂p1

− ∂2

∂q1∂p2

)]
− i
(
p2

∂

∂q2

+ p1
∂

∂q2

)
− eB

[
(q1p2 − q2p1)− i

2

(
q1

∂

∂q2

− q2
∂

∂q1

)]

+
e2B2

4

[(
q1 +

i

2

∂

∂p1

)2

+
(
q2 +

i

2

∂

∂p2

)2
]
− eσ3B

)
Θ(qµ, pµ) = k2Θ.

Resolvendo para Φ(qµ, pµ). Tomemos Φ(qµ, pµ) = ϕ(qi, pi)φ(q4, q5, p4, p5). Isto nos leva as

seguintes equações (
p4 −

i

2
∂t

)(
p5 −

i

2
∂s

)
φ = mEφ+ k2φ, (5.7a)

(
p2

1 + p2
2 −

1

4

( ∂2

∂q2
1

+
∂2

∂q2
2

)
− eB

[
i

2

(
p2

∂

∂p1

− p1
∂

∂p2

)
+

1

4

( ∂2

∂q2∂p1

− ∂2

∂q1∂p2

)]

− i
(
p2

∂

∂q2

+ p1
∂

∂q2

)
− eB

[
(q1p2 − q2p1)− i

2

(
q1

∂

∂q2

− q2
∂

∂q1

)]

+
e2B2

4

[(
q1 +

i

2

∂

∂p1

)2

+
(
q2 +

i

2

∂

∂p2

)2
]
− eσ3B

)
ϕ = 2mEϕ+ k2ϕ (5.7b)

A solução da equação da Eq. (5.7a) é

φ = Ce−2i[(p5+m)q5+(p4+E)t],
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onde C1 é uma constante de normalização. Para resolvermos a Eq. (5.7b) faremos uma

mudança de variável, definida por

w(q1, q2, p1, p2) = p2
1 + p2

2 + eB(q2p1 − q1p2) +
e2B2

4
(q2

1 + q2
2).

Após um longo cálculo, é mostrado que a parte imaginária desta equação é identicamente

nula, o que nos dá

wϕ− e2B2∂ϕ(w)

∂w
− e2B2w

∂2ϕ(w)

∂w2
= (2mE + esB + k2)ϕ(w),

onde σ3ϕ = sϕ, com s = ±1. Fazendo ω = w/(eB) e definindo f(ω) = exp(ω)ϕ(w), a

equação para f(w) é

ωf ′′(ω) + (1− 2ω)f ′(ω)− (1− α)f(ω) = 0, (5.8)

onde f ′ = df
dω

e α = (2mE+seB+k2)/eB. A equação (5.9) é uma equação hipergeométrica

confluente, mais especificamente a equação de Kummer

ωf ′′(ω) + (1− 2ω)f ′(ω)− af(ω) = 0,

com a = (1− α), com soluções f́ısicas dadas por

fn(ω) = AnU

(
1

2
− α

2
, 1, 2ω

)
,

onde U(a, b, x) são as funções de Kummer de segundo tipo e An são constantes. Porém,

percebe-se que, se a = −n com n = 0, 1, 2, ..., a série U(a, b, x) se torna uma série polinomial

em x de grau não excedente de n. Portanto, escrevendo,

α− 1 = 2n,

temos a seguinte relação de autovalor

E = ωc

(
n+

1

2
− s

2

)
− k2

2m
,
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com ωc = eB
m

e correspondendo as seguintes autofunções

fn(w) = AnU

(
−n, 1, 2w

eB

)
, (5.9)

tal que An são constantes de normalização. Logo, as quasi-amplitudes se tornam,

Φn = C1e
−2i[(p5+m)q5+(p4+E)t]

(
exp
(
− w

eB

)
AnU

(
−n, 1, 2w

eB

))
. (5.10)

O análogo é válido para Θ. Esses cálculos fornecem o valor correto dos autoestados de

energias para férmios em um campo magnético externo, o tão bem conhecido problema

de Landau. Portanto, o formalismo é consistente com o cálculo padrão. Para encontrar a

função de Wigner correspondente basta fazer ψn ? ψ̄n.

Para encontrarmos fw, faremos o mesmo procedimento feito para o oscilador harmônico.

Basta perceber que w = 2mh, com h = 1
2m

(
p2

1 + p2
2 + eB(q2p1 − q1p2) + e2B2

4
(q2

1 + q2
2)

)
.

Logo

ψ0 = C0e
−2h/ωc

Portanto

f 0
w = C0e

−2h/ωc ? ψ0 = C0e
−2ĥ/ωcψ0 = C0e

−2E0/ωcψ0

Assim a função de Wigner do estado fundamental para a part́ıcula de spin 1/2 e −1/2 são

dadas respectivamente

f 0+

w = (C0+)2 1

e2
e−(p2

1+p2
2+eB(q2p1−q1p2)+ e2B2

4
(q2

1+q2
2))/eB,

e

f 0−

w = (C0−)2e−(p2
1+p2

2+eB(q2p1−q1p2)+ e2B2

4
(q2

1+q2
2))/eB.
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Para o caso de n = 1 temos

f 1+

w = (C1+)2 3

e4
e−(p2

1+p2
2+eB(q2p1−q1p2)+ e2B2

4
(q2

1+q2
2))/eB

×

(
2
(
p2

1 + p2
2 + eB

(
q2p1 − q1p2

)
+
e2B2

4

(
q2

1 + q2
2

))
− 1

)
,

e

f 1−

w = (C1−)2 1

e2
e−(p2

1+p2
2+eB(q2p1−q1p2)+ e2B2

4
(q2

1+q2
2))/eB

×

(
2
(
p2

1 + p2
2 + eB

(
q2p1 − q1p2

)
+
e2B2

4

(
q2

1 + q2
2

))
− 1

)
.

As figuras abaixo, Fig.(5.1) e Fig.(5.2), mostram o comportamento das quasi-amplitudes

e funções de Wigner no estado fundamental e no primeiro estado excitado. Corte em q1 e

p1 considerando q2 e p2 constantes, corte em p2 e q2 considerando q1 e p1 constantes. Para

facilitar a visualização consideramos e = B = m = 1.
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Figura 5.1: Quasi-amplitudes de Probabilidades
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primeiro estado exitado.
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Figura 5.2: Funções de Wigner
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estado fundamental.
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estado fundamental.
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primeiro estado excitado.
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o ńıvel de Landau (corte em q2,p2),
primeiro estado exitado.
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Caṕıtulo 6

Conclusões e Perspectivas

Estudamos a equação para part́ıculas de spin 1/2, a equação de Pauli-Schrödinger, no

contexto da covariância galileana e depois constrúımos um formalismo no espaço de fase

usando tal covariância. Iniciamos com uma apresentação acerca da variedade galileana

onde a utilizamos para revisar a construção da covariância galileana e as representações

da mecânica quântica nesse formalismo, a saber a representação escalar e de spin 1/2, a

equação de Schrödinger (tipo-Klein-Gordon) e a equação de Pauli-Schrödinger (tipo-Dirac)

respectivamente. Na equação tipo-Dirac introduzimos uma interação eletromagnética de

campo externo e demonstramos que o fator giromagnético, g = 2, aparece sem necessidade

de adicioná-lo ad-hoc. Com uma modificação na equação de Pauli, também conseguimos

recuperar o acoplamento de spin-órbita escrito em sua forma usual para potenciais centrais.

Fizemos uma revisão do formalismo no espaço de fase detalhando as propriedades

da função de Wigner e do produto esteala de Moyal. Apresentamos a equivalência dos

operadores-estrela no espaço de fase com os operadores da formulação usual da mecânica

quântica.

Constrúımos o formalismo da mecânica quântica do espaço de fase no contexto da

covariância galileana e chegamos nas representações das equações de spin 0 e spin 1/2,

onde para a equação de spin 1/2, a equação tipo-Dirac, estudamos o elétron em um campo

externo e com a solução suposta conseguimos recuperar a equação de Pauli-Schrödinger

usual (escrita de forma não covariante) para o espaço de fase.

Perspectivas: Desejamos expandir o formalismo covariantemente galileano na mecânica

quântica simplética para mais equações de campos para os demais spins, além de estudar

sistemas com outros acoplamentos além do acoplamento mı́nimo. Outro caminho que que-

remos seguir é expandir o formalismo para estudo de espaços conformais.
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(Doutorado), Groningen, 2014. Dispońıvel em: 〈http://fse.studenttheses.ub.rug.nl/11920/
〉. 20

28 SCHLEICH, W. P. Quantum Optics in Phase Space Wiley. [S.l.]: Berlin, 2001. 24

74

http://fse.studenttheses.ub.rug.nl/11920/
http://fse.studenttheses.ub.rug.nl/11920/

	Capa
	Sumário
	Lista de Figuras
	Introdução
	Covariância Galileana
	A variedade Galileana G
	A álgebra de Lie
	Imersões
	O Grupo de Galilei em G
	 Representações para a Mecânica Quântica não-Relativística
	 A Equação de Schrödinger
	A Equação de Pauli-Schrödinger

	Interações Eletromagnéticas na Equação de Pauli
	A Equação de Pauli Modificada

	 Função de Wigner e o Produto estrela
	 A Matriz Densidade
	Função de Wigner e suas propriedades 
	Equivalência dos Operadores na Representação de Wigner
	O Produto de Weyl-Moyal
	Evolução Temporal
	Propriedades do Produto Estrela

	Mecânica Quântica Simplética e o Grupo de Galilei
	Espaço de Hilbert e a Estrutura Simplética
	Operadores em H()
	Operadores Unitários
	Operador Translação em H()
	O Operador Q"0362Q em H()

	O grupo de Galilei e o espaço de Hilbert Simplético
	Representação Simplética da Equação de Schrödinger Covariantemente Galileana
	O Oscilador Harmônico Quântico

	Mecânica Quântica Simplética e a Representação de Spin 1/2
	A Equação de Pauli-Schrödinger no Espaço de Fase
	O Elétron em um Campo Externo
	Solução da Equação de Pauli-Schrödinger com Interações Eletromagnéticas

	Conclusões e Perspectivas
	Referências Bibliográficas

