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Resumo 

 
 As linhas de crédito contingentes começam despontar no mercado brasileiro de financiamento 

a empresas corporate como uma alternativa aos produtos tradicionais de empréstimo e hedge. Assim 

como no mercado internacional, também no Brasil já exigem maior atenção ao seu apreçamento, 

gerenciamento e controle. Neste trabalho, as linhas de crédito contingentes são tratadas como 

opções, em uma modelagem desenvolvida por Lokoianova, Neftci e Sharma (2007), aqui referidos 

como LNS. Testamos a resposta esperada do modelo LNS aos parâmetros adotados no modelo 

subjacente que é utilizado para descrever a dinâmica da taxa de juros livre de risco e modelar o 

spread de crédito do tomador da linha. O trabalho apresenta novas análises não incluídas no artigo 

referencial, complementando o entendimento do modelo de apreçamento de linhas de crédito 

contingentes. Especificamente, analisa o efeito da taxa média de longo prazo µ  e da velocidade de 

reversão à média β  do modelo adotado para a taxa livre de risco. 

 

 
 
 
 
 

Abstract 

 
 Contingent Credit Lines are a promising source of funding for corporate segment in 

Brazilian money market as an alternative to traditional loans and hedge. Careful pricing and 

managing of these financial tools are in place (much the same happens in the international 

arena). Here, CCL are presented as options, guided by the article of Lokoianova, Neftci, and 

Sharma (2007), hereafter named LNS. We test LNS model response to the parameters of 

the mean reverting stochastic process of the risk-free rate, adding to a deeper understanding 

of CCL pricing, hence, to the best of my knowledge, these parameters’ effects were not yet 

studied. In particular, two parameters were tested: the long average rate µ  and the mean 

reverting speed β . 
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I.  Introdução 

1.1 – Contexto e Relevância da Pesquisa 
  

 O papel das linhas de crédito contingentes (CCL – contingent credit lines), 

como alternativa de financiamento e de hedge para empresas, vem crescendo em 

importância ao longo dos últimos anos no mercado internacional. Nos Estados 

Unidos, por exemplo, o volume em ser (volume contratado, porém não utilizado) das 

linhas de crédito contingentes passou de US$ 1,670 trilhão a US$ 2,169 trilhões1, de 

março de 2005 a março de 2007. Esses números representam uma elevação de 

cerca de 30%, em dois anos.   

 

 No Brasil, embora o Banco Central não disponibilize dados sobre os valores 

contratados em linhas de crédito contingentes, já é possível observar o aumento da 

demanda por esse produto nas mesas de operações dos grandes bancos que atuam 

no segmento corporate2 ou nas páginas de finanças dos principais veículos de 

comunicação do país.  

 

 As características principais do produto são a garantia de liquidez e de preço, 

a flexibilidade de utilizar ou não a linha e a agilidade, para a empresa, de dispor dos 

recursos caso seja necessário. 

  

                                                           
1 FDIC – Fedral Deposit Insurance Corporation 

2 Existe um consenso subjetivo sobre as classificações do porte das empresas em micro, pequena, média, grande 
empresa e empresa corporate, porém não há uniformidade quanto ao  montante de faturamento que caracteriza 
cada porte. Alguns bancos definem o ponto de corte por setor (comércio, indústria e serviços) e adotam valores 
em torno de R$ 100 e R$ 150 milhões, como limite mínimo de faturamento para o segmento corporate. 
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 Sob o ponto de vista dos bancos comerciais, a incerteza do desembolso e as 

garantias dadas quanto ao preço e à liquidez geram riscos adicionais ao fluxo de 

caixa, ao balanço e ao resultado das instituições financeiras. 

  

 Vale ressaltar que, dentro do ambiente de competição entre os Bancos em 

relação ao segmento corporate, muitas vezes o custo de captação dessas grandes 

empresas no mercado externo é igual ou menor ao de vários bancos brasileiros, em 

função de sua melhor classificação de risco pelas agências internacionais de rating.  

Não há, portanto, margens para equívocos na hora de definir o preço adequado para 

as CCL. Seus impactos no resultado dos bancos podem ser bastante significativos 

se não forem adequadamente apreçadas e controladas. 

 

 Assim, cresce também a importância de entender e apreçar adequadamente 

esse tipo de produto bancário no Brasil, principalmente quando se constata o maior 

rigor por parte das autoridades monetárias em relação à gestão e ao controle de 

riscos, a maior exigência de retorno por parte dos acionistas e a redução das 

margens praticadas, pelos bancos, nos segmentos corporate e de grandes 

empresas. 

  

1.2 – Objetivos 
 

 Esse trabalho de pesquisa objetiva: 

a) apresentar o modelo desenvolvido por Elena Loukoianova, Salih Neftci e 

Sunil Sharma, a partir de agora referidos como LNS, que utiliza a teoria de 

opções para o apreçamento de linhas de crédito contingentes; 
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b) verificar o impacto, não avaliado por LNS, dos parâmetros do processo de 

reversão à média, adotado para modelar a dinâmica da taxa de juros livre 

de risco, no preço da CCL e complementar, dessa forma, o entendimento 

do modelo referencial. 

 

1.3 – Estrutura do Trabalho 
 

 

O restante do trabalho está estruturado em mais oito capítulos.  

 

O capítulo II, a seguir, define as linhas de crédito contingentes, apresenta a 

visão das CCL como opções, e salienta as diferenças entre os dois instrumentos. 

Resume, ainda, o tratamento dado às CCL no Acordo da Basiléia em vigor e no 

novo acordo da Basiléia, que já está sendo implementado em vários países na 

abordagem padrão.   

 

O capítulo III apresenta uma revisão bibliográfica básica dos conceitos 

empregados para apreçamento de opções, dos principais modelos de apreçamento 

e dos fatores que influenciam seus preços. 

 

O capítulo IV introduz os derivativos de taxas de juros e cita algumas 

dificuldades enfrentadas para o seu apreçamento. Também apresenta os principais 

grupos de modelos desenvolvidos para explicar ou prever o comportamento das 

taxas de juros, inclusive o modelo de mercado da Libor (LMM), referência para os 

modelos de apreçamento de CCL desenvolvido por LNS (2007).  

 



4 

O modelo LNS de apreçamento é apresentado no capítulo V, onde 

descrevemos a modelagem da CCL e os dois métodos desenvolvidos para seu 

apreçamento.  

 

O capítulo VI resume as simulações feitas por LNS. Também apresenta as 

novas simulações realizadas nesse trabalho de pesquisa a fim de avaliar o impacto 

dos parâmetros do modelo da taxa de juros livre de risco adotado no método de 

apreçamento das CCL que foi escolhido como foco nesta dissertação. 

 

O capitulo VII descreve os resultados esperados e mostra as respostas 

obtidas do modelo LNS nas novas simulações realizadas. 

 

O capítulo VIII conclui sobre a pesquisa realizada e cita alguns pontos que 

merecem maior análise antes da implementação do modelo LNS para apreçamento 

de linhas de crédito contingentes no mercado.  

 

As referências são encontradas no capitulo IX.  

 

A tabela resumo dos resultados obtidos nas novas simulações e os gráficos 

apresentados em Lokoianova, Neftci e Sharma (2007) encontram-se nos anexos um 

e dois, respectivamente.  
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II. Linhas de Crédito  Contingentes  

2.1 Definição  
 
  

 As linhas de crédito contingentes são compromissos assumidos pelos bancos 

comerciais, em contrato, de emprestar recursos a um determinado cliente, 

normalmente uma grande empresa ou empresa corporate. São também 

denominadas Bank Loan Commitments, Stand by Liquidity Facilities ou Revolving 

Credit Lines. O contrato estipula o prazo de validade para o compromisso, 

estabelece o montante máximo que poderá ser emprestado, o preço ou a taxa a ser 

cobrada sobre o montante efetivamente sacado, além de uma tarifa ou taxa pelo 

compromisso assumido. 

 

2.2 CCL Interpretada como Opção 
 
   

 Uma CCL representa, para a empresa, um direito (não uma obrigação), válido 

pelo o prazo definido no contrato da linha, de sacar, sob as condições de taxas e 

tarifas pactuadas, até o limite máximo estabelecido entre as partes. Portanto a CCL 

pode ser vista como uma opção para a empresa detentora da linha de crédito.  

  

 Para os bancos, enquanto um compromisso, a CCL também pode ser 

interpretada como opção. Nesse caso, as instituições financeiras são lançadoras da 

opção detida pela empresa e, como tal, cobram um prêmio pela obrigação assumida 

na linha de crédito contingente. 

 

 Caso a taxa determinada em contrato seja fixa, a CCL propicia ao detentor da 

linha, seguro contra as variações na taxa básica de mercado assim como para o 
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eventual aumento seu prêmio de risco (spread de crédito) cobrado pelo mercado 

financeiro.  

  

 Para o caso de taxas flutuantes, a proteção é dada apenas para o possível 

aumento do prêmio de risco, cobrado como spread. O detentor da CCL fica exposto 

às variações da taxa base de mercado, por exemplo, a Libor.  

 

 Ambos os tipos de contrato, taxa fixa ou flutuante, garantem a disponibilidade 

de funding e, portanto, oferecem proteção contra a falta de recursos ou a redução de 

liquidez do mercado. 

  

2.3 Outras Características  
 
 
 Alguns contratos prevêem um fluxo de utilização dos recursos, outros mantêm 

essa decisão a critério do tomador. O enfoque, neste estudo, será dado para os 

instrumentos que não apresentam cronograma de uso dos recursos e que definem 

os juros cobrados sobre os recursos emprestados como um spread sobre a taxa 

base (taxa flutuante: Libor + spread). 

  

 Segundo Loukoianova et al (2007), o contrato típico de uma CCL, além das 

condições de taxas de juros pactuadas em um empréstimo comum, inclui um ou 

mais tipos das tarifas abaixo: 

 

a) Commitment fee: tarifa referente à abertura da linha de crédito paga no 

momento da contratação. 
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b) Undrawn ou Facility fee: taxa anual paga sobre o montante não utilizado da 

linha de crédito. 

c) Drawn fee: é o spread over Libor sobre o montante eventualmente utilizado 

da linha e o componente principal do seu custo3.  

d) Term out fee: prêmio pago pela opção de alongamento contrato. 

e) Participation fee: As linhas de crédito de maior valor são abertas por 

sindicatos de bancos. Os participantes dos sindicatos recebem uma 

remuneração baseada no montante comprometido. 

  

 As tarifas normalmente cobradas nos contratos negociados atualmente no 

Brasil, além do preço da linha (Libor + spread), são: a tarifa referente à abertura da 

linha (commitment fee) e a tarifa anual sobe o montante não utilizado da linha de 

crédito (undrawn ou facility fee). 

  

 A inclusão da taxa mencionada no item “d” – term out fee, refletiria a inserção 

de outra opção no contrato que dá o direito ao tomador da linha de alongar o seu 

prazo de vencimento por um período pré-determinado. 

  

 Os contratos podem também incluir uma cláusula4 que desobriga o banco de 

emprestar recursos nas condições contratadas, caso ocorra deterioração 

significativa das condições financeiras do tomador. Essa cláusula limita o risco 

assumido pelas instituições financeiras, porém ela não é comum no mercado 

brasileiro de linhas de crédito contingentes. 

 

                                                           
3 A prática de mercado (nacional e internacional) é definir o preço da linha como um spread único sobre a taxa 
básica (Libor) 
4 Material adverse clause - cláusula que desobriga o banco de emprestar os recursos nas condições pactuadas em 
caso de mudança substancial das condições financeiras do tomador, por exemplo, um rebaixamento na sua 
classificação de risco de crédito – downgrade. 
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 As linhas de crédito contingentes, pela sua configuração e pela flexibilidade, 

podem ser utilizadas pelas empresas como: 

a) Um recurso que permite adiar captações no mercado de capitais em 

momentos desfavoráveis. 

b) Um redutor de risco de crédito de curto prazo, por ser um indicativo ao 

mercado que a empresa emissora de dívida pode pagar por transações 

específicas. Por exemplo: a CCL pode funcionar como um seguro para os 

investidores do mercado de commercial paper (CP).  

c) Um limite máximo ou cap para o seu custo de funding. 

d) Uma fonte alternativa de financiamento caso condições externas à 

empresa reduzam a liquidez do mercado ou os recursos disponíveis para 

financiamento. 

e) Um instrumento rápido de financiamento para fazer frente a oportunidades 

de investimento que exijam agilidade na obtenção de recursos. 

 

2.4 Diferenças entre CCL e Opções 
   

 Uma das diferenças entre uma CCL e uma opção padrão é que, embora a 

empresa detentora de uma linha de crédito possa sacar a qualquer tempo um 

montante até o limite estipulado em contrato, essa linha de crédito assemelha-se 

mais a uma opção do tipo Bermudan ou Bermudan Option 5 do que a uma opção 

americana6 ou a uma opção européia7. 

  

                                                           
5 Bermudan option – caracteriza-se pelo exercício só poder ocorrer em períodos determinados de tempo t = 1, 2, 
3,..., T.  
6 Opção americana – caracteriza-se pela possibilidade de ser exercida a qualquer tempo, até o seu vencimento. 
7 Opção européia – caracteriza-se pelo exercício só poder ser feito na data de seu vencimento. 
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 A possibilidade de exercício parcial do direito de saque sob a linha é também 

uma diferença entre CCL e opções. Esse aspecto não foi tratado na modelagem de 

LNS para o apreçamento das linhas de crédito contingentes que assume a hipótese 

de saque total quando a linha é acionada. Entretanto, pode-se encontrar, em Takor 

et al (1981)8, uma análise do saque parcial da CCL considerando a elasticidade da 

demanda da empresa à taxa de juros dos recursos emprestados, a disponibilidade 

de oportunidades de investimento, a estrutura de capital desejada e o grau de poder 

de monopólio dos bancos. Os autores afirmam, no artigo, que o saque parcial não 

invalida a abordagem de opções para apreçamento da CCL. 

  

 Outra diferença importante é a não existência de um mercado secundário 

organizado onde cada participante, independente da vontade e do conhecimento da 

contraparte, pode modificar sua posição (aumentar, desfazer ou encerrar), a 

qualquer tempo, durante a vida da opção. Os bancos ao assumirem esse tipo de 

compromisso devem carregá-lo no balanço até o seu vencimento ou negociar com o 

cliente o encerramento ou venda do contrato do contrato. 

 

2.5 Acordo da Basiléia e CCL 
 

 As CCL, da contratação até o momento da sua utilização, ficam registradas 

nas contas de compensação no balanço das instituições financeiras, a exemplo de 

outros compromissos como cartas de crédito e fianças.  

  

                                                           
8 Anjan Takor, Hai Hong and  Stuart I Greenbaum (1981): Bank Loan Commitments and Interest Rate 
Volatility”- Journal of Banking and Finance 5 (1981), 497-510, North Holland Publishing Company. 
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 Durante esse período, sob as diretrizes do Acordo da Basiléia I atualmente 

em vigor, o seu CCF (credit conversion factor), isto é, a ponderação do seu impacto 

na exigência de capital por parte da autoridade reguladora, é de 50%.  

 

 A partir do momento em que as CCL são utilizadas, o montante sacado passa 

a receber o mesmo tratamento dado aos empréstimos comuns: CCF de 100% no 

cálculo do patrimônio líquido exigido para fazer frente aos riscos assumidos pela 

instituição financeira.  

  

 Com a implantação do Novo Acordo da Basiléia9, os compromissos 

assumidos registrados nos itens de compensação passam a receber o seguinte 

tratamento, na abordagem padrão:  

a) compromissos com prazo até um ano: CCF de 20%; 

b) compromissos com prazo acima de um ano: CCF de 50%; 

c) compromissos canceláveis a qualquer tempo pelo Banco sem aviso prévio 

a contraparte ou cancelados automaticamente em função da deterioração 

do risco de crédito da contraparte: CCF de 0%. 

 

A partir do momento em que são utilizadas, o CCF da operação também 

passa a ser de 100% na nova versão do Acordo da Basiléia. 

 

 

                                                           
9 International Convergence of Capital Measurement and Capital Standards – A Revised Framework 
(June/2004) 
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III. Revisão Bibliográfica 

 

3.1 Conceitos e Ferramentas Utilizados no Apreçamento de Opções 
 

3.1.1 Processo Estocástico 

 

 O processo estocástico pode ser interpretado como o processo que busca 

descrever o comportamento de uma variável aleatória que se desenvolve ao longo 

do tempo. Esse processo se dá em tempo discreto ou em tempo contínuo e, 

também, pode ser qualificado como estacionário, quando mantém suas 

propriedades estatísticas (média e variância constantes), ou não estacionário, 

quando apresenta tendências. 

 

3.1.2 Processo de Markov 

  

 Um processo de Markov é o processo estocástico onde o valor presente da 

variável é a única informação relevante para estimar o seu valor futuro. Isso implica 

que a distribuição de probabilidade para o valor ou preço em qualquer ponto futuro 

independe do caminho seguido pela variável em termos de valor ou preço no 

passado.  

 

3.1.3 Processo de Wiener ou Movimento Browniano 

   

 É um caso particular do processo de Markov. Segundo Hull (2000), uma 

variável z  segue um processo de Wiener se apresentar as seguintes propriedades: 

 

 Propriedade 1:  

 A variação z∆  em um pequeno intervalo de tempo t∆  é: tz ∆=∆ ε , onde ε  é 

uma variável aleatória segue uma distribuição normal N (0,1). 

 

 Propriedade 2: 
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 Os valores de z∆  para quaisquer dois diferentes intervalos curtos de tempo 

t∆  são independentes. 

 

A partir da primeira propriedade: z∆ ~ ( )tN ∆,0 . 

A partir da segunda propriedade: zsegue um processo de Markov. 

 

3.1.4 Processo Wiener Generalizado 

 

 O processo de Wiener generalizado para uma variável x pode se definido em 

termos de dzcomo: bdzadtdx +=  onde a e b são constantes. O termo adt  implica 

que a variável x apresenta um drift (tendência) esperado com taxa a por unidade de 

tempo. O termo bdzpode ser considerado como um ruído (variabilidade) acrescido 

ao processo seguido pela variável x. O montante do ruído é dado por b vezes o 

processo de Wiener dz. 

 

3.1.5 Processo de Itô 

   

 São processos de Wiener generalizados, em tempo contínuo, onde as 

constantes a e b são função dos valores da variável subjacente:  

 

dztxbdttxadx ),(),( += .   

onde dz é um processo de Wiener. 

  

 Ambos o drift esperado como a taxa de variação dos processos de Itô tendem 

a mudar com o tempo.  

 

  Em um pequeno intervalo de tempo entre t  e tt ∆+ , as mudança na variável 

x é dada por: 

 

    ttxbttxax ∆+∆=∆ ε),(),(  

 

 A relação acima assume que o drift ),( txa  e a taxa de variância de x  2),( txb  

são constantes durante o intervalo t  e tt ∆+ . 



13 

 

3.1.6 Lemma de Itô  

   

 O lemma de Itô pode ser visto como o equivalente estocástico da regra da 

cadeia do cálculo diferencial em ambiente determinístico.  

 

 Suponha uma variável x que segue um processo de Itô: 

dztxbdttxadx ),(),( += . O lema de Itô mostra que a função G de x e t segue um 

processo dado por 

 

  bdz
dx

G
dtb

x

G

dt

G
a

x

G
dG

∂+










∂
∂+∂+

∂
∂= 2

2

2

2

1
, 

Onde:  












∂
∂+∂+

∂
∂ 2

2

2

2

1
b

x

G

dt

G
a

x

G
  corresponde ao drift; e  

 

b
dx

G∂
     corresponde à taxa de variância. 

 

 Vale registrar que o preço de uma opção, como veremos mais a frente, é 

função da variável estocástica subjacente e do tempo. Assim, o Lemma de Itô 

propicia a ferramenta para verificar a relação entre os diferenciais parciais. 

 

3.1.7 Martingales 

 

 A teoria de Martingale classifica uma serie temporal observada pela sua 

tendência. Um processo se comporta como um Martingale se sua trajetória não 

apresenta tendência discernível ou qualquer periodicidade. 

  

 Dizemos que um processo [ ]{ }∞∈ ,0,tSt  é um Martingale em relação ao 

conjunto de informação tI  e em relação à probabilidade P , se para todo 0>t , 

• tS  é conhecido, dado tI ; 

• Esperanças não condicionais são finitas: ∞<tSE ; 
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• E se [ ] ttt SSE = , para todo Tt < , com probabilidade 1. 

 

Assume-se que todas as esperanças [ ].E , [ ].tE  são obtidas em relação à 

probabilidade P . 

 

 Assim, Martingales são variáveis aleatórias cujas variações futuras são 

totalmente imprevisíveis, dadas as informações no presente.  São sempre definidas 

em relação a um conjunto de informações e a alguma medida de probabilidade. Se 

mudarmos o conjunto de informações ou a probabilidade associada, o processo em 

consideração poderá deixar de ser um Martingale. A recíproca também é verdadeira. 

Dado um processo tX , que não se comporta como um Martingale, é possível 

transformá-lo em um Martingale modificando a medida de probabilidade P. 

 

 A maioria dos ativos financeiros, embora não se comportem como, podem ser 

transformados Martingales. Um dos métodos para fazer essa transformação é 

subtrair uma tendência esperada de tS . Outro é transformar a distribuição de 

probabilidade do ativo tal que se [ ] tut
ruP

t SSeE >+
− ,  u<0 , podemos buscar uma 

probabilidade equivalente P
~

 de maneira que a nova esperança satisfaça 

[ ] tut
ruP

t SSeE =+
−~

, u<0 . O teorema de Girsanov propicia a ferramenta para a 

transformação da medida de probabilidade em processos estocásticos em tempo 

contínuo. 

 

  

 

3.1.8 Medidas de Probabilidades Equivalentes 

 

 Neftici (2000) menciona dois métodos para apreçar derivativos. Um deles 

forma portfolios livre de risco e emprega equações diferenciais parciais. Esse foi o 

caminho escolhido no desenvolvimento do modelo de Black-Scholes.  O outro requer 

a transformação dos processos subjacentes em processos de Martingales por meio 

de mudanças nas suas medidas de probabilidade, isto é, por meio do uso de 

medidas equivalentes de probabilidade. 
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.  

 Neste processo, transforma-se a medida de probabilidade dP, de forma a 

acomodar diferentes hipóteses para o drift de um processo de Wiener. A ferramenta 

propiciada pelo teorema de Girsanov relaciona o processo de Wiener a uma medida 

de probabilidade alternativa, alterando a média do processo, sem modificar a sua 

variância. Essa transformação permite, por exemplo, tratar um ativo que carrega um 

prêmio de risco positivo como se fosse livre de risco.  

 

 Vale ressaltar que, em princípio, ambos os métodos devem levar a mesma 

resposta, embora dependendo do problema em vista um método possa ser mais 

conveniente que outro 

 

a) Alterando a média de uma variável normalmente distribuída  

  Fixando t  e considerando tz  uma variável normalmente distribuída: 

tz ~ )1,0(N .  Considere a função de densidade de tz , dada por ( )tzf  e a 

medida de probabilidade P , tal que: t

Z

t dzezdP
t

2)(
2

1

2

1
)(

−
=

π
. 

 

  Define-se a função10 
2

2

1

)(
µµ

ξ
−

=
tz

t ez  

   

  Quando multiplicamos )( tzξ por )( tzdP , obtém-se uma nova medida de 

probabilidade: 

                                                           

10 A função 
22

1

)(
µµ

ξ
+−

=
tz

t ez  subtrai uma média de tz  enquanto a função 
22

1
1)(

µµ
ξ

−− =
tz

t ez acrescentaria 

uma média à tz  cuja média original é igual a zero. 
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  t

zz

tt dzezzdP
tt

22

2

1
)(

2

1

2

1
)]()][([

µµ

π
ξ

−+−
=  

  t

z

t dzezPd
t

2][
2

1

2

1
)(

~ µ

π
−−

= , onde )()()(
~

ttt zzdPzPd ξ= .  

 

  Nessa transformação mantém-se a forma da distribuição de 

probabilidade, alterando-se a média e mantendo-se a variância. 

 

b) Derivada de Random-Nikodym 

 

 Dividindo a expressão )()()(
~

ttt zzdPzPd ξ= , em ambos os lados por 

)( tzdP , temos: ( )t
t

t z
zdP

zPd ξ=
)(

)(
~

. Essa expressão pode ser vista como uma 

derivada (derivada de Random-Nikodym) da medida P
~

 em relação à P  e 

)( tzξ  pode ser interpretada como a densidade da medida de probabilidade 

P
~

 em relação à medida P .  

 

 Se a derivada de Random-Nikodym de P
~

 em relação à P  existir, 

podemos utilizar a densidade )( tzξ  para transformar a média de tz , 

mantendo inalterada sua variância. No caso de opções, onde o preço não 

depende da média, mas da volatilidade, essa transformação é muito 

conveniente. 
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c) Teorema de Girsanov 

  

 Segundo Neftici (2000), o teorema de Girsanov propicia as condições 

sob as quais a derivada de Random Nikodym existe para os casos onde tz  

é um processo estocástico contínuo. 

 

 Em termos heurísticos, o teorema afirma que dado um processo de 

Wiener tW  com distribuição de probabilidade P . Multiplicando-se a 

distribuição de probabilidade desse processo por tξ , podemos obter um 

novo processo de Wiener tW
~

, com distribuição de probabilidade P
~

. Os dois 

processos de Wiener estão relacionados por: 

   dtXdWWd ttt −=~
 

Isto é, tW
~

 é obtido subtraindo-se um drift que é conhecido, dado o conjunto 

de informações tI . 

 

 A principal condição para que a transformação seja possível é que tξ  

seja um processo de Martingale com 1][ =tE ξ  

  

 Sendo  







 −∫ ∫
=

t t
uuu duXdWX

t e
0 0

2
2 2

11

σξ , ],0[ Tt ∈ , onde o valor de tX  é 

conhecido exatamente, dado o conjunto de informações tI . 

 

 Supondo que µ=uX , e sendo 00 =W :  
]

2

1
[

1 2
2

tW

t

t

e
µµ

σξ
−

= , para os casos 

onde 12 =σ , temos 
2

2

1

)(
µµ

ξ
−

=
tW

t ez , que é similar ao tξ  discutido no item 
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“a”, acima, observando que o símbolo tX  utilizado no teorema de Girsanov 

desempenha o mesmo papel que µ  no item “a”. 

 

 Destaca-se que embora dtXdWWd ttt −=~
, tW

~
 e tW  são processos de 

Wiener em relação à P
~

 e P , respectivamente. 

  

 Utilizando dtX t−  como um erro em tW , reduziríamos o drift da 

equação diferencial estocástica original exatamente por dtX t− .  Se dtX t−  

for interpretado como um prêmio de risco em função do temo t, a 

transformação na distribuição de probabilidade faria com que os ativos 

arriscados crescessem a taxa livre de risco.  

 

3.2 Modelos de Apreçamento de Opções 
 
 
 São dois os modelos de apreçamento de opções mais largamente utilizados: 

o modelo binomial de apreçamento de opções e o modelo Black-Scholes. 

 
 
3.2.1 O Modelo Binomial 

 

 O modelo binomial de apreçamento de opções assume que a mudança 

percentual do valor do ativo subjacente segue uma distribuição binomial. Ele foi 

independentemente desenvolvido por Cox, Ross e Rubinstein (1979) e por 

Rendleman and Bartter (1979).  A abordagem utilizando a distribuição binomial 

propicia soluções tanto para os modelos de apreçamento de opções européias como 

para opções americanas, para as quais é necessário o emprego de simulações 
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numéricas. Os autores constroem uma árvore binomial que aproxima na forma 

discreta o movimento geométrico browniano11.  

  

 Haug (2007) demonstra evolução do preço de um ativo utilizando o modelo de 

árvore binomial, considerando que o preço de um ativo, decorrido um espaço de 

tempo t∆ , pode crescer a uma taxa fixa u  com probabilidade p  ou decrescer a 

uma taxa fixa d , com probabilidade p−1 .  

  

 A contagem no primeiro nó é iniciada em zero. O número de passos 

necessários para se chegar a um nó é dado por j  e o número de vezes em que o 

preço do ativo subiu para chegar a esse nó é definido por i , conforme figura abaixo: 

 

0 1 2 3 4 5 

     j=5, i=5 

    j=4,i=4  

   j=3,i=3  j=5, i=4 

  j=2,i=2  j=4,i=3  

 j=1,i=1  j=3,i=2  j=5, i=3  

j=0,i=0  j=2,i=1  j=4,i=2  

 j=1,i=1  j=3,i=1  j=5, i=2  

  j=2,i=0  j=4,i=1  

   j=3,i=0  j=5, i=1 

    j=4,i=0  

     j=5, i=0 

 

 O número de passos para chegar ao nó (j, i) é igual a  

                                              
)!(!

!

iji

j

−
       

  

                                                           
11 Segundo Hull (2000), o movimento geométrico browniano é o modelo mais usado para a descrição do 
comportamento dos preços de ativos e é dado por:  dS= µS dt + σS dz  ou, no seu modo discreto, por  ∆S = µ S ∆t + 
σS ε (∆t)1/2,onde dz é um processo de Wiener. 
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 A probabilidade de alcançar o nó (j, i) é  

    iji pp
iji

j −−
−

)1(
)!(!

!
     

 

 Só é necessário, para apreçar opções européias, o número de nós finais n . A 

função de distribuição de probabilidade binomial, então é dada por: 

 

    

   

 

 Portanto o preço das opções européias, no modelo binomial, pode ser 

expresso por: 

 

 






 −−
−

= ∑
=

−−− n

i

iniiniTr
XdSupp

ini

n
ec f

0

)0,max()1(
)!(!

!
    

 






 −−
−

= ∑
=

−−−
n

i

iniiniTr dSuXpp
ini

n
ep f

0

)0,max()1(
)!(!

!
   

 

Onde T é o prazo para a opção expirar. 

 

 Em muitos nós, as opções estarão “fora do dinheiro”, isto é, com valor 

negativo, assim podemos começar a contagem a partir de a , que é definido como o 

menor inteiro não negativo, tal que 

      
)/ln(

))/(ln(

du

SdX
a

n

≥       

 

 A probabilidade binomial complementar é dada por: 

∑
=

−−
−

=
n

i

ini pp
inn

n
niB

0

)1(
)!(!

!
p),|(
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 E o preço das opções passa a ser: 

  







−−

−
= ∑

=

−−−
n

ai

iniiniTr
XdSupp

ini

n
ec f )0,()1(
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!
   

  






 −−
−

= ∑
−

=

−−− )()1(
)!(!

!1

0

a

i

iniiniTr dSuXpp
ini

n
ep f    

 

 Em Copeland et al (2005), vemos outra variante do modelo utilizando a taxa 

de desconto em tempo discreto: 

 

 
T

f

n

i

iniini

r
dSuXpp

ini

n
c

)1(

1
)0,max()1(

)!(!
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= ∑
=

−−   

 

 Os autores desenvolvem a fórmula acima, fazendo  

 

 p
r

u
p

f 








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+
≡

)1(
'                e            ( )p
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




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'1  

E, portanto: 

  ini
T

f

ini
ini pp

r

du
pp −

−
− −=

+
− )'1()'(

)1(
)1(  

 Assim, obtemos a expressão do preço de uma call européia de forma 

resumida: 

 

  ),|()1()',|( pnaiBrXpnaiSBc n
f ≥+−≥= −    

∑
=

−−
−

=≥
n

ai

ini pp
ini

n
naiB )1(

)!(!

!
p),|(



22 

 

 Os fatores de subida e descida do preço do ativo (u e d) e as correspondentes 

probabilidades são definidos de forma a igualar os dois primeiros momentos da 

distribuição dos preços dos ativos (média e variância) à distribuição de 

probabilidades teórica dos preços dos ativos. Cox, Ross e Rubinstein (1979) 

provaram que para a distribuição de probabilidade implícita na binomial convergir 

para um movimento geométrico browniano deve-se ter: 

 

   teu ∆= σ            e             ted ∆−= σ ,    

 

onde: nTt /=∆ . 

 

 A probabilidade do preço do ativo subir no próximo nó é dada por:   

 

     
du

de
p

tr f

−
−=

∆

         

 

ou, utilizando a taxa discreta:       

 

     
du

dr
p f

−
−+

=
)1(

      

 
 
3.2.2 Modelo Black-Scholes-Merton 

  

O modelo binomial pode ser estendido para derivar o modelo equivalente em 

tempo contínuo: o modelo Black-Scholes-Merton (modelo BSM). No limite, uma 

árvore binomial, composta por um grande número de passos ou nós, é equivalente 
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ao modelo em tempo contínuo dado pela fórmula de BSM para apreçamento de 

opções européias. 

 

 Cox, Ross e Rubstein (1979) provaram que a medida o período de tempo t∆  

entre os movimentos de preço do ativo subjacente tende a zero e, portanto, o 

número de movimento n tende a infinito, a distribuição binomial tende para uma 

distribuição normal: 

 

  )()',|( 1dNpTanB →≥     e       )(),|( 2dNpTanB →≥  

  

 Assim obtemos um modelo que contempla variações contínuas no preço do ativo 

subjacente.  

 

 O modelo de BMS (1973) pode ser usado para apreçar opções européias em 

ações que não pagam dividendos. Também pode ser utilizado para valorar opções 

americanas em ações que não pagam dividendos, uma vez que, nesse caso, nunca 

ocorrerá o exercício ótimo da opção americana antes da data de seu vencimento.  

 

 Se S tem distribuição lognormal e c é o preço de uma opção européia: 

 

[ ])0,max(
~

XSEec T
PTr f −= − , 

 

como Tr
T

P feSSE 0

~
)( =  

    )]()([ 210 dXNdNeSec
TrTr ff −= −  
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    )()( 210 dNXedNSc Tr f−−=      

    )()( 102 dNSdNXep Tr f −−−= −
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Onde: 

c:    valor atual da opção 

PE
~
   representa a esperança em um mundo neutro ao risco;  

TS    é o preço do ativo subjacente em T;  

T:   data de expiração 

S0:   é o preço atual do ativo subjacente 

X:   preço de exercício da opção 

rf:   taxa contínua livre de riscos 

σ:  desvio padrão da taxa de retorno contínua do ativo subjacente 

N(d):   valor cumulativo da distribuição normal avaliada em d 

ln (S0/X):  logaritmo natural de (S0/X)   

 

 As análises desenvolvidas para modelo BSM e para modelo CRR supõem 

que o comportamento dos preços dos ativos tem distribuição lognormal e seguem 

um movimento geométrico browniano. A taxa contínua de retorno dos ativos 

apresenta distribuição normal.  Ambos os modelos são desenvolvidos com base na 
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construção de um portfolio livre de risco, formado por uma posição comprada na 

ação e uma posição vendida em uma call sobre a mesma ação.  Assume-se que: 

• o mercado não apresenta fricções e não é possível existir arbitragem; 

• é possível realizar venda a descoberto e é permitido reinvestir todo 

recurso apurado na negociação; 

• não há custos de transação; 

• o ativo é perfeitamente divisível e negociado continuamente; 

• a taxa livre de risco é fixa para qualquer que seja o vencimento; 

• a volatilidade do ativo subjacente também é fixa; 

• os investidores são neutros ao risco12. 

  

 É importante salientar que os resultados obtidos na avaliação neutra ao risco 

são válidos para qualquer que seja a atitude do investidor frente ao risco.  

 

 Segundo Hull (2000), quando se passa de um mundo de investidores neutros 

ao risco para um mundo de investidores com aversão ao risco há uma mudança na 

taxa de crescimento esperada para o preço dos ativos. Também a taxa de desconto 

para os pay-off do derivativo é alterada. Essas duas mudanças se compensam 

exatamente. 

 

3.2.3 Modelo de Black (76) 

 

 Fisher Black (76) apresenta um modelo para apreçamento de contratos de 

futuros13 de commodities onde se assume a hipótese os preços futuros têm a 

mesma propriedade lognormal assumida para os preços das ações no modelo BSM.  

                                                           
12 O investidor neutro ao risco não requer prêmio para tomar risco. Em um mundo neutro ao risco o retorno 
médio dos ativos arriscados é a taxa livre de risco. 
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 É importante lembrar que, em um mundo neutro ao risco, o ganho esperado 

para o detentor de um contrato futuro é zero, uma vez que não há custo para entrar 

nesse tipo de contrato. A taxa de crescimento esperada para um preço futuro (ou a 

termo) de um ativo ou uma commodity é zero e o valor esperado desse preço a 

termo, no futuro, é o preço a termo observado no tempo t=0.  Segundo Hull (2000), 

isso se aplica para qualquer preço futuro quer seja em um ambiente onde a taxa de 

juros é fixa, quer seja em um ambiente onde a taxa de juros é estocástica.  

 

Assim temos que: 

)(
~

0 T
P FEF =  

 

onde  

0F   é o preço futuro no tempo t=0 

PE
~
  denota o valor esperado em um mundo neutro ao risco 

TF   é o preço futuro no vencimento do contrato. 

 Uma vez que TT SF = , onde TS  é o preço a vista no tempo T, 

                                           )(
~

0 T
P SEF =  

 

 O preço das opções européias pode então ser dado por: 

)]0,[max(),0(
~

XFETPc T
P −=  

 

  Sendo que ),0( TP  é o preço, em t=0, de um bond sem cupom que paga $1 no 

vencimento T, então: 
                                                                                                                                                                                     
13 O contrato de futuros é um acordo para comprar ou vender um ativo, a um preço pré-estabelecido em uma data 
futura determinada. São normalmente negociados em bolsas que especificam características padronizadas para os 
contratos. 
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)]()([ 210 dXNdNFec rT −= −   

)]()([ 102 dNFdXNep rT −−−= −  

onde: 

T

TXF
d

σ
σ 2/)/ln( 2

0
1

+=  

Td
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TXF
d σ

σ
σ −=−= 1

2
0

2

2/)/ln(
 

 

3.3.  Fatores que Afetam o Preço das Opções  
 

 O preço das opções é função de 5 parâmetros: o preço do ativo subjacente, 

sua variância instantânea, o preço de exercício da opção, o prazo para a expiração 

da opção e a taxa livre de risco. A preferência do investidor não influencia o preço de 

uma opção. 

 

 Em resumo temos que, sendo c o preço de uma call e p o preço de uma put: 

 

c = f (S,  σ σ σ σ2222, X,T, r f,) 

p = f (S,  σ σ σ σ2222, X,T, r f,) 

 

Onde: 

S:  valor do ativo subjacente 

X:  valor do preço de exercício 

T:  prazo de expiração 

σσσσ:  volatilidade (risco) do ativo subjacente  

r f: taxa livre de risco. 



28 

 

 Hull (2000) oferece uma tabela com o resumo dos efeitos no preço das 

opções, americanas e européias, com o aumento de uma variável, mantendo as 

demais constantes: 

 

Variável Call Européia Put Européia Call Americana Put Americana
preço da ação  +  -  +   -
preço de exercício  -  +  -  +
prazo para vencimento  ?  ?  +  +
volatilidade  +  +  +  +
taxa livre de risco  +  -  +  -
dividendos  -  +  -  +

 

 

 De outro modo, para as opções americanas: 
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 E, para as opções européias: 
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 O efeito do tempo para o valor de uma opção européia, de modo geral, é 

indefinido. 
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IV.  Derivativos de Taxas de Juros - Modelagem 

 

 Os derivativos de taxas de juros são instrumentos cujo rendimento ou 

resultado depende, de alguma forma, do nível das taxas de juros.  

 

 Segundo Hull (2000), os derivativos de taxas de juros apresentam maior 

dificuldade para apreçamento. Dentre os aspectos citados destacamos os três 

abaixo: 

 

• para alguns derivativos, é necessário desenvolver um modelo que descreva o 

comportamento de toda a curva de rendimento; 

• as volatilidades diferem a cada ponto da curva; 

• as taxas de juros são utilizadas tanto para desconto como para definição do 

resultado do derivativo, assim a variação da taxa tem impacto tanto no valor 

intrínseco da opção como no seu valor presente. 

 

4.1 Caps e Floors 
 
 

Caps14 e floors15 estão entre os mais líquidos derivativos de taxas de juros e 

podem ser usados como proteção ao aumento ou redução das taxas de juros, 

respectivamente. 

 
                                                           
14 Cap é um derivativo desenhado para propiciar proteção, por um período determinado, contra o aumento de 
taxa de juros acima de um determinado nível chamado de cap rate – taxa do cap. Ao detentor de um cap, fica 
garantido que pagará no máximo a taxa do cap sobre um valor nocional pré-determinado.  Podemos considerar 
um cap de taxa de juros como um conjunto formado por calls européias - chamadas caplets, lançadas sobre uma 
taxa básica, por exemplo, a Libor, com o mesmo preço de exercício, porém com vencimentos diferentes. 
15 Floor é um derivativo desenhado para propiciar proteção, por um período determinado, contra a redução de 
taxas de juros abaixo de um determinado nível chamado de floor rate – taxa do floor. O detentor do floor garante 
uma remuneração mínima igual à taxa floor, sobre um valor nocional determinado. Podemos considerar um floor 
como um conjunto formado por puts européias chamadas floorlets, com o mesmo preço de exercício, porém com 
vencimentos diferentes, lançadas sobre uma taxa de juros, por exemplo, Libor. 
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Podemos ver um cap de taxa de juros como um portfolio de calls européias. 

Sejam nttt ,...,, 21  sejam as datas de repactuação da taxas, T o tempo de existência 

total da opção (cap) e Ttn =+1 . Definindo kR  a taxa para período entre kt  e 1+kt , 

observada no tempo kt )1( nk ≤≤ , o pay off do caplet .referente a kR , no tempo 1+kt : 

     

)0,max( capkk RRN −δ    

Onde: 

N   é o valor nocional  

kδ   é igual a período kk tt −+1  

capR   é a taxa do cap que funciona como preço de exercício da opção. 

   

  

Haug (2007) afirma que a versão modificada do modelo de Black-76, abaixo, 

é provavelmente o mais utilizado para apreçar opções em taxa de juros. O modelo 

foi originalmente desenvolvido para apreçar opções em contratos de futuros de 

commodities. Quando utilizado para apreçar caps ou floors, considera-se como ativo 

subjacente a taxa forward implícita de cada caplet ou floorlet como o ativo 

subjacente. Assume-se que essas taxas a termo seguem uma distribuição 

lognormal, com volatilidade σ. O preço do cap é dado pela soma equiponderada dos 

preços de cada caplet que o compõe. Da mesma forma, o preço de um floor é dado 

pela soma equiponderada dos preços de cada floorlet que o compõe. 

 

    
∑
=

=
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i
icapletvaluecap

1
   

      

Cada caplet é calculado por 
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  Formula 76 valuecall
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Onde: 

F     é taxa a termo, 

basis   é número de dias por ano considerado pelo mercado, 

T    é prazo para o vencimento da opção, 

X    é preço de exercício da opção, no caso de um cap a taxa  

   cap ou capR . 

 

 Pode-se observar ainda que, no modelo acima apresentado por Haug, a taxa 

de juros é considerada constante ou determinística, assim como a volatilidade. 

Neftici (2000) afirma que essa hipótese não pode ser mantida, principalmente 

quando tratamos de derivativos de taxa de juros, pois é precisamente o risco 

associado com os movimentos das taxas de juros que torna esse tipo de 

derivativo tão negociado. Porém ressalta que, mantida as duas hipóteses para 

derivativos de curto prazo, o resultado obtido é uma aproximação razoável.  
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4.2. Modelo de Mercado da Libor - LMM 
 
4.2.1 Contexto Geral - Modelos da Estrutura a Termo de Taxas de Juros 

 
 Segundo Copeland et al (2005) os modelos da estrutura a termo das taxas de 

juros enquadram-se em, basicamente, 2 categorias: os modelos de equilíbrio geral e 

os modelos de não arbitragem. 

 

 Os modelos de equilíbrio especificam um processo para as taxas de juros de 

curto prazo com base hipóteses sobre as variáveis econômicas e, a partir desse 

ponto, definem a estrutura a termo das taxas de juros. Nesses modelos, a estrutura 

a termo atual das taxas de juros é o out put. Hull (2000) aponta outra característica 

dos modelos de equilíbrio: o drift16 da taxa de juros de curto prazo não é função do 

tempo, mas da própria taxa. Por fim, é consenso entre esses autores que os 

modelos de equilíbrio não se ajustam automaticamente aos dados obtidos no 

mercado para qualquer que seja o ponto da curva.  Geralmente os modelos de 

equilíbrio de um fator podem ser descrito pelo seguinte processo de Ito: 

dzrwdtrmdr )()( +=  

 

 Entre os modelos de equilíbrio são citados os modelos de: 

 

a) Rendelman e Bartter (1980), que assumem que a taxa r segue um movimento 

browniano: rdzrddr t σµ += ; 

b) Vasieck (1977), que assume um processo de reversão à taxa média de longo 

prazo: dzdtrbvdr σ+−= )( , onde b é a média de longo prazo da taxa de curto 

prazo e v  a velocidade de ajuste ou reversão à média. 

                                                           
16  O drift representa a esperança da taxa de juros, ou sua tendência. 
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c) Cox, Ingersoll e Ross (1985), que também assumem um modelo de reversão 

a média, cujo desvio padrão das variações nas taxas de juros é proporcional 

a raiz quadrada do nível das taxas: dzrdtrbvdr σ+−= )( .  

 Com isso, o modelo CIR corrige o problema existente no modelo de Vasiek, o 

 qual permite que as taxas sejam negativas. 

 

 Os modelos de não arbitragem, por outro lado, são calibrados de forma a 

estarem aderentes aos dados observados no mercado. Copeland et al (2005) afirma 

que, nesses modelos, os dados de mercado das curvas de rendimento entram como 

input para garantir a aderência do modelo e dos valores futuros da taxa de curto 

prazo à estrutura a termo atual das taxas de juros. A média ou esperança da taxa de 

juros é uma função do tempo. Entre os modelos citados temos os desenvolvidos por: 

a) Ho e Lee (1996): dzdtdr t σθ += )( , 

b) Hull e White (1990): dzdvrtdr t σθ +−= ])([ ; 

 

 Ainda na mesma categoria de não arbitragem temos a proposta de Heath, 

Jarrow e Morton (HJM) que modela a evolução das taxas a termo. O modelo HJM foi 

originalmente desenvolvido em tempo contínuo com taxas forward instantâneas e 

lognormais. O artigo original mencionava a explosão do processo, com probabilidade 

positiva, para taxas lognormais instantâneas, no limite de tempo contínuo.  Porém, 

segundo Rebonato (2002), quando o processo é “discretizado” e as taxas forward 

passam a ser finitas, a explosão lognormal desaparece.  

 

Considerando a versão em tempo discreto do modelo HJM apresentada por 

Copeland et al (2005), a evolução das taxas a termo seria dada por: 
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zTtTtTtf ∆+∆=∆ ),(),(),( σα      

 

onde ),(),(),( TtfTtfTtf −∆+=∆  e: 

 

),( Ttf   é a taxa a termo na data t para o período de T a T+∆; 

),( Ttα   é o drift da taxa a termo; 

),( Ttσ   é a volatilidade instantânea; 

z∆    é variável normalmente  distribuída com média zero  e  

   desvio padrão igual a ∆ . 

 
 Para a implementação do modelo HJM, utiliza-se a abordagem de árvore 

binomial, entretanto ao contrário dos modelos anteriormente citados, nesse caso, a 

árvore não é recombinante17, portanto a técnica mais adequada para implementação 

do modelo são as simulações de Monte Carlo. 

 

Segundo Hull (2000), o modelo HJM apresenta outros problemas: 

 

• a taxa de juros forward instantânea não é diretamente observável no 

mercado; 

• o ajuste do modelo para preços de ativos negociados ativamente no 

mercado, como os caps ou floors, apresenta dificuldades. 

 

                                                           
17   Em uma árvore não recombinante um movimento de subida  seguido por um movimento de descida não resulta no 
mesmo valor de um movimento de descida seguido por um movimento de subida. Uma árvore não recombinante implica que 
o processo para r não é um processo de Markov.  
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4.2.2 Modelo de Mercado da Libor 

 

O modelo de mercado da Libor proposto por Brace, Gatarek e Musiela (BMG), 

Jamshidian e Milterson, Sandmann e Sondermann, ainda segundo Hull (2000), 

supera os problemas apontados, pois é expresso em termos da taxas forward 

normalmente utilizadas pelos traders no mercado e, portanto, é automaticamente 

consistente com preços de caps. Abaixo replicamos o modelo apresentado. 

 

 Considerando o modelo de apenas um fator, um mundo neutro ao risco em 

relação à ),( 1+kttP , um cap com datas de reajuste nttt ,...,, 21  e um pagamento final 

em 1+nt , define-se 00 =t , kkk tt −= +1δ  )0( nk ≤≤  e: 

 

)(tFk   como a taxa forward entre o tempo 1 e +kk tt , observada no  

  tempo t , com período descaplização de kδ ; 

         )(tm   índice para a próxima data de repactuação no tempo t, isso  

   significa que m(t) é o menor inteiro  tal que )(tmtt ≤ ; 

)(tkξ   volatilidade de )(tFk , no tempo t; 

)(tvk   volatilidade do preço de um bond sem cupom ),( kttP , no  

  tempo t; 

 

)(tFk  é um Martingale que segue o processo abaixo: 

dztFttdF kkk )()()( ξ= , 

 
  

onde dzé um processo de Wiener. 
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V. Modelo Lokoianova, Neftci e Sharma para Apreçame nto de 

Linhas de Crédito Contingentes 

 

5.1 Descrição 
 
  

 O modelo LNS supõe o caso onde uma CCL funciona como instrumento de 

transferência do risco associado com um evento A, de baixa probabilidade, que afeta 

negativamente as oportunidades de funding de uma empresa, por exemplo: 

fechamento temporário do mercado de CP ou a elevação das taxas desse mercado 

em função de um choque externo.  

 

 Considera uma linha de crédito contratada em 0t , com as seguintes 

especificações: 

 

T :  prazo de validade do contrato 

N :  montante máximo disponibilizado para empréstimo 

tL :  taxa referencial (Libor) cobrada sobre os montantes sacados em t  

0t
s :  spread de crédito, definido no momento da contratação 0t , que é cobrado 

 somado a taxa referencial de juros, sobre os montantes sacados em t . 

  

 O contrato também contém uma cláusula de escape (material adverse clause) 

que desobriga o banco do contrato assinado, na ocorrência de determinadas 

circunstâncias, como por exemplo, a deterioração da classificação de risco de 

crédito do tomador. 
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 A períodos regulares de tempo ti (i=1, 2, 3,..., n), a empresa tem que rolar 

uma necessidade de recursos no mercado financeiro no montante de $ N, pagando 

it
L  (Libor) mais um spread 

it
c nas datas 1+it . 

 

 A CCL, nesse caso, apresenta a seguinte estrutura: 

 

a) O contrato é assinado em 0t  por n  períodos. O vencimento é definido 

como T , com ntT = . 

b) O valor máximo da linha é N$ , portanto o detentor da linha poderia sacar 

qualquer valor até o montante N$ . Entretanto, a modelagem de LNS 

assume o saque total do montante N$  nos momentos quando a empresa 

aciona a CCL. 

c) A parte não utilizada da linha está sujeita a facility fee 
0t

u . Loukoianova et 

al (2007) interpreta 
0t

u  como prêmio pago pela linha, no início do contrato 

(diferente do que é praticado no mercado, onde 
0t

u  é pago durante a 

vigência da linha, como uma tarifa de periodicidade definida em contrato, 

por exemplo, anual).  

d) Adicionalmente, sobre a parte utilizada da linha é pago o spread 
0t

s sobre 

a taxa referencial Libor. Ambos 
0t

u  e 
0t

s  são definidos na contratação e 

permanecem inalterados durante a vigência do contrato. 

e) As CCL, em geral podem ser acionadas a qualquer tempo, entretanto é 

assumida a simplificação na qual o contrato só pode ser acionado em 

tempos predeterminados 121 ,...,, −nttt . A simplificação torna-se inócua 

fazendo com que 1−− ii tt  seja um número muito pequeno. 
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f) Quando a linha é utilizada, o tomador paga um custo anual total 
it

r , onde: 

    
0ttt sLr

ii
+=        

g) Em t i, o tomador tem a opção de pré-pagar o montante sacado da linha e 

buscar, no mercado de CP, os recursos necessários. Portanto se 
0tt sc

i
< , 

a empresa escolherá pagar o banco.  

h) Na ocorrência do evento B , definido como a deterioração da classificação 

de risco do tomador, o contrato é automaticamente cancelado. B  ocorre 

quando o spread de crédito da empresa no mercado tc  ultrapassar o nível 

*c , isto é: 

      tt ccs << *
0

      

 A CCL modelada funciona como instrumento de melhoria de liquidez e de 

risco de crédito para as empresas tomadoras. Quando utilizadas, tem o caráter de 

empréstimo temporário.  

 

5.2 Portfolio Replicador 
  

 Segundo Loukoianova et al (2007), o portfolio replicador para a CCL consiste 

em um cap sobre o spread de crédito tc com datas de exercício it , combinado com 

uma opção de barreira reversa (reverse knock-out option18), que expira na 

ocorrência do evento de crédito B: 

     tcc <* , Tttt n =≤≤0  

 

 Se o evento B ocorrer, a empresa tem seu rating rebaixado e cessa a 

obrigação do banco em emprestar os recursos. 

                                                           
18 Reverse knock-out option é um tipo de opção de barreira que expira no momento a opção está dentro do 
dinheiro (in the money), isto é, quando a opção tem um valor intrínseco positivo. 
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 O primeiro instrumento (caplet) e seu respectivo cap é como uma call sobre o 

spread de crédito tal que, na data 1+it  a opção paga ]0),([
oi tt scNMAX −δ , onde δ 

é o período do empréstimo expresso em anos.  

 

 Se na data em que o caplet expira ti, o spread 
it

c  exceder o nível 
0t

s , o 

mercado de CP se torna menos atrativo e a linha de crédito é acionada. 

 

 O valor justo de mercado no tempo t do knock-out ith caplet pode ser dado 

por: 

 

  }0,{01 1}0),{([),()( tittHcttti
p

ti
i
t scMaxNEttBcpl ≤≤<+ −= δ    

Onde: 

}0,{1 tittHct ≤≤< :   função indicadora do evento em que a empresa não sofre 

 rebaixamento de classificação de crédito antes do 

 vencimento  do caplet.. 

}0),{([ 0tti
p

t scMaxNE −δ :  esperança sob a medida de risco a termo em t  do pay off 

    do caplet que expira em it . 

),( 1+ittB :    é o desconto em $1 a ser pago em 1+it , calculado a  partir 

    de um zero cupom bond19 com risco, utilizando a taxa a 

    termo de risco para o tempo 1+it .  

 

                                                           
19  Zero cupom bond é o título que não paga juro periódico. É geralmente negociado abaixo do valor de face de 
forma que a diferença represente a remuneração ao investidor. 
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 O uso do discount bond com risco de default20 objetiva normalizar o preço do 

papel. Isso requer que, em default, a taxa de recuperação seja diferente de zero com 

probabilidade igual a um. 

 

 Adicionando n caplets com datas de exercício it  (i= 1, 2,..., n) em um único 

contrato, obtêm-se um cap sobre o spread de crédito tc  cujo valor no tempo t  é 

dado por: 

     ∑
=

=
n

i

i
tt cplcap

1

)()(      

 

 O portfolio replicador consiste, então, em a empresa comprar um knock-out 

cap do banco ao custo de 
0t

s  e, ao mesmo tempo, obter um empréstimo, no 

mercado financeiro, à taxa flutuante de 
ii tt cL + , com datas de renegociação it . 

Esse portfolio equivale a um empréstimo de mercado garantido por uma CCL 

contratada junto a um banco. 

 

 A empresa decide nas datas nttt ,...,, 21 , se utiliza ou não a CCL. Se a linha for 

utilizada (sacando, por hipótese, o valor total da linha) na data it , o vencimento se 

dá em 1+it , quando a empresa poderá:  

a) pagar e sacar novamente da linha; ou  

b) pagar e captar no mercado financeiro. 

 

Dessa forma, o empréstimo realizado tem prazo de ii tt −= +1δ . Assim a CCL 

passa a ser composta por uma seqüência de opções em uma série de contratos de 

                                                           
20 Risco de default: risco de não pagamento do valor devido ao investidor na data aprazada. 
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empréstimos a taxas flutuantes 
0tt sL

i
+  e não há a hipótese de pré-pagamento. Em 

ti, caso 
0tt sc

i
> , a opção de utilizar a CCL será exercida pela empresa (por hipótese 

assumida no modelo, será sacado o valor total da linha). Essa opção expira caso 

it
cc <* . 

   

O preço da CCL, 
0t

u , depende de 
ii tt c ,L  suas volatilidades e outros 

parâmetros como *c es
0t

. 

*),,,,,(
00

cscLfu tcLttt ttii
σσ=  

 

 Vale ressaltar que c* limita o risco máximo assumido pelo banco. Quanto 

mais elevado for c* em relação ao spread de crédito da empresa no mercado no 

instante da contratação 
0t

c , maior é o risco assumido pelo lançador da CCL e o 

prêmio a ser pago pelo compromisso assumido. Os bancos em geral negociam a 

questão observando, além de outros itens, o seu apetite de risco e os limites de risco 

de crédito definidos para a carteira de crédito. Por outro lado, para as empresas, 

quanto maior for c* em relação à 
0t

c , maior será o seguro de que um rebaixamento 

de sua classificação de risco de crédito não afetará seu custo de captação e maior 

será o valor percebido para esse “seguro”.  

 

5.3 Apreçamento 
 
  

 Segundo Loukoianova et al (2007), o apreçamento de uma CCL não pode 

utilizar a abordagem padrão para opções de barreira (knock out options) em ações e 

câmbio porque envolve taxas de juros e spread de crédito. O modelo Black-Scholes 
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padrão tem apenas um fator e assume a taxa de juros constante. No caso da CCL 

temos dois fatores e não é possível assumir a taxa de juros constante. 

 

O caminho adotado, então, foi modelar o comportamento de n taxas a termo 

livre de risco F e de n taxas a termo arriscada f, encontrando a dinâmica do spread 

de crédito tc  e, em seguida, o preço do caplet e da opção de barreira reversa 

associada.  

 

Assume-se para tal, que ),,( 1+ii tttF  é a taxa Libor 21 tL , no tempo t , para um 

empréstimo feito em it  com vencimento em 1+it , onde 1+<< ii ttt .  tL  reflete a taxa 

para empréstimos sem risco de crédito,. De maneira semelhante,  ),,( 1+ii tttf  é a taxa 

arriscada, no tempo t , aplicada sobre empréstimos a uma empresa (com risco de 

crédito), realizados em it  e com vencimento em 1+it , sendo i = 1,...,n-1. 

),,(),,(),,( 111 +++ −= iiiiii tttFtttftttc   

   

São apresentados, no artigo de LNS, dois métodos para modelar a dinâmica 

do spread de crédito tc .  

 

 Um método utiliza a extensão do modelo de mercado da Libor desenvolvida 

por Schönbucher, o qual inclui uma medida a termo de sobrevivência da empresa22. 

 

O outro método é baseado no modelo de mercado da Libor.  Modela as taxas 

livre de risco ( tF ) e arriscada ( tf ), transformando a dinâmica de ),,( 1+ii tttf  em um 

processo de Martingale, pela utilização do preço de um bond arriscado sem cupom.  
                                                           
21 Libor é, normalmente, o custo de funding para uma empresa classificada com risco AA. O modelo de mercado 
da Libor assume a hipótese de risco de crédito zero. 
22 Shönbucher, Philipp J. (2000), A Libor Market Model with Default Risk.,Working Paper, University of Bonn. 



43 

 Abaixo apresentamos ambos os métodos embora o enfoque, neste trabalho, 

seja dado ao segundo.  

 

5.3.1 Método 1- Abordagem de Schönbucher 

 

 O primeiro método usa a estrutura propiciada pela extensão de Schönbucher 

para o modelo da Libor a termo cujo processo é dado por: 

),,( 1+ii tttF = ][
1

i

it

t
p

t LE
+

   
 

 

Onde 1+itP  representa a medida, a termo, neutra ao risco, obtida por normalização, 

pelo uso do preço ),( 1+ittP  de um bond, sem cupom, com vencimento em 1+it . O 

resultado é a definição de um processo para a taxa F que não apresenta tendência. 

 

 Assim, considerando como simplificação, o apreçamento de apenas um 

caplet, na estrutura da CCL e supondo que esse se aplica ao período de tempo 

],[ 21 tt , retira-se os subscritos i e as taxas de juros ficam definidas como ),,( 21 tttFFt ≡  

e ),,( 21 tttfft ≡  e sob a medida a termo 2t , os processos de F e de f são dados por: 

)(tdFdF F
ttt ωσ=      

)())(( ' tdfdttfdf f
tttt ωσλγ +=     

 

      

F
tσ   é o parâmetro de volatilidade para tF  

)(tω   é o movimento browniano (processo de Wiener) sob a  

   medida a termo 2t  

)(tλ   é um vetor de preços de mercado 

f
tσ   é o parâmetro de volatilidade para a taxa f 
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 Sob a medida termo 2t , )(tF é um processo que não apresenta tendência. 

Porém )(tf  apresenta uma tendência não definida que depende dos preços de 

mercado para risco de taxa de juros e risco de crédito. Além disso, a dinâmica do 

processo )(tf  não é de Martingale. 

  

 Para a abordagem de Schönbucher (2000), define-se P
~

 como a medida em  

2t  de sobrevivência da empresa que é obtida calibrando o vetor de preços do estado  

2t , pelo uso do valor de um bond  com risco de crédito, emitido pelo tomador da 

linha, com vencimento em 2t . O autor mostra que utilizando essa medida, o 

processo de )(tf apresenta uma dinâmica de Martingale: 

)()( tdftdf f
tt ωσ= ,  

  

onde )(tω  é um movimento browniano sob a medida de sobrevivência em 2t . 

 

  Segundo Lokoianova et al (2007), as duas medidas podem ser 

conectadas pelo emprego de uma medida de matingale spot (à vista)23 obtida pela 

normalização dos preços dos ativos pelo uso de uma conta de depósito de 

poupança definida de forma apropriada. Após a troca de probabilidade sob a medida 

Martingale à vista, temos: 

                                dtttdtd tQ )()()(
2

αωω += ,  

 

     

                                                           
23 A medida Martingale spot é também a medida a termo t0 em t1. 
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onde )(tQω  é um movimento browniano sob a medida Martingale  à vista e α  é dado 

recursivamente por: 

F
t

t

t
tt F

F
tt σ

δ
δαα
+

+=
1

)()(
12

 
 

         

e 
1t

α  é a volatilidade do bond livre de risco ),( 1ttP com sinal negativo. 

 

 Mudando de uma medida Martingale à vista para uma medida de 

sobrevivência em 2t , obtém-se 

dtttdtd tQ )()()(
2

αωω +=  

f
t

t

t
tt f

f
tt σ

δ
δαα
+

+=
1

)()( 12
  

 

 

        

Onde 1tα  é menos a volatilidade negativa do bond ),( 1ttB com risco de crédito. A 

relação entre os processos de Wiener é utilizada para expressar a dinâmica das 

taxas e do spread de crédito sob uma única medida. Assim pelas equações (34) 

menos (36), sob a medida a termo de sobrevivência em 2t  obtemos a relação  entre 

os processos de Wiener: 

dtttdtd D
t )()()(
2

αωω +=   

 

Onde    

)()()(
222

ttt tt
D
t ααα −=   

H
t

D
t

D
t tH

tH
t σ

δ
δαα

)(1
)(

)(
12 +

+=  
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)(tH  é a taxa harzard no tempo t. 

  

 Assim é possível escrever a dinâmica dos dois Martingales sob uma única 

medida. Isso faz com que uma tendência seja introduzida na dinâmica de um dos 

processos de Martingales que pode ser calculado desde que D
t2

α seja conhecido. 

 

 Usando a medida de sobrevivência em 2t  temos as dinâmicas abaixo sob a 

mesma medida: 

dtttdFdF D
t

F
ttt ))()((

2
αωσ −=  

)(tdfdf f
ttt ωσ=        

)(][)()(
2

tdFfdttFtdc F
tt

f
tt

D
t

F
tt ωσσαασ −+=  

)()(])()())(1[(
1

)(
2

tdtHdttHttH
F

F
tdH H

t
H
t

D
t

t

t ωσσδαδ
δ

δ +−+
+

=  

 

 

 Discretizando as equações (40), (41), (42) e (43) utilizando Euler, obtém-se 

as trajetórias Monte Carlo para tc  utilizadas para apreçar a CCL. 

 

 O preço da CCL 
0tu é dado pelo pay off descontado do portfolio replicador  

composto pelo   preço do caplet e da opção knock out associada: 

   

},{20 10010
1)([),()( tttHcttt t

scMaxENttBCCL ≤≤<−= δ    
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5.3.1 Método 2 – Emprego do LMM 

 
 Nesse caso, LNS modelaram as taxas a termo, e o spread de crédito 

resultante, utilizando a estrutura propiciada pelo modelo de  mercado da Libor  a 

termo:  

    

),,( 1+ii tttF = ][
1

i

it

t
p

t LE
+

   
(01) 

 

onde 1+itp  representa uma medida a termo neutra ao risco em 1+it , obtida por pela 

normalização da taxa livre de risco pelo uso de um bond sem risco ),( 1+it ttP . O 

processo então resultante para ),,( 1+ii tttF não apresenta drift.  

  

 A dinâmica real das taxas de juros e do spread de crédito é dada por: 

 

)1(),( tt
F
ttt dFdttFadF ωσ+=    

)2(),,( tt
f

tttt dfdttfFbdf ωσ+=  

ttt dFdfdc −=  

 

 

(02) 

 

Onde )1(
tdω  e )2(

tdω  são processos de Wiener padrão, possivelmente 

correlacionados. 

 

 O modelo dos autores, entretanto, assume a hipótese de que, em caso de 

default, a taxa de recuperação é diferente de zero e utiliza um discount bond com 

risco ),( 1+it ttB  para a normalização da taxa a termo  arriscada. Assim, ),,( 1+ii tttf  

passa a ser um Martingale e é preciso somente especificar o drift da taxa a termo 

livre de risco - ),,( 1+ii tttF , sob a nova medida a termo 1
~ +itP . 
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 Loukoianova et al (2007) consideram, no passo seguinte, para simplificação e 

clareza da notação, o apreçamento de apenas um caplet na estrutura da CCL e que 

o caplet se aplica ao período [t1, t2], retirando o subscrito i e definindo as taxas a 

termo como ),,( 21 tttFFt ≡ e ),,( 21 tttff t ≡ . 

  

A partir da dinâmica real de Ft, ft e ct, sob a medida a termo 1
~ +itP  obtida pela 

utilização de ),( 1+it ttB  para normalização dos processos obtiveram: 

 

)1(),( tt
F
ttt dFdttFadF ωσ+=  

)2(~
tt

f
t dfdf ωσ=  

ttt dFdfdc −=  

 

 

(03) 

onde )2(~
tdω  é um processo de Wiener padrão,  e a volatilidade fσ é constante. 

  

 Foi adotada a hipótese que Ft segue um modelo de reversão à média: 

 )1()( tt
F

tt dFdtFdF ωσµβ +−=  (04) 

 

onde µ é a taxa média de longo prazo e β a velocidade de reversão à média. Sob 

normalização com B(t, t2), 0][ )1( ≠= dtdE tt λω .  

  

 Adicionando e subtraindo o termo dtFt
F

tσλ  na equação anterior temos: 

)1(~])([ tt
F

t
F

ttt dFdtFFdF ωσσλµβ ++−=  (05) 

 

onde )1(~
tdω  é um processo de Wiener tal que )1(~

tdω = dtd tt λω −)1(  e 0]~[ )1( =tdE ω . 
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Como o preço de um caplet também pode ser calculado utilizando a fórmula 

de Black (76), assume-se tλ  como uma constante, definida forma a igualar o preço 

do caplet calculado pela simulação da fórmula (05) com o obtido pela fórmula de 

Black (76). 

  

Supondo que t0 (t0 < t1 < t2) seja a data de início do contrato e que o contrato 

do caplet se aplica ao período de tempo futuro [t1,t2], o rendimento, no tempo t2, do 

caplet com taxa de exercício de K é dado por: 

 

+− )(
1

KLN tδ  (06) 

   

onde  

N:    é o valor nocional escolhido em t0  

1t
L :   é a taxa Libor observada no tempo t1  

 

 A fórmula de Black para o caplet (at the money24) é: 

 












−











 −
Φ= 1

2
2),(),,,( 1

20210 00

tt
FNttPFtttcpl

cpl

tt

σ
δ  

 

(07) 

 

onde 

),( 20 ttP :   é o valor do bond sem risco no tempo t0 

(.)Φ :   é a distribuição normal padrão  

cplσ :   é a média anual observada da volatilidade do caplet. 

 

                                                           
24 A condição na qual o valor do ativo subjacente é igual ao preço de exercício da opção. 
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 O valor simulado do caplet é o resultado esperado de: 

  )]0,([),(),,,(
010 20210 ttt FLMaxENttPFtttcpl −= δ  (08) 

 

 Utilizando usando a discretização de Euler sobre a fórmula (5): 

)1(
1

~])([ tt
F

t
F

ttt FtFFFF ωσλσµβ ∆+∆+−+=+  , 

)1(~
tω ~ tN ∆,0( ),  

(09) 

 

são simulados p (p=3.000) caminhos para tF , para obter o valor esperado do 

resultado do caplet. O λ * desejado é aquele que iguala os resultados das equações 

(7) e (8).  

 

 A dinâmica das taxas de juros, então, é dada por: 

  

)2(~
tt

f
t dfdf ωσ=   

)1(~]*)([ tt
F

t
F

tt dFdtFFdF ωσσλµβ ++−=  

 

(10) 

  

 Os autores assumem que os processos de Wiener que compõe a dinâmica 

das taxas a termo ft e Ft apresentam uma correlação instantânea de ρ: 

 dtdd tt ρωω =)2()1( ~~  (11) 

 

 E empregando a decomposição de Cholesky para a matriz de covariância 

)~~( )2()1(
tt dd ωω  obtém a dinâmica das taxas a termo, dada por dois processos de 

Wiener independentes )1(
tW  e )2(

tW , onde:  
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1)1(~
tt dWd =ω  

.1~ )2(21)2(
ttt dWdWd ρρω −+=     

(12) 

  

As equações em (3) e (5) podem, então, ser reescritas em termos de )1(
tW  e 

)2(
tW : 

 

]1[ )2(21
ttt

f
t dWdWfdf ρρσ −+= , 

)1(* ])([ tt
F

t
F

tt dWFdtFFdF σσλµβ ++−= ,  

ttt dFdfdc −=  

(13) 

  

 

 )1(
tdW pode ser interpretado como um choque macroeconômico que afeta 

todas as empresas e )2(
tdW  como um choque idiossincrático que afeta apenas a 

empresa específica. 

  

 Finalmente, o preço da linha de crédito contingente, 
0t

u ou 
0

)( tCCL  é dado 

pelo valor presente do resultado esperado do portfolio replicador: 

},{20 100100
1)]0,([),()( tttHctttt t

scMaxENttBCCLu <<<−== δ  (14) 
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VI. Simulações 

6.1 Simulações apresentadas por Lokoianova, Neftci e Sharma (2007) 
 
  

 No artigo são apresentados, os efeitos de fσ , ρ , 
0t

s  e *c  no preço das CCL 

por meio de simulações onde duas variáveis são mantidas constantes enquanto os 

valores das duas outras são alterados. 

 
 Os valores adotados para os demais parâmetros foram: 
 

             

05.0

%15

1$

=
==

=

β
σσ cplF

N

              

2

1

%5,6

2

1

=
=
=

t

t

µ
                

6,1

%3,8

%7,6

0

0

0

=

=

=

t

t

t

c

f

F

 

   
Abaixo resumimos os resultados obtidos nas simulações: 
 

• Simulação 1 : 
0t

s e *c  são mantidos constantes enquanto são alterados os 

valores de fσ e ρ . Observa-se que preço da CCL aumenta em seguida passa a 

reduzir, à medida que a volatilidade de f  aumenta e, com ela, probabilidade do 

contrato expirar.  

 

• Simulação 2 : ρ  e *c  são mantidos constantes enquanto são alterados os 

valores de fσ e 
0t

s .Observa-se que o preço da CCL é função decrescente em 

0t
s . Essa relação negativa também pode ser observada na trajetória do preço da 

CCL em relação às mudanças de fσ . 

 

• Simulação 3:  
0t

s  e ρ  são mantidos constantes enquanto são alterados os 

valores de fσ e *c . Observa-se que a relação entre fσ  e o preço da CCL é 

semelhante ao observado nas simulações 1 e 2. O destaque fica para o ponto de 
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fσ relativo ao preço máximo da CCL, que aumenta com o aumento de *c . A 

relação positiva entre *c e o preço da CCL também é confirmada. 

 

• Simulação 4:  fσ e *c  são mantidos constantes enquanto são alterados os 

valores de ρ  e 
0t

s . Os resultados mostraram que para valores elevados de ρ  o 

preço da CCL é função decrescente de ρ , para pequenos valores de ρ  a 

trajetória do preço da CCL é quase flat. Em relação a 
0t

s , o preço da CCL é 

função decrescente. 

 

• Simulação 5:  fσ e 
0t

s são mantidos constantes enquanto são alterados os 

valores de ρ  e *c . Os resultados mostraram que para dado ρ , o preço da CCL 

e *c  tem relação positiva. Porém o efeito de ρ  depende em quão grande é o 

valor de *c . A curva de preços é quase horizontal para valores pequenos de ρ  e 

apresenta inclinação levemente positiva para valores de ρ  mais elevados. 

 

• Simulação 6:  fσ  e ρ são mantidos constantes enquanto são alterados os 

valores de  
0t

s  e *c . Observa-se que mantido o valor de *c , a relação entre 
0t

s e 

o preço da CCL é negativa e que, mantido um valor para
0t

s , a relação entre *c  e 

o valor da CCL é positiva. 

 

 As simulações mostraram que a hipótese assumida para ρ  é crítica: se for 

equivocada o preço resultante pode estar bem longe do preço de mercado. 

 

 Os gráficos ilustrativos das simulações encontram-se no anexo 02. 
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6.2 Novas Simulações – Parâmetros β β β β e µµµµ e o Preço das CCL 
 

 A partir das fórmulas em (12), da versão discreta das fórmulas em (13) e dos 

dados inicialmente utilizados nas simulações de Lokoianova et al (2007),  foram 

simulados 5.000 caminhos aleatórios para as taxas arriscada e livre de risco, 

obtendo assim, 5000 possíveis caminhos para do spread de crédito tc . 

Empregando, então a fórmula (14), foi obtido o valor do prêmio justo a ser cobrado 

pelo caplet. 

 

 As simulações foram feitas conforme as etapas abaixo descritas: 

1) Foram gerados 5000 caminhos aleatórios para )1(
tW , que segue uma 

distribuição de probabilidade normal [0,1]. 

2) Foram obtidos, então, 5.000 possíveis caminhos para tF , utilizando-se a 

fórmula em (13) 

3) Com base em um preço de um caplet obtido pela fórmula de Black dada 

em (7), a constante λ  foi calibrada, e foi encontrada a constante  *λ  

utilizado em (13)25, recalculando-se os caminhos de tF . 

4) Utilizando a decomposição de Cholesk, foram gerados 5.000 caminhos 

aleatórios para )2(
tW  e para tf . 

5) Obtivemos, dessa maneira, 5000 possíveis caminhos para de tc  dado por: 

),,(),,(),,( 111 +++ −= iiiiii tttFtttftttc   

6) Finalmente calculamos 
0t

u , dado por (14). 

},{20 100100
1)0,([),()( tttHctttt t

scMaxENttBCCLu <<<−== δ ,  

                                                           
25 Note que essa etapa pode ser replicada em planilha Excel, utilizando-se a ferramenta de análise “atingir meta”. 
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 As simulações foram repetidas para diversos valores de µ (taxa média de 

longo prazo) e β  (velocidade de reversão à média), de forma a testar seus efeitos 

em F , em c  e no preço final da CCL. Foram simulados 22 valores para β  no 

intervalo [0.0250 ; 0.0775],.  Foram adotados 21 valores de µ  para cada valor  de 

β , conforme apresentado nas tabelas 1, 2 e 3 do anexo 01. 

  

 Vale ressaltar que entre os valores adotados nas simulações encontram-se os 

valores originalmente adotados por LNS para β  e  µ . Também para os demais 

parâmetros e variáveis foram mantidos, para efeito comparativo, os valores 

originalmente assumidos por LNS. Abaixo, explicitamos esses valores: 

 

Parâmetros Valores Variáveis Valores iniciais 
N 1 fσ  0.25 

it  1 ρ  0.5 

1+it  2 
0t

s  0.025 

0t
F  0.067 *c  0.055 

0t
f  0.083   

0t
c  0.016   

β  0.050   
µ  0.065   

capletF σσ =  0.15   

),( 1+ii ttP  0.9995   

),( 1+ii ttB  0.9993   

δ  0.008   
t∆  1   
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VII. Relação Esperada entre os Parâmetros ββββ e µµµµ     e a Taxa livre de 

Risco, o Spread de Crédito e o Preço da CCL 

 
    
 Considerando a dinâmica de tF  dada em (13): 
 

)1(* ])([ tt
F

t
F

tt dWFdtFFdF σσλµβ ++−= ,   

e sua versão discreta: 
 

)1(
1

~])([ tt
F

tt
F

ttt FFFFF ωσλσµβ ∆+∆+−+=+ , 
Onde 

tNt ∆∆ ,0(~~ )1(ω  

 

 
espera-se que, mantidos os demais parâmetros constantes e avaliados os efeitos 
de β  e µ  em tF , em tc  e no preço da CCL, os resultados obtidos indiquem que: 
 
a) quando tF>µ , tF  apresente relação positiva com β , 
b) quando tF<µ , tF apresente relação negativa com β , 
c) tF  tenha uma relação positiva com µ . 
 
 Considerando que: 
 

ttt dFdfdc −=  

}*,{20 10010
1)]0,([),()( tttccttt t

scMaxENttBCCL ≤≤<−= δ  

 

 
a) quando tF>µ ,  tc  e o preço da CCL apresentem relação negativa com β , 

b) quando tF<µ ,  tc  e o preço da CCL apresentem relação positiva com β ,  

c) tc  e o preço da CCL apresentem relação negativa com µ . 
 
 
 
 Os resultados obtidos nas simulações confirmaram os efeitos inicialmente 

esperados. 
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 Os gráficos 1, 2 e 3 ilustram o efeito de β  e µ   na taxa livre de risco F . No 

gráfico 3, os efeitos de β  quando tF>µ  e quando tF<µ  ficam claramente 

evidenciados. 

  

 Os gráficos 4, 5 e 6, ilustram os efeitos,  em tc , dos parâmetros β  e µ . 

 

 Os gráficos 7, 8 e 9, ilustram os efeitos no preço da CCL dos parâmetros 

β  e µ . Nele podemos observar que os efeitos de β  e µ  observados no preço 

da CCL assemelham-se aos observados no spread  de crédito de mercado tc . 
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Gráfico 2 

Taxa F em função de  β β β β e µµµµ
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Gráfico 3 

F em função de ββββ e µµµµ
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Gráfico 4 
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c em função de  β β β β e µµµµ
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Gráfico 6 

c em função de ββββ e µµµµ
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Gráfico 7 
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Gráfico 8 

Preço CCL em Função de  β β β β e µµµµ
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Gráfico 9 

CCL em função de β β β β e µµµµ
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VIII. Conclusões 

  

 Foi revisado, nesse trabalho, o modelo de Lokoianova et al (2007) de apreçamento de linhas 

de crédito contingentes , incluindo entre outras contribuições, verificação dos efeitos dos parâmetros 

β  e µ , do modelo de reversão a media utilizado para modelagem da taxa de juros livre de risco, no 

preço da CCL. 

 

 

 Uma das críticas dos modelos de reversão a média para as taxas de juros é que µ , a média 

de longo prazo, não é constante, mas varia ao longo do tempo. Vimos que conforme µ  assuma 

valores maiores ou menores que tF , o preço da CCL sofre efeitos diferenciados.   

 

 Assim, dois pontos merecem ser destacados: a importância da correta calibragem do modelo 

subjacente com a definição de µ  e a necessidade de constante monitoramento e ajustes periódicos 

de µ , sob pena de observarmos os preços calculados pelo modelo ficarem fora de mercado. 

 

 Esses aspectos, aliados aos efeitos da correlação entre as taxas utilizadas na modelagem do 

spread de crédito são pontos fundamentais para aplicação apropriada do modelo LNS ao 

apreçamento das linhas de crédito contingentes.  

   

 Os modelos de apreçamento de opções vêm evoluindo rapidamente assim como os produtos 

derivativos. A cada dia surgem novos métodos, como por exemplo, o método desenvolvido por 

Schonbucher (2000) como uma extensão do modelo de mercado da Libor, usando o conceito de 

medida a termo de sobrevivência da empresa (survival and hazard rates). 

 

 Um das características do modelo de mercado da Libor salientada na literatura é sua 

aderência automática aos preços de mercado de derivativos de taxa de juros. As CCL, porém, não 

são realmente opções, visto que: não possuem liquidez, não é possível para os bancos encerrarem a 

qualquer tempo suas posições antes do vencimento e há a possibilidade de exercício parcial da linha. 

Entendemos assim, que, apesar dos resultados obtidos nas simulações, o modelo precisa ser ainda 
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avaliado em relação à sua aderência aos preços praticados no mercado de linhas de crédito 

contingentes, um mercado extremamente competitivo e de margens muito estreitas, onde a aderência 

e precisão na calibragem são primordiais. 
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