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Resumo

Um cenario termodinamico com o objetivo de esclarecer o comportamento anéomalo da dgua nos
estados estavel e super-resfriado foi desenvolvido em 1992 por Poole e colaboradores. Os autores
sugeriram que as divergéncias observadas em funcoes de resposta estao relacionadas principalmente
a coexisténcia, em baixas temperaturas, de dois liquidos distintos, um de baixa e outro de alta
densidade. A transicao de fase entre os dois liquidos terminaria em um ponto critico escondido
em uma regiao de dificil acesso experimental. Esta hipdtese é consistente com um cenério que
considera a dgua como uma mistura de duas estruturas distintas sendo este, um dos cenarios mais
promissores para o esclarecimento das propriedades anémalas da agua.

Nesta perspectiva, varias equagoes de estado de duas estruturas foram propostas para investigar
a possibilidade de uma transi¢ao de fase liquido-liquido, assim como a presenca de anomalias
termodindmicas na agua super-resfriada. Uma equacao recente foi proposta por Holten e Anisimov,
se ajustando bem & maioria dos dados experimentais disponiveis para a agua super-resfriada. O
sucesso desta abordagem, que considera a existéncia de duas estruturas, nos levou a questionar
as origens estatistica e mecanica deste tipo de equacao e quais conexoes podem ser realizadas
entre os principais aspectos microscopicos dos sistemas com o comportamento termodinamico
considerado andémalo. Este tipo de questionamento nos permitiu contribuir para a compreensao de
comportamentos macroscopicos considerados anémalos no contexto da agua liquida, passando por
uma redefinicao do coeficiente de expansao térmica e uma generalizacao da conceito de anomalia
na densidade para outros sistemas fisicos, além da agua.

Com este intuito, propomos uma analogia entre um fluido com célula compressivel e um fer-
romagneto a partir da descrigao de dois estados do modelo do paramagneto ideal de spin-1/2.
Empregamos a teoria de campo médio de Bragg-Williams aos dois modelos e realizamos uma com-
paragao direta entre a transigao de fase liquido-liquido de um fluido com a transi¢cao paramagneto-
ferromagneto. Utilizamos esta comparacao para entendermos a transicao de fase liquido-liquido e
sua relacao com as anomalias volumétricas da agua, especialmente, o aumento da densidade com
a temperatura entre 0°C e 4°C. Por fim, também investigamos o comportamento de fungoes ter-
modindmicas de resposta como o coeficiente de expansao térmica, a compressibilidade isotérmica
e a capacidade térmica, associando seu comportamento as transi¢oes entre estados, no caso dos
modelos nao interagentes, e as transicoes de fase, nos sistemas com interacao.

Palavras-chave: anomalias da dgua, transigao de fase liquido-liquido, teoria de campo médio
de Bragg-Williams.



Abstract

A thermodynamically hypothesis for explaining the anomalous behavior of water in the super-
cooled and in the stable liquid region was developed in 1992 by Poole et al. The authors suggested
that the sharp increase of response functions are mainly associated with the coexistence of two
liquid aqueous phases namely low-density liquid (LDL) and high-density liquid (HDL). The liquid-
liquid phase transition (LLPT) between these two states would end on a liquid-liquid critical point
(LLCP) hidden in a experimentally inaccessible area. An hypothesis that is consistent with a view
that considers water as a mixture of two distinct structures, being one of the most promissing
scenarios for clarifying the anomalous properties of water.

Based on this concept, several of the so-called two structure equation of state (TSEOS) were
proposed in order to investigate the possibility of a LLCP and the thermodynamic anomalies in
supercooled water. One of the most recent models is the equation of state proposed by Holten and
Anisimov which is able to describe most of the available experimental data for supercooled water.
The success of the two structure approach lead us to ask for the statistical mechanical origin of
this kind of equation, thus providing a connection between microscopic system details and the
macroscopic behavior usually called as anomalous. This kind of question allowed us to contribute
to the understanding of macroscopic behavior considered anomalous in the context of liquid water.
We went over a redefinition of the coefficient of thermal expansion and a generalization of the
concept of density anomaly for physical systems other than water.

In this work we propose an analogy between a fluid, through the approach of compressible
cell models (CC) and, a ferromagnet based on the two states description of spin-1/2. We directly
compare the liquid-liquid phase transition of a fluid with the paramagnetic-ferromagnetic phase
transition using the classical Bragg-Williams mean-field approximation. This framework is used
to understand the liquid-liquid phase transition and its relation with waterlike density anomalies
and, particularly, the density increase with temperature between 0°C and 4°C . Moreover, we also
investigate the behavior of thermodynamic response functions, mainly the coefficient of thermal
expansion, isothermal compressibility and heat capacity, correlating its behavior to state transitions
in the case of non-interacting models and to phase transitions in systems with interaction.

Keywords: waterlike anomalies, liquid-liquid phase transition, Bragg-Williams mean field
theory.
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Capitulo 1

Agua e transicoes liquido-liquido

1.1 Anomalias termodindmicas da agua

Apos o hidrogénio gasoso, a dgua é a substancia mais abundante do universo. E considerada
também um dos compostos quimicos essenciais para a vida e, em sua forma liquida, constitui
aproximadamente metade do volume de cada célula viva. A agua é o solvente primordial para
todas as reacoes bioquimicas nos seres vivos, embora existam especulagoes sobre o possivel uso de
amonia liquida, metano e etano por organismos extremofilos. Além de outros fatores, condigoes de
temperatura e pressao que possibilitam a existéncia de agua liquida caracterizam um dos requisitos
bésicos para que um corpo planetario apresente condi¢oes de habitabilidade por um intervalo
de tempo. Por esse motivo, a procura de planetas e luas potencialmente habitaveis é baseada
principalmente no critério da existéncia de agua liquida [13, 14].

No que diz respeito aos aspectos termodinamicos, em condi¢oes normais de temperatura e
pressao, o diagrama de fases da agua se assemelha ao diagrama de outros materiais, no qual
sucessivos aquecimentos de uma amostra soélida resultam em transi¢coes para as fases liquida e
vapor, respectivamente. Embora em certos aspectos ela possa ser considerada um fluido comum a
agua possui um conjunto de caracteristicas anomalas, que envolvem diversas propriedades fisicas e
quimicas. Apesar de serem alvo de investigacoes durante séculos, tais anomalias® ainda nao foram
completamente esclarecidas [15].

Compreender a forma como as moléculas de dgua se organizam, seja na fase liquida, nas diversas
fases cristalinas?, ao redor de uma proteina, ou mesmo dentro de um nanotubo, ¢ um ponto de
partida para o esclarecimento destes comportamentos. No gelo comum, denominado gelo Th, cada
molécula forma, em média, quatro ligacoes de hidrogénio com moléculas vizinhas a uma distancia
de 2,82 A e um angulo aproximado de 109°, em uma estrutura tetraédrica como ilustrado na
figura 1.1 [1].

Quando o gelo derrete, parte da configuracao tetraédrica permanece mesmo na fase liquida, ja
que o sistema exige um alto grau de ordenamento com uma orientacao especifica entre as moléculas
de agua, em razao das ligacoes de hidrogénio possuirem uma energia que é cerca de uma ordem de

! Atualmente sdo reconhecidos 74 comportamentos singulares da agua [15]. Encontre mais informagoes sobre a
agua, gelo e sistemas aquosos no website “Water structure and science", por Martin Chaplin [6], uma das mais
fundamentais referéncias acerca da ciéncia da agua.

2Sa0 conhecidas atualmente dezoito fases solidas da agua [6].
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Figura 1.1: Molécula de dgua formando quadro ligagoes de hidrogénio com moléculas vizinhas,
resultando em uma configuragao tetraédrica. Extraida da Ref. [1].

grandeza maior que a interacao de van der Waals®. O resultado é um arranjo que tende a formar
dois tipos de estruturas moleculares: uma, em que as moléculas estao mais afastadas, formando
uma estrutura aberta de baixa densidade e outra com conformacao fechada, densa, no qual as
moléculas estao mais proximas umas das outras, com ligagdes de hidrogénio mais distorcidas. A
mistura destes dois tipos de estruturas compoem a agua liquida e a alternancia entre uma e outra
pode potencialmente esclarecer alguns dos comportamentos incomuns da agua [1, 16].

O comportamento anémalo mais conhecido é o aumento da densidade em fungao da tempe-
ratura, que ocorre a pressao atmosférica e a uma temperatura aproximada de T ~ 0°C no qual
sao as estruturas abertas que estao presentes em maior extensao na fase liquida. Conforme a
temperatura sobe, ha um favorecimento para o aumento dos aglomerados fechados que aumentam
a densidade da agua, um comportamento incomum que se mantém até a temperatura aproximada
de 4°C. Este ponto é conhecido como a temperatura de mdzimo de densidade (TMD), que em um
diagrama de fases da pressao pela temperatura (p — T') é uma curva com inclinagao negativa [17].
Um aquecimento subsequente provoca um rompimento das ligagoes de hidrogénio aumentando o
volume, como esperado para um fluido normal. A combinagao dos efeitos de dilatacao e contragao
¢ ilustrada pela curva da figura 1.2, que apresenta dados experimentais da agua [1, 16, 17].

Uma consequéncia deste comportamento é o fato de que o resfriamento de por¢oes de agua em
rios e lagos ocorre da superficie para baixo, uma vez que o liquido a 4°C é mais denso que o gelo,
como ilustrado pela figura 1.3. Essa é uma propriedade fundamental, pois, juntamente com o fato
de que o gelo é menos denso que a dgua e flutua, pode ter evitado que a dgua do planeta congelasse
durante as grandes eras glaciais, possibilitando também a existéncia de formas de vida mesmo nas
regioes mais profundas.

A agua, como outros liquidos, é capaz de permanecer liquida mesmo abaixo do seu ponto normal
de fusao, podendo ser super-resfriada até a denominada temperatura de nucleagao espontanea,
definida como a temperatura em que a cristalizagdo espontanea do sistema comega a ocorrer [18].
Da mesma forma, ela pode ser super-aquecida, sendo possivel manté-la no estado liquido acima da
temperatura de ebulicao. Embora possam ser alcancados, esses estados nao sao estaveis do ponto

3A energia de uma ligacdo de hidrogénio é de aproximadamente 23.3 kJ/mol, enquanto a interacdo de van der
Waals na agua é de aproximadamente 5.5 kJ/mol.
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Figura 1.2: Dados experimentais para a curva da densidade da agua pela temperatura. O
comportamento anémalo é observado em temperaturas abaixo de 4°C e em pressoes de 1
atmosfera. Extraida da Ref. [1].

N = o
-

Figura 1.3: A agua a temperatura de 4°C é mais densa e por isso ocupa as camadas inferiores
de rios e lagos. Extraida da Ref. [1].

de vista termodinamico e, por isso, sao usualmente conhecidos como metaestaveis em relagao aos
estados de equilibrio [2].

Desde os anos 70 continuas investigagoes demonstraram que diversos comportamentos incomuns
da adgua estavam relacionados ao estado super-resfriado. Revisoes realizadas por Angell (1982),
Sato et al. (1991) e Debenedetti (2003) [19, 20, 17| sdo referéncias na anélise de dados experimen-
tais acerca do comportamento de propriedades termodinamicas abaixo do ponto de fusao. Nesta
regiao metaestavel, fungoes de resposta como a compressibilidade isotérmica (kr), calor especifico
isobarico (Cp) e a magnitude do coeficiente de expansao térmica («,), possuem comportamentos
divergentes, aumentando rapidamente com a diminui¢ao da temperatura [2, 21].

As figuras 1.4 e 1.5 ilustram o comportamento de k7 e ap, respectivamente, para dados expe-
rimentais da agua super-resfriada. A compressibilidade isotérmica que para a maioria dos fluidos
aumenta com a temperatura, no caso do agua, decresce apresentando um minimo aproximado em
46,5°C, no qual somente acima desta temperatura a funcao se comporta como em um liquido
comum |2, 17].

Além de anomalias volumétricas a agua também possui anomalias dindmicas, como é o caso da
constante de auto difusao, associada a forma incomum com que suas moléculas se movimentam. Em
fluidos comuns, o aumento da pressao é acompanhado por um aumento da viscosidade, resultando
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Figura 1.4: Dados experimentais da agua super-resfriada a pressao atmosférica para a com-
pressibilidade isotérmica (k) em fungao da temperatura. Extraida da Ref. [2| (Pag. 95).
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coeficiente de expansao térmica em funcdo da temperatura. Extraida da Ref. [2] (Pag. 97).



em uma maior aglomeracao das moléculas que tornam o processo de difusao mais lento. Em
temperaturas abaixo de 283 K e em pressoes até 2 kbar, as moléculas de agua se movem mais
depressa com o aumento da pressao do sistema, um comportamento estranho que coincide com
a mesma faixa de temperatura e pressao em que ocorre a anomalia na densidade. O aumento
da pressao comprime as moléculas formando aglomerados densos onde as ligagoes de hidrogénio
podem ser rompidas, liberando as moléculas para girar e se movimentar mais rapidamente |[3].
Embora incomuns, muitos dos comportamentos termodinamicos da agua ja foram observados
em outros liquidos, como por exemplo, o Te, Ga, Bi, S, Ge;5Tg;. Além disso, comportamentos
anomalos similares & dgua também foram encontrados em simulagdes para silica, silicio e BeF [22].
Resultados experimentais e trabalhos tebricos de simulagao tem demonstrado que, para o caso
especifico da dgua, tais anomalias ocorrem devido ao favorecimento energético de configuragoes de
distintas densidades a baixas temperaturas, uma hipotese que ¢ discutida na proxima sessao [21].

1.2 Transicoes de fase liquido-liquido e o cenario do segundo
ponto critico

O rapido resfriamento de uma amostra de dgua a baixas temperaturas, sem que o processo de
cristalizagao se inicie, da origem a &gua no estado amorfo (vitreo), que talvez seja a forma mais
comum da agua no universo, podendo ser encontrada em poeiras estelares, nuvens densas, cometas,
além de participar de certas atividades planetarias |3, 18, 23]. Registros da obtencao direta da
agua vitrea em laboratorio datam de 1980, no qual microgotas de dgua foram vitrificadas a uma
velocidade de resfriamento de aproximadamente 10° K/s ao serem lancadas em etano liquido [3].

Para complementar todas as caracteristicas peculiares citadas anteriormente, vale mencionar
que em 1985 e, posteriormente em 1998, Mishima, Stanley e colaboradores sugeriram que a agua
vitrea poderia existir em duas distintas formas?: um amorfo de baixa densidade (p = 0.94 g/cm?),
denominado LDA?®, que ao ser comprimido sofreria uma transi¢ao para um amorfo de alta densidade
(p=1.19 g/em?), o HDAS [18, 24].

A formulagao teoérica sugerida pelos autores foi a de que nas regioes de temperatura e pressao
em que a transicao entre os dois amorfos ocorreria, no fim da linha de coexisténcia entre as duas
formas, estaria localizado um segundo ponto critico para a agua. Dados experimentais da época
indicaram que se tratava de uma transicao de primeira ordem, uma vez que foram observadas
descontinuidades no volume e na entropia, embora outros resultados sugiram que esta transicao
ocorra de forma continua |2, 21].

Um cenario termodindmico para esclarecer o comportamento anémalo da agua foi formulado
por Poole et al em 1992 [5], no qual foi sugerido que a baixas temperaturas a agua desenvolve uma
coexisténcia entre dois tipos de liguidos com densidades diferentes. A linha de coexisténcia entre
os dois amorfos continuaria em uma transigao entre um liquido de baixa densidade (LDL)" e um
liquido de alta densidade (HDL)®. As divergéncias observadas nas fungdes de resposta poderiam
ser explicadas pela existéncia de uma transicao liquido-liquido que terminaria em um segundo

4Propriedade denominada poliamorfismo.
SLDA: do inglés, low-density amorphous.
SHDA: do inglés, high-density amorphous.
“LDL: do inglés, low-density liquid.
8HDL: do inglés, high-density liquid.



ponto critico na regiao metaestavel da agua. A figura 1.6 ilustra a curva liquido-gas que termina
no ponto critico que conhecemos, C' [21]. O novo cenéario é representado pela curva em vermelho
que corresponde a transicao de primeira ordem entre os dois tipos de liquidos que termina em
um segundo ponto critico C’, de coordenadas p = 1 kbar e T' = 220 K, estimadas por Mishima e
Stanley [25].

Parte das evidéncias a respeito da existéncia de uma transi¢ao liquido-liquido na agua vem
de simulacoes computacionais, ja que o segundo ponto critico estaria escondido em uma regiao
metaestavel cuja temperatura esta abaixo da denominada temperatura de nucleagao espontéanea,
Ty. Os limites definidos pela temperatura de nucleacao® e pela temperatura de transicio para
a forma vitrea (glassy water), T, = T,(p), determinam uma regiao de dificil acesso experimental
intitulada no-man’s land'® [3, 4, 17]. Este intervalo é observado no diagrama da figura 1.7 que, a
pressao atmosférica, indica as faixas de temperaturas dos diversos estados (estével, metaestaveis,
vitreo, etc) da dgua liquida. Observe que a figura também relaciona os intervalos com os principais
cenarios termodinamicos propostos para a agua.

PRESSURE

Figura 1.6: Diagrama de fases que mostra a localizagdo do hipotético segundo ponto critico
da agua e da linha de coexisténcia entre os amorfos LDA e HDA que continua a partir da
coexisténcia entre as fases liquidas LDL e HDL. Note que no diagrama de fases da agua,
ilustrado pela figura 2.1, a fase sélida cobre a regiao do liquido metaestéavel. Extraida da
Ref. [3].

Apesar da dificuldade na realizacao de medidas experimentais diretas, alguns trabalhos expe-
rimentais tem tido sucesso ao acessar temperaturas abaixo de Ty sem ainda alcancar o segundo
ponto critico, mas em regioes metaestaveis onde sao observados picos em funcoes de resposta que

9A pressdo atmosférica é possivel resfriar a dgua até aproximadamente Ty ~ 235K [4].
10Traducéo livre: Terra de Ninguém.



darao origem as divergéncias criticas |26, 27, 28, 29, 30, 31]. Em 2003, Debenedetti [17]| promoveu
uma discussao acerca dos, até aquele momento, principais dados experimentais e computacionais
sobre os estados metaestéveis, resfriado e nao cristalino da dgua, com a intengao de apresentar
hipoteses consistentes a respeito dos comportamentos anomalos a baixas temperaturas.

Diferente da linha de coexisténcia entre as fases liquida e gasosa que apresenta inclinagao posi-
tiva, a curva da transicao liquido-liquido para a dgua possui inclinagao negativa. Uma consequéncia
deste resultado pode ser compreendida ao analisarmos a equagao de Clausius Clapeyron (1.1),

dp _sp—sw_ L (1.1)
dT’ Vr, — Vg T Av

que é obtida por meio da igualdade entre as energias livres de Gibbs por mol de duas fases. Na
transigdo entre um liquido menos denso (LDL) para uma fase mais densa (HDL) a variagao de
volume apresenta sinal negativo (AV < 0), enquanto a variagao de entropia é positiva (AS > 0),
uma vez que a fase de menor volume (HDL), que possui um nimero menor de ligagoes de hidrogénio,
é a mais desordenada [21].

Além da &gua, transicoes entre dois liquidos também foram investigadas em materiais como
silica, carbono e fésforo. Em baixas pressoes, a configuracao energética mais favoravel para estas
substancias é a de liquidos de baixa densidade (estruturas abertas), que logo é substituida por
uma configuracao compacta e densa, & medida que a pressao aumenta. Nesse ponto, ha uma
transigdo de primeira ordem entre os dois distintos liquidos. Destacamos o caso da silica (SiO,)
que, assim como a agua, forma configuracoes tetraédricas a baixas pressoes e também possui
um méaximo de densidade na fase liquida, observado na fase super-resfriada do material. O fésforo
(que também apresenta estrutura tetraédrica) e o fosfito de trifenilo sdo substancias com transigoes
liquido-liquido verificadas experimentalmente |21, 32].

1.3 Outros cenarios termodinamicos para a Agua na fase li-
quida

Além da hipotese da transicao liquido-liquido outros cenérios tentam esclarecer o comporta-
mento termodinamico da agua nas regioes metaestaveis. No contexto deste trabalho ha outras
duas propostas teodricas relevantes, que serao discutidas a seguir.

Conjectura do Limite de Estabilidade (CLE)

As curvas que definem os limites de estabilidade entre duas fases, ou seja, que separam estados
estaveis de instaveis, sao denominadas espinodais. Quando investigadas proximas a linha espinodal,
muitas fungoes termodindmicas podem apresentar comportamentos singulares, de forma analoga
ao seu comportamento nas vizinhangas do ponto critico.

Em um liquido comum, a temperaturas suficientemente baixas, a espinodal ocorre apenas a
pressoes negativas e se origina a partir do ponto critico que marca o fim da coexisténcia entre as
fases liquida e gasosa. Proposta por Speedy [33| a hipotese da Conjectura do Limite de Estabilidade
(CLE) sugere que no caso da agua metaestéavel a linha espinodal sofre uma curvatura e entra na
regiao de pressoes positivas ao encontrar a linha de maximos de densidade (TMD). Nesta hipotese,
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Figura 1.7: Ilustracao dos estados estavel e metaestaveis da agua e seus respectivos intervalos
de temperatura a pressao ambiente. Extraida da Ref. [4]

a mudanca na direcao da espinodal para regioes de altas pressoes, ilustrada pela figura 1.8, daria
origem ao comportamento anémalo da agua a baixas temperaturas |21, 34].

Nao-singularidade

Sastry, Debenedetti e colaboradores assumiram que o comportamento incomum da agua po-
deria ser esclarecido sem a existéncia de uma singularidade [12]. O comportamento incomum da
densidade, correspondente a uma linha de méximos de densidade com inclinagao negativa seria
suficiente para explicar o repentino aumento das fungoes termodinamicas de resposta. Todas as
anomalias seriam interpretadas como uma consequéncia de flutuagoes na densidade que causariam
méximos, nao divergéncias, em func¢oes de resposta como k1 e Cp.

Nas duas principais referéncias para este cenario [35, 36|, os autores descrevem um modelo de
rede com interacao de primeiros vizinhos que, exibe comportamentos termodinamicos consistentes
com as anomalias apresentadas pela dgua super-resfriada, como o inesperado aumento na com-
pressibilidade isotérmica, calor especifico e coeficiente de expansao térmica. Ressaltamos que a
magnitude destas fungoes de resposta aumenta, entretanto, permanece finita.
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Figura 1.8: Conjectura do limite de estabilidade em que a espinodal sofre uma curvatura ao
encontrar a linha TMD. Extraida da Ref. [5].

Neste capitulo, apresentamos ao leitor um quadro geral sobre as principais concepgoes que
envolvem a dgua, com énfase em algumas das propriedades fisico-quimicas consideradas incomuns,
além das mais importantes formulagoes tedricas que buscam explicar porque, embora tao simples,
a agua seja tao diferente das demais substancias.

A seguir, vamos apresentar uma revisao bibliografica acerca da termodinamica de transi¢oes
de fase e fenémenos criticos que podem ser observados em uma grande variedade de sistemas.
Inicialmente, estudaremos as transicoes para o caso de fluidos simples, seguida por uma das mais
conhecidas abordagens criticas que descrevem adequadamente a transicao liquido-vapor e seu res-
pectivo ponto critico, a equacao de van der Waals. Por fim, finalizamos o capitulo discutindo
alguns aspectos das transi¢oes de fase magnéticas, onde ja familiarizamos o leitor com as analogias
que podem ser feitas entre fluidos e sistemas magnéticos. Ressaltamos que o capitulo foi escrito
de forma em que assumimos que o leitor ja possui familiaridade com a termodinamica.
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Capitulo 2

Transicoes de fase e fenémenos criticos

Transicoes de fase e fendémenos criticos constituem um campo de estudo interdisciplinar, uma
vez que correlacionam diversas dreas do conhecimento e estao presentes em uma grande variedade
de sistemas como fluidos simples, misturas de fluidos, cristais liquidos, materiais magnéticos e
ferroelétricos, superfluidos, supercondutores, dentre outros. Além da variedade de substéncias, as
mudancas de fase continuas ocorrem em uma ampla gama de condi¢oes, a exemplo do condensado
de Bose-Einstein a 10~7 K, a obtencao do Hélio superfluido a 2,2 K e a transicio paramagnético-
ferromagnético, que ocorre no ferro a temperatura aproximada de 1,000 K [9, 37]. Transigoes
de fase como a soélido-liquido e a liquido-gas sao caracterizadas por mudancas descontinuas nas
propriedades extensivas (e.g. volume, energia interna, entropia) de uma substéancia.

Para uma substancia simples, distintas fases termodinamicas de um material sao representadas
por diagramas de fases bidimensionais. As condi¢bes em que duas ou mais fases podem coexistir
em equilibrio sao descritas por linhas em um diagrama de fases de parametros intensivos, como
o P xT ouH xT, que eventualmente podem se encontrar em um ponto triplo, ou seja, um
ponto de coexisténcia entre trés fases diferentes [12]. A figura 2.1 ilustra o diagrama de fases da
agua, em que sao definidos miltiplos pontos triplos. O ponto triplo mais conhecido é indicado
pela coexisténcia entre as fases solida (Gelo Th), liquida e vapor, que ocorre a pressao de 611,7 Pa
(0,006037 atm) e & temperatura de 0,01° C (273,16 K).

Teorias fenomenologicas classicas de transicoes de fase como as descritas por van der Waals
para sistemas fluidos e, por Pierre Curie e Pierre Weiss para o caso de sistemas magnéticos, se
tornaram alvo de investigacoes mais cuidadosas em meados da década de 60. Nesta época, novas
estratégias possibilitaram a realizacao de experimentos nas vizinhangas dos pontos criticos que,
definem regices em que duas fases ja nao podem ser distinguidas [9]. No diagrama de fases da agua,
nota-se que a curva da pressao de vapor termina em um ponto que ocorre a pressao P, = 22,06
MPa (217,7 atm), a temperatura T, = 374,0°C (647,15 K) e densidade p. = 0,322 g/cm?, com
coordenadas® P., T., p., definindo uma regidao em que nao ha mais diferenca entre as fases liquida
e vapor [12]. No que concerne a curva de fusao, acredita-se que ela nao termine em um segundo
ponto critico sélido-liquido, apesar da inexisténcia deste ponto ainda nao ter sido comprovada [7].

Observacoes realizadas nas vizinhancas do ponto critico datam de 1869, quando o quimico
holandés Thomas Andrews, notou que a dispersao da luz causada por grandes flutuagoes de den-
sidade tornou a substancia leitosa e opaca na altura da transicao critica entre as fases liquida e
gasosa do material. Um sutil resfriamento ou aquecimento da substancia provoca uma restauragao

!Pressao, temperatura e densidade critica.
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Figura 2.1: Diagrama de fases da dgua. As linhas vermelhas indicam as coexisténcias de fases.
Os diversos pontos triplos e o ponto critico também estao indicados. Extraida da Ref. [6]

do seu estado transparente normal |8, 38]. Nas vizinhancas do ponto critico, grandezas termodina-
micas como capacidades térmicas, compressibilidades e susceptibilidades magnéticas, apresentam
um comportamento singular, divergindo sem limites nas vizinhancas do ponto critico.

Divergéncias assintoticas de tais grandezas foram caracterizadas por uma série de expoentes
criticos, em uma ampla gama de materiais conhecidos, possuindo um cardter universal, ou seja,
os comportamentos de tais fungoes de resposta eram descritos pelo mesmo valor de um expoente
bem definido independentemente do material. Tal caracteristica é descrita pela teoria do grupo
de renormalizacdo, proposta por Kenneth Wilson? na década de 70, no qual o valor dos expoentes
para a maior parte dos materiais é determinado principalmente pela dimensionalidade e simetria
do sistema e do seu respectivo parametro de ordem |8, 9|.

2.1 Transicoes de fase em fluidos

Consideraremos agora o caso de um sistema fluido, ilustrado pelo diagrama de fases da fi-
gura 2.2. Nesta projecao da pressao em fungao da temperatura, observamos as trés fases da
matéria mais comuns - solido, liquido e gas, assim como as respectivas curvas de coexisténcia entre
duas fases e os pontos triplo e critico. Nessa representacao, a equacao de estado que descreve
o estado de equilibrio termodinamico do sistema a temperatura e pressao constantes é a energia
livre de Gibbs, G(T, P, N). A fungdo G(T, P, N) pode ser obtida a partir de uma transformacao

2Prémio Nobel de Fisica em 1982.
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de Legendre® da energia livre de Helmholtz F(T,V, N).
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Figura 2.2: Fluido simples em um diagrama da pressao em funcao da temperatura. Repre-
sentacao das curvas de fusao, sublimacao e pressao de vapor e dos respectivos pontos triplo e
critico. Extraida da Ref. [7] (Pag. 2).

As curvas de fusao, sublimagao e pressao de vapor no diagrama representam respectivamente os
estados de equilibrio entre as fases solido-liquido, s6lido-gas e liquido-gas. Em um diagrama p — T,
tais curvas sao caracterizadas pela ja mencionada equacao de Clausius-Clapeyron. A transicao de
fase descontinua relaciona a inclinagao da linha de coexisténcia no diagrama p—7T' com as primeiras
derivadas da energia livre, ou seja, as variaveis extensivas entropia e volume [9].

Transigoes criticas sao descritas como transi¢oes na qual as primeiras derivadas da energia livre
como densidades (volumes) e magnetizagdes sao continuas, enquanto as suas derivadas (segundas
derivadas da energia livre) sao descontinuas [37]|. Neste cenério, ao percorrermos a curva da pressao
de vapor no diagrama da figura 2.2, a diferenca entre as densidades das fases liquida e gasosa se
torna cada vez menor, se anulando no ponto critico, caracterizando uma regiao em que as fases se
tornam idénticas (transi¢do continua). A variavel que apresenta valores diferentes de zero abaixo
da temperatura critica, e se anula acima do ponto critico é denominada pardmetro de ordem, uma
medida que descreve quantitativamente mudancas na estrutura de um corpo ao atravessar o ponto
de transicao [7].

Como mencionado, o potencial de Gibbs descreve o estado de equilibrio do sistema, no qual cada
uma das fases que competem em uma transi¢ao de primeira ordem, corresponde a um minimo local
de G(T,p;v) em um plano G — v*. Analisando um ponto sob a curva, os dois minimos da energia
livre de Gibbs competem visto que, este se encontra exatamente sobre a curva de coexisténcia
entre as duas fases (G; = G4). No caso do ponto de interesse estar localizado em regioes fora da
linha de equilibrio, um dos minimos de energia sera mais expressivo, representando a regiao mais
estavel (menor valor de (), como ilustrado na figura 2.3a. A medida que o ponto considerado ¢
aproximado do ponto critico, os dois minimos do potencial se unem, representando a regiao em
que nao ha mais distingao entre as fases. Este cenario é ilustrado na figura 2.3b. A figura 2.3c,
demonstra o que acontece com a curva da energia livre para os pontos que estao além do ponto

3Veja as segoes 5.2 e 5.3 da referéncia [8].
4As figuras 2.3a, 2.3b e 2.3c representam cenérios de uma transicdo de fase de primeira ordem descrita pela
termodinamica classica.
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critico no qual, o minimo é apenas um ponto simples que, aos poucos desenvolve uma regiao plana
que se separa em dois minimos, conforme o ponto critico é alcangado [§].

()
e

p—>
P —>

— T—>

(a) (b)

©)
e

T —

P

()

Figura 2.3: Competigao entre os minimos da energia livre de gibbs, (a) proximo a curva de
coexisténcia (b) & medida que o ponto critico é aproximado e (c) pontos além do ponto critico.
Extraidas da Ref. [8] (Pags. 256, 257 e 258).

O comportamento critico de um fluido também pode ser ilustrado no plano p — 7', no qual
diferentes valores de temperatura nos fornecem caracteristicas quantitativas acerca do parametro
de ordem, neste caso, a densidade. Nota-se que a baixas temperaturas a diferenca, v = p; — pg,
entre as densidades das duas fases é maior e, & medida que a temperatura critica é alcancada, o
parametro de ordem v se anula, como ilustrado na figura 2.4a, em que a curva define os limites da
regiao de coexisténcia entre as fases liquida e gasosa. O comportamento assintotico do parametro
de ordem que ocorre quando a temperatura se aproxima da temperatura critica T, é caracterizado
pela seguinte expressao:

L-T\’ 2.1
-y

onde os valores B e T, nao possuem caracteristicas universais, entretanto o expoente critico § é
aproximadamente® 1/3 para quaisquer fluidos ou, grandezas correspondentes para o caso de outros

¢~B<

50 valor é o mesmo para o caso de sistemas analogos a um fluido.
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sistemas fisicos. A figura 2.5 ilustra a curva de estabilidade proposta por Guggenheim em 1945
para oito diferentes fluidos (Ne, A, Kr, Xe, Ny, Oy, CO e CHy). Diferente do que foi proposto
por van der Waals que, o melhor ajuste para os dados seria uma fun¢ao quadratica, os dados sao
ajustados de forma mais adequada por uma equagao ctbica |7, 9.

of

| Liquid Coexistence
curve
= f--
PLPe
Two-phase l _
A, region ! T
| \-/
*r- T<T, . { Coexistence
—————— - / 1 \
/ Two-phase \°urve
Gas Gas ,  region |
P, P

Figura 2.4: (a) Ilustracao da regido em que as fases liquida e gasosa coexistem. (b) Comporta-
mento das isotermas & medida que o ponto critico é aproximado. Extraidas da Ref. [7] (Pags.

3ed).

E interessante destacar o formato das isotermas conforme a temperatura critica é alcancada.
Para valores de T' >> T, o sistema apresenta um comportamento tipico de gas ideal e as isotermas
sao descritas por linhas retas que obedecem a classica equacao dos gases ideais®:

pl{?BT
m

p= , (2.2)

onde kp ¢ a constante de Boltzmann” e m é a massa da molécula. A equacdo de estado (2.2)
descreve o comportamento de moléculas de gases monoatémicos que nao interagem entre si, exceto
em colisoes elasticas. A expressao é uma excelente aproximagao para os gases, sendo que quanto
mais rarefeito, quanto mais distante a temperatura esté do seu ponto de liquefacao e quanto menor
a pressao, mais as moléculas se aproximam do comportamento de um gas ideal [39].

Conforme a temperatura diminui as isotermas apresentam curvaturas e precisamente na tem-
peratura T, as densidades das duas fases coincidem, como ilustrado na figura 2.4b. Para valores de
T < T, a figura indica a coexisténcia para uma dada pressdo, de uma fase liquida (com densidade
pi) e uma fase gasosa (com densidade p,) |7, 9].

2.2 Equacao de van der Waals

J. D. van der Waals em sua tese de doutorado, intitulada “Sobre a continuidade dos estados
liquido e gasoso"® e defendida em 1873, apresentou a primeira teoria que descreveu quantitamente a

6Também pode ser escrita na forma PV = nRT.
kg = R/N, = 1.3807 - 10*23J/K, onde N4 é a constante de Avogadro.
80ver de Continuiteit van den Gas - en Vloeistoftoestand (On the continuity of the gas and liquid state).
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Figura 2.5: Ajuste com uma equacao ciibica para a curva de coexisténcia de oito distintos
fluidos proposta por Guggenheim. Extraida da Ref. [9] (Pag. 294).

transicao liquido-gés, se tornando uma importante ferramenta para a analise de fenémenos criticos
em sistemas fluidos [9, 12].
A equacao de van der Waals é dada por

RT a

v—>5b v?’

p= (2.3)
em que representa uma modificacao da equagao (2.2), considerando um cenario em que o fluido
¢ formado por moléculas esféricas que interagem umas com as outras, de forma que se atraem
a longas distancias e se repelem a curtas distancias. A adicao das constantes a e b se relaciona
com estas interagoes, na qual a substitui¢do de p por p + a/v? representa uma corre¢io na parte
atrativa do potencial, ilustrada pela figura 2.6a, enquanto a substituicao de v por v — b é associada
a repulsao devido a rigidez das moléculas, bem como representa o volume efetivo ocupado por cada
molécula que, agora é levado em consideragao como mostra a figura 2.6b. Tais constantes possuem
valores distintos para diferentes substancias [10, 12].

AT T
0 -00-
\\\7 ,/./\\,,//
. (b)

Figura 2.6: (a) Moléculas proximas sofrem uma atra¢ao. (b) Quando estdo muito proximas
elas se repelem.

Na figura 2.7, ilustramos o comportamento da pressao em funcao do volume para diferentes

temperaturas, normalizados de acordo com os valores destas quantidades no ponto critico, egs.
(2.8). Para valores acima de T, as isotermas apresentam um comportamento esperado, obedecendo
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a lei de Boyle dos gases ideais. Analisando o caso de T' < T, verifica-se o aparecimento das al¢as
de van der Waals, no qual para um mesmo valor de pressao p ha trés valores diferentes de volume v.
O gréfico ilustra um comportamento termodinamicamente instével, com (0p/dv)r > 0, sugerindo
que em certas regides a compressao do fluido resulta em uma diminuicao da pressao?, o que nao
est4 em consonéncia com o comportamento esperado de fluidos [10, 12].

8 T T T T T
T-08 —
T=09
B T=1.0
i T=11

6r 1
i
i

a4t y

o
2 -
0 -
0 1 2 3 4 5

Figura 2.7: Isotermas do fluido de van der Waals normalizadas através dos parametros criticos

(P.eT,).

Menos de dois anos apds a publicacao da tese de van der Waals, J. C. Maxwell sugeriu um
caminho para corrigir esta inconsisténcia. A construcao de Maxwell se inicia a partir da represen-
tagao do fluido de van der Waals pela energia livre molar de Helmholtz f(7T,v), que é obtida por
meio da integral de p(T,v):

f= /p(T,v)dv + fo. (2.4)

A partir de uma analise da estabilidade termodinamica do potencial de Helmholtz descrito pela
equagao (2.4), entendemos que ele é uma func¢ao céncava em relacdo a T e convexa de v. Para
satisfazer a convexidade da energia livre de Helmholtz, a seguinte relagao deve ser satisfeita [7]:

0 f B opy 1
(57). = (5) = 20 2

kp > 0. (2.6)

ou seja,

9Corresponde a um valor de compressibilidade isotérmica (k1) negativo.
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Para que o sistema seja estavel, em conformidade com a equagao (2.6), f(7T,v) deve ser uma
fungao convexa para todos os valores de v. A figura 2.8 correlaciona os pontos de instabilidade da
curva de van der Waals com as regides em que a curva da energia livre é uma fungao concava em
relagdo a v, ou seja, a regiao (Ip/Ov)r > 0 corresponde a uma area onde (92 f/0v?) < 0 (concava
de v) [7].

A solugao de Maxwell para o problema da instabilidade termodindmica na curva de van der
Waals consiste na restauracao da convexidade da energia livre, a partir de uma dupla tangente a
curva de f contra v nos limites de vz, — v, que coincide com as fronteiras de um segmento paralelo
ao eixo dos volumes no diagrama p — v. A construgao da tangente equivale & separacao de duas
regioes, A e B que possuem areas iguais, no qual o lago de van der Waals é substituido por uma
linha de coexisténcia entre as duas fases [7] (Pag. 70).

r
T
|
1,

-

Figura 2.8: Correspondéncia entre os pontos de instabilidade da equagao de van der Waals
com os pontos em que a energia livre de Helmholtz ¢ concava. Extraida da Ref. [7] (Pag. 70).

Uma abordagem equivalente utilizaria o diagrama G — p, em que para um mesmo valor de
pressao o sistema se torna uma func¢ao com trés valores distintos da energia livre de Gibbs. Observe
que no primeiro diagrama da figura 2.9, os pontos 2, 4 e 6 correspondem a trés valores da energia
livre para um mesmo valor da pressao. A construcao das areas iguais de Maxwell é equivalente
a desconsiderar os valores mais altos da energia livre, ou seja, os pontos 3, 4 e 5, restando um
unico ponto termodinamicamente estavel, correspondente ao segmento de linha reta no diagrama
p —v. A figura abaixo ilustra os pontos 3, 4 e 5 nos dois diagramas, que representam os pontos
de maior energia (figura a esquerda) que correspondem exatamente aos pontos de instabilidade
termodinamica no diagrama da figura a direita, onde (Op/dv)r > 0 |7].
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Figura 2.9: A esquerda, energia livre de Gibbs em fung¢ao da pressao para um fluido de van der
Waals e a respectiva correspondéncia dos pontos de 1-7 em uma isoterma, ou seja, pressao em

funcao do volume. Note que os pontos entre o intervalo 2-6 sao termodinamicamente instaveis.
Extraida da Ref. [10] (Pag. 183).

O ponto critico

O ponto critico no diagrama de fases da figura 2.1 que, marca o fim da linha de coexisténcia
entre as fases liquida e gasosa, € um ponto estacionario e de inflexdao, sendo obtido através das

relagoes:
dp 0*p
— =0 e — =0. 2.7
ov ov? 27)
A partir da equacdo de van der Waals e usando as equagdes listadas em (2.7), os seguintes
parametros criticos (volume, temperatura e pressdo) podem ser determinados,

8a a
= e Pe = —.
(& (&
27bR 272
A expressao que relaciona as trés variaveis criticas e elimina os parametros a e b é dada pelo

fator de compressibilidade Z definido por Z = pv/RT. No ponto critico, o fluido de van der Waals
prevé um fator de compressibilidade de aproximadamente [12]:

V. = 3b, (2.8)

PV 3

Por outro lado, por serem descritos no regime de densidades suficientemente baixas, os gases
ideais apresentam um valor de Z = 1. A medida de Z para outras substancias representa uma
medida de desvio do comportamento ideal. Calculado no ponto critico, a dgua, por exemplo,
apresenta um valor aproximado de Z. = 0,230 [12].

No decorrer desta dissertagao, parte das analises dos sistemas escolhidos serao realizadas em
regioes proximas aos pontos criticos. Desta forma, é importante apresentar a nomenclatura das
variaveis reduzidas em relacao ao ponto critico, definidas por

P V

b= b= e

P, Ve

Sl
I

(2.10)

S
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A partir destas definigoes, a equacao de van der Waals pode ser reescrita por meio de variaveis
adimensionais e reduzidas

<15 + %) (30— 1) = 8¢, (2.11)

que é a equacao que utilizamos para a construcao das isotermas da figura 2.7.

Calor especifico

Considerando o ponto critico liquido-gas mencionado, do mesmo modo que a compressibilidade
isotérmical’, a capacidade térmica molar para um fluido de van der Waals também apresenta um
comportamento divergente ao longo da isocorica critica. A figura 2.10 ilustra os valores de ¢,
proximos a densidade critica, p., para dados experimentais do diéxido de carbono em funcgao da
temperatura [11].

(50]

e K g™

0 | 1 L
280 285 290 255 300 305 310 315 320 325
T'K

Figura 2.10: Dados experimentais da capacidade térmica isocorica em regioes proximas a
densidade critica (p.) para o dioxido de carbono. Extraida da Ref. [11].

No contexto da adgua super resfriada, Cp aparenta divergir (figura 2.11), continuando a aumen-
tar até a temperatura mais baixa (—38°C) na qual medidas experimentais puderam ser realizadas,
dados de Angell et all (1973) [40]. Apenas em regides de altas temperaturas (7" > 36°C), a fungao
apresenta um comportamento considerado normal, isto é, em conformidade com a maior parte dos
liquidos. E importante esclarecermos que o diéxido de carbono e a d4gua super-resfriada apresentam
comportamentos divergentes que estao relacionados a diferentes cenarios. Enquanto a substancia
da figura 2.10 é um exemplo de fluido de van der Waals em que a divergéncia esté relacionada com
o ponto critico liquido-gas, a agua super-resfriada possui comportamentos singulares cuja origem
ainda nao foi completamente esclarecida.

Dados experimentais de confinamento da agua em nanoporos de vidro de silica [41] resultaram
em valores maximos do calor especifico que, para diferentes pressoes e temperaturas, definiam

10Na temperatura critica k7 diverge, uma vez que dp/dv = 0 [12].
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uma linha de maximos que é comumente conhecida como linha de Widom. Um das hipoteses que
discutimos no capitulo 1 foi a suposta existéncia de um segundo ponto critico para a agua, em que
os autores sugerem que na vizinhancga deste ponto o calor especifico apresenta um maximo antes
de divergir, ou seja, os picos encontrados sao evidéncias dos comportamentos divergentes ocorridos
na regiao critica.

-40 20 0 20 40 60 BO 100

] P i | i | i 1 i 1 L
260 280 300 320 340 360
T/K

C_1
5540

Figura 2.11: Dados experimentais de Angell et al (1982) a pressao atmosférica, da agua super-

resfriada para a variacao do calor especifico com a temperatura a pressao constante. Extraida
da Ref. 2| (Pag. 96).

2.3 'Transicoes de fase em sistemas magnéticos

A temperatura ambiente ferro, cobalto, niquel, algumas terras-raras e o mineral magnetita
(Fe30,), conhecido desde a antiguidade, sdo exemplos de materiais que apresentam magnetizagoes
muito grandes e permanentes, podendo ser considerados como imas naturais.

Tais caracteristicas se originam a partir dos momentos magnéticos que consideraremos como
pequenos imas compostos por um polo norte e um polo sul, formando dipolos magnéticos micros-
copicos. Em cada atomo os momentos magnéticos resultam dos movimentos dos elétrons que,
podem ser de dois tipos. O primeiro esté relacionado ao movimento orbital do elétron ao redor do
ntucleo e o segundo em relagao ao seu momento angular intrinseco. Em materiais ferromagnéticos
como os citados anteriormente, os momentos magnéticos ja se encontram alinhados mesmo sem a
presencga de um campo magnético.

Entretanto, quando aquecidos, os movimentos aleatorios dos &tomos provocam desalinhamentos
dos dipolos magnéticos, causando uma diminuicao gradual na magnetizacao, até que ela se anule na
temperatura critica T, também conhecida como Temperatura de Curie. Neste ponto tais materiais
perdem sua imantagao natural (veja a figura 2.12) [12, 42].
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Figura 2.12: Magnetizacao em funcao da temperatura para um ferromagneto simples. Extraida

da Ref. [7] (Pag. 4).

Neste ponto é importante salientar que no decorrer desta dissertacao realizaremos diversas ana-
logias entre sistemas fluidos simples e sistemas paramagnéticos ideais, sendo necessaria a defini¢ao
das quantidades correspondentes entre esses dois tipos de sistemas. No caso dos fluidos, apresen-
taremos analises de grandezas e fungoes de resposta em termos das variaveis p, V' e T, seguidas
por funcoes anédlogas para sistemas magnéticos, representadas por meio de H, M e T, onde H
e M fazem referéncia ao campo magnético externo e a magnetizacao total de uma amostra. A
correspondéncia entre estas variaveis é dada por

v— M (2.12)

—p— H, (2.13)

que mais a frente serao utilizadas para uma comparacao direta entre a transicao paramagneto-
ferromagneto e a transicao de fase liquido-liquido em um fluido.

No caso de um sistema magnético, a magnetizacao desempenha um papel similar ao volume
enquanto o campo magnético um papel que corresponde a um valor negativo da pressao. Analogo ao
diagrama p —T', o diagrama de fases dos planos H — T, figura 2.13a, ilustra a curva de coexisténcia
das fases spins para cima e spins para baixo que, ao longo da linha possuem a mesma energia
livre magnética por d&tomo e magnetizagoes iguais porém, com sinais contrarios. Da mesma forma
que ocorre com os fluidos, as isotermas no magneto se aproximam de linhas retas a elevadas
temperaturas, em um plano H — m elas apresentam um comportamento similar representando os
limites ndo interagentes, como ilustrado pela figura 2.13b |7, 9].

Na auséncia de um campo magnético externo os momentos magnéticos assumem orientagoes
aleatoérias, de forma que o material nao apresenta nenhuma magnetizacao esponténea resultante.
Quando submetido a um campo externo, os momentos magnéticos se orientam na mesma direcao
que o campo aplicado caracterizando um estado paramagnético [42].
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Figura 2.13: (a) Diagrama de fases para um ferromagneto simples em termos do campo aplicado
pela temperatura e (b) campo aplicado em func¢do do parametro de ordem (magnetizagao).
Extraidas da Ref. |[7] (Pags. 2 e 3).

Nosso objetivo nos dois primeiros capitulos foi familiarizar o leitor com os principais aspectos
termodindmicos relacionados a 4gua, além de contextualizar o cenario que envolve fenomenos
criticos e transi¢oes de fase em sistemas fluidos e magnéticos. A seguir, empregamos o modelo
simples de dois estados para a investigacao de comportamentos tipicos de dgua em modelos do
paramagneto ideal de spin-1/2 e do fluido de célula compressivel com duas estruturas.

23



Capitulo 3

Termodinamica de mistura e equacoes de
duas estruturas para a agua

Principios da mecénica estatistica definem que propriedades macroscopicas de um sistema po-
dem ser obtidas a partir de valores médios de propriedades microscopicas. A temperatura, por
exemplo, é o resultado de uma média da energia cinética das particulas de um sistema. A pressao
por outro lado, ¢ dada pelas colisoes das particulas com uma superficie. Perceba que, o grande
desafio da mecéanica estatistica é obter propriedades macroscopicas dos sistemas, ou seja, grandezas
que podem ser observadas em uma escala macroscopica (e.g. temperatura, pressao) a partir de leis
microscopicas.

O primeiro passo para a descri¢ao estatistica de um sistema fisico consiste na especificacao dos
estados microscopicos do sistema. No geral, postulados estatisticos como teorias de probabilidade,
além de outros, sao utilizados para a obtencao de todos os estados acessiveis. Um dos modelos
mais simples estudado na mecénica estatistica € o modelo de dois estados que, considera apenas
duas possiveis configuragoes para os componentes de um sistema. Dessa forma, seja para o caso
de uma moeda!, para uma particula localizada de spin, no qual h& apenas dois auto-estados (up
ou down), ou mesmo para uma mistura de dois componentes, as propriedades termodinamicas dos
sistemas podem ser rapidamente obtidas por meio de argumentos combinatérios ou mesmo através
de uma fungao de particao [9].

Ao longo deste trabalho abordaremos dois modelos de dois estados que a partir de agora, para
o caso de um fluido, vamos nos referir como teoria de duas estruturas ja que esta terminologia
se ajusta melhor ao modelo de fluido que estudamos nesta dissertagao. Iniciamos o capitulo con-
textualizando o cenario termodinamico que envolve a mistura de dois componentes. Pretendemos
familiarizar o leitor com as equacoes fundamentais, as grandezas molares e as expressoes para a
energia livre e a entropia de uma mistura. Embora considerada simples, a teoria de duas estruturas
¢ a que fundamenta um dos principais cenarios para a origem das anomalias volumétricas da agua
a baixas temperaturas, a possivel existéncia de uma transicao entre dois tipos de liquidos. Assim,
na secao 3.2, apresentamos um contexto historico dos diversos trabalhos tedricos e experimentais
que, desde o século XVIII, consideravam a agua como uma mistura binaria.

'Ha apenas duas configuracdes possiveis: cara ou coroa.
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3.1 Modelo termodindmico para mistura simples

Nos capitulos anteriores, o estudo termodinamico de transicoes de fase se limitou ao caso de
substancias puras?, ou seja, transicoes que ocorrem em espécies de apenas um componente. No que
se segue, apresentamos uma descricao da termodindmica de uma mistura de varios componentes,
introduzindo a dependéncia da composi¢ao de cada um nas equagoes fundamentais [12, 43].

Na representacao de Gibbs as propriedades termodindmicas de uma mistura sao definidas pe-
las variaveis temperatura 7', pressao P, ntimero de moles n; do primeiro componente, nimero
de moles ny do segundo componente e nimero de moles n. do c-ésimo componente, ou seja,
G(T, P,ni,ns,...,n.). O potencial termodindmico que descreve o sistema, incluindo todos os cons-
tituintes da mistura, é dado por

dG = —=SdT + VdP + ) pidn,, (3.1)

i=1

onde p; representa o potencial quimico de cada um dos componentes. No caso de um sistema de
¢ constituintes, utilizamos grandezas molares como a energia livre molar de Gibbs, definida por
g = G/N, o nmero total de moles da mistura é dado por N = Nj + Ny + ... + N, e a fragdo molar
de cada um dos componentes, definida por z; = N;/N. As fragdes molares sao dependentes e se
relacionam por xy + 2o + ... + x. = 1 [12].

Consideramos agora um sistema dividido em n compartimentos inicialmente isolados por pa-
redes diatérmicas e moéveis em que cada um contém, por exemplo, um tipo distinto de gas ideal.
Neste modelo, todos os gases estao a mesma pressao e temperatura e, apos a retirada das paredes
que os separam, ha a formacgao de uma mistura homogénea que possui o mesmo valor de tempe-
ratura e pressao que os constituintes isolados. Para esta solugao ideal, a variagao na energia livre
ap6s a mistura decorre apenas da contribuicao da entropia molar que certamente é maior, uma vez
que h4 um aumento no nimero de possibilidades de arranjo entre as moléculas. A energia livre
molar de Gibbs do sistema apés a mistura ¢ dada por [10, 12]

9=> xi[g(T.p) + RTInz,], (32)
=1

onde z; = N;/N e g;(T,p) é a energia livre de Gibbs molar da i-ésima substancia pura. A partir
da equagdo (3.2) a entropia molar s = S/N assume a forma

s = Z zi[si(T,p) — Rlnz;, (3.3)
i=1
onde s; = —(0g;/0T') & a entropia molar i-ésima substancia pura.

Anteriormente, discutimos alguns cenarios que buscam esclarecer a origem das anomalias ter-
modinamicas da agua. Nesta dissertagao, as propostas e analises sao baseadas no cenario que
considera que a agua super-resfriada ¢ uma mistura de duas estruturas com diferentes arranjos
moleculares: um liquido de baixa densidade e mais ordenado e outro de alta densidade, em que

2Substancias puras sdo formadas por apenas um tipo de atomo (substancia simples) ou por apenas um tnico
tipo de molécula (substancia composta).
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hé mais desordem. No que se segue, iremos estudar a energia livre de uma mistura binéria ideal
visando posteriormente aplica-la ao caso da dgua na fase liquida.
Podemos definir as grandezas anteriores para um sistema de apenas dois constituintes A e
B. As fragoes molares de cada um dos componentes se tornam x4 = N4/N e xg = Ng/N e se
relacionam por x4 + xp = 1. O ntmero total de moles da mistura é dado por N = N4 + Np.
Levando em conta que inicialmente os dois componentes estao isolados a energia livre total
antes da mistura é apenas a soma da parcela da energia livre de cada constituinte [10]:

g =1 —2z)ga+ xgs, (3.4)

em que x é a fragdo molar do componente B, no qual para x = 0 ha somente a energia livre de A,
e para r = 1, somente a de B. Para uma mistura ideal de apenas dois componentes a variagao da
entropia do sistema ap6s a mistura é dada por

As=—RlzInz+ (1 — z)In(1 — x)]. (3.5)

Considerando que o processo de mistura das substancias é isotérmico, nao ha variacao de
entalpia (AH = 0) e a variac@o da energia livre molar de Gibbs para esta mistura binaria ideal se
da por

Ag = —TAs. (3.6)

Dessa forma, a energia livre de Gibbs final para uma mistura ideal é dada pela soma da energia
livre antes da mistura (¢') com a variagdo da energia livre do sistema, decorrente apenas da
contribuigao da entropia molar (Ag), assim

kBLT:(1—x)]i—AT+xki—BT+xlnx+(1—a:')ln(l—x), (3.7)
em termos das fragoes molares dos dois componentes da mistura.

A descri¢ao termodinamica apresentada acima é utilizada para a anélise de misturas de subs-
tancias puras, que no geral sao caracterizadas em homogéneas e heterogéneas. Em uma mis-
tura homogénea, os distintos componentes da mistura estao tao bem dispersos que nao é possivel
distingui-los, mesmo com o auxilio de um microscopio, ou seja, a mistura apresenta uma Unica
fase. Por outro lado, quando os constituintes sao grandes o suficiente que podem ser distinguidos
a olho nu, a mistura possui mais de uma fase sendo denominada heterogénea [44].

Conforme a alteragao de variaveis como temperatura, pressao e composi¢ao, misturas binarias
podem ser completamente ou parcialmente misciveis entre si, ou seja, podem ser totalmente solaveis
entre si (formando uma mistura homogénea) ou apresentar solubilidade parcial, podendo formar
mais de uma fase dependendo das condigoes a que sao submetidas.

Misturas binarias formadas por dgua e etanol, dgua e metanol e acetona e cloroférmio, sao
exemplos de liquidos completamente misciveis em todas as proporgoes, ou seja, misturas homo-
géneas ou “solugoes”. Outros exemplos sao o silicato de magnésio e silicato de ferro (olivina),
prata e ouro, germéanio e silicio, bismuto e antiménio que, sao pares de substancias que formam
misturas binarias homogéneas na fase sélida mas que ao submetidas a temperaturas muito altas
se transformam em solugoes liquidas. Misturas parcialmente misciveis podem formar duas fases
coexistindo em certos intervalos. A liga metalica formada por cobre e zinco (latdao) ¢ um exemplo
da coexisténcia entre duas fases solidas, apenas para concentracoes de zinco em um intervalo de
0,32 - 0,48. Um outro exemplo é o bronze que é uma liga formada entre o cobre e o estanho que a
temperatura ambiente sdo completamente imisciveis entre si [12].
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3.2 Modelos termodinamicos de mistura aplicados a agua

A primeira formulagao tedrica que considerou a dgua como uma mistura binéaria foi proposta
por Rontgen em 1892, que considerou que o equilibrio termodinamico entre duas estruturas em
nivel molecular, seria a origem das anomalias da agua [45]. Um dos modelos de dois estados
mais simples para a descricao de propriedades da agua considera a coexisténcia entre ligagoes de
hidrogénio “intactas” e “quebradas”, ou seja, estados em que os atomos de hidrogénio podem ou nao
participar de ligagoes de hidrogénio. Tal modelo que, foi proposto por Angell [46] e posteriormente
aperfeicoado por Muller [47], define um estado ordenado de baixa energia (hidrogénios envolvidos
em ligagoes) e um estado mais desordenado e mais energético (hidrogénios nao participam de
ligagoes) [48, 49].

Na década de 90, Vedamuthu e colaboradores publicaram uma série de trabalhos [50, 51, 52| em
que consideram que as duas configuragoes dos atomos de hidrogénio dao origem a uma estrutura de
baixa densidade, similar a do gelo Th, e uma estrutura mais compacta (densa), com uma densidade
proxima as dos polimorfos gelo-11, -II1, -V e -VI. Apesar da comparagao, o que o modelo descreve
de fato ¢ uma mistura de dois tipos de ligacoes intermoleculares, comumente encontradas em
polimorfos do gelo. Os autores demonstram que este modelo permite esclarecer comportamentos da
agua em grandes intervalos de temperatura e pressao, além de possibilitar uma melhor compreensao
das propriedades andmalas da dgua liquida [52].

Ainda nesta época, generalizagdes no modelo de Muller foram realizadas por Lee e Graziano [48],
em que parametros como variagao na entalpia e entropia dos estados sao levados em consideragao.
Além de caracterizar um sistema de dois estados para a agua, o modelo Muller-Lee-Graziano (MLG)
também permitiu uma descricao estatistica para os fendmenos de desenovelamento a quente e a
frio em modelos minimalistas de proteinas [53].

A existéncia da competicao entre dois tipos de arranjos moleculares é um dos cenarios mais
promissores para o esclarecimento das propriedades andmalas da dgua. Baseando-se nessa ideia,
muitas das denominadas equagoes de estado de duas estruturas, foram propostas ao longo dos anos
para explicar o comportamento anémalo da agua na fase liquida, particularmente em seu estado
metaestavel super-resfriado, também possibilitando uma interpretacao estatistica de fendémenos
observados em simulagoes de modelos de agua como mW, ST2 e TIP4P /2005 [54]. Além disso, as
equagoes de estado sao adotadas como referéncia pela Associagao Internacional para as Proprie-
dades da Agua e o Vapor (IAPWS)? [55]. Com a disponibilidade de novos dados experimentais,
novas equagoes e modelos podem descrever com mais precisao os comportamentos termodinamicos
da agua.

No contexto de uma transicao liquido-liquido, Fuentevilla e Anisimov e, posteriormente, Ber-
trand e Anisimov, foram os pioneiros no desenvolvimento de uma equacao de estado que considera
a existéncia de um segundo ponto critico. Entretanto, a formulacao mais recente é a equacao
proposta por Holten e Anisimov [56], dada por

G GA GBA

T = T + kaT +zlnz+ (1 —2)In(1 — z) + wz(l — z), (3.8)

onde z ¢ a fragao de moléculas no estado B e w é uma fungao empirica que descreve a interagao de
agregados moleculares em estados distintos. Neste modelo, a separagao das fases ocorre com um

3Do inglés: International Association for the Properties of Water and Steam (IAPWS).
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excesso na energia livre de Gibbs associado a entropia, um modelo que se ajusta bem aos dados
experimentais da agua super-resfriada. Note a semelhanca da equacao proposta pelos autores com
a equagao (3.7), que descreve a energia livre de Gibbs para uma mistura binaria. Equagoes de
estado de campo médio também possibilitam uma descrigao precisa de algumas das propriedades
termodinamicas da agua [57].

Em um trabalho mais recente Anisimov e colaboradores utilizaram modelos de dois estados para
unificar discussoes acerca do polimorfismo de fluidos, no qual a existéncia de diferentes arranjos em
um liquido podem ou nao vir acompanhadas de transi¢oes de fase, dependendo de caracteristicas
do parametro de ordem [58].
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Capitulo 4

Modelos estatisticos nao-interagentes:
paramagneto ideal e fluido com célula
compressivel

Neste capitulo, apresentamos a descricao de dois estados aplicada ao modelo do paramagneto
ideal de spin-1/2 nao interagente, onde cada estado caracteriza uma configurac¢ao individual de um
spin: s = +1/2 ou s = —1/2. A partir do contexto do emsemble canénico obtivemos todas as pro-
priedades termodinamicas do modelo. Devido as muitas possibilidades de aplicagoes desta teoria,
na secao 4.2, descrevemos um modelo estatistico de duas estruturas aplicada a um fluido com célula
compressivel em que assim como no caso do paramagneto, nao hé interacdao entre as particulas.
Finalizamos o capitulo na se¢ao 4.3 ilustrando analogias entre as propriedades termodindmicas
de sistemas magnéticos e fluidos, acompanhada de uma investigagao sobre o comportamento de
ambos os modelos nos pontos de transicao.

4.1 Modelo estatistico de dois estados: spin-1/2 interagindo
com O campo

Propriedades estatisticas gerais de um sistema podem ser determinadas a partir de especi-
ficagoes de seu estado microscopico e posteriores conexoes com a termodinamica, ou seja, com
variaveis observadas no mundo macroscopico [9]. Modelos estatisticos possibilitam uma descrigao
simplificada do estado macroscopico de sistemas fisicos, com base no calculo de valores médios de
propriedades microscopicas do sistema [59].

Para o caso de um paramagneto ideal de spin 1/2, o calculo das propriedades termodinamicas e
magnéticas é realizado considerando-se o formalismo do ensemble candnico, formado pelo conjunto
de microestados associados a todas as probabilidades acessiveis do sistema. A conexao com a
termodinamica ¢é realizada através da funcao de partigao [9].

O estado microscopico de um sistema com N particulas magnéticas na presenca de um campo
magnético H em contato com um reservatorio térmico a temperatura 7' é dado pelo hamiltoniano
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estatistico: N
H=—usH» oy, (4.1)

j=1
onde j = 1,2,..., N, 0; = %1, admitindo-se que cada momento magnético de spin pode estar
orientado para cima (1) ou para baixo (), sendo este um numero inteiro associado ao momento
de dipolo magnético do elétron onde o; = 2m,, em que m, ¢ o nimero quantico magnético de spin
que pode assumir apenas dois valores: m, = £1/2. O magneton de Bohr, up = 9,27-1072*4 - m?,
é utilizado como o momento magnético de referéncia para o elétron. A funcao de particao do

sistema pode ser escrita como

Z=Y e (4.2)

{o;}

uma soma que, neste caso, se fatoriza e se torna

Z = {;WBH“} {ZeBMBHUN} =z, (4.3)

onde
Zy = Z et — 9 cosh(BupH) (4.4)

o==1
A conexao com a termodinamica é estabelecida por meio da energia livre magnética por parti-
cula

1 1
que se torna
H
g(T,H) = —kgTIn [2 cosh (/;ZT)}, (4.6)

do qual podem ser obtidas todas as propriedades termodinamicas do paramagneto. A equacao de
estado para a magnetizacao é dada por

_ dg\ ppH
m = <3_H)T = (15 tanh <kBT)' (4.7)

A partir da equagdo m = m(T, H) (4.7) podemos obter a expressao para a susceptibilidade mag-
nética, que representa o analogo da compressibilidade isotérmica para os fluidos. E dada por

om 1, 9
— ) = — . 4.8
= (5. = mpts =) (48)
A entropia por particula é dada pela expressao
dg ppH upH ppH
=—|==| =kgln|2cosh —k tanh 4.
° (8T)H 5 n{ o8 (k;BT)] B(szT WA\ ks ) (49)
da qual podemos calcular o calor especifico a campo fixo,
ds H? )
S — — . 4.1
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4.2 Modelo estatistico de duas estruturas: fluido com célula
compressivel

Anélogo ao modelo de spin-1/2; em que os momentos magnéticos podem assumir apenas duas
orientacoes e, ao modelo do gas de rede! em que cada sitio pode estar ocupado por uma particula
ou vazio, o modelo de fluido com célula compressivel® proposto por Fisher e colaboradores [60]
considera que o volume de cada célula individual pode variar e acessar dois possiveis volumes,
VA =V € vp = vy + 0v, onde dv & o termo de incremento (varia¢ao) do volume, com dv > 0.

Ao contrério do gas de rede em que o volume de cada célula é constante e ocupa inteiramente
o espago dos sitios, no modelo de célula compressivel (CC) cada um dos N sitios de dimenséo d e
com numero de coordenagao (nimero de vizinhos proximos ou dtomos em contato) ¢, contém uma
célula cujo volume vy pode flutuar, ou seja, cada sitio ocupado é associado a um volume livre, uma
regiao em que a particula pode se mover livremente.

Considerando o modelo descrito como um prototipo para o estudo de transigoes liquido-liquido
de um tnico componente, nossa abordagem pressupoe a coexisténcia de duas estruturas moleculares
de distintas densidades, cujo hamiltoniano e o volume sao dados por

N N
H==> emi—Y en(l—n) (4.11)
=1 =1
(§]
N
V:Nv0+(5v2m, (4.12)

i=1
onde L e H representam as estruturas de baixa e alta densidade, respectivamente e 7; ¢ a variavel
de ocupagao. Note que o hamiltoniano é escrito de forma que ao assumir os valoresn =0oun =1
restam apenas os termos de uma tnica fase. Quando n = 0 ha somente o termo de alta densidade,
enquanto para 1 = 1, apenas o termo da estrutura de baixa densidade.

Para tal sistema, a fungao de particao no ensemble das pressoes pode ser expressa por

Y(T,P,N) = e % (4.13)
onde f = 1/kgT e G é a energia livre de Gibbs que depende da temperatura e da pressao.
Considerando a energia livre de Gibbs por particula, g = G/N, temos

Y(T,P,N) = e P¢ = 7PN (4.14)

ou

N N

Y(T,P,N) = <Z e—ﬂgi> : (4.15)
i=1

que considera a distribuicao de estados acessiveis dada pelo hamiltoniano, onde g; é a energia livre

microscopica definida como
9i = 9i(T, P) = w; — T's; + Pu, (4.16)

'Modelo que define um fluido confinado em uma rede de volume V dividida em células de volume v, no qual cada
sitio pode estar ocupado por uma particula (n = 1) ou vazio (n = 0), onde 7 representa a variavel de ocupagao.

2A fim de simplificar a terminologia é possivel que durante a dissertacio utilizemos apenas o termo “fluido
compressivel".
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onde u; e v; sao, respectivamente, a energia e o volume intrinsecos da estrutura i, s; = kglnw é a
entropia intrinseca desta estrutura, com w sendo a sua degenerescéncia.

Ao considerarmos as duas estruturas do modelo, L e H, a equagao (4.14) pode ser reescrita
como:

Y(T,P,N) = (eP9t 4 e=Pom)N, (4.17)

Por fim, no limite termodinamico a energia livre de Gibbs é definida por

1 1
g(T,P)=—— lim —InY(T,P,N) (4.18)

N—oo

que se torna

2

Em seguida, utilizamos o diferencial da energia livre de Gibbs para a obtengao da entropia e do

volume 5 5
g g
= (=2 4.2
5 (81 )P € v (8p)T’ (420)

g(T,p) = —kpTln {e—ﬁ(“?”{)Q cosh {ﬁ (w)] } (4.19)

resultando em

oo L J; o) | (v . 1) tanh [5(%)] (4.21)
s = kp In[2(wrwp )2+ kp In {cosh {5 (@)} } - w tanh {B (%)] . (4.22)

onde Ap = p — p. e p. € a pressao de transicao do modelo, determinada a partir de uma anélise
do estado fundamental, ou seja, em T = 0. Uma expressao para p. pode ser obtida a partir da
igualdade entre as duas energias livres microscopicas

po=H_°L (4.23)

UH_UL‘

Utilizando as equagoes (4.21) e (4.22), obtemos fungdes de resposta como o coeficiente de
expansao térmica («), compressibilidade isotérmica (k7) e capacidade térmica a pressao constante
(Cp) definidos por

1/ 0v 1/ 0v 0s
o === , Kp=—=—], CoL=T(=—) . 4.24
v <8T) P r v\OP /. P oT ) » (4.24)
Neste momento, é importante deixarmos claro que as trés funcoes de resposta que calculamos
e que analisaremos foram redefinidas como

ov ov 0s
«=(57), o= (5p) or=(a7), 4:29)

uma vez que nosso intuito era realizar uma analogia direta com fungoes de resposta de sistemas
magnéticos e, considerando que os termos v e T" sao positivos nao haveria uma alteracao significativa
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no comportamento das funcoes. Estas correspondéncias serao apresentadas na secao seguinte®.
Destacamos que, a fim de simplificar a terminologia e evitar a utilizagao de novos termos e simbolos,
continuaremos utilizando os simbolos «, ky, Cp e 0s termos coeficiente de expansdao térmica,
compressibilidade isotérmica e calor especifico, quando nos referirmos as derivadas da equagao
(4.25). Diante destas redefini¢oes, utilizando as expressoes em (4.25) obtemos

Ap(vy, —v)(v —vg)

o— o , (4.26)
 (v—vr)(v—vn)

Kp = — o (4.27)

Cp = AP =)W = V) (4.28)

kT

que serao discutidas a seguir. Observe que no caso de «, a equagao (4.26) ja indica que a fungao
é nula quando p = p,, positiva em p > p. e negativa em p < p.. A compressibilidade isotérmica é
positiva (k7 > 0) em todos os valores de T" e p e, do mesmo modo que o coeficiente de expansao
térmica, o calor especifico é nulo em p = p.. Entretanto, este ultimo é sempre positivo em pressoes
acima e abaixo da pressdo de transi¢ao, um resultado indicado pela equagao (4.28).

Antes de discutirmos nossos resultados relembramos que, no geral, embora o parametro de or-
dem em fluidos seja tomado como p = p;, —p, (figura 2.4a), neste trabalho o parametro considerado
seré a varia¢do de volume (Awv).

4.3 Resultados

Iniciamos nossa analise por meio de uma analogia entre as variaveis termodinamicas obtidas
a partir da energia livre de Gibbs para o caso de paramagnetos e fluidos simples, que aqui sera
utilizada para a compreensao da relacao formal entre modelos de spin-1/2 e modelos de fluido
com célula compressivel, uma analogia que ¢é ilustrada pelos diagramas das figuras 4.1a e 4.1b. E
importante salientar que todas as varidveis ja se encontram parametrizadas em relagao a variavel
N. No caso do sistema magnético, a magnetizacao m(7T', H) é obtida diante do negativo da derivada
da energia livre em relagao a sua variavel conjugada, o campo magnético, H. De forma anéloga,
o volume v(7,p) ¢é resultado do negativo da derivada da energia livre em rela¢do a sua variavel
conjugada que, neste caso é o negativo da pressao, —p. Em ambos os casos, o negativo da derivada
da energia livre em relagao a temperatura resulta na entropia molar.

Considerando o modelo do paramagneto, ilustrado pela figura 4.1a, a segunda derivada da
energia livre em relagao ao campo magnético, ou a primeira derivada da magnetizacao em funcao
de H, da origem a susceptibilidade magnética (xr), que mede variagdes na magnetizacao de um
material, quando submetido a um campo magnético a temperatura constante. Do mesmo modo,
o negativo da derivada do volume em relagdo & —P (negativo da segunda derivada da energia
livre em relagdo & —P), observado na figura 4.1b, resulta na compressibilidade isotérmica (kr),
que & temperatura constante relaciona o decréscimo no volume com o incremento da pressao em
um fluido simples. Novamente, a derivada da entropia em relacao a temperatura para os dois

3Destacamos que o calor especifico a campo fixo também foi redefinido.
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Figura 4.1: Representagao das primeiras e segundas derivadas da energia livre de Gibbs para
o (a) modelo de spin-1/2 e (b) fluido com célula compressivel.

modelos, ou a segunda derivada da energia livre em relacao a 7', resulta nos calores especificos a
campo e a pressao constantes, respectivamente, C'y e C'p. As expressoes para « nos dois casos
serao discutidas mais tarde, sendo obtidas através de duas derivadas cruzadas na temperatura e
no campo magnético (na pressao) no caso do paramagneto (fluido).

Uma vez estabelecidas as devidas correspondéncias entre as variaveis e func¢oes de resposta,
mapeamos o comportamento de cada uma para o caso do paramagneto de spin-1/2 e do fluido
com célula compressivel apresentados nas secoes 4.1 e 4.2, respectivamente. Antes de prosseguir,
destacamos as variaveis reduzidas t = kgT'/€, p = Pug/e e g = G /€ e uma vez que parametros como
entropia e volume sao obtidos por derivadas da energia livre em relagao a t e p, respectivamente,
estes ja sao obtidos em termos das variaveis reduzidas. Para a construcao dos resultados que serao
discutidos nas proximas subsecoes, os valores dos parametros do modelo de célula compressivel
foram escolhidos de forma que w;, = wyg = 1.0, v, = 2vy = 2.0, ¢, = 1.0 e eg = 0.0.

Magnetizagao e Volume

Inicialmente comparamos a magnetizagao do modelo de spin-1/2 em fun¢ao do campo magné-
tico com o volume do fluido compressivel em fungao da pressao para dois valores de temperaturas
fixas, ilustrados pelas figuras 4.2a e 4.2b. Nota-se que os dois pardmetros de ordem apresentam
mudancas bruscas a medida que os valores de H e p se aproximam de H. e p., sendo estas transi¢oes
mais nitidas a temperaturas mais baixas, no qual as duas grandezas apresentam descontinuidades
nos limites de 7" — 0.

Para o caso da magnetizacao em funcao da temperatura, a figura 4.3a ilustra curvas para valores
do campo magnético na regiao da transi¢ao (H. = 0), bem como valores do campo abaixo e acima
do ponto de transicao. Do mesmo modo, a figura 4.3b ilustra o comportamento do volume para o
modelo de um fluido de duas estruturas na regiao critica (p. = 1.0), e em regioes levemente abaixo
e acima de p..

Nota-se que quando p = p., a curva do volume é precisamente constante no valor do volume
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Figura 4.2: (a) Magnetiza¢ao em func¢ao do campo magnético para o modelo de spin-1/2 e (b)
volume em funcao da pressao para o fluido compressivel, para dois valores fixos de temperatura.

de transi¢ao (v, = 1.5) que representa a média entre os dois valores para o volume admitidos no
modelo (v, e vy). Na figura 4.3a note que, no ponto de transigao para o modelo de spin (H,. = 0),
um comportamento similar é observado para a magnetizacao.

Para p > p., o fluido apresenta um comportamento considerado comum, uma vez que se expande
com o aumento da temperatura (curva em vermelho), confirmando que regides de pressao acima
da pressao de transicao, reproduzem propriedades termodindmicas usuais para fluidos simples.
Regioes acima do ponto de transicao também sao consideradas para o sistema magnético, no qual
para H > H., com o aumento da temperatura, a magnetizacao diminui gradualmente. Enquanto
a diminuicao do parametro de ordem com a temperatura ¢ um comportamento reconhecido e
considerado comum na literatura [42| para o modelo de spin, uma curva similar para o caso de um
fluido simples (diminui¢do do volume com a temperatura), indica um comportamento incomum,
que quando observado na dgua em um certo intervalo de temperatura ¢ considerado uma anomalia
volumétrica. Esta curva é ilustrada pela figura 4.3b para valores de pressao abaixo da pressao de
transigao, p < p. (em azul).

Entropia

De forma a obter mais informagoes sobre os dois modelos também investigamos o comporta-
mento da entropia a temperatura fixa, ilustrada pelas figuras 4.4a e 4.4b. Observamos que no
estado fundamental, T — 0 e, nas regides proximas as transigoes (H, = 0 e p, = 1), ha um rapido
aumento nas entropias para um valor maximo de s = kgln2, uma entropia nao nula em 7' = 0
¢ denominada de entropia residual e, neste caso, é um valor esperado para modelos com apenas
dois microestados acessiveis. Note que quaisquer outras regioes de campo magnético e pressao
apresentam valores de entropia nula em 7" = 0, indicando que os dois modelos s6 exibem entropias
residuais nos pontos T'=0, H =0 ou p = 1.

Repare que nas figuras 4.5a e 4.5b, as entropias residuais (curvas na cor preta) para os dois
modelos ocorrem exatamente nas regioes de transicao, validando o resultado observado nas fi-
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Figura 4.3: (a) Magnetizacao em fungao da temperatura para o modelo de spin-1/2 para valores
fixos de campo magnético e (b) volume em func¢ao da temperatura para o fluido compressivel

para valores fixos de pressao.
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Figura 4.4: (a) Entropia em fungdo do campo magnético para o modelo de spin-1/2 e (b) en-
tropia em funcao da pressao para o fluido compressivel, para dois valores fixos de temperatura.

guras 4.4a e 4.4b. Nas transi¢oes os dois estados de cada modelo (¢ = {—1,41} e n = 0 ou
n = 1) sao igualmente acessiveis e, o valor numérico representado em 4.5b é resultado do fato que
wr, = wy = 1. Em regioes abaixo e acima dos pontos de transicao, as entropias partem de um
valor nulo e a medida que a temperatura aumenta (7' — 00), elas se aproximam de s = NkgIn2.
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Figura 4.5: (a) Entropia em funcdo da temperatura para o modelo de spin-1/2 para valores
fixos de campo magnético e (b) entropia em fun¢ao da temperatura para o fluido compressivel
para valores fixos de pressao.

Compressibilidade isotérmica e Susceptibilidade magnética

Principios de estabilidade termodinamica indicam que a compressibilidade isotérmica (kr),
nao pode ser negativa, como indicado pela equacdo (2.6), de forma que um aumento no volume,
a temperatura constante, sempre acarreta uma diminuigdo na pressao [12]. Como ja discutido
anteriormente, k7 usualmente aumenta com a temperatura para a maior parte dos fluidos simples,
sendo que na agua apresenta um minimo a temperatura aproximada de 46.5°C |[3].

Considerando a compressibilidade isotérmica para o modelo do fluido compressivel descrito
anteriormente, de acordo com a figura 4.6a é possivel observar um aumento de kK7 com a diminuigao
da temperatura, um comportamento incomum, mas que é observado na agua e, que se acentua a
medida que se aproxima da transicao. Nossos dados também podem ser discutidos para regioes de
baixas temperaturas e nas vizinhancas da transicao em T — 0 e p = p. respectivamente, em que a
compressibilidade isotérmica exibe um padrao divergente semelhante ao comportamento anémalo
tipico da 4gua, como discutido na secao 1.1.

Embora a compressibilidade isotérmica em nosso modelo se encaminhe para um valor maximo
assim como no caso da agua, ela nao apresenta um valor minimo, o que pode ser considerado um
defeito na nossa modelagem. Na figura 4.6b exemplificamos o comportamento da susceptibilidade
magnética yr em funcao da temperatura, no qual novamente notamos uma divergéncia da fungao
na vizinhanga da transicao em H.=0e T = 0.

Calor especifico

Nas figuras 4.7a e 4.7b mostramos a dependéncia do calor especifico para o fluido compressivel
a temperatura e a pressao constantes, respectivamente. Embora a compressibilidade isotérmica
e a suscetibilidade magnética apresentem divergéncias nos pontos de transi¢ao, o calor especifico
em funcao da temperatura permanece finito, se aproximando de zero, como ilustrado pela curva
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Figura 4.6: (a) Compressibilidade isotérmica em funcao da temperatura para o fluido compres-
sivel para valores fixos de pressao e (b) susceptibilidade magnética em fungao da temperatura
para o modelo de spin-1/2 para valores fixos de campo magnético.

p = 1.0. Em regioes abaixo da pressao de transi¢ao, a fungao comeca no zero, atinge um maximo
e entao diminui continuamente até zero a medida que 1" — oo.

Em fungao da pressao, o calor especifico do fluido compressivel apresenta méximos em regioes
abaixo e acima da pressao de transicao, e é nulo em p., um resultado ligado diretamente ao valor
constante da entropia em p = p..

14 10
p=0.
=0.
2 b0, 1
{ p=1. 8 4
10 | .
8t ; 6l 1
S 6 1 &
4l : ar I
2, 4
2, 4
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o ‘ ‘ 0
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Figura 4.7: Calor especifico para o fluido compressivel em fungao da (a) temperatura e (b) em
funcao da pressao.
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Coeficiente de expansao térmica

Por fim, consideramos o comportamento do coeficiente de expansao térmica para o modelo de
fluido, dado pela expressao

), = o)., ~ (o)
o _ _ (22 4.29
( opdT ) ., (=p)oT' ) 1, ar), (429)

que corresponde a uma derivada cruzada da energia livre em relacao a —p e T, ilustrada no
diagrama da figura 4.1b.

Podemos analisar melhor o comportamento divergente de o em fungao da pressao com valores de
temperaturas fixas. De acordo com a figura 4.8 notamos que, na vizinhanca do ponto de transicao,
o comportamento da funcao muda dependendo da forma como este ponto é alcancado. Repare
que ao nos aproximarmos do limite T — 0 e p. = 1, pela regido de baixas pressoes (esquerda),
a diverge para —oo. Por outro lado, quando o limite é tomado pelas regioes de altas pressoes
(direita), a funcao diverge para +o0o. O comportamento divergente é acentuado & medida que a
temperatura de transicao é alcancada.

4+ i
3L ]
ol ]
1L ]
3 0
-1 F .
21 4
3L ]
4 t=01 ——
. . t=005 -----
-1 0 2 3

Figura 4.8: Coeficiente de expansao térmica para o fluido compressivel para dois valores fixos
de temperatura.

Neste ponto, conectamos esta oscilacao a anomalia volumétrica exibida pelo modelo, discutida
anteriormente. Repare que abaixo da pressao de transicao, a possui sinal negativo, correspondente
ao decréscimo no volume observado na figura 4.3b, enquanto que para valores acima de p., a fungao
possui valores positivos, o que condiz com o aumento do volume em funcao da temperatura. Tal
comportamento pode ser melhor ilustrado em funcao da temperatura, figura 4.9, onde destacamos
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Figura 4.9: Coeficiente de expansao térmica para o fluido compressivel para valores fixos de

pressao.

as duas regioes em que o > 0 e a < 0, assim como a pressao em que o = 0 quando nao hé variagao

de volume no modelo.
O comportamento oscilatorio de a também pode ser analisado considerando-se a entropia resi-

dual exibida pelo modelo. De acordo com a relagao de Maxwell

(g_f’)T - (g_;) A (4.30)

valores negativos de a correspondem a uma derivada positiva da entropia em relacao a pressao, o
que corresponde a um rapido aumento da funcao s até o valor de kgln2. Por outro lado, valores
positivos do coeficiente de expansao térmica se associam a derivadas negativas, o que reflete na
rapida diminuicao da entropia, uma vez que a fungao s é nula em 7" = 0, exceto na transicao.
Neste ponto levantamos a discussao acerca da funcao de resposta correspondente ao coeficiente
de expansao térmica no sistema magnético. De forma analoga, a equacao (4.29) pode ser escrita

em termos dos parametros H,T e m:

0%g om
- _ - (= 4.31
. (aHaT)T,H (57), (431)
assumindo a forma "
2 2
a= kBT2(m — up). (4.32)

A semelhanga entre as equagoes (4.26) e (4.32) é rapidamente identificada, onde ambas apresen-
tam comportamentos divergentes na forma o ~ T2 em torno do ponto de transicao. A figura 4.10
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ilustra o coeficiente de expansao térmica em funcao do campo magnético para o modelo de spin-
1/2, em que novamente notamos um comportamento oscilatorio que é evidenciado a medida que
a temperatura se aproxima da transicao no estado fundamental. Repare que a oscilacao exibida
pelo sistema magnético esta invertida em relagao a apresentada pelo fluido da figura 4.8. A apro-
ximagcao do ponto de transicao pela esquerda resulta em uma divergéncia para +o0o, enquanto na
aproximagcao pela direita a funcao tende para —oco. Neste ponto convém salientar que uma relagao
de Maxwell similar & equagao (4.30) pode ser escrita em termos das variaveis m, H e T

<g%)T:<%¥>E (4.33)
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Figura 4.10: Coeficiente de expansédo térmica para o modelo de spin-1/2 para dois valores fixos
de temperatura.

Utilizando a expressao (4.33) para a analise da entropia residual verificamos que um réapido
aumento da entropia em diregdo ao valor kpln2 (0S/0H > 0) corresponderia a valores de «
positivos, como ilustrado na figura 4.10. De forma semelhante, a rapida diminui¢ao da fungao
s em relagdo ao valor zero (0S/0H < 0) resultaria em valores negativos para o coeficiente de
expansao térmica.

Neste ponto, relembramos a notagao discutida na se¢ao 2.3, em que mencionamos a correspon-
déncia entre variaveis termodinamicas para os dois modelos estudados. Lembrando que

v M (4.34)

— Ap— H. (4.35)
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onde Ap = p — p..

Note que, para H > H,, a figura 4.3a indica que a magnetizagao em fungao da temperatura
diminui gradualmente, um resultado que reflete em valores negativos de a. Repare que um com-
portamento similar do volume e do coeficiente de expansao térmica é observado para o modelo do
fluido compressivel, ou seja, a diminuicao do volume com o aumento da temperatura conectada
a regioes em que o < 0. Destacamos que um resultado semelhante, quando observado em mode-
los que representam a agua, é tipicamente apontado como incomum, embora, na literatura, seja
considerado normal para um modelo magnético como o spin-1/2.

Figura 4.11: Coeficiente de expansao térmica para o modelo de spin-1/2 para valores fixos de
campo magnético.

Neste capitulo, utilizamos um dos modelos mais simples da mecéanica estatistica, o modelo de
dois estados, utilizado para descrever o paramagneto ideal e o empregamos em um modelo de fluido
simples com célula compressivel considerando a existéncia de duas estruturas liquidas, uma de
baixa e outra de alta densidade. Elaboramos um diagrama ilustrando as relagoes termodinamicas
analogas nos dois modelos e analisamos cada par de funcoes correspondentes na vizinhancga da
transicao entre estes estados.

Notamos que os dois sistemas apresentam transicoes de fase em 7' = 0 e que as funcoes obtidas
a partir das energias livres (e.g. magnetizagao, volume, entropia, calor especifico, etc) apresentam
comportamentos similares nos correspondentes pontos de transicao de cada modelo. Relembramos
que, em nossa analise, destacamos o comportamento dos coeficientes de expansao térmica para
cada um dos sistemas que, no caso de um fluido é uma das principais derivadas termodinamicas
estudadas, enquanto o analogo para o caso magnético nao tem sido um alvo de interesse para a
termodinamica.

Com o intuito de realizar uma conexao direta entre o modelo de spin-1/2 e o fluido compressivel,
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propomos algumas generalizagoes tanto em relacao a definicbes como em relagao a notagao que
utilizamos. A principio, apresentamos uma defini¢ao geral para uma das mais conhecidas anomalias
da agua, a diminui¢ao do volume com a temperatura (ou o correspondente aumento da densidade),
no qual nos referimos a este comportamento incomum como a diminui¢ao do volume, v, em fungao
da temperatura. Além disso, propomos uma notacao geral para «, onde em ambos 0s casos
ele é definido como a derivada das variaveis extensivas correspondentes (m ou v) em relagao a
temperatura.

Com este cenario definido, nossos resultados indicaram que os dois modelos apresentam magne-
tizacao e volume que diminuem conforme o aumento da temperatura, um comportamento que esta
diretamente ligado a valores negativos do coeficiente de expansao térmica. Quando observados na
adgua ou em um sistema fluido simples, como o que discutimos, tais comportamentos sao rapida-
mente classificados como andémalos, enquanto nos sistemas magnéticos nao representam qualquer
tipo de anormalidade.
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Capitulo 5

Teoria de campo médio

Ao longo desta dissertacao comentamos sobre diversas propriedades termodindmicas e dinami-
cas da agua que sao reconhecidas como incomuns. Esclarecer a natureza destes comportamentos
andmalos ainda é uma tarefa complexa para muitos grupos de pesquisa, ja que os principais cené-
rios termodinamicos sugerem que a origem de tais comportamentos esta escondida em uma regiao
experimentalmente inacessivel ja que a agua comeca a se cristalizar antes que essa regiao seja
alcancada.

Ao longo deste trabalho, destacamos a hipdtese que as anomalias surgem a partir de uma
competicao entre dois tipos de estruturas, no caso, dois liquidos com densidades diferentes. Com
base na mecanica estatistica de modelos de dois estados, conseguimos demonstrar que modelos
simplificados em que nao ha interacao entre as particulas do sistema reproduzem parcialmente
caracteristicas tipicas de agua, conectadas a fendémenos de entropia residual.

Até este ponto, restringimos nossa anélise a modelos nao-interagentes cujos calculos sao rela-
tivamente simples. No entanto, no mundo real os sistemas fisicos nao se comportam como gases
ideais e apenas poucos materiais possuem comportamentos de particulas de spin-1/2 néo intera-
gentes. Geralmente, solidos, liquidos, gases, materiais magnéticos, sao formados por particulas
interagentes que acrescentam ao modelo certo nivel de complexidade.

Neste capitulo, faremos uma descri¢ao termodinamica dos dois modelos apresentados no capi-
tulo anterior a partir da teoria fenomenologica de campo médio, considerando o efeito de interacoes
entre as particulas do sistema. Iniciamos com uma se¢ao acerca da aproximacao de Curie-Weiss,
seguida por uma secao que descreve a aproximagao de campo médio para o modelo de Ising,
denominada teoria de Bragg- Williams (BG), sendo estas, revisoes bibliograficas baseadas princi-
palmente nos capitulos de transicoes de fase e sistemas magnéticos dos livros Introducao a Fisica
Estatistica [9] e Termodindmica [12|, respectivamente. Na se¢do 5.3 empregamos a Teoria de
Campo Médio de Bragg-Williams para o caso do fluido com célula compressivel interagente. Por
fim, apresentamos e discutimos os resultados para os dois modelos na secao 5.4, em que inves-
tigamos se propriedades tipicas de adgua ainda sao encontradas nos dois casos apo6s a introdugao
das interagoes intermoleculares (ou acoplamento de spin, no caso do sistema magnético). Esta
abordagem nos permite desenvolver um tratamento para transicoes de fase liquido-liquido que é
formalmente equivalente ao tratamento dado & transicao paramagneto-ferromagneto.

44



5.1 Aproximacao de Curie-Weiss

Comentamos anteriormente, na secao 2.3, que as propriedades magnéticas macroscopicas dos
materiais sao uma consequéncia dos momentos magnéticos que se originam a partir dos dois tipos
de movimentos dos elétrons em cada dtomo. Conforme a resposta dada pelos dipolos magnéticos e
pelos elétrons a aplicagao de um campo magnético externo, H, os materiais podem ser classificados
em diamagnéticos, paramagnéticos ou ferromagnéticos, sendo que para o tltimo também existem
subclasses denominadas antiferromagnéticos e ferrimagnéticos [42].

A figura 5.1 mostra a disposi¢ao dos momentos magnéticos, representados pelas setas, para um
material diamagnético, como o cobre, prata, bismuto, etc. Note que esta forma de magnetismo
existe apenas sob a aplicacao de um campo magnético externo e que a magnitude do momento
magnético induzido ocorre na direcao oposta a do campo, além de resultar em uma magnetizagao
extremamente pequena. Em contrapartida, mesmo na auséncia de um campo magnético certos
materiais exibem momentos de dipolo permanentes com orientagoes aleatérias, um resultado do
nao cancelamento dos momentos magnéticos das contribuigoes orbitais e de spin, fazendo com que
o material nao apresente magnetizacao resultante.

Quando submetido a um campo magnético, cada dipolo magnético é orientado na dire¢cao do
campo, ocasionando o aparecimento de uma magnetizagao macroscopica no material paramagné-
tico, como ilustrado na figura 5.2. O aluminio e o magnésio sao exemplos de materiais paramag-
néticos. Propriedades diamagnéticas e paramagnéticas se manifestam apenas mediante a presenga
de um campo magnético [42].

Figura 5.1: Orientacao dos dipolos magnéticos em um material diamagnético com e sem a
presenca de um campo externo.

O ferromagnetismo é observado em materiais que mesmo na auséncia de um campo magnético
externo exibem momentos magnéticos permanentes, resultantes do cancelamento incompleto dos
momentos magnéticos de spin e/ou orbital do elétron, como ilustrado na figura 5.3. Materiais
ferromagnéticos como o ferro, cobalto e niquel, por exemplo, apresentam magnetizacoes altas e
permanentes [42].

A teoria fenomenologica para o ferromagnetismo proposta por Pierre Weiss considera que a
magnetizagao espontanea observada em materiais ferromagnéticos é resultado de uma interacao
média produzida por todos os dipolos magnéticos microscopicos. Nesta aproximacao, o campo
externo H, ¢ substituido por um campo efetivo, H.¢s, ou campo médio, dado por

Heff:H+)\m, (51)
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Figura 5.2: Orientagao dos dipolos magnéticos em um material paramagnético com e sem a
presenca de um campo externo.

Figura 5.3: Ilustragao do alinhamento dos dipolos magnéticos em um material ferromagnético
ideal, que existe mesmo na auséncia de um campo magnético.

onde o parametro A representa a influéncia média do campo magnético produzido por todos os
dipolos magnéticos (spins) da rede sobre um tunico sitio e m é a magnetizagao por spin. Observe
que, pela equagao (5.1), mesmo na auséncia de um campo (H = 0) cada dipolo ainda pode
estar sujeito & um campo local oriundo da interacao média entre os spins do material, dada pelo
parametro A [9, 12].

Desse modo, substituindo o campo H por H + Am na equagao de estado para a magnetizagao
do sistema paramagnético, eq. (4.7) obtemos

m = tanh (BH + SAm). (5.2)

As solugoes desta equacgao nao linear podem ser visualizadas por meio do método grafico ilustrado
na figura 5.4, em que observamos tanto o lado esquerdo da equagao (5.2), m, como o lado direito,
para valores de temperatura menores e maiores que 7.. Note que a campo nulo, o valor m = 0
é sempre uma solu¢ao para a equacao, isto é, para qualquer temperatura. Outras solugoes para
a equagao sao obtidas a partir da intersec¢ao dos dois graficos, onde m = +|m| # 0 s@o solugdes
iguais em modulo e simétricas. Tais solugoes existem apenas para temperaturas suficientemente

baixas, quando

A
A | 5.3
kT = (5:3)

isto é, quando T < T,.. O parametro \ é dado por kgT..
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Figura 5.4: Visualizagao das solugoes da equagao de Curie-Weiss para um campo magnético
nulo. Extraida da Ref. [9] (Pag. 306).

Analogo a um sistema fluido, em que a energia livre de Helmholtz é dada por f(T,v) =
g(T,p) — pv, construimos a energia livre de Helmholtz magnética como’:

f(T,m)=g(T,H)+mH, (5.4)

Reescrevemos a equagao (5.2) obtendo assim uma expressao para o campo magnético em fungao
de T e m,

1
H(T,m) = 3 tanh™"m — Am. (5.5)

H= (%)T, (5.6)

uma expressao para f(7,m) é obtida por meio da integral de H (T, m)

Como

f(T,m):/(%tanh_lm—/\m> dm, (5.7)

que ao ser expandida em série de poténcia, se torna

f(T,m) = fo(T) + %(1 — BA)YM* + %(im‘* + iy ) (5.8)

A figura 5.5 ilustra as curvas da energia livre de Helmholtz molar magnética para um sistema
ferromagnético em funcao da magnetizacao para valores de temperatura acima, igual e abaixo da
temperatura critica, enquanto a figura 5.6 mostra os diagramas do campo H versus a magnetizacao
m para os respectivos valores de temperatura.

Para H = 0 e T' > T, a energia livre apresenta um minimo em m = 0 definindo o estado
paramagnético, enquanto para H = 0 e T < T, o valor de m = 0 é um méximo e a energia
livre possui dois minimos simétricos, m = +|m| # 0 caracterizando o estado ferromagnético. Na

INote que a inversao de sinais é resultado da correspondéncia entre as variaveis P e H (—P — H).
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Figura 5.5: Energia livre de Helmholtz molar em funcao da magnetizacao para um sistema
ferromagnético descrito pela teoria de Weiss, para uma temperatura (a) acima, (b) igual e (c)
abaixo da temperatura critica. Extraida da Ref. [12] (Pag. 291).

Figura 5.6: Campo magnético em fun¢ao da magnetizagdo para uma temperatura (a) acima,
(b) igual e (c) abaixo da temperatura critica. Extraida da Ref. [12| (Pag. 290).

regiao critica (T' = T, e H = 0), ou seja, na transigdo paramagnético-ferromagnético, podemos
calcular a magnetizacdo esponténea do sistema reordenando os termos da equagao (5.5). Como na
vizinhanga do ponto critico o valor de m ¢é pequeno realizamos uma expansao em série de poténcia
em tanh'm,

1 1
B(H + Am) :m—|—§m3+gm5+.... (5.9)

Coletando os termos até a 3% ordem obtemos m? ~ —3t, que se torna

m(T, H = 0) ~ £v/3(—t)"/?, (5.10)

onde t = (ﬂ )

Além da teoria de Curie-Weiss existem outras aproximacoes de campo médio como a rede de
Bethe e a aproximacao de Bragg-Williams que, também descrevem uma transicao paramagnético-
ferromagnético com valores aproximados de temperatura e expoentes criticos classicos. Estas
aproximacoes sao importantes para a mecanica estatistica, uma vez que mesmo as representacoes
mais simples de sistemas fisicos apresentam limitagoes matematicas que dificultam o célculo das
funcoes de particao. A seguir, faremos a descricao do modelo de Ising, um sistema de carater
universal, analogo ao modelo do gds de rede que, além da multiplicidade de interpretagoes é capaz
de descrever importantes aspectos do comportamento critico em transi¢oes de fase continuas.
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Em seguida, utilizaremos a aproximacao de Bragg-Williams para descrever o comportamento do
sistema ferromagnético nas vizinhangas do ponto critico.

5.2 Aproximacao de Bragg-Williams para o modelo de Ising

5.2.1 O modelo de Ising

Nesta se¢ao, uma teoria para a transigao ferromagnética sera construida para o modelo de Ising
em rede utilizando uma aproximacao teérica proposta por W. L. Bragg e E. J. Williams na década
de 30 [61]. Uma solugao exata deste modelo em sua versao unidimensional foi encontrada por Ernst
Ising em 1925. Considere uma rede de dimensao d e de N sitios, ilustrada pela figura 5.7 para
o caso bidimensional, em que cada sitio contém um spin-1/2. Observe que o sistema apresenta
condigoes periddicas de contorno. O hamiltoniano do sistema é definido por

N
H=-J Uiaj_HZUi; (511)
() =1

onde J é a magnitude da interagao entre os spins vizinhos na rede.

- - = -
- -
- = = =
- = - -

Figura 5.7: Representacao do modelo de Ising bidimensional em uma rede quadrada 4 x 4. Os
spins de cor cinza representam as condicoes periddicas de contorno.

Note que o segundo termo da equagao (5.11) é idéntico ao hamiltoniano do modelo de spin-
1/2 descrito pela equagao (4.1), tal que o;, do mesmo modo, é uma variavel de ocupagao que
pode assumir os valores 1 nos sitios ¢ = 1,2,..., N. O primeiro termo faz referéncia a energia
total de interacao entre spins vizinhos, representados por o; e o;, que ao contrario do sistema
paramagnético, agora é levada em consideracao. No caso de spins vizinhos com dire¢oes opostas
(1) e 1) temos J < 0, enquanto para spins paralelos (11 e |J) J é positivo. Nesse caso, (J > 0),
o sistema apresenta um estado ferromagnético ordenado, ou seja, de menor energia.

A soma sobre todos os estados microscopicos acessiveis do modelo é dada pela funcao de partigao
candnica

Zy=Z(T,H,N)=> e (5.12)
{oi}
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do qual se obtém a energia livre magnética por sitio

N—oo

g(T, H) = lim (- ﬁiNlnzN). (5.13)

No caso de uma rede unidimensional, representada na figura 5.8, a solu¢ao do modelo pode ser
encontrada por meio da técnica da matriz de transferéncia, da qual se obtém uma funcao analitica
para a energia livre de Gibbs, dada por [9]:

g(T,H) = —% In {eﬁJ cosh(BH) + [e**/ cosh?(BH) — 2sinh(2ﬁj)]1/2}. (5.14)

A magnetizacdo por spin (5.15) se anula a campo nulo e o sistema nao apresenta nenhuma
magnetizagao espontanea, demonstrando que, em uma dimensao, o modelo nao descreve o fer-
romagnetismo. Além disso, a solugao mostra que o modelo apresenta uma transicao de fase em
T =0 K, porém nao a temperatura finita.

(99 _ sinh (5 H)
m(Ta H) - _(aH)T - [Sil’lh2 (BH) 4 6—45J]1/2'

titiiti-t

(5.15)

1=

o;=1 1 -1 1 -1 -1 1 -1+ 1

Figura 5.8: Representagao do modelo de Ising para uma rede unidimensional contendo N
dipolos magnéticos.

A principio, a solu¢ao apresentada por Ising também sugeria que a auséncia de magnetizagao
espontanea também seria esperada para o caso de um sistema bidimensional. A ideia de que o mo-
delo poderia apresentar propriedades ferromagnéticas para dimensoes superiores foi sugerida por
Peierls em 1936, porém nenhuma solugao para o problema foi encontrada. Somente em 1944, Lars
Onsager desenvolveu uma solugao analitica para o modelo de Ising, encontrando uma expressao
para a funcao de particao do sistema em duas dimensoes. A solucao para o caso bidimensional,
também basou-se na técnica da matriz de transferéncia aplicada & uma rede quadrada. De acordo
com a solucao de Onsager, o modelo em duas dimensoes apresenta uma transicao de fase de um
estado paramagnético (desordenado) para uma fase ferromagnética (ordenada) para 0 < T < T..
A temperatura critica, 7., pode ser encontrada através da analise de alguma func¢ao resposta que
apresente comportamentos incomuns ao redor do ponto critico. Lembre-se dos picos e divergéncias
observados em funcoes como o calor especifico e a susceptibilidade magnética, discutidos anterior-
mente. No caso do calor especifico, para T" — T, a fungao diverge de forma assintotica logaritmica,

Cr—o ~In|T — T, (5.16)
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de forma que, na solucao de escala, o valor da temperatura critica é dado por
kgT., 2

I In(1+v2)

A solucao de Onsager é um marco importante na histéria da mecénica estatistica, abrindo

caminhos para a compreensao das transi¢oes de fase em sistemas fisicos com intera¢oes magnéticas,
fluidos, polimeros, cristais liquidos, entre outros.

~ 2,2691859. (5.17)

5.2.2 Aproximacao de Bragg-Williams

A aproximacao de campo médio para o modelo de Ising descrita pela teoria de Bragg-Williams
considera que a interagao entre spins vizinhos é substituida por uma interacao média, em que um
spin aleatorio o; € afetado por um campo proporcional & média de todos os spins da rede. Observe
que, na teoria de campo médio, as interagoes individuais entre vizinhos préoximos é substituida por
uma intera¢do média (figura 5.9).

o O O O O O

" B

|
O—~8-0 O-@-0
O O O O O O

Figura 5.9: A esquerda, ilustracao da interacao entre as particulas de um sistema real. A
direita, esquema da interagao entre as particulas proposta pela teoria de campo médio. Note
que a magnitude da interacao (largura da seta) é reduzida pela metade neste exemplo.

No que se segue iremos calcular as propriedades termodinamicas do modelo de Ising com N sitios
em uma rede com dimensao d. A magnetizagao é dada pelo somatorio dos momentos magnéticos
de todos os spins:

M=> o (5.18)

que pode ser reescrita em termos da densidade m = M/N e da quantidade de spins para cima

(up) e para baixo (down)
o4Ny +0_N_
m =

5.19
N ) ( )
onde N, é o ntimero de spins up, N_ o numero de spins down e N = N, + N_. Considerando que
o, =+41eo_ = —1, aequagao (5.19) pode ser reescrita como,
mN =N, — N_. (5.20)
Substituindo-se a equagao N = N, + N_ em (5.20) encontramos as expressoes:
N+ N N—-N
N+ = # e N_ = Tm (521)
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A entropia total é proporcional ao logaritmo natural da combinagdo de todas as possiveis
configuragoes do sistemal9|

N!
NUIN_V

no qual os termos fatoriais sao resultado de um fator combinatorio que pode ser encontrado no
capitulo de Introducao aos métodos estatisticos da referéncia [9].

Considerando que o modelo pode ser representado por uma rede hiperctubica que apresenta
simetria translacional, a energia interna da rede é dada por

S =kgln (5.22)

U= (H) = —JdN{o;0;) — HNm, (5.23)

onde d ¢ a dimensao da rede e 0; e 0; sao pares de spins vizinhos. Dessa forma, a energia livre de
Gibbs magnética por spin assume a forma

kT N!

1
g(T,H;m) = N(U —TS)=—Jd{o,0;) — Hm — N In = (5.24)

Enquanto a teoria de campo médio de Curie-Weiss, descrita na segao 5.1, considera que cada
spin pode ser especificado pelo seu valor médio com a soma de flutuagoes em torno da média,
o; = (0;)+0d0;, a teoria de campo médio de Bragg-Williams desconsidera qualquer tipo de flutuagao
e assume que

m = (o), (5.25)

mas aproxima o termo (o,;0;) da equacao (5.24) por
(oi05) = {o3){o;) = m”, (5.26)

ou seja, a média do produto é substituida pelo produto das médias, uma vez que os spins o; e 0 sao
independentes e estao descorrelacionados. Substituindo-se a expressao (5.26) na equacao (5.24) e
através da expansao de Stirling para os termos fatoriais, obtemos a energia livre de Bragg-Williams
por spin

1 1
gew (T, H;m) = —Jdm?* — Hm — 3 In2+ %[(1 +m)In(l+m)+ (1 —m)In(l —m)]. (5.27)
A fim de determinar as condicoes de estabilidade do sistema, notamos que o estado de equilibrio
corresponde a um minimo na energia livre de Gibbs que, pode ser obtido através da minimizacao
da expressao (5.24) em rela¢ao a m

dgpw 1, 1+m
=2 —H+ =1 =0. 2
( om ) Jdm 26 T 0 (5:28)

Desta relagao é possivel obter uma expressao para a magnetizagao:
m = tanh(52Jdm + SH). (5.29)

Note que esta é a expressao de Curie-Weiss, obtida na se¢ao 5.1, em que o parametro \ é
identificado como 2d.J e a temperatura critica é definida por kg7, = 2dJ. A entropia por particula
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¢ obtida através da derivada da energia livre em relacao & temperatura ou simplesmente pela
expansao dos termos fatoriais da equagao (5.22),

s=kgp 1n2—%(1+m)1n(1+m)—%(l—m)ln(l—m) . (5.30)

Esta expressao esta no formato da entropia de Shannon que, fornece uma medida de incerteza de
uma dada distribuigao de probabilidade [62], representada por

s =—kp sz- In p;, (5.31)
i=1

onde p; é a probabilidade de ocorréncia de cada estado ¢ e > . p; = 1. No caso do modelo de
Ising as probabilidades dos estados up e down sao dadas pelas expressoes:

14+m 1—-m
_ - = 5.32
b+ = B € p 9 ( )

A funcao de resposta analoga ao coeficiente de expansao térmica para o sistema ferromagnético
¢ dada pela derivada da magnetizagao em relagao a temperatura
(1 —m?)tanh™'m
T[(1 —m?)p2Jd — 1]

(5.33)

o =

Calculamos também a susceptibilidade magnética e o calor especifico para o modelo, dados por

B(L—m?)

X = = (1= m2)28Jd] (5:34)
’ kp 1—-m\ (1—m?)tanh™'m
Cu="y (1 - m) T[(1 - m2)28Jd — 1]’ (5:35)

Na secao 5.4 as fungoes de resposta a, xr e Cy serao comparadas as fungoes correspondentes para
o fluido compressivel que serao calculadas a seguir.

5.3 Aproximacao de Bragg-Williams para o fluido compres-
sivel

Nesta se¢ao, nossa proposta consiste na descricao do modelo do fluido com célula compressivel,
apresentado na segao 4.2, a partir da teoria de campo médio de Bragg-Williams. Investigamos se a
solucao de campo médio para o modelo exibe alguns dos comportamentos incomuns apresentados
pela agua.

As duas configuragoes possiveis dos spins no modelo de Ising equivalem no modelo do fluido, a
dois volumes acessiveis, vy = vy € v, = vy + dv que correspondem, respectivamente a um liquido
de alta densidade, H e a um liquido de baixa densidade, L que coexistem em um fluido de um
inico componente.
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Novamente, assim como na se¢ao 4.2, mapeamos o modelo no ensemble das pressoes (N, P,T)
e as propriedades termodindmicas sao obtidas por meio da energia livre de Gibbs

G(T,P,N)=U —TS + PV. (5.36)

O termo da entalpia, H = U + PV, pode ser reescrito em termos das médias do hamiltoniano
efetivo do sistema, H = (H.ss), onde Herp = H+ PV e V = V(n) é o volume do sistema (4.12),
que depende da configuracao da célula. Para simplificar a notagao, iremos separar o hamiltoniano
em dois termos:

H=Ho+ Hi, (5.37)

em que
N

Ho = — Z erni — Yy eg(l—mn). (5.38)
i=1 i=1
Note que a equagao (5.38) representa o hamiltoniano apresentado na segao 4.2, no qual nao ha
nenhum tipo de interacao entre as particulas do fluido. A introduc¢ao do campo médio no modelo
¢ feita através do termo H;, dado por

N
Hy = ZELLn’injv (5.39)

(i.5)
onde €77, é a energia de interagao entre as particulas do liquido de baixa densidade e o termo (i, )

implica que a soma é realizada sobre pares de células vizinhas. Note que a equagao (5.39) é similar
ao primeiro termo do hamiltoniano do modelo de Ising, expresso por

— 7Y oo, (5.40)
(6,3)

Neste ponto, ressaltamos que a interacao entre agregados moleculares, ou moléculas vizinhas no
modelo poderia ser realizada de varias formas?, sendo que nossa escolha consistiu na interacao entre
moléculas do liquido de baixa densidade. A aproximacao de Bragg-Williams descrita, pela equacao
(5.25), agora é empregada para o caso do fluido. Fisicamente, a aproximagao de Bragg-Williams
corresponde ao fato de que os volumes acessiveis do modelo sao estatisticamente independentes
uns dos outros. Assim como na equagao (5.26)

(nimg) =~ (ni)(n;) = n° (5.41)

Dessa forma, o valor médio do hamiltoniano de interagao pode ser aproximado por
~ N2 2
(H1) ~ N§€LL77 ; (5.42)

onde ¢ = 2d representa o nimero de coordenacao, ou de sitios vizinhos mais proximos. A entropia
por particula do modelo também é dada pela contagem de todos os estados acessiveis do sistema
N|

—kpln——
S BN N,

(5.43)

2A interacdo poderia ser entre as moléculas do liquido de alta densidade (ezz) ou mesmo entre os dois liquidos
(GLH).
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em que Ny e Ny sao os numeros de particulas dos liquidos de baixa e alta densidade, respectiva-
mente. As duas quantidades podem ser expressas por

N, =N(1—-n) e Ny = Nn. (5.44)

Novamente, repare a forma dos termos das expressoes (5.44). Quando n = 0, haverao somente
particulas do liquido de baixa densidade, enquanto n = 1 faz com que haja somente particulas do
liquido denso. Lembre-se que, na aproximacao de campo médio para o modelo de Ising o niimero
total de particulas do sistema era dado por N = N, + N_ e a magnetizacao foi escrita de forma
a considerar o valor que cada spin assume (41) e as suas respectivas quantidades (equagao 5.19).
De forma anéloga, o niimero total de particulas do liquido é dado por

N = N_ + Ny, (5.45)

ou seja, o niumero de particulas total do modelo é dado pela soma das particulas do liquido de

baixa densidade com as particulas do liquido de alta densidade. Enquanto o volume é expresso
por

v — ULN L+ UHN H

N .

Assim como a equagao (5.30) a entropia por particula para o fluido compressivel também tem
o formato da entropia de Shannon que, indica a distribui¢ao de probabilidades para o numero de
particulas de baixa (1 — ) e alta densidade (n):

(5.46)

s = —kg[(1 —n)In(1 —n) +nlnn. (5.47)

Observe que apesar de apresentar um padrao semelhante, a entropia por particula para o modelo
de Ising, (5.30), contém um termo de kpIn2, que nao é expresso na equagao (5.47). Embora nao
esteja explicito, este termo aparece na expressao ao substituirmos a equagao de n em (5.47).

Diante destas defini¢coes podemos, finalmente, escrever a energia livre de Gibbs por particula
para o modelo do fluido compressivel como:

go(T,p;n) = —eLn—eB(l—7])+va77+va(1—77)—geLLUQ—i-kBT[(l—n) ln(l—n)+7]1n77}. (5.48)

Neste ponto, minimizamos a energia livre em relagao a 7, resultando na equacao:

0
ﬂ = —€1, + € +va—pUH—qeLL77+k‘BTln =0. (549)
an L—n
Podemos, a partir da equagao (5.49), obter uma expressao para 7, dada por
1 1 1
n=3 + 3 tanh 5(5ApAv + Baerrn) |, (5.50)

onde Av = vy —vp e Ap = p—p.. Lembre-se da segdo 4.2, em que obtivemos p. = (eg —e€r)/(vy —
vr). Substituindo Ny, e Ny, dados por (5.44), no volume (5.46), obtemos

v=wv(n) =v(l—n)+vgn. (5.51)
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Derivando o volume e a entropia em relacao & temperatura e pressao obtemos as seguintes
expressoes para as fungoes de resposta:

o — =) (n =) (BAPAV + Bgerin) (5.52)

Tl — (n—n*)Bqer]
_ Blog —vr)*(n — 1)

"1 = T Baers (1 — 7] (5:53)
(1 Y= n*)(BApAv + Bgerrn)
Cr = b <1 - 77) T[l - (77 - nQ)quLL)] <5'54>

que serao discutidas a seguir.

5.4 Resultados

Os resultados apresentados na secao 4.3 descrevem o comportamento de varidveis termodinami-
cas e fungoes de resposta para o paramagneto ideal e, para o fluido simples com célula compressivel,
a partir de uma descricao de modelos de dois estados. Neste capitulo, ambos os modelos foram
abordados a partir de uma aproximacao de campo médio que substitui interagoes de curto alcance
entre primeiros vizinhos por uma interacao média entre todas as N particulas dos sistemas.

O modelo de Ising é o modelo mais simples para o ferromagnetismo que prevé transigoes de fase
e fenomenos criticos. Iniciamos a anélise revisando este modelo com uma abordagem de campo
médio de Bragg-Williams uma vez que essa aproximagao é amplamente conhecida na literatura.
Na figura 5.10a comparamos a magnetizagao e a entropia em funcao do campo magnético para
dois valores de temperaturas fixas. Variaveis correspondentes (volume e entropia) sdo exibidas na
figura 5.10b para o caso em que a teoria de Bragg-Williams é utilizada no modelo do fluido com
célula compressivel.

Inicialmente, notamos que os parametros de ordem dos dois modelos (magnetizacao e volume)
sofrem mudangas bruscas a medida que aproximamos as func¢oes dos valores criticos de H e P.
Em ambos os casos, observamos transi¢oes descontinuas, ou seja, transicoes caracterizadas por
descontinuidades nas primeiras derivadas da energia livre de Gibbs que, nos dois casos sao obser-
vadas nos pontos criticos, que no modelo de Ising se mantém a H. = 0, como no caso do modelo
de spin-1/2. A pressdo critica para o fluido compressivel com interagao assume o valor p., = 3,
no qual o indice ¢m indica que é a pressao do modelo com campo médio. Lembre-se que, para
o fluido compressivel sem interagao, a pressao critica possuia valor p. = 1 (figura 4.2b), obtido a
partir da expressao 4.23.

Do mesmo modo que esta equagao a nova pressao de coexisténcia em 17" = 0 pode ser obtida
pela igualdade das energias livres nas duas fases, ou seja, g;, = gy, resultando em

eg —er — e
Pom = 2T (5.55)
Vg — VL

que representa a coexisténcia entre as duas fases, ilustrada pela figura 5.11. Nesta figura, a curva
n = 0 (azul) esté relacionada com o liquido mais denso, enquanto a n = 1 (vermelha) representa a
fase de menor densidade.
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Figura 5.10: (a) Magnetizagao e entropia em fungdo do campo magnético e (b) volume e
entropia em funcao da pressao, para dois valores fixos de temperatura.

Os parametros termodinamicos utilizados na construgao de todos os graficos desta se¢ao foram
escolhidos de forma que, wy, = wy = 1.0, vy, = 2vy = 2.0, ¢, =€, = 1.0e ey = €y = €gy =
egr = 0. A inclus@o do campo médio no modelo desloca o valor da transigao critica em um fator
de gerr/2(vy — vr). Novamente ressaltamos que, para valores de 7' cada vez mais proximos da
temperatura do estado fundamental, a transicao é cada vez mais descontinua, como é o caso das
curvas pontilhadas (7'/T, = 1.0), um comportamento que é observado nos dois modelos.

Um resultado semelhante as figuras 4.4a e 4.4b é observado em 4.10b e 4.11b, em que as
entropias para os dois modelos apresentam méximos em kg In 2, coincidindo com os pontos em que
H = H_.ep = p.. Asentropias nos dois modelos se relacionam com o comportamento oscilatoério do
coeficiente de expansao térmica e da funcao de resposta analoga no sistema magnético representados
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Figura 5.11: Curvas das energias livres de Gibbs em fungao da temperatura para os fluidos de
alta e baixa densidade no estado fundamental. O ponto minimo em que as curvas se encontram
representa a pressao da transi¢ao de fase (pe, = 3.0).

20 ‘ ‘ ‘ ‘ Wg=12 —— | ‘ =14 —

c

Figura 5.12: (a) Coeficiente de expansdo térmica em fun¢do da pressao para valores fixos de
temperatura para o caso do fluido compressivel e (b) coeficiente de expansao térmica em fungao
do campo magnético a temperaturas fixas para a aproximagcao de Bragg-Williams.

pelas figuras 5.12a e 5.12b. As rela¢oes de Maxwell

)3

&)-()

sao novamente utilizadas para a anélise de s e . A equagao (5.56) indica que sempre que a
entropia aumentar (diminuir), o coeficiente de expansao térmica é negativo (positivo), enquanto
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um aumento (diminui¢do) na entropia no sistema magnético equivale a valores positivos (negativos)
de . Note que o sinal difere nos dois casos devido a equivaléncia —(p — p.) <> H.

No caso do fluido com célula compressivel podemos realizar uma investiga¢ao mais minuciosa do
comportamento oscilatério do coeficiente de expansao térmica sob o ponto de vista das anomalias
volumétricas, uma vez que tais caracteristicas ja foram identificadas no modelo simples de duas
estruturas (se¢do 4.2). Partimos entdo de uma andlise do volume em func¢ao da temperatura,
ilustrado pela figura 5.13. Na curva da pressdo de transi¢do (p., = 3.0) ha a representacao da
regiao de coexisténcia entre os dois liquidos.

/’ /
/ HDL @ . @ ey = 0.0
Fe

12 Iy /

Figura 5.13: Volume em func¢ao da temperatura para valores fixos de pressao para o modelo
do fluido com célula compressivel.

A medida que a temperatura de transi¢ao é alcangada (7. = 1.0), o parametro de ordem, aqui
definido como Av = vg — vy, se anula exatamente no volume critico do modelo, dado por

UL +vg

Ve = 5
Na regiao T" > T, nao ha mais distin¢ao entre os dois fluidos e o sistema apresenta uma tnica
fase. A curva de cor azul da figura 5.13 indica regioes de pressao menores que a pressao de transigao
e, faz referéncia ao liquido de baixa densidade (LDL) cujo volume diminui conforme o aumento
da temperatura. A introducao de uma interacao entre as moléculas do fluido também reproduz
comportamentos anémalos tipicos de agua indicando que, a medida que a temperatura aumenta,
a competicao entre as duas estruturas da origem a anomalia na densidade que, aqui ¢ indicada por
uma regiao em que a densidade aumenta com a temperatura. A natureza deste comportamento
pode ser melhor investigada a partir de uma anélise do coeficiente de expansao térmica, a. A
figura 5.14 indica que a linha da anomalia da densidade corresponde a valores negativos de a;, um

resultado esperado, uma vez que dv/9T < 0.

Nas regioes em que p > p., o liquido de alta densidade exibe um comportamento considerado
comum para a maior parte dos fluidos, no qual o sistema se expande com o aumento da temperatura.

(5.58)
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Este comportamento pode ser verificado pela curva em vermelho da figura 5.14, que indica valores
de « positivos. Observe também que « apresenta uma divergéncia no ponto critico (pe, = 3.0
e T. = 1.0), um fato que pode indicar que, para este modelo, caracteristicas anoémalas tipicas de
agua sao resultado de uma transi¢ao entre liquidos de distintas estruturas. Note que acima da
temperatura critica, a linha o = 0 coincide com a curva v, = 1.5 (figura 5.13).

VA HDL

LDL

Figura 5.14: Coeficiente de expansao térmica em funcao da temperatura para o fluido com-
pressivel para valores fixos de pressao.

Resultados obtidos na se¢ao 4.3 mostraram que anomalias caracteristicas da agua podem ser
observadas em um modelo de spin-1/2. Neste contexto, investigamos se os mesmos comportamentos
andmalos também sao observados em uma versao do modelo que considera interacoes com células
vizinhas.

A figura 5.15a apresenta o diagrama de fases da magnetizacdo em func¢ao da temperatura
quando o campo H permanece constante, para um sistema magnético investigado segundo a teoria
de Bragg-Williams. A campo nulo a temperatura critica T,, indicada na figura, separa as regioes
em que m # 0em = 0. A curva H = 0 mostra que em baixas temperaturas ha um favorecimento
do alinhamento paralelo dos spins, resultando em uma magnetizacao espontanea que ¢é diferente
de zero. Conforme ocorre o aumento da temperatura, a importancia da interacao entre os dipolos
magnéticos é reduzida e os spins se orientam de forma aleatéria, se aproximando de fase paramag-
nética. Quando a temperatura critica é alcancada, o sistema apresenta uma rapida diminuicao da
magnetizac¢ao até atingir o ponto m = 0 na temperatura de Curie (7).

Para valores de H # 0 a magnetizagao tende suavemente para zero a medida que T — oo.
Vamos analisar melhor estes dois casos utilizando o coeficiente de expansao térmica magnético,
definido em (4.32), ilustrado na figura 5.15b. Ja mencionamos que, quando sao aquecidos, mate-
riais magnéticos perdem a sua imantacao natural, sendo observado que a magnetizacao diminui
continuamente até zero na temperatura de Curie especifica para cada substancia. A diminuigao
do parametro de ordem com o aumento da temperatura para o caso de sistemas magnéticos é um
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Figura 5.15: (a) Coeficiente de expansao térmica em fun¢ao da pressao para valores fixos de
temperatura para o caso do fluido compressivel e (b) coeficiente de expansao térmica em fungao
do campo magnético a temperaturas fixas para a aproximagao de Bragg-Williams.

comportamento considerado comum na natureza, sendo observado pela curva pontilhada (azul) da
figura 5.15a (H > 0).

Para o mesmo valor de H investigamos qual seria o comportamento do coeficiente de expansao
térmica para este modelo. Obtivemos um resultado interessante, no qual a diminuicao do parametro
de ordem esta diretamente ligada a valores negativos de a. Em nossas revisoes bibliograficas foi
possivel perceber que um correspondente coeficiente de expansao térmica magnético nao tem sido
alvo de investigacoes tedricas e/ou experimentais®, embora ele possa ser definido de forma analoga
ao coeficiente de expansao térmica para o caso de fluidos.

Note que quando os mesmos padroes de comportamento sao obtidos para o parametro de ordem,
Av, em um caso como a agua, tais resultados sao considerados anémalos e sao cercados por varias
hipdteses que buscam encontrar a origem destes comportamentos.

Neste ponto deixamos claro que nao é nossa intencao afirmar que, a anomalia na densidade
da agua na realidade ¢ um comportamento que nao apresenta caracteristicas especiais, ja que um
padrao semelhante ¢ considerado natural quando encontrado em um modelo magnético simples.
Nosso objetivo é, de fato, encontrar mecanismos que fazem conexoes entre transicoes de fase,
fenomenos de entropia residual e coeficientes de expansao térmica negativos. A ideia é abrir
caminho para que outros modelos, com um nivel de complexidade maior, possam ser investigados
sob esse ponto de vista, ampliando a percepcao do leitor de que anomalias volumétricas também
podem ser encontradas em sistemas diferentes da agua.

Para regioes abaixo do ponto critico, H < H., a magnetizacao aumenta com a temperatura, o
que corresponde a valores positivos de . Do mesmo modo que o coeficiente de expansao térmica
do fluido compressivel apresenta um comportamento divergente em 7' < T, na regiao da pressao
critica, o coeficiente av do modelo de Ising também diverge para valores de H. = 0. A funcao é nula

3Nota do supervisor: Realizamos uma busca na literatura, mas acreditamos que um esforco maior deva ser
realizado em projetos futuros, possivelmente, em um projeto de doutorado, dado as limitagoes de tempo de um
projeto de mestrado.
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para valores acima da temperatura critica, uma vez que a magnetizacao é constante para valores
acima de T = 1%.

Obtivemos resultados muito semelhantes aqueles da se¢ao 4.3 para os dois modelos em relacao
a entropia, calor especifico, compressibilidade isotérmica e susceptibilidade magnética, de forma
que escolhemos ilustrar apenas algumas situagoes. No caso da entropia, em regioes abaixo e acima
dos pontos criticos, as curvas de s partem de zero e conforme a temperatura aumenta elas se
aproximam de s = kpIn2. Exatamente na pressao critica, a funcao parte de zero até atingir um
valor constante precisamente em valores acima da temperatura critica 7/T. = 1.0, como mostra a
figura 5.16a.

No caso do calor especifico a pressoes constantes, figura 5.16b, notamos que, nas regioes criticas
e em temperaturas abaixo da temperatura de transi¢ao (7/T, < 1) a fungdo sofre um aumento
continuo e, ao atingir 7., diminui bruscamente até o valor de zero. A compressibilidade isotérmica
também apresenta um comportamento divergente no ponto critico e, do mesmo modo, a suscepti-
bilidade magnética apresenta um méaximo apenas nas regies criticas (figuras 5.17a e 5.17b).

2 T
p=29 ——
p=38.0 -
In(2) p=31 -
0.5 R
» & T
0.3 ]
0.1 p=29 — 4
p=3.0
‘ p=31 - ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figura 5.16: (a) Entropia em fun¢do da temperatura para valores fixos de pressao e (b) ca-
lor especifico em funcao da temperatura a pressoes fixas para o caso do fluido com célula
compressivel.

Por fim, destacamos que, considerando o fluido compressivel interagente, estamos trabalhando
em um modelo que acrescenta a degenerescéncia ao sistema, ou seja, a possibilidade de na mesma
célula haver mais de um estado (w) com a mesma energia. Através desta abordagem nosso modelo
se torna idéntico ao fluido com célula compressivel de Cerdeirina e Stanley [63].

4De acordo com os valores dos parametros que escolhemos a temperatura critica deste modelo é T, = 1.
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Figura 5.17: (a) Compressibilidade isotérmica em fung¢ao da temperatura e (b) susceptibilidade
magnética em funcao do campo magnético para dois valores fixos de temperaturas.
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Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertacao, fizemos um mapeamento do modelo do fluido com célula compressivel no
modelo de dois estados que descreve o paramagneto ideal de spin-1/2. Identificamos que as ano-
malias volumétricas apresentadas pelo fluido estao localizadas em uma regiao proxima a transicao
entre os liquidos de baixa (LDL) e alta densidade (HDL) e que o mecanismo que da origem aos
comportamentos andémalos é a competicao, em baixas temperaturas, de duas estruturas liquidas
distintas. Mostramos que mesmo os modelos estatisticos nao-interagentes mais simples conseguem
reproduzir propriedades termodinamicas tipicas da dgua. Além disso, também mostramos que ha
uma conexao entre a anomalia na densidade e a entropia residual a temperatura nula, compati-
vel com uma distribuicao de dois estados. Estes resultados estao diretamente conectados a um
comportamento oscilatorio do coeficiente de expansao térmica que, neste trabalho, é a funcao de
resposta que dedicamos mais atencao. Propomos uma nova definicao para o coeficiente de expan-
sao térmica «, generalizando o conceito de expansao térmica e também a concepcao de anomalia
volumétrica que, no caso da agua, corresponde a diminui¢ao do volume com o aumento da tempe-
ratura de 0°C a 4°C, mas que, potencialmente podem ser aplicados a outros sistemas e fendmenos
como exemplificado nesta dissertacao para o modelo de Ising.

Foi demonstrado que a diminuicao do parametro de ordem com a temperatura, ou seja, a
diminuicao do volume no caso da dgua, nao é um comportamento exclusivo de fluidos, podendo ser
encontrado também em sistemas magnéticos. Nosso trabalho levanta a discussao sobre a distingao
entre as interpretagoes deste comportamento em cada um dos modelos. Quando observado em
um sistema fluido ha uma rapida associacao com o conceito de “anomalia", cuja origem tem sido
alvo de intimeras investigagoes, enquanto que em sistemas magnéticos este ¢ um comportamento
considerado normal.

A regiao anémala na densidade em fluidos esta vinculada & um coeficiente de expansao térmica
com valores negativos. Neste trabalho observamos um coeficiente de expansao térmica magnético
negativo nas regioes em que o parametro de ordem (magnetiza¢do) diminui com a temperatura.
Verificamos que o comportamento dos parametros de ordem e dos coeficientes de expansao térmica,
para os dois modelos, sao idénticos em regides proximas aos pontos de transicao.

Os dois modelos estatisticos descritos inicialmente na dissertacao também foram investigados
em uma abordagem de campo médio (Bragg-Williams), na qual consideramos que os spins do
modelo de Ising e as moléculas do fluido com célula compressivel poderiam interagir com seus
primeiros vizinhos. Comparamos a transi¢ao paramagneto-ferromagneto e a transicao liquido-
liquido, onde as fases de baixa e alta densidade do fluido correspondem as fases paramagnética e
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ferromagnética.

Neste contexto investigamos se, com a introducao do campo médio, os modelos ainda poderiam
reproduzir propriedades tipicas da agua. No caso do fluido compressivel, tomando os limites
T — T.e P — P., observamos que func¢oes de resposta como o coeficiente de expansao térmica e a
compressibilidade isotérmica apresentaram comportamentos divergentes tipicos de uma transicao
critica classica. Neste modelo o ponto critico corresponde ao fim de uma linha de coexisténcia
entre os liquidos de baixa e alta densidade.

Nossos resultados mostraram que modelos estatisticos de duas estruturas, desde o fluido nao-
interagente mais simples até uma aproximacao de campo médio, apresentam comportamentos
conhecidos como anomalias volumétricas, sendo eficazes para nos auxiliar na compreensao do
cenario do segundo ponto critico para as anomalias da dgua. Mesmo utilizando uma descri¢ao de
dois estados correspondente ao paramagneto ideal de spin-1/2 encontramos um comportamento
tipico da 4gua, ou seja, uma regiao em que o coeficiente de expansao térmica é negativo.

Embora os modelos apresentados nesta dissertacao envolvam formulacoes e calculos relativa-
mente simples, eles podem ser considerados um primeiro passo para conectar transicoes de fase,
fendmenos criticos e anomalias na entropia e no volume. Esperamos que estes estudos nos auxi-
liem a compreender que comportamentos tipicos da 4gua também podem ser observados em outros
sistemas fisicos.
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