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Resumo

Neste trabalho, mostramos a existéncia de solucao para o problema de Dirichlet

nao linear

(P) {—Au = f(z,u), €

u = 0, x € 02

onde ) é um subconjunto aberto, limitado e suave do RY(N > 3).
Consideramos os casos de superlinearidade para a funcao f e nao quadraticidade no
infinito para sua primitiva F'. A principal ferramenta utilizada é o Teorema do Passo

da Montanha.



Abstract

In this work, we show the existence of solution to the Dirichlet problem of nonlinear

(P) {—Au = f(z,u), €
u = 0, x € 02

considering the cases of superlinearidade for the function f and nonquadraticidade at

infinity to his primitive F'. The primary tool used is the Mountain Pass Theorem.
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Introducao

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugao para o problema de Dirichlet

—Au = f(z,u), z€Q
(P) {
u = 0, x € 01,

onde  é um subconjunto aberto, limitado e suave do RY (N > 3) e f satisfaz
(fo) f € CQXRR);
(f1) existem constantes ¢; > 0, co > 0 e p € [2,2*) tais que

|f(z,5)] < e+ ealsPt V (2,8) € Q xR;
(f2) existe § > 0 tal que
2F(z,5) < \is%, Vo €Q,|s| <9,

onde \; é o primeiro autovalor associado ao problema

(PA)

—Au = MNu, €
u = 0, x € 0f.

Sabemos que solugoes fracas do problema (P) sdo pontos criticos u € Hg () do
funcional I : Hj(Q2) — R de classe C* definido por

I(uw) :%/Q|Vu|2—/QF(x,u),

S
onde F(x,s) = / f(x,t)dt. Assumindo que f seja uma funcdo Hélder continua,
0
mostraremos que tais solugoes fracas podem ser regularizadas de modo a obtermos
solugoes cléssicas, isto &, fungdes u € C2(9) N C(Q) que satisfazem as equagdes de (P)

no sentido pontual.



Introducao

Vamos utilizar Métodos Variacionais para obter as solugoes fracas. Em especial, uti-
lizaremos o Teorema do Passo da Montanha como ferramenta principal para obtencao
de tais pontos criticos.

No Capitulo 1 demonstramos o Teorema do Passo da Montanha. Em seguida,
no Capitulo 2, demonstramos trés teoremas relacionados ao problema (P) em que as
condicoes sobre f sao:

Condicao de Ambrosetti-Rabinowitz

(AR) existem p > 2 e r > 0 tais que
0 < pulF(z,s) <sf(x,s) ,YeeQ,l|s|>r.

Condigoes de Schechter-Zou

(SZ1) uniformemente para x € ) vale

lim 5
|s|—o0 S

(SZ2) existem p > 2 e ¢ > 0 tais que

pE(x,8) —sf(x,s) <c(s*+1), ¥ (z,5) € A xR,

(SZ3) existe m > N/2 e uma funcdo g € L™(Q2) tal que

g(z) < F(j;’ ) v (2,5) € 0 x R\{0}.

Condigoes de Costa-Magalhaes
(CM1) existe > A; tal que

hminf&f’s) >3 Ve

|s]—o0 S
(CM?2) existem > 0 e a > 0 tais que

l|ir|ninf sf(a:,s)|—|fF(x,s) >a>0,Vze;
s|—00 S

(CM3) existe ¢ € R tal que

F
lim sup (z, 5)

|s|—o0 ‘8‘

<b< oo, Vel

10



Introducao

Conforme veremos a condi¢do (AR) nos diz que F' é superlinear, isto ¢, para alguma

constante £ > 0,
(AR) F(x,8) > k|s|*, Vo € Q,]s| >

Note que, dividindo-se (AR)’ por s* e aplicando-se o limite com |s| — oo, pode-se
concluir que (AR) implica (SZ1). Observe também que em (AR), o termo pF(z,s) —
sf(x, s) é estritamente positivo, enquanto que o mesmo em (SZ2) pode assumir valores
negativos, nulos ou positivos. Logo (SZ2) é mais geral que (AR).

Continuando nossa andlise com respeito as hipotese, observe que a condigao de
superlinearidade (SZ1) é mais forte que (CM1). Agora vejamos que usando (AR)',

temos que
sf(x,s) —2F(x,s _ F(x,s
(2,5) =2F(w;s) | oy Fa,5)
s s

> (7= 2)kls|"™",

mostrando que (AR) implica (CM2) com i < u. Note também que (CM2) é um
condicao de nao quadraticidade no infinito. Para ilustrar isso, vamos supor que para s
suficientemente grande, f seja do tipo f(z,s) = s com v # 0. Desse modo, teremos
que 2F (z,s) = vs®. Logo o termo sf(z,s) — 2F(z, s) é nulo, o que nao pode ocorrer.
O primeiro teorema que apresentamos (Capitulo 2) pode ser encontrado em [AmbRab]

em sua versao original em que f ¢ uma funcao satisfazendo (fo), (f1), (AR) e
(fo)' f(z,s) =o(|s]) quando n — oco.

Note que nos a substituimos por (fs), que é menos restritiva. Sobre o terceiro teorema,
sua versao original encontra-se em [CosMag|, f e sua primitiva ' cumpre as condigoes

(fo), (f1), (CM1)—(CM3)e

2F
(F3) lim sup 2@ s)

52 < A< )\17
s—0

que é uma condi¢do mais fraca que (fy)’, porém mais forte que (f3). As hipdteses
(SZ3) e (CM3) tém sua importancia técnica.

Com o objetivo de obter pontos criticos para o funcional I, precisamos verificar uma
condigao de compacidade para . Veremos que com as hipoteses (AR) e (SZ1)—(SZ3)
o funcional [ satisfaz uma condi¢ao de compacidade introduzida por Palais e Smale,
enquanto que [ satisfaz, usando as hipdteses (CM2) e (C'M3), uma outra introduzida

por Cerami, que ¢ mais geral que do que a condicao de Palais e Smale.
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Capitulo 1

Teorema do Passo da Montanha

Neste capitulo vamos demonstrar o Teorema do Passo da Montanha [AmbRab| ,
um dos mais tuteis teoremas de minimax. A demonstracdo tem por ingrediente basico
um lema de deformacao, que apresentaremos na secao 1.1. A secao 1.2 é dedicada a
prova do Teorema do Passo da Montanha.

Em todo o capitulo, vamos denotar por X um espago de Banach com norma || - ||,
| - |lx» a norma no dual de X e por |- |, a norma no espaco LP({2). Vamos também
denotar, para todo nimeroreal de [ : X — R, IY{ ={u € X : I(u) < d}.

1.1 Lema da Deformacao Quantitativo

O lema da deformacao trata-se basicamente em garantir a existéncia de uma apli-
cagao n € C([0,1] x X, X) tal que, dado € > 0 pequeno, se possa deformar o conjunto
I¢*¢ no conjunto I°7¢ onde ¢ ¢ um valor regular de I, isto ¢, nao ha pontos criticos do
funcional I no nivel ¢. Num certo sentido, os conjuntos 1t e 17 sdo iguais do pontos
de vista topologico.

O lema da deformacao original ¢ devido a Clark [Cla]. No6s iremos apresentar um
lema de deformacao devido a Willem [Wil2] (veja também [Will]).

Lema 1.1 (Lema da Deformacgao Quantitativo) Sejam X um espa¢o de Banach,
SCX,0>0 edefina
Ss ={u e X : dist(u,S) < d}.

12



Capitulo 1 1.1 Lema da Deformagao Quantitativo

Sejam I € CY(X,R), c€R e € > 0 tais que
4
11 ()| x> § Voue I e — 2 ¢+ 2d) N Sas. (1.1)

Entao existe uma fung¢ao n € C([0,1] x X, X) de tal forma que:
(i) n0,u) =u, VueX;

(i) n(t,u) =u, ¥ (t,u) & [0,1] x I ([c — 2¢,c + 2¢]);

(23i) p(1, 17N S) C I°7¢N Ss.

Demonstragio: Seja X = {u € X : I'(u) # 0}. Pelo Lema A.1 temos que existe um

campo pseudo-gradiente para [ em X , isto é, uma aplicagao
v: X — X

tal que, para todo u € )?,
(PGT) [Jv(u)llx < 2[1"(u)|lx;
(PG2) I'(w)v(u) > |[I'(w)[|%-
Defina
A =T"[c— 26 c+26]) N Sy,
B=1"c—¢c+e])N Sy
e : X — R por

_ d(u, X\ A)
V) = S XA T+ dw B

Observe que
0<y<1l,v=0em X\Aeyp=1em B.

Verifiquemos agora que v é localmente Lipschitziana. Para tanto, tome uy, us € X

e denotemos, para i = 1, 2,
dth’A = d(u;, X\A) e de’B = d(u;, B).

Temos

(A2 x A+ d2g)dy x4 — (dy x4+ dy5)d x 4
(dy x4+ dip)(d2 x 4+ d2 p)

[P(ur) — P(ug)] =

dy x ade g — 7 x ady g
(dyxa+dip)(ds x4+ p)

13



Capitulo 1 1.1 Lema da Deformagao Quantitativo

dyx ade g — o x adi g + 7 x ads g — d7 x ady g
(dl ,X,A + du B)(di,X,A + du,B)

a2 g(dy x.a — i xa) +do x 4(ds 5 — d,, )
(dixa + dyp)(d x 4 + 7 )

Como a func¢ao distancia é uma contragao fraca (cf. |Elo, Ex.3,pg.31]) temos que
’duXA 2,X,A‘7‘di,B_di,B’ < Jur — ugl.

Logo,

lur — us||d, BT [Jur — u2||duXA o lur =g

[ (ur) — P(ug)| < = :
' ’ (dy x4+ dyp)(dl x 4+ d2 p) dyxa+dy g

Vamos agora utilizar o fato de que a funcao distancia é localmente Lipschitziana.

Note que, para qualquer que seja w € X,
Assim, existe uma constante k > 0 e uma vizinhanca W de w tal que

dLX,A + dl@,B >

w,

> ( para todo w € W.

| =

Dali,
|t (ur) = P(uz)| < Kllur — s (1.2)

mostrando que 1 é localmente Lipschitziana.

Considere agora a funcao ® : X — X definida por

v(u)
—Y(u)————=, u€A;
®(u) = ( )||v(u)||2
0, ue X\A.
Note que por (PG2) e por (1.1) temos
1 1 )

[@(u)]| < (1.3)

o] = @] = e

Dado u € X existe uma vizinhanca B, tal que 1) e v sao localmente Lipschitzianas

em B,. Tome uq,us € B, e sejam

v(u;)

i) = 77 o © u (U) ara 1
T = ot ¢ 10 gy P 9 2

14



Capitulo 1 1.1 Lema da Deformagao Quantitativo

Entao, se uy,us € X\ A, temos,
[@(u1) = @(uz)|| =0 < [Juy — uzl.
Se u; € A euy € X\A, segue que,

[@(ur) = @(ug)l| = | = ¢(ua) f(wr)]]

= =) f(ur) + (u2) f(ur)]]

13) 5
< EW(UI) — P (uy)
12) kg
< —Hul — ua|
= k'1||U1 — UQH
Finalmente, se uy, us € A, entao
[@(u1) — @(u2)l| = [l = () f(ur) + P(u2) f(uz)]

= ) ) ) ) — o) ) + ) ()|
S () = Flu) 4 b (ur) — ()

< [f(ur) = frlug) || + |1 f1(u2) — f(u2)|| + %W(Ul) — (ug)|.

Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

1) = Al < Toul| el )

_ [w(ug) = v(w), v(ug) + v(w))|
[[o(u)[[[[o(usz)[*

[[o(u1) + v(us)]

[oCua)[[flvus)l®

[[o(u1) = v(us)]

< kallur — unl,

15



Capitulo 1 1.1 Lema da Deformagao Quantitativo

visto que v é localmente Lipschitziana. Observe agora que

_ 4y _ v(uq) B v(uz)
Ity =7l = ) ~ Tt
52
< seslo(u) — o)

< ksllug — us|

e, como
)

o) = ()] < Kalluy — s

podemos concluir que
1@ (ur) — ®(uz)|| < Ellur — usll

onde k = ky + ko + ks. Logo ® é localmente Lipschitziana.
Considere agora o seguinte problema de Cauchy em espacos de Banach,
d
(PC), %a(z@u) = P(o(t,u))
o(0,u) = wu.
Uma vez que ® é localmente Lipschitziana, temos que, para cada u € X, o problema
acima tem uma tnica solu¢ao continua o (-, u) definida para ¢ em um intervalo maximal

(t=,£5).

Afirmagéo: tF = +oo.

De fato, seja o a solugao de (PC'), e suponha que ¢ < co. Seja ainda (t,,) C (—oo, ;)
uma sequéncia tal que t,, — t. Entdo, usando a limitagdo de ®, temos que

[ et -

n

10 (s ) — (1, )| = ‘

[ et wae] < &l 1
tn
Como (t,) C R é uma sequéncia de Cauchy, entao (o(t,,u)) também o é. Dai

lim o(t,,u) =u € X.

Considerando o problema de Cauchy em espacos de Banach

(PC)s %a(z@u) = d(o(t,u))

o(th,u) = u

16



Capitulo 1 1.1 Lema da Deformagao Quantitativo

podemos usar o Teorema de Picard para estender o em um intervalo do tipo (¢} —
ki,tt + k1), contradizendo a maximalidade de ¢. A prova para ¢, é aniloga.
A dependéncia continua de solugbes de (PC'), com relagio aos dados iniciais implica

que 0 € C(R x X, X). Desse modo, podemos definir a deformacao
n:[0,1] x X — X | n(t,u) = o(dt, u).

Verifiquemos (i) — (7ii). Pela propria definicao da fungdo n temos que n(0,u) = u
para todo u € X. Logo 7 satisfaz (7). Para verificar (i7), observe que ® =0 em X\A e
portanto o(t,u) = u é solu¢ao de (PC),. Logo pela existéncia e unicidade de solugoes
do problema (PC'),, segue que n(t,u) = u para todo t € R.

Afim de verificar (éi7) sejat > 0 e v € X. Segue do Teorema Fundamental do

Calculo que

lo(dt, u) —ul| =

IN
¢

Assim, para todo t € [0, 1] vale
llo(0t,u) — ul| < 0.

Logo,

inf ||o(dt,u) —ul| <4,
te(0,1]

mostrando que, para todo u € S,
o(dt,u) € Ss.

Desse modo
0(5, S) g 55.

17



Capitulo 1 1.1 Lema da Deformagao Quantitativo

d
Note que se o(t,u) ¢ A, ¥(o(t,u)) = 0 e consequentemente EI(U@’ u)) = 0. Caso

contrario,

d ) d
E](g(t,u)) = I(U(t,u))aa(t,u)

Como 1 ¢ nao negativa e de (PG2),
I'(o(t,u))v(o(t,u)) >0,

segue que p
El(o(t,u)) <0.

Donde se conclui que I(n(-,u)) é nao-crescente para todo u € X. Tomando agora

uw e I°7¢N S, vamos dividir a prova em dois casos:

Caso 1: Existe ¢y € [0,0) tal que I(n(to,u)) < ¢ —e.

Como I(n(-,u)) é ndo-crescente, tem-se que
I(n(t,u)) <c—e€,Vit=t

e portanto
n(l,u) =o(0,u) € I°°.

Como (0, .5) C Ss obtemos que
n(l,u) =o(0,u) € I°°N Ss.
Caso 2: Para todo t € [0,0) vale,
c—e<I(o(t,u)) <I(o(0,u)) =I(u) < c+e.

Temos que
o(t,u) € B.

18



Capitulo 1 1.2 Teorema do Passo da Montanha

Dali,
[o(u) =  I(o(0,u) + /0 5 %I(a(s,u))ds
S /0 " (o, D (o5, u))ds
_ I(u)—/05[’(0(8,u))¢(0(s,u))HZEZEZZQH(ZS
e - [P

T [
g [ It
" )~ /0 5%15
— I(u) -2
< c—e

provando (iii). =

1.2 O Teorema do Passo da Montanha

O Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti-Rabinowitz [AmbRab],
é uma importante ferramenta para obtencao de pontos criticos para funcionais I €
C'(X,R). Conforme veremos no Capitulo 2, ¢ possivel escolher I de tal forma que seus
pontos criticos sejam solucoes de certas equagoes diferenciais parciais.

Como estamos interessados em obter pontos criticos para um dado funcioanl I €
C1(X,R), precisamos provar alguma propriedade de compacidade para o mesmo.

Dizemos que I € C'(X,R) satisfaz a condigao de Palais-Smale no nivel ¢ € R

19



Capitulo 1 1.2 Teorema do Passo da Montanha

denotada por (PS). se toda sequéncia (u,) C H satisfazendo,

lim I(u,) =c e lim ||I'(u,)||x =0, (1.4)

n—oo

possui subsequéncia convergente. A uma sequéncia (u,) cumprindo (1.4), chamamos
de sequéncia de Palais-Smale no nivel c.

A condicao de compacidade que usaremos, a apresentada acima, se deve a Brezis e
Nirenberg (ver [BreNir|). Sua versao original foi introduzida por Palais e Smale e pode

ser encontrada nas referéncias |Pall, PalSma, Smal].

Proposigao 1.2 Seja I € CY(X,R) tal que 1(0) =0 e,
(I1) existem p,a > 0 tais que I|sp,0) > o

(1) existe e € X tal que |le||x > p e I(e) < 0.

Seja

= inf I(~(t
¢ = Inf max (v(t))

onde
I''={yeC(0,1],X) : v(0) =0 e y(1) = e}.

Entao, dado € > 0, existe u € X tal que
(i) ue I [c—2€c+ 2€]);
(i2) 1" ()| x < 2e.

Demonstracao: Seja e € X dado por (Iy) e v € I'. Entao e ¢ B,(0) e, como v € T,
existe to € [0, 1] tal que y(tg) € 9B,(0). Assim ([0, 1]) N dB,(0) # 0. Logo, por (1),
temos que

I > inf I(w) > a.
mmax (v(t)) = vt (w) = «

Tomando o infimo para v € I, concluimos que ¢ > o > 0.

Suponha, por contradicao, que a proposicao seja falsa. Entao existe ¢ > 0 tal que
|1 (u)||x+ > 2¢ para todo u € I~ *([c — 2¢, ¢+ 2¢]).

Observe que a afirmacao acima permanece valida se substituirmos € por ¢, tal que
0 < ¢y < €. Logo, podemos supor que € é pequeno de modo que ¢ — 2¢ > 0. Estamos
entdo nas hipoteses do Lema 1.1, considerando S = X e § = 2. Assim, existe uma

fungao continua 7 : [0, 1] x X — X satisfazendo:

20



Capitulo 1 1.2 Teorema do Passo da Montanha

(1) m(1,u) = u,¥ u ¢ I"}([c — 2¢,c + 2¢]);
(1) m(1,I°F€) C 1.
Pela definicao de ¢, existe 7 € T" tal que

v < : 1.
max I((t)) < c+e (1.5)

Defina agora h : [0,1] — X por

Observe que h € C([0,1],X) pois n € C([0,1] x X, X). Como 7 € I', temos que,
7(0) = 0,7(1) = e e além disso, como I(e) < ¢ — 2¢, segue de (i) que

h(0) = n(1,7(0)) = n(1,0) = 0

h(1) =n(1,7(1)) = n(l,e) = e,

donde se conclui que h € I'. Assim, temos que
¢ < max I(h(t)). (1.6)
Usando (i7) e (1.5) obtemos
h(t) =n(1,5(t)) € I°,
para todo t € [0, 1]. Desta forma
tern[a)ﬁ I(h(t)) <c—e. (1.7)

Logo, de (1.6) e (1.7), concluimos que

o que é uma absurdo. [

Corolario 1.3 Sob as hipdteses da Proposicao 1.2, existe uma sequéncia de Palais-

Smale no nivel ¢ para I.
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Capitulo 1 1.2 Teorema do Passo da Montanha

Demonstracao: Observe que pela Proposicao 1.2, para cada ¢, = %, existe u, € X
de modo que

(i) up € I7Y[c — 2/n,c+2/n]);

(id) (|7 (un)l| x+ < 2/n.

Entao,
lim I(u,)=c e lim ||I'(u,)|x =0,
n—oo n—oo
e portanto existe uma sequéncia de Palais-Smale no nivel c. m

Agora, estamos em condicoes de demonstrar o

Teorema 1.4 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaco de Banach e
I€CYX,R) tal que I(0) =0 e

(I1) existem p,a > 0 tais que I|op,0) > o;

(1) existe e € X tal que |le||x > p e I(e) <O0.

Suponha que I satisfaca (PS). com

= inf I(~(t
¢ = Inf max (v(t))

onde I' :=={y € C([0,1], X) : v(0) = 0 e y(1) = e}. Entao existe u # 0 tal que I(u) = ¢
e I'(u) = 0.

Demonstracao: Pelo Corolario 1.3 existe uma sequéncia de Palais-Smale (u,) C X
no nivel ¢. Como [ satisfaz (PS)., a menos de subseqiiéncia, u, — v € X. Como
I € CY(X,R)(ver Apéndice A.2), devemos necessariamente ter I(u) = c e I'(u) = 0.
Logo ¢ ¢ um valor critico de I. Além disso, como I(0) =0 e I(u) = ¢ > 0, devemos ter
u # 0. [

Vejamos agora, o Teorema do Passo da Montanha com uma condicao de com-
pacidade mais fraca que a condicao de Palais-Smale.

Dizemos que I satisfaz a condi¢do de Cerami no nivel ¢ € R denotada por (Cer).
se toda sequéncia (u,) C H satisfazendo,

lim I(u,) =c e lim ||[I'(u,)||x /(1 + ||u.||) =0, (1.8)

n—oo

possui subsequéncia convergente. Uma sequéncia (u,), satisfazendo (1.8), recebe o

nome de sequéncia de Cerami no nivel c.
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Capitulo 1 1.2 Teorema do Passo da Montanha

A condigao de Cerami ¢ devida a Cerami [Cer|. Observe que ela é mais fraca que
Palais-Smale. De fato, suponha que I satisfaz (PS). e seja (u,) € X uma sequéncia

Cerami do nivel ¢. Como
Tim ([ () (1 + Jun])) = 0,

entao ||I'(u,)||x» — 0. Logo (u,) € X ¢é uma sequéncia de Palais-Smale no nivel
c. Como [ satisfaz (PS). entado (u,) possui subsequéncia convergente. Portanto o
funcional I satisfaz (Cer)..

De posse destes conceitos, pode-se demonstrar o teorema a seguir que na verdade
diferecia-se do Teorema 1.4 apenas com respeito a condicdo de compacidade. A de-

monstracao é devida a Bartolo, Benci e Fortunato [BarBenFor|.

Teorema 1.5 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaco de Banach e
Ie€CY{X,R) tal que I(0) =0 ¢

(I1) existem p,a > 0 tais que I|sp,0) > o

(Iy) existe e € X tal que |le||x > p e I(e) < 0.

Suponha que I satisfaca (Cer). com

= inf I(~(t
¢ = Inf max (v(t))

onde I' :=={y € C([0,1], X) : v(0) = 0 e y(1) = e}. Entao existe u # 0 tal que I(u) = ¢
e I'(u) = 0.
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Capitulo 2
Problemas Superlineares

Este capitulo ¢ dedicado a aplicagoes do Teorema do Passo da Montanha para

obtencao de solucao para o problema

{—Au = f(z,u), z€Q

(P)
u = 0, x € 0N

onde ) ¢ um subconjunto aberto, limitado e suave do RY(N > 3).
Seja H} () o fecho de C°(Q) com respeito a norma usual de H'(Q). Utilizando a

desigualdade de Poincaré pode-se mostrar que

foll = ( wf

¢ uma norma em H}(Q) que é equivalente a norma usual. No que segue, H denota
Hg(©2) munido com a norma definida acima.
Se u € C2(Q)NC(Q) é solucdo classica de (P), podemos usar o Teorema da Diver-

géncia e a densidade de C°(2) em H para mostrar que

/Vqu:/f(x,u)v, VoveH.
Q 0

Observe que para a expressao acima fazer sentido, nao precisamos das derivadas de
ordem 2 da funcao u. De fato, se u,v € H entao segue de (f;) e da desigualdade de

Holder com expoentes ’%1 e p que

[l < e+l
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Capitulo 2 Problemas Superlineares

o [ fol e [ fup il
Q Q

= cl\v|1+02/lu\p1|v\
Q

IA

p—1

cl\v|1+cg{/g|u‘p} *’ {/QW};

= alvli + cofult Mo, < oo,

IA

visto que H — L4(Q) para todo ¢ € [1,2*]. Motivados pela expressao acima, definimos

por solugao fraca de (P) como uma fung¢ao u € H tal que

/Vqu:/f(x,u)v, VoveH.
Q Q

Note que toda solugao cléssica é solucao fraca, mas o contrario pode nao ser ver-
dadeiro. Assim, a pergunta natural a se fazer é a seguinte: Quando uma solucao
fraca é solucao classica? Para responder a esta pergunta precisamos do seguinte con-
ceito de continuidade. Dado Q C RY aberto e v € (0,1], dizemos que uma fungao
u: Q) CRY — R ¢ Holder continua com expoente 7, se existir uma constante k > 0

tal que para quaisquer x,y € €0,
u(x) —u(y)| < klz —y[".

De acordo com a Proposi¢do A.6 (ver Apéndice A.3), se f é Holder continua e
u é solugao fraca entao u é solucao cléssica. Logo é suficiente obter solugoes fracas.

Considerando o funcional I : H — R dado por

I(u) :%/Q|Vu|2—/QF(x,u),

pode-se mostrar que I esta bem definido e além disso pela Proposi¢ao A.5 (ver Apéndice
A.2), temos que I € C'(H,R) com derivada

I’(u)v:/QVqu—/Qf(x,u)v, VveH.

Logo as solugdes fracas do problema (P) sdao precisamente os pontos criticos de I.
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Capitulo 2 Problemas Superlineares

Observagao 2.1 A condicao (fo) poderia ser substituida por uma condigao mais fraca,
chamada de condi¢ao de Carathéodory. Uma funcao f : @ x R — R € dita de
Carathéodory se f(-,s) : R — R ¢ mensurdvel para cada x € Q e f(x,:) : Q@ — R
¢ continua para quase todo s € R. Para simplificar as passagens e nao entrarmos em

questoes técnicas, a condicao envolvendo a reqularidade de f neste trabalho serd sempre

(fo)-

O lema que demonstraremos abaixo, serd utilizado em todas as aplicacoes deste

capitulo. Ele esta relacionado com a condigao (/;) do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 2.2 Se f satisfaz (fo) — (f2), entdo pelo menos uma das alternativas abaizo
ocorre:
(1) (P) possui uma solugio u % 0;

(17) para cada p > 0 suficientemente pequeno, existe o > 0 tal que
I(u)>a, YueH|ul=p

Demonstracao: Seja V' = ker(—A — A\ Id) em que Id : X — X é o operador
identidade o autoespaco associado ao autovalor A\;. Entdo H =V @ W onde W = V+.
Como V' tem dimensao finita, todas as possiveis normas em V' sao equivalentes. Logo,

dado p > 0 arbitrario, existe 0 > 0 tal que
v <p=|v(x)| <§/2, VveV. (2.1)
Seja u € H, tal que |[u]| < p e suponha que para algum z € ),
|u(z)] = 4. (2.2)
Escrevendo v € H como u =v+w,comv € V e w € W, segue de (2.1) e (2.2) que
0 < Ju(z)] < Jv(@)] + w(z)] < 6/2+ |w(z)].

Assim,

[v(z)] <0/2 < [w(z)], (2.3)

e consequentemente
|u()] < 2Jw(x)]. (2.4)
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Problemas Superlineares

Usando (f}) e a continuidade de F em Qx[—6, §], temos que para todo (z, 5) € QxR,

Pl < [ lea+ el g
0
:cwug/mwm
0
1
= c|s| 4+ co—|s|P
p
= s+ csls|?

< c|s| + csls|P.
Tomando ¢4 = r|n|a>5< c1/s|*7?, podemos concluir que
s|>
|F(x, s)| < ess]”,

onde ¢5 = c3 + ¢4.
Dai

[ Fwwz-e [
{lu|>6} {lu|>6}

Por outro lado, segue de (f2) que

A
—/ F( u) > A P
{Jul<6} 2 Jo

Logo, de (2.6) e (2.7), temos que

1
) = - Few- [ Few
{lul<d} {lul>d}

1 A
> —MW~4W—%/ uf?
2 2" {ul>6}

(2.4) ) )
> Sl - Pk - [ ful
Q
HeLP(Q) )
> Sl = S el

27
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Capitulo 2 Problemas Superlineares

Lembrando agora que |[ul]? = ||v|> + |[w]]* e |u* = |v|* + |w]*>. Como v € V, entao

|v]|? = Ai]ul* = 0. Desse modo, (2.8) se reduz a

1
10 > 5 (ul? = M) = ool (29)

Pela desigualdade variacional em W, temos que
A
Ml = — 5w
2

e portanto

1 A
I(u) = (1= )llel® = erllw] (2.10)
2 A2

Agora, fazendo 0 < M = 1/2(1 — A\;/\2) e lembrando que [Jw| < p, (2.10) se expressa
como segue,
I(u) = Mp|w]” (2.11)

onde M, = M — pP~? e estamos supondo que p > 0 é pequeno o suficiente para que
M, >0.

Suponha agora que (i) ndo ocorre. Entao existe p > 0 pequeno e (u,,) C H tal que

lim I(u,) =0 e |u,l = p.

n—oo
Escrevendo u,, = v, + w,, segue da expressao acima e de (2.11) que
lim ||w,]| =0 e lim ||v,]| = p.
n—oo n—oo

Observe que pela finitude da dimensao de V', passando a subsequéncia se necessério
for, temos que

lim ||, — vo|| = 0.
n—oo

Logo, [[vnll = p e |o(x)] < 8/2, = € .
Afirmacao 1: I(vy) = 0.

Como w, — 0 em H, segue da imersao de Sobolev H — LP(Q) com p € [1,2*

que w, — 0 em LP(Q), entdo pela continuidade de F'; a menos de subsequéncia

Gn(z) = F(z,v,(2) + wy(2)) — F(z,v,(z)) — 0 q.t.p em Q (2.12)
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Capitulo 2 Problemas Superlineares

e |w,(x)| <Y(x) € LP(Q) (cf. [Bre, Teorema IV.9, pg. 58]).

Assim, por (f1), obtemos uma constante positiva k; tal que

|G()]

IN

b (lon (@) + o @ + (@) + (@) P)

< Ko@)+ lon (@) + n(@)] + [n(@)P").

Como ||v,|| — p quando n — oo e dim V' < oo entdo existe uma constante ko > 0 tal

que |v,(z)| < ky para todo z € Q e todo n € N. Desse modo,

Ga@)] < k(Ko + K + [ (@) + [Gu(@)") = h(x).

Observando que [¢(z)] € L'(Q), pois LP(Q)) C LY(Q) e que |¢(x) [P € L'(Q2), concluimos
que
|G ()] < h(x) € LY().
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (ver |[Bre, Teorema VI.1, pg. 54]) e
por (2.12)
lim (F(m, V@) + wa(2)) — Flz, 'Un(:c))> —0. (2.13)

n—oo 9]
Como I(u,) — 0 e ||w,|| — 0 quando n — oo, podemos usar a continuidade de I e

(2.13) para concluir que

o) = 160) = Sl + [ (P, va(o) + () = P, () = 0= ()

e a afirmacao estd provada.

Lembrando que |vg(z)| < 6/2, segue de (f2) que

2F (2, v0(z)) < Mvg(z)?, Vo € Q. (2.14)
Note que,
1 2
I(wo) = Slvol” = | F(z,vo(x))
Q
At



Capitulo 2 2.1 Ambrosetti- Rabinowitz

Como (2.14) nos diz que o integrando da expressao acima é nao negativo para quase

todo x € (2, segue que
26 (x,v0(2)) = Mvg(z)?, Vo € Q. (2.15)

Seja ¢ uma funcdo qualquer de C°(€2). Como ¢ é limitada, entdo para t > 0

suficientemente pequeno,
lvo(x) + tp(x)| <9, Vx € Q.
Assim, pela desigualdade acima e por (fs),
2F (x,v9 + to(z)) — M (v + to(x))? <0 (2.16)

e, por (2.15),
—2F (2, v0(x)) + Mvo(z)? =0, Vo € Q. (2.17)

Combinando as expressdes (2.16) e (2.17), obtemos que
2F (z,v0 + to(x)) — 2F (z,v0) — A1 (vo + to(z))* + Ao < 0.

Agora, dividindo a expressao acima por t e passando ao limite, segue que

2&% F(z,v(x) + tgo(tx)) — F(z,v9(x))

— 2\ v(2)p(z) <0,

ou seja,

2(f (2, v0(x)) = Awo(x))p(x) <0
para todo x € Q) e toda ¢ € C°(Q).
Afirmacgao 2: h(z) = f(x,vo(x)) — Muvg(x) =0, ¥V z € Q.

De fato, suponha que a afirmacao seja falsa. Entao existe xy € €2 de tal forma que
h(zo) # 0, digamos h(xy) > 0. Tome agora ¢ € C5°(£2) tal que p(z9) > 0 e, parar >0
pequeno, tenhamos supp(p) C B,(z0) € Q. Desse modo h(zo)p(zo) > 0, 0 que é um
absurdo. Por outro lado, se h(zg) < 0, argumentos analogos nos levam novamente a

um absurdo. Portanto h(x) = 0, ou seja,
f(x,vo(z)) = Mwvo(z), Vo € Q.

Sendo vy uma autofuncao associada ao autovalor \;, segue da expressao acima o

que desejavamos, isto é, (i) ocorre e desta forma a demonstracao esta completa. [
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Capitulo 2 2.1 Ambrosetti- Rabinowitz

2.1 Ambrosetti-Rabinowitz

Nesta se¢do vamos resolver o problema (P) supondo que f satisfaz, além de (fy) —

(f2), a seguinte condi¢ao de superlinearidade:

(AR) existem p > 2 e r > 0 tais que
0 < pF(z,s)<sf(x,s),YereQ,|s|>r

O resultado principal desta se¢ao é devido a Ambrosetti e Rabinowitz [AmbRab| e

pode ser enunciado como segue:

Teorema 2.3 Se f satisfaz (fo) — (f2) e (AR) entdo o problema (P) tem solu¢ao fraca
u 0.

A prova serd feita via Teorema 1.4. Os dois lemas a seguir estao relacionados com

a condi¢ao (I2) e com a condigao de Palais-Smale.

Lema 2.4 Se f satisfaz (AR) entao, para todo p > 0 dado, ezxiste e € H tal que
lel]| > p e I(e) <O0.

Demonstracao: Observe que de (AR), para s > r, temos,

>

[ o [ o] 1

F 1
lnF(x’ ) > In (f) .

r

w =

Assim

implicando que

Logo

F(x,s) > Ts“,‘v’:ceﬁ,szr.

F(x,r)

obtemos que
rH

Fazendo a1 =

F(z,s)>as", Vo eQ, s>
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Por outro lado, para s < —r, segue de (AR) que

f<x7 S) < E7
F(z,s) = s
assim L .,
o P8 RS
e desta forma - .
In (2, —7) <In r ,
F(z,s) s
donde segue que
F(x,—r) _|r|"
< |- 3
F(z,s) —|s
ou seja
|F(x,8)] > ag|s|", Vo eQ,s< —r
F(z,—r) . : -
onde a; = —————=. Considerando ¢3 = min{ay, as}, podemos concluir que

re
P(z,5) > csls)’, ¥z € Dy Js| =

Além disso, como F € C(Q x R,R) e Q x [~r,r] é compacto, podemos tomar c¢; =

max F'(x,s) e usar a desigualdade acima para obter
T€QX[—r,7]

F(z,s) > csls|* —cq, V (2,5) € (U, R). (2.18)

Dado u € C°(©2)\{0}, segue da a expressao acima que

t2

M = Sl = [ P

t2
< §||u||2 — caft|*lul); + 4|2

Lembrando que p > 2, concluimos que I (tu) — —oo quando ¢ — oo. Logo, dado p > 0
existe to > 0 suficientemente grande tal que e = tyu satisfaz |le|| > p e I(e) < 0. Isto

conclui a prova do lema. [

Lema 2.5 Se f satisfaz (AR), entdo o funcional I satisfaz (PS). para todo ¢ € R.
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Demonstracao: Sejam ¢ € R e (u,) C H uma sequécia de Palais-Smale no nivel c,
isto é,

lim I(u,) =c e lim |[I'(u,)| g = 0.

n—oo

Afirmacgao: (u,) C H é limitada.
De fato, note inicialmente que existe M > 0 tal que
|1 (uy,)| < M.
Além disso, como ||I'(uy,)|| g — 0, dado € > 0, existe ny € N tal que
1" (wp) || < €, ¥V n > ny.
Dati,

I(u,) — %I’(un) U,

IN

I(u,) — %I’(un) U,

1
< If(un)|+;IIJ’(un)HHfIIunH

IN

M + EHunH, vV n > no.
0

Por outro lado

() — %I'(un) 0 — <% - l) leall? + /Qef@;,un) y — F(:c,un)>

onde .
T(x,uy,) = Ef(m, Up) Up — F(x,u,).

Note que de (AR) temos que

/ T(z,u,) > 0.
{lun|zr}

Defina agora a funcio h : Q x R — R por
h(z,u) = |T(x,u)|.
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De (fo), as fungdes f e I sdo continuas, e entdo h também o é. Desse modo hlg,(_,

é limitada, digamos por uma constante k. Logo,

/ T<x7un> > _/ ’T('Taun)’ > _/k
{lun|<r} Q Q

1 1
(———)mwﬁy/ T, un) — KO
2 p {Jul>r}

1 1
> = = 2 ) |lunll? — K[9.
> (51 )l -t

Segue entao que

I(u,) — %I’(un) U,

Vv

Entao
1 1 9 1, 1
5 = = Junll” = K] < T(un) = =1"(un) < M + —€l[un]],
2 p It 7
ou seja
1 1 9 1
— — — unl|" = K| < M + —€||u,||. (2.19)
2 p Ju

Como |ju,|| — oo, podemos supor sem perda de generalidade que ||u,|| > 0. Dai ao
dividirmos (2.19) por ||u,|| e usando que 27! — g~ > 0 obtemos um absurdo quando
n — oo. Logo (u,) é limitada.

Mostremos agora que a limitacdo de (u,) implica na existéncia de subsequéncia

convergente. Definindo Jy,J : H — R por
nla) = [ 19uP I = [ Fas)
Q Q

temos que I = 3Jo(u) — J(u). Assim, segue do Apéndice A.2 que I'(u) : H — H' &
dado por
I'(u)v =< u,v >p —/ f(z,u)v, Vv e H,
Q

onde < -,- >g denota o produto interno em H e
J (u)v = / flx,u)v.
Q

Além disso o operador J' é compacto (ver Apéndice A.2). Entdo e a menos de sub-

sequéncia

lim J'(u,) =v

n—oo
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Capitulo 2 2.2 Schechter-Zou

e como I'(u) = u — J'(u), segue que

lim u, = lim (I'(u,) + J' (u,)) = v

n—oo n—oo

Portanto w,, converge e consequentemente [ satisfaz (P95).. ]

Demonstracao do Teorema 2.3: De acordo com o Lema 2.2 uma das possibili-
dades abaixo ocorre:
(7) (P) possui uma solugado u # 0;

(71) para cada p > 0 suficientemente pequeno, existe a > 0 tal que
I(u) >, Yue Hlull=p.

Podemos supor que (ii) ocorre pois, caso contrario, o item (7) acima nos fornece uma
solu¢do nao nula para (P). Entao I satisfaz (I;). Observe que 1(0) = 0 e pelos lemas
2.4 e 2.5 o funcional I satisfaz (Iy) e (PS).. Portanto podemos aplicar o Teorema
1.4 para obtermos um ponto critico nao nulo de I, isto é, uma solucao nao trivial do

problema (P). ]

2.2 Schechter-Zou

Nesta secao vamos supor que f satisfaz

(SZ1) uniformemente para x € ) vale

F
lim (a;, ) = 00;
|s]—o0 S

(SZ2) existem p > 2 e ¢ > 0 tais que

pE(x,8) —sf(x,s) <c(s*+1), ¥ (z,5) € A xR,

(SZ3) existe m > N/2 e uma funcgao g € L™(Q2) tal que
F(z,s)

52

g(z) <

No que segue vamos provar o seguinte resultado devido a Schechter e Zou [SchZou2|:

, ¥ (z,5) € Q x R\{0}.

Teorema 2.6 Se f salisfaz (fo) — (f2) € (SZ1) — (SZ3), entdo o problema (P) tem

solugao fraca u # 0.
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Capitulo 2 2.2 Schechter-Zou

Como na se¢ao anterior, faremos uso dos lemas abaixo.

Lema 2.7 Se f satisfaz (SZ1) e (SZ3) entdo para todo p > 0 dado, existe e € H tal
que |le]] > p e I(e) < 0.

Demonstracao: Seja ¢; > 0 uma autofuncao associada ao primeiro autovalor do

problema (PA) definido na introdugao. Note que

2) el - [ Sl
t 2 o (1)

Observe que por (SZ3),

F(xv tgpl) 2
2 901
(ter)

pois g(z) € L™(Q) C LY(Q) e ¢; € C(Q). Dai, segue do Lema de Fatou que

F(x,t F(z,t
liminf/ (I’—ﬁl)@? z/hminf(x’—“;l)gpf.
= Jo o (tp1) o t= ()

Como ¢ > 0, entao tpq(z) — oo q.t.p em Q. Assim, de (SZ1) obtemos que

F(x,t F(x,t
liminf/ —(a:, il)tpf Z/liminf —(:17, il)gpf = 0.
t—oo Jo o (te1) q t—e  (tpr)

Portanto, dado p > 0, existe {y > 0 suficientemente grande tal que e = ¢y, satisfaz

> g(x)p] 2 h(x) € L'(9Q),

lel]| > pe I(e) <O. ]

Lema 2.8 Se f satisfaz (SZ1) — (SZ3) entao o funcional I satisfaz (PS). para todo
ceR.

Demonstracao: Seja (u,) C H uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢. Como
no Lema 2.5, é suficiente mostrar que (u,) € H é limitada. Suponha, por absurdo

que (u,) ndo seja limitada. Entdo, passando a subsequéncia se necessario, temos que

pn = |lun]| — o0. Sem perda de generalidade, podemos supor que p, > 0. Logo
podemos definir (u,) C H por
i (z) = o)
Pn
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Capitulo 2 2.2 Schechter-Zou

Entao ||u,| = 1 para todo n € N e a menos de subsequéncia,

u, — u fracamente em H,;
U, — u em L%(Q), para todo 1 < s < 2% (2.20)
un(z) — u(x) q.t.p em Q.

Uma vez que

temos

n—oo [q U

(2.21)

Seja 0 = {z € Q : u(zx) # 0} e observe que, como u,(x) = pyu,(x) € p, — 00,
segue de (2.20) que

|tn(2)] — 00 q.t.p em €.
Logo, usando (SZ1), concluimos que

F n) ~ ~
Mui =00, q.t.p em (2.22)

i

nie w2
Afirmacao: O conjunto Q & vazio.
Suponha o contréario. Entao de (SZ3), temos que

F
Q @ ur o u O\Q u

F n) .

lim guz = 0.

Mostremos agora que

Sejam > N/2 > 1 dado por (SZ3) e considere m’ = m/(m—1) seu expoente conjugado.
Note que 2m’ < 2*. De fato,

1 1
< —— — &2m < 2%,
2 om 7"
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Pela Desigualdade de Hélder, temos que

1 _2
m ;] 2m/
{/ ~|g|m} {/ ~|U’n|2m}
Q\Q Q\Q

~ 12
gl N[l 7 2mr e -

:3\
—
ol
Q
S
IA
S~
—
D
=)
S
SN
A

Como @, — 0 em L™ (Q\(2), segue que

lim guz = 0. (2.23)
. ~ 7 1 F(xaun)ﬁ T
Note que existe uma funcao h € L'(Q2) tal que ————=u; > h(z). De fato,

observando que
S S
Nj2 2x 0 2¢
e lembrando que m > N/2 entao existe m” < 2* tal que
R T |

m 2* m//

Dai, segue da desigualdade de Holder com expoentes m, m” e 2* que

/ ‘gﬂi — gu?
Q

< [ lolf, + @ - @
Q

< Aglmllwn + wllo-[[tn — @l

Assim, por (SZ3) e (2.20) temos que

lim / )gﬂi — gu?
n—oo Q

Logo, existe 1 € LY(Q) tal que |g(x)u?| < ¢(x). Assim, usando novamente (SZ3) e a

=0.

ultima desigualdade, temos

F(z,uy,) N ~
u—%ui > g(x)u, > —y(x) = h(x).
Entao, pela desigualdade acima, podemos aplicar o Lema de Fatou que juntamente
com (2.22) nos fornece
F n)~ F n . . F 9 n ) ~
liminf/ Mui > / lim inf M&% + hmmf/ ~ MUQ = 00,
Q Q\0
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Capitulo 2 2.2 Schechter-Zou

contradizendo (2.21). Portanto, Q = () e segue de (2.20) que
uw=0 q.t.p em €.

Dividindo I’(u,)u, por p2 obtemos

I/ n n n Y n) ~
Dnyun _ ) _ / Unf (@ un) g (2.24)
Pn Q U,
Observe que
r n)Un r n /
fm L)l g, Wl _ (2.25)
visto que (u,) ¢ uma sequéncia de Palais-Smale e p, = ||u,|| — 0o quando n — .

Assim, usando (2.25) e passando (2.24) ao limite, obtemos que,

i [ () (2.26)
n—oo o u2 n
Segue de (2.21) que
F(z, u,
t [ Al 2 (2.27)
Entao, combinando (2.21) com (2.26) obtemos
F n) — Yn y Un ) ~
lim [ <x’“)u2u f(x“)u;i:g_wo. (2.28)
n—oo [¢) n
Pela hipotese (SZ2)
un un
Assim,
F n) — Yn ) Un ) ~ . 1
limsupu (2, tn) 2u f(w,u >ui < thUPCMﬂQn
n— o0 uy, n—aoo n
. o, 1
= limsupc|u, +— ) =0,
n—oo Pn
ou seja,
F n) — Un y Un ) ~
limsup'u (, un) 2u fu >ui <0. (2.29)
n—o0 U,

Como 12 — u? em L'(2) e podemos supor que p, > 1 temos

IuF(iL’, Un) _2unf(x> Un) aZ < Cu%——;lﬁi = ﬁi +
Uy, Un,

< h,

1
n — On
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onde h € L'(Q). Dai, por (2.29) e pelo Lema de Fatou segue que

F n) — Wn y Wn ) ~ . F y Un) 7 Un y Un ) ~
limsup/ pF (@, un) — unf(2,u >Ui g/hmsup“ (@, un) — unf(z,u )ui <0,
Q Q

2
Upn

u2
n—00 n—00 n

o que contradiz (2.28). Portanto a sequéncia (u,,) é limitada. n

Demonstracao do Teorema 2.6: A prova é inteiramente andloga a apresentada

no Teorema 2.3, utilizando-se agora os Lemas 2.7 e 2.8. [

2.3 Costa-Magalhaes

Por fim, nesta se¢ao vamos supor que f satisfaz

(CM1) existe > A; tal que

lim inf &z,s)

|s|]—o0 S

> 03, Vxe

(CM?2) existem 1 > 0 e a > 0 tais que

i inf sf(x,s) —2F(x,s)

min S >a>0,Vrel

(CM3) existe ¢ € R tal que

F
lim sup (z, 5)

|s]—o0 ‘S|

<b<oo, Vze

O teorema abaixo ¢ devido a Costa e Magalhaes [CosMag].

Teorema 2.9 Se f satisfaz (fo) — (f2), (CM1), (CM2) e (CM3) compu > N/2(q—2)

entdo o problema (P) tem solu¢do fraca u # 0.
Facamos agora a prova dos lemas necessarios para provar o teorema acima.

Lema 2.10 Se f satisfaz (CM1) entdao, para todo p > 0 dado, ezxiste e € H tal que
lell > p e I(e) <0.

Demonstragao: Note que, dado € > 0, por (CM1) existe M > 0 tal que

F(x,8) > =(8—¢€)s*, Vo €Q,|s| > M. (2.30)

N | —
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Capitulo 2 2.8 Costa-Magalhaes

Pela continuidade de F' em Q x [—M, M], existe uma constante positiva &, tal que

F(x,s) > =(B—¢€)s* —k, V (r,5) € A x R.

DN | —

Dai,

1 1
I(u) < Sllull® = 5(8 = )lulz + k|- (2.31)

Seja ¢ € H uma autofuncao associada ao autovalor A\; e normalizada de modo que

HQOIH2 =1= /\1|Q01|%. Assim,
1 2
N |p1l5-

1
Substituindo a igualdade acima em (2.22) e avaliando I em t¢q, temos,

2 2 )
Iy < &= L-ale+He
B —¢€\t?
= 1— — . 2.32
(1-55)5 + ol (232

Diminuindo € se necessario for, podemos supor que A; < f—e¢, ou seja, 1—(5—e€) /A < 0.
Logo, dado p > 0, existe to > 0 suficientemente grande tal que e = typ; satisfaz ||e|| > p
e I(e) <O. m

Lema 2.11 Se f satisfaz (CM2) e (CM3) com @ > (N/2)(q — 2), entdo o funcional
I satisfaz (Cer). para todo ¢ € R.

Demonstragao: De (CM2), dado 0 < € < a, existe M > 0 tal que,
ay|s|F < sf(x,s) —2F(x,s), YV €Q,|s| > M.

onde a; = a—e. A continuidade de f e F em Q x [~M, M] nos garante que existe uma

constante ay > 0 tal que
ay|s|F —ag < sf(w,s) — 2F(x,s), V (z,s) € A x R. (2.33)

Seja agora (u,) € H uma seqiiéncia de Cerami no nivel ¢, isto é,

lim I(up) = ¢, lim (| (un)[|(1 + [Jun]]) =0,

n—oo
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mostremos que (u,) C H é limitada. Suponha o contrario. Entao, passando a uma

subsequéncia se necessario, temos que ||u,| — oo quando n — oo. De (2.33) temos

que
arunlE — a2l < /(unf(x, ) — 2F (2, un))
Q
= 2I(un) — I'(up)uy,
< 21T (un)| + 1 (wn) || 1] wn] ]
ou seja,

a1 |unly — a2|Qf < 201 (un)| + 17 (wn) | || (2.34)

Como (u,) é sequéncia de Cerami no nivel ¢, o lado direito da expressao acima é
limitado. Logo u, € LF(f2) e, além disso, a seqiiéncia (u,) é limitada em L#(Q), isto
é, |up|z < ki para alguma constante ky > 0.

A hipotese (CM3) e a continuidade F' nos fornecem constantes positivas d; e d,
tais que

F(z,s) < dy|s|?+do, ¥V (z,5) € Q xR, (2.35)

Assim, por (2.35) temos que,

1
5l = () = / (e, un) < dufunl? + do|€). (2.36)
Q

Como u,, € LF(Q) N L* () entdo, para algum ¢ € (0, 1), segue da desigualdade de
interpolagao (ver |Bre, pg. 194]) que,

] < Jua |5 o |17, (2.37)
Temos também que H — L? (). Entdo,
[tnlo? < Kol [ (2.38)
Observe que,
a0 < kg, I(uy) < ko (2.39)
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Capitulo 2 2.8 Costa-Magalhaes

Portanto, segue de (2.36)-(2.39) que,

1
Sllunll® < arfun|§ + az| + I (un)

IA

;q* u”’(ﬁl—t)q + CL2|Q| + ]{34

ai|uy,

< arkoksllun " + a2|Q + Eu,
ou seja,

1
§HunH2 S alkgkgHunth —+ GQ‘Q‘ + k4. (240)

Afirmacgao: tq < 2.

De fato, observe inicialmente que

11—t 1

TS
e portanto

tg = QZ(f:ﬁm

Por hipotese, @ > N/2(q — 1). Entao

a _ 2N(¢-2)
N-2~ (N-2

— E(2-2)>2(g-2)

— A2-2)<2@2-q

— 2(¢—m) <202 -n

— tg < 2.

Como tq < 2, podemos usar (2.40) para obter uma contradigdo, como feito no Lema
2.5. Logo (u,,) C H é limitada.

Observe agora que, como, |[I'(u,)||g/(1+ ||un||) — 0, entdo ||I'(u,) ||z — 0. Assim,
podemos usar a limitacdo de (u,) € o mesmo argumento da prova do Lema 2.5 para

concluir que (u,) possui subsequéncia convergente. |
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Capitulo 2 2.8 Costa-Magalhaes

Demonstracao do Teorema 2.9: Basta argumentar como no Teorema 2.3, usando
os Lemas 2.10 e 2.11. n

Observacao 2.12 Analisando a prova do Lema 2.11 percebe-se que o Teorema 2.9
continua vdlido se substituirmos a condi¢ao (CM2) por

(C/'M/Q) existem constantes a > 0 e 1 > 0 tais que

lim sup sf(x,s) = 2F(z, s) < —a<0.

|s]—o0 ‘S|H o
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Apéndice A

Neste apéndice apresentamos alguns resultados utilizado durante este trabalho, bem

como suas respectivas demonstracoes.

A.1 Campo Pseudo-Gradiente

Seja X um espago de Banach e I € C'(X,R). Dizemos que v € X é um vetor

pseudo-gradiente para [ em u € X se
loll < 20" (w)]lx e I'(u)o > [ I'(w)]%-

Um campo pseudo-gradiente para I em X é uma aplicacao V : X — X tal que
(a) V é localmente Lipschitziana;

(b) para cada u € X, V(u) é um vetor pseudo gradiente para I,
Lema A.1 Se I € C'(X,R) entdo existe um campo pseudo-gradiente para I em X.
Demonstracio: Dado u € X existe, por definicio, w € X tal que |[w|x =1 e
! 2 !/
Py > 21w

Entao z = 3||I'(u)||w é um vetor pseudo-gradiente para I em u. De fato,

3 3
121l = S () e llwll = SN (e < 201 (w)llx
e
! 3 / ! 3 ! 2 !/ !/ 2
I(u)z = S II W)l I (wpw > S ()l 17 @)l = 17wl

Pela continuidade de I’, existe uma vizinhaca N, de u tal que para todo v € N,
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Apéndice Campo Pseudo-Gradiente

')z 2 [I'0)l5 e 2l < 2(1'(v)]|x (A.L1)

Note que a familia N={N,} 5 ¢ uma cobertura aberta de X. Como X é um espago

métrico, entdo é paracompacto (cf. [Elo|). Logo, existe uma cobertura M={M)}ea

ue

de X’, aberta e localmente finita que refina N, isto é, para cada u € X existem indices
A,...; A\ € A e uma vizinhanca W, de u tal que W, N My # 0 com A\ € A, =
{A1,..., A\n}, ou seja, a intersec¢do citada ¢ ndo vazia apenas para um nuamero finito
de indices A. Além disso, para cada My € M existe N, € N tal que M, C N,. Seja
zy um vetor pseudo-gradiente para I em M,. Entdo z, = z satisfaz (A.1.1) para cada
u € M.

Seja agora dy(u) a distancia de u ao complemento de M,. Entao a fungao dy é

Lipschitiziana e além disso supp(dy) C M,. Defina
d(u)

> di(u)

keAn

fau) =

Observe que f, estd bem definida, pois para cada u € )?, Z dr(u) < oo e nao

keA,
nulo. Além disso como o refinamento é localmente finito, tem-se que, 0 < f,, < 1 e

para cada u € )N(,

> hw)=>" _hw (A.1.2)

Veriquemos agora que

¢ um campo pseudo-gradiente para I um X. Temos por (A.1.1) e (A.1.2) que

IVl <> ldaw) /> delw)

AEA k€An

IzIF < 2[1"(w) [ x, (A.1.3)

e novamente de (A.1.1) segue que

I'(w)V(u) = I’(U)Zf,\(u)z,\

AEA

= _Zf)\ N (w) || x I’ (w)w

A€A

> ()%
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ou seja,
I'(w)V(u) > [[I'(uw)]|%- (A.1.4)

Portando segue de (A.1.3) e (A.1.4) que V é um vetor pseudo-gradiente para I em X.
Resta mostrarmos que V' é localmente Lipschitziana. Para isso, basta observar que V' é
uma soma finita de funcoes localmente Lipschitzianas, visto que a cobertura M de X é
um refinamento localmente finito de N e as fungoes dy sao localmente Lipschitzianas.

Portanto V' é um campo pseudo-gradiente para I em X. [

A.2 Funcionais Diferenciaveis

O foco desta se¢do é provar a regularidade C'(H} (), R) do funcional I = Jy — J

onde Jy, J : H}(2) — R sdo definidos respectivamente por

H) = [ 1Va* e 3 = [ P,

com F(z,s) = [ f(z,t)dt e a funcio f: Q@ x R — R satisfazendo propriedades que
serao introduzidas no decorrer do texto. Além disso, veremos que J tem por diferencial

o operador
J (u)v = / f(z,u)v, Yve Hy(Q).
Q

Em se tratando de norma, é facil ver que na verdade Jy € C*(H;(2),R). Entao, com
respeito a regularidade de I, iremos apenas nos atentar ao operador J definido acima.

No que segue, temos como referéncia o livro [Sch].

Lema A.2 Sejam Q um dominio limitado, f € C(QxR,R), r,¢>1,a>0eb >0
tais que
|f(z,s)| <a+bls|s, V¥ (z,5) € QA xR,

Entao o operador B : L"(Q) — L4(Q)) dado por

€ continuo e limitado.
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Demonstracao: Seja (u,) uma sequéncia em L"(Q2) tal que u,, — u € L"(Q2). Entao
a menos de subseqiiéncia,

up(z) — u(z) q.t.p em €.

Além disso, como u,, — u em L"(Q) e Q é limitado,
lun (z)] < h(z) € L™(Q) C LY(9Q).
Por hipotese, temos que

[f (@ un) = flz,w)[" < (1 (@, un)| + [ f (2, u)])?

IA

2771 (| f (@, wa)|” + | £ (2, u)]7)

q q
2q—1{<a+b|un12> + <a+byu|2> }

2q_1[2q_1(aq + b9, |") + 297 (a? + b |ul")]

IA

IN

< et eafun]" + [ul"),

onde ¢ = 221 gd e Co = 22(a—1)pa
Observando que u,u, € L'Y(Q) e que u,(xr) — u(x) q.t.p em , podemos usar o

Teorema da Convergéncia Dominada para obtermos,

lim [B(u,) — Bw)|? = lim [ |B(u,)— B(u)*

n—oo n—oo QO

= lim [ [f(z,un(z)) = f(2,u(z))|" =0,

n—oo Q

mostrando que B é um operador continuo.

Tomando u € L"(2) com |u|, = 1, temos

B! = / F(ulz))]f

< [ (a+but)le)’
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< 2 [ @ e pluo))
Q
= 29719|Q] + 2771 u|h = 27 1a?| Q| + 27717,
Portando B é limitado e a demonstracao estd completa. [

Dados 71,79, ¢q1,q2 > 1, sejam
Yi=L""(Q)NL?(Q) e Y= L"(Q)+ L=2(Q).
Pode-se mostrar (cf. [Ada|) que X é um espaco vetorial com norma
[uolls, = nf{{lurflg, + lluzllg - u = ur +uz, uy € L"(Q), up € L= ()}
Lema A.3 Sejam Q um dominio limitado, f € C(Q x R,R) e a,b > 0 tais que
f(z,s)] < als|m +bls|@ , ¥ (z,5) € A xR,

e defina o operador B : X1 — Y5 por

Entao B = By + By onde B; é uma aplica¢ao continua e limitada de L™ em L% para

1 =1,2. Em particular, B € uma aplicacao continua e limitada de 1 em Y.

Demonstragao: Seja £ € C(R, [0, 1]) tal que

(1 se[-1/2,1/2)
(s) = { 0, R\(—2,2),

e defina g : Q x [—-1/2,1/2] — R por

g(ZL’, 3) = S(S)f(xa 8)7

e ainda h : Q x (R\(-2,2)) — R por

W, s) = (1= &(s))f(x,s).
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Sem perda de generalidade, suponha que r1/¢; < r3/gs. Usando a defini¢ao de &,

temos que

lg(z,s)| = [f(z,)]

r r2
als|® + bfs| %

N r2
ca Il 41517

1
S C4|5|q1a

IN

IN

onde ¢4 = 2¢3 = 2max{a, b}. Analogamente temos que
Ih(z, 5)| < cals]7.
Definindo as aplicacoes

By: I(Q) — L%(Q) , Bi(u) = g(x, u(x))

By : L™(Q) — L2(Q) , Bs(u) = h(z,u(z)),

segue do Lema A.2 que By e B, sao aplicacoes continuas e limitadas. Além disso, como
ug = (B1 + By)(u) = Bi(u) + Ba(u) = uy + ug,

onde u; € L%(Q) e ug € L?(Q), entdo B = By + Bo. m

Teorema A.4 Seja Q C RY um dominio limitado e suponha que f € C(Q x R,R) e

que existam constantes r,q >0 e a,b > 0 lais que
|[f(z,8)] < als|" +b]s|*, ¥ (z,5) € AxR,
e que as imersoes abairo sejam conlinuas
Hy(Q) — L™H(Q), Hy(Q) — L(Q).

Entao o funcional
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onde F(x,u) = / f(x, s)ds satisfaz
0

J e CHHF(Q),R) , J'(u)v = /ﬂf(x,u)v , YV oue H Q).

Além disso, se as imersoes acima forem compactas, entao J' : HY(Q) — HY(Q) ¢

compacto.

Demonstragao: Como H}(Q) — L™(Q) e H}(Q) — LI (), existem constantes

c1, co > 0 tais que
Julr1 < crflull, Julgrr < caflull, V u € Hy(52). (A.2.1)
Para u,v € X fixos, considere v € C(R, [0, 1]) e defina a fungao
9(v(s)) = f(z, u+(s)v)v.
Por hipotese e pela Desigualdade de Young com %, r+1le %1’ q+ 1, temos

g < Aafu+y0l" + blu+yv|*}Ho|

a
r+1

b
{rlu o™ 4 ol ™) 4 {glu ol ol

ou seja,

a
r+1

T T b
lg(7)| < {rlu -+~ + o] ™"} + m{qlu + 0|7+ ot (A2.2)

Observe que

a r+1 Ty < o7 r { r+1 r+1 7"+1} a Tl (A 93
ol ol o < a2 L R el (42,9
e

b q

—{glu + | + ol < B2 {uq+1+ ’Hlv‘”'l}—i——vqﬂ. A24
Lt ol ol < 020 {4l (a2

Agora, usando que 7(s) € [0,1] em (A.2.3) e (A.2.4), tomando

c3 = maxy a2" ! , 021 q ,
r+1 g+1
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e substituindo em (A.2.2), obtemos

(0] < e (Jul™ ol ™+ [u]#* + [o]7*1).

Como € ¢ limitado, entao L™(Q) C LY(Q) e LIT(Q) C LY(Q).

Assim, pela

desigualdade acima, g(v) é limitada por uma funcao integravel, o que nos permitira

utilizar mais adiante o Teorema da Convergéncia Dominada.

Fixando z € €2, podemos supor sem perda de generalidade, que u(x) <

Defina a fungdo & : [u,u + tv] — R por,

£(s) = F(z,s).

Note que & é continua e derivavel em (u,u + tv) com £'(s) = f(x,s).

Teorema Valor Médio, existe 6 € (0, 1) tal que,
E(u+tv) — &(u) = & (u+ 0tv)(tv),

ou seja,
F(z,u+tv) — F(u)
t
Dai, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que,
J(u+tv) — J(u) F(z,u+tv) — F(u)

lim = lim
t—0 t t—0 Jq t

= f(z,u+ 6tv)v.

= lim/f(:p,u—l—etv)v
Q

t—0

= lim : g(61)

_ /Q Fz, u)o.

T,: H}(Q) — R
v b /Qf(a:,u)v

Counsideremos o funcional

e mostremos que T, € H}(Q2)'. Para tanto, tome vy, vy € Hg (). Entao,
Tu(v1 + 1) = / f(z,u)(vy + vg)
Q

52
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— /Q(f(x,u)vl + f(z,u)ve)

— /Qf(:z,u)vﬁ-/gf(%u)W

= Tu(v1) + Tu(ve).

Observe que,

()] < / )l
< / (alul” + Blul?) o
— a / ful o] + b / ul7]o],

Tu(v)] < a fq ul"[o] +b fq [ul?|v] (A.2.5)

isto é

Note também que, pela Desigualdade de Hélder com expoentes %, r+1le %,

q + 1, obtemos as seguintes desigualdades:

/\U|ryv| < {/Q|u’r+1} {/QMTH} - \U|:+1|U|r+1 (A.2.6)
Q
Jrattor { a7 e <l a20)

Por (A.2.1), existem constantes positivas c3 e ¢4 de modo a fazer com que as desi-

gualdades (A.2.6) e (A.2.7) se expressem como segue,

/Q " fol < esllul" o]l (A.2.8)

/QIUWUI < caffull*fol], (A.2.9)
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mostrando que
Tu(v)] < csllvll, ¥ v e Hy(Q).

Logo T, é continuo. Desse modo, concluimos que T' € H(Q2) e J'(u) = T,. Portanto
existe a derivada de Gateaux.
Mostremos agora que J'(u) é continua em u. Para isso, considere a sequéncia

(up,) € X C L™HQ) N LI(Q) tal que u,, — u € X e defina a aplicagao

r+1 q+1
T

B L'Y(Q) N LHYQ) — L5F(Q) + L (Q)

por, B(u) := f(x,u). Segue do Lema A.3 que B = By + By, onde

r+1 qg+1

By :L'"(Q) — L+ (Q), By: L"YQ) — L v (Q)

sao aplicagoes continuas e limitadas. Note que,

(D J (un) = DJ(u))o| = /Q(f(xyun) = f(z,u))v

= | [ (B = By

< / B () — Ba(u)[o] + / By () — Ba(u).

Usando (A.2.1) e a Desigualdade de Holder como anteriormente, obtemos da desigual-

dade acima que

|(J'(wn) = J'(@))o| < |Bi(un) = Bi(u)]zs1[v]rsr + | Ba(un) = |Ba(w)]azi[v]g4a

< ol {1Bi(un) = Bi(w)loss + [Ba(un) — | By(w) s |
Fazendo n — oo na concluimos que

lim |(J'(u,) — J'(u))v| =0,

pois
Bi(un) — Bi(u) , Ba(un) — Ba(u)

em L' (Q) e L%(Q) respectivamente. Como

lmwaw—wa%mw:mnamKJWM—JWWAZQ

n—oo n—oo HUH7£O ||'U”
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podemos concluir que J'(u) ¢ de fato continua em u. Portanto J € C'(HJ(Q2),R).
Resta mostrarmos que se as imersoes do enunciado sao compactas, entao J' é com-

pacto. Suponha que tais imersoes sejam compactas. Entao, se (u,) C HI() é uma

sequéncia limitada, a menos de uma subsequéncia, u, — u em L"T(Q) e LIT1(Q).

Entao,
Bi(un) — Bi(u) em L'+ (Q) e By(u,) — By(u) em qui(Q) (A.2.10)

Como J'(u) = DJ(u), podemos usar (A.2.10) e concluir com um argumento analogo

ao feito anteriormente que J'(u,) — J'(u). m

Finalizamos esta segao com a seguinte proposigao.

Proposicdo A.5 Suponha que f: Q x R — R satisfaz

(fO) f € 0(57 R);
(f1) existem constantes ¢y > 0, co > 0 e p € [2,2%) tais que

|f(z,8)| <ci+cals]P™h, WV (2,5) € Q x R.

Entao o funcional I : H} () — R definido por

I(u):%/Q|Vu|2—/QF(x,u)

Demonstracao: Considerando o funcional

¢ de classe C".

Jo : H&(Q) — R
1
U — —/|Vu|2,
2 Ja

temos que I’ = J) — J'. Como Jy € C*(H}(Q),R). Dai pelo Teorema A.4 podemos
concluir que o funcional I, é tal que I € C1(X,R) e

I'(u)v:/Vqu—/f(a:,u)v, YV u,v € H.
0 Q

%)
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A.3 Regularidade de Solucao

Nesta secao vamos provar que sob certas condicoes as solugoes fracas do problema

(P) abaixo sao classicas. Mais especificamente provaremos a
Proposicdo A.6 Suponha que f:Q x R — R satisfaz

(fo) f € Hélder continua;

(f1) existem constantes ¢y > 0, co > 0 tais que
If(z,8)] <ci+eals|* 7, VW (2,8) € A xR
Suponha ainda que u € Hy(Q) € solugao fraca de

—Au = f(z,u), z€Q
(P)
u = 0, x € 01,

Entdo u € solugdo cldssica, ou seja, u € C*(Q) N C°(Q).

Para provar a Proposicao acima vamos usar o seguinte resultado devido a Brezis e
Kato |Brekat|.

Lema A.7 (Brezis-Kato) Seja Q@ C RY (N > 3) um dominio limitado e suave e

f: QxR — R uma funcao continua tal que

|f (2, u(z))] < a(z)(1 + Ju(z)])
coma € L2 (Q). Seue Hi () € solugio fraca do problema

{—Au = f(z,u), z€Q

(P)
u = 0, x € 09,
entdo uw € L1(S2) para todo ¢ > 1.

Assumindo o lema acima como verdadeiro, podemos provar a Proposicao A.6 como

segue.

Demonstracdo da Proposicdo A.6: Seja u € Hj(Q) solugao fraca de (P). Entao

u é solucao fraca do problema

(P), {—Au — a@)(1+]u]), reQ

u = 0, x € 01,
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onde a(z) = f(z,u(x))/(1 + [u(z)]). Observe que de (f;)

2*—1

|[f (@, ul@))] _ e+ cafu(z)
Lt fu(z)] = 1+ Ju(z)]

/|a|2v §/<01+62|u|2*_2> g/(c3+c4|u|2*> gcg|9|+c4/ Juf>"
Q Q Q Q

Dai, podemos usar imersao de Sobolev para concluir que a € L%(Q) Logo, segue do
Lema A.7 que u € L%(Q) para todo ¢ > 1.

Usando a desigualdade de Holder com expoentes 5 e seu conjugado, digamos r,

/|f(x’“)|q < 2q_1/<c(f+c%|u|q(2*—1)>
@ Q

— B9k [ ap
Q

< 1 + colu(x)]* 2

la(z)| =

Assim

obtemos de (fl) que

S k?g + ]{32|Q|T|U’g(2*_l)

= ks+ k4|u]g(2*_1) < 00,

mostrando que f € L9(Q2) para todo ¢ > 1. Dai, pela Desigualdade de Calderon-
Zygmund (ver [GilTru] Teoremas 9.11 e 9.13), segue que v € W%%(Q) para todo ¢ > 1.
Como W24(Q) — C*™(Q), para ¢ > N e 0 < m < 1 — N/q, concluimos que u €
Ctm(Q).

Para z,y € Q) temos

F @) = flyu@)] < k@) - @ uw))’
< allz = gl + Ju() - u(y)))?
< ka(lz =yl + Ju(@) - u(y)?)
< k‘z(|f —y|° + ks|z — |mﬁ>

Assim, se x # v,
|f (2, u(z)) — fly, uly))]

|z — y|™?

S k’2<|fL’ — y|ﬁ(1—m) + k’g)
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B(1—m)
< k(swle—yl)  +h
TH#Y
B(1—m)
< ko (diam(Q)) + ky = ks < 00,

visto que € é limitado. Portanto f € C%™5(Q). Segue entdo pelas estimativas de
Schauder (cf. [GilTru] Teoremas 6.2 e 6.6) que u € C?(Q)NC°(2), conforme queriamos.

Facamos agora a prova do Lema A.7. A demonstracao apresentada pode ser encontrada
no livro |Brekat|.

Demonstracao do Lema A.7: Como u ¢ solucao fraca do problema (P), temos que

/VUVU = / f(z,u)v, ¥ v e Hy(Q).
Q Q
Dados s > 0e R > 1 e sejam
ms,r = min{|u(z)|*, R} e mos e = min{|u(z)*, R*},
e defina v = v,  por,

v(z) = u(z)mas ge.

Como u € H}(2) e mag e ¢ limitada, podemos utilizar a regra da derivada do
produto e obter,

Vo(z) = mas g2 Vu(x) + 2(z)

onde
2s|u(z)[*Vu(z), 0<|u(@)]® <R
z(x) =
0, lu(x)|* > R.
Logo
/VUVU = /m2$7R2|Vu|2 + 23/ |u|®* | Vul?
Q Q {|ul*<R}
< [ alt+ fulufma. e
Q
isto é

/VUVU < / a(1l + |ul)|u|mes g2 (A.3.1)
0 0
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Observe agora que,

ou seja

V(msru(z)) = merVu(z)+ su(z)’|u(@) " *Vu(@) X jus:<ry

= mgrVu(z) + slu(@)]*Vu(z) X {jus<r}

V(mspu(z)) = mg gVu(x) + slu(x)|*Vu(x) X (jup<r)» (A.3.2)

em que Y4 denota a funcio caracteristica do conjunto A C RV, isto ¢é,

(2) 1, z€A
€Tr) =
. 0, z¢ A

Portanto, fazendo ¢; = ¢1(s) = 1 + s/2, segue de (A.3.2) que

/]V(mszu)F < /m287R2|Vu|2+82/ |u|?* | Vu|?
Q Q {|u|*<R}

< [mlVepazs [ e [ v
Q {lul*<R} {lul*<R}
_ /m237R2|Vu|2+2561/ 2 | Vuf?
Q {|u|s<R}
S
< [ manlVuP 45 [ mel Vol s 2se [ v
0 2 Jq {Jul*<R}

= cl/mQSsz]VuP%—Qscl/ |u|** | Vul?
Q {lul*<R}

— cl{/m237R2|Vu|2+25/ |u|25|Vu|2}
0 {Jul*<R}

(A.3.1)

< cl/a(m)(l + |u|)|u|mas g2
Q

Afirmacao 1: (1 + |u(x)|)|u(x)|maosre < 24 2|u(x)[*mas g
De fato, se |u(z)| < 1, entao, |u(z)| < |u(z)]® e

(1 + |u(z)|)|u(x)|mas gz < 2]u(x)|2m25732 <2+ 2|u(:r:)|2m23132.
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Por outro lado, se |u(z)] > 1, entdo mo, gz = |u(z)]** (R>1) e

(14 [u(@))u(@)|mos re = |u(@)** + |u(z)|*mas, g
< 1 [u(@) g, e

< 24 2|u(x)|2m28,32.

Usando a afirmacao acima, a hipotese de que a € L> (Q) e a desigualdade de Holder

N N
com expoentes 5 € y—, obtemos que

/]V(ms,pbu)]2 < 01/a(2+2]u|2m25732)
Q Q

= 201/a+201/a|u|2m257R2
Q Q

< 201|Q|NN2|C‘|1§4'201/a|u|2m2s,1%2
0

= ¢y +2¢ / a\u|2m25732,
Q
ou ainda
/ |V (ms gu)|* < cp + 2¢4 / alu|*mas gz, (A.3.3)
Q Q

onde ¢ = ¢o(s, \a]%, N, Q).
Suponha que u € L2G+D(Q). Para M > 0, temos de (A.3.3) que

/]V(m&Ru)]Q < 02—1—201/ a]u\ngs,szLQCl/ alu|*mas, pe
Q {a<M} {a>M}

< ¢+ 200 M ‘u|2m23,R2 + 261/ CL|u|27nzszQ‘
{a<M} {a>M}

Note que, se mo, g2 = |u(x)|?*, entdo

/ I / P < oo,
{a<M} Q

/ \u]ngsﬂz < RQ/ \u|2 < 0,
{a<M} Q
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pois

0<s=1<s+1=2<2s+1) = |u]* < [u)?*H) = / lu? < / 26D < oo
Q Q

Logo, existe uma constante c3 = c3(|u|as41), M), tal que

/ IV(magu)> < e+ 2Meycs —|—201/ alul*mas g
Q {a=M}

< ¢ +201/ a|u\2m28,pg,
{a>M}
isto é,
/ IV (ms pu)|® < cq + 201/ alu|*mas ge, (A.3.4)
Q {a>M}

onde ¢4 = c4(s, N, ]a\%, Q, |ula(s+1), M). Agora, fazendo

o = { /{ . ol

e usando novamente a desigualdade de Hélder com expoentes 5 e 5, (A.3.4) nos

BN

fornece a desigualdade abaixo,

/ \V(msﬁuﬂ2 < cy+ 2016(M){/ |ms ru 2*} ) (A.3.5)
Q Q

Afirmacao 2: Existe uma constante c¢g dependendo apenas de N e (2 tal que,

N—-2

N
{ / — } < ¢ / 1V (o).
Q 9]

Para verificarmos isso, observemos inicialmente que sendo 2 um dominio limitado, a
imersdo de Sobolev H}(2) — L?" (), garante a existéncia de uma constante positiva
cs = c5(N, Q) de modo que

L
2

1
{ / |mS,Ru|2*} 305{ / |V(ms,Ru>|2} |
Q Q
%
{/\ms,RUF*} Scb‘/|v(ms,RU)|27
Q Q
1

6

ou ainda,
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onde cg = cZ. Logo, usando a Afirmagio 2 em (A.3.5), obtemos que
/ IV (msgu)|?* < cq + 261C6€(M)/ |V (m,qu) .
Q Q

Como a € L= (), entdo e(M) — 0 quando n — oo. Logo, podemos escolher M > 0
suficientemente grande de modo que 2¢;c6¢(M) < 1/2. Dai, segue da desigualdade

acima que
/ |V (ms gu)|* < 2c4.
Q

Agora, usando a Afirmacao 2 e a desigualdade acima, temos que

N—-2
N
{[imend} ™ < co [ 190maml? < 21 = cr = crls, M.l . e, M),
Q Q

Observe que c; nao depende de L, entao podemos fazer L — oo e usar o Teorema

da Convergéncia Dominada para obter,

mostrando que u € Lz(sﬂ)%(ﬁ).
Desse modo
we LXH(Q) = u e L2V (Q)

com % > 1. Fazendo o passo inicial s = sy = 0 e iterando o processo, obtemos que
u € L9(Q2) para todo ¢ > 1. =
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