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Resumo

Determinacao da deformacao dinAmica de uma viga de Euler-Bernoulli através

da SFRF pelo método do elemento espectral.

Autor: Thiago Pereira e Silva
Orientadora: Dra. Marcela Rodrigues Machado, Univ (ENM/ UnB)
Programa de P6s Graduacao em Integridade Estrutural e Materiais

Brasilia, 18 de margo de 2019

No desenvolvimento de produtos, estruturas e maquinas o conhecimento do com-
portamento dindmico é primordial. Na tentativa de verificar as propriedades dindmicas
do sistema sao realizados testes numeéricos ou experimentais. Nos experimentos e simula-
¢oes, a avaliacdo da resposta do elemento estrutural é realizada em funcao da frequéncia
de excitagdo. Em alguns casos, como no fenémeno da fadiga, a deformacgao dinamica
estd diretamente ligada a falha, criando a necessidade de se ter uma resposta direta
em deformacao. A andlise modal tedrica e experimental de deformacao é a técnica mais
utilizada para a obtencao da deformacao, porém para tal é necessario a estimagao tanto do
modos de deslocamentos quanto da deformacao. Neste trabalho, a deformagao dindmica
de uma viga de Euler-Bernoulli é obtida diretamente através do método do elemento
espectral (SEM). Os resultados sao gerados através de uma fungao resposta em frequéncia
da deformacao (SFRF) onde as propriedades dindmicas sao verificadas. As caracteristicas
mecanicas da viga sao utilizadas para correlacionar o deslocamento com a deformacao,
sendo implementada dentro da solucao da equagao da onda do elemento na montagem
da matriz de rigidez dindmica. Os resultados obtidos sao validados comparando-os com
um estudo presente na literatura e com dados experimentais. Um elemento com trinca é
avaliado para verificar a variacao da resposta em deformacao em func¢ao do tamanho e da
posicao da trinca. A teoria apresentada se mostrou eficiente tanto na baixa quanto em

altas frequéncias.

Palavras chave: Deformagao dindmica; Método do elemento espectral; Anélise Modal
da Deformacao; Srain FRF.



Abstract

DYNAMIC STRAIN OF A EULER-BERNOULLI BEAM STRAIN USING
THE SPECTRAL ELEMENT METHOD

Author: Thiago Pereira e Silva
Supervisor: Dra. Marcela Rodrigues Machado, Univ (ENM/ UnB)
Master in Mechanical Sciences

Brasilia, 2019

In the structures, machines and products designed, the dynamic behaviour kno-
wledge is fundamental. Thus, computational simulations and /experimental tests are realised
in an attempt to verify the dynamic properties of the system. In the experimental and
simulations tests, the dynamic analyses are performed in function of the excitation fre-
quency, and the displacements. In some cases, i.e. in fatigue tests, the dynamic strain is an
essential parameter to be estimated. In the literature, the obtention of the dynamic strain
is based on the theoretical and experimental modal analysis. In this work, the dynamic
deformation of a Euler-Bernoulli beam is obtained directly through the spectral element
(SEM) method. The results are generated by the strain frequency response function (SFRF)
where the dynamic properties are verified. The mechanical beam characteristics are used
to correlate the displacement and the strain, being implemented inner of an element wave
solution in the dynamic stiffness matrix assemble. The obtained results are validated by
comparing them with a study present in the literature and with experimental data. A
cracked element is evaluated to verify the strain response in function of the crack size and

position. The theory presented was efficient in both low and high frequencies.

Key-words: Dynamic Strain; Spectral Element Method; Strain Modal Analysis; Strain
FREF.
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1 Introducao

No desenvolvimento de um projeto mecénico devem ser consideradas além das
cargas estaticas, as solicitagoes dindmicas em que o produto, maquina ou estrutura estara
exposta. O comportamento dinamico de cada elemento é dependente das cargas, condi¢oes
de contorno, de suas propriedades geométricas e mecanicas. Assim, é imprescindivel um
estudo dinamico na fase de projeto para evitar que vibragoes excessivas gerem problemas

estruturais e a reducao da vida til do sistema.

Estudos desenvolvidos visando a analise do comportamento dindmico estrutural,
abordando desde de elementos estruturais simples, tais como viga, barra e eixo (DOYLE,
1997)(KRAWCZUK et al., 2006), a elementos mais elaborados, como vigas de materiais
compositos, materiais inteligentes (smart materials)(LEE, 2004)(GOPALAKRISHNAN et
al., 2005), estruturas, maquinas, dentre outros. Com o conhecimento do comportamento
dindmico, é possivel verificar alteracoes de resposta ao se inserir ou identificar um dano
no elemento, inclusive propriedades relacionadas ao fendémeno da fadiga. Tais variagoes
sao estudadas com o intuito de se entender o comportamento de um elemento com a
presencga de um dano (KRAWCZUK et al., 2003), levando assim a agdes rotineiras como
a 0 monitoramento da estrutura ou sistema, minimizando falhas repentinas ou colapsos

estruturais repentinos.

Métodos matematicos tem sido desenvolvidos para se realizar o estudo da resposta
dinamica dos elementos, permitindo estudar o comportamento sem a necessidade de testes
experimentais destrutivos ou nao destrutivos (GOPALAKRISHNAN et al., 2005). Como o
estudo analitico se torna dispendioso com o aumento da complexidade da analise, métodos
de aproximacgao sao implementados e melhorados, tais como, o método dos elementos
finitos (FEM), método dos elementos de contorno (BEM).

Dentre os métodos citados, o FEM e analise modal, vém sendo utilizados comumente
para estudos voltados a analise dinamica, em alguns casos, um em jun¢ao com o outro.

Tais métodos sao utilizados por sua eficiéncia e assertividade nas respostas.

Existem algumas limitagoes quanto ao uso do FEM em estudos vibracionais, um
deles é a perda de precisao em alta frequéncia. Neste caso, o SEM, que é um método
oriundo do estudo da propagacao de ondas, se destaca dos demais com uma alta precisao

nas respostas em altas frequéncias de trabalho.



O SEM possibilita a andlise do comportamento dindmico do elemento estudado
através da funcao de resposta em frequéncia-FRF, que pode ser entendida como a razao de
amplitude e atraso de fase da resposta de um sistema para uma dada excitagdo harmonica. A
partir da FRF podem ser extraidas as frequéncias de ressonancia e naturais e amortecimento.
Com proveito a estas qualidades, o presente trabalho objetiva-se em formular uma fungao
de resposta em frequéncia da deformacao (SFRF- strain FRF), onde as propriedades
dindmicas sdo extraidas diretamente da resposta em deformagcao. Tal proposicao se deve a
necessidade de se verificar o comportamento dinamico em estudos diretamente ligados a

deformacao, por exemplo, o estudo vibracional da fadiga nos materiais.

O estudo do comportamento da deformacao dindmica de materiais através de
sua formulagao matematica, neste caso via SEM, é complementado com a realizacao de
experimentos com extragao de dados diretamente em deformacao. O strain gauge é o
principal sensor utilizado na medida de deformacao, seja ela estatica ou dinamica. Sua
utilizacao tem como vantagem o seu baixo peso em funcao dos demais sensores, permitindo
medidas em frequéncias relativamente (acima de 20kHz) altas sem a necessidade de
incorporar sua massa ao estudo (ROVSCEK et al., 2013). Assim, a medida direta da
deformacao dindmica utilizando o SEM pode ser uma ferramenta de auxilio, servindo

como parametro a realizacao de experimentos.

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é propor um método de estimacao da deformacao
dindmica de uma viga de Euler-Bernoulli através das SFRF utilizando o elemento espectral.

Dentro deste podemos salientar os objetivos especificos tais quais:

e Formular a deformacao dindmica de um viga sem dano através do elemento

espectral.

e Formular a resposta dindmica da viga e validar a teoria proposta com trabalhos

presentes na literatura e experimentalmente.

e Implementar a deformacao dinamica de um elemento espectral de viga com uma

trinca nao propagante;

1.2 Organizacao do trabalho

O presente trabalho esta organizado em seis capitulos. No capitulo 2 é realizada
uma revisao bibliografica, abordando os principais trabalhos e os campos trabalhados na
area do tema abordado. Inicialmente abordando um contexto historico, passando pelos
principais trabalhos e por fim as atualidades. No capitulo 3 é feita a formulacao do

método do elemento espectral (SEM) para um elemento estrutural geral inicialmente,



depois é formulado o elemento espectral para uma viga de Euler-Bernoulli, e por fim uma
viga com trinca nao propagante e tratada. A analise modal tedrica é fundamentada no
capitulo 4, com o intuito de demonstrar a base tedrica utilizada pelo método que é usado
como validagao da formulagdo proposta via SEM. Ja no capitulo 5 sao demonstrados
os resultados obtidos com a simulagdo numérica da deformacao de uma viga via SEM.
Os resultados obtidos sdo comparados com um trabalho encontrado na bibliografia, com
mesmos parametros e caracteristicas. No final do capitulo 5 é feita uma comparacao dos
resultados numéricos com um experimento realizado. Finalizando, o capitulo 6 contém
as conclusoes do trabalho e as sugestoes para a continuidade do tema tratado nessa

dissertacao.

1.3 Metodologia

A formulagao da deformacao dindmica da viga de Euler-Bernoulli é realizada via
SEM, iniciando-se pela modelagem do elemento estrutural a ser estudado Fig.[1.1]. O
primeiro passo realizado é o equacionamento matematico da resposta em funcao de uma
solicitacdo externa variante no tempo, chegando a equacao da onda da estrutura. A partir
da equacgao da onda, é possivel utilizar os varios métodos citados anteriormente para
realizar a analise dindmica do elemento. O segundo passo é fazer a transicao do dominio
do tempo para o dominio da frequéncia, chegando ao final desta etapa na andlise espectral.
Com as propriedades espectrais ja definidas, a terceira parte é formular a matriz de rigidez
global a partir dos graus de liberdade, cargas externas, esforcos internos e condi¢oes
de contorno. Com a matriz de rigidez global, é possivel gerar a FRF do elemento a ser

estudado através da relacao energética entre a forca e o deslocamento.

Para realizar a transferéncia da resposta em deslocamento para a deformacao
¢ necessario buscar parametros na mecéanica dos materiais, onde sao correlacionados
o deslocamento e a deformacgao. Tais parametros sao aplicados na segunda parte da
formulagao do SEM para deslocamento. A partir deste ponto, a montagem da matriz de
rigidez se da ja com a analise em funcao da deformacao, chegando assim a funcao resposta
em frequéncia da deformacao, ou em inglés, SFRF. A esquematizagdo da formulagao é
dada na (Figura 1.1)

Dada a teoria, ¢ realizada a validagao experimental utilizando respostas encontradas
no trabalho do (SANTOS et al., 2015) e através de dados oriundos de experimentos
realizados no Laboratory of Mechanic of Normandy (LMN) - INSA de Rouen. Para
correlacionar o estudo ao estudo de elementos danificados é feita uma analise de uma viga

com uma trinca nao propagante.
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Figura 1.1 — Esquema mostrando a formulacao da FRF e da SFRF via SEM

1.4 Contribuicoes

1.4.1 Proposicao da resposta dindmica diretamente em deformacao através
da SFRF

O presente trabalho propoe a determinacao da deformacao dindmica utilizando o
SEM. Tal abordagem podera ser utilizada como uma ferramenta para estudos voltados
a integridade estrutural, com proveito a determinagao direta da deformacado dinamica
via SEM através da SFRF. O método também serd util em estudos do comportamento

dindmico da deformacao.

1.4.2 Andlise através da deformacao dinamica de um elemento de viga de

Euler-Bernoulli com a presenca de trinca

Realizagdo da andlise de uma viga com a presenca de trinca utilizando o SEM
através da SFRF. Verificagao do comportamento dindmico do elemento com a presenca
de uma trinca, observando a resposta em funcao do tamanho e da posi¢cao da trinca. Tal

analise pode ser aproveitada em estudos correlacionados a fadiga, utilizando as SFRFs.



A abordagem ao elemento trincado neste trabalho é somente com referéncia a
uma trinca de tamanho e posicao conhecidas, nao sendo utilizados quaisquer métodos de
deteccao ou identificacdo de trincas. Assim, fica em aberto para trabalhos futuros o uso
da formulacgao realizada neste trabalho como ferramenta para abordagens mais especificas

envolvendo um elemento trincado.



2 Revisao Bibliografica

A histéria da analise espectral, que também é conhecida como andlise de Fourier ou
analise no dominio da frequéncia, comegou como o trabalho pioneiro "Theorie analytique
de la chaleur" traduzida como "A teoria analitica do calor'publicada em 1822 por Joseph
Fourier. Ele mostrou como uma infinita série de fung¢oes senos e cossenos podem ser usadas
para analisar a condugao de calor em sélidos. Devido a desconfianga no uso de séries, o
método de Fourier ndo ganhou aceitagao durante sua vida. Desde entdao, Dirichlet, Riemann
e outros matematicos publicaram trabalhos resolvendo algumas duvidas sobre a validade
das séries de Fourier e a analise espectral seguiu duas vias principais: A transformada
continua de Fourier e a transformada discreta de Fourier (DFT) (LEE, 2004).

Um dos problemas no uso da DFT ¢ o seu elevado custo computacional. Através
de algumas técnicas e ideias de reduzir o tempo computacional, apareceram no meio do
século XX, em 1965, James W. Cooley (Pesquisador da IBM) e John W. Turkey (membro
da faculdade de Princeton) desenvolveram um algoritmo computacional que é conhecido
como Fast Fourier transform(FFT), traduzido como transformada rapida de Fourier. A
FFT reduz o ntimero de operacoes aritméticas para computacao da DFT da ordem de N2
para Nlogs N, onde N é o nimero de amostras. A FFT fez a andlise espectral altamente
eficiente, com aplicagoes difundidas para o processamento de sinal digital e certas areas de
andlises da engenharia (LEE, 2004).

V.Kolousek (1973) foi um dos primeiros a derivar a matriz de rigidez dindmica para
uma viga de Euler-Bernoulli. Przemieniecki (1985) introduziu a formulagdo das matrizes
de massa e rigidez dependentes da frequéncia para os elementos de barra e viga em seu
livro. O método do elemento espectral (SEM) foi proposto pela primeira vez em 1978, por
Beskos e Narayanan (1978).A matriz de rigidez dindmica foi formulada para elemento de
viga de Euler-Bernoulli uniformes de dois nés no dominio da frequéncia usando a teoria
(Discrete Fourier Transform - DFT) traduzido como transformada discreta de Fourier.
Posteriormente, diferentes abordagens utilizando o SEM vem sendo realizadas desde sua
formulagao. De uma maneira geral, destacam-se a formulacao de elementos bésicos, tais

como, barra, viga, eixo e placa;

Doyle (1997) publicou seu primeiro trabalho sobre o SEM utilizado a propagacao de
ondas longitudinais em barras. Ele foi o primeiro a chamar o método de "spectral element

method’. Posteriormente, ele apresentou outros trabalhos até 1997. Os trabalhos compoem



o livro Wave Propagation in Structures que conta com varias abordagens de propagacao
de ondas utilizando o SEM, com teorias e aplicagoes, em elementos estruturais. Lee (2004)
publicou um livro sobre o SEM, contendo um extenso estudo das teorias e da variacao
de novas aplicagoes, tais como, compoésitos laminados, deteccao de dano, nao tratadas
em Doyle (1997). Gopalakrishnan et al. (2005) publicou um livro com foco principal no
comportamento das ondas em materiais compositos, meios nao homogéneos e controle
de vibragao ativa. Recentemente, Ostachowicz (2008) apresenta uma abordagem sobre o

monitoramento de integridade estrutural em estruturas utilizando o SEM.

Com foco no estudo de estruturas danificadas, Krawczuk (2002) e Krawczuk et
al. (2004) demonstram o uso da abordagem de propagacao de ondas combinada com um
algoritmo genético e a técnica do gradiente para deteccao de danos em estruturas do tipo
de viga e de placa. Krawczuk et al. (2003) apresenta um novo elemento espectral para uma
viga de Timoshenko trincada para analise de propagacao de ondas elasticas e modais. A
influéncia dos parametros da trinca, especialmente a mudancga de localiza¢ao, na propagacao
de ondas é avaliada. Uma analise adequada das respostas obtidas permite a indicagao da
localizagao da trinca de uma maneira precisa. Palacz e Krawczuk (2002) introduz um novo
elemento espectral de barra para deteccao de dano. A abordagem proposta trata o método
do elemento espectral como um principal meio de solucionar problemas de propagacao
de ondas em estruturas. A influéncia do crescimento da trinca para a propagacao de
ondas também é avaliado. Uma outra vertente do elemento espectral é o método do
elemento espectral no dominio do tempo (SFEM) proposto por Pantera (1984). Peng et al.
(2009) apresenta uma aplicagao tridimensional do SFEM para problemas de propagacao
de ondas em estruturas de placas para deteccao de danos. A excelente caracteristica do
SFEM é que a matriz de massa é diagonal devido a escolha da fun¢do de interpolacao de
Lagrange, suportada nos pontos de Gauss-Lobatto-Legendre (GLL) em conjungao com a
regra da integracao. Sendo assim, o calculo numérico pode ser significantemente eficiente

em comparagao com o método dos elementos finitos classicos (FEM).

O uso do SEM em estudos do comportamento dinamico de materiais compositos
pode ser verificado em Kudela et al. (2007) que demonstra resultados da simulagao
numérica da propagacao de ondas elasticas transversais correspondentes ao modo A0 de
ondas Lamb em um material compdsito utilizando o método do elemento espectral. As
velocidades das ondas transversais em materiais compositos dependem da orientacao e da
fracao de volume relativo de reforgo. Park e Lee (2012) deriva as equagoes de movimentos
axial-flexional assim como as condig¢oes de contorno para uma viga de compoésito inteligente
pelo uso dos principios de Hamilton com multiplicadores de Lagrange. Um modelo de
elemento espectral é formulado no dominio da frequéncia. Através de alguns exemplos,
a exatidao do modelo de elemento espectral é verificado por comparacao com solugoes
encontradas com modelo convencional de elementos finitos. Lee et al. (2013) formulam a
contracao axial-flexional-cisalhante-lateral acopladas as equagoes diferenciais e movimento.

A viga composito utilizando material inteligente é representada por um modelo de viga



de Timoshenko adotando a teoria de deformagdo de primeira ordem (FSDT) para a
viga base de compdésito laminado. A deformacao axial é formulada levando em conta os
efeitos da contracgao lateral pela adocao do conceito de barra de Mindlin-Herrmann. O
método do elemento espectral é entao formulado pela abordagem variada das equagoes
de movimento acopladas transformadas para o dominio da frequéncia via transformada
discreta de Fourier. A alta exatidao do SEM ¢ verificada comparando com métodos de alta
ordem: métodos dos elementos finitos e o pacote de FEA do software comercial ANSYS.
Assim, as caracteristicas dinamicas e de ondas das vigas de compo0sito inteligente sao
investigadas através de estudos numéricos. Park e Lee (2015) Apresenta um modelo de
elemento espectral no dominio da frequéncia para placa de compédsito laminado simétrica
que tem dimensoes finitas nas duas diregoes ortogonais x e y. A exatidao do modelo de
elemento espectral apresentado é verificado se comparando com resultados obtidos por
dois métodos distintos: a teoria exata disponivel na literatura e pelo método dos elementos

finitos padrao.

O tratamento probabilistico de incertezas usando o SEM é recente e dentre o
primeiros trabalhos nesta abordagem foram proposto por Adhikari e Friswell (2010) e Ajith
e Gopalakrishnan (2010). Fabro et al. (2010) modela um elemento de barra com uma trinca
realizando uma abordagem relacionada a incertezas em parametros através do uso do
SEM. E construido um modelo estocdstico pela abordagem probabilistica paramétrica. O
modelo probabilistico é construido diretamente para a variavel de interesse. No estudo sao
realizadas simulagoes de Monte Carlo para estimar os envelopes da FRF. Machado e Santos
(2015) examinam a influéncia dos pardmetros na resposta da propagagao de ondas em altas
frequéncias para uma estrutura de viga danificada no contexto de confiabilidade estrutural.
No trabalho é mostrado os efeitos dos parametros de incertezas da resposta dinamica da
viga devido a uma carga impulsiva. Sao realizados exemplos numéricos em uma viga em
vibracao de flexdo com parametros aleatorios para verificar a eficiéncia computacional do
estudo. Machado et al. (2017) abordam o problema de deteccao de danos sob a presenga
de parametros aleatérios distribuidos espacialmente. Sao propostas equagoes explicitas
para localizar e avaliar o dano baseadas na formulacado do SEM. Sao analisados exemplos
numéricos em uma estrutura nao danificada e uma estrutura danificada sob vibracao
axial com parametros distribuidos. Machado et al. (2018) consideram as caracteristicas
distribuidas e ndo homogéneas para realizagao de um ajuste de modelo. Os parametros
sao considerados como campos aleatérios correlacionados espacialmente e expandidos
em uma decomposicao espectral de Karhunen-Loéve (KL). Usando a expansao KL, a
matriz de rigidez dinadmica espectral da viga ¢ expandida como uma série em termos
de parametros discretizados, que pode ser estimada usando técnicas ajuste de modelos
baseados na sensibilidade. Machado et al. (2018) unifica o SEM aos métodos estocésticos,
utilizando o SEM com aleatoriedades distribuidas visando modelar danos estruturais. Uma
matriz massa e uma de rigidez estocastica dependente da frequéncia é formulada para

vibracao de flexao. As expressoes de forma fechada sao derivadas pela expansao de KL,



exemplos numéricos sao usados para abordar a metodologia proposta.

Pode-se observar também a formulagao do SEM para problemas diversos rela-
cionados a dindmica estrutural e propagacao de ondas. Fang et al. (2017) realiza uma
investigacao tedrica e experimental dos band-gap e propriedades de transmissao de uma
viga de cristal phononic (PC) imersa em dgua, utilizando o SEM para a analise tedrica
onde as caracteristicas de cargas hidrodindmicas sao consideradas. Lee (2018) propoe
o uso do SEM para andlises de vibracao em placas finas sujeitas a uma forga de ponto
movel. A alta exatidao e a eficiéncia computacional da técnica de andlise de vibragao
baseada no SEM ¢ verificada pela comparacao com outros métodos bem estabelecidos, tal
como, solucao analitica, método da transformada integral, método dos elementos finitos
e o pacote de elementos finitos do software comercial ANSYS. Zhu et al. (2018) aborda
o problema de vibracao tridimensional em tubos transportando fluidos, propondo um
método do elemento espectral para demonstrar as caracteristicas dinamicas do elemento
estudado. O método é validado pela comparacao com resultados numéricos encontrados na
literatura de um tubo ramificado em T, através do uso de um software de elementos finitos.
Em seu estudo ¢ verificado as vantagens em eficiéncia e exatidao do SEM sobre FEM.
Kiryu e Gan (2018) investiga as caracteristicas vibracionais de uma pista pavimentada
rigida que é modelada como uma placa fina retangular isotropica. O SEM é utilizado
para formular os problemas de vibracao livre da placa. Exemplos numéricos realizados
para demonstrar a efetividade, eficiéncia e exatidao do SEM usando um elemento, que ao
contrario do FEM, o SEM extrai soluc¢oes exatas das frequéncias naturais das placas sem

a necessidade do procedimento de discretizagao do elemento.

Além de ser uma ferramenta eficiente na andlise estrutural o SEM se dissemina a
outras areas, como por exemplo a sismologia. Seriani e Priolo (2011) apresentam o SEM
como ferramenta para estudo da propagacao de ondas actiisticas em meios heterogéneos
realizando uma simulagdo numérica para uma estrutura geolégica tipica. Tsuboi (2014)
apresenta as principais propriedades do SEM relacionadas a calculos numéricos de sismo-
gramas sintéticos para modelos tridimensionais da terra. No trabalho sdo apresentadas

duas simulacoes em grande escala de um modelo realista da terra.

Os estudos citados utilizam o SEM tendo suas formulagées em funcao do des-
locamento. Para este trabalho é proposta uma abordagem em funcao da deformacao.
Sendo assim, pesquisas foram realizadas e nao se encontrou trabalhos que abordavam a
deformacao dindmica estrutural utilizando o SEM. A deformacao dinamica é formulada

utilizando-se de outros métodos, como por exemplo a analise modal tedrica e experimental.

Como exemplo de estudos da deformagao dindmica utilizando a anélise modal
tedrica e experimental tem-se, Bernasconi e Ewins (1989a) mostram como o teste modal
utiliza ambos elementos, strain gauges e transdutores de deslocamento para determinar os
campos de deslocamentos modais. Okubo e Yamagushi (1995) previram a distribuigao da
deformacao dinamica sob condigoes de operacao, usando o deslocamento para a matriz

de transformacao de deformagao. Neste caso, a matriz de transformacao foi obtida pelos



modos de deslocamento e deformacao, que foram identificados com o uso de aceleréometros
e strain gauges, respectivamente. Yam et al. (1996) realizou um estudo derivando a relacao
entre os modos de vibrar considerando o deslocamento e a deformacao, para uma estrutura
sujeita a vibragao. O estudo foi baseado na ideia que quando uma estrutura esta sujeita
a carga dinamica, sua resposta em deformacao pode ser expressa pela superposicao das
contribui¢des dos "modos de deformacao naturais'. O FEM foi utilizado para relacionar
o Strain Frequency Response Function (SFRF), traduzido como fung¢ao resposta em
frequéncia da deformagao, com o Displacement Frequency Response Function (DFRF).
Attilio et al. (1995) apresentou um procedimento para determinagao de deslocamentos
em qualquer ponto dado em um corpo em vibracao baseado no uso de strain gauges. Em
seu trabalho, a simulagdo numérica foi validada com a realizagdo de um experimento,
onde foi utilizada uma viga engastada que foi instrumentada e testada em diferentes
condigoes de carga. Santos et al. (2015) realiza o estudo da SFRF de uma viga utilizando
a Analise Modal Experimental (AME). E realizado um experimento onde se ¢ verificado
a reciprocidade através da SFRF, bem como a identificacdo dos modos de vibragao e
frequéncias naturais do elemento testado. Assim, na literatura sdo demonstradas pesquisas
voltadas a SFRF utilizando a andlise modal como base tedrica, porém nao se encontrou

pesquisas relacionadas ao SEM.
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3 Elemento Espectral aplicado a

vigas

O método do elemento espectral se assemelha ao método de elementos finitos, porém
com duas importantes ressalvas: a formulagdo do método do elemento espectral (SEM)
é escrita no dominio da frequéncia; e a funcao de interpolagao do elemento é a solucao
analitica da equacgao da onda. Baseado na tltima caracteristica o nimero de elementos
requerido para um modelo espectral coincidira com o nimero de descontinuidades na
estrutura. Assim, o SEM prové solugoes exatas no dominio da frequéncia utilizando poucos
elementos (LEE, 2004). O método do elemento espectral foi formulado para elementos tais
como, barra, viga, placa (DOYLE, 1997), tubos, rotores, estruturas com multicamadas,
materiais inteligentes (LEE, 2004), materiais compdsitos (GOPALAKRISHNAN et al.,
2005). Neste trabalho, o foco é vigas de material homogéneo. Inicialmente abordando
a teoria de viga sem dano e com um dano do tipo de trinca, ambas para obtencao do

deslocamento e deformacao.

3.1 Deformacao e curvatura

Na literatura se destacam duas teorias que abordam o elemento de viga, as teorias
de Euler-Bernoulli e a de Timoshenko. Em 1744 Leonard Euler abordou pela primeira vez
a vibracao em vigas delgadas, com varios tipos de condi¢oes de contorno. Daniel Bernoulli
deu continuidade em seu trabalho, surgindo assim a abordagem conhecida como a teoria
de Euler-Bernoulli. Stephen Timoshenko (1878-1972) realiza a abordagem ao elemento de
viga considerando a inércia de rotacao e a deformagao por cisalhamento, teoria conhecida
também como viga grossa (RAO, 2008b). Neste trabalho a teoria de Euler-Bernoulli sera

utilizada.

De acordo com Beer e Russell (2012) a teoria de viga de Euler-Bernoulli é vélida
realizando duas hipoteses, quando o material esteja dentro do regime linear elastico de
acordo com a lei de Hooke e quando os planos das se¢oes transversais permanecem planos
e perpendiculares ao eixo neutro. Segundo os autores a deformacao da viga provocada pelo

momento fletor M é medida pela curvatura da superficie neutra. A curvatura é definida
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como o inverso do raio de curvatura s, e pode ser obtida como,

= (3.1)

Adotando a lei de Hooke para o regime elastico temos que €, = 0,,/E, e seguindo a
equagao de tensdo normal para vigas onde o, = —M (z)c/I. Incluindo os temos de tensdo

e deformacao na Eq.[3.1] temos

1 on 1 M(z)c

k FEc FEc I

(3.2)

onde E é o modulo de Young, I o momento de inércia e ¢ a maior distancia da superficie

neutra a extremidade da viga analisada. Reescrevendo a Eq.[3.2] tem-se,

I M(x)

=T (3.3)

Da teoria das curvas planas (VEBLEN, 1905), adota-se que um ponto Q(z,y), vide

Fig.[3.1], o inverso do raio de curvatura pode ser expresso como,

d?v(x)

S — (3.4)
£+ ()7

Figura 3.1 — Deflexao e rotacdo de viga bi-apoiada com cargas pontuais

No caso da linha eldstica de uma viga, a inclina¢do dv(x)/dx é muito pequena, e
seu quadrado desprezivel comparado com uma unidade. Sendo assim o inverso do raio de
curvatura sera )

1_dvl@) (3.5)
K

dx?

substituindo 1/ da Eq.[3.5] em Eq.[3.1],sendo esta a equacdo que governa a linha eldstica,

a equacao diferencial linear de segunda ordem é obtida como

d*v  M(x)

de?2  EI - (36)
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3.2 Equilibrio

Para estabelecer o equilibrio da viga, considera-ser um elemento infinitesimal com
todos os esforgos atuantes Fig.[3.2]. Os esfor¢os em questdao sdo as resultantes das tensoes
e um carregamento por unidade de comprimento (SAVI; PAULA, 2017). Segundo Rao
(2008b) as equagoes de equilibrio sdo obtidas considerando o equilibrio na dire¢ao z para

um elemento infinitesimal de viga delgada, ver Fig.[3.2]. Considere uma carga externa por

-~

Y —
| | T iy

M C.N,ff"/ - I X

; q(z,t)
o) o4

 V(mt)+dV(xt)

Figura 3.2 — Viga delgada em flexao e diagrama de corpo livre

unidade de comprimento ¢(x,t) agindo na diregao positiva de y em func¢ao do espago = e
do tempo ¢, o momento fletor (M (z,t)), e a for¢a de cisalhamento (V' (z,t)) também serdo
representados en funcao de x e t. A forca de inércia que age no elemento é escrita como,
0%
A(r)dr——(x, ). 3.7
pA(w)dz 2 (2,1 (37)
onde v(z,t) a deflexdo na dire¢do y, p a densidade da massa e A a drea da se¢ao transversal
da viga. Realizando a somatoéria de todas as forgas internas e externas atuantes no elemento
infinitesimal tem-se o equilibrio das forca na direcao y sera

9%

—(V4+dV)+q(z,t)de +V = pA(ﬁ)dx@(% t), (38)

e a equagao de equilibrio em relagao ao eixo z que passa pelo ponto O da Fig.[3.2] serd

€Xpresso comao,

(M +dM) — (V +dV)dx + q(z, t)da:d; — M =0, (3.9)
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onde oV oM
dV = —dx e dM = —dx
ox oz

Dividindo ambos os lados por dx, pode-se reescrever as equagoes 3.8 e 3.9 como,

P t) gl 1) = pAG) St (,1), (3.10)
%]\j(x, t)—V(x,t) =0, (3.11)

Observando a Eq.[3.9], verifica-se a relagdo entre o momento fletor e o esforco de

cisalhamento, utilizando tal relagao reescreve-se a Eq.[3.10] da seguinte forma

M 0%v
~ . (x,t) + q(x,t) = pA(:c)w(:c,t), (3.12)

onde a relagao entre o momento fletor e a deflexdo é dada pela Eq.[3.6], entdao a Eq.[3.12]

pode ser escrita como,

8(12 lE](Zv)gxg(m,t)] + pA(x)gt;)(:E,t) = q(z,1). (3.13)

Para uma viga uniforme a equagao que governa o movimento dindmico da vibragao
da viga é reescrita como
EI10%(x,t) 9*v
——— 2+ pA—(x,t) = q(x,1). 3.14
5t pASL (1) = q(,1) (3.14)
Caso nenhuma forca externa for aplicada, ou seja g(z,t) = 0, EI e pA sejam
assumidos constantes a Eq.[3.14] pode ser escrita como
0 , 0'v(z, 1) EI

cc——— =0, c=

O + 22T o (315)

onde ¢ é a velocidade da onda.

3.3 Analise espectral em viga

O objetivo fundamental da analise de propagacao de onda em qualquer guia de
onda ¢ entender seu fenomeno fisico. Para isso é requerido a solugao da equagao governante
da viga (guia de onda que estd sendo estudado), para que assim, possa ser usado para obter
os parametros de onda, como o nimero de onda, a velocidades e outras caracteristicas
como a existéncia de frequéncias de corte, intervalos de banda, etc (GOPALAKRISHNAN
et al., 2005). Para a obtengao dos parametros da onda, é necessario realizar uma andlise
espectral derivando a equacao do movimento. A andlise espectral produz duas relagoes
distintas chamadas de relagdo do espectro e relagao de dispersao, a primeira relaciona o

numero de onda versus a frequéncia e a segunda a velocidade de grupo com a frequéncia.
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Considerando uma viga com propriedade constantes ao longo do comprimento, cuja

equagao do movimento é descrita pela Eq.[3.14]. Assumindo a solugéo espectral da forma

N
vz, t) = 0(z,w,)e™, (3.16)
n=0

onde v(z,t) o deslocamento transversal,d(x,w,) é o coeficiente de Fourier limitado para
n = 0 até o nimero de amostras N, w, é a frequéncia fundamental e t é o tempo.
Substituindo a Eq.[3.16] na equagao 3.14, considerando vibragao livre e sem amortecimento

e transformando a equagao parcial em uma equacao diferencial ordinaria, chega-se a

4 ~
E]d 0(x, wy)

PR WipAd(x,w,) = 0.

ou de forma simplificada como

d*o(z,w,)

i Bo(x, w,) = 0, 3% = \Jw2pA/EL (3.17)

A solucao para a equagao de quarta ordem pode ser obtida através de uma solugao

particular tal que

d*o(z,w,)
dx?

d*o(z,w,)

2 N =0
+/8 ’U(.T,UJ) Y d:lj‘2

— B%0(x,w,) =0

Esta solucdo demonstra que a viga tem dois modos fundamentais. Desde que a

equagao tenha coeficientes constantes e a a solugao geral do tipo 0(z,w,) = ae~Hkwn)r

teremos a equagao caracteristica do numero de ondas dado como

k=48, ou k= +if. (3.18)
onde i
_ M)
= (E] ‘

As duas solugoes encontradas para o nimero de ondas sdo também chamadas de
modos propagantes e nao-propagantes da viga. As duas raizes puramente reais (modo 1)
sao os modos propagantes. Enquanto que, as duas raizes puramente imaginérias (modo
2) s@o os modos evanescentes. De acordo com Doyle (1997) o comportamento do modo
2 é inteiramente imaginario para o caso nao amortecido. Consequentemente nao ha
comportamento de propagacgao para esse modo. Considerando somente o movimento da

onda no modo 1, as velocidades de fase c e grupo ¢4 sao dadas por,

) EITY* dw,, EIY*
Y [] L = — ] . (3.19)

= — = n - :2 n | 4
T TVYER A ST lpA

A relagao do espectro para a viga esté representada nas Fig.[3.3]. O modo propagante
(modo 1) mostra a viga com um comportamento dispersivo. Enquanto o modo 2 nao

é propagante pois é inteiramente imaginario em toda a banda de frequéncia. Uma vez

15



que nao ha a propagacao no modo 2 a relacao de dispersao da viga pode ser estimada
considerando apenas o modo 1. Tanto a relagao entre velocidade de grupo e frequéncia,
quanto a relacao da velocidade de fase com a frequéncia estao apresentados na Fig.[3.4].
Note que a velocidade de grupo é duas vezes a velocidade de fase e ambas as velocidades

também apresentam um comportamento dispersivo.

=
3
©
= 05" 1
0] —Modo 1 - Real
o - Modoz-Imagnaio |
o R
g el
£-05¢ RO 1
© ~—~-——_
E | TTTTeeee
-1 I I I | T e~
0 2000 4000 6000 8000 10000

Frequéncia [ Hz]

Figura 3.3 — Relacao do espectro: Numero de ondas (k) versus frequéncia para raizes reais
e imaginarias

-~ -Velocidade de grupo e
—Velocidade de fase

—_

Velocidade [m/s]
o
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Figura 3.4 — Relagao de dispersao: Velocidade de fase (c) e de grupo (c,) versus frequéncia.

No comportamento dispersivo a velocidade de fase é uma funcao da frequéncia,
c = “*, tal comportamento ¢ caracteristico das ondas de flexao. E em casos como este que
a abordagem espectral é mais benéfica. Assim, o tratamento no dominio da frequéncia
é o cenario mais indicado para discutir as propriedades e comportamento de sistemas

dispersivos.

Os nimeros de ondas para a viga sdo quatro no total Eq.[3.18] permitindo assim
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escrever a solugao da propagacao completa da onda de uma viga de comprimento L, como

A

0(z) = are”* 4 aze* 4 agem L) 4 g e kD), (3.20)

os coeficientes a; e ay sao os coeficientes da onda incidente e as e a4 820 sao os coeficientes
de onda refletida. Estes podem ser determinados usando o condi¢bes de contorno do

problema.

3.4 Formulacao geral do elemento espectral

Doyle (1997) e Lee (2000) formularam o elemento espectral para uma estrutura
utilizando os conceitos de equilibrio e a compatibilidade com as solugbes exatas da
equacao governante do movimento, que sao diretamente relacionadas com as forgas e os
deslocamentos nodais. As equagoes governantes de movimento de uma estrutura podem

ser representadas simbolicamente como,
Lu(z,t) + Mi(z,t) = p(x,t), (3.21)

sendo L o operador estrutural diferencial linear no dominio do tempo ¢ e coordenada
espacial =, e M o operador inercial. Os pontos ( * ) denotam as derivadas em relagao ao
tempo, u(z,t) e p(x,t) sdo os vetores dos campos de deslocamento e de forgas externas,
respectivamente. Assumindo que as forgas externas podem ser representadas na forma

espectral por,
1 N—
= Z (2, wy)e™m! (3.22)

onde P, (z,w,) sdo os componentes espectrais das forgas externas p(z,t). A solucao da

Eq.[3.21] é representada da seguinte forma
u(z,t) = — > Uy(z,w,)e“! (3.23)

onde, U, (z,w,) os componentes espectrais dos campos de deslocamentos u(z,t). Substi-
tuindo as equagoes 3.23 e 3.22 na Eq.[3.21] e assumindo que os componentes espectrais

U, (z,w,) e P,(z,w,) satisfagam a Eq.[3.21] em cada frequéncia discreta w,,, obtém-se
LU, (2, w,) — w2 MU, (z,w,) = P,(x,w,) (3.24)
As fungoes de forma dependentes da frequéncia, que sao denominadas de fung¢oes
de forma dindmica e sdo usadas para formular a matriz do elemento espectral, sdo obtidas

da equacao homogénea
LU, () — w2MU,(z) =0 (3.25)

A Eq.[3.25] vale para todas as frequéncias discretas e cada frequéncia discreta w,,

entao se torna um parametro. Para brevidade, os subscritos n na Eq.[3.25] sdo omitidos,
LU(z) —wiMU(x) =0 (3.26)
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Utilizando solugao geral da Eq.[3.26] na forma,
U(z) = ce ™ (3.27)

onde ¢ é um vetor de constantes e k é o nimero de onda. Substituindo a Eq.[3.27] em

Eq.[3.26] temos um problema de autovalor,
Alk,w)ec =0 (3.28)
que produz uma equacio caracteristica para o numero de ondas na forma
kP + g (@)EPD 4 g (@)EP 4 g (W)k + ap(w) =0 (3.29)

A Eq.[3.29] é chamada de relagao de dispersao ou relagao do espectro. Assumindo que ky,
ko, ..., k, sdo as raizes distintas da Eq.[3.29] em uma frequéncia discreta w, vide seccao

3.3. A associagdo do autovetor c; pode ser computada a partir da Eq.[3.28] como,

02

onde o autovetor c; ¢ normalizado para que um componente do vetor normalizado ¢ se
torne unitario e os outros componentes sao coletados como um vetor ;. As constantes a;
sao determinadas para satisfazer a associacao das condigbes de contorno. Uma vez que as
solugoes proprias k; e ¢; sdo obtidas para satisfazer o problema de autovalor na Eq.[3.28] a

solugao geral para Eq.[3.26] pode ser escrita como
p .
U(x) =Y gie” "%, = e(z,w)a (3.31)
i=1

onde
e(x, Ld) = [¢1 ¢2 ¢3 PN ¢p]A<CC, w)
A(z,w) = diagle”*i)7]

a={a ay az ...ap}

Para um elemento finito de comprimento L, a Eq.[3.31] deve satisfazer as condigoes
de contorno nos dois nés das extremidades x = 0 e z = L dadas pelos deslocamentos,
inclinacoes nodais e as forcas espectrais nodais. Os deslocamentos e as inclinagoes sao
chamados geralmente de variaveis primarias e suas especificagdoes no contorno constituem
as condicoes geométricas de contorno. As variareis primérias podem ser relacionadas ao

campo de deslocamento na forma

onde Lgp é o operador diferencial linear para as condi¢oes de contorno. Substituindo a
Eq.[3.31] na Eq.[3.32] e considerando os graus de liberdade (GDL) nodais d especificados

nos dois nés finais do elemento finito dado, tem-se

4 {D(x 0)} _ [LGBe(X,w)
D(x

L) Lome(x.) wo} a=H(w)a (3.33)

z=L
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assim,

a=H(w) 'd (3.34)
Substituindo a Eq.[3.34] na Eq.[3.31] chega-se a
U(x) = N(z,w)d (3.35)
onde N(x,w) é a fungao de forma dindmica dada por

N(z,w) = e(r,w)H ' (w) (3.36)

As forcas e momentos internos sao geralmente chamadas de variaveis secundérias e
suas especificacoes no contorno constitui as condigoes de contorno naturais. A resisténcia
dos materiais prové a relacao entre as variaveis secundarias e os campos de deslocamento
na forma,

As condigbes de contorno naturais sao determinadas pelo operador diferencial linear
Lyp. Pela substituicao da Eq.[3.35] na Eq.[3.37] e entdo considerando as forgas nodais

como f, pontuadas nas extremidades do elemento finito de dois nds, sendo assim tem-se

_J-FO) | [“LvsN@w)| L w
/= {+F(L)} B +LypN (7, w) xL]d—S( )d o
onde,
Sl —LypN(z,w)| Gl H! 3.39
() = o) = G(w)H *(w) (3.39)
_LNB€<x>w)

Glw) = +Lyge(z,w)

x=0] (3.40)

x=L

A matriz S(w) é a matriz de rigidez dindmica exata dependente da frequéncia, que

¢ de denominada na literatura como matriz de rigidez dindmica do elemento espectral.

3.4.1 Elemento espectral de viga - relacao entre forca e deslocamento

O elemento estrutural de viga suporta dois movimentos, ou seja, os deslocamentos
transversais 0 e a rotacao da secdo transversal ¢, onde a rotagao é derivada da deformagcéao
transversal como ¢ = 00/0x. As forgas resultantes na viga sao o cisalhamento V' e momento

fletor M , que também podem ser expresso em termos de deslocamento espectral transversal
(DOYLE, 1997)

~ 0% N N 930 .
M = EI@ = EIU”(.I'), V = —E[% = —EI'U/”(.I) (341)
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Figura 3.5 — Elemento espectral de viga de dois nés como dois GDLs relacionados ao
deslocamento e duas forcas por no.

Os deslocamentos nodais 0 e (13 e a forgas nodais presentes na viga de comprimento
L sdo apresentados na Fig.[3.5], esta possui dois nés com dois graus de liberdade e duas

cargas nodais em cada no.

A equagdo do movimento para este elemento é a apresentado na Eq.[3.17] e a
solu¢ao no dominio da frequéncia como a fungio de interpolacao é dado pela Eq.[3.20].

Separando os componentes da a solu¢do como na Eq.[3.31] teremos
Dz, w) = a1e”™*® + age ™ 4 aze D 4 guemh D) — e(z, w)a (3.42)

onde | |
e(:v,w) — [eflkx, esz’ efzk(fo)’ efk(fo)]

a = {a17a27a37a4}

Os deslocamentos nodais espectrais e inclinacoes do elemento de viga finito podem

ser relacionados ao campo de deslocamento como

i 5(0)
172 ’U(L)
2 o'(L)

e(0,w)
!
0
d=1{ ° (0,w) a=Hg(w)a (3.44)
e(L,w)
e (L,w)
onde
a=Hgw) 'd (3.45)
sendo
1 1 efikL eka
—1k —k ie kL o=kl
Hg(w) = ik -y . | (3.46)
—je kL _e~kLE ik k



O campo de deslocamentos nodais do elemento de viga pode ser entao representado
em termos dos seus graus de liberdade, representados pelo vetor d, e pela eliminagao do

vetor de constantes a da Eq.[3.20] usando na Eq.[3.43], entao

b(z) = e(r,w)Hz (w)d (3.47)
—_——
Npg
onde Np é a fungao de forma do elemento espectral de viga (DOYLE, 1997; LEE, 2004).

As forgas e os momentos de flexao nodais espectrais definidos para a viga podem também

ser relacionados as forgas e momentos definidas pela na Eq.[3.41], por

1 —V(0) —5(0)"

M| ) —M(0) | ) —d(0)

=V () vy (7 sy (3.48)
M, M(L) o(L)"

As forcas espectrais nodais (forga de cisalhamento e momento fletor) para o lado
esquerdo da viga teremos que x = 0 e para o direto x = L. Aplicando as condic¢des de

contorno na Eq.[3.48] isso sera

—’ik3 k’3 ie_ikLkS _e—kLkB
/{52 —/{2 e—ikLk,Q _e—kLk,2
f=FI kL kLps s 13 a=G(w)a (3.49)
_e—ikLkZ e—kLkQ —/{72 /{Z2

Substituindo Eq.[3.45] na Eq.[3.49] podemos relacionar a for¢a com o deslocamento

da forma

f=G(wHz (w)d
— Sp(w)d (3.50)

onde, Sp(w) = G(w)Hz' é a matriz de rigidez dinAmica da viga de Euler-Bernoulli. Os
temos da matriz de rigidez dindmica para a viga sao extensos e computacionalmente
custoso de obter analiticamente. A partir deste ponto recomenda-se trabalhar com as

matrizes G(w) e Hp e seguir com a andlise de uma forma numérica.

3.4.2 Elemento espectral de viga - relacao entre forca e deformacao

A medicao da deformacado é comumente usada para testes de carga estatica e de
fadiga, analise de durabilidade e previsao de vida ttil de produtos mecanicos na industria
aeronautica, automotiva, industria mecanica, etc. O sensores utilizados para obten¢ao da
deformagao, os strain gauges, sao mais acessiveis e de baixo custo comparados por exemplo
com acelerdmetros. Assim, recentes pesquisas (KOSS; KARCZUB, 1995; GEVINSKI, 2014;
SANTOS et al., 2014; PEETERS, 2015; LI et al., 2015; CUI et al., 2018) tém focado
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em analise dinamica utilizando esse tipo de sensor. Nesta secao, o desenvolvimento da

formulacao do elemento espectral de viga para obtencao direta da deformacao é proposta.
Para uma viga de Euler-Bernoulli submetida a flexdo pura, a relagdo entre a
deformacao e a curvatura da mesma ¢é dada por,

y
p=—2 3.51
€ - (3.51)

onde y é a distancia de um ponto qualquer a linha neutra e x é o raio de curvatura da
viga submetida a flexdo pura. Sabendo que k pode ser representado pela Eq.[3.5] entéo a
deformagao ¢ dado por,
0*0(x) "
= —yi(x 3.52
Y=g, yo(z) (3.52)

€rx = —

Como na relacao deslocamento-forga apresentado na secao 3.4.1, a obtengao direta
da deformacao utilizando o SEM ¢é similar. Considere agora um elemento de viga de
dois nos, tendo sua deformagao no sentido de y e a rotagao em funcao da deformacao,
respectivamente é(z,t) e (;36(95, t), onde a rotagao é a derivada da deformagao transversal,
¢°(x,t) = Bé(x, t)/dx. As forcas resultantes na viga sdo o cisalhamento V(z,t) e momento
fletor M (z,t) Eq.[3.41]. A Fig.[3.6] ilustra as deformacoes nodais € e ¢, e as forcas nodais

presentes na viga de comprimento L e de dois nos.

Y
=X gh .62
L A~e TE
IPX3 2v))
~ & A
(e LRl
Vik L 4 V2

Figura 3.6 — Elemento espectral de viga de dois nés como dois GDLs relacionados a
deformacao e duas forcas por no.

Sabendo que o movimento transversal da viga é regido pela Eq.[3.14], porém
considerando vibragao livre, para a obtencao do deslocamento foi adotada a solugao geral
na forma espectral Eq.[3.42]. Para a estimagao das deformagoes, transversais e de rotagao,
a FEq.[3.42] pode ser reescrita em fungao da deformagao como dado na Eq.[3.52]. Desta

forma a solugao geral para a deformagao transversal nodal sera
€(r,w) =—y [—kQale*im + Klage ™™ — kPaze™ o) 4 k2a4ek(L’“)} (3.53)

, € a rotacao nodal é dada por,

B Oe(x,w)

S (ow) = = (3:54)
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As deformagoes e inclinagoes nodais espectrais do elemento de viga podem ser

expressas da seguinte forma

€1 €(r =0,w)
Iy /
€ — O’
e L) dle=0w (3.55)
é\2 (I = va)
s €(x=L,w)

A mesma relagao adotada para o campo de deslocamentos serd assumida aqui, ou
seja d = e(z,w)a, no caso da deformacao € = e(z,w)a. As deformagoes sao obtidas nos
dois nos das extremidades da viga com coordenadas x = 0 e x = L. Aplicando a condig¢ao

de contorno nas equagoes Eq.[3.53] e Eq.[3.54], podemos reescrever € matricialmente como

—yk‘2 ka _yk2€—ikL kaG—kL a, gl
—ik | —k ike L _kekE ar | _ g (3.56)
_yk267lk[] yk267kL —yk‘Q ka as €2
—kie L ke kL ik —k ay b
——
H. e
isolando o vetor de constantes a tem-se
a=H"'w)e (3.57)
assim substituindo a Eq.[3.57] em Eq.[3.53] chega-se a:
e(z,w) = e(x,w)H  (w)e (3.58)

Para a obtencao da matriz de rigidez dindmica considerando a relagdo deformacao-
forca é necessério descrevermos as deformagoes espectrais nodais (Eq.[3.53] a Eq.[3.58]) e
das forcas espectrais nodais. As forcas e os momentos de flexao nodais espectrais foram
definidas se¢ao 3.4.1 nas Eq.[3.48] a Eq.[3.49], donde temos a que f = G(w)a. Substituindo
a Eq.[3.57] na Eq.[3.49], relacionamos as forgas com as deformagoes nodais do seguinte

modo

=S.(w)e (3.59)

sendo S (w) = G(w)H;!(w) a matriz de rigidez dindmica da viga em fungao da deformagao.

3.4.3 Elemento espectral de viga com uma trinca ndo propagante para o

deslocamento-forca

A viga com uma trinca aberta transversal nao propagante é apresentada na Fig.[3.7].

O elemento tem dois nés e dois graus de liberdade por nd, deslocamentos transversal e
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rotacao. O elemento espectral de viga com uma trinca transversal e ndo propagante foi
formulado por Krawczuk (2002). O elemento contém dois nés com dois GDL por né, onde
L é o comprimento, L, é a posicao da trinca em relagao ao n6 1 e a é o comprimento ou
profundidade da trinca. A trinca é modelada por uma flexibilidade local adimensional
representada por O, a qual é calculada pelo teorema de Castigliano e as leis da mecanica
da fratura (TADA et al., 1973).

Figura 3.7 — Elemento espectral de viga trincado de dois n6és como dois GDLs relacionados
ao deslocamento e duas forgas por né.

A solucao da Eq.[3.20] aplicada a esse elemento é dividida em duas partes, ao lado

esquerdo (9!(z)) e direito (9" (x)) da trinca, temos assim os deslocamentos nodais dados

por:
() = are” T 4 age™mT 4 age =) 4 g e~ knlla—2) para x € (0, L),
’IAJT<£IZ'> _ a567ikn(L1+x) + a6€7kn(L1+x) + a7€7ikn(L7(L1+x)) + agefkn([/f(LHrX))7 para € <L1, L>

(3.60)

Os coeficientes de a;, (i = 1 : 8) podem ser calculados como uma func¢do dos
deslocamentos espectrais nodais, levando em conta as condi¢bes de contorno para o
elemento. Assim, para o elemento de viga trincado devem ser consideradas as condicoes de

contorno nas extremidade da viga e na posicao da trica conforme segue:

e No lado esquerdo do elemento para (z = 0):

= ¢ (3.61)

e Na posigao da trinca sdo considerados o deslocamento e a rotacio para 9'(x) entao
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x = Ly, e para 9"(z) onde z = 0,

0'(x) = 0" (),

0" (z)  0v'(x) _ 982@’”(@

oz Ox ox?
ox2 022
?Pol(x) 00 (x)
ord — 0xd
e No lado direito do elemento, assim (x = L — L)
. ~ o0 (x A
0" (x) = g, (z) = ¢o. (3.63)

ox

Em seguida, levando em conta as formulas que descrevem os deslocamentos espec-
trais nodais, Eq.[3.61],Eq.[3.62] e Eq.[3.63], para a esquerda e direita da trinca, aplicando

as condigoes de contorno e escrevendo matricialmente tem-se

U1 1 1 a b a,
b1 —ik —k ika kb as
0 a b 1 1 —a -b —c —d as
0| |(Gk+0k)a (k—0k*)b 0k*—ik —k—0k* —ika —kb dkc kd | |as
0| | —ik?a k2b — k2 = k2a  —k? k2c —k2d| |as
0 —ika —k%p —ik? k3 —ik?a kb ikPc —k3d| |ag
Ug 0 0 0 0 f g 1 1 ay
s 0 0 0 0 —ikf —kg ik k| |as
(3.64)

onde, a= e—ikL17 b — e—kLl7 c — 6—z‘l~c(L—L1)7 d = e—k(L—m)7 f— e—iij g= kL.

A Eq.[3.64] recai na formulagao geral do elemento, onde d = H.(w)a. Os coeficientes

a;, (i=1,8) podem ser relacionados aos deslocamentos espectrais nodais pelas relagoes:

a; = H 10y + H 3y + HZb 0y + H o, i=(1,8) (3.65)

Neste ponto, a matriz H.(w) originalmente de dimensao 8x8 se reduz a uma
H,i(i=1,87=1,2,"738)

matriz 8x4. Este processo se dd conforme a na Eq.[3.65], onde H_;
representa os elementos da matriz inversa da Eq.[3.64]. As forgas espectrais nodais podem

l

ser representadas pela diferenciacao dos deslocamentos espectrais 0" e 9" com relagao a

x, e entao podem ser representadas como no caso geral, tal que f = G.(w)a e na forma
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matricial como,

n
a2
fi k3 —k® —ikda K* 0 0 0 0 as
JfQ | R KA B0 0 0 0 ay (3.66)
f3 0 0 0 0 k3 —k’g —ik® k3 as
fi 0 0 0 0 —k2% kg —k* K | |ae
az
as

A partir das cargas e deslocamentos nodais, Eq.[3.64] e Eq.[3.66], a matriz de
rigidez dindmica dependente da frequéncia do elemento de viga de Euler-Bernoulli com
uma trinca transversal aberta e nao propagante pode ser calculada relacionando a forca

com o deslocamento nodais,

fluxi] = Ge(W) ey H, ' (w) s d
= SC(W)[4X4}d (367)

sendo S.(w) uma matriz 4x4 que descreve a matriz de rigidez dindmica da viga trincada.

3.4.3.1 Flexibilidade no local da trinca

O teorema de Cartigliano ¢é utilizado no elemento finito espectral de viga para

determinar a flexibilidade no local da trinca, conforme:

-
= 95,08,

(para i = j = 1), (3.68)

onde, U denota a energia de deformagao do elemento causada pela presenca da trinca e S
sao as forcas nodais agindo no elemento. A energia de deformagao devido a presenca da

trinca pode ser expressa pela relagao

11—

U=

/ K 2dA, (3.69)
sendo, v a relacao de Poisson, A a area da trinca e K; é o fator de intensividade de tensao
correspondente ao primeiro modo formagao da trinca(TADA et al., 1973)

6M,
Ki= 2

vraf (%) (3.70)

onde, M, demonstra o momento de flexao no local da trinca b, h, o, sao explicadas na
Fig.[3.8]

@ tan(5¥) 0.752 4 2.02(% + 0.37[1 — sin(5%)]
! ( > () cos(;y)
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0 G

Figura 3.8 — Seccao transversal da viga trincada na posi¢do da trinca.

a flexibilidade do modelamento elastico da secao transversal trincada do elemento espectral

de viga pode ser reescrita como

144r o _ o (o ,_ (Y2 _

_ @ 72

¢ Ebh2/o af (h)do‘ ) (8:72)

onde a = a/h considerando a forma nao adimensional a flexibilidade, ¢ pode ser expressa
como BJ

c
0= .
7 (3.73)

3.4.4 Elemento espectral de viga com uma trinca nao propagante para a

deformacao-forca

De forma similar a viga trincada apresentada na se¢do 3.4.3, nés também podemos
obter as deformagoes. Quando a deformacao estrutural for requerida, se faz necessario o
uso de uma formulacdo que relacione a deformagcao com a forca. Nesta secdo, a formulacao
de uma viga trincada para a estimacgao da deformagao é desenvolvida com base no SEM.
Assumindo a viga com uma trinca aberta transversal nao propagante, comprimento L,

dois nés, duas deformacoes e duas forgas em cada n’o é ilustrada na Fig.[3.9].

Y

Figura 3.9 — Elemento espectral de viga trincado de dois nés como dois GDLs relacionados
a deformacao e duas forgas por no.
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Separando o elemento em partes a esquerda e a direita da trinca podemos escrever

as deformacgoes nodais dadas por,

é(z) = —y {a1k267““ + agk?e ™" 4+ qgkle kA=) a4k267k(L1’”)} , x€(0,Ly),

&(z) = —y [a5k267ik(L1+x) + a6k267k(L1+a:) + a7k267ik(L7(L1+z)) + a8k2efk(L7(L1+x))} , xe (L, L)

(3.74)

onde, L; é a localizagdo da trinca, L o comprimento total da viga e k£ o nimero de ondas.
Os coeficientes de a;, (i = 1 : 8) podem ser calculados em fungao das deformagoes espectrais
nodais tendo em vista as condi¢des de contorno no elemento. As condi¢oes de contorno
seguem a mesma légica anterior (segao 3.4.3), ou seja nas extremidade da viga e na posigao

da trica, sendo agora considerando as deformacoes nodais dados por,

e No lado esquerdo do elemento para (z = 0):

é(x) =&, = ¢5. (3.75)
e Na posicao da trinca sao considerados as deformagoes verticais e de rotagao, para
é'(z) entdo x = Ly, e para € (z) onde z = 0,
é(z) =& (x),

0 (x)  0&(x) 982?"(3:)

oz ox ozr?
a2€l(x) B 82€r(x) (3'76)
or2  Ox2
Pe(x) e (x)
ord  0x3
e No lado direito do elemento onde (x = L — L)
0€" A
& (x) = &, Eaf) = ¢¢. (3.77)

Aplicando as condigoes de contorno e escrevendo matricialmente as Eq.[3.75]-
Eq.[3.77], obtém-se

€1 —yk? —yk? —yk?a —yk?b 0 0 0 0 a
o —ik —k ika kb 0 0 0 0 as
0 —yk?a —yk?b —yk? —yk?* —yk?’a —yk®v —yk’c —yk?d| |as
0| |(k+0k)a (k—0kb Ok —ik —k—0k —ika —kb  ikc  kd | |as
0| | —vik’a yk?b —yk? yk? yk?a  —yk*® yk’c —yk?*d| |as
0 —ik3a ) —ik3 k3 —ik3a kb ik’c  —k3d | |ag
€9 0 0 0 0 —yk*f —yk’s —yk* —yk?® | |ar
&5 0 0 0 0 —ikt  —kg ik k| |as
(3.78)
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—ikLq b= e—kLl

)

sendo a=-¢e . c=e Woh) g = kALY g oikD = e

de forma simplificada temos ¢ = H:(w)a. A matriz H(w) originalmente de dimensao 8x8.
Assumindo (i = 1,2,3,4,5,6,7,8, e j=1,2,7,8), [H

&) se reduzird a uma matriz
8x4. As cargas nodais continuam sendo as forcas de momento e cortante, para a viga
trincada estas foram demonstradas na se¢ao 3.4.3 na Eq.[3.66]. Relacionando as cargas

nodais Eq.[3.66] com as deformagoes Eq.[3.78], temos

flux1) = Ge(W) s [Hi]fl(w)[sx4]€[4x1]
= Si(w)[4x4]€ (379)

sendo S¢(w) uma matriz 4x4 que descreve a matriz de rigidez dindmica de deformagao da

viga trincada.
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4 Analise modal de deformacao

A resposta vibratoria de um sistema dindmico linear invariante no tempo pode ser
expresso como uma combinacao de uma configuracdo de movimentos harmonicos simples
chamados de modos naturais de vibragao(FU, 2001). Esse conceito é parecido com o uso
de ondas de senos e cossenos da combinacao de Fourier para determinacao de formas de
ondas complexas. Os modos naturais de vibragao sao inerentes ao sistema dinamico e sao
determinados completamente por suas propriedades fisicas, massa, rigidez e amortecimento
e suas distribuigoes espaciais. Cada modo é descrito em termos de seus parametros modais:
frequéncia natural, fator de amortecimento modal e padrao de deslocamento caracteristico,
chamado de mode shape (forma modal), onde cada forma modal corresponde a uma
frequéncia natural. Os graus de participagao de cada modo natural na vibragao total
sao determinados pelas propriedades da fonte de excitacao e pelas formas dos modos do
sistema (EWINS, 1984; MATA; SILVA, 1997; FU, 2001). A anélise modal se divide em
analise modal experimental e andlise modal teérica (AVITABILE, 2017).

Na analise experimental dois tipos de técnicas sao empregadas, a analise modal
experimental (AME) e a andlise modal operacional (AMO). Na AME o teste ¢ realizado
conhecendo-se as forgas de excitagdo, e geralmente sao realizados em ambientes laboratoriais
controlados. J4 na AMO as respostas sao medidas em condigdes operacionais, sem o controle
do comportamento do forcamento. Segundo Ewins (1984) os resultados obtidos via AME
sdo mais fiéis que os encontrados via AMO. De acordo com GEVINSKI (2014) a anélise
modal experimental pode vir em conjunto com a analise modal numérica, por exemplo,
com o uso do método dos elementos finitos. Em funcao da modelagem computacional,
certas propriedades estruturais tais como amortecimento e nao linearidades, incertezas
e condicoes de contorno podem comprometer a assertividade dos resultados se tratando
da andlise modal numérica separadamente. Sendo assim, as avaliagdbes experimentais sao

realizadas com o intuito de aprimoramento e validagao do modelo numérico.

A anélise modal tedrica se embasa nos modelos fisicos de um sistema dindmico
composto por sua massa, rigidez e amortecimento (MATA; JULIO, 1997). Essas propri-
edades podem ser dadas em formas de equacoes diferenciais espaciais. Um exemplo é a
equacao da onda de uma viga de vibragao uniforme estabelecida de sua distribuicao de
massa e propriedades elasticas. A solucao da equacao determina as frequéncias naturais,

as formas modais da viga e suas respostas ao sistema de vibragao forcada. Em estruturas
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mais complexas, as propriedades fisicas sdo dispostas nas matrizes de rigidez, massa e
amortecimento. Essas matrizes sdo incorporadas nas equagoes diferenciais de movimento,
onde o método da superposiciao transforma essas equagoes em um problema tipico de

autovalor e suas solucoes determinam os dados modais do sistema (FU, 2001).

Nos testes modais, sao estabelecidas as relagoes entre as respostas de vibragao
em um local e a excitagdo no mesmo ponto ou em outro ponto qualquer em fungao da
frequéncia de excitacao. Essa relagao, que frequentemente é uma funcdo matematica
complexa, é conhecida como funcao de resposta em frequéncia (FRF) (AVITABILE, 2017).
Combinagoes de excitacoes e respostas em diferentes locais levam a um conjunto completo
de FRFs que podem ser representados por uma matriz FRF do sistema. Essa matriz é

geralmente simétrica, refletindo a reciprocidade estrutural do sistema.

Em condicao de operacao, maquinas e equipamentos estao sujeitos a vibragoes e
niveis de tensao e estresse. Em algumas situagoes, altos niveis de tensao sao alcancados
quando as condicoes de operacao sao alteradas a condicao de operacao padrao real nao é
considerada. As desvantagens operacionais, como desgaste, desalinhamento e desequilibrio,
também podem causar vibragoes. Falhas por Fadiga podem ser consequéncia de vibracao
excessiva. Alguns métodos foram desenvolvidos para prever a tensao dindmica de medi¢oes
de vibracao. Além dessa técnica, Bernasconi e Ewins (1989a) e Yam et al. (1994), Yam
et al. (1996) introduziram uma abordagem modal utilizando uma identificagdo experi-
mental de FRFs de deformacao (strain FRFs-SFRF). Tal técnica possibilitou a utilizagao
de estensometros (stain gauges) em substituicdo aos acelerdmetros. Nesta se¢do serdo
apresentados os aspectos tedricos referentes a analise modal tedrica e a anédlise modal de

deformagao. Partindo da equagao do movimento do elemento estrutural até a obtencao da
FRF e SFRF.

4.1 Analise modal de uma viga

A determinacao da equagao caracteristica dos modos de vibrar e das frequéncias
naturais utiliza a equa¢do do movimento do elemento estrutural em estudo (RAO, 2008a).
Neste caso, a equagdo do movimento da viga é representada pela Eq.[3.14]. O processo
de obtencao dos modos de vibrar e das frequéncias naturais sao derivados da equacao do
movimento da viga demonstrada na se¢ao 3.3, Eq.[3.14]. Para este caso a solugdo para

v(x,t) pode ser encontrada usando o método de separagao de variaveis onde,

oz, t) = W(2)T(t) (4.1)

Substituindo v(z,t) na Eq.[3.14] e rearranjando os campos,

2 g4 2
¢ dolw) 1 4T = const = w? (4.2)

O(x) dot | T(t) ae
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sendo,
ET
2
A (4.3)
onde w? pode ser adotada como uma constante positiva. A Eq.[4.2] pode ser reescrita

como as duas equagoes mostradas abaixo,

C@f) —k'W(z) =0 (4.4)
AT B
proa T(t)=0 (4.5)

sendo k o numero de ondas, o mesmo encontrado através da abordagem de anélise espectral
dado pela Eq.[ 3.18]. A solugdo da Eq.[4.5] é dada por

T'(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) (4.6)

onde A e B sao constantes que podem ser encontradas das condigoes iniciais. A solugao

da Eq.[ 4.4] é assumida ser exponencial na forma,
O(x) = Ce™ (4.7)

onde C' e s sdo constantes. Substituindo 4.7 na Eq.[4.4] resulta na equagdo auxiliar
s* — k* = 0. As raizes reais desta equagio sao dadas por s;9 = +k, s34 = +ik. Assim, a

solugao geral da Eq.[4.4] pode ser expressa como
(z) = C1e™ + Che™ + Cze™™ + Oy (4.8)
onde C1,Cy, C3 e Cy sao constantes. A Eq.[4.8] pode ser escrita na forma trigonométrica
O (z) = C) cos(kx) + Cysin(kx) + Cj cosh(kz) + Cy sinh(kx)
ou

®(z) = Cy(cos(kx) + cosh(kz)) + Cy(cos(kx) — cosh(kx)) + Cs(sin(kx) + sinh(kz)) + Cy(sin(kx) — sinh(kz))
(4.9)
onde C, Cy, C3 e C4 sdo constantes diferentes em cada caso. A frequéncia natural da viga

pode entdo ser determinada dada a Eq.[3.18] por,

[ET [EI
wp = k? p—:(/ch)2 AT n=123.. (4.10)

A fungao ®(z) é conhecida como modo normal ou fungdo caracteristica da viga e

wy, € chamado de frequéncia natural de vibracao. Para qualquer viga, existe uma infinidade
de numero de modos normais com uma frequéncia natural associada em cada modo normal.
As constantes desconhecidas C; & Cy na Eq.[4.9] e o valor de k na Eq.[4.10] podem ser

determinadas a partir das condicoes de contorno da viga. Se a n'* frequéncia natural
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é denotada como w, e a correspondéncia ao modo normal como ®,(x), o resposta de

vibracao livre total da viga pode ser encontrada pela superposicdo dos modos normais
w(x,t) = D, (x) (A, cos(wpt) + By (sinw,t)) (4.11)

onde as constantes A, e B, podem ser determinadas a partir das condigoes iniciais da
viga. Portanto, a solucao geral para a viga livre-livre pode ser expressa pela soma dos

modos normais dados como

vz, t) = iw(x,t). (4.12)

Para uma viga com as extremidades livres o momento de flexdo e as forgas de cisa-
lhamento sao zero. Sendo assim, as condicoes de contorno da viga podem ser demonstradas

como

d?®(0) d?®(0)
ET = = 4.1
e 0 ou e 0 (4.13)
1220 _ 00 _,, (4.14)
dx3 ot de3 '
1720 _ o) _ (4.15)
dr? ot dr? '
d3®(1) d3®(1)
El = = 4.1
e 0 ou e 0 (4.16)
pela diferenciagao da Eq.[4.9] obtém-se
2
d :i};(f) =k?[Cy(— cos(kz) + cosh(kz)) + Cy(— cos(kz) — cosh(kz)) (4.17)
+C5(—sin(kz) + sinh(kx)) + Cy(—sin(kx) — sinh(kx))]
3
d C;I;(f) =k?[C1(sin(kx) + sinh(kx)) 4+ Cy(sin(kz) — sinh(kz)) (4.18)

+Cs5(— cos(kx) + cosh(kx)) + Cy(— cos(kx) — cosh(kx))]

as equacgoes 4.13 e 4.14 requerem que Cy = Cy = 0. Substituindo os valores de C5 e Cj nas

equacoes 4.15 e 4.16 tem-se

C1(— cos(kl) + cosh(kl)) + C5(—sin(kl) + sinh(kl)) =0

C(sin(kl) 4 sinh(kl)) + C5(— cos(kl) + cosh(kl)) =0 (4.19)

para uma solugao nao trivial as constantes C e C3 nas equacgoes 4.19, a determinante

formada pelos seus coeficientes sao igualadas a zero, matricialmente temos

—cos(kl) + cosh(kl) —sin(kl) + sinh(kl)

_ . =0 (4.20)
sin(kl) + sinh(kl)  — cos(kl) + cosh(kl)
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A Eq.[4.20] pode ser simplificada para obter a equagao da frequéncia dado por cos(kl) cosh(kl)—
1 = 0. Sendo assim, o n** modo normal da viga pode ser expressa da seguinte forma

cos(ky,l) — cosh(k,l)
sin(k,l) — sinh(k,!)

e a solucao da vibracao livre é dada por

®,,(z) = (cos(knx) + cosh(k,z)) — (sin(k,x) + sinh(k,x)) (4.21)

wy(x,t) = @, () (Ay cos(wnt) + By sin(wpt)) (4.22)

ou

cos(kpl) — cosh(k,l)

w(z,t) = |(cos(kyx) + cosh(k,x)) — sin(enl) — sinh (k)

(A;, cos(wnt) + By, sin(wyt))

(4.23)

Para diferentes solugoes de condigdes de contorno existirda uma formulagao tanto
para o modo quanto para a frequéncia, estas podem ser encontradas em detalhes em
(MEIROVITCH, 1997; HAGEDORN; DASGUPTA, 2007; RAO, 2008b; SAVI; PAULA,
2017).

4.1.1 Ortogonalidade dos modos

O problema de autovalor correspondente a uma viga uniforme pode ser obtida

pela adogao de duas solu¢ao harmonica com frequéncia w na Eq.[3.12]. Para derivar as

relagdes de ortogonalidade para vigas, considere dois autovalores w? e w]? e as fungoes

normais correspondentes ®;(x) e ®;(z), respectivamente, entdo tem-se assim escrevemos

(MEIROVITCH, 1997)

e 2o,(x)]
) {El(m)dﬁ = wpA(x)P;(z), O<z<lL (4.24)
e ]
d? d*®;(x) 9
) [E](x) d;2 = w pA(z)P;(x), O<z<L (4.25)
Multiplicando a Eq.[4.24] por ®;(z) e integrando em no comprimento L da viga,
isto serd
L d? d*®;(x) L
/O @j(@) 7 | BI0) =57 do = o /O pA(2)®; (2)®;(x)da (4.26)

Integrando o lado esquerdo da Eq.[4.26] por partes duas vezes obtém-se,

L L
/chj(x)cmlm(x) S e = @y(0) | B1@) 50 || - S @) 0
L d2q>](l') dQ(I)Z(iL')
n /0 BI() 50
L d2q)j (.1') d2q)l(l')
—/0 El(x) e e dx
(4.27)

34



sendo assim, a Eq.[4.26] pode ser escrita como

/0 " BI)? 3;53”) d j;?)dx = w2 /0 ¥ DA (2)(2)(x) dx (4.28)

de uma forma similar,multiplicando a Eq.[4.25] por ®;(z) e integrando sobre o comprimento

da viga chega-se a

/ " Br)? 3;299) d g’;gf’f)dx | ¥ pA(2)®(2); (2)de (4.29)

Notando que a ordem os subscritos i e j sdo irrelevantes e subtraindo a Eq.[4.29]
da Eq.[4.28] tem-se

(W? — w?) /0 ¥ DA(2)®(2); (2)dr = 0 (4.30)

sendo os autovalores distintos, a Eq.[4.30] resulta em

)

L
/0 PA@) () ;(2)dr = 0, 0, =1,2,..., w?Fu? (4.31)

da mesma forma,

L 2. (1) d?
/Ef(a;)d@Z(x) L R T W? A W (4.32)

0 dx?  da?

a Eq.[4.30] é chamada de relagao de ortogonalidade para fungdes normais. A Eq.[4.31]
representa outra forma de condi¢do de ortogonalidade para os modos normais. De fato,

normalizando o ith modo normal como
L
/ pA(@)P2(2)de =1,  i=1,2,....n (4.33)
0
as Eq.[4.31] e Eq.[4.33] podem ser expressas na seguinte forma
L
/ PpA(2)®,(2)®, (x)dx = 0y (4.34)
0
onde 0;; ¢ o delta de Kronecker

1, sei=j,
0ij = (4.35)
0, sei##j.

Usando a Eq.[4.34] na Eq.[4.32] a outra forma de ortogonalidade pode ser derivada

COIMOo . 2 2,(2)
i 2
/0 q)j(x)@ [EI<95) e dz = w; 0; (4.36)

De acordo com o teorema da expansao, qualquer fungao W (x) que satisfaga as
condigoes de contorno da viga denota um possivel deslocamento transversal da viga e pode

ser expresso como uma soma de autofungdes como
P(z) =) ¢;P4i(x) (4.37)
i=1
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onde as constantes ¢; sao definidas por

L
ci = / pA(x)P;(x)P(z)dx, i=1,2,... (4.38)
0
d*®(z) .
ciw? = / de El(x) e dx, i=1,2,... (4.39)

O teorema da expansao constroi a base para a analise modal, o qual permite a
derivacao da reposta da viga levando em contata tanto a excitacao inicial quando as forcas

aplicadas.

4.1.2 \Vibracao forcada

A equacao do movimento da viga sob carga transversal distribuida é por,

92
Ox?

2 2
Tuwla.b)) | pA(x)L Zg(tf’t) = q(x, 1),

BI(r) 55

A solugao assumida para a equacdo do movimento é dada pela uma combinacao

linear dos modos normais da viga, tal que

=S @y (2)nt) (4.40)

i=1
onde ®;(x) sdo os modos normais encontrados pela resolu¢ao da equagao, usando as quatro
condigbes de contorno da viga e 7;(t) sao as coordenadas modais. Substituindo a solugao
4.40 na Eq.[3.12], esta pode ser expressa como

ood2

2 5

d2¢)(x)
dx?

t) + pA(z i@l dtQ( ) = q(x,t) (4.41)

EI(z)

No dominio da frequéncia a Eq.[4.41] pode ser reescrita da seguinte forma

> dPn;(t
Zuﬂ@ ) + pA(x ZCI)Z Zi7t2( ) = q(z,1) (4.42)

onde multiplicando a Eq.[4.42] por W;(z) e integrando no dominio, entre de 0 a L, resulta

em

Sou) [ pawta e+ X D [* s, @@@ie = [ @t s

= ar

(4.43)

do ponto de vista da condicao de ortogonalidade Eq.[4.34], todos os termos das somatérias
do lado esquerdo da Eq.[4.43] desaparecem, exceto por um termo em que i = j, resumindo-

Se em

d*n;(t) 2
pTE + w;

m(t) = Qi(t), i=1,2... (4.44)
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onde Q;(t) é forga generalizada correspondente ao ith modo dado por
Qi(t) = /OL O, () f(z, t)de,  i=1,2,... (4.45)
a solugao completa da Eq.[4.44] pode ser expressa como
mi(t) = Yie™! (4.46)

substituindo a Eq.[4.46] em Eq.[4.40] e truncando a série teremos:

w(x) = zn: D, (z)Yie™" (4.47)

=1

4.1.3 Funcao de resposta em frequéncia

Partindo da Eq.[4.44] e adotando a solu¢ao dada pela Eq.[4.46] tem-se

d21/i iwt ) )
T; + W Yie™! = ®;(we) F(w)e™ (4.48)
assim,
(1 — )Y = () () (4.49)
chegando a,
1
Y; = 7(1)1(33@)}7(@) (450)

w2 — w?

sendo ®;(x.) o modo normal do forgamento, Substituindo a Eq.[4.50] na Eq.[4.47] obtém-se

= Zn: @i(x)%q%(xe)F(w)em (4.51)

Wi —w
considerando o movimento harmoénico no tempo e relacionando o deslocamento transversal
com o forcamento chega-se a FRF da recepténcia.

" <I>Z Q;(2)Pi(z.)
a(w) = - w2

(4.52)

i=1

Assumindo o amortecimento proporcional, associa-se um fator de perda ( o modo

1, entao
w(w) D) Dy(we)
4.53
OC(W w i:1w Z+CJ) — w? ( )

Segundo Fu (2001) a FRF definida utiliza o deslocamento como resposta. Isto
é conhecido como FRF da receptancia. A resposta de vibracao também pode ser dada
em velocidade ou aceleragao. Pela substituigao da resposta em deslocamento X (w) pela
velocidade X (w) ou aceleracio X (w), dois tipos de FRFs podem ser definidas (EWINS,
1984),

FRF da mobilidade Y(w)= ?EZ§ = z”: wjziz(f)f;(fi; (4.54)
FRF da acelerancia A(w) = ?E:; = En:l w;izimziz(in (4.55)
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4.2 Analise modal de deformacao e obtencao da funcao de resposta

em frequéncia da deformacdo (SFRF)

Conforme GEVINSKI (2014) as deformagoes ao longo de uma estrutura se correla-
ciona com os deslocamentos através do tensor de deformacoes, composto por derivadas
ordinarias lineares, no caso da andlise da deformacao de vigas em flexao, pela derivada de
segunda ordem do deslocamento transversal. Tais relagoes ao serem aplicadas ao vetor da
matriz modal do deslocamento se obtém diretamente a deformacao. A formulacao modal
da deformacao ¢é semelhante a formulacao de analise modal apresentada na secao 4.1. A
superposicao modal aplicada a andlise modal de deformacao e realizada da mesma forma

que a analise modal classica Eq.[4.40] e emprega a seguinte formulagao:
e, t) = 3 O (@)1 (4.56)
i=1

onde, 1; é o modo de deformagao em x, 7;(t) a coordenada modal generalizada e e(z,t) a
deformacao da viga. Da teoria da elasticidade, a deformacao em um dada direcao é igual
ao gradiente do componente vetorial nessa mesma dire¢do. Ou seja, para o deslocamento

na diregao geral v(z,t), assim a relacdo do descocamento com a deformacao serd dada por
e(x,t) = Vu(z,t) (4.57)

onde V é o operador diferencial linear. Uma vez sabendo a relagao entre o deslocamento e
a deformacao, faz-se necessario obter relagao entre os modos de deformagao e deslocamento.
A solugao modal para uma viga livre-livre é descrita pela Eq.[ 4.9], esta pode ser relacionada
com a deformagao através do modo curvatura s da viga em flexdo Eq. [3.5]. Portanto, o
modo de deformacao da viga em flexao esta diretamente relacionada a curvatura do modo,
tal que (BERNASCONI; EWINS, 1989a; YAM et al., 1996)

0y (x) 2
i (r) = Z/W = —k*y®i(z) (4.58)
sendo y a distancia normal da linha neutra até a superficie da viga e ®; representa o modo
de deformacao correspondente ao modo ®;(z). Substituindo a solugdo 4.56 na Eq.[3.12],
integrando no dominio espacial, aplicando a propriedades de ortogonalidade e focamento

na viga defini-se que 7;(t) = Y;e™" (eq. 4.46). Assim, a Eq.[4.56] pode ser reescrita como:

e(z) = Z: O (2)Y;e™! (4.59)

4.2.1 Funcao de resposta em frequéncia de deformacao

Partindo da Eq.[4.44], adotando a solugao para € dada pela Eq.[ 4.59] e encontra-se

a expressao para Y na Eq.[4.50]. Sendo ®;(z.) o modo normal do forgamento. Substituindo
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a Eq.[4.50] na Eq.[4.59], entdo a relagdo entre uma entrada de forca e uma saida de

deformacao, em termos de modos de deslocamento e de deformacao sera

(2) = 3 ¥ (@) g () F()e™ (4.60)

w? — w?

Considerando o movimento harmoénico no tempo e relacionando a deformacao

transversal com o forcamento chega-se a SFRF da receptancia.

(4.61)

ew) _ g~ 2i(@)Pilze) (4.62)

A matriz de constantes modais de deformacao que é derivada relacionando o modo

de deformagao (®%) e deslocamento (®;) correspondente ao ith modo.
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5 Resultados numéricos e

experimentais

Neste capitulo testes numéricos e experimentais sao realizados para demonstrar
e validar a formulagdo Da obtengao direta da deformacao dinamica via SEM. Para esse
fim, os estudos apresentados serdo o de reciprocidade das FRFs de deslocamento e de
deformacao, a comparacao entre as SFRFs calculadas através do SEM e AME, validacao
experimental utilizando dados retirados do trabalho de Santos et al. (2015) e dados de
experimentos realizados no Laboratory of Mechanic of Normandy (LMN) - INSA de Rouen

e por fim uma anélise da obtencao da SFRF para um viga trincada.

5.1 Analise da viga através da FRF de deslocamento

Assume-se uma viga livre-livre sem qualquer descontinuidade com comprimento
total de L = 1 m, base b = 0,03 m e altura da secao transversal de h = 0,005 m. As
suas propriedades mecéanicas sao, médulo de Young de E' = 210GPa e densidade p = 7860
kg/m3. A FRF é obtida em uma banda de frequéncia entre 0 & 600 Hz, com excita¢io no
n6 1 e medicao da FRF de deslocamento no noé 4, ou seja nas extremidades da viga, como
ilustrada na Fig.[5.1]. A medi¢ao da FRF nas extremidades permite capturar a maior
quantidade de modos possiveis, uma vez que neste ponto existe a influéncia de todos os
modos e nao hé o riso de posicionamento dos pontos de excitagao ou medi¢gao em um no

modal.

A Fig.[5.1] demonstra a magnitude e a fase compreendendo os seis primeiros modos
de vibrar da viga, que sao identificados através dos picos de ressonancias. Cada modo
tem uma frequéncia natural caracteristica, que devido ao baixo amortecimento, é possivel
realizar sua identificagdo. A verificacao dos picos de ressonancia também pode ser realizada
pela mudanca de fase. Quando a mesma cruza pelos picos de ressonancia ha o decréscimo
de 180° e quando passa pelos picos de anti-ressonancia o acréscimo de 180°. Sendo assim,
o de nimero de modos na banda de frequéncia trabalhada e de frequéncias de ressonancias

sao determinadas via FRF.

A fase é plotada utilizando o comando phase do Matlab® que extrai o angulo entre
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Figura 5.1 — Verificagdo de reciprocidade nas extremidades do elemento através da FRF e
fase.
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Im(%(r)) ______ ‘X
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Figura 5.2 — Esquema grafico da fase, parte real e a parte imaginaria da FRF (GANGULY;
SCHMITZ, 2014)]

a parte imagindria e a parte real da FRF, Fig.[5.2]. Para um sistema nao amortecido, o
modo da FRF terd uma queda de 180° préximo aos valores das frequéncias naturais e tal

comportamento pode ser observado na Fig.[5.1].

Teste de reciprocidade

Dois testes de reciprocidade das respostas sdo pospostos e a configuracao de cada
viga é ilustrada nas Fig.[5.1] e Fig.[5.1]. Quando se utiliza o SEM como base para construgao
do modelo matematico, a sua discretizagao se dara em casos onde existir ponto de medicao

ou alguma descontinuidade ao longo da estruturas, caso contrario a discretizagao em
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elementos é desnecessaria. Partindo deste principio, a viga apresentada na Fig.[5.1] foi
discretizada em trés elementos para incluirmos pontos de excitagao e medicao fora das
extremidades. Neste estudo existira excitacao e medi¢cao no ponto P3 e no ponto P8, a

respectivamente 0.35 m e a 0.95 m do né 1.

y
P3 P8
%1 NG 2 N6 3 N6 4
- - . . -4y X
| 350 mm 1 600 mm 1
50 mm

Figura 5.3 — Discretizagdo do elemento de viga em 3 elementos e 4 nds, sendo que cada no
contém dois graus de liberdade, ¢ rotacao e © deslocamento transversal. A
medicao e excitagao se da nos pontos P3 e P8.

A verificagdo da reciprocidade da resposta dinamica é realizada excitando a viga em
P3 e medindo em P8 e vice-versa. A analise da reciprocidade é baseada no teorema Maxwell-
Betti, o qual diz que "... o trabalho realizado por um esforco, durante o deslocamento do seu
ponto de aplicacdo, devido a agdo de outro esforco qualquer é igual ao trabalho realizado
pelo sequndo esforco, durante o deslocamento de seu ponto de aplicagao, devido a agao
do primeiro esforco". Este fendomeno da reciprocidade do deslocamento é demonstrado
em muitos livros texto e literatura em geral, porém pouco se fala da deformacao. Neste
sentido, o estudo abrangendo tando deslocamento quanto deformagao é apresentado. Faze-
se necessario ressaltar, que os pontos de excitagao e medida devem estar distantes o

suficientes das condigoes de contorno para que estas nao interfiram nas respostas.

Assim, excitando em P3 e medindo em P8, quanto excitando em P8 e medindo em
P3, as FRFs sao iguais na banda de frequéncia considerada como mostrado na Fig.[5.4].
Para esta viga sao identificados seis modos de vibracao através dos picos de ressonancias.
Cada modo tem uma frequéncia natural caracteristica e a sua identificacao é realizada
em combinacdo com a analise da fase. Verifica-se poucos picos de anti-ressonancia o que
acarreta no acréscimo de 180° na fase, este comportamento é comum quando o ponto de
medicao esta distante do de excitagao. Sendo assim, as propriedades de niimero de modos

na banda de frequéncia trabalhada e de frequéncias de ressonancias sao determinadas via
FRF.

Considerando dois outros pontos ao longo da viga, sendo excitagao e medi¢ao no
ponto P3 e no ponto P5, ou seja a 0.35 m e a 0.50 m do nd 1, respectivamente como
ilustrado na Fig.[5.6]. Similar a primeira andlise de reciprocidade da FRF de deslocamento,
neste outros pontos é constatado que excitando em P3 e medindo em P5 ou vice-versa as
FRFs obtidas sao iguais, confirmando que ha a reciprocidade na respostas em deslocamento
para este estudo. As FRFs medidas em P3 e P5, e as fases correspondentes sao mostradas

na Fig.[5.6], aqui também sao identificados seis modos de vibragdo porém com uma forma
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Figura 5.4 — Verificacao de reciprocidade nos pontos P3 e P8 através do uso da FRF e

sua fase.
y
P3 P5
NG 1 No 2 No 3 NG 4
350 mm | 150mm 500 mm R

Figura 5.5 — Discretizacao do elemento de viga com a medicao e excitagao nos pontos P3
e P8.

diferente do primeiro caso, existem algumas anti-ressonancias mais evidentes devido ao
ponto de P5 ser proximo ao P3. Cada modo continua tendo uma frequéncia natural
caracteristica, e isso é esperado, pois nao ha a interferéncia e um modo em outro, sendo
assim é possivel realizar sua identificacao. Neste grafico da fase sofre o efeito contante
ressonancia e anti-ressonancia com o acréscimo e decréscimo praticamente alternados de
180°, e as mudancas de fases sao identificadas com as linhas tracejadas que ligam os de

picos de ressonancia ou anti-ressonancia.

5.2 Analise da viga através da FRF de deformacao (SFRF)

O objetivo principal deste trabalho é obter diretamente a deformagao dindmica
de uma viga através do método do elemento espectral. A formulacdo do SEM para a

estimagao da SFRF e a relagao entre o deslocamento e a deformagao ¢ demonstrado no
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Figura 5.6 — Verificacao de reciprocidade nos pontos P3 e P5 através do uso da FRF e
sua fase.

capitulo 3. A motivacdo para este estudo é devido a possibilidade de se obter diretamente
a deformacao dinamica da viga, a qual é uma parametro imprescindivel em muitas analises,
como por exemplo em testes de fadiga ou quando ha o uso de sensores que tem como saida
a deformacao. A grande vantagem do uso do SEM é devido ele ser um método construido
utilizando a solugao analitica da viga e das propriedades exatas da onda, o que faz dele
uma ferramenta de pouco esforco computacional e de muita acuracia em qualquer banda
de frequéncia. Assim, obter a deformacao dindmica através do SEM se torna uma opcao

numérica para o estudo onde se necessita da resposta dinamica em deformacao .

Teste de reciprocidade

No uso da analise modal de deformacao existem algumas limitacoes associadas a
falta de simetria da matriz da SFRF. As pesquisas presentes na literatura, apontam que
o problema da reciprocidade é devido a assimetria da matriz da estrutura e por tal nao
obedece ao teorema da reciprocidade de Maxwell (BERNASCONI; EWINS, 1989a; CHOU,
1987; SANTOS et al., 2014; SANTOS et al., 2015; KRANJC et al., 2016) embora que a
formulagao esteja de acordo com o teorema. Segundo Santos et al. (2015), como y e k
Eq.[4.58] sdo propriedades intrinsecas da estrutura, a reciprocidade pode ser provada. Se
dois pontos 1 e 2 sao considerados, desde que estejam localizados longe das extremidades
da viga, as relacoes da reciprocidade sao validas. Embasados no fato da possivel nao
reciprocidade quando aplicado AME ou AMO da deformacao, um estudo da reciprocidade

da FRF de deformacao quando estimada utilizado o SEM é abordada como primeiro
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estudo.

A anélise da reciprocidade em relacdo a resposta em deformacao é realizada de
forma similar ao deslocamento. Sao escolhidos dois pontos para alocacao da excitacao e da
medicao da SFRF. As propriedades mecéanicas e geométricas da viga sdo as mesmas do

exemplo anterior ilustradas nas Fig.[5.1] e Fig.[5.1].

-70 T T T T
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+ Excitagéo na extremidade direita e medida na extremidade esquerda
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Figura 5.7 — Verificacao de reciprocidade da SFRF e fase com excitacao e medi¢ao nas
extremidades da viga.
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Figura 5.8 — Verificacao de reciprocidade da SFRF e fase nos pontos P3 e P8 (a), P3 e
P5 (b). As mudangas de fases sdo identificadas com as linhas tracejadas que
ligam os de picos de ressondncia ou anti-ressonéncia
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Nas Fig.[5.7] e Fig.[5.8] sao demonstradas as reciprocidades da viga utilizando os
pontos de medi¢ao e excitacdo nas extremidade da viga, na Fig.[5.8(a)] as medigoes e
excitagoes em P3 e P8, e em (b) P3 e P5. Nota-se que ha reciprocidade com relac¢ao aos
pontos escolhidos, pois as respostas estao coincidentes e nao ha variagdo nas ressonancias,
nas anti-ressonancias, no amortecimento ou na fase. Importante notar que diferente da AME
de deformacao onde a reciprocidade principalmente nas extremidades nao é assegurada
(SANTOS et al., 2015), na estimagao das deformagdes utilizando o SEM demostra a
existéncia da reciprocidade, tanto no meio da viga, quanto nas suas extremidades. Na
Fig.[5.8] é possivel identificar seis modos de vibracao e suas respectivas frequéncias de
ressonancia, que se aproximam as frequéncias naturais devido o pequeno amortecimento.
A primeira anti-ressonancia na Fig[5.8(a)], por exemplo, é verificada apds o quarto modo,
fazendo com que a fase tenha um acréscimo de 180° depois do decréscimo de 180° devido
a ressonancia, e assim sucessivamente. As frequéncias de ressonancias obtidas em P3-P8
e em P3-P5 sdo mostradas idénticas por se tratar da mesma viga sofrendo a alteracao

apenas na forma modal. A frequéncias e modos correspondentes estao listadas na tabela 1.

SEM - SFRF

Modo Frequéncia [Hz]

1 26,54
73,24
143,5
237,4
354,4
495,15

o b~ WwN

Tabela 1 — Modos de vibragao e suas respectivas frequéncias naturais utilizando a SFRF
gerada através do SEM.

Visando a verifica¢do das respostas encontradas em deformacao (SFRF), estas sdo
comparadas diretamente com os resultados em deslocamento (FRF). As FRFs e SFRFs
da Fig.[5.9] sao geradas a partir de uma simulac¢do onde os pontos P3 e P8 (a), P3 e P5
(b), de excitagdo e medigao. Conforme verificado na Fig.[5.9] a resposta obtida via SFRF

segue a mesma forma identificada na FRF, alterando apenas sua amplitude.

5.3 Validacao numérica e experimental

Na anélise modal tradicional utiliza-se o deslocamento como entrada de dados, seja
ela no dominio do tempo ou no dominio da frequéncia (AVITABILE, 2017). Para a coleta
dos deslocamentos no caso experimental sao utilizados transdutores, fornecendo os valores
dos deslocamentos em uma dada banda de frequéncia (LI et al., 2015). Porém, em estudos

dinamicos que se tem a deformacao como variavel, é interessante que esta seja medida
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Figura 5.9 — Comparacao entre a FRF e a SFRF com pontos de medida e excitagao em:
(a) P3 e P8 (a); (b) P3 e P5.

diretamente. Nesta secao a analise numérica abordando a da analise modal tedrica de
deformagcao apresentada no capitulo4 com os resultados via SEM, bem como a validacao

experimental sao tratados.

5.3.1 Validacdo numérica

Uma simulagao numérica é realizada para comparar as SFRFs obtidas através do
SEM e da andlise modal teérica. A faixa de frequéncia é de 0 & 600 [Hz| e a viga assumida
para este teste é a mesma das analises anteriores, ou seja, com propriedades geométricas
e mecanicas de L = 1 m, base b = 0,03 m e altura da se¢do transversal de h = 0,005
m, médulo de Young de E = 210GPa e densidade p = 7860 Kg/m?, com condigao de
contorno livre-livre. A viga em estudo ¢é ilustrada na Fig.[5.10], além da geometria alguns
pontos de posicionamento de medigdes dos extensometros (strain gauges) e acelerometros

sao identificados.

[ 100mm | 100 mm |  150mm | 130mm | [ 100mm | 130mm | 150mm | |

\ 50 mm \ 50 mm

Pn pontos de medigéio, n=1:8
strain gauge
acelerémetro

Figura 5.10 — Viga com os pontos de posicionamento dos extensémetros e acelerometros.
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Os seis primeiros modos de vibrar de deslocamento e deformacgao,® e ®°, acompa-
nhados de suas frequéncias para a viga sao apresentados na Fig.[5.11]. A determinacao
desses modos foram realizadas analiticamente como demonstrado no capitulo 4 e sdo

imprescindiveis para o calculo da SFRF via anélise modal Eq.[4.61] e Eq.[4.62].

Frequéncia Natural = 73,24 [Hz]

Frequéncia natural = 26,36 [Hz]

| —Deformagédo
--Deslocamento

Frequéncia Natural = 237,31 [Hz]

Freduéncia Natural = ‘143,56 [Hz]

Frequéncia Natural = 354,50 [Hz] Frequéncia Natural = 495,13 [Hz]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Eixo x da viga Eixo x da viga

Figura 5.11 — Representacao do primeiro ao sexto modo de vibragao e suas respectivas
frequéncias naturais. Deformacao ¢, e deslocamento ¢

A Fig.[5.12] mostra a SFRF obtida em P3-P8 com o SEM e andlise modal tedrica
utilizando os seis primeiros modos e frequéncias naturais apresentadas na Fig.[5.11]. Em
Fig.[5.12(a)] é a SFRF correspondente a excitagao e medigao sendo P3-P8 e a Fig.[5.12(b)]
é a SFRF obtida de P3-P5, em ambos dos casos as frequéncias de ressonancia estao
coincidentes em toda banda analisada. Para obtencao da SFRF via andlise modal ha o
truncamento dos modos o que pode influenciar na estimacao da forma modal, principal-
mente nas anti-ressonancias. No entanto, comparando as duas técnicas o SEM se mostrou

eficaz tanto quanto o modal para a estimacao da SFRF.

Comparando a FRF estimadas pelos dois métodos mostrado na Fig.[5.13], observa-
se que as frequéncias de ressonancias sao as mesmas e novamente ha um uma diferenca o na
forma modal mais sutil que na SFRF. A comparac¢ao numérica entre o SEM e analise modal
demonstra a eficiente do SEM em obter a FRF e SFRF da viga com uma boa acuracia,
validando assim o modelo numérico do SEM e restando uma validagdo experimental para

0 mesmo que é apresentado a seguir.

48



60 T T

—SEM
—Modal Analitico

[dB] ref 1 ue /N

Fase[°]

-800 L I I I I -200 I | I I I

0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500
Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]

Figura 5.12 — Comparacao das SFRFs geradas através do SEM e da anélise modal, con-
siderando os pontos de excitagao e medigdo sendo P3 e P8, (a) e P3 e P5,

(b)
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Figura 5.13 — Comparacao das FRFs geradas através do SEM e da andlise modal, consi-
derando os pontos de excitacao e medigao sendo P3 e P8, (a) e P3 e P5,

(b)
5.3.2 Validacao experimental

Dois dados experimentais foram utilizados para validar a teoria apresentada, no
primeiro é extraido do estudo realizado por Santos et al. (2015) e no segundo foram

realizados testes experimentais em um corpo de prova utilizado para teste de fatiga.
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Experimento 1

No experimento sao utilizados strain gauges e acelerdmetros para coletas de dados. A
viga utilizada é a mesma dos exemplos anteriores, com 8 pontos de medi¢oes da deformacao
através dos extensometros e 7 pontos de medicao do deslocamento utilizando acelerémetros,
ver Fig.[5.10]. De acordo com Santos et al. (2015), na configuragao experimental utilizou-se
um teste de impacto, usando um martelo modal de impacto PCB086D05 como uma fonte
de excitagao, 7 acelerometros PCB U352C65, 8 Vishay micro-strain gauges (extensdémetros)
com medidas por resisténcia, um aquisitor de sinais LMS SCADAS Mobile (SCMO05) com
24 VBS-II canais de medigao e o Software LMS Test.Lab 12A. Os dados experimentais

aplicados neste trabalho foram extraidos do artigo de Santos et al. (2015) através do
software WebPlotDigitizer®.
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Figura 5.14 — Comparagao das SFRFs obtidas nos pontos P3 e P8 através do SEM, anélise
modal e experimental (experimento realizado por Santos et al. (2015)).
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Figura 5.15 — Comparagao das SFRFs obtidas nos pontos P3 e P5 através do SEM, analise
modal e experimental (experimento realizado por Santos et al. (2015)).
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A Fig.[5.14] mostra a SFRF obtida experimentalmente, com o SEM e analise modal
com excitacdo no ponto P3 e medida no ponto P8. As SFRFs calculadas numericamente
sdo entao comparadas com a SFRF experimental com a finalidade de demostrar a eficiéncia
dos dois métodos na estimacao da deformacdo dindmica. Os dois métodos estimaram
a SFRF com boa aproximacao em comparacao com a curva experimental, embora a
SFRF obtida com o SEM se aproximou melhor da curva experimental em toda faixa de
frequéncia. A mesma simulagao também foi realizada para a medicao no ponto P5 com
excitacao em P3, a SFRF experimental, via SEM e andlise modal a qual é apresentada
na Fig.[5.15]. As SFRFs numéricas tem uma boa concordincia com a experimental, e
novamente a SFRF estimada utilizando o SEM fica mais proxima da experimental na faixa
de frequéncia de analise. Em ambos os métodos as formas modais, as amplitudes, os picos
de ressonancia e anti-ressonancia sao proximas do experimental. Porém o SEM apresenta

melhor aproximacao em comparagao com a analise modal.

Na tabela 2 sao listadas as frequéncias de ressonancias obtidas via SEM e expe-
rimento associados a cada modo e aos erros relativos entre as duas. Verifica-se que ha
uma diferenca entre as frequéncias de ressonancia, principalmente nos primeiros modos,
como méaximo erro de 35% e minimo de 0.05%. Na tabela 3 estao listados os valores das
frequéncias de ressonancia obtidas via SEM e andlise modal, como os dois métodos sao

numéricos os erros relativos sao pequenos como maximo 0.68% e minimo de 0.028%.

Frequéncia [Hz|

Modo SEM Experimento Erro [%]
1 26,54 17,10 35.57
2 73,24 64,37 12.12
3 143,50 136,32 5.04
4 237,40 234.4 1.27
5 354,40 354,3 0.028
6 495,55 495.8 0.05

Tabela 2 — Comparagdo entre as frequéncias de ressonancia encontradas através dos méto-
dos SEM e experimento com a indica¢do de erro percentual.

Frequéncia [Hz|

Modo SEM Anilise modal Erro [%]
1 26,54 26,36 0,68
2 73,24 73,24 0
3 143,50 143,56 0,042
4 237,40 237,31 0,038
5 354,40 354,50 0,028
6 495,55 495,13 0,0848

Tabela 3 — Comparagao entre as frequéncias de ressonancia encontradas através dos méto-
dos SEM e AME com a indicagdo de erro percentual.
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Experimento 2

A segunda validacao experimental é realizada através dos resultados obtidos via
simulacao e sua comparacgao direta com um experimento realizados no Laboratory of
Mechanic of Normandy (LMN) - INSA de Rouen. Neste teste experimental é utilizado um
corpo de prova fixado a um shaker, sdo medidos a velocidade e a deformagao em algums
pontos ao longo da amostra. As dimensoes, pontos de medi¢ao e geometria do corpo de
prova estao mostradas na Fig.[5.16]. O corpo de prova foi projetado para obter um area de
tensao longe da sua fixacao e de forma a ter a primeira frequéncia de ressonancia proxima
a 100 Hz (KHALLJ et al., 2015). o material da amostra ¢ de ago com baixo teor de carbono
(% C <0.1), com um limite de escoamento de 235MPa e Médulo de Young de 205GPa.
A amostra foi submetida a tratamento térmico a temperatura de 900°C no vacuo por 1
hora, seguido por resfriamento lento em um forno de ar para reduzir as tensoes residuais
da amostra (KHALILJ et al., 2015; GAUTRELET1. et al., 2019).

80
Z
éé} B M{6.8 1 20 1
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Figura 5.16 — Geometria e dimensoes do corpo de prova (mm).

A bancada de teste utilizada para realizar o experimental é mostrada na Fig.[5.17]
e consiste de um excitador eletrodinamico-Shaker TiraVib TV50100+BAA1000+FPS,
um sistema de de aquisicao ACP:Acquisition Control Peripheral of Spectral Dynamics,
um amplificador de poténcia o qual transforma o sinal de controle em um movimento
de vibragao, um dispositivo de fixagao fixo-mével onde a amostra é fixa; Strain gauge
HBM 1LY 15-1.5/350 colado em trés pontos da amostra e um Polytec Laser Vibrometer
(OFV-3001/0FV-303). A excitagao se da por uma varredura senoidal (sweep sine) em uma
faixa de frequéncia de 0 a 2000 Hz, este intervalo compreende as trés primeiras frequéncias
de ressonéancia da amostra. A duracao do sweep sine foi de 10 min, a aceleracao imposta

foi de 0.5g e a frequéncia de amostragem de 9600Hz.

Os trés extensometros foram fixados em um ponto B & 15mm a partir do engaste,
ponto M com 30 mm e ponto H com 45mm, Fig.[5.16]. O sinal temporal medidos pelos

extensdmetros e o equivalente sinal na frequéncia pos-processada no Matlab sao mostrados
nas Fig.[5.18],Fig.[5.19] e Fig.[5.20].

Os trés sinais temporais extraidos da medi¢oes realizados com o extensémetro
apresentam semelhantes picos préximos a 40 s, 200s e 580 s porém com niveis de amplitudes
diferentes. Apds a transformada do sinal para o dominio da frequéncia observa-se que na

regido em que o picos aparecem é ao onde ocorrem as ressonancias. Conclui-se entao, que
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Figura 5.17 — Configuracao real e esquematica da bancada experimental.
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Figura 5.18 — Medida da deformagéo no dominio do tempo (esquerda) e da SFRF (direta)
no ponto B.

nas regioes de ressonancia do corpo de prova ha uma aumento consideraveis no nivel da
deformacao, sendo assim possivel realizar o estudo dindmico e vibracional de estruturas

em geral a partir da sua resposta da deformacgao dinamica.

Na construcao do modelo numérico modelou-se o corpo de prova utilizando o
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Figura 5.19 — Medida da deformagéo no dominio do tempo (esquerda) e da SFRF (direta)
no ponto M.
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Figura 5.20 — Medida da deformagao no dominio do tempo (esquerda) e da SFRF (direta)
no ponto H.

SEM e a partir dai estimou-se a SFRF nos pontos B, M e H. As SFRFs experimentais
foram medidas diretamente facilitando a comparacao direta entre a SFRF numericamente
calculadas. O modelo numérico é composto pela amostra fixada ao shake e ambos sao
modelados via SEM, mais detalhes em (MACHADO et al., 2018; MACHADO et al., 2019).
O modelo numérico é apresentado na Fig.[5.21], o qual é composto por 5 vigas que juntas
compoOe a amostra e um shaker espectral conectado ao né 2, a condi¢cdo de contorno
assumida é com restrigoes nas rotagoes nos primeiros 3 nés e com a vertical livre pois a
amostra move juntamente com o eixo do shaker. A excitacao é a realizada no né 2 e se da

pelo movimento do shaker, e por fim as medi¢oes sdo realizadas nos pontos indicados.

Figura 5.21 — Modelo da amostra com a conexao do shaker.

As SFRFs numérica e experimental dos pontos B, M e H sdo mostradas nas
Fig.[5.22], Fig[5.23] e Fig.[5.24]. Analisando as SFRFs verifica-se que a formulacao da
deformacao dindmica proposta teve uma boa aproximagao com a SFRF experimental, o
qual tem muito ruido ao longo de todo o sinal, porém sao nitidos os picos de ressonancias.
Assim, dos trés modos identificados a curva numérica obtida com o SEM ajustou-se bem
em todos eles. No ponto B héa dois picos de anti-ressonancia o qual nao é claro na curava
experimental. As estimagoes das SFRFs calculadas via SEM se tiveram em todos os trés
pontos uma boa aproximagcao das frequéncias de ressonancia e na forma do modo, e embora
os dados experimentais estejam contaminados com ruidos nao influenciou na comparacao
entre as curvas. Portanto, é plausivel de se dizer que a teoria apresentada foi capaz de

descrever com precisao a resposta da deformacao dindmica da amostra.
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5.4 Analise da deformacao dinamica da viga trincada

Para a analise da deformacao dindmica em uma viga trincada utiliza-se uma viga
sem dano modelada utilizando a teoria apresentada na secao 3.4.2 e uma viga trincada
modelada via SEM como presentado na secao 3.4.3. As Fig.[ 3.6] ¢ Fig.[3.9] mostram as
duas vigas. Assumindo a condicao de contorno livre-livre, as estruturas sdo excitadas por
uma forca impulsiva e a SFRF obtida no n6 1. A viga é feita de aco tendo E = 210GPa,
p = 7850 kg/m3, o crimento total de L = 1 m, a base de b = 0.03m , e a altura igual a
h = 0.005m. A posi¢ao da trinca,L;, varia de 10, 30, 50 e 70% de comprimento total e

para cada posicao a profundidade da trinca, a, varia de 5, 10, 20 e 30% da altura da secio

transversal.
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Figura 5.25 — Comparagao das SFRFs e respectivas fases da viga com e sem dano. Posi¢ao
da trinca a 10% de L e profundidade da trinca de 5, 10, 20 e 30% da altura.
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Figura 5.26 — Comparacao das SFRFs e respectivas fases da viga com e sem dano. Posi¢ao
da trinca a 30%de L e profundidade da trinca de 5, 10, 20 e 30% da altura.

As Fig.[5.25] a Fig.[5.28] mostram as SFRFs obtidas para a viga com e sem dano.
Verifica-se que a resposta é alterada em funcao do tamanho da trinca e do aumento
da frequéncia. Em todos os casos, nos modos de mais baixa frequéncia a variacao da
amplitude e da frequéncia de ressonancia é muito pequena e para frequéncias mais altas
as SFRF movem na para a esquerda. A presenca de trinca em qualquer estrutura gera
a perda de rigidez, e essa diminuicao da rigidez afeta diretamente a SFRF, provocando
algum tipo de alteracdo na resposta. Tal efeito é muito conhecido nas FRFs e através
dessa mudanga é possivel monitorar a integridade da estrutura (DOEBLING et al., 1996;
FARRAR; WORDEN, 2007). Assim, um estudo da SFRF e do seu comportamento quando
ha a presenca de uma trinca é discutido nesta secao. Os autores salientam que a deteccao
e quantificacdo esta fora do escopo deste trabalho, ficando como tema para trabalhos

futuros.

o7



'60 T T T T T

——Sem dano
-70}+ —Trincada 5% ||
Trincada 10%
80t : —Trincada 20%]
‘ ——Trincada 30%

Deformagéo [dB ref. Le /N]
KN
o
<

-110f
-120+
-130F
-140 I ! L | |
0 100 200 300 400 500 600
Frequéncia [Hz]
200 T T T . T
M ——Sem dano
150 ——Trincada 5% |
Trincada 10%
100} ——Trincada 20%{
——Trincada 30%
50} 5
)
g Ofn i ]
LL
-50 L
-100+
-150+
H
_200 | | | |

0 100 200 300 400 500 600
Frequéncia [Hz]

Figura 5.27 — Comparacao das SFRFs e respectivas fases da viga com e sem dano. Posi¢ao
da trinca a 50% de L e profundidade da trinca de 5, 10, 20 e 30% da altura.

Observa-se que nas SFRFs com a posicao da trinca em 10% de L apresenta uma
maior sensibilidade ao dano. Isso se deve a proximidade ao contorno e estar fora de um
né modal onde ha a incidéncia de todos os modos. Quando a trinca esta localizada no
meio da viga (0.5L) a sensibilidade da viga ao dano diminui, pois neste ponto geralmente
é localizado um né modal, observe que apenas os modos impares sofrem com alteragoes
devido ao dano. Para a localizacao da trinca em 0.3L e 0.7L, mesmo para uma trinca com
profundidade maiores a alteracao na SFRF ocorre no trés ultimos modos, isso porque esse
o pontos sdo quase que simétricos entre si. A sensibilidade da trinca afera os modos de
mais alta frequéncia. Além da analise da SFRF para a deteccao do dano, a fase também
carrega a informacao da trinca. Como a mudanca da SFRF a fase também muda ficando,

em alguns casos, mais visivel o deslocamento dos modos da SFRF.

Portanto, este estudo demostra que a posicao da trinca é o fator influenciante para
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Figura 5.28 — Comparagao das SFRFs e respectivas fases da viga com e sem dano. Posi¢ao
da trinca a 70% de L e profundidade da trinca de 5, 10, 20 e 30% da altura.

um possivel caso de detecgao e quantificagao. O tamanho da trinca esta diretamente ligado
a perda de rigidez e a localizacao estd conectada com a estrutura fisica. Pois em casos
que a posicao da trinca estiver préximo a um n6é modal impossibilita em alguns casos a
indicacao da integridade da viga. Assim esses dois pardmetros sao sempre as variaveis de
grande interesse na analise da deteccdo de dano e para um estudo acurado é necessario

uma pré analise da vibracao do sistema.

5.5 Consideracoes finais

Nesta secgao foram apresentados estudos numéricos e experimentais para a es-

timacao da SFRF. No estudo numérico a deformagao obtida via SEM foi comparada
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com a calculada utilizando um método abordado em muitos trabalhos que é a anélise
modal de deformacao. Como primeira analise, realizou-se um teste de reciprocidade da
reposta onde os dois métodos respeitam o teorema da reciprocidade descrita por Maxwell.
Comparando ainda os resultados numéricos as SFRF estimadas com o SEM tem uma boa
aproximagao com as obtidas através da analise modal, apresentando algumas diferencas
nas anti-ressonancias. Tal efeito pode ser devido a convergéncia de modos utilizado na

analise modal.

Além da validagdo numérica duas validacoes experimentais sdo apresentadas. Uma
delas utilizou dados experimentais apresentado por Santos et al. (2015), tanto do SEM
quanto a anélise modal estimarao as SFRS medidas em dois diferentes pontos, porém o SEM
teve uma melhor aproximacao da curva experimental. Na segunda validacao experimental
foram utilizados dados experimentais realizados em um corpo de prova de teste de fatiga.
As SFRS foram medidas em trés diferentes pontos e diretamente comparadas com a
deformacao dindmica calculadas com o SEM, em todas a medi¢oes o SEM foi capaz de
estimar a SFRF com muito precisdo em comparacao com o experimental, mostrando assim

sua eficiéncia na estimacao direta das deformagoes
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6 Conclusao

Neste trabalho foi apresentado a formulagao da deformagao dinamica através do
método do elemento espectral (SEM) de viga com e sem trinca. Resultados representados
na forma de strain frequency responce function SFRFs que demonstram o comportamento

da deformacao dinamica em funcio da frequéncia de excitacao.

No capitulo 3 foi apresentada a formulacao da deformacao dindmica utilizando o
SEM. Para a realizacdo do modelamento foram utilizadas as propriedades mecanicas do
elemento estudado, neste caso viga, para se correlacionar a forca com a deformagao. Assim
foi possivel chegar a matriz de rigidez exata com a resposta em deformagao, possibilitando
a determinacao da SFRF. Para validar a formulacao proposta, no capitulo 4 é demonstrada
a teoria da analise modal que utilizando a mesma abordagem do SEM para se correlacionar
o deslocamento e a deformacéo. E apresentada a teoria utilizada para se chegar & SFRF

através da andalise modal, possibilitando assim a comparacao com a SFRF gerada via SEM.

No capitulo 5, sdo demonstrados os resultados numéricos e experimentais. Os
resultados obtidos a partir da formulacao proposta neste trabalho sao analisados na forma
de SFRF e suas respectivas fases. Inicialmente foram avaliadas a reciprocidade e as propri-
edades dindmicas do elemento de viga, tanto da FRF quanto da SFRF. Verificou-se que a
reciprocidade existe e foram determinadas as propriedades dinamicas com assertividade.
A validagao dos resultados é realizada através da comparacao com as respostas obtidas
com o SEM, andlise modal tedrica e dois experimentos, um encontrado na literatura e
outro realizado no Laboratory of Mechanic of Normandy (LMN) - INSA de Rouen. A
validacao da formulacao foi obtida com sucesso em todas as comparacoes realizadas, pois
dentre os métodos utilizados o SEM se aproximou mais dos valores experimentais quando
se comparado a andalise modal. Ao se comparar o SEM ao dados do experimento realizado

se obteve uma boa aproximacao das SFRFs.

Ao final, sdo realizados verificacbes do comportamento da deformacao dindmica
em um elemento viga com presenca de trinca. Na simulagao os resultados mostraram
uma variacao nas respostas os elementos trincados com relacao aos elementos saudaveis,
tendo dependéncia nao somente em fun¢ao do tamanho da trinca, mas também com sua
localizacao. Tais resultados podem ser tratados mais a fundo e serem correlacionados
com estudos voltados a mecénica da fratura e fadiga dos materiais em conjunto com a

formulagao proposta neste trabalho.
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6.1 Trabalhos Futuros

Com a implementacao realizada, surgiram possibilidades de extensao do trabalho

realizado, podendo gerar pesquisas futuras, sendo elas:

e Analise da propagacao de trincas em materiais homogéneos através da da im-
plementacdo da deformagao dindmica via SEM acoplada aos métodos de mecanica da

fratura.

e Vefificagdo do impacto do amortecimento estrutural na propagagao de trincas

através de andlises da deformacao dindmica via SEM.

6.2 Publicacoes

Durante o desenvolvimento desta dissertacgao foi publicado um artigo no DINAME

2019 — XVIII International Symposium on Dynamic Problems of Mechanics, sendo:

Silva, T.P., Machado, M.R., Khalij,L.. Dynamic strain analysis using spectral
element method. Proceeding of XVIII International Symposium on Dynamic Problems of
Mechanics - DINAME2019, Buzios-Rio de Janeiro,Brazil, 2019.
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