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Resumo

Realizamos estudo sistemático da in�uência de dois campos de laser intenso linear-
mente polarizados, em con�guração cruzada, nos níveis de energia do elétron e na densidade
de estados em poços quânticos de GaAs/AlGaAs. Mostramos que tanto o padrão de con-
�namento dos portadores de carga quanto a densidade de estados são modi�cados pela
aplicação dos campos. Para radiações intensas de laser polarizado na direção de crescimento
da heteroestrutura semicondutora, apenas o per�l da banda de condução é modi�cado,
induzindo fortes desvios para o azul nos níveis de energia que dependemmonotonicamente
da intensidade e da freqüência do laser, além disso, detectamos que tais desvios são mais
pronunciados nos níveis de energia mais altos. Por outro lado, polarizações paralelas ao
plano das heterointerfaces produzem alterações na densidade de estados, mudando seu
per�l suavemente em função da intensidade e freqüência do laser aplicado, o que sugere
um interessante mecanismo de regulagem do laser que pode ser utilizado na prática para
ajustar as propriedades ópticas e de transporte de dispositivos semicondutores de baixa
dimensionalidade sob ação de laser.

Na ausência de campos, investigamos a in�uência do per�l não-abrupto de dopagem
na densidade do gás de elétrons bidimensional em poços quânticos de GaAs/AlGaAs com
interfaces graduais e dopagemmodulada emuma das barreiras. Ummétodo de discretização
própria para malhas não-uniformes foi proposto a �m de resolver as equações acopladas
de Schrödinger e Poisson de maneira autoconsistente. Observamos, para esse sistema,
um aumento signi�cante na densidade bidimensional dos portadores de carga em função
do tamanho de difusão dos doadores, apontando assim a provável causa para os baixos
valores encontrados em outros trabalhos nos quais um per�l gradual de dopagem não
foi considerado. Veri�camos ainda que o aumento da largura do espaçador, que separa
os portadores de carga das impurezas residuais, diminui o efeito da dopagem gradual no
processo de transferência de carga.

Analisamos também o efeito dos campos elétricos internos e das interfaces graduais
no per�l da banda de condução e nas energias de transição intersubbanda para poços
quânticos de GaN/AlGaN com estrutura wurtzita. Identi�camos, mais uma vez, a presença
de desvios para azul induzidos pelos campos intensos de polarização bem como pelas
interfaces graduais. Enquanto o efeito das polarizações piezoelétrica e espontânea é mais
acentuado em poços quânticos mais largos, o efeito produzido pelas interfaces graduais
é mais pronunciado para poços mais estreitos, indicando a grande importância desse
último efeito em nanodispositivos semicondutores. Um aumento signi�cativo na densidade
bidimensional dos portadores de carga em função do tamanho de difusão dos doadores
também foi encontrado para poços de GaN/AlGaN com dopagem modulada.



Abstract

A systematic study on the in�uence of two intense, linearly polarized, nonresonant
laser �elds, in a crossed con�guration, on the electron energy levels and density of states
in GaAs/AlGaAs quantum wells is performed. �e carrier con�nement pattern and the
density of states are shown to be modi�ed by the laser beams. For laser �eld polarizations
parallel to the growth direction only the conduction band pro�le is changed, inducing
strong blueshi�s on energy levels which depend monotonically on both the laser intensity
and frequency, besides, we detected that such blueshi�s are larger for higher energy levels.
On the other hand, for in-plane polarizations only the density of states is altered, changing
its pro�le smoothly in function of the applied laser intensity and frequency, which suggests
an interesting laser tuning mechanism that can be used to adjust the optical and transport
properties of low-dimensional semiconductor devices under intense laser �elds.

In the absence of laser �elds, we investigated the in�uence of non-abrupt doping pro�les
on the carrier sheet density in one-side modulation-doped GaAs/AlGaAs graded quantum
wells. A proper discretization method for non-uniform meshes was proposed in order
to solve the coupled Schrödinger and Poisson equations self-consistently. We noted, for
this quantum system, a signi�cant increase in the electron sheet density in function of the
donors di�usion length, pointing, therefore, the probable cause for the underestimations in
the two-dimensional electron gas density veri�ed in previous works based upon the abrupt
doping pro�le. We also found that the e�ect of the non-abruptness on the charge transfer is
diminished by the increase of spacer layer thickness, which separates the carriers from the
remote donors.

�e e�ects of internal electric �elds and graded interfaces on the conduction band
pro�le and on the energies of intersubband transitions for GaN/AlGaN quantum wells with
wurtzite structure were also analyzed. Once more, the presence of blueshi�s induced by
intrinsic polarization electric �elds and by graded interfaces was identi�ed. While the e�ect
of piezoelectric and spontaneous polarizations is more pronounced for larger quantum
wells, the e�ect produced by the graded interfaces is more pronounced for narrow quantum
wells, indicating the great importance of this latter e�ect on semiconductor nanodevices. A
signi�cant increase in the electron sheet density in function of the donors di�usion length
was also found for modulation-doped GaN/AlGaN quantum wells.
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AN polarização espontânea em compostos binários de nitretos 

b parâmetro de encurvamento 

εkl deformação elástica 

σi j tensão mecânica 

Ci jkl elementos do tensor elástico 

Ci j constantes elásticas 

Si j constantes de deformação elástica 

ε deformação ao longo do eixo c 

ε deformação ao longo do plano da base 

ν() razão de Poisson 

σ tensão no plano da base do cristal 



Ppz
i componentes da polarização piezoelétrica 
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 Introdução

Heteroestruturas podem ser de�nidas como estruturas semicondutoras hetero-

gêneas feitas de dois ou mais semicondutores diferentes [], de tal forma que a região

de transição ou interface dos diferentes materiais desempenha um papel essencial na ação de

qualquer nanodispositivo. Os semicondutores participantes das heteroestruturas envolvem

os elementos da parte central da tabela periódica (veja Tabela  na página seguinte). Cada

elemento da coluna III pode ser combinado com um elemento da coluna V para formar

o chamado composto III–V. Dos elementos mostrados, doze compostos III–V distintos

podem ser formados. O composto mais utilizado é o arseneto de gálio (GaAs), mas todos

eles podem ser utilizados em heteroestruturas, a escolha depende da aplicação. Na prática,

composto III–V são quase sempre utilizados em heteroestruturas, ao invés de isolados. Dois

ou mais compostos distintos podem ser usados para formar ligas. Um exemplo comum é o

arseneto de gálio-alumínio (AlxGa−xAs), onde x é a fração do cristal ocupada por átomos

de alumínio (Al) e  − x é a fração ocupada por átomos de gálio (Ga). Assim não temos

apenas uma quantidade �nita de compostos diferentes, mas uma faixa contínua demateriais,

já que é possível fazer heteroestruturas de composição gradual, nas quais a composição

varia continuamente ao longo da estrutura do dispositivo.

Durante muito tempo as principais heteroestruturas utilizadas na fabricação de disposi-

tivos eletrônicos e optoeletrônicos de baixa dimensionalidade foram aquelas compostas

pelo GaAs e suas ligas. Esse fato pode ser explicado devido a uma gama de vantagens ofere-

cidas por esses materiais, dentre elas podemos citar: ótima qualidade de interface, pequena

diferença entre as constantes dielétricas das camadas constituintes, baixa concentração de

impurezas residuais, alta mobilidade eletrônica a baixa temperatura, possibilidade de alta

concentração de dopagem nas barreiras, dentre outras.



. Motivação 

Tabela 1 – Porção central da tabela periódicamostrando
os elementos das colunas II a VI, utilizados em heteroestru-
turas.

ii iii iv v vi

N
Al Si P S

Zn Ga Ge As Se
Cd In Sb Te
Hg

. Motivação

Recentemente o interesse da comunidade cientí�ca pelas heteroestruturas compos-

tas por GaAs vem sendo substituído pelos materiais chamados de nitretos do grupo III,

compostos por nitreto de gálio (GaN) e suas ligas, conforme mostra a Figura . Muitos

trabalhos atuais têm sido publicados a respeito da eletrônica dos nitretos do grupo III.

Esses resultados experimentais indicam que os efeitos de polarização previstos nos nitretos

in�uenciam sobremaneira a performance dos dispositivos baseados em tais materiais.

De acordo com Strite e Morkoç [], os nitretos do grupo III foram sintetizados pela

primeira vez já em  []. Todavia o estudo experimental desses materiais foi di�cultado

por anos pela baixa qualidade das amostras. Somente no início da década de , com o

progresso da técnica de crescimento epitaxial de cristais, uma melhor qualidade nos �lmes

de nitretos fabricados foi atingida a um nível su�ciente para produção de dispositivos em

aplicações práticas. O marco na exploração dos nitretos foi a demonstração em  por

Akasaki et al. [] e Nakamura, Senoh eMukai [] de LEDs azuis e�cientes baseados emGaN.

Guiado pelo sucesso na realização desses dispositivos, o campo de pesquisa em nitretos

explodiu nos anos seguintes, comomostra a Figura  na página . A disponibilidade de boas

amostras de heteroestruturas estimulou uma extensa investigação teórica e experimental do

GaN e suas ligas com nitreto de alumínio (AlN) e nitreto de índio (InN). Descobriu-se então

que as propriedades desses materiais são signi�cantemente diferentes das propriedades de

materiais muito melhores explorados como o GaAs e outros semicondutores III–V.

Os semicondutores de banda proibida larga têm atraído grande atenção da comunidade

cientí�ca devido às suas excelentes propriedades físicas para a fabricação de nanodispo-



. Motivação 

Figura  – Largura da banda proibida de energia das ligas
de nitretos nas fases wurtzita (curvas sólidas) e zinco-blenda
(tracejadas) e dos compostos binários (pontos) como função
da constante de rede basal para a fase zinco-blenda.

Fonte: Vurga�man e Meyer []

sitivos eletrônicos e ópticos que exigem alta potência, alta freqüência e alta temperatura.

Os Semicondutores de banda proibida larga mais promissores são os nitretos do grupo

III, tais como os compostos binários AlN, GaN e InN. Tais materiais cobrem uma grande

variedade de bandas proibidas de energia, desde , eV para o InN, passando por , eV

para o GaN e chegando a , eV para o AlN, conforme pode ser veri�cado pela Figura . A

separação espacial entre os portadores de carga no gás de elétrons bidimensional (DEG) e

os doadores ionizados faz do transistor de alta mobilidade eletrônica (HEMT) composto

por GaN/AlGaN um dos dispositivos preferidos pela indústria da nanotecnologia. Adicio-

nalmente, por causa dos grandes coe�cientes piezoelétricos e da falta de casamento entre

as constantes de rede entre AlN e GaN, um campo elétrico de polarização, induzido pela

tensão da rede, é gerado na heterojunção ou no poço quântico de GaN/AlGaN e pode

induzir uma alta densidade de carga. Trabalhos recentes [] mostraram que a polarização

espontânea aparece também na fase wurtzita dos nitretos-III e é comparável à polarização

piezoelétrica. Desse modo, ambos efeitos de polarização contribuem para a formação do

campo de polarização e podem induzir um grande DEG.



. Motivação 

Figura  – Evolução do número de trabalhos cientí�cos publicados envolvendo
os materiais semicondutores GaAs e GaN.

Fonte: ISIWeb of Science, disponível em: http://isiknowledge.com

Alguns dos efeitos peculiares aos nitretos já foram explicados. Contudo, devido à aplica-

ção recente desses materiais à indústria e também devido às imperfeições estruturais típicas

dos cristais epitaxiais crescidos com as técnicas empregadas atualmente, o entendimento

preciso e detalhado da física dos nitretos do grupo III ainda estar por vir.

Provavelmente, a áreamenos explorada e compreendida na física emergente dos nitretos

do grupo III é a eletrostática desses materiais e, em particular, os efeitos da polarização

elétrica. Tal de�ciência pode ser explicada, em parte, pelo surgimento tardio da teoria

quântica da polarização elétrica em cristais, que �cou conhecida somente em  [, ,

, ]. Além disso, a maioria dos desenvolvimentos da teoria de polarização elétrica em

cristais e subseqüentes aplicações práticas foram realizados, em grande parte, commateriais

ferroelétricos e dielétricos, enquanto o primeiro esforço para aplicar tal teoria a materiais

semicondutores é datado de  [].

Entender o papel que a polarização macroscópica desempenha nos nitretos do grupo

III tem importantes implicações práticas e teóricas. Campos intensos de polarização em

http://isiknowledge.com
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heteroestruturas baseadas em GaN são responsáveis por uma alta corrente crítica e desvio

para o vermelho em laseres de pequeno comprimento de onda []. Em estruturas de

transição intersubbanda de grande comprimento de onda, os campos elétricos induzidos

pela polarização aumentam o tempo de relaxação e reduz a altura efetiva da barreira [].

O gás de elétrons bidimensional (DEG) induzido pela polarização em HEMTs permite

atingir concentrações de portadores de carga de até ×  cm−, resultando em dispositivos

de excelente performance []. Para projetar esses e outros dispositivos de nitretos do grupo

III e otimizar suas características um conhecimento sólido dos efeitos de polarização faz-se

necessário.

. Objetivo e Organização

O objetivo do presente trabalho é investigar a in�uência de campos elétricos (externos

e internos), per�s de dopagem e interfaces graduais em algumas propriedades eletrôni-

cas relevantes em poços quânticos simples de GaAs/AlGaAs e GaN/AlGaN. O texto está

organizado da seguinte maneira:

No Capítulo  apresentamos o formalismo matemático utilizado na investigação dos

efeitos de dois campos de laser intenso não-ressonante e de grande comprimento de onda

na densidade de estados e nos níveis de energia dos elétrons con�nados em poços quânticos

simples de GaAs/AlGaAs.

OCapítulo  traz o estudo da in�uência de per�s não-abruptos de dopagem na estrutura

eletrônica de poços quânticos de GaAs/AlGaAs com dopagem modulada em uma das

barreiras de AlGaAs e com interfaces graduais. Ênfase é dada na dependência da densidade

super�cial dos portadores com a largura do espaçador e com o tamanho de difusão dos

doadores.

Os efeitos de campo elétrico interno, interfaces graduais e dopagens não-abruptas nas

energias de transição intersubbanda, no potencial de con�namento e na densidade do gás de

elétrons bidimensional em poços quânticos de GaN/AlGaN sujeitos aos efeitos não-lineares

das polarizações espontânea e piezoelétrica é o tema do Capítulo .

Finalmente, no Capítulo , apresentamos as conclusões �nais, destacando os resultados

mais importantes obtidos, e descrevemos as possibilidades de trabalhos futuros.





 Efeito de Campos de Laser

Neste capítulo apresentamos o formalismo matemático utilizado na investigação

dos efeitos de dois campos de laser intenso não-ressonante e de grande comprimento

de onda sobre a densidade de estados e nos níveis de energia dos elétrons con�nados em

poços quânticos simples de GaAs/AlGaAs. Os resultados obtidos revelam a presença de

desvios para o azul nos níveis de energia e uma alteração signi�cativa na densidade de

estados. Ambos os efeitos apresentam dependência monotônica com a intensidade e a

freqüência dos laseres incidentes, o que sugere um mecanismo de sintonia do laser no qual

seja possível, por exemplo, melhorar o desempenho de dispositivos optoeletrônicos em

presença de campos de laser.

. Introdução

Com o advento de fontes de laser linearmente polarizadas, de grande potência e grande

comprimento de onda, novas possibilidades surgiram no estudo da interação do campo

de laser intenso (ILF) com elétrons em semicondutores [, , ]. No caso particular de

heteroestruturas semicondutoras, a situação é aindamais interessante devido à possibilidade

de con�namento dos portadores de carga dentro de uma região nanométrica, reduzindo

assim a dimensionalidade do sistema. Essa possibilidade de con�namento foi investigada

com o uso de fontes de laser ajustáveis de alta qualidade, como o laser de CO ou laser

de elétron livre (FEL), aplicadas a sistemas eletrônicos de baixa dimensionalidade [, ].

Como conseqüência, alguns fenômenos importantes associados com o DEG induzido por

laser foram previstos teoricamente [, , ] e observados [, ] em laboratório.

Cálculos teóricos das mudanças induzidas por ILF no nível de energia da primeira

subbanda [] e na mobilidade [] para elétrons em poço quântico (QW), além da energia

de ligação de uma impureza hidrogenóide con�nada em QW [], já foram desenvolvidos.

As taxas de espalhamento elétron-fônon e elétron-impureza, sob radiação terahertz (THz)
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para elétrons em uma heterojunção simples foram calculadas por Cao e Lei []. Essencial-

mente, o mesmo formalismo foi considerado no estudo de mecanismos de regulagem para

emissão de laser [] e tunelamento ressonante induzido por laser [] em uma heteroes-

trutura de barreira dupla. No caso de poço quântico com dopagem modulada (MDQW),

um ajuste similar foi encontrado [, ] para a densidade do DEG. Aliás, na presença de

uma radiação eletromagnética (EMR) linearmente polarizada, modi�cações na densidade

de estados (DOS) em gás de elétrons tridimensional (DEG) [,] e em DEG [] foram

sistematicamente investigados, levando à predição teórica do efeito Franz-Keldysh dinâmico

(DFKE) [], que foi detectado em  por Kono et al. [].

No caso de um quase-DEG, isto é, um gás de elétrons con�nado em uma região do

poço de largura �nita, efeitos importantes de radiação THz foram obtidos para a depen-

dência da DOS com a energia do elétron em QWs modelados com alturas de barreira

�nitas [] e in�nitas []. Nesses trabalhos, Xu tratou a interação elétron-fônon de forma

exata, considerando o caso mais geral, qual seja o de feixes de laser compostos por fótons

ressonantes, levando em consideração, desse modo, processos de absorção e emissão. Como

conseqüência, os somatórios e as integrais envolvidas nas expressões obtidas para a correção

do DOS devido à presença de campos de laser são demasiadamente grandes. No entanto,

a possibilidade de obter modi�cações na estrutura eletrônica de um quase-DEG indu-

zido por laser e con�nado em um QW com larguras e alturas �nitas usando apenas feixe

de laser não-ressonante1 ainda não havia sido explorada, apesar do fato de as expressões

matemáticas envolvidas serem relativamente simples.

Tendo em vista que a DOS é um dos elementos centrais no cálculo de quase todas as

propriedades físicas mensuráveis, consideramos relevante a tarefa de investigar em detalhes

as mudanças induzidas nessa propriedade devido à incidência de uma fonte não-ressonante

de laser intenso em QWs. Ademais, a possibilidade de aumentar o desvio para o azul (blue-

shi�), induzido por laser, nos níveis de energia do elétron pela aplicação simultânea de dois

feixes de laser linearmente polarizados, em uma con�guração cruzada, não foi investigada

até hoje. Julgamos também ser importante investigar como a presença de laser intenso

não-ressonante e de grande comprimento de onda afeta o per�l de potencial, os níveis de

energia e a DOS para elétrons con�nados em um QW simples.

1A condição de não-ressonância entre a freqüência do laser e a estrutura do QW foi observada em nossos
cálculos. Tal condição simplesmente requer que a freqüência do laser esteja abaixo do valor crítico para o
qual a energia do fóton poderia atingir qualquer energia de transição relevante para os portadores no QW.



. Formalismo 

. Formalismo

Na ausência de radiação eletromagnética, os níveis de energia e a densidade de estados

podem ser facilmente computados para elétrons quase-D con�nados em poços quânti-

cos com barreiras de altura �nita, dentro da aproximação da massa efetiva. Nesse caso o

potencial é dado por

V(z) = VΘ (∣z∣ − L

) , (.)

onde V é a altura da barreira, Θ(z) é a função degrau de Heaviside e L é a largura do poço.

Se considerarmos o eixo z como sendo perpendicular as interfaces do QW, a função de

onda do elétron quase-D é dada então por [, , ]

Ψn,k(r�, z) = √
S
eik⋅r�χn(z), (.)

onde S é a área de normalização, k ≡ kx x̂ + kyŷ é o vetor de onda plana, r�≡ xx̂ + yŷ é a

posição planar e χn(z) representa a função de onda envelope. O espectro de energia pode

então ser obtido de

En(k) = εn + ħk

m∗
, (.)

onde cada subbanda é identi�cada pelo índice n = ,  . . . tal que εn representa os níveis

de energia dos estados ligados, ħ = h/π representa a constante reduzida de Plank (vide

Tabela  na página ) e m∗ é a massa efetiva do elétron.

No caso de QWs não-dopados, as energias εn são os autovalores de um operador

Hamiltoniano que descreve o movimento do elétron em um poço quântico retangular. Esses

autovalores são as soluções de certas equações transcendentais que surgem das condições

de contorno para χn(z) e 
m∗(z)

∂χn
∂z

nas heterointerfaces [, ]. Esta última condição de

contorno envolve as massas efetivas (dependentes da posição) do canal e da barreira, m∗A e

m∗B, respectivamente. Uma vez que todos os níveis de energia ligados foram determinados,

a DOS pode ser calculada pela sua formulação geral, ou seja,

ρ(E) =∑
k
δ[E − ε(k)]. (.)

Para o caso mais simples de elétrons D em QW retangular, esse somatório corresponde à
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seguinte expressão integral []:

ρ(E) = gs∑
n

S
π ∫∫ δ [E − εn − ħ

m∗
(kx + ky)]dkx dky , (.)

onde gs(=) é o fator de degenerescência do spin e m∗ é a média de m∗(z), ou seja, é massa

efetiva média ao longo da direção de crescimento. A integral na Eq. (.) pode ser resolvida

em termos da função degrau de Heaviside usando coordenadas polares no espaço k. Isso

reduz a expressão para a densidade de estados (por unidade de área) a

ρ(E)
S
≡ D(E) = ρ∑

n
Θ(E − εn), (.)

onde ρ ≡ gsm∗/(πħ) é a unidade “natural” para essa quantidade. A Eq. (.) descreve

o per�l escada usual para a dependência da DOS D com a energia dos portadores na

ausência de campos externos [].

Já que estamos interessados em elétrons pertencentes a um quase-DEG, sujeito a um

ILF não-ressonante e de grande comprimento de onda, o primeiro passo é veri�car, para

um determinado QW, se a energia do fóton é menor que a largura da banda proibida do

material do poço e se está abaixo da energia de excitação intersubbanda, condição que

assegura a ausência de processos de emissão ou absorção.

Visto que, para determinada altura da barreiraV, a energia intersubbanda diminui com

o aumento da largura do poço [], estabelecemos uma largura máxima Lmax para o poço

acima da qual a condição de não-ressonância não é observada. Depois disso, escolhemos

um certo L < Lmax a �m de determinar o potencial efetivo e os correspondentes níveis de

energia dos estados ligados, levando em consideração uma aproximação não-perturbativa

desenvolvida, inicialmente, para descrever o comportamento de átomos sob campo de

laser intenso []. Se levarmos em consideração a equação de Schrödinger semiclássica

(dependente do tempo) para um elétron se movendo sob as força combinadas do poço

quântico retangular e do campo de laser e assumirmos que o campo de radiação pode ser

descrito, na região do espaço �sicamente relevante, por uma aproximação de dipolo, então,

sob essas condições, a equação de Schrödinger de um elétron no calibre do momento é

dada por

[ 
m∗
(p − eA) + V(z)]Ψ(r, t) = iħ ∂

∂t
Ψ(r, t), (.)
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Figura  – Direção de propagação e de polarização dos
feixes de laser e direção de crescimento da heteroestrutura.

onde p =
ħ
i
∇ é o operador momento, e é a carga elementar e A = A(t) é o potencial vetor

criado pela EMR. No presente estudo estamos interessados somente em radiações de campo

de laser para as quais A(t) é paralelo ao plano ou à direção de crescimento, isto implica em

A(t) = Ax(t) x̂ (.)

ou

A(t) = Az(t) ẑ. (.)

A dependência temporal de tais campos de laser é assumida como sendo dada por

A j(t) = A j sen(ω jt) (.)

A j =
F j
ω j

com j = {x , z}, (.)

onde F j e ω j representam, respectivamente, a intensidade e a freqüência dos campos de

laser. Como de costume, o potencial vetor está relacionado ao campo elétrico via

F = −∂A/∂t. (.)
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Note que a equação de Schrödinger, Eq. (.), está escrita para um referencial móvel

conhecido como referencial de Kramers []. Na Figura  na página precedente indicamos

a direção de crescimento (eixo z) e a direção de polarização e propagação de cada feixe de

laser. Observe que o feixe de laser que se propaga ao longo do eixo y está polarizado na

direção do eixo z e o feixe que se propaga ao longo do eixo z está polarizado na direção x.

.. Laser Polarizado ao Longo de z

O efeito de uma EMR polarizada paralelamente ao eixo z nos estados eletrônicos pode

ser obtido pela separação do potencial efetivo em duas partes, uma parte dependente do

tempo (AC) e outra parte independente do tempo (DC). Os autovalores e as autofunções da

parte DC constituem o espectro de energia do sistema, enquanto a parte AC pode ser tratada

como uma perturbação. A separação da energia potencial advém de uma transformação

unitária [, ] na qual

Ψ(r, t) U
ÐÐ→ ϕ(r, t), (.)

em que o operador unitárioU é dado por

U ≡ exp [iα (t) ⋅∇] exp [i/ħ g (t)] , (.)

onde α(t) é conhecido por parâmetro de revestimento do laser [] e é dado por

α (t) ≡ − e
m∗ ∫

t


Az (t′) ẑdt′ = αz cos (ωzt) ẑ, (.)

em que

αz ≡
eAz

m∗ωz
(.)

e

g(t) ≡ − e

m∗ ∫
t


[Az (t′)] dt′. (.)

A aplicação desses operadores muda a Eq. (.) para

{−ħ



d
dz


m∗(z)

d
dz
+ V [z − α(t)]}ϕ(z, t) = iħ ∂

∂t
ϕ(z, t), (.)
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na qual o potencial dependente do tempo,

V [z − α(t)] = VΘ [∣z − αz cos (ωzt)∣ − L
 ] , (.)

é conhecido como potencial revestido de laser [, , ] e tem a mesma forma de um

potencial comum, porém transladado no eixo z por uma quantidade α(t), dada por

α(t) = − e
m∗
[ ∫

t


Az(t′)dt′] . (.)

A Eq. (.) revela que os estados eletrônicos podem ser descritos, alternativamente,

por uma equação que corresponde ao movimento do elétron num QW cujo potencial

dependente do tempo e oscila em fase com o campo de laser externo. Note que as modi�-

cações induzidas no potencial do poço são altamente dependentes da freqüência ωz por

meio do parâmetro α(t). Se o período do laser é muito maior que o tempo de passagem

τ = L/⟨v⟩ dos elétrons pelo poço, onde ⟨v⟩ é a velocidade média dos elétrons no QW,

então dizemos que os elétrons se movem muito rápido e, portanto, não sofrem o efeito

das modi�cações induzidas no potencial pelo campo de laser. Conseqüentemente, nesse

limite de baixas freqüências (ou limite adiabático), isto é, para ωzτ≪ , podemos ignorar

os efeitos de modulação produzidos pelo laser e a Eq. (.) é reduzida à forma padrão na

qual o potencial não depende do tempo.

Por outro lado, no limite em que ωzτ≫ , o movimento do elétron é dominado pela

oscilação do potencial dependente do tempo sob in�uência do campo de laser e, conseqüen-

temente, ele “enxerga” o potencial revestido de laser, que é, naturalmente, diferente do

potencial retangular observado na ausência de campos externos. Desse modo, os auto-

estados do Hamiltoniano revestido de laser são dependentes tanto da freqüência do laser

quanto de sua intensidade. Como V [z − α(t)] é uma função periódica para toda posição

z, os auto-estados correspondentes ao limite de altas freqüências podem ser encontrados

considerando [] o elétron como estando sujeito a um potencial médio ⟨V[z − α(t)]⟩.
Levando-se em consideração esse potencial médio, os auto-estados revestidos de laser são

as soluções de

[−ħ



d
dz


m∗(z)

d
dz
+ VDC(z)]ϕm(z) = Emϕm(z), (.)
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onde

VDC =∑
k
Vk J(kαz)eikz (.)

é o termo dominante na expansão do potencial médio na série de Fourier

V [z − α(t)] =∑
k

+∞

∑
ν=−∞
(−i)νVk Jν(kαz)eikze−iνωz t , (.)

visto que os termos de absorção (positivos) para os quais ν ≠ , que constituem o potencial

dependente do tempo VAC, oscilam muito rápido e são, portanto, relativamente pequenos e

podem ser desprezados. Em conseqüência, o primeiro termo—o termo de ordem zero— é

o termo dominante da expansão e resulta exatamente na Eq. (.), na qual Jν(x) é a função
de Bessel de ordem ν e Vk é dado por

Vk = V
e−ik

L
 − eik

L


ik
. (.)

.. Laser Polarizado ao Longo de x

O efeito do ILF polarizado ao longo do eixo x nos estados eletrônicos pode ser obtido

pela integração direta da Eq. (.) em t, da Eq. (.) sabemos que

A(t) = Ax sen(ωx t) x̂, (.)

isso nos conduz à seguinte função de onda (exata) dependente do tempo:

Ψn,k(r, t) = Ψn,k(r,) exp{−i/ħ [En(k) + γħωx] t} exp{iαxkx [ − cos (ωx t)]}
⋅ exp [iγ sen (ωx t)] ,

(.)

onde γħωx é a energia do campo de laser e

r = (r�, z) (.)

Ψn,k(r,) = eik⋅r�χn(z) (.)

αx ≡
eAx

m∗ωx
(.)

γ ≡
eA

x

m∗ħωx
. (.)

A função de onda representada pela Eq. (.) permite a separação da equação de

Schrödinger dependente do tempo em uma equação diferencial ordinária independente do
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tempo que descreve o movimento do elétron ao longo do eixo z,

{−ħ



d
dz
[ 
m∗(z)

d
dz
] + V(z)} χn(z) = εnχn(z). (.)

A função de onda dependente do tempo na Eq. (.) está relacionada à amplitude de

probabilidade de um processo no qual adiciona-se um elétron em um estado ∣n′, k′⟩ no
tempo t′ ao sistema e ele evolui para o estado ∣n, k⟩ no tempo t. Essa probabilidade é dada

por

∫ drΨ∗n′ ,k′ (r, t′)Ψn,k (r, t) = δn,n′δk,k′h (n, k; t, t′) , (.)

com

h (n, k; t, t′) ≡ exp{−i/ħ [En(k) + γħωx] (t − t′)}
⋅ exp{−iαxkx [cos(ωx t) − cos(ωx t′)]}
⋅ exp{iγ [sen (ωx t) − sen (ωx t′)]} .

(.)

Agora vamos introduzir o propagador retardado, ou função de Green retardada, no

espaço (n, k; t), para elétrons não-interagentes []

G+ (n′, k′; n, k; t > t′) = δn,n′δk,k′G+ (n, k; t > t′) , (.)

onde

G+(n, k; t > t′) = −i/ħΘ(t − t′)h(n, k; t, t′). (.)

Essa é uma função de Green especial que é solução de

[εn + (ħk − eA)


m∗
− iħ

∂
∂t
]G+ (n, k; t > t′) = δ (t′ − t) (.)

no espaço (n, k; t) e

[(p − eA)


m∗
+ V (z) − iħ ∂

∂t
]G+ (n, k; t > t′)Ψn,k (r,) = δ (t′ − t)Ψn,k (r,) (.)

no espaço real, onde n e k são números quânticos. Então G+(n, k; t > t′) é a verdadeira fun-
ção deGreen no espaço (n, k; t). Convertendo as funções exponenciais do tipo exp(ix cos y)
e exp(ix sen y), presentes na Eq. (.), em funções de Bessel por meio da seguinte identi-

dade,

exp [(−iλi/ħωi) cosωi t] =
+∞

∑
j=−∞
(−i) jJ j(λi/ħωi)e−i jħω i t , (.)
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a transformada de Fourier da função de Green retardada, de�nida como

G+n,k (E , t′) = ∫
+∞

−∞

d(t − t′) exp [i/ħ (E + iη) (t − t′)]G+ (n, k; t > t′), (.)

pode então ser simpli�cada para

G+n,k (E , t′) =
+∞

∑
m=−∞

F̃m (kx , t′)
E − En(k) − γħωx −mħωx + iη

, (.)

na qual a quantidade in�nitesimal iη foi introduzida a �m de evitar divergências. A função

auxiliar na soma é dada por

F̃m (kx , t′) = (−)m Fm (kx)
+∞

∑
n=−∞

in Jm+n (αxkx) exp{i [nωx t′ − γ sen (ωx t′)]}, (.)

onde Jm(x) é uma função de Bessel. A função Fm(kx) pode também ser expressa em termos

das funções de Bessel,

Fm (kx) =
∞

∑
l=

Jl (γ)
 + δl ,

[Jl−m (αxkx) + (−)m+l Jl+m (αxkx)]. (.)

As propriedades do estado estacionário podem ser encontradas pela média das soluções

sobre o tempo inicial t′ e tomando a média de t′ sobre a periodicidade do campo de

radiação [], isto é, resolvendo

ωx

π ∫
+π/ωx

−π/ωx
dt′G+n,k(E , t′), (.)

obtemos a função de Green média, que é dada por

G∗n,k(E) =
+∞

∑
m=−∞

F
m (kx)

E − En(k) − γħωx −mħωx + iη
. (.)

É interessante notar que essa função complexa possui as seguintes propriedades:

∫ dE Re{G∗n,k(E)} = 

e

∫ dE Im{G∗n,k(E)} = −π,

com
+∞

∑
m=−∞

F
m(kx) = .

A DOS induzida por laser para elétrons ocupando a n-ésima subbanda pode agora ser

determinada por meio da parte imaginária da transformada de Fourier dessa função de
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Green, isto é,

Dn(E) = −(gs/π)∑
k
Im{G∗n,k(E)} .

Visto que k é um vetor quase-contínuo, a habitual conversão do somatório em integral de

volume no espaço k se aplica, resultando na seguinte expressão para a DOS induzida por

laser na n-ésima subbanda:

Dn(E) = 
π
ρ

∞

∑
m=

Θ (Enγm) ∫




dξ√
 − ξ

F
m

⎛
⎜
⎝
ξ

√
m∗Enγm

ħ

⎞
⎟
⎠
, (.)

onde Enγm ≡ E − εn − γħωx −mħωx .

Comomostrado em outros trabalhos [,], o processo de absorção e emissão do fóton

pode induzir grandes mudanças na DOS de sistemas eletrônicos quase-D, principalmente

para radiações de campo de laser de baixas freqüências ωx e grande intensidade, Fx grande.

Existe, contudo, uma carência de investigação sistemática da ocorrência de tais mudanças

no caso especí�co de campos de laser não-ressonantes, e achamos que isso pode ser devido

à aparente contradição na indução de mudanças na DOS bidimensional— e portanto nas

propriedades ópticas das heteroestruturas— , com fótons não-ressoantes. No entanto, isso

não é verdade para um sistema cuja dimensionalidade pode ser reduzida pela aplicação de

um ILF na estrutura do QW, conforme investigamos neste trabalho. No caso de um feixe

de laser não-ressonante, se a freqüência de radiação é tal que ωxτ ≫ , então a oscilação

rápida das funções de Bessel anularão suas integrais e somente o termo correspondente

a m =  na Eq. (.) irá permanecer, reduzindo o somatório a apenas um único termo.

Explicitamente, a DOS por unidade de área na n-ésima subbanda resulta em

Dn(E) = 
π
ρΘ (E − εn − γħωx) ∫





dξ√
 − ξ

F

⎛
⎝ξ
√
m∗ (E − εn − γħωx)

ħ
⎞
⎠, (.)

na qual

F(kx) = J(γ)J (αxkx) +  ∑
l>,par

Jl(γ)Jl (αxkx) (.)

depende da intensidade e da freqüência do laser. Note que a DOS total, D(E), poder ser
facilmente obtida da Eq. (.) acima para Dn(E) simplesmente fazendo

D(E) =∑
n
Dn(E). (.)
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No limite de baixos campos e/ou altas freqüências, ambos os parâmetros do laser γ e αx

tendem a zero e assim F(kx)→ , já que limx→ Jn(x) = δn,. Nesse caso, a DOS recupera

seu per�l escada usual na ausência de campos externos, como expresso pela Eq. (.).

. Resultados Obtidos

Como foi apontado por Jauho e Johnsen [], a interação do campo de laser intenso com

o DEG resulta emdesvios para o azul em todos os níveis de energia ligados devido aoDFKE,

tanto para campos de radiação ressonantes quanto para campos não-ressonantes com pola-

rização no plano de crescimento. Contudo, a possibilidade de induzir tais desvios com ILF

não-ressonante, polarizado perpendicularmente à camada de con�namento, ainda não havia

sido investigada. Essa possibilidade foi analisada no presente estudo, onde desenvolvemos

cálculos numéricos sistemáticos para elétrons em QWs simples de GaAs/AlGaAs sujeitos a

um feixe de laser monocromático de CO, polarizado ao longo do eixo z e propagando-se

na direção do eixo y com freqüência ωz = ,× Hz e amplitude Fz = kV/cm. Com

esses valores, uma amplitude de oscilação de αz ∼ Å foi obtida.

Para o QW de GaAs/AlGaAs utilizamos os parâmetros apresentados nas Tabelas  e 

do Apêndice A na página . Além disso, consideramos uma descontinuidade de banda

V(x) = %∆Eg. Assumindo [, ] uma mobilidade eletrônica de ∼  ×  cm/Vs
encontramos ωzτ ∼  para uma fração molar x = , (V = ,meV), que garante

a validade das aproximações assumidas no esquema do potencial revestido de laser, vide

Eqs. (.) e (.). Para essa fração molar de alumínio, a condição de ressonância está

garantida para larguras de poço equivalentes a Lmax = Å. Dentro dessa faixa, tomamos

uma largura de poço igual a Å e calculamos cada nível de energia ligado (na ausência de

campos externos) em relação ao fundo do QW. Esses níveis de energia são representados

pelas linhas tracejadas na Figura  na próxima página, juntamente com o per�l modulado

da banda de condução e os níveis de energias modi�cados pelo laser (linhas horizontais

sólidas).

Na presença do campo de laser polarizado na direção de crescimento z, o potencial

efetivo é alterado nas proximidades das heterointerfaces, ou seja, próximo a z = − L
 e z =

L
 ,

resultando em umQW com interfaces não-abruptas ou graduais. Além da energia potencial,
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Figura  – Modi�cações no per�l da banda de condução e nos níveis de energia
de um QW de GaAs/Al,Ga,As de Å induzidas por um ILF de CO com
polarização paralela ao eixo de crescimento z.

todos os autovalores de energia são afetados, sofrendo desvios para o azul. Os primeiros

três níveis de energia são desviados de ∆E = ,meV, ∆E = ,meV e ∆E = ,meV,

estes e outros valores relativos à Figura  estão sumariados na Tabela . O quarto nível de

energia, estando inicialmente logo abaixo da borda da banda de condução das barreiras, se

desliga do poço em conseqüência das mudanças provocadas pelo feixe de laser no potencial

efetivo.

Tabela 2 – Níveis de energias calculados na ausência (E(0)i ) e presença (Ei)
dos campos de laser e desvios para o azul sofridos em decorrência da ILF
polarizada ao longo do eixo z. Os valores são em relação ao fundo do QW.

subbanda E(0)i (meV) Ei (meV) ∆Ei (meV)
i = 1 15,9 17,6 1,7
i = 2 63,4 70,7 7,3
i = 3 140,7 158,9 18,2
i = 4 227,8 — —
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Figura  – Desvios provocados nos níveis de energia pelo laser intenso de CO
num QW de GaAs/Al,Ga,As de Å em função da amplitude de oscilação
(αz) do elétron no campo de laser.

Oaumento do desvio para o azul em cada nível de energia ligado também foi investigado.

Mudando os parâmetros doQWpara x = , e L = Å (para essa fraçãomolar particular

Lmax aumenta para Å), visando aumentar o número de estados ligados, encontramos

uma situação na qual existem cinco estados ligados abaixo da borda da banda de condução

da camada de AlGaAs na ausência de campos de laser (observe as linhas tracejadas de

referência da Figura ). Aumentando a intensidade do laser de CO, todos os níveis de

energia são novamente afetados, apresentando umcrescimento quase linear coma amplitude

de oscilação do elétron no campo de laser αz, conformemostra as linhas sólidas da Figura .

Note que os desvios são maiores para os níveis mais elevados e que o quinto nível, em

particular, passa ao estado não-ligado para uma amplitude de oscilação de aproximadamente

,Å.

Até agora, pelo que sabemos, as conseqüências de submeter os portadores a um ILF

adicional numa con�guração cruzada, como mostra a Figura  na página , não foi investi-

gada. No presente estudo consideramos o campo de laser intenso adicional como sendo
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Figura  – Densidade de estados para elétrons con�nados em um QW de
GaAs/Al,Ga,As de Å sob ação de dois ILF em con�guração cruzada.

um laser THz não-ressonante (ωx/π =  × Hz), polarizado ao longo do eixo x e se

propagando ao longo do eixo z. De acordo com trabalhos anteriores [, ], o efeito de

tal ILF na DOS bidimensional é perceptível no caso de fótons ressonantes onde o pro-

cesso de absorção de fótons é o principal canal para ocorrer interações elétron-fônon. Essa

característica resulta numa forma funcional para a densidade de estados em termos da

intensidade e da freqüência do laser, mas a existência de tal forma não foi con�rmada para

ILF não-ressonante. A inclusão dos efeitos do campo de laser THz não-ressonante em nosso

modelo levou a uma característica adicional, qual seja o desvio para o azul (DFKE) da

energia dos estados ligados, além disso, existe também uma diferença importante quando

comparada com os resultados obtidos para o laser de CO agindo sozinho [, ], na qual

todos os níveis de energia são deslocados de uma mesma quantidade, que correspondente

à energia do campo de EMR dada por γħωx . Para Fx = kV/cm, encontramos desvios

adicionais—devido à presença do ILF THz —de ,meV, já para Fx = kV/cm o desvio

foi determinado em ,meV, para todos os níveis de energia.

Voltando nossa atenção novamente para o poço de GaAs/Al,Ga,As de largura igual

a Å (Figura  na página ), investigamos as mudanças induzidas nos níveis de energia
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Figura  – Dependência da densidade de estados com a freqüência do
laser THz para elétrons con�nados em um QW de GaAs/Al,Ga,As de
Å sob ação de dois ILF em con�guração cruzada.

e na DOS por duas radiações de ILF cruzados. As mudanças na DOS em relação ao per�l

escada são mostradas na Figura . Fica claro a partir dessa �gura que o efeito do campo de

laser THz é o de reduzir a DOS em relação à DOS livre de campos, esta última representada

na Figura  pela linha tracejada. Como podemos observar pela Figura , a DOS induzida

por laser, linha sólida, depende do nível de energia e da intensidade do laser. A redução

observada na DOS para Fx = kV/cm é apenas moderada, mas ela se torna signi�cativa

para Fx = kV/cm. De fato, veri�camos que a redução daDOSdevido ao ILFTHz aumenta

monotonicamente com a intensidade do laser e ela sugere um interessante mecanismo de

ajuste para a dependência da DOS com a energia.

Foi detectada também uma dependência interessante para a DOS com a freqüência do

laser, conforme representa a Figura , na qual as curvas para um determinado laser de CO e

um campo de laser THz transversal adicional (com três freqüências diferentes) são traçadas.

Note que o desvio para o azul induzido pelos campos de laser THz no nível de energia do

estado fundamental aumenta com a redução da freqüência, como esperado. Além disso, o

pico para a linha sólida mais grossa está claramente abaixo de ,, um fato fácil de entender
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quando levamos em consideração o fator J(γ), implícito na Eq. (.) para Dn(E), com
F(kx) ≅ J(γ)J(αxkx), vide Eq. (.). Primeiro, nas descontinuidades da DOS temos

E = En + γħωx , assim o argumento da função F
 é nulo. Isso reduz a integral a apenas

∫ 
 dξ/

√
 − ξ, cuja solução é π/, isso faz com que a DOS na descontinuidade (em unidades

de ρ) seja proporcional a J(γ). Visto que, para um dado Fx , γ aumenta com /ω
x para

valores decrescentes de ωx , J(γ) está logo abaixo de , para valores pequenos de γ, mas

decresce rapidamente para γ > , (por exemplo, J(,) ≅ , enquanto J(,) ≅ ,).
Essa é a razão para que o pico da DOS esteja bem abaixo de , para baixas freqüências.

A dependência da DOS com a freqüência e a intensidade do laser que investigamos

é importante já que a DOS re�ete o maior número de portadores possíveis que podem

ocupar estados com energia compreendidas entre E e E + dE, afetando intrinsecamente o

cálculo do nível de Fermi [, ]. Como a densidade do DEG emMDQWs é altamente

dependente da posição do nível de Fermi em relação aos níveis de energia, esse ajuste na

DOS induzida por laser altera o processo de transferência de carga, como já foi apontado

em outros trabalhos [, , , ].

Observamos ainda que a DOS induzida pelo laser THz obtida com fótons não-resso-

nantes é ligeiramente diferente daquela obtida previamente por Xu [], na qual a emissão

de fóton foi observada como um processo secundário em interações elétron-fóton. Pri-

meiramente, o desvio para o azul obtido para um campo de laser THz com intensidade

de kV/cm é de somente ∼ ,meV para todos os níveis de energia, enquanto aqueles

que encontramos aqui são muito maiores e aumentam com o índice do nível de energia

devido à presença do segundo ILF de CO. Isso pode ser visto na Figura  na página  pela

comparação das distâncias entre cada linha sólida vertical (descontinuidade em E = En)

e suas respectivas linhas tracejadas (descontinuidade em E = E()n ), que se referem aos

níveis de energias dos estados ligados na ausência de campos externos. Para Fx = kV/cm
foram obtidos desvios de ,meV e ,meV, já para uma intensidade Fx = kV/cm
os desvios obtidos foram de ,meV e ,meV. Em segundo lugar, já que os laseres

que simulamos neste trabalho foram considerados não-ressonantes com os estados de

energia dos portadores, as oscilações obtidas na dependência da DOS com a energia com

um laser THz ressonante [] não foi observada, embora a redução do DOS para crescentes

intensidades de laser seja praticamente a mesma [, ]. A falta de tais oscilações pode ser
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explicada em termos da natureza da interação elétron-fóton para fótons não-ressonantes

como se segue. Na presença de fótons ressonantes, a abertura de canais adicionais para

absorção (m > ) e emissão (m < ) ópticas leva a uma Dn(E) não-nula para E − En <  e

um crescimento na DOS que pode tornar Dn(E)maior que ρ (veja por exemplo Xu []).

Essas características não estão presentes em nossos resultados já que no caso de uma ILF

não-ressonante a série (envolvendo funções de Bessel de diversas ordens) estabelecida

para a função de Green média G∗n,k(E) na Eq. (.), que é o núcleo da DOS na n-ésima

subbanda dada pela Eq. (.), é reduzida a apenas um termo (ao termo correspondente

a m = ) devido à ausência de fótons ressonantes (m ≠ ). Desse modo, resta somente

F(kx), que é uma série envolvendo funções de Bessel de ordem par. Veri�camos que, para

intensidades de laser THz abaixo de kV/cm, o termo de ordem zero domina inteiramente

o comportamento de tal maneira que F(kx) ≅ J(γ)J(αxkx), vide Eq. (.), representa
uma aproximação muito razoável. Veri�camos isso pela computação da DOS com todas

as séries truncadas no termo de ordem  para várias intensidades de laser THz e então

comparando esses resultados precisos com aqueles obtidos com a aproximação de ordem

zero. Não detectamos qualquer diferença signi�cativa, quaisquer que sejam que torne claro

que as oscilações na DOS são provocadas pelos termos com m ≠  nas séries G∗n,k(E)
associadas aos fótons ressonantes, não considerados em nossas simulações atuais, e também

não pela exclusão de termos de ordem mais alta no somatório para F(kx).

É interessante notar que a DOS reduzida pelo laser é fortemente dependente da intensi-

dade do laser THz, o que sugere ummecanismo de ajuste óptico simples para tal quantidade.

Ademais, os desvios para o azul são signi�cantemente maiores como conseqüência de am-

bos os laseres, de CO e THz, tornarem possível ajustar os níveis de energia dos estados

ligados e�cientemente pelo uso da presente con�guração de laseres transversais.

É também importante ressaltar que analisamos os efeitos de laseres intensos somente

em poços quânticos de GaAs/AlGaAs, mas não deve ser difícil extender os resultados a

outros tipos de materiais com estrutura zinco-blenda, tais como outros compostos III–V,

desde que os parâmetros usados aqui para os QWs de GaAs/AlGaAs sejam ajustados para

esses materiais. Nesse caso, valores diferentes para Lmax surgirão e eles devem ser levados

em consideração a �m de manter as aproximações assumidas aqui como válidas.





 Efeito de Dopagens
Não-Abruptas e Interfaces
Graduais

Apresentamos um estudo teórico da in�uência de per�s não-abruptos de dopa-

gem na estrutura eletrônica de poços quânticos de GaAs/AlGaAs com dopagem

modulada em uma das barreiras de AlGaAs. Interfaces graduais semelhantes àquelas obtidas

no capítulo anterior são levadas em consideração na modelagem matemática do sistema

quântico. Ênfase é dada na dependência da densidade super�cial dos portadores com a

largura do espaçador (spacer) e com o tamanho de difusão dos doadores. Propomos um

método de discretização própria para resolver as equações acopladas de Schrödinger de

Poisson emmalhas não-uniformes, o qual permite obter resultados numéricos estáveis para

a densidade super�cial de elétrons mesmo quando per�s não-abruptos de dopagem e massa

efetiva são utilizados.

. Introdução

Avanços nas técnicas de crescimento epitaxial, como a epitaxia por feixe molecular

(MBE), tornaram possível o crescimento de heteroestruturas semicondutoras de alta qua-

lidade, cuja composição e dopagem podem ser ajustadas para uma enorme variedade de

especi�cações desejáveis. Em particular, um DEG pode ser criado em umMDQW tipo

n quando o comprimento médio do espalhamento excede a largura do poço. Tal sistema

eletrônico tem algumas características interessantes como, por exemplo, a alta densidade

de portadores no canal—que é praticamente independente da temperatura— e a alta mo-

bilidade a baixas temperaturas. A alta mobilidade resulta principalmente do fato de que

os portadores estão espacialmente separados dos doadores remotos por uma camada no-

minalmente não-dopada, conhecida como camada do espaçador ou simplesmente como

espaçador (spacer) []. Desse modo, tanto a densidade super�cial do DEG quanto a
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mobilidade eletrônica a baixas temperaturas dependem do per�l de dopagem, para um

dado par de concentração nominal de dopagem e espessura do espaçador. Teoricamente,

melhores desempenhos devem ser observados com o uso de heteroestruturas com per�s de

dopagem abruptos, um fato que fez da redução da interdifusão de impurezas um tópico

importante na pesquisa em física de semicondutores [,, ]. Todavia, existem muitas

evidências experimentais indicando que os per�s de dopagem reais não são abruptos [,]

e esse fato está relacionado às limitações no controle da implantação de impurezas durante o

processo de crescimento, bem como à difusão e segregação de dopantes durante a deposição

e posterior temperamento [, , , , ].

Os efeitos do per�l de dopagem na performance de vários dispositivos eletrônicos já

foram identi�cados [, ]. Foi demonstrado, por exemplo, que HEMTs têm voltagens

críticas altamente dependentes da composição e do per�l de dopagem ao longo da direção

de crescimento [], que, por sua vez, afeta também o desempenho de fotodetectores

infravermelhos baseados emMDQWs []. Tudo isso aumentou o interesse na compreensão

da in�uência de per�s de dopagem não-abruptos na densidade do DEG, um das principais

quantidades físicas a serem controladas em dispositivos baseados em heteroestruturas com

dopagem modulada.

Nesta etapa do trabalho apresentamos os resultados de um estudo teórico preciso dos

efeitos de per�s de dopagem não-abruptos na densidade eletrônica para elétrons em um

MDQW gradual de GaAs/AlGaAs a baixa temperatura (,K). A estrutura eletrônica de

subbanda foi determinada pela solução das equações acopladas de Schrödinger e Poisson de

forma autoconsistente. Utilizando o método de diferenças �nitas (MDF)1, essas equações

foram propriamente discretizadas seguindo uma generalização da discretização proposta

inicialmente por Li e Kuhn [] para resolver a equação de Schrödinger unidimensional

para QWs. Tal generalização permite uma discretização própria para malhas não-uniformes.

Esse novo método generalizado foi aplicado também na resolução do problema de valor

de contorno envolvendo a equação de Poisson unidimensional. Isso permitiu uma simu-

lação precisa do processo de transferência de carga, que foi con�rmado pela análise de

estabilidade dos resultados numéricos, mesmo para per�s (de dopagem e de interfaces)

não-abruptos. Nossos resultados mostram um aumento signi�cativo na densidade do DEG

1Vide Apêndice B na página  para maiores detalhes sobre o MDF.



. Formalismo 

em comparação com aquela obtida por meio da idealização do sistema ao usar um per�l de

dopagem abrupto. Além disso, mostramos que a densidade aumenta rapidamente com o

comprimento de difusão dos doadores.

. Formalismo

Levando-se em consideração que, em heteroestruturas semicondutoras reais, existem

diferenças tanto na massa efetiva dos portadores quanto na constante dielétrica ao longo

das diferentes camadas de materiais, ou seja, ao longo da direção de crescimento (eixo z),

o Hamiltoniano de BenDaniel-Duke para a equação de Schrödinger [] e a equação de

Poisson generalizada [] devem ser utilizados, conforme discussão feita na Seção B. na

página . Desse modo, as equações de Schrödinger e Poisson são dadas, respectivamente,

por

[−ħ



d
dz


m∗(z)

d
dz
+ V(z)] χ j(z) = E jχ j(z) (.)

e

d
dz

є(z) d
dz

VH(z) = e

є
[N+D(z) − N−A(z) − ne(z)] , (.)

em que as variáveis assumem o seguinte signi�cado:

m∗(z) = massa efetiva do elétron;

V(z) = per�l da banda de condução;

χ j(z) = função de onda envelope da j-ésima subbanda;

E j = j-ésimo nível de energia;

є(z) = constante dielétrica em função da posição;

VH(z) = potencial de Hartree;

N+D(z) = concentração de doadores ionizados;

N−A(z) = concentração de aceitadores ionizados;

ne(z) = concentração dos portadores de carga;

e, além disso, temos que V(z) é dado por

V(z) = V(z) + VH(z) + VXC(z), (.)
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sendo V(z) o per�l inicial da banda de condução (BC), isto é, antes da transferência de
carga, VH(z) o potencial de Hartree e VXC(z) as correções de troca e correlação para VH(z),
representadas por [, ]

VXC(z) = −, e

πєє(z) [
ne(z)
π
]
/

, (.)

na qual a concentração dos portadores de carga é dada por

ne(z) =∑
j
NS j ∣χ j(z)∣ (.)

Voltando à equação de Poisson, Eq. (.), a densidade super�cial NS j do DEG pode ser

calculada por meio de

NS j =
m∗

πħ
kBT ln [ + exp(EF − E j

kBT
)] , (.)

onde EF é o nível de Fermi.

. Transferência de Carga e Perfil de Dopagem
Não-Abrupto

O processo de transferência de carga [] é simulado por mudanças sucessivas no

nível de quase-Fermi na barreira dopada e dentro do poço, até que a diferença entre eles

seja reduzida abaixo de uma tolerância predeterminada, nessa situação dizemos que o

equilíbrio termodinâmico foi atingido. Na aproximação de depleção é considerado que

todas as impurezas são ionizadas dentro de uma camada de tamanho LD [, ]. Note que

os resultados deWang, Farias e Freire [] estão restritos a essa aproximação, que é superada

em nossos cálculos com a inclusão da concentração de impurezas ionizadas dependente

da posição z (ela é também função paramétrica da temperatura T). Tal concentração de

impurezas ionizadas está relacionada à concentração total (isto é, neutra e ionizada) de

acordo com as seguintes expressões []:

N+D(z;T) =
ND(z)

 + gD exp [EF+ED−V(z)
kBT

]
, (.)

para doadores, e
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N−A(z;T) =
NA(z)

 + gA exp [−EF−EA+V(z)
kBT

]
, (.)

para aceitadores. Onde gD =  e gA =  representam os fatores de degenerescência da banda

no ponto Γ para átomos de impurezas monovalentes.

Amodelagem habitual para o per�l de dopagem de doadores ND(z) é o abrupta, ou
seja,

ND(z) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

N 
D para z < LS,

 caso contrário,
(.)

onde N 
D é a concentração nominal de dopantes e LS é a largura do espaçador. Todavia,

o per�l de dopagem mais realístico no qual estamos interessados neste trabalho deve

incluir a interdifusão de doadores remotos, que é inerente ao processo de crescimento [].

Utilizamos aqui então um per�l não-abrupto muito similar ao fenomenológico, adotado

anteriormente por Wang, Farias e Freire []:

ND(z) = N 
D


[ − erf (z + LS

Dl
)] , (.)

onde erf(z) representa a função erro normalizada e Dl é comprimento de difusão dos

doadores. Para aceitadores residuais, um per�l uniforme NA(z) = N 
A foi assumido através

de toda a heteroestrutura.

. Discretização em Malha Não-Uniforme

Ao aplicar o MDF para resolver as Eqs. (.) e (.) para QWs, Li e Kuhn [] mostra-

ram que resultados numéricos estáveis e, principalmente, precisos são obtidos somente

quando uma discretização própria da malha uniforme é adotada. Veri�camos, no presente

estudo, que tal discretização pode ser generalizada para malhas não-uniformes, de maneira

semelhante à adotada em []. Para a equação de Schrödinger, isso resulta na seguinte

equação de diferenças,

−

ħ


[aiχ( j)i− − (ai + bi)χ( j)i + biχ( j)i+] + Viχ

( j)
i = E jχ

( j)
i , (.)
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onde os valores auxiliares ai e bi são dados, respectivamente, por

ai ≡ (m∗i−/ ∆zi ∆zi+/)
−

(.)

e

bi ≡ (m∗i+/ ∆zi+ ∆zi+/)
−
, (.)

na qual a massa efetiva e o passo da malha num ponto intermediário são obtidos de

m∗i±/ =
m∗i +m∗i±


(.)

e

∆zi+/ =
∆zi + ∆zi+


. (.)

Note que o índice i varia de  até n − , onde n é o número total de subintervalos, com o

tamanho do i-ésimo subintervalo sendo determinado por ∆zi = zi − zi−.

A discretização representada pela Eq. (.) leva à formação de uma matriz tridiagonal

para o problema de autovalor2. Infelizmente essa matriz não é simétrica, mas existe uma

transformação simples que fornece uma matriz simétrica com os mesmos autovalores [].

Essa é uma característica importante do ponto de vista computacional, já que a não simetria

da matriz implica necessariamente numa maior complexidade algorítmica do métodos de

diagonalização.

A equação de Poisson também pode ser resolvida numericamente usando a malha

não-uniforme seguindo o mesmo procedimento utilizado para a equação de Schrödinger,

sua forma discretizada em diferenças �nitas é dada por

єi−/
∆zi

VHi− − (
єi−/
∆zi
+

єi+/
∆zi+

)VHi +
єi+/
∆zi+

VHi+ =
e

є
∆zi+/ (N+Di

− N−Ai
− nei) , (.)

onde

єi±/ =
єi + єi±


. (.)

O esquema de alocação não-uniforme dos pontos da malha é uma modi�cação do

método exposto por Press et al. [] e inclui mais pontos em torno da região de ionização e

também junto às heterointerfaces. Tal modi�cação é essencial para a precisão e estabilidade

dos cálculos autoconsistentes.

2Vide Apêndice B, seção B. na página  para maiores detalhes.
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As condições de contorno para χ j(z) e VH(z) devem ser observadas e são dadas, res-

pectivamente, por

χ( j) = χ
( j)
n =  (.)

VH = EF + ED − V, (.)

juntamente com a condição para a derivada de VH no n-ésimo ponto:

DVHn = . (.)

Observe que as condições de contorno nas heterointerfaces são automaticamente satisfeitas

quando as Eqs. (.) e (.) são utilizadas [].

. Resultados Obtidos

Apresentamos nesta seção os resultados da simulação autoconsistente do processo de

transferência de carga em um MDQW de GaAs/Al,Ga,As. Os cálculos foram reali-

zados dentro da aproximação de massa efetiva e uma banda de condução parabólica foi

assumida []. Os parâmetros doMDQWque investigamos são os mesmos encontrados em

Lima et al. [], com exceção da concentração nominal de doadores, que foi elevada para

 ×  cm− a �m de destacar os efeitos do per�l não-abrupto de dopagem no processo de

transferência de carga e tambémna densidade eletrônica resultante. Incluímos uma pequena

concentração de aceitadores residuais, equivalente a  ×  cm−, e consideramos uma

Figura  –Modelo de interface abrupta (linha tracejada) e
de interface gradual (linha sólida) utilizado em nosso cálculo
autoconsistente.

Fonte: adaptado de Ferreira et al. []
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Figura  – Dependência da densidade super�cial de elétrons com o tamanho do
espaçador para um QW gradual de GaAs/AlGaAs. A linha tracejada refere-se ao per�l
de dopagem abrupto, na aproximação de depleção, e as linhas sólidas representam os
per�s não-abruptos simulados.

mudança (per�l) linear na fração molar de alumínio nas interfaces invertida e normal [],

conforme mostra a Figura . Como pode-se notar na Figura , levamos em consideração

uma leve assimetria nas interfaces, com espessuras de w = ML para a interface normal

e w = ML para a interface invertida (ML = ,Å), visto que resultados experimen-

tais [] comprovaram o fato de a interface invertida ser mais rugosa que a interface normal

em poços quânticos de GaAs/AlGaAs.

Na Figura  mostramos a dependência da densidade dos portadores com o a largura

do espaçador LS para um per�l de dopagem abrupto dentro da aproximação de depleção

(linha tracejada) e para per�s de dopagem não-abruptos (linhas sólidas) com Dl = Å e

Å.

Para todos os per�s, a densidade do DEG diminui rapidamente para LS abaixo de

Å. Note que a densidade do gás de elétrons bidimensional aumenta signi�cativamente

com o aumento de Dl de  (abrupto) até Å. O crescimento de LS tende a tornar as curvas

mais próximas devido à redução do efeito da dopagem não-abrupta na transferência de

carga.





 Efeito de Campos de
Polarização

Afim de investigar os efeitos de interfaces graduais e dopagens não-abruptas nas

energias de transição intersubbanda, no potencial de con�namento e na densidade

super�cial de elétrons em poços quânticos de GaN/AlGaN utilizamos, neste capítulo, o

formalismo numérico desenvolvido no capítulo anterior. Incorporamos os efeitos dos

campos elétricos de polarização—presentes predominantemente nos nitretos III–V com

estrutura wurtzita—no potencial de con�namento do poço quântico, resultando numa

expressão analítica para a energia potencial e, conseqüentemente, numa modi�cação do

potencial efetivo análoga aquela obtida anteriormente no Capítulo  para a modulação do

potencial sob a in�uência de campos de laser. Assim como no Capítulo , observamos que

a densidade super�cial de elétrons aumenta signi�cativamente em função do comprimento

de difusão dos doadores.

. Interesse pelo GaN

O interesse da comunidade cientí�ca pelo GaN surgiu, principalmente, devido a seu gap

grande e direto. Embora os diodos emissores de luz (LEDs) verdes já existissem antes doGaN,

eles eram relativamente fracos quando comparados aos LEDs baseados em GaAs. Ademais,

não havia fonte de luz baseada em estado sólido que emitisse no azul, um dos motivos pelos

quais os LEDs até então existentes não podiam ser montados em displays inteiramente

coloridos. Com o desenvolvimento da física do GaN, LEDs e�cientes e duráveis, emitindo

desde o verde até o ultravioleta, tornaram-se disponíveis para o mercado consumidor,

complementando os emissores vermelhos de GaAs já existentes.

O primeiro grande marco na tecnologia do GaN ocorreu em , quando Pankove,

Miller e Berkeyheiser [] apresentaram o primeiro diodo emissor de luz (LED) baseado

em GaN, que emitia luz verde. Contudo esse era um emissor de baixa e�ciência. O prin-
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cipal obstáculo em direção à fabricação de LEDs, baseados em GaN, de alta performance

utilizando junções p–n foi primeiro a indisponibilidade de um material adequado que

pudesse ser utilizado como substrato para o crescimento epitaxial de GaN, segundo, a falta

de tecnologia para dopar GaN do tipo p. Amano et al. [] demonstraram em  que

�lmes de GaN com baixa densidade de deslocamentos podem ser crescidos em substratos

de sa�ra (AlO). Posteriormente, em , S. Nakamura e colaboradores publicaram uma

série de artigos [, , , ] demonstrando a existência de diodos altamente e�cientes

baseados em QWs de GaN que emitiam luz na faixa do azul, violeta, verde e amarelo.

O trabalho pioneiro de Nakamura et al. �nalmente tornou o GaN disponível para

aplicações comerciais. Em diversos lugares LEDs de nitretos estão sendo utilizados em

painéis visuais, sinaleiros e indicadores ópticos em geral. Espera-se que os LEDs de GaN,

juntamente com fontes de LEDs vermelhos, substituam eventualmente as lâmpadas conven-

cionais de bulbo incandescente, visto que a e�ciência do LED aumentou consideravelmente

nos últimos anos, passando de , lm/W para mais de  lm/W, enquanto a e�ciência de

uma lâmpada típica é de apenas  lm/W. O potencial dos dispositivos ópticos baseados

em GaN vem sendo testado visando o seu uso em detectores na faixa do ultravioleta, em

leituras ópticas de alta densidade de dados e também em aplicações na telecomunicações e

na medicina.

A utilidade do GaN não está limitada à optoeletrônica. Sua banda proibida larga, que o

torna atraente para dispositivos ópticos, também o torna atrativo para a nanoeletrônica de

alta potência. Uma banda proibida larga geralmente implica em uma grande voltagem de

ruptura, que faz do GaN um dispositivo apropriado para transistores de alta potência. Uma

maior velocidade de saturação e uma condutividade térmica superior em relação ao GaAs

signi�ca que o GaN possui potencial para superar o GaAs em performance na eletrônica

de dispositivos semicondutores. Como o GaAs, o GaN pertence à família dos compostos

III–V, já que o Ga pertence ao grupo III e ambos, N e As, pertencem ao grupo V da tabela

periódica (vide Tabela  na página ).

Apesar do tremendo progresso no desenvolvimento de dispositivos baseados em GaN,

alguns problemas críticos ainda permanecem sem solução. Devido à falta de um substrato

adequado, o GaN ainda é crescido em AlO, que representa uma diferença, em termos

do parâmetro de rede, de aproximadamente %. O crescimento de GaN tipo p altamente
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dopado e a fabricação de contatos de baixa resistência para essas camadas ainda é um

desa�o. Quando esses e outros fatores forem resolvidos, o potencial pleno do GaN será

concretizado.

. Características dos Nitretos-III

A estrutura cristalina natural dos nitretos III–V (GaN, AlN, InN) é a wurtzita. Esses

materiais são caracterizados por propriedades de polarização que diferem radicalmente

daquelas apresentadas pelos compostos III–V GaAs, AlAs e InAs, por exemplo. Por meio

de argumentos simples de simetria [], pode ser mostrado que semicondutores na fase

wurtzita (WZ) são caracterizados por uma polarização diferente de zero mesmo em sua

geometria de equilíbrio, ou não-deformada, chamada de polarização espontânea ou, ocasio-

nalmente, polarização piroelétrica, fazendo referência à sua mudança com a temperatura. A

polarização espontânea pode possibilitar novos graus de liberdade, sob a forma de campos

eletrostáticos independentes de tensão, para realizar o ajuste �no nas características ópticas

e de transporte de nanoestruturas de nitreto. A presença de polarização espontânea pode,

por exemplo, ser explorada a �m de cancelar os campos piezoelétricos produzidos em

heteroestruturas de nitreto típicas sob tensão.

Graças aos avanços recentes [, , , , ] em direção à moderna teoria quântica de

polarização, foi possível determinar de maneira precisa, a partir de cálculos de primeiros

princípios, os valores da polarização espontânea e, adicionalmente, as constantes dielétricas

e piezoelétricas dos nitretos III–V [,,]. Os resultados desses cálculos mostraram que os

nitretos III–V têm propriedades importantes relacionadas à polarização que os diferenciam

substancialmente dos semicondutores III–V de estrutura zinco-blenda padrões. Dentre

essas propriedades distintas podemos citar (i) as constantes piezoelétricas enormes—muito

maiores que a maioria de todos os outros compostos III–V e também oposta em sinal; (ii) a

existência de polarização espontânea da mesma ordem de grandeza que a dos materiais

ferroelétricos. Amais interessante delas talvez seja a presença de polarização espontânea, que

implica na existência de campos elétricos internos mesmo na ausência de piezeletricidade,

isto é, mesmo em sistemas crescidos com excelente casamento entre as constantes de rede.

Além disso, diferentemente da polarização piezoelétrica, a polarização espontânea possui

uma direção �xa no cristal que, na fase wurtzita, é a direção do eixo (), que é a direção
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Figura  – Ilustração esquemática da estru-
tura wurtzita do GaN mostrando as constantes
de rede a e c e o parâmetro interno u.

Fonte: Stamp� e Walle []

de crescimento preferida para a fabricação epitaxial de nitretos. Dessa maneira, o campo

elétrico resultante da polarização espontânea irá apontar para a direção de crescimento, e

isso maximiza os efeitos da polarização espontânea em tais sistemas e torna o problema

efetivamente unidimensional.

.. Propriedades Estruturais

A estrutura cristalina natural dos nitretos III–V, como o GaN, AlN e o InN, é a wurtzita

(WZ), contudo alguns trabalhos recentes [, , ] reportaram sucesso no crescimento de

amostras estabilizadas com estrutura zinco-blenda (ZB), principalmente quando crescidas

em substratos de silício (Si) ou GaN. Em geral, a fase WZ dos nitretos-III apresenta uma

polarização espontânea maior que àquela exibida na fase cúbica (ZB). Apesar dos semicon-

dutores III–V GaAs, AlAs e InAs possuírem também uma estrutura cristalina cúbica, como

o GaN na fase ZB, não há indícios de polarização espontânea em tais materiais. A geometria

cúbica, mais simples, da fase ZB pode ser de�nida utilizando-se apenas uma constante de

rede, a chamada constante de rede basal a, conforme mostra a Figura  na página seguinte.

A geometria hexagonal da fase WZ é de�nida por duas constantes de rede, a e c, e

por um parâmetro interno u, conforme ilustra a Figura . Como é bem conhecido por
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Figura  – Ilustração esquemática da estru-
tura cúbica (zinco-blenda) do GaN mostrando
a constante de rede basal a.

Fonte: Stamp� e Walle []

meio de experimentos, e também por predições teóricas, nem o parâmetro interno da

célula u nem a razão c/a entre as constantes de redes são ideais nos compostos binários de

nitretos do grupo III [, , , ]. Esse distanciamento dos valores ideais, quais sejam
c
a =
√


 = , e u = 

 = ,, é fundamental para a compreensão da polarização

piezoelétrica identi�cada [, , , , ] nos nitretos-III com estrutura WZ.

Para as ligas AxB−xN (AlxGa−xN, InxGa−xN e AlxIn−xN) de nitretos do grupo III

os parâmetros de rede a e c são funções da fração molar da liga e escrevemos então a =

a(x) e c = c(x). Tais constantes, na fase WZ, podem ser obtidas pela seguinte média

ponderada entre as constantes dos compostos binários AN e BN (vide Tabela  na página ),

procedimento conhecido como lei de Vegard []:

aABN(x) = xaAN + ( − x)aBN (.)

cABN(x) = xcAN + ( − x)cBN (.)

Assim, levando-se em consideração os valores das constantes de rede mostrados na

Tabela , obtemos para as ligas ternárias com estrutura cristalinaWZ as seguintes expressões

para as constantes de rede em ångströms (Å) em função da fração molar da liga (Al ou

InN):

aAlGaN(x) = , − ,x (.)
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aInGaN(x) = , + ,x (.)

aAlInN(x) = , − ,x (.)

cAlGaN(x) = , − ,x (.)

cInGaN(x) = , + ,x (.)

cAlInN(x) = , − ,x . (.)

.. Polarização Espontânea

A presença de polarização espontânea em materiais ferroelétricos já foi bastante es-

tudada. Por outro lado, a sua existência em semicondutores com simetria cristalina rela-

tivamente baixa, como a estrutura wurtzita, era considerada como simples especulações

teóricas, até que uma série de cálculos de primeiros princípios realizada por Bernardini

e colaboradores [, , , ] mostrou que os semicondutores III–V contendo nitrogênio,

altamente relevantes sob o ponto de vista tecnológico e cuja estrutura cristalina natural é de

fato aWZ, possuem uma polarização espontânea muito grande, além de grandes constantes

de acoplamento piezoelétrico. Enquanto as propriedades relacionadas à piezeletricidade

são amplamente conhecidas, a polarização espontânea é, de certa forma, nova na física de

semicondutores.

Motivados pela observação [] de não-linearidades no parâmetro estrutural interno u,

Ambacher et al. investigaram as propriedades piroelétricas das ligas de nitretos procurando

por possíveis não-linearidades []. Os resultados da pesquisa mostraram que a polarização

espontânea das ligas relaxadas para uma dada composição depende linearmente do valor

médio do parâmetro u, indicando que diferenças de polarização espontânea entre ligas de

mesma composição são devidas, principalmente, à variação do comprimento da ligação

ânion-cátion. Devido à não-linearidade do parâmetro interno da célula, um comportamento

não-linear da polarização espontânea em função de fração molar x é esperado. Assim, a

polarização espontânea (em C/m) das ligas ternárias de nitretos é dada por uma função

quadrática em x [],

Psp
ABN(x) = Psp

ANx + P
sp
BN( − x) + bx( − x), (.)

na qual os primeiros dois termos representam a interpolação linear usual entre os compostos
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Figura  – Estimativa teórica da polarização es-
pontânea não-linear para ligas ternárias de nitretos
III-V com estrutura cristalina wurtzita.

Fonte: Ambacher et al. []

binários. O terceiro termo incorpora a não-linearidade emordemquadrática (vide Figura )

e geralmente é dado por []:

b = Psp
ABN(x = ,) − (Psp

AN + P
sp
BN). (.)

Termos de ordem mais alta que a quadrática são geralmente negligenciados devido

sua pequena in�uência na aproximação, estimada em menos de % []. Substituindo na

Eq. (.) os valores fornecidos na Tabela  (Apêndice A, página ), obtemos

Psp
AlGaN(x) = −,x − ,( − x) + ,x( − x), (.)

Psp
InGaN(x) = −,x − ,( − x) + ,x( − x) (.)

e

Psp
AlInN(x) = −,x − ,( − x) + ,x( − x). (.)

Somente o conhecimento sobre a polarização espontânea nas ligas ternárias de nitretos

não é su�ciente para estimar as cargas de polarização induzidas nas interfaces das hete-
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roestruturas baseadas em GaN ou ainda calcular os campos internos de polarização. Tais

heteroestruturas são geralmente crescidas pseudomor�camente e tensionadas em substratos

com uma signi�cante falta de casamento entre as constantes de rede e coe�cientes de ex-

pansão térmica. A tensão subseqüente, causada na tentativa de manter a simetria, modi�ca

a estrutura cristalina e dá origem à polarização piezoelétrica.

.. Polarização Piezoelétrica

A piezeletricidade é um conceito bem conhecido na física de semicondutores. Com-

postos binários de importância tecnológica estratégica, como os arsenetos e os fosfetos

III–V, podem ser forçados a exibirem campos de polarização piezoelétrica pela imposição

de tensão sobre esses materiais.

De acordo com a lei de Hooke, em um sólido elástico a deformação εkl é diretamente

proporcional à tensão σi j, dada por:

σi j =∑
k,l

Ci jkl εkl , (.)

onde Ci jkl são os componentes do tensor elástico. Devido à simetria espacial, esse tensor de

posto  pode ser reduzido a uma matriz  ×  usando a notação de Voigt: xx → , yy → ,

zz → , yz, zy → , zx , xz →  e xy, yx → . Os elementos do tensor elástico podem ser

reescritos como Ci jkl = Cmn, onde i , j, k, l = x , y, z e m, n = , . . . ,. Usando essa notação,

a lei de Hooke é simpli�cada para

σi =∑
j
Ci jε j. (.)

A matriz  ×  das constantes elásticas Ci j para cristais com estrutura wurtzita (WZ) é
dada por

Ci j =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C C C   
C C C   
C C C   
   C  
    C 
     

 (C − C)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (.)
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Outra forma útil de descrever as propriedades mecânicas dos cristais é por meio das

constantes de deformação elástica Si j. Tais constantes são calculadas pela inversão da matriz

Ci j e são dadas por

S =
CC − C



(C − C) [C(C + C) − C
]

,

S = −
CC − C



(C − C) [C(C + C) − C
]

,

S = −
C

C(C + C) − C

,

S = −
C + C

C(C + C) − C


e

S =


C
.

Um fato interessante nos nitretos binários com estrutura WZ é que sua rigidez elástica

é isotrópica no plano da base []. Isso é importante por que a deformação nas camadas

epitaxiais das heteroestruturas de nitretos do grupo III crescidas ao longo do eixo c (eixo

[])—geralmente causada pela falta de casamento entre as constantes de rede e/ou a

falta de casamento entre os coe�cientes de expansão térmica da camada e do substrato— é

direcionada ao longo do plano da base (paralelo ao substrato). Nenhuma força é então

aplicada na direção de crescimento, desse modo o cristal pode relaxar livremente nessa

direção. A deformação biaxial resultante (ε = ε) causa tensões σ = σ, enquanto σ tem

que ser zero. Usando as Eqs. (.) e (.), podemos derivar uma relação entre a deformação

ao longo do eixo c e a deformação ao longo do plano da base:

ε = −
C

C
ε, (.)

onde

ν() = C

C
(.)

é a razão de Poisson e

ε =
a − a
a

(.)
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e

ε =
c − c
c

(.)

são as mudanças relativas das constantes de rede a e c em relação às constantes de rede a e

c do cristal relaxado. A tensão no plano da base causada pela falta de casamento entre as

constantes de rede envolvidas pode ser calculada por meio de

σ = ε (C + C − 
C


C
) , (.)

na qual

C + C − 
C


C
> .

A polarização piezoelétrica para materiais hexagonais pertencentes ao grupo cristalo-

grá�co Cv é dada por []

Ppz
i =∑

l
di lσl i = , ,  l = , . . . , (.)

onde Ppz
i são os componentes da polarização piezoelétrica e di l são osmódulos piezoelétricos

(vide Tabela  na página ). Usando as relações de simetria entre os módulos piezoelétricos,

d = d, d ≠  e d = d (todas as outras componentes di l = ), a Eq. (.) pode ser

reduzida a um conjunto de apenas três equações:

Ppz
 =



dσ; (.)

Ppz
 =



dσ; (.)

Ppz
 = d (σ + σ) + dσ. (.)

Levando em consideração as solicitações biaxiais, como é de interesse, temos que

σ = σ e σ = , além disso as tensões de cisalhamento são consideradas desprezíveis, assim

σ = σ =  e a polarização piezoelétrica resulta apenas num componente não-nulo, paralelo

à direção de crescimento e dado por:

Ppz
 = dσ = dε (C + C − 

C


C
) . (.)

Ao invés dos módulos piezoelétricos, as constantes piezoelétricas ekl são geralmente

utilizadas para descrever as propriedades piezoelétricas dos nitretos do grupo III. Elas



. Características dos Nitretos-III 

podem ser calculadas por meio de

ekl =∑
j
dk jC jl k = , ,  l = , . . . ,  j = , . . . , . (.)

Para cristais hexagonais a relação entre os módulos piezoelétricos e as constantes

piezoelétricas podem ser reduzidas a

e = e = Cd + Cd + Cd = (C + C) d + Cd, (.)

e = Cd + Cd, (.)

e = e = Cd (.)

e

ekl = , para todos os outros componentes. (.)

A polarização piezoelétrica pode agora ser escrita como função da deformação usando

as constantes piezoelétricas:

Ppz
k =∑

l
ekl εl , (.)

onde k = , ,  e l = , . . . , . O componente não-nulo da polarização piezoelétrica causada

pela deformação biaxial é

Ppz
 = εe + εe + εe (.)

= εe + εe com ε = −
C

C
ε (.)

= ε (e − eC

C
) . (.)

Daqui por diante vamos omitir o índice  e representar a polarização piezoelétrica das

ligas de nitretos crescidas pseudomor�camente em camadas de bu�er de GaN, AlN e InN

simplesmente como Ppz. Sob essas condições, a deformação pode ser calculada por

ε =
abu�er − a(x)

a(x) . (.)

Como primeira aproximação, as constantes de rede—vide Eqs. (.) a (.)—, pi-

ezoelétricas e elásticas das ligas são aproximadas por uma interpolação linear entre as

constantes dos compostos binários relevantes e inseridas na Eq. (.). Nos cálculos seguin-
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tes utilizamos os valores das propriedades físicas indicados na Tabela  na página . Como

conseqüência da Eq. (.) e da interpolação linear das constantes elásticas e piezoelétricas,

a polarização piezoelétrica nas ligas ternárias de nitreto pode ser aproximada, com precisão

melhor que %, pelas seguintes expressões quadráticas (com Ppz em C/m):

Ppz
AlGaN/GaN(x) = [−,x + ,x( − x)], (.a)

Ppz
AlGaN/AlN(x) = [,( − x) + ,x( − x)] (.b)

e

Ppz
AlGaN/InN(x) = [−,x − ,( − x) + ,x( − x)]. (.c)

Resultados semelhantes podem ser obtidos para as ligas AlInN e InGaN crescidas em

substratos de GaN, AlN ou InN, para tanto basta usar as interpolações lineares adequadas

para as constantes elásticas e piezoelétricas.

Para heteroestruturas com barreiras sob tensão moderada, o conjunto de Eqs. (.)

pode, dependendo da implementação, ser utilizado como entrada de um processo autocon-

sistente baseado na teoria de massa efetiva, tanto diretamente como polarização, quanto

indiretamente como densidade de carga interfacial.

A teoria convencional da polarização em sólidos assume tradicionalmente que a res-

posta de um material à tensão—que pode, por exemplo, ter sido gerada pela falta de

casamento entre as constantes de rede dos materiais envolvidos no crescimento epitaxial

de uma heteroestrutura— é essencialmente um efeito linear bem representado pela lei de

Hooke, ou seja, podemos assumir que Ci j e ekl são constantes para um dado cristal binário

(ou ternário) e que a polarização piezoelétrica possui dependência linear em função da

tensão aplicada. Esse modelo se mostrou preciso na descrição de diversas heteroestruturas

semicondutoras [,,,,]. Todavia, no início dos anos , alguns autores [,,]

demonstraram que determinados semicondutores piezoelétricos, como por exemplo o

telureto de cádmio (CdTe), quando submetidos a forças ou pressões intensas, apresenta-

vam resposta piezoelétrica não-linear. Posteriormente, Shimada et al. [] previram, em

seu trabalho teórico, que efeito similar podia ser esperado para os nitretos do grupo III.

Recentemente, Ambacher e colaboradores [] demonstraram que a piezeletricidade do

GaN, InN e AlN, bem como a de suas ligas, não é linear em termos da deformação (vide

Figura  na página seguinte). Além disso, os autores demonstraram também que os va-
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Figura  – Evidência de polarização piezo-
elétrica não-linear com relação à deformação
nos nitretos binários com estrutura wurtzita.

Fonte: Ambacher et al. []

lores da polarização piezoelétrica, especialmente nos casos de grandes deformações, são

subestimados quando utilizada a aproximação linear dada pela Eq. (.).

A piezeletricidade não-linear dos compostos binários de nitretos do grupo III pode ser

descrita pelas seguintes relações [], com Ppz em C/m:

Ppz
AlN = −,ε + ,ε

 para ε <  (.a)

Ppz
AlN = −,ε − ,ε

 para ε >  (.b)

Ppz
GaN = −,ε + ,ε

 (.c)

Ppz
InN = −,ε + ,ε

. (.d)

Desse modo o procedimento para o cálculo da polarização piezoelétrica de uma liga

AxB−xN para qualquer deformação se torna direto, bastando escolher um valor para x,

calcular a deformação ε = ε(x) a partir da lei de Vegard e depois a polarização piezoelétrica
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Figura  – Polarização piezoelétrica das ligas
ternárias de nitreto em função da fração molar x
usando a aproximação linear (linhas tracejadas) e
não-linear (linhas sólidas).

Fonte: Ambacher et al. []

pela expressão

Ppz
ABN(x) = xPpz

AN [ε(x)] + ( − x)Ppz
BN [ε(x)] , (.)

onde Ppz
AN e Ppz

BN são as polarizações piezoelétricas dos compostos binários relevantes dadas

pelo conjunto de Eqs. (.).

A polarização piezoelétrica de ligas ternárias AlGaN, InGaN e AlInN crescidas pseudo-

mor�camente em bu�ers de GaN como função da fração molar da liga, isto é, Al ou InN, é

mostrada na Figura . Observe que a polarização piezoelétrica não é linear em função de

x e que, especialmente para ligas com alta concentração de In—que são, todavia, difíceis

de se obter na prática— , o valor (absoluto) da polarização piezoelétrica excede o valor

(absoluto) da polarização espontânea (compare com a Figura  na página ).

É interessante notar na Figura  que, para heteroestruturas Al,In,N/GaN, está

previsto o crescimento com excelente casamento entre as constantes de rede de modo



. Características dos Nitretos-III 

que a polarização piezoelétrica na liga tende a desaparecer. Uma comparação dos valores

calculados por Ambacher et al. usando interpolação linear para as constantes elásticas e

piezoelétricas ou levando-se em consideração a não-linearidade da polarização em relação

à deformação mostra que a interpolação linear leva a uma subestimação da polarização

piezoelétrica. Assim sendo, o esquema aprimorado, representado pelas Eqs. (.) e (.),

é de grande interesse na modelagem de nanoestruturas sujeitas a grandes deformações,

isto é, compostas por camadas com alta concentração de In, para o caso das ligas InGaN e

AlInN.

.. Cargas Induzidas por Polarização

A polarização total P é a soma das polarizações piezoelétrica e espontânea, isto é,

PABN = P
pz
ABN + P

sp
ABN. (.)

A densidade de carga induzida por polarização, por sua vez, está associada com o gradiente

de polarização e é dada por:

ρP = −∇P. (.)

Como caso especial, na superfície de uma camada AxB−xN (deformada ou não), bem

como nas interfaces de uma heteroestrutura AxB−xN/GaN, a polarização total muda abrup-

tamente, causando uma densidade de carga bidimensional σ, dada por

σABN = PABN = P
pz
ABN + P

sp
ABN, (para superfícies) (.)

σABN/GaN = PGaN − PABN (.)

= (Ppz
GaN + P

sp
GaN) − (Ppz

ABN + P
sp
ABN) . (para interfaces) (.)

Em heteroestruturas do tipo n deve-se levar em consideração que os elétrons livres irão

acumular-se nas interfaces com cargas positivas, compensando+σ. Como conseqüência, um

DEG com concentração de portadores próxima à concentração da densidade interfacial

+σ/e pode se formar. Deve-se observar que esses DEGs são formados sem qualquer

necessidade de uma barreira com dopagem modulada. Isso é de interesse especial para

a fabricação de HEMTs de alta freqüência e alta potência, visto que o crescimento e o

processamento desses dispositivos torna-se bastante simpli�cado.
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.. Campo e Potencial Elétricos Induzido por Polarização

Em um sistema �nito, a existência de um campo de polarização insinua a presença de

campos elétricos. Para o caso piezoelétrico, a magnitude do campo elétrico depende da

tensão, das constantes de piezoelétricas e principalmente da geometria do dispositivo.

Em , Bernardini e colaboradores [, , ] demonstraram que a polarização

(piezoelétrica e espontânea) dos nitretos do grupo III realmente se manifesta como campos

eletrostáticos, devidos às cargas induzidas por polarização resultantes, por sua vez, das

descontinuidades da polarização nas heterointerfaces.

A primeira demonstração experimental da presença de campo elétrico induzido por

polarização em heteroestruturas III–V de nitretos foi realizada por Bykhovski et al. [] ao

analisar as características corrente-tensão (I-V) de tais materiais. O efeito do campo elétrico

intrínseco nas propriedades ópticas de heteroestruturas de nitretos-III foi investigado

experimentalmente pela primeira vez por Takeuchi et al. []. O efeito da polarização

espontânea sobre o campo elétrico intrínseco de QWs de GaN/AlGaN foi objeto de pesquisa

de Langer et al. []. Vários outros trabalhos experimentais [, , , ] importantes

demonstraram a presença de campos elétricos intrínsecos intensos em nitretos do grupo

III e abordaram o seu efeito em diversas propriedades físicas de interesse tecnológico.

Os campos elétricos no poço e na camada da barreira devido às polarizações espontânea

e piezoelétrica podem ser determinados supondo que a diferença de potencial total em um

período da estrutura deve ser igual a zero. Desse modo os campos elétricos na barreira e no

poço devem ter sinais opostos. Essas condições podem ser expressas pela seguinte equação:

FwLw = FbLb = , (.)

onde:

Fw é a intensidade do campo elétrico no poço,

Fb é a intensidade do campo elétrico na barreira,

Lw representa a largura do poço e

Lb representa a largura da barreira.

Isso implica que a distribuição do campo elétrico ao longo da heteroestrutura é propor-
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cional à razão dos comprimentos das camadas. Conseqüentemente, a camada epitaxial mais

�na terá um campo elétrico maior que a camada mais grossa. De acordo com essas condi-

ções expostas anteriormente, a intensidade dos campos de polarização no poço quântico

pode ser calculada por meio das seguintes expressões:

Fw =
(Pb − Pw) Lb

єwLb + єbLw
(.)

e

Fb =
(Pw − Pb) Lw

єwLb + єbLw
, (.)

em que Pw é a polarização total no poço, Pb é a polarização total na barreira, єw é a constante

dielétrica do material do poço e єb é a constante dielétrica do material da barreira. A

polarização total no canal é dada por

Pw = P
sp
GaN + P

pz
GaN (.)

e

Pb = P
sp
AlGaN + P

pz
AlGaN. (.)

As constantes dielétricas єb e єw são obtidas pela interpolação linear (lei de Vegard)

dos valores dos parâmetros dos compostos binários relevantes, que podem ser obtidos

diretamente das Tabelas  e  na página .

Conforme investigamos no Capítulo , a aplicação dos campos elétricos geralmente

ocasiona uma alteração do per�l da banda de condução, propomos aqui uma forma linear

por partes simples para o per�l da banda de condução de poço quântico de GaN/AlGaN

crescido ao longo do eixo z e sob a in�uência dos campos internos de polarização conforme

expressão abaixo:

V(z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

eFbz + V, para z < 

eFwz, para  < z < Lw

eFbz + eFwLw + V para z > Lw

(.)

Como veremos na seção seguinte, a expressão acima para o potencial efetivo é a respon-

sável pelos fortes desvios para o azul obtidos quando levamos em consideração os campos

internos de polarização.
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Figura  – Efeito dos campos intrínsecos de polarização no per�l da banda de
condução e nos níveis de energias dos estados ligados em um QW não-dopado de
GaN/Al,Ga,N de largura igual a Å.

. Resultados Obtidos

Após a descrição, realizada nas seções anteriores, das peculiaridades existentes na

modelagem de nanoestruturas baseadas em nitretos do grupo III, apresentamos nesta seção

análise dos efeitos dos campos elétricos internos e das interfaces graduais nos níveis de

energia do elétron, nas energias de transição intersubbanda e no per�l da banda de condução

de QWs simples de GaN/AlGaN. O procedimento numérico adotado aqui segue o mesmo

processo de discretização própria em malhas não-uniformes discutido no capítulo anterior

(vide Seção . na página ).

A Figura  apresenta as modi�cações introduzidas no per�l da BC, descritas pela

Eq. (.), devido aos campos internos de polarização para um QW de GaN/Al,Ga,N

de largura Å com estrutura wurtzita. Os níveis de energia calculados estão indicados

pelas linhas horizontais sólidas, as linhas tracejadas de referência representam o QW na

ausência de campos de polarização. As energias encontradas para os estados ligados foram:
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Figura  – Duas primeiras funções de onda normalizadas sob efeito dos campos
intrínsecos de polarização em um QW de GaN/Al,Ga,N de largura igual a
Å. A inserção no canto superior direito da �gura mostra o grá�co da derivada da
primeira função de onda, note os dois pontos de descontinuidade localizados nas
heterointerfaces.

E = , eV, E = , eV e E = , eV, todos os valores tomados em relação ao fundo

do QW.

As primeiras duas funções de onda normalizadas, relativas ao QW mostrado na Fi-

gura , estão representadas na Figura . Chama a atenção na Figura  a descontinuidade

da derivada primeira da função de onda nas heterointerfaces, indicada na �gura pelos

círculos tracejados e melhor visualizada com o grá�co da derivada da primeira função

de onda, que é mostrado na inserção realizada no canto superior direito da Figura . Tal

descontinuidade surge devido à diferença, signi�cativa para QWs de GaN/AlGaN, de massa

efetiva entre os materiais constituintes do QW e indica, além disso, que utilizamos o Ha-

miltoniano adequado, qual seja o Hamiltoniano de BenDaniel e Duke, na discretização da

equação de Schrödinger, de modo que a continuidade do produto da derivada primeira da
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Figura  – Efeito dos campos internos de polarização nas energias de transição
intersubbanda em QWs não-dopados de GaN/Al,Ga,N. A in�uência dos
campos de polarização é maior para QWs mais largos.

função de onda com o inverso da massa efetiva é automaticamente satisfeita1.

Amudança no per�l da banda de condução provocada pelos campos de polarização

piezoelétrica e espontânea tem grande in�uência nas energias de transição intersubbanda,

conforme ilustra a Figura , na qual fazemos uma comparação entre as energias de transição

das duas primeiras subbandas em QWs de GaN/AlGaN em função da largura do poço.

Um aumento signi�cativo (desvio para o azul) nas energias de transição intersubbanda na

presença dos campos de polarização pode ser observado claramente a partir da Figura  e

também foi veri�cado experimentalmente []. Note ainda que, neste caso, a polarização

espontânea tem um efeito ligeiramente maior nas energias de transição intersubbanda em

comparação com o desvio causado pela polarização piezoelétrica.

Existe evidência experimental de que as interfaces de poços quânticos de GaN/AlGaN

sejam graduais. Kisielowski, Liliental-Weber e Nakamura [] mapearam a distribuição da

fração molar de In em escala atômica para QW de GaN/InGaN/AlGaN usando microscopia

1Veja Eq. (B.) na página  do Apêndice B.
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Figura  – Efeito das interfaces graduais nas energias de transição intersubbanda
das duas primeiras subbandas em QWs não-dopados de GaN/Al,Ga,N sem
campos internos de polarização. A in�uência das interfaces graduais é maior para
QWs mais estreitos.

eletrônica de transmissão de alta resolução (HRTEM). Os resultados revelaram a existência

de graduações nas heterointerfaces de até Å de largura. Shirasawa et al. [] encontraram

rugosidades de interface em heteroestruturas de GaN/AlGaN crescidas via epitaxia de fase

vapor de metalorgânicos (MOVPE) numa faixa de  a Å, que depende do tempo de

interrupção do crescimento.

A Figura  ilustra a in�uência das interfaces graduais nas energias de transição inter-

subbanda para os dois primeiros níveis de energia. A �m de analisar exclusivamente o efeito

das interfaces graduais nas energias de transição intersubbanda e também a �m de comparar

a intensidade desse efeito com os desvios para a azul obtidos anteriormente devido aos

campos elétricos de polarização, desconsideramos, neste momento, o efeito de tais campos

intrínsecos de polarização. Os resultados apontam elevados desvios para o azul nos níveis de

energia dos estados ligados quando interfaces não-abruptas são levadas em consideração, os

desvios são mais acentuados para QWs com interfaces mais graduais, observe, na Figura ,

que os QWs que apresentam uma interface normal de  ML e uma interface invertida
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Figura  – Dependência da densidade super�cial de elétrons com o tamanho do
espaçador em um QW gradual de GaN/Al,Ga,N. A linha tracejada refere-se ao
per�l de dopagem abrupto, na aproximação de depleção, e as linhas sólidas representam
os per�s não-abruptos simulados.

de  ML (curva pontilhada) exibem maiores energias de transição intersubbanda quando

comparados tanto às energias dos QWs com interface normal de  ML e interface invertida

de  ML (curva tracejada) quanto às energias dos QWs abruptos (curva sólida).

Note, ainda na Figura , que o efeito produzido pelas interfaces graduais tem com-

portamento diferente daquele observado anteriormente devido aos campos internos de

polarização (vide Figura ), no qual a in�uência do campo é mais pronunciada para poços

mais largos. Aqui a situação é oposta, ou seja, o efeito das interfaces graduais é mais acentu-

ado para QWs mais estreitos, de modo que o efeito das interfaces graduais tende a se tornar

cada vez mais importante em nanodispositivos semicondutores, visto que a melhoria no

processo de crescimento das interfaces parece não acompanhar as necessidades de redução

da dimensão de tais dispositivos.

Na Figura  mostramos a dependência da densidade dos portadores com o a largura

do espaçador LS para um per�l de dopagem abrupto dentro da aproximação de depleção

(linha tracejada) e para per�s de dopagem não-abruptos (linhas sólidas) com comprimentos

de difusão Dl de Å e Å. A densidade do DEG obtida aqui é pelo menos uma ordem
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de grandeza superior àquela obtida anteriormente com QW de GaAs/AlGaAs.

Para todos os per�s, a densidade do DEG diminui rapidamente para LS abaixo de Å.

Note que a densidade do gás de elétrons bidimensional aumenta signi�cativamente com o

aumento de Dl de  (abrupto) até Å. O crescimento de LS tende a tornar as curvas mais

próximas devido à redução do efeito da dopagem não-abrupta na transferência de carga.





 Conclusões

Neste trabalho investigamos a in�uência de campos elétricos externos e inter-

nos, per�s de dopagem e interfaces graduais em algumas propriedades eletrônicas

relevantes em poços quânticos de GaAs/AlGaAs e GaN/AlGaN.

Para o sistema composto de GaAs/AlGaAs submetido à radiação de dois campos de

laser, nossos resultados mostram que o campo polarizado na direção de crescimento da

heteroestrutura altera signi�cativamente o per�l da banda de condução e induz desvios

para o azul nos níveis de energia dos elétrons. Tais efeitos dependem da intensidade e da

freqüência do laser incidente e também de sua direção de polarização. Para o campo de

laser intenso polarizado ao longo da direção de crescimento, a dependência dos desvios

com a intensidade do laser é monotônica, sendo os desvios maiores para níveis de energia

mais altos. As análises numéricas realizadas apontam que certos níveis de energia em

estados excitados podem se tornar livres para determinada intensidade crítica do laser.

A dependência com a polarização do laser foi investigada pela comparação do efeito do

nosso campo de laser com um campo de laser THz, com polarização paralela ao plano das

heterointerfaces, cujo desvio para o azul induzido é omesmo para todos os níveis de energia,

sendo igual à energia do campo de radiação eletromagnética. Em nosso caso, encontramos

dependência linear dos desvios em função do parâmetro de revestimento do laser. Em

relação à dependência da densidade de estados com a energia, na presença de um campo de

laser THz, não-ressonante e linearmente polarizado, encontramos reduções que também

dependem da intensidade e da freqüência do laser THz. O aumento suave e monotônico de

tal redução em função da intensidade do laser THz sugere ummecanismo de ajuste �no para

a densidade de estados, o nível de Fermi e a densidade do DEG. Esse tipo de controle pode

ser de grande interesse para os que trabalham com dispositivos optoeletrônicos baseados em

poços quânticos ou sistemas de baixa dimensionalidade similares na presença de campos

de laser intensos. Em particular, as mudanças na densidade de estados da sua forma escada

usual para uma forma funcional lembra o per�l da densidade de estados do �o quântico.



 Conclusões 

Para poços quânticos simples de GaAs/AlGaAs com dopagem modulada em uma das

barreiras, desenvolvemos cálculos autoconsistentes em que mostram a relação entre a den-

sidade super�cial dos portadores de carga e o per�l de dopagem. Propusemos um método

de discretização própria para resolver as equações acopladas de Schrödinger de Poisson

em malhas não-uniformes que permite obter resultados numéricos estáveis e bastante

precisos para a densidade super�cial de elétrons, mesmo quando per�s não-abruptos de

dopagem e massa efetiva são utilizados na modelagem. Notamos que a densidade do DEG

diminui rapidamente para uma largura do espaçador abaixo de Å, independentemente

do per�l de dopagem adotado, e que a densidade do gás de elétrons bidimensional aumenta

signi�cativamente com o aumento do tamanho de difusão dos doadores desde  (abrupto)

até Å. Além disso, veri�camos que o crescimento do espaçador tende a tornar as curvas

da densidade super�cial de elétrons mais próximas devido à redução do efeito da dopagem

não-abrupta na transferência de carga. Nossos resultados revelam que o per�l de dopagem

é a provável causa para a subestimação na densidade do DEG veri�cada em trabalhos

anteriores baseados em per�s de dopagem abruptos.

Utilizamos poços quânticos de GaN/AlGaN para dar continuidade ao estudo dos efeitos

de campos intensos, das interfaces graduais e dopagens não-abruptas nas propriedades

eletrônicas de semicondutores III–V, mais especi�camente nas energias de transição inter-

subbanda, no per�l da banda de condução e na densidade do gás de elétrons bidimensional.

Para tanto, utilizamos o procedimento numérico rigoroso desenvolvido anteriormente no

Capítulo , no qual estudamos as propriedades do gás de elétrons bidimensional formado

pela modulação de dopagem. Contudo, devido às características distintas dos nitretos-III,

foi necessária a inclusão detalhada, na modelagem computacional, dos campos elétricos

de polarização e também dos novos parâmetros relacionados ao nitretos III–V, visando

considerar suas não-linearidades. Uma vez mais obtivemos uma relação entre o per�l da

banda de condução e a intensidade dos campos elétricos (conforme Capítulo ) que nos

conduziu, por sua vez, a uma análise das energias de transição intersubbanda e dos desvios

para o azul, mostrando que o efeito das interfaces graduais nas energias de transição inter-

subbanda está em direção oposta ao efeito obtido com os campos de polarização, visto que

este último efeito é mais pronunciado em poços quânticos mais largos enquanto o primeiro

é mais acentuado em poços estreitos, indicando a importância das interfaces graduais na

modelagem de dispositivos semicondutores de baixa dimensão. O cálculo autoconsistente



. Trabalhos Futuros 

realizado em QWs de GaN/AlGaN revelou um comportamento para a densidade do DEG

análogo aquele obtido em QWs de GaAs/AlGaAs, contudo, no primeiro caso, a densidade

do DEG é pelo menos uma ordem de grandeza maior. Visto que o efeito na densidade do

DEG é mensurável, resultados experimentais são esperados.

. Trabalhos Futuros

Pretendemos utilizar a modelagem computacional e a teoria desenvolvidas, apresenta-

das e publicadas ao longo de nosso doutoramento [,,,,] para estender o estudo

do efeito de campos de laser não-ressonantes e em con�guração cruzada às heteroestruturas

de nitretos do grupo III a �m de obter um controle óptico das propriedades eletrônicas

semelhante aquele obtido neste trabalho com poços quânticos de GaAs/AlGaAs. Além

disso, intencionamos realizar cálculo autoconsistente da mobilidade eletrônica em poços

quânticos dopados de GaN/AlGaN incluindo os efeitos de polarização, tendo em vista que

nosso grupo de pesquisa possui vasta experiência [, , , , , ] nesse tipo de

cálculo.
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APÊNDICE A – Propriedades
Fundamentais dos
Materiais Investigados

Este apêndice traz os valores atualmente recomendados para alguns parâmetros físi-

cos fundamentais utilizados em nossa modelagem de nanoestruturas semicondutoras

baseadas nos compostos binários GaAs e GaN e em suas ligas. Tomamos o cuidado de

compilar os valores mais atuais e, possivelmente, os mais precisos disponíveis na literatura

especializada. Incluímos também os valores das constantes físicas fundamentais, conforme

a última revisão do committee on data for science and technology (CODATA), necessárias ao

cálculo da estrutura eletrônica de de sistemas semicondutores.

A. Constantes Físicas Fundamentais

Os valores mais atuais das constantes físicas fundamentais, recomendados e publica-

dos [] pelo CODATA, foram utilizados em todos os nossos cálculos autoconsistentes e

são apresentados na Tabela  abaixo.

Tabela 3 – Valores recomendados pelo CODATA para algumas constantes físicas fun-
damentais utilizadas neste trabalho.

símbolo valor unidade descrição

c 2,99792458 × 108 m/s velocidade da luz no vácuo
e 1,60217653 × 10−19 C carga elementar
є0 1/(µ0c2) F/m constante dielétrica
h 6,6260693 × 10−34 J s constante de Plank
ħ 1,05457168 × 10−34 J s constante reduzida de Plank
kB 1,3806505 × 10−23 J/K constante de Boltzmann
m0 9,1093826 × 10−31 kg massa de repouso do elétron
µ0 4π × 10−7 N/A2 permeabilidade do vácuo

Fonte: Mohr e Taylor [117]
Disponível em: http://www.physics.nist.gov/cuu/Constants/

http://www.physics.nist.gov/cuu/Constants/
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A. Parâmetros do GaAs e de suas L igas

Os valores dos parâmetros físicos para os compostos binários GaAs, AlAs e InAs apre-

sentados na Tabela  foram utilizados em nossos cálculos autoconsistentes e correspondem

aos valores, a baixas temperaturas, recomendados por Li [].

Tabela 4 – Valores dos parâmetros básicos utilizados neste trabalho para os compostos
binários GaAs, AlAs e InAs a baixas temperaturas.

símbolo GaAs AlAs InAs unid. descrição

a 5,6525 5,645 6,0583 Å parâmetro de rede
Eg 1,5194 3,0994 0,417 eV largura da banda proibida
m∗ 0,0665 0,1808 0,026 m0 massa efetiva do elétron
є 12,4 10,6 15,15 є0 constante dielétrica (estática)

Fonte: Li [118]

Em geral os parâmetros das ligas ternárias de semicondutores III–V podem ser deter-

minados a partir da interpolação linear dos valores dos parâmetros dos compostos binários

relevantes, tal procedimento é conhecido como lei de Vegard. Contudo, aproximações de

ordem quadrática, ou mesmo cúbica, podem também ser utilizadas a �m de obter uma

concordância maior com experimentos mais recentes. Para a liga ternária AlxGa−xAs pro-

curamos utilizar os dados mais precisos e atuais disponíveis na literatura e optamos por

adotar também—de modo a manter a consistência entre os parâmetros dos compostos

binários e das ligas ternárias— aqueles propostos por Li [], visto ainda que foram deter-

minados especi�camente no contexto de heteroestruturas do tipo poço quântico, a mesma

que utilizamos ao longo deste trabalho. Tais parâmetros são sumariados na Tabela .

Tabela 5 – Valores dos parâmetros básicos utilizados neste trabalho para a liga ternária
AlxGa1−xAs a baixas temperaturas.

símb. AlxGa1−xAs unid. descrição

a 5,6525 + 0,0075x Å parâmetro de rede
Eg 1,5194 + 1,36x + 0,22x2 eV largura da banda proibida
m∗ 0,0665 + 0,1006x + 0,0137x2 m0 massa efetiva do elétron
є 12,40 − 1,8x є0 constante dielétrica (estática)

Fonte: Li [118]
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Tabela 6 –Valores recomendados para alguns parâmetros básicos dos compostos
binários de nitreto com estrutura wurtzita.

símb. GaN AlN InN unid. descrição

a 3,189 3,112 3,545 Å parâmetro de rede basal
c 5,185 4,982 5,703 Å parâmetro de rede axial
Eg 3,510 6,25 0,78 eV largura da banda proibida
m∗ 0,20 0,32 0,07 m0 massa efetiva do elétron
є 10,28a 10,31a 14,61a є0 constante dielétrica (estática)

Fonte: Vurga�man e Meyer [6] e aBernardini, Fiorentini e Vanderbilt [12]

A. Parâmetros do GaN e de suas L igas

Devido ao grande interesse comercial e cientí�co em semicondutores III–V contendo

nitrogênio, diversos trabalhos foram publicados recentemente revisando as propriedades

físicas de tais materiais [, , , , ]. Na utilização dos valores recomendados para

os parâmetros dos nitretos do grupo III deve-se levar em consideração que ainda há certa

discordância entre os dados reportados por diferentes pesquisadores para determinadas pro-

priedades, não sendo possível, ainda, saber qual dado é mais preciso. A Tabela  lista alguns

parâmetros básicos dos compostos binários de nitreto de acordo com as recomendações de

Vurga�man e Meyer [] e Bernardini, Fiorentini e Vanderbilt [].

A �m de obter as constantes de rede, a massa efetiva e a constante dielétrica da liga

ternária AlxGa−xN, utilizamos uma interpolação linear (lei de Vegard) dada por:

YABN(x) = xYAN + ( − x)YBN, (A.)

onde Y representa o parâmetro (grandeza física) de interesse.

Já para a dependência da largura da banda proibida com a composição x, assumimos

Tabela 7 –Valores recomendados para alguns parâmetros básicos da liga ternária
AlxGa1−xN com estrutura wurtzita.

símbolo AlxGa1−xN unid. descrição

a 3,189 − 0,077x Å parâmetro de rede basal
c 5,185 − 0,203x Å parâmetro de rede axial
Eg 3,510 + 2,04x + 0,7x2 eV largura da banda proibida
m∗ 0,20 + 0,12x m0 massa efetiva do elétron
є 10,28 + 0,03x є0 constante dielétrica (estática)



A. Parâmetros do GaN e de suas Ligas 

Tabela 8 – Valores recomendados para a polarização espontânea e para
algumas propriedades elásticas dos compostos binários de nitreto com estru-
tura wurtzita.

parâmetro GaN AlN InN unidade

Psp
−0,034 −0,090 −0,042 C/m2

C11 367 396 223 GPa
C12 135 137 115 GPa
C13 103 108 92 GPa
C33 405 373 224 GPa
C44 95 116 48 GPa

S11 3,267 2,993 6,535 10−12N/m2

S12 −1,043 −0,868 −2,724 10−12N/m2

S13 −0,566 −0,615 −1,565 10−12N/m2

S33 2,757 3,037 5,750 10−12N/m2

S44 10,53 8,621 20,83 10−12N/m2

e31 −0,34a −0,53a −0,41a C/m2

e33 0,67a 1,50a 0,81a C/m2

e15 −0,30b −0,48 — C/m2

d31 −1,253a −2,298a −3.147a 10−12 PaC/m2

d33 2,291a 5,352a 6,201a 10−12 PaC/m2

d15 −1,579a −2,069a −2,292a 10−12 PaC/m2

Fonte: Wright [124], aZoroddu et al. [81] e Bernardini, Fiorentini e Vander-
bilt [7], bO’clock e Du�y [125]

uma aproximação quadrática simples da seguinte forma

Eg
ABN(x) = xEg

AN + ( − x)Eg
BN − bx( − x), (A.)

na qual o parâmetro b, conhecido como parâmetro de encurvamento (bowing parameter),

é o responsável pelo distanciamento da aproximação linear. Tomando o valor de b = , eV,

recomendado por Vurga�man e Meyer [], e levando-se em consideração as Eqs. (A.)

e (A.) e também os valores exibidos na Tabela , obtemos os parâmetros doAlGaN exibidos

na Tabela .

A Tabela  apresenta os valores atualmente mais utilizados da: (i) polarização espontâ-

nea, (ii) constantes elásticas, (iii) constantes de deformação, (iv) constantes piezoelétricas e

(v) módulos piezoelétricos dos compostos binários GaN, AlN e InN.

As interpolações lineares entre as propriedades elásticas dos compostos binários GaN e
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Tabela 9 – Valores das constantes elásticas e constantes
piezoelétricas para a liga ternária AlxGa1−xN com estrutura
wurtzita.

parâmetro AlxGa1−xN unidade

C13 103 + 5x GPa
C33 405 − 32x GPa

e31 −0,34 − 0,19x C/m2

e33 0,67 + 0,83x C/m2

AlN utilizadas a �m de obter as constantes piezoelétricas e elásticas da liga ternária AlGaN

são mostradas na Tabela .





APÊNDICE B – Método de Diferenças
Finitas

Ométodo de diferenças finitas (MDF) tem sido bastante utilizado na reso-

lução autoconsistente das equações acopladas de Schrödinger e Poisson em hetero-

estruturas semicondutoras [, , , , , , , , , , , , , , , ]

devido, principalmente, à sua simplicidade e excelente estabilidade. No MDF, as derivadas

da equação diferencial original são substituídas por equações de diferenças adequadas. Tais

equações de diferenças são escolhidas de acordo com a precisão desejada ou requerida.

Neste apêndice apresentamos os principais conceitos relativos à discretização de equações

diferenciais por diferenças �nitas e obtemos equações de diferenças discretas, de primeira

e segunda ordem, como aproximações dos operadores diferenciais contínuos presentes

nas equações diferenciais originais. Uma breve discussão a respeito da predominância

circunstancial dos erros de arredondamento sobre os erros de truncamento é apresen-

tada. Finalmente, mostramos a importância de uma discretização própria ao lidar com

heteroestruturas nas quais ocorre mudança abrupta da massa efetiva.

B. Aproximações por Diferenças Finitas

A solução de uma equação diferencial (ED) implica na determinação dos valores

da variável dependente em cada ponto do intervalo de interesse. Computacionalmente,

podemos lidar apenas com uma região contínua se for possível determinar uma expressão

analítica para a solução da equação diferencial. Nesse caso, o computador pode ser utilizado

para calcular a solução emqualquer ponto desejado da região, como uso da solução analítica.

Contudo, no caso de técnicas numéricas de solução, não é possível tratar a região de interesse

como contínua, já que, em geral, os métodos numéricos obtêm a solução do problema em

pontos preestabelecidos. O processo de transformação do domínio contínuo em domínio

discreto é chamado de discretização, onde o conjunto de pontos discretos escolhidos para
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Figura  –Malha de pontos uni-
formemente espaçados.

representar o domínio de interesse é chamado demalha. A Figura  mostra uma malha

de pontos uniformemente espaçados, o passo da malha é de�nido como sendo a distância

entre dois pontos adjacentes e é dado por ∆x = xi − xi−.

Para que seja possível tratar numericamente as equações diferenciais, elas devem ser

expressas sob a forma de operações aritméticas que o computador possa executar. Essen-

cialmente, devemos representar os operadores diferenciais (contínuos) presentes na ED

por expressões algébricas (discretas), ou seja, devemos discretizar a ED. Portanto, antes de

resolver a ED numericamente é preciso encontrar, para os termos que nela aparecem, as

respectivas expressões escritas em função dos pontos (�nitos) da malha. Essas expressões

são denominadas aproximações por diferenças �nitas. O resultado �nal desse processo é

uma equação algébrica denominada equação de diferenças �nitas (EDF). A EDF é escrita

para cada ponto da região discretizada em que se deseja calcular a solução do problema.

Resolvendo-se as EDFs, encontra-se a solução aproximada do problema. Tal solução não

é exata devido a (i) erros inerentes ao processo de discretização das equação, (ii) erros de

arredondamento nos cálculos feitos pelo computador e (iii) erros na aproximação numérica

das condições auxiliares.

Pode-se obter uma aproximação de diferenças �nitas diretamente da de�nição de

derivada de uma função f contínua,

d f
dx
= lim

∆x→

f (x + ∆x) − f (x)
∆x

. (B.)

Para tanto, basta que ∆x assuma um valor �xo (não-nulo), ao invés de tender a zero, para

que o lado direito da Eq. (B.) represente uma aproximação (avançada) de diferenças �nitas:

d f
dx
≈

f (x + ∆x) − f (x)
∆x

. (B.)

Desse modo, utilizando-se dois valores de f separados por uma distância (�nita) ∆x, a

expressão (B.) representa uma aproximação algébrica para a primeira derivada de f . Essa
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Figura  – Aproximação da derivada pri-
meira da função genérica f no ponto x por
uma reta secante.

situação está ilustrada na Figura , onde os dois pontos, x e x + ∆x, afastados entre si

por uma distância ∆x, formam a reta secante cuja declividade serve de aproximação para

a derivada da função f no ponto x. Quando a separação ∆x diminui, a reta secante se

aproxima da reta tangente (derivada real), melhorando assim o valor estimado para a

derivada.

Aproximações de diferenças �nitas, como amostrada anteriormente, podem ser obtidas

de várias formas. As técnicas mais comuns são a expansão em série de Taylor e a interpola-

ção polinomial. O método da expansão em série de Taylor será utilizado na obtenção de

aproximações de diferenças �nitas de primeira e segunda ordem para as derivadas primeira,

segunda e mista de uma função f . A técnica de interpolação é geralmente utilizada no

contexto em que se faz necessário o uso de malhas cujo espaçamento não é uniforme.

B.. Aproximações para a Derivada Primeira

As aproximações de diferenças �nitas têm como base a expansão em série de Taylor de

uma função f . Supondo que f seja contínua no intervalo [a, b] de interesse e que possua
derivadas até ordem N contínuas nesse intervalo, o teorema de Taylor nos permite escrever,

para todo ponto x ∈ [a, b],

f (x) = f (x) + (∆x) d fdx ∣x
+

(∆x)
!

d f
dx
∣
x

+

(∆x)
!

d f
dx
∣
x

+⋯ + RN , (B.)
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em que ∆x = x − x e RN é o resto (de Lagrange), de�nido como

RN =
(∆x)N
N!

dN f
dxN ∣

ξ
, ξ ∈ [a, b]. (B.)

Para aproximar a derivada primeira de uma função f no ponto xi vamos expandir

f (xi + ∆x) em série de Taylor em torno do ponto xi ,

f (xi + ∆x) = f (xi) + (∆x) d fdx ∣x i
+

(∆x)
!

d f
dx
∣
x i

+

(∆x)
!

d f
dx
∣
x i

+⋯ , (B.)

onde as reticências indicam os termos restantes da série de Taylor até o resto RN . Após

isolar a primeira derivada, podemos escrever

d f
dx
∣
x i

=
f (xi + ∆x) − f (xi)

∆x
+

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−

(∆x)
!

d f
dx
∣
x i

−

(∆x)
!

d f
dx
∣
x i

−⋯

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
. (B.)

Note que, para isolar a primeira derivada, todos os termos da série de Taylor foram divididos

pelo espaçamento ∆x. Podemos então dizer que a primeira derivada é igual ao quociente

f (xi + ∆x) − f (xi)
∆x

, (B.)

mais o erro local de truncamento (ELT), dado por:

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−

(∆x)
!

d f
dx
∣
x i

−

(∆x)
!

d f
dx
∣
x i

−⋯

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
. (B.)

O ELT aparece naturalmente devido à utilização de um número �nito de termos na

série de Taylor. Como não podemos tratar os in�nitos termos dessa série na aproximação

numérica para a derivada de f , a série foi truncada a partir da derivada de segunda ordem

inclusive. O ELT fornece uma medida da diferença entre o valor exato da derivada e sua

aproximação numérica, indicando também que essa diferença varia linearmente com a

redução do espaçamento ∆x, isto é, com o re�namento da malha. Assim, para reduzirmos

o erro por quatro, por exemplo, devemos utilizar um espaçamento / do original e portanto,
quatro vezes mais pontos na malha. Dessa forma, os termos do ELT serão representados

por O(∆x). Deve-se notar que uma expressão do tipo O(∆x) só indica como ELT varia

com o re�namento da malha, e não o valor do erro.

Podemos simpli�car a notação se escrevendo fi para f (xi) ou, em geral, fi±k para
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f (xi ± k∆x). Com isso a Eq. (B.) se torna

d f
dx
∣
x i

=
fi+ − fi
∆x

+ O(∆x), (B.)

que é uma equação de diferenças �nitas que representa uma aproximação de primeira

ordem para a primeira derivada de f , utilizando diferença avançada, visto que no cálculo

da derivada no ponto xi foi utilizado um ponto adiante de xi , no caso, xi+. A declividade

(primeira derivada) de f em xi é aproximada pela declividade da reta secante formada pelos

pontos (xi , fi) e (xi+, fi+), conforme mostra a Figura .

Figura  – Pontos utilizados na
aproximação para a primeira deri-
vada de f por diferença avançada.

Uma segunda aproximação de diferenças �nitas pode ser obtida a partir da expansão

de f (xi − ∆x) em série de Taylor em torno do ponto xi :

f (xi − ∆x) = f (xi) − (∆x) d fdx ∣x i
+

(∆x)
!

d f
dx
∣
x i

+ O(∆x). (B.)

Isolando a primeira derivada, temos

d f
dx
∣
x i

=
fi − fi−
∆x

+ O(∆x), (B.)

que é outra aproximação de primeira ordem para a primeira derivada de f . Diferentemente

da Eq. (B.), na qual utiliza-se um ponto adiante de xi , a Eq. (B.) utiliza o ponto xi−, ponto

este anterior a xi . Por essa razão, essa equação de diferenças é chamada de aproximação

por diferenças atrasadas. A Figura  na página seguinte mostra os pontos utilizados nessa

aproximação. A declividade da função f no ponto xi é aproximada pela declividade da reta

secante aos pontos (xi−, fi−) e (xi , fi).
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Figura  – Pontos utilizados na
aproximação para a primeira deri-
vada de f por diferença atrasada.

Até agora obtivemos somente aproximações de primeira ordempara a derivada primeira

de f , uma aproximação de O(∆x) ainda para a primeira derivada pode ser obtida ao

subtrairmos as expansões em série de Taylor representadas pelas Eqs. (B.) e (B.):

f (xi + ∆x) − f (xi − ∆x) = (∆x) d fdx ∣x i
+ O(∆x), (B.)

ou, isolando a derivada,
d f
dx
∣
x i

=
fi+ − fi−
∆x

+ O(∆x). (B.)

Note que a aproximação dada pela Eq. (B.) utiliza os pontos xi− e xi+ para o cálculo

da primeira derivada de f no ponto central xi . Por essa razão, ela é denominada aproximação

por diferenças centrais. Neste caso, conforme mostra a Figura  na próxima página, a

derivada de f em xi é aproximada pela declividade da reta secante que passa pelos pontos

(xi−, fi−) e (xi+, fi+).

No caso de aproximações de segunda ordem, reduções sucessivas no passo ∆x damalha

provocam uma redução quadrática no erro da aproximação da primeira derivada de f pela

Eq. (B.). Ao dividirmos o passo por dois, por exemplo, o erro é dividido por quatro, sem

precisarmos de quatro vezes mais pontos, como nas expressões de primeira ordem. Isso

é uma propriedade extremamente útil, já que, com menor número de pontos e, portanto,

menor esforço computacional, podemos conseguir uma aproximação melhor que aquelas

fornecidas pelas Eqs. (B.) e (B.).

Em resumo, as três fórmulas para a primeira derivada de f deduzidas anteriormente, a
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Figura  – Pontos utilizados
na aproximação de segunda or-
dem para a primeira derivada de
f por diferença central.

partir da expansão em série de Taylor, são:

d f
dx
∣
x i

≈
fi+ − fi
∆x

, (fórmula avançada)

d f
dx
∣
x i

≈
fi − fi−
∆x

(fórmula atrasada)

e
d f
dx
∣
x i

≈
fi+ − fi−
∆x

. (fórmula central)

B.. Aproximações para a Derivada Segunda

Expressões para derivadas de ordem superior podem ser obtidas com o mesmo pro-

cedimento com o qual obtivemos as fórmulas para a derivada primeira, isto é, por meio

de manipulações adequadas da série de Taylor. Como exemplo, vamos determinar uma

aproximação de diferenças centrais de segunda ordem para a segunda derivada de f . Para

tal vamos utilizar ainda as Eqs. (B.) e (B.). Queremos combiná-las para que a primeira

derivada de f seja eliminada, pois estamos interessados na segunda derivada. Por sua vez,

as derivadas de ordem superior a dois que permanecerem na expansão farão parte do ELT.

Assim,

f (xi + ∆x) − f (xi − ∆x) =  f (xi) + (∆x) d f
dx
∣
x i

+ O(∆x). (B.)
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Rearranjando os termos, obtemos

d f
dx
∣
x i

=
fi+ −  fi + fi−
(∆x) + O(∆x), (B.)

que é a fórmula de diferenças �nitas centrais de segunda ordem para derivadas segundas. A

Eq. (B.) é a aproximação mais comum encontrada na literatura para derivadas de segunda

ordem.

Aproximações de diferenças avançadas e atrasadas de O(∆x) para a segunda derivada
podem ser obtidas manipulando-se convenientemente as expansões de f (xi ±∆x) e f (xi ±
∆x), nesse caso toma-se os sinais positivos para a aproximação avançada e os negativos

para a atrasada. Aproximações avançadas e atrasadas de ordem superior podem também

ser obtidas pelas expansões em série de Taylor, simplesmente utilizando mais termos dessa

série.

Nos casos em que o problema é dependente do tempo devemos considerar a expansão

em série de Taylor de uma função de duas variáveis independentes, supondo que f = f (x , t),
a expansão em torno do ponto xi fornece:

f (xi + ∆x , t) = f (xi , t) + (∆x) ∂ f∂x ∣x i
+

(∆x)
!

∂ f
∂x
∣
x i
+⋯ , (B.)

da mesma forma,

f (xi − ∆x , t) = f (xi , t) − (∆x) ∂ f∂x ∣x i
+

(∆x)
!

∂ f
∂x
∣
x i
+⋯ . (B.)

Assim, podemos gerar aproximações de primeira ou segunda ordem para as derivadas

parciais, como por exemplo:

∂ f
∂x
∣
x i
=

f (xi + ∆x , t) − f (xi , t)
∆x

+ O(∆x), (avançada) (B.)

∂ f
∂x
∣
x i
=

f (xi , t) − f (xi − ∆x , t)
∆x

+ O(∆x), (atrasada) (B.)

∂ f
∂x
∣
x i
=

f (xi + ∆x , t) − f (xi − ∆x , t)
∆x

+ O(∆x) (central) (B.)

e
∂ f
∂x
∣
x i
=

f (xi + ∆x , t) −  f (xi , t) + f (xi − ∆x , t)
∆x

+ O(∆x). (central) (B.)
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É fácil mostrar que existem expressões equivalentes para o tempo, ou seja,

∂ f
∂t
∣
t i
=

f (x , ti + ∆t) − f (x , ti)
∆t

+ O(∆t), (avançada) (B.)

∂ f
∂t
∣
t i
=

f (x , ti) − f (x , ti − ∆t)
∆t

+ O(∆t), (atrasada) (B.)

∂ f
∂t
∣
t i
=

f (x , ti + ∆t) − f (x , ti − ∆t)
∆t

+ O(∆t) (central) (B.)

e
∂ f
∂t
∣
t i
=

f (x , ti + ∆t) −  f (x , ti) + f (x , ti − ∆t)
∆t

+ O(∆t). (central) (B.)

Com as expansões em série de Taylor de f (x , y) em torno do ponto (xi , y j)—em

que o índice j está associado à coordenada y—, podemos também determinar expressões

envolvendo derivadas parciais mistas com outras variáveis espaciais, isto é, do tipo ∂ f
∂x∂y .

Como estamos interessados agora em obter uma expressão que relacione a variação de

f com incrementos em x e y, simultaneamente, devemos utilizar a expansão em série de

Taylor de funções de duas variáveis, dada por:

f (xi + ∆x , y j + ∆y) = f (xi , y j) + (∆x) ∂ f∂x ∣x i ,y j
+ (∆y) ∂ f

∂y
∣
x i ,y j

+

(∆x)
!

∂ f
∂x
∣
x i ,y j

+ 
(∆x)(∆y)

!
∂ f
∂x∂y

∣
x i ,y j

+

(∆y)
!

∂ f
∂y
∣
x i ,y j

+⋯.

(B.)

Após algumas manipulações algébricas, a combinação adequada das expansões de

f (xi ± ∆x , y j − ∆y) e f (xi ± ∆x , y j + ∆y) até termos de segunda ordem fornece

∂ f
∂x∂y

∣
x i ,y j

=

fi+, j+ − fi+, j− − fi−, j+ + fi−, j−
(∆x)(∆y) + O[(∆x)(∆y)]. (B.)

B.. Erros de Arredondamento

Apesar das equações de diferenças �nitas obtidas anteriormente sugerirem que a redu-

ção do passo ∆x melhora a qualidade da aproximação para a derivada, isso só é verdade

até certo ponto, na prática a redução do espaçamento da malha é limitada pelos erros de

arredondamento. Erros de arredondamento estão presentes na solução numérica de um
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Tabela 10 – Erro relativo percentual em função de ∆x na aproximação
da derivada primeira de f (x) = xex no ponto x = 2 por diferenças �nitas
centrais.

∆x f ′(2) erro relativo

0.1250000000 22.2634852466 0.4345027228
0.0625000000 22.1912277915 0.1085366179
0.0312500000 22.1731819371 0.0271285905
0.0156250000 22.1686716298 0.0067817999
0.0078125000 22.1675441252 0.0016954283
0.0039062500 22.1672622536 0.0004238557
0.0019531250 22.1671917860 0.0001059638
0.0009765625 22.1671741691 0.0000264910
0.0004882812 22.1671697649 0.0000066227
0.0002441406 22.1671686638 0.0000016557

problema devido à aritmética de precisão �nita utilizada pelos computadores. No MDF, se

o passo da malha for demasiadamente pequeno, os erros de arredondamento nos cálculos

passam a dominar o erro local de truncamento das expressões de diferenças �nitas, e o erro

relativo percentual efetivamente aumenta. Para ilustrar esse fato vamos calcular numeri-

camente a derivada primeira da função f (x) = xex no ponto x =  utilizando a equação

de diferenças centrais de segunda ordem, Eq. (B.) na página . Sabemos que a derivada

dessa função é f ′(x) = (x + )ex , vamos utilizar o valor exato de f ′() para calcular o erro
relativo das aproximações realizadas com os diferentes ∆x. Conforme podemos veri�car na

Tabela , o erro relativo percentual, dado por

Erel = ∣valor exato − valor aproximado
valor exato

∣ ⋅ , (B.)

diminui quadráticamente cada vez que ∆x é reduzido pela metade.

A Figura  na página seguinte mostra o grá�co do erro relativo percentual Erel em

função do espaçamento ∆x, para o cálculo de f ′() por diferenças centrais de segunda
ordem. Como se pode observar, o error relativo diminui até que os erros de arredondamento

se tornem grandes, comparados com os erros locais de truncamento, e passem a dominar

o erro da solução numérica. Além de o erro ser oscilatório, seu valor depende não só do

espaçamento ∆x, mas também do valor da função no ponto. A princípio, não há como evitar

problemas desse tipo, mas seu efeito pode ser amenizado se realizarmos as operações aritmé-

ticas de ponto �utuante em precisão dupla ou quádrupla (quando disponível). No exemplo
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Figura  – Erro relativo percentual em função do espaçamento ∆x na aproxi-
mação da derivada de f (x) = xex no ponto x =  utilizando precisão dupla.

da Figura , os cálculos realizados com precisão dupla indicam que um espaçamento ∆x

adequado deve ser da ordem de −. A vantagem de se utilizar maior precisão pode ser

percebida com a ajuda da Figura  na próxima página, onde efetuamos o mesmo cálculo

de f ′(), só que agora utilizando aritmética de ponto �utuante com precisão quádrupla

( bits). Nesse caso, um valor apropriado para ∆x é da ordem de −, com erros relativos

percentuais da ordem de −, bem melhor que o valor − obtido com a utilização de

precisão dupla nos cálculos.

B. Determinação dos Autovalores e Autoveto-
res

De posse das aproximações algébricas obtidas anteriormente podemos resolver nu-

mericamente grande parte das equações diferenciais parciais ou ordinárias resultante da

modelagem matemática do problema físico de interesse. Para exempli�car o procedimento

numérico que pode ser adotado na resolução das equações diferenciais, e também para tor-

nar mais clara a compreensão doMDF, vamos tomar por exemplo a equação de Schrödinger
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Figura  – Erro relativo percentual em função do espaçamento ∆x na aproxi-
mação da derivada de f (x) = xex no ponto x =  utilizando precisão quádrupla.

unidimensional independente do tempo para uma partícula de massa m∗ se movendo num

potencial V(x):
−

ħ

m∗
dψ(x)
dx

+ V(x)ψ(x) = Eψ(x), (B.)

onde ħ = h/π é a constante reduzida de Plank. Como sabemos esta é uma equação de

autovalor, na qual ψ representa as autofunções e E os autovalores de energia. Vamos impor

as seguintes condições de contorno à Eq. (B.):

ψ(−∞) =  e ψ(∞) = . (B.)

O primeiro passo na resolução do problema é impor umamalha no domínio de solução

e obter a equação de diferenças �nitas apropriada. Iremos então procurar a solução da

equação de diferenças nos pontos da malha. Visto que estamos substituindo uma equação

diferencial contínua por uma equação de diferenças �nitas discreta, devemos procurar

a solução em uma malha �nita. Esperamos, é claro, que a solução desse problema seja

(aproximadamente) a solução do problema original. Nesse exemplo iremos tomar a malha

associada a umcerto espaçamento∆x e obter soluções para os pontos interiores—as soluções
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para x = −∞ e x = ∞ estão �xadas pelas condições de contorno e, portanto, não estão

sujeitas à alterações. Substituindo os operadores diferenciais na equação diferencial original,

Eq. (B.), pelas aproximações dadas pelas Eqs. (B.) e (B.), obtemos a seguinte equação

de diferenças �nitas:

−

ħ

m∗
[ψi+ − ψi + ψi−

(∆x) ] + Viψi = Eiψi , i = , , . . . , n − , (B.)

onde ∆x = xi − xi− é o passo da malha e n é quantidade de intervalos da malha (n + 

pontos). As Eqs. (B.) formam um sistema linear com n −  equações a n −  incógnitas

ψ, . . . , ψn−. Tal sistema pode ainda ser escrito na forma

−

ħ

m∗
ψi− + [ ħ



m∗
+ (∆x)Vi]ψi −

ħ

m∗
ψi+ = (∆x)Eiψi , (B.)

que, por sua vez, pode ser escrito na forma matricial Aψ = λψ, ou seja:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

d e  ⋯ 
e d e ⋯ 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
 ⋯ en− dn− en−
 ⋯  en− dn−

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ψ

ψ

⋮

ψn−

ψn−

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= (∆x)Ei

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ψ

ψ

⋮

ψn−

ψn−

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

onde os elementos da diagonal principal e os elementos não-nulos fora da diagonal principal

são dados, respectivamente, por

di =
ħ

m∗
+ (∆x)Vi

e

ei = −
ħ

m∗
= constante,

em que seus autovalores são dados por λ = (∆x)Ei . A matriz obtida com esse exemplo

é dita esparsa por possuir muitos elementos nulos e também pode ser classi�cada ainda

como real, tridiagonal e simétrica.

Para obter os autovalores e autovetores da matriz A devemos resolver o sistema de

equações lineares representado pela Eq. (B.). Existem duas classes de métodos numéricos

que podem ser utilizados para este �m, numa classe encontram-se os métodos diretos,

na outra os indiretos ou iterativos. Com os métodos diretos, a solução é computada pela

execução de um número �nito de operações aritméticas, muitas vezes esse número de
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operações é conhecido a priori. Já com os métodos iterativos, partindo de uma tentativa

inicial de solução, uma seqüência de aproximações é gerada com o propósito de convergir

para a solução do problema.

Métodos iterativos não são, em geral, superiores aos métodos diretos quando aplicados

a equações diferenciais ordinárias. Entretanto, em muitas situações físicas de interesse o

problema se torna multidimensional e requer a solução de equações diferenciais parciais,

resultando em uma matriz de ordem muito elevada. Nessas circunstâncias o mérito relativo

é invertido, tornando os métodos iterativos superiores aos métodos diretos, já que, nos

métodos diretos, o erro tende a se propagar a cada operação aritmética. Namétodo direto de

eliminação Gaussiana, por exemplo, o processo de retrosubstituição propaga qualquer erro

que possa existir em uma componente para todas as demais componentes. Em contrapartida,

os métodos iterativos consideram igualmente todas as componentes e distribuem o erro de

forma uniforme.

Os métodos diretos mais conhecidos são: eliminação Gaussiana, eliminação de Gauss-

Jordan, decomposição LU, decomposição QR, decomposição de Cholesky, decomposição

em valor singular e algoritmo de�omas. Como métodos iterativos podemos citar: método

de Jacobi, método de Gauss-Seidel, método de relaxação sucessiva (SOR) e método do

gradiente conjugado (CGM), para citar apenas alguns. Uma descrição detalhada desses

métodos numéricos pode ser encontrada na referências [, ].

B.. Bibliotecas Numéricas

Existem várias bibliotecas numéricas que implementam, em diversas linguagens de

programação, os métodos diretos ou iterativos citados na seção anterior. Algumas bibli-

otecas são comerciais enquanto outras são livremente distribuídas. Dentre as comerciais

destacamos as bibliotecas NAG e IMSL. Diversas bibliotecas numéricas estão disponíveis gra-

tuitamente no repositório Netlib 1, dentre elas recomendamos uma biblioteca amplamente

utilizada em álgebra linear numérica, qual seja a linear algebra package (LAPACK) [],

que possui rotinas como a DSTEVX ou DSTEVR, que implementam métodos diretos na

computação dos autovalores e autovetores de matrizes reais, tridiagonais e simétricas que

podem, portanto, ser utilizadas na resolução autoconsistente da equação de Schrödinger

1Disponível em http://www.netlib.org

http://www.netlib.org
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discretizada pelo método de diferenças �nitas. Para equação de Poisson, a rotina DPTTRS

pode resolver o sistema tridiagonal de equações lineares resultante do processo de discreti-

zação. Alguns métodos mais otimizados [, , ] foram recentemente desenvolvidos

baseados nosmétodos utilizados por estas e outras rotina da LAPACK e constituem também

uma ótima opção para a solução numérica autoconsistente das equações de Schrödinger e

Poisson.

B. Discretização Própria

A discretização da equação de Schrödinger unidimensional obtida na seção anterior

não levou em consideração a descontinuidade da massa efetiva existente em certos sistemas

nanométricos, como é o caso dos QWs. Somente incluindo a mudança da massa efetiva ao

longo da heteroestrutura é possível realizar simulações numéricas mais �eis, isto é, mais

próximas da realidade experimental. Ao levar em consideração a descontinuidade da massa

nomodelomatemático, os padrões de discretização passam a exercer um papel fundamental

na precisão da solução numérica [].

Devido à dependência espacial da massa efetiva, existente em diversos sistemas quânti-

cos, não há uma forma única [, , , ] para o operador HamiltonianoH presente

na equação de Schrödinger, ou equação de massa efetiva,Hψ = Eψ. Os Hamiltonianos mais

comumente empregados em cálculos de estrutura eletrônica em QWs são: o Hamiltoniano

convencional, o Hamiltoniano de BenDaniel e Duke e o Hamiltoniano de Bastard. Para o

Hamiltoniano convencional, a equação de massa efetiva toma a seguinte forma:

−

ħ

m∗(x)
dψ(x)
dx

+ V(x)ψ(x) = Eψ(x). (B.)

Já com o Hamiltoniano de BenDaniel e Duke a equação �ca:

−

ħ


d
dx
[ 
m∗(x)

dψ(x)
dx

] + V(x)ψ(x) = Eψ(x). (B.)

E, �nalmente, com o Hamiltoniano de Bastard temos a seguinte equação:

−

ħ


[ 
m∗(x)

dψ(x)
dx

+

d

dx
ψ(x)
m∗(x)] + V(x)ψ(x) = Eψ(x). (B.)
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Para os níveis de energia dos estados ligados do elétron, as condições de contorno

geralmente são

ψ(x = ±∞) = . (B.)

Essas condições de contorno abrangem um domínio in�nito e isso não é realizável

para técnicas numéricas que fazem uso de um número �nito de malhas �nitas, como é o

caso do MDF. Geralmente essas condições são substituídas pelas condições de contorno

aproximadas,

ψ(xesq) = ψ(xdir) = , (B.)

onde xesq e xdir são posições nas quais as funções envelope são su�cientemente pequenas.

Inspecionando ambos os lados das Eqs. (B.) e (B.), conclui-se que tanto oHamiltoniano

convencional quanto o Hamiltoniano de BenDaniel e Duke satisfazem a continuidade da

função de onda envelope em um ponto x de descontinuidade de massa, dada por

ψ(x− ) = ψ(x+ ). (B.)

Integrando ambos os lados das Eqs. (B.) e (B.), o Hamiltoniano convencional

fornece
dψ(x− )
dx

=
dψ(x+ )
dx

, (B.)

mas o Hamiltoniano de BenDaniel, por sua vez, fornece


m∗(x− )

dψ(x− )
dx

=


m∗(x+ )
dψ(x+ )
dx

. (B.)

A Eq. (B.) é normalmente interpretada como a continuidade do �uxo de probabilida-

de []. Como as Eqs. (B.) a (B.) resultam diretamente das Eqs. (B.) e (B.), elas

são consideradas como condições naturais de interface.

Segundo Bastard [], as condições de interface dadas pelas Eqs. (B.) e (B.) po-

dem ser obtidas diretamente da Eq. (B.) pela integração do Hamiltoniano ao longo da

interface, ou seja, elas foram tratadas como condições naturais para o Hamiltoniano de

Bastard. Contudo, essa a�rmação não é verdadeira e pode levar a resultados (no mínimo)

imprecisos quando o Hamiltoniano de Bastard é utilizado na solução numérica da equação

de massa efetiva []. Li e Kuhn [] mostraram que as funções envelope presentes no Ha-
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miltoniano de Bastard não obedecem às condições de contorno nas heterojunções a menos

que condições de interface sejam necessariamente impostas. Em outras palavras, quando

o Hamiltoniano de Bastard é aplicado a uma estrutura com mudança abrupta de massa

efetiva, as funções de onda não possuem as propriedades de continuidade (necessárias)

dadas pelas Eqs. (B.), (B.) e (B.). Desse modo, as condições de interface presentes

nas Eqs. (B.) e (B.) não são condições naturais.

As soluções para os Hamiltonianos convencional, de BenDaniel e Duke e de Bastard

são idênticas dentro de um intervalo no qual a massa efetiva e o potencial sejam constantes

pois, neste caso, todos os Hamiltonianos se reduzem à mesma forma diferencial. Se as

condições de interface dadas pelas Eqs. (B.) e (B.) forem impostas ao Hamiltoniano de

Bastard, as soluções obtidas com este Hamiltoniano serão as mesmas que as obtidas com o

Hamiltoniano de BenDaniel e Duke [].

Utilizando as aproximações de diferenças centrais de segunda ordem previamente

obtidas, a equação de diferenças �nitas para o Hamiltoniano convencional no domínio de

solução [xesq, xdir] pode ser escrita como

−

ħ

(∆x)

mi

ψi− + [ ħ

(∆x)

mi
+ Vi]ψi −

ħ

(∆x)

mi

ψi+ = Eψi , (B.)

onde a notação mi = m∗(xi), Vi = V(xi) e ψi = ψ(xi) foi empregada e as condições de

contorno expressas pela Eq. (B.) são representadas por ψ = ψn = , onde n é o número

de intervalos da malha de pontos xi = xesq + i∆x. A Eq. (B.) representa uma matriz

tridiagonal assimétrica.

O termo diferencial, d
dx [ 

m∗(x)
dψ(x)
dx ], presente no Hamiltoniano de BenDaniel e Duke,

Eq. (B.), é matematicamente inde�nido nas descontinuidades da massa. Essa inde�nição

dos valores da função em determinados pontos introduz uma ambigüidade no esquema

numérico. Para contornar esse problema, vamos aproximar o valor da massa em um ponto

intermediário da malha, localizado entre os pontos convencionais xi e xi+, por

(mi+/)θ = 

[(mi)θ + (mi+)θ] , (B.)

onde θ é um número real. Se θ = , a Eq. (B.) resulta na média direta dos valores nodais

da massa. Se θ = −, a Eq. (B.) representa a média harmônica. As equações de diferenças

�nitas para o Hamiltoniano de BenDaniel e Duke obtidas para valores de θ iguais a 
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e − são chamadas de equação de diferenças direta e equação de diferenças harmônica,

respectivamente, e são dadas por

−

ħ

(∆x) (


mi− +mi
)ψi− + [ ħ

(∆x) (


mi− +mi
+


mi +mi+

) + Vi]ψi

−

ħ

(∆x) (


mi +mi+
)ψi+ = Eψi

(B.)

e

−

ħ

(∆x) (


mi−
+


mi
)ψi− + [ ħ

(∆x) (


mi−
+


mi
+


mi+
) + Vi]ψi

−

ħ

(∆x) (

mi
+


mi+
)ψi+ = Eψi ,

(B.)

para os pontos exteriores i = , , . . . , n− . Tanto a equação de diferenças harmônica quanto

a direta são tridiagonais e simétricas.

A equação de diferenças para o Hamiltoniano de Bastard é

−

ħ

(∆x) (


mi−
+


mi
)ψi− + [ ħ

(∆x) (

mi
) + Vi]ψi

−

ħ

(∆x) (

mi
+


mi+
)ψi+ = Eψi ,

(B.)

que também é tridiagonal e simétrica.

Li e Kuhn [] mostraram que a equação de diferenças direta para o Hamiltoniano

de BenDaniel fornece resultados mais precisos e mais bem comportados que a equação

de diferenças harmônica, Eq. (B.). Quando comparados aos resultados obtidos com o

Hamiltoniano convencional, os cálculos utilizando o Hamiltoniano de BenDaniel e Duke

apresentaram menor erro relativo, além de menor custo computacional, visto que a ma-

triz do Hamiltoniano convencional não é simétrica. Além disso, conforme previsto pelos

autores, as autofunções calculadas com o Hamiltoniano de Bastard apresentam falhas nas

heterointerfaces e os autovalores de energia �utuam demasiadamente em função do número

de pontos da malha, mesmo utilizando uma discretização própria.

Além da escolha do Hamiltoniano adequado, a posição dos pontos de descontinuidade

da massa e do potencial é um outro fator que in�uencia fortemente na precisão e estabi-

lidade dos resultados obtidos por meio do MDF. Se os pontos de descontinuidade forem
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Figura  – Exemplo de discretização própria de um poço de potencial
retangular. Note que a descontinuidade de massa coincide com um ponto
nodal e que apenas uma das descontinuidades é tratada como interior ao
poço.

colocados aleatoriamente na malha, o erro relativo em função da número de intervalos

oscila desordenadamente. Por outro lado, se os pontos de descontinuidade forem colocados

em lugares �xos na malha, obedecendo a uma discretização própria, o erro relativo da

solução decresce monotonicamente com o aumento do número de pontos da malha.

Uma discretização própria para o esquema de diferenças �nitas, segundo os autores,

deve satisfazer as seguintes condições:

(i) a descontinuidade da massa coincide com um ponto nodal;

(ii) apenas uma das duas descontinuidades de massa pode ser tratada como interior ao

poço.

A segunda condição é imposta de modo a preservar a largura média do poço (L) em

sua representação discretizada, vide Figura , que mostra exatamente um exemplo de

discretização própria para um poço de potencial retangular, onde estão indicadas também

as larguras do poço (L), do espaçador (LS) e da região de depleção (LD).
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