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Resumo

O objetivo deste trabalho € fornecer um estudo sobre o fluxo da curvatura média que evoluem
ao longo de movimentos auto-similares. Inicialmente, apresentamos uma breve introdugao
ao fluxo da curvatura média e verificamos como se comportam duas hipersuperficies, com-
pactas sem intersec¢do , ao longo do fluxo de curvatura média. Em seguida, descrevemos
completamente uma familia de superficies helicoidais de dois parametros imersas no espaco
Euclidiano, que evoluem sob o fluxo de curvatura média (FCM) através de movimentos
auto-similares. Analisamos os casos limites, de quando o passo da superficie helicoidal tende
a zero. A partir da estrutura geométrica e analitica desenvolvida para superficies helicoidais,
estudamos as superficies helicoidais de curvatura média constante nao-nula e as superficies

helicoidais minimas.






Abstract

The objective of this dissertation is to provide a study on the mean curvature flow that
evolves under the self-similar movement. Initially, we present an introduction to the mean
curvature flow and verify how two compact hypersurfaces without intersections behave
along the mean curvature flow. Then we describe completely a of two parameters family of
surfaces immersed in the Euclidean space, which evolve under the mean mean curvature flow
(MCEF) through self-similar movements. We analyze the limiting cases, when the pitch of the
helicoidal surface goes to zero. From the geometric and analytical structure developed for
helicoidal surfaces, we studied the helicoidal surfaces of non-zero constant mean curvature

and minimal helicoidal surfaces.






Conteudo

Introducao 1
1 Preliminares 5
1.1 Nocgodes de dlgebralinear . . . .. .. ... ... ... ... ........ 5
1.2 Alguns conceitos de hipersuperficies . . . . . . . . ... ... ... .... 6
1.3 Curvas . . . . . . 9
2 Fluxo da Curvatura Média 13
2.1 Uma Introducdo ao Fluxo da Curvatura Média . . . . . . . .. .. ... .. 13
2.2 Variedades dadas por graficos . . . . . ... ... oL 14
2.3 Principioda Comparacdo . . . . . . . . . . ... 18
3 Superficies Helicoidais Rotacionando/Transladando Sob o Fluxo de Curvatura
Média 23
3.1 Movimentos auto-similares sob o fluxo de curvaturamédia . . . . . . . .. 23
3.2 Superficies helicoidais . . . . . . ... L L L oo 28
3.3 Superficies helicoidais girando / transladando soboFCM . . . . . . . . .. 32
3.4 Superficies helicoidais minimas . . . . . . ... ... ... ........ 44
3.5 Superficies helicoidais de curvatura média constante . . . . . . .. .. .. 51
Conclusao 69

Bibliografia 73






Introducao

O Fluxo de Curvatura Média (FCM) € um campo de pesquisa da matematica impressionante
e ja classico. Situa-se no cruzamento de vdrias dreas: Andlise Geométrica, Teoria das
Medidas Geométricas, Topologia Diferencial, Fisica Matematica, Processamento de Imagens,
Desenho Auxiliado por Computador, entre outras.

O FCM € uma equacao diferencial parcial de evolugdo ndo linear para hipersuperficies de
uma variedade Riemanniana que se comporta como a equacgao do calor em um curto periodo
de tempo sendo definido da seguinte maneira. Seja M" uma variedade n-dimensional e
considere uma familia de imersdes suaves F; = F(-,t) : M" — Mt rel, comM, = F,(M").

A familia de hipersuperficies (M;),c;, é dita mover-se pela curvatura média se.

O F(p.t) = H(F(p.1),

parap e M" et € I. Aqui H é o vetor de curvatura média de M;, dado por H = —Hn, onde
n € uma escolha de campo normal unitdrio e H € a curvatura média de M;. Neste trabalho
usaremos M"! = Rt

Problemas envolvendo o fluxo de curvatura média conduzem a sistemas interessantes de
equacoes diferenciais parciais nao-lineares e fornecem a modelagem matemdtica apropriada
de processos fisicos, tais como propagacdo de interface de material, movimento de contorno
livre de fluido, crescimento de cristais como explica o autor em [9].

O objetivo central deste trabalho € apresentar uma familia de superficies de dois para-
metros completamente imersas em R3 que evoluem sob o fluxo de curvatura média (FCM)
através de movimentos auto-similares. Estas superficies pertencem a familia das chamadas
superficies helicoidais, que sdo superficies invariantes sob um movimento helicoidal, isto €,
a composicao de uma rotagdo com uma transla¢io ao longo do eixo de rotagdo.

Para uma melhor compreensao do fluxo, o estudo das solu¢des auto-similares sdo de
fundamental importancia. Hipersuperficies que evoluem de forma auto-similar sobre o
FCM, isto €, por uma composicdo de isometrias e homotetias, desempenham um papel
importante na teoria de singularidades do fluxo. As mais importantes sdo as hipersuperficies
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auto-contrdteis como as descritas em [1] e [5] e as que transladam através do fluxo como
algumas que estudaremos ao longo deste trabalho.

No Capitulo 2, daremos uma introdu¢do ao fluxo de curvatura média. Em seguida,
aplicaremos o fluxo em subvariedades dadas por graficos, calculando sua primeira e segunda
formas fundamentais, vetor normal e curvatura média em fun¢io apenas da funcdo que
gera a subvariedades dadas por grafico e suas derivadas. Com isso, podemos mostrar
que dadas duas hipersuperficies M e N compactas sem fronteira, que ndo se intersectam,
entdo, suas respectivas evolu¢des também ndo vao se interceptar (teorema do principio de
comparacdo). Este teorema pode parecer trivial a primeira vista ao se pensar em M e N como
hipersuperficies homeomorfas a esfera, porém ao se considerar superficies como na Figura 1

tal resultado se torna pouco esperado.

Figura 1 Exemplo para o teorema do principio de comparagdo

Como feito pelo autor em [6], na secdo, comecamos descrevendo todos os possiveis
movimentos auto-similares de hipersuperficies sob o FCM e encontramos as equacdes que
as hipersuperficies tém que satisfazer. Veremos os seguintes movimentos auto-similares:
Dilatacao, translagdo, rotacdo, dilatacdo composta com rotacao e translacdo composta com
rotacao ortogonais entre si (movimento helicoidal).

Na Secdo 3.2, introduzimos as superficies helicoidais. No restante deste trabalho, nos
concentraremos nas curvas planas geradoras destas superficies, obtemos uma parametrizacao
para elas definido-as como a intersec¢ao das superficies com um plano ortogonal ao seu eixo
helicoidal.

A Secdo 3.3 € a secdo central deste trabalho. Nesta secdo apresentamos uma familia

de superficies helicoidais de dois parametros que giram com velocidade unitdria sob o
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fluxo de curvatura média. Apresentamos algumas propriedades basicas dessas superficies
e investigamos o comportamento limite das curvas geradoras a medida que o passo do
movimento helicoidal vai para 0. Nesta secdo verificamos que uma escolha especifica
de valores iniciais para estas curvas fornece convergéncia a um circulo, de modo que as
superficies geradas pelas curvas correspondentes convergem de algum modo a um cilindro.

Na Secdo 3.4, utilizando a estrutura desenvolvida ao longo do capitulo, examinamos
as superficies minimas helicoidais descritas em [15]. Encontramos sua parametrizacio e
investigamos seu comportamento limite a medida que o passo tende a 0. Finalmente, na Secao
3.5, examinamos as superficies helicoidais de curvatura média constante e encontramos sua

parametrizagcdo e garantimos sua existéncia e unicidade (para o caso H = 1) pelo Teorema
3.3.






Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, fixaremos a notacdo e apresentaremos alguns conceitos e resultados necessa-

rios para o pleno entendimento dessa dissertacdo.

1.1 Nocoes de algebra linear

Definicao 1.1. O grupo ortogonal especial indefinido, SO(n) é o grupo de Lie de todas as
transformacdes lineares do espago vetorial R" com determinante 1, que deixam invariante
uma forma bilinear simétrica, ndo degenerada.

Lema 1.1. Seja Q tal que Q: (—¢€,€) — SO(n+ 1) com Q'(0) = A, entdo, A € anti-simétrica,
isto €, AT = —A.

Demonstragdo. De fato, como Q : I — SO(n+ 1), onde Q(0) = Id e Q' (0) = A, logo:

Q' (0" (1) +0) (" (1)) = 0
Q10" (1) +0(n)(Q@ )" = 0
Q'(0)0" (0)+0(0)(Q'(0))" = 0

A = —(A)T.

Lema 1.2. Se A € anti-simétrica, entdo A ndo possui autovalores reais nao nulos.

Demonstragdo. para isso, vamos supor que 3 A # 0 tal que, Av = Av, podemos. supor que
lv| = 1, assim, por um lado,

(Av,v) = A (v,v) = A,
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e por outro lado,
(Av,v) = (nATv) = (v, —AV) = =L (v,v) = -2,

ou seja, A = —A = A = 0 o0 que € um absurdo. O
Lema 1.3. Se A € anti-simétrica, entdo ker(A) é ortogonal a Im(A).

Demonstragdo. Sejam v € ker(A), ou seja Av = 0 e Au € Im(A), entdo (v,Au) = (ATv,u) =
(—Av,u) = 0. O

Lema 1.4. (Lei de Inércia de Sylvester) Seja A uma matriz quadrada simétrica n x n. Cada

matriz ndo degenerada S de mesma ordem converte A em outra matriz simétrica B como:
B =SAS".

A prova deste lema foi publicada pelo autor em [13].

Lema 1.5. Sejam A e B matrizes reais simétricas de ordem n, com A positiva definida e B
negativa semi-definida. Entdo Traco(A-B) <0.

Demonstragdo. Como A € positivo definido, entdo A tem uma raiz quadrada, que denotamos
por A%, que € invertivel e simétrica. Pela lei de inércia de Sylvester, como B e A%B(A% )T =
A%BA% sd0 matrizes simétricas congruentes, entdo elas ttm o mesmo nimero de autovalores
positivos, negativos e nulos. Isso significa que todos os autovalores p; de A2BA? sio todos

ndo positivos. Entdo nds temos

W= Trago(A%BA%) = Trago((A%B)A%) = Trago(A% (A%B)) = Traco(AB).

(NgE

0>
=1

~

1.2 Alguns conceitos de hipersuperficies

Nesta se¢do iremos considerar alguns cdlculos locais em hipersuperficies, definindo algumas
de suas estruturas e propriedades destas.

Primeiramente, considere (U,x;,xz,...,x,) coordenadas locais em torno de p € U C M".
N6s temos F : (M",g) — (R"",g) onde g = (-,-) é o produto escalar usual em R""! de

forma que:
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5 9 ~ b 0 B JoF oF
= (5ag) = (0 () o (55) ) = (5 5 )
JoF

Como podemos identificar localmente M" com F (M"), entdo, podemos dizer que — ¢

8x,-

um campo vetorial local em R que estende o campo suave em M" dado por —.

dx;

Por outro lado, a conexdo Levi-Civita V no espaco Euclidiano R ¢a conexﬁio padrao

em R isto &, dado X,Y € X(R"™) tem-se V¥ = DY, onde DY significa a derivada
9°F

8xi8x Jj ’

. - - _ 9
direcional de Y ao longo de X. No que se segue, vamos denotar V 5r o por
3xi .XJ

uma

VvezZ que:
v, 9F _, OF . OF _ 0°F
37@8xj_ %aXJ_ a%axj_&xiaxj’

onde a segunda igualdade teve em conta a identificacio entre 0os campos Bix, e g—i dada por
F.

Vamos agora definir a segunda forma fundamental da imersdo da imersdo F : M" — R"*1,
Para isto convém introduzir previamente a seguinte defini¢do. Se X,Y sdo campos locais em

M, sejam X,Y suas respectivas extensdes locais em R
B(X,Y) = V5Y — VyY.

Temos que B(X,Y) é uma forma bilinear e simétrica que ndo depende das extensdes
escolhidas como visto pelo autor em [3].

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Seja p e M e n € (T,M A
aplicagdo Hy : T,M x T,M — R dada por

HTI (X,y) - <B(X7)’)7n> .
A forma quadritica /1, definida em 7,M por
IITI (X) = HTI (X,X),

€ chamada segunda forma fundamental de F em p segundo o vetor normal 711. Observe
que a aplicagdo bilinear H, fica associada associada uma aplicagdo linear auto-adjunta
Sy : TyM — T,M por

<Sn(x),y> = _Hn(x7y) = <B(x7)’)a77> :
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Considere agora N uma extensdo de 1. Entao <N ,7> = (0, e portanto
(Sn(X),¥) = (BE.Y)(p),N) = (Vx¥ = VxV.N) (p)
- <?Y7,N> (p) = <Y Ve N> (p) <—§XN,Y> ,
para todo Y € T,M. Com isso obteremos em p,
Hy(X,X) = = (85(X),X) = (VxN.X)
= X(N.X)—(N.VxX) = - (N, V¢X).
Logo os coeficientes da matiz da segunda forma fundamental sdo dados por:

JF\ JF o OF O°F
M= <S" (57&) ’9_xj'> <ng[ Ix;’ N> o <3xiaxf’N>'

Observagdo 1.1. Utilizamos o sinal na defini¢do da segunda forma fundamental para manter

o0 texto coerente e compativel com nossas principais referéncias.

Observagdo 1.2. Para o caso F : U C R> — R® O § (F parametrizacio local de S) a segunda
forma fundamental I7,(w) de S num ponto p € S, relativa a orientacdo N (a aplicagdo normal

de Gauss de S) € a forma quadratica de 7),S determinada pelo operador dN,, , isto €,
1,(w) = (dNyw,w), weT,S.

Para determinar a matriz da segunda forma fundamental de S em F(u,v) (relativa a uma
orientagdo N de S) com respeito a base {Fy, (x1,x2), Fy, (x1,X2)}, isto €, os coeficientes h;; da

segunda forma fundamental se definem pelas igualdades:
hij = <dNF(xl,XZ)in(xl,xz),ij(u,v» i,j=1,2.
Observando que, para quaisquer (u,v) € U, vale a igualdade
((NoF)(x1,x2),Fy;(x1,x2)) =0. j=1,2.
Diferenciando-a, entdo, com respeito a x;, obtém-se

<dNF(x1,x2)Fx,~(X17x2)anj (xl,x2)> + <(NOF)(X1,X2),inxj (xl,x2)> =0,
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donde
hij:—<NOF,inxj> 17]:172

Definimos a curvatura média como o trago da segunda forma fundamental, dada por

H = g'h j» €m que g" é a inversa da métrica induzida por F. Observe que a partir daqui
n n

estaremos usando a notacdo de Einstein, onde o produto g"/h; j denota Z Z g h; -
i=1j=1

Em seguida, definimos o vetor curvatura média por ﬁ = —HN. Assim, temos que

) ) 9PF L FN\Y [ %F \*
— _ o . N = o/ — olJ — j_— ~
ﬁ g huN & <axian7N>N g N(&x,ﬁxj) (g 8x,-8xj) )

1.3 Curvas

Nesta se¢do introduziremos algumas notacdes e conceitos basicos sobre curvas que serao

utilizados no capitulo 3. Utilizaremos a identificacdo do plano complexo com R?, dada por
(p,q) ~p+ig.
Primeiramente, se faz interessante introduzir e compreender a seguinte notagao:

¢"(p.q) com (p,q) € R?,

basicamente esta notacgdo se refere a rotagdo do vetor (p,q) em ¢ radianos. Escrevendo o

numero complexo em sua forma trigonométrica tem-se que

i o () (1)

E como,
e = (cos (t) +isen(t)).
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Entao:

'(p.q) = '(p+iq)
- P+ q <cos (arctg (g)) cos (1) +icos (arctg (%
+ VPP+ g <z sen (arctg (%)) cos () — sen (arctg (%)) sen (f))
- 557 o1 o
# Vi (isen (artg (1) ) con() + cos et
)

= Vpr+q? (cos (arctg (2) > +isen (arctg (q
p p

De maneira analoga se introduz a notacao:

i(p,q),
T
que denota uma rotacao de 5 sobre o vetor (p,q). Uma vez que:
i(p,q) ~i(p+iq) =ip—q~(—q,p).

Considere agora X : R — R? uma curva parametrizada pelo compriemento de arco s. No
que segue, usaremos as notacdes:

X .l
e T = s a tangente unitéria ao longo de X.
s

N =T sua normal apontando para a esquerda.

d’x
k= {( —=,N ) como a curvatura de X.
ds?

= (X,X) = |X|? a distancia da curva 2 origem.

« E conveniente também trabalhar com as funcdes T = (X,T) e v = (X,N), as quais

satisfazem:

d
—7=1+kv
a5t T

15 . (1.1)
gv: —kt
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Uma vez que:

Ty ={Ix Ve {x, L1V =1+ x. Lx = 1+ (VN,KN) = 1 +kv
ds ds ' "ds B " ds? a ’ B '

4oy = Ix N {x ON) = (x.iCx) = (T kiN) = ke (T, T = ke
—_— = —_— —_— l = 1 = — = — .
ds ds "’ "ds ds X ’ ’
Como T,N € R? formam uma base ortonormal, entdo X = ¢ 1T 4+ coN com cy,cp € R,
logo
X =1T+VN = (1+iv)T eainda r*=1>+V> (1.2)
Lema 1.6. Para cada funcio suave ® : R? — R, ponto zg € R? e angulo 6) € [0,27), existe

uma tnica curva imersa X : R — R? satisfazendo a equacdo k = ®(1,V) e passando por zg
com angulo 6.

Demonstragcdo. Observe que, se T = % entioT' = 0'N e assim, tendo em mente (1.2) e
(1.1), consideramos 7,V e 0 ser a solu¢do tnica para o sistema EDQO’s:

T =14+®(1,v)vV
Vi=-®(t,v)T (1.3)
0 =do(t,v)

com os valores iniciais (0) = 6y, T(0) +iv(0) = ¢'%z e depois definimos a curva como:
X = (t+iv)e.
Note também que:
+iv +i0' (t+iv))e'®

(7
(14®(1,v)v —i®(1,V)T+i®(T,V)T— P(T,V)V)e'?
e®

entdo X € parametrizada pelo comprimento do arco com a tangente 7 = ¢'%. Portanto, a
curvatura k € igual a:

k:<%,zv>:<ze’ 0 el >— <29’ i6 >:9’:<I>(r,v).
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Finalmente,

X, 1) = <(T+zv) 0 ’9>:<Tei9,ei9>+<l\,eze '9>
= ‘L’—<Vei9,iei9>:T—V<T,N>:f:9{(xe—i9)'

(X,N) = <T—|—tv > <‘L’e’9 ’9>-|—<i\/ei9,ieie>

= T(T,N)+v=v==RX(—i)e ).

Observando que

d d Tt+vv  T4+P(1,v)TVv—D(1,V)VT T
4,4 fanp TTRVY TRV Ryt T gy,
ds ds \/1'24_\/2 ‘/TZ—FVZ T2+V2

a solucao nao pode explodir em tempo finito e, portanto, é definida em todo R, ja que o limite

lim r(s) esta bem definido V x € R. Terminando a prova. O
S—X



Capitulo 2

Fluxo da Curvatura Média

2.1 Uma Introducao ao Fluxo da Curvatura Média

Ao longo desta se¢do, M representard uma hipersuperficie n-dimensional de R**!. Embora
a maior parte dos resultados também sejam validos em espacos mais gerais, estudaremos

apenas as hiper-superficies no espago Euclidiano.

Definicao 2.1. Dizemos que M evolui através do fluxo da curvatura média se houver uma

familia suave de imersdes F : M x [0,T) — R""! tal que:
* Fy:=F(-,0) é aimersio original de M em R""!.

* Para cada p em M e para cadat em [0,7), tem-se:

0 .,
EF(pJ) :H(p7t)

F(p,0)=F(p)
onde H;(p) := H(p,t) é o vetor curvatura média de M, := F(M,t) em F(p,t). H é um vetor

na direcdo do campo normal de M; e médulo H.

Como visto em 1.2, temos que o vetor curvatura média pode ser escrito como:
i
_ = OF
H=g"Vo—1] .
Bxl- 8)(]

Sendo assim, podemos escrever a equacao do fluxo da seguinte forma:
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Como feito pela autora em [14]vamos agora calcular como a esfera S?eo deraioRye o

cilindro S;l?()_] x R! evoluem pelo fluxo da curvatura média

Exemplo 2.1. Considere uma esfera de raio Ry. Vamos supor que a solucdo seja uma esfera
para todo tempo ¢, isto é, F () = R(t)w com @ € S". Entdo a curvatura média é dada por

H = % e a equacdo do fluxo é dada por:

o= " (1)=-2
R(t)o = Rn:>R(t) 7

Portanto, a solucdo para a equagdo é

R(t) = \/Ro—2nt.

Exemplo 2.2. Para o caso do cilindro, iremos calcular primeiramente 4; ;, sabendo que os
vetores normais sdo dados por 1 = (®,0) com w € sle supondo que, assim como no
caso da esfera, a solu¢@o seja um cilindro para todo tempo ¢, isto é, F () = R(t)® x R. Entao
obtemos que

1

hii= R (como no caso da esfera), se i # n

hi,i:O> sei=n
Logo:

n—1
R'(t)=—
(=-"2

E com isso

R(t) = \/Ro—2nt +2t.

2.2 Variedades dadas por graficos

Para provar o principio da comparagdo para o FCM, precisamos entender primeiramente
como o fluxo é considerado em variedades dada por graficos, sendo assim, seja u : R” — R
uma funcéo suave, sabe-se que o gréfico de u, definido como My = {(x,u(x)) : x € R"} é uma
hipersuperficie em R"!. Entdo, podemos estudar como ela evolui sob o fluxo de curvatura

média, definindo assim, a fungao:
F:Mx[0,T)— R

F(p,t) = (x(p,t),u(x(p,1),1)).
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Satisfazendo:

0
EF_—nH,
F(-,0) =My

Neste ponto, se faz extremamente Util saber como expressar os principais elementos

geométricos associados a My em termos de u e suas derivadas. Para isso, considere a seguinte

. u
notagio Dju := £ e Du= (Dyu,...,Dyu):
Xi

Lema 2.1. (Sub-variedades dadas por graficos) Seja u : R” — R uma fungdo suave e My o
gréfico de u. Entdo temos:

1. 8ij = 6,'j—|—Dl'LtDjbl,

py DiuD ju
2 ol —¢§. - )
§ Y1+ |Dul?’
—Du, 1
3. nz—( w1) ,
\/ 1+ |Dul?
D..
4. hyj= — it

/14 |Dul?’

5. H=——aiv| 2% ).
1+ |Du|?

Demonstracdo. Para a demonstragio considere que {ey,es,- -+ ,e,11} denota a base candnica
de Rn+1

1. gij = <Dl'F,DjF> = <(e,~,Diu), (ej,Dju)> = 5ij—|—D,'uDju,

2. Fazendo o produto matricial:

g’ = (8y+DuDiu) (5kj - %)
= &yl — %&k + DiuDyudyj — DiuDku%
= §j— % +DiuD ju— |Dul? F:Tg;b’lz
— 8= (1 1Du) D DD

= 5,']'.
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Temos que g;; € a inversa de g'/

3. Como {D;F}—; ... » ¢ uma base para o espaco tangente de My, entdo (—Du,1) é um
vetor normal a este espaco, normalizando este vetor, tem-se que:

(—Du,1)

= 1+ |Dul?’

4. Sabendo que h;; = <II (D;F,D;F), > Logo:

hij = —(I(DiF,D;F),n) =~ <(VD,-FD1F)L,11> = <vDiFDjF,n>
—Du, 1)
= —(Dp,rDjF, _—DF =—( (0,D% ’_( 7
(Dp#DjF,n) = —(DiF.m) < Fu) 1+’Du‘2>
D%ju

1+ Du]?’

5. se, por um lado:

Ji Du D Diu
Y\ /el T Y\ T Ao
1+ |Dup? A\VI+DuP?
np2 1 D
_ i=1 i _ _ iu 32<Di<Du)7Du>
1+ [Du?  2(1+ |Duf?)?

Y .
Z?:lDiziu _D,uDijuD]u

V1+DuP (14 |Duf?)s

Por outro temos que:

H = olip.. — (5._ DiuD ju ) Dizju D2 DuD uD ju
& Y1+ Dul?) ST DuPE /71+\Du|2 (1 1DuP)}
Portanto:

H = —div L .
1+ |Dul?
[

Agora usaremos essas informacgdes para encontrar novas equagdes diferenciais parciais

para graficos que evoluem pelo fluxo da curvatura média. Comecamos derivando F' em
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relagc@o ao tempo:
D iy (2 9udn o
o =\ ox ar Tar )

Usando isto, a equagdo do fluxo da curvatura média torna-se:

ox D ox _|_@ _H—(Du,—l)
PN ot) \/1+|Dul?

Ou seja:
ox H

— =——=Du
dt  \/1+|Dul?
<D 8x> N du H
U, = _— =
ot ot \/ 1+ |Dul?
Da primeira equagdo obtemos que:

<Du %> = —H— (Du, Du)
’&t 1—|—|Du|2 s .

Logo, da segunda obtemos a seguinte relacao:

u

Du

1+ |Dul?

Como H = —div ( ), entdo obtém-se:

dx _div Du Du
o VIHIDuP ) /14 [Du>
du

Du
— =div| ——— | \/1+|Dul%.
dt («/1—|—|Du|2> [Du

H H 5
- = + Du|” = Hy/ 1+ |Dul?.
ot \/1+|Dul? /1+ yDu|2| | [Du
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Além disso,

div( Du ) _ X Dju _DiMDleuDuj

VI+Du2) T+ Dl (1+|Dul?)}

1 D;uD*uDu ;
- 5ijD12j”— ’#21
1+ |Duf? 1+ [Du|
1 DiuDu ;
= —— (5,']'——1 ]z)Dl-zju.
\/ 1+ |Dul? 1+ [Dul

Entdo chegamos a seguinte relacao:

Ju DjuDu; )

2.3 Principio da Comparacao

Nesta se¢@o apresentaremos e provaremos um interessante problema, que foca em relacionar
a evolucdo pelo fluxo da curvatura média de duas hipersuperficies compactas, enunciado

pelo seguinte teorema:

Teorema 2.1. (Principio de comparagao)

Sejam My e Ny hipersuperficies compactas, mergulhadas e sem fronteira, em R que nao
se intersectam. Se M; e N; sdo suas respectivas evolucdes pelo fluxo de curvatura média,
entdo elas nunca vao se intersectar.

O exemplo a seguir nos traz uma melhor compreensao de onde se aplica o Teorema 2.1

Exemplo 2.3. Sejam M, uma esfera de raio R centrada na origem e Ny uma esfera de raio
r também centrada na origem com R > r. Usando o Exemplo 2.1 pode-se observar que as
evolucdes de My e Ny se afastam cada vez mais, uma vez que, sabendo que a velocidade com

que os raios de ambas diminuem é dada por:

n

v/Ro — 2nt’

entdo quanto menor o raio mais rapido a esfera se colapsa em um ponto.

R(t)=—

Para dar inicio a prova do Teorema 2.1, daremos algumas introdugdes:
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Definicdo 2.2. Dizemos que Q(Xp, €) é um cilindro parabdlico se

0(Xp,€) :={Y € R

Y —Xo| < e,t <t}

onde Xy = (xo,%0) € |(x,2)| = max{|x|gns,\/|t|}

Considere agora Q2 um dominio (subconjunto aberto e conexo) em R"!. Nesta configu-
ragdo, escreveremos os pontos de R como X = (x,1), onde x € R".

Definicao 2.3. Definimos dpQ a fronteira parabdlica de Q, como o conjunto de pontos
X = (x,1) € dQ tal que para todo € > 0 o cilindro parabdlico Q(X, €) contém pontos no
complementar de Q.

Exemplo 2.4. Para o melhor entendimento das duas defini¢des anteriores, considere n =1 e
Xo = (0,0), assim, temos que Q(Xp, €) é um cilindro de altura € e de base determinada pela
fungdo f(x,y) = max{|x|,1/|y|}, com y > 0. A fronteira parabélica de Q neste caso, pode
ser vista como dQ C R,

Definiciio 2.4. Dado u € C>!(Q) (a fungdo u é Lipschitz e suas derivadas até segunda ordem
sdo todas continuas em ) nds definimos P o operador quase-linear, de segunda ordem como:
du

Pui=—— +a(X,u,Du)D}u+ a(X ,u,Du). (2.2)

Onde Du denota o gradiente da u e Dl-zju a matriz Hessiana.
Assumimos que a/(X,z,p) e a(X,z,p) sdo definidos para qualquer (X,z,p) € Q x R x
R". Dizemos que P € parabdlico em um subconjunto S de Q x R x R”". se a matriz cujos
coeficientes forem a'/ (X, z, p) for positiva definida para qualquer (X,z,p) € S

Nos distinguimos dois casos especiais para S:

* Se S =Q xR xR", dizemos que P é parabdlico;

« SeS={(X,z,p) €U xRxR":z=u(X),p=Du(X)} para alguma fungio u € C' (U)
onde U C Q entdo diremos que P € parabdlico em u.

Introduziremos agora um Principio de Comparagao para operadores dados por (2.2) (veja
[7] para detalhes)

Teorema 2.2. (Principio de Comparagdo - Operadores Parabdlicos). Seja P um operador
quasilinear
como em (2.2). Suponha que a*/ (X,z,p) ndo dependa de z e que exista uma funcéo

crescente positiva K (L) tal que a(X,z,p) — K(L) - z é decrescente em z em Q x [L,L] x R"
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para L > 0. Se u e v forem fungdes em C>!(Q\dpQ) NC(Q), tal P ¢ parabélico em u ou em
v, Pu>Pvem Q\dpQ e u <vem dpQ, entdo u < vem Q.

Demonstracdo. Primeiro, fixamos L de tal forma que [—L, L] contenha o intervalo de variagéo

u e v, ou seja, L := max{sup |u|,sup |v|}.
Q Q

Vamos definir w := (1 —v)e™ em Q, onde A < —K(L). Observe que provar que u < v em
Q é equivalente a provar que w < 0 em Q. De nossas declaracdes, sabemos que o u < v em
JpQ, entdo temos que provar que w < 0 em Q\dpQ.

Entdo basta provarmos que o valor mdximo de w ndo pode ser positivo. Procederemos por
contradicao:

Suponhamos que Xy = (xp,%) é um ponto de maximo tal que w(Xp) > 0. Sabendo que se
uma funcdo de classe C? atinge seu méximo em um ponto interior, entio o gradiente nesse
ponto € zero e a matriz Hessiana € negativa semi-definida. Em particular, temos que a matriz

(Dijw(X0)); j=1,....n é negativa semi-definida e ainda:

Dw(Xp) = 0 < (Du—Dv)(X0)e* = 0 = Du(X0) = Dv(X0), (2.3)
aw J Ato Atg
E(Xo)zo(:)E(u—v)(Xo)e +A(u—v)(Xp)e* =0=

)
— 5 =) (Xo0)eM = A (u—v)(Xo)e™. (2.4)

Abaixo, por conveniéncia, denotamos:
R := (Xo,u(Xo),Du(Xo)) e S:=(Xo,v(Xo),Dv(Xp))-

Da nossa hipétese, sabemos que Pu > Pv em Q \ dpQ. Ou seja:
ij ij J
0< Pu(X()) — PV(X()) =a J(R)Diju(X()) —a J(S)D,‘jv(X()) + a(R) — a(S) — E(u — V) (X())

Observe que a/(R) = a"/ (Xo,u(Xo),Du(Xy)) e a’(S) = a" (Xo,v(Xy),Dv(Xp)) coinci-
dem. Isso se deve ao fato de, por hipétese, a”/ ndo depender do segundo argumento e por
(2.3) tem-se que Du(Xy) = Dv(Xp). Usando ainda (2.4) temos:

0< aij(R)Dij(u —v)(Xo) +a(R) —a(S) + A(u—v)(Xp).
Usando o Lema 1.5 para A := a”(R) e B := D;j(u—v)(Xp), temos que a”/ (R)D;;(u —

v)(Xo) <0. Logo:
0<a(R)—a(S)+A(u—v)(Xo).
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Lembrando agora que u(Xp) > v(Xp). Como a(x,z,p) — K(L)z € uma fun¢do decres-
cente de zem Q x [—L,L] x R", entdo a(R) — K(L)u(Xo) < a(S) — K(L)v(Xp), ou em outras
palavras, a(R) —a(S) < K(L)(u—v)(X0), ainda, como A < —K(L) temos:

0<K(L)(u—v)(X0)+A(u—v)(Xo) =(K(L)+A)(u—v)(Xo) = u(Xo) <v(Xo).

O que é um absurdo, ja que estamos supondo w(Xp) > 0 que € equivalente a u(Xp) >
V(X()). ]

Antes de dar inicio a prova do Teorema do principio de comparagdo iremos observar

iremos mais uma vez observar a equagao (2.1):

u DjuDu; 5

Ao compararmos com a defini¢do do operador (2.2), obtemos neste caso que:

PiD;

aij(X,z,p)=5i'_T|p|2

Logo aij(X,z7p) ndo depende de z e a(X,z,p) = 0 para que (2.2) seja um operador
parabélico, a matriz de coeficientes a'/ (X,z,p) é positiva definida, que serd verificado pelo

seguinte lema.
Lema 2.2. A matriz de coeficientes a”/ (X, z, p) é positiva definida

Demonstracdo. Primeiramente, observe que se p = 0, entdo a”/ = §; j» que nos fornece a
matriz identidade.

Agora, se p # 0, considere x € R\{0}. Como a matriz de coeficientes a”/(X,z,p) é
positiva definida se e somente se x;a"/ (X,z, p)x; > 0 entio:

jj DiDj
xia/(X,z,p)xj = xi0jjxj—Xi———5X;
_ o api)(pjx))
T 1+ pP
2
— <X X)— <xap> <x7p> :l ’2_ <X,p>
’ 1+ |pl? 1+p?
Com 1isso,
(x,p)*

xia’ (X, z,p)x; > 0 & |x - >0 (x,p)> < [x(1+]p*).

1+ |p|?



22 Fluxo da Curvatura Média

Observe agora que, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz temoa que (x, p)? < |x|?|p|?,
logo (x, p)* < |x|>(1+ |p|?), concluindo nossa demonstragdo. O

Iremos agora dar inicio a prova do Teorema 2.1, escreveremos aqui mais uma vez seu
enunciado:

(Principio de comparacao)

Sejam My e Ny hipersuperficies compactas, mergulhadas e sem fronteira, em R que
ndo se intersectam. Se M; e N; s@o suas respectivas evolugdes pelo fluxo de curvatura média,

entdo elas nunca vao se intersectar.

Demonstracdo. Provaremos por contradi¢do. Suponha que M; e N; se encontrem pela
primeira vez no tempo #y em um ponto p (que € um ponto interior de ambas as superficies
porque, por suposicdo, nenhuma delas tem fronteira), entdo ambas as hipersuperficies t€m
0 mesmo plano tangente no ponto p, caso contrdrio, este nao seria seu primeiro ponto de
contato. Entdo, M;, e N;, podem ser expressos localmente sobre p como gréficos de fungdes,
Uz, € vy, sobre o plano tangente, respectivamente. Por outro lado, como ambas tem 0 mesmo
plano tangente em p, também possuem (a menos de sinal) 0 mesmo vetor normal unitério,
para evitar este problemas consideraremos a mesma orientacdo em M;, € Ny,.

Assim, note que, como ty € o primeiro ponto de contato, entdo no instante t imediatamente
antes de ambas as hipersuperficies se cruzarem, temos (depende da escolha da aplicacdo de
Gauss) v; < u; ou vy > u;, sem perda de generalidade podemos assumir que v; > u;, entao,
existe € > 0 tal que v, —u; > €.

Agora aplicamos o fluxo de curvatura média comegando naquele instante antes de 7y. Como,

u; e vy satisfazem a equacao parabdlica quasilinear por (2.1):

u DjuDu ;
Pu=——+ (68— ——L ) D}u=0.
g aﬁ(’ 1+]Du|2) i

Como também verificamos antes, P pode ser visto como um operador que satisfaz as
hipéteses do principio de comparacdo para operadores parabélicos (Teorema 2.2) E ébvio
que v; — € € também uma solug¢do da equacdo acima. Além disso, u; e v; — € satisfazem
as suposicoes do Teorema 2.2 em uma vizinhang¢a do ponto p, entdo deduzimos que u; <
v; — € < vy nessa vizinhanga particular de p, que contradiz u(p,ty) = v(p,to). Esta contradi¢ao
completa a prova. [



Capitulo 3

Superficies Helicoidais
Rotacionando/Transladando Sob o Fluxo
de Curvatura Média

3.1 Movimentos auto-similares sob o fluxo de curvatura
meédia

Sejam M" uma hipersuperficie orientada e F : M" — R"*! uma imerséo, dizemos que uma
familia (M™),<; de superficies imersas em R""! & obtida pela aplica¢do de um movimento

auto-similar a imersdo F, tal que as imersdes de (M");c; sdo descritas pela férmula:

F(p,t) = g()Q()F(p) +v(1) peM'iel

Em que / é um intervalo contendo 0 0, g: I - R,Q:1 — SO(n+1) e v:I — R""!
sdo fungdes diferencidveis e g(0) = 1,0(0) =1d e v(0) = 0, sendo assim F(p,0) = F(p) e
M" = Mj.

Seja n 0 campo vetorial unitdrio normal de F : M" — R""!. Uma familia de um parimetro
de hipersuperficies F' € uma solucao para o fluxo de curvatura média (FCM) com a condicao
inicial F(M"), se:

9 Flp)=~H(p.0n(p.)

F(p,0)=F(p)

Onde H(-,t) é a curvatura média e n(-,7) é o campo de vetor normal unitério de F(-,t).



24  Superficies Helicoidais Rotacionando/Transladando Sob o Fluxo de Curvatura Média

A EDP acima pode ser escrita como:

<%F(p,t),n(p,t)> =—H(p,1), (3.1

uma vez que, por [14] temos que se uma familia de hipersuperficies (M");c; satisfaz (3.1),
entdo ela pode ser localmente parametrizada para uma solug¢io para o fluxo de curvatura
média, o que nos fornece uma definicio mais geométrica e alternativa para o fluxo de

curvatura média:

Definicio 3.1. Sejam M" uma hipersuperficie orientada e F : M" — R""! uma imersao.
Uma familia de hipersuperficies (M");c; € solugdo para o fluxo de curvatura média de M"

com condi¢do inicial F (M), se satisfaz a equagio:

(SF@0ntpa)) = ~H(p.1) 62)

Considerando-se a evolu¢ao por movimentos auto-similares, tem-se que:

<%(g(t)Q(t)F(p) +v(1)), Q(t)n(p)> — () H(p)

uma vez que Q(¢)n(p) € um vetor normal a F(p,t). De fato, isso segue imediatamente de

d F
Q(t) ser uma aplicacdo ortogonal e de =— F(p,t) = g(t)Q(t)=—. Sendo assim, temos

ox; ox;
(5 eOQOF (). Q0 ) +(0).00n() = —ele) H(p)
(&)Q(F(p),Qt)n(p)) +
()0 (t)F (p),0(0)n(p)) +
(V(1),0(0)n(p)) = —g(t)"'H(p).
Portanto:

g(1)g' (1) (F(p).n(p)) +&° (1) (Q" (1) Q' (1) F (p).n(p)) + (1) (Q" (1) (1),n(p)) = —H(p).
(3.3)

Analisando em r = 0, temos que M = M) satisfaz:

b(F,n)+ (AF,n)+ (c,n) = —H. (3.4)
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Onde b = g’(0),A = Q'(0) e c =V/(0).

Satisfazer a equagdo (3.4) também € uma condic¢do suficiente para que M se mova de ma-
neira auto-similar sob o (FCM). Para observar isso, analisaremos dois casos separadamente:
Caso 1: Movimento sem translagdo.

Neste caso temos v(¢) = 0, com isso:
b(F,n)+ (AF,n) = —H.

Agora, se g(1)g' (1) =be g2(t)0T (1)Q'(t) = A, entdo a equacio (3.3) é satisfeitaV p € M

et € I, com isso obtém-se que:

log(2bt + 1)
g(t)=V2br+1 e Q(t) = CXP<TA) seb #0
et seb=0

Assim, a superficie M, sobre o FCM, expande e gira continuamente, com velocidade

decrescente, quando b > 0 e expande e gira para sempre, com velocidade crescente, quando

b < 0, (até o instante t = ——, onde obtemos uma singularidade). Veja solucao abaixo:
De fato, se F(p,t) = g(t)Q(t)F (p), temos que:

dF(p,t)

PP g (t)Q(t)F(p)+g(t)Q'(1)F(p),

portanto,

2
g () (F(p),F(p))+28(1)g'(t) (F(p),0" (1)Q'(t)F (p)) +

+8(1)*(Q'(VF (p), Q' (1)F (p)).

dF (p,t)
ot

Sabendo que g(1)g'(r) = b e g2(t)Q (1)Q'(t) = A, reescrevemos a equagdo acima como

2
g (t)* (F(p),F(p)) +2b(g(t)) "> (F(p),AF (p)) + (g(t)) 2 |AF (p)[.

IF (p,t)
ot

De acordo com a solugdo que obtivemos, segue que

‘ 9F(p1)

ot

> 1

[bF (p)[* + AF (p)|?

2(bF(p),AF(p))+

2bt +1 2bt +1

= 5y (PR (p) AR (9), F (p) + AF (p)),

2bt 41
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1sto é,
IF(p,1) 1
= bF(p)+AF(p)|.
2E b (5) +AF(p)
Derivando em relagdo a ¢, obtemos
IF (p,1)[ —b
T = AR
Portanto, .
JdF (p,t
é’t’ D20 seb<0
F /
a é’;’t) <0 seb>0

Para b = 0 temos g(¢) = 1. Procedendo como anteriormente, temos que

PF@” AR (p)].

ot

Caso 2: Movimento sem dilatagdo/contracio.

Neste caso temos g(¢) = 1, com isso, g’(0) = b = 0, o que implica:
(AF,n) + (¢,n) = —H. (3.5)

Serd imposta agora a condi¢do: Ac = 0, ou seja, a translacdo e a rotacdo estao em direcdes
ortogonais. Agora, se as fungdes v e Q satisfazem Q7 (£)Q'(t) = A e QT (1)V/(t) = ¢, entdo a
equacdo (3.3) é satisfeitaV p € M e t € I, resolvendo as EDO’s, obtém-se:

0t)=e? e v(t)=ct.
Para encontrar v(¢) = cf temos que observar que
Vi)=0@t)c=V"t) =0 (t)e=HV"(t) = Q(t)AcAC::Q V'(t) = 0.
Assim, v(t) é do tipo v(t) = kit + kp, como v(0) = 0 e v/(0) = ¢, entdo v(t) = ct.

Portanto, sob o FCM a hipersurficie translada e gira continuamente com velocidade constante

e velocidade angular constante uma vez que:

F(p,t)=0(t)F(p)+v(t)
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DD _ g 0)r(p)+ (1)
2
'aFg;’t) = (QO)F(p), Q' ()F (p)) +2(Q ()F (p),V' (1)) + (' (1),V/(¢))
2
’% = (AF(p),AF(p))+2(AQ(t)F(p),0(t)c) + Mz
2
aFé’,”” = |AF (p)* + |, (3.6)

€ esses movimentos sao ortogonais.

Com isto em vista, vamos estudar o caso em que se mantém todos os termos do lado
esquerdo da equagdo. Para isso consideraremos que M satisfaz (3.4). Por uma translagdo de
M pelo vetor w, obtemos uma superficie M =M —w e de (3.1) obtemos:

( 5 (00F () ) +4(0). Q)n(p) ) =~ H(p

(5#00OF (). 00m(p) )+ 5 (2010w +(0).Qn(p) ) = ~5(6) H(p)

Analisaremos aqui apenas o dltimo termo do lado esquerdo da equacdo, uma vez que os
célculos feitos para o primeiro termo serdo essencialmente os mesmos que foram feitos na

equacao (3.3), logo:

ot (SO0, Q00 ) =~ H(p
(= (g (0(t)w+ gt ) "(t)w) +V'(2),Q(t)n(p)
(=g (0w, 0(1)n(p)) + (—g(1)Q (t)w+V (1), 0(t)n(p)
—g(1)g'(r) {Iw,n(p)
2 (—0(0)" 0/ (ryw+ (1)

I

|
oo
=
]
o
3

S~ S~ N
I
|
o
—~
~
~—
L
X
S
N—

aplicando em ¢ = 0, temos

- —g(0)g ()<1w,n(p>> +
0)*(—0"(0)Q( )’W+Q() "(0),n(p)) = —H(p)
—b(Iw,n(p)) +(—Aw+c,n(p)) = —H(p)
+(=(Ib+A)w+c,n(p)) = —H(p),
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com 1SS0
b(F,n)+ (AF,n)+ (c— (A+1b)w,n) = —H.

Portanto, podemos fazer a seguinte escolha para w:

* Se b # 0, considere w a solugio de (A 4 Ib)w = c, assim M satisfaz as condicdes do

Caso 1 e com isso, M dilata e gira em torno do ponto w.

* Se b =0, entdo considere w, tal que satisfaca ¢ = Aw + c(, onde Acy = 0, assim M

satisfaz as condicdes do Caso 2 e com isso, M translada e gira em torno do ponto w

Sendo assim, o caso geral sempre pode ser reduzido a um dos dois casos ja mencionados.
Por isso, eles ddo todos os movimentos auto-similares considerados de hipersuperficies
imersas sob o FCM.

3.2 Superficies helicoidais

Superficies helicoidais em espagos tridimensionais surgem como uma generaliza¢do natural
de superficies rotacionais em tais espagos. Estas superficies sdo invariantes por um subgrupo
do grupo de isometrias do espagco ambiente, chamado grupo helicoidal, cujos elementos
podem ser vistos como uma composi¢cao de uma translagdo com uma rotag¢ao para um dado
eixo. Como estudado por [4] ,para superficies com curvatura média constante em R3, em
[10] no espago hiperbdlico (]I-]I3), por [12] ,para superficies minimas em R?, em [11] temos
o estudo das superficies helicoidais em R? onde a curvatura média esté relacionada com a
distancia ao eixo z, em [2] ,para superficies minimas, em espacos conformemente planos 3
e ainda em [8] no espaco S°. Sendo assim, considere 4 € R ¢ seja yf’ ‘R? - R?um subgrupo
do grupo de movimentos rigidos de R?, dado pela composi¢ao de uma rotacdo com uma
translacdo:

Y (x,y,2) = (xcos(r) —ysen(t),xsen(r) +ycos(t),z+ht) VteR.

Esta aplicacdo é chamada de movimento helicoidal de eixo Oz e de passo A. Uma
superficie helicoidal de eixo Oz e de passo & é definida como uma superficie que € invariante

sob }{’ Observe que quando & = 0 temos que }/,h se reduz a:

ﬁ(x,y,z) = (xcos(t) —ysen(t),xsen(t) +ycos(t),z),

Ou seja, apenas uma rotagao em torno do eixo z, com isso a superficie invariante sob

}{’ se reduz a uma superficie simétrica por rotagdes, Iremos focar em estudar o caso em
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que h # 0 e analisar o limite quando 7 — 0. A menos de uma reflexdo pelo plano xy, se

necessario, podemos assumir 2 > 0. E facil ver que o pardmetro 7 representa a velocidade
angular de rotacao a medida em que nos movemos ao longo do eixo z com com velocidade

unitdria, uma vez que, se:

Y(x,y,z) = (xcos(r)—ysen(t),xsen(r)+ycos(r),z+ ht)

y;’(x,y,z) = (xcos (%) —ysen (%) ,Xsen (%) +ycos <%) ,z—i—u) ,

temos
Lt = (fom(3) o) fem () Jon(3))
—_— = ——Sen| — ) — —COoS | — —COS|—)——8S€en| — .
du e ROM\E) TR R\ TR\ )

. . : . : . d
Assim, a velocidade ao longo do eixo z € unitdria e a velocidade de rotacdo —o

dl/l M('x7y) é

dada por:

2

d h
alt)

d h

Com isso a velocidade angular de rotacao é %

Definindo isso, observe que se este novo parametro tender a O (ou seja quando i — o)
iremos obter uma superficie invariante por translagdo no eixo Oz. A maioria das equagoes
de superficie aqui estudadas se estende de forma suave para esse caso, entdo, muitas vezes
usaremos a notagdo h = oo.

Uma superficie helicoidal com 2 > 0 pode ser parametrizada da seguinte forma: Seja
X : R — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Transladamos a curva X
ao longo do eixo Oz com velocidade /#, a0 mesmo tempo em que a rodamos ao longo do

eixo Oz no sentido anti-hordrio com velocidade angular unitéria, assim seu trago define uma
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superficie M imersa com eixo em Oz € passo h, parametrizada por:
F(s,t) = ("X (s),ht) s,t €R.
E ficil ver que as superficies helicoidais sdo parametrizadas desta forma uma vez que:
V("X (s),ht) = (e T0X (), h(t +10)) = F(s,t +1o).

Reciprocamente, se S é uma superficie helicoidal entdo, ¥(S) C S, considere agora Y (s)
uma curva de R?, tal que SN {z =0} = Y (s), assim S D ¥ (Y (s5),0) = (¢"Y (s),ht) = F(s,1)
Vamos agora obter a curvatura média H de uma superficie helicoidal. Para isso, temos
que o plano tangente a M € definido pelos vetores tangentes:
JdF , oF .
Frin (e"T(s),0) e ST (ie"X (s),h),

e um normal € dado por:

%%
_ (eitx,(s)v eltyl(s)a O) X (e”y(s), _eitx(s)a h)
[(eT2(5), €1/ (5),0) X (€y(5), —x(s) )]
_ (he"y(s), —he"¥(s), — (") (x(5)x’ () + ¥ (5)y'(5)))
|(hetty'(s), —he’''(s), = (e (x(s)x(5) +¥(s)"(5)))]
_ (heltN(s)v _(611)2 <X7 T))
(TN (s), ~(e)2 (X, T))
(he"N(s),—("X,e"T))

e
VRPN (e PPe?
(he™N(s),—7)

ViZ+ 12

A métrica € dada pela matriz:

9F 3P\ JOF OF
o ds’ ds ds’ Jt
=\ Jor ar\ Jor oF

dt’ ds dt’ ot
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gii = 1 <eitT(s), ieitX(s)>
Y <eitT(s), ieitX(s)> P+ h

1 — <ieitT(s),eitX(s)>>

8ij = (— <ieitT(s),eitX(s)> P+ h?

o 1 -V
8ij = —v 24+h?)’

i 1 PR v
R v 1

gL (rER Y
TR v 1)

As derivadas segundas sao:

com inversa dada por:

’F 0*F : 0%F

— — (1 — T (il Y SR |
F“_(?sas (e"kN(s),0), Fy 359 (ie"T(s),0) e Fy 397 (—e"X(s),0).

Entdo, a segunda forma fundamental é dada pela matriz:

h k1 } .
Aij:_<Fij,fl>:——m (1 —V> Vi=s,t e j=s,t.

Finalmente a curvatura média de M é€:

H = Tr(g"A;))

B r —i—h2 \% k1
B r2+h2 I —v
B k(r +h2 )+v T
B T2+h2 kv +1 0

rP+h*)+v

— ) 3.8
(12%2)7 (3:8)

Feito isso, podemos agora, enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 3.1. Para toda fungao suave W : RZ S Reh> 0, existe uma superficie helicoidal

imersa de passo & satisfazendo a equagdo H = ¥(1,Vv).

A prova deste teorema se reduz a resolvermos a equagdo (3.8) para k e a prova do Lema
1.6:

Podemos ver o sistema de equacdes diferenciais ordindrias (1.3) para T e v como funcdes
de apenas um Unico parametro s. Portanto, obtemos uma familia de superficies de um
parametro para cada h.

Nas restantes trés secdes, olhamos separadamente para trés tipos de superficies helicoidais,
ou seja, superficies que rodam sob o MCF e depois as superficies helicoidais minimas e de

curvatura média constante.

3.3 Superficies helicoidais girando / transladando sob o
FCM

Nesta secao, descreveremos uma familia de dois pardmetros de superficies helicoidais imersas
em R que giram em torno do eixo z com velocidade unitéaria sob o FCM. Como as superficies
sdo invariantes sob o movimento helicoidal y,h, esse movimento também pode ser visto como
uma translacdo com velocidade / na dire¢do negativa do eixo z o que serd explicado pelo

seguinte lema:

Lema 3.1. A evolucdo das superficies helicoidais sob o FCM que produz um movimento
de rotacdo em torno do eixo z com velocidade unitdria, também pode ser visto como uma

translacdo com velocidade 4 na direcao negativa do eixo z.

Demonstragdo. Observando que, ao aplicar uma rotagdo Q(r) em F(s,t) = ("X (s),ht),

temos Q(r)F (s,t) = (¢!"*") X (s), ht). Fazendo a mudanga de varidvel 7 = ¢ + r, temos
O(r)F (s,1) = (¢ "TX (s),ht) = ("X (), h(T — 1)) = ("X (s), hF) + (0,0, —rh).

Portanto |c| = h. O

Sendo assim, vamos analisar o movimento helicoidal da superficie apenas como um
movimento de rotagdo, ou seja, consideraremos o Caso 2 em que ¢ = 0, entdo temos da (3.5)
que —H = (AF,n) .

Afim de determinar o valor da curvatura média H, iremos calcular primeiramente o valor
de A, como buscamos superficies helicoidais que giram em torno do eixo z com velocidade

unitdria, faremos o uso do seguinte lema:
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Lema 3.2. A superficie gira com velocidade unitdria se e somente se a matriz

0 -1 0
A= |1 0 0] geraarotacdo em questao.
0 0 O

Demonstragdo. De fato, como

cos(O(r)) —sen(6(t)) O
Q(t)=| sen(0(z)) cos(6(t)) O],
0 0 1

denota uma matriz de rotacao em torno do eixo z, onde 6 € o angulo de rotagao.
Como em (3.5) Q'(t) = Q(t)A, entdo:

—0'(t)sen(0(t)) —6'(t)cos(08(t)) 0 cos(0(t)) —sen(0(r)) O
0'(t)cos(0(t)) —0'(t)sen(0(z)) 0| = sen(6(¢)) cos(6(t)) O [A.
0 0 0 0 0 1

Com isso, se a velocidade de rotagdo for 1, entdo:

—sen(6(t)) —cos(B(r)) O cos(O(t)) —sen(0(r)) O
cos(0(r)) —sen(0(r)) O| = sen(O(r)) cos(O(t)) O]A
0 0 0 0 0 1

—sen(6(t)) —cos(6(r)) O cos(0(r)) sen(B(¢r)) O
cos(0(r)) —sen(0(r)) O] | —sen(6(z)) cos(6(zr)) 0| =A
1

0 0 0 0 0
0 -1 0
1 0 0|=A
0O 0 O
0 -1 0
Reciprocamente,se A= |1 0 0 |, entdo:
0O 0 O
—0'(t)sen(0(t)) —06'(t)cos(06(t)) 0 cos(0(t)) —sen(0(¢)) 0O
0'(t)cos(0(t)) —6'(t)sen(6(¢)) O | = sen(6(¢)) cos(8(t)) O0]A
0 0 0 0 0 1
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—sen(6(t)) —cos(0(r)) O cos(0(tr)) —sen(0(¢)) 0\ ([0 —1 O
0'(r) | cos(0(t)) —sen(B(z)) 0| = sen(8(r)) cos(8(r)) Of |1 0
0 0 0 0 1 0 0

—sen(6(t)) —cos(0(r)) 0
0'(t) | cos(6(t)) —sen(8(r)) 0| =
0 0 0

Assim, se —H = (AF,n), temos por (3.5) que

“H = (AF.n)
= (lierxis.0, BN D)
_ \/ﬁ@”iX(s),heﬁN(S»
_ _ﬁ ("X (5), ~he'T (5))
B

Agora, como H € dado como uma fungao suave de 7, a existéncia dessas superficies é

garantida pelo Teorema 3.1. A equacao correspondente para a curva X por (3.8) é

ht  h(k(rP+h?)+V)
Vhi 412 (12 +h2)3

(1) = k(P + 1) +v
(> +h) —v
r2+h2
entdo o sistema bidimensional de EDO’s para 7 e v (1.1) se torna:

=k, (3.9)

212y _y 2,2 242y _

U—14 %)v ,L_/:(r +h7) +(t(t"+h%) V)V
r=+h N r2+h? .

v,__fz(f2+h2)—v1: Y vt —12(12 4+ h?)

r2+h2 T r2+h2
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= 2+ vi+ 2+ Tv(T? +h?) - v? g (2 + 1) (1+1v)
n }"2“—]’!2 o r2+h2
- v vt —12(12 4+ h?) = e Vi (R24R2) (3.10)

}"2+l’l2 o 7'2—|—h2

Note que o lado direito de (3.10) permanece o mesmo quando (7, V) é substituido por
(—7,—vVv). Portanto, s — —(7(—s),v(—s)) é também uma solucdo para o sistema, que,
claro, apenas corresponde a curva X parametrizada de maneira oposta a usual. Essa simetria
simplificard alguns dos nossos argumentos. Observe também que o sistema nao possui pontos
de equilibrio (ndo ha como ambas as derivadas se anularem), uma vez que se 7’ = 0 entio
TV = —1 assim:

7 =0
, —1-12(?+h?)

VvV = <0
r2 + h?

Da mesma forma, se v/ =0, entdo vT = T2(T2 + hz), logo:

(@A) (1 + (P +R)
te r2 4+ h? ”

v =0
Observe agora que:

2, 12 72 v
T(t?+h*)—v (7 +1
limk:hmg:hmwzr.
h—soo h—soo r2 4+ h2? h—soo 11

2t

O caso limite & = o produz k = 7, a equacgdo de rotacao para o encurtamento da curva

no plano, e a superficie de rotacdo € simplesmente o produto X x R, uma vez que para

formar a superficie, a curva X gira com velocidade angular A e assim, com & — oo entao

1 .

7 — 0. Essas curvas foram descritas pelo autor em [5]. Acontece que para alguns valores
de & suficientemente grandes, X ainda tem a maioria das mesmas propriedades, embora nio
esteja mais sempre mergulhado. Sendo assim, vamos analisar o caso de & < oo, por meio do

seguinte teorema:

Teorema 3.2. Para cada h > 0 existe uma familia de superficies helicoidais de um parametro
com passo /i, que giram com a velocidade unitdria em torno de seu eixo helicoidal sob o FCM.
As curvas que geram tais superficies t€m um ponto mais proximo da origem e consistem em
dois ramos apropriadamente mergulhados vindos desse ponto. Cada ramo tem curvatura total

infinita e espirais que se afastam da origem a medida que circulam ao redor dela. A curvatura
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vai para 0 ao longo de cada ramo e o limite do angulo formado pelo vetor tangente e o vetor

posicdo € de 7.

A prova serd dada através de uma série de lemas. Comecamos investigando o comporta-

mento limite de T e v.
Lema 3.3. Ambos 7 e v possuem limites (possivelmente infinitos) com s — oo,

Demonstracdo. Inicialmente, vamos analisar a existéncia de pontos em que k(s) = 0. Ob-
2

v(s)2+h?
que atinge o zero, caso contrario, como 7 € continua, entdo 7 teria que ser decrescente em

serve que, se T(s) = 0, entdo 7'(s) = > (. Assim, T tem no maximo um ponto em
algum intervalo para se anular novamente. Observa-se também que 7 € negativo antes de s e
positivo depois dele.

De forma andloga, se k(s) = 0, entdo temos que por (1.1):

v(s)T(s) —(s)*(7(s)* +h*)
r(s)2 + h?
0. Ainda, por (1.4) tem-se 7' = z Aplicando agora a derivada em (3.9):
r

Por (3.10), V/(s) = , logo V/(s) = 0 implica em v(s)7(s) >

7(s)3 +n21(s) — v(s)

Kls) = r(s)2+h?
V(g — BTE)T () +H2T(5) = V'(5)) (r()* + (s)*) —2r(s)r'(5)(2(5)* + P (s) — v (s))
¥ (G + P
K(s) = 37(s)27/ (s)r(s)? + W27 (s)r(s)? — V/(s)r(s)? +37(s)?7 (s)h> + h*7' (s) B
oo (r(s7 +1)?
B V/(s)h? —2r(s)r (s)T(s)> — 2r(s) 7 (s)h?T(s) +2r(s) 7 (s)v(s)
O
K(s) = 37(s5)%r(s)> +h2r(s)? 4+ 31(s)2h? + h* — 2t(s)* — 2h2T(s)? 4+ 21(s) v (s)
0T (r(s +1P)2
K(s) = 37(s)2(1(s)? 4+ v(s5)?) + 12r(s)> 4 ©(s)?h> + h* — 27(s)* +27(s) v (s)
0T (r(s7 +1P)?
K(s) = T(s)* +37(5)2v ()% + h2r(s)? 4+ 1(s)2h* + h* +27(s)v(s) -0,

(P 1)
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conclui-se que k’(s) > 0, entdo k tem no maximo um ponto em que se anula e possui valores
negativos antes deste ponto e positivos depois dele.

Além disso, Observe que 7 e k ndo se anulam simultaneamente, uma vez que, se T(s) =

(X(5),T(s)) =0entdo v(s) = (X(s),N(s)) # 0e t(s) = 0 implica que k(s) = #(j_)hz #0.
Consequentemente, como v/ = — 1k entdo v tem no maximo dois extremos, uma vez que

s6 possui dois pontos criticos e, com isso, tem um limite (possivelmente infinito) em cada

direcdo.

Passemos agora 2 andlise de 7. Se 7'(s) = 0, entdo por (3.10) obtém-se que T(s)V(s) = —1
—1

implica v(s) = —— e ainda 7(s)v(s) = k(s)v(s) = —1 = 7(s)v(s) = 7(s) = k(s) sendo

7(s)

assim, derivando 7’ = 1 +kV e aplicando neste ponto, temos:

(s) = ‘T"(' ()) k() (s),

—K(s) —k(s 2 s 2

sy = KO T(f;&) (s)
TN(S) — _k,(s) +T(S)4

7(s)

Vamos agora verificar que k¥’ 4+ t* > 0. Usando (3.9):

7(s)3 4+ 121 (s) — v(s)

Kls) = r(s)2 + h?
i) — BT T () + 72T (5) = V/(s))(r(5) +h(s)?) —2r(s)r"(s) (2 (5)° + H*2(5) — V(s))
¥ (G + P
b 3T(8)2T (s)r(s)? + 12T (s)r(s)? — V/(s)r(s)? +37(s) 2T (s)h* + h* 7' (s)
kK (s) = (r(s)2 + h2)? B
B V/(s)h? —2r(s)r (s)T(s)> — 2r(s) 7 (s)h?T(s) +2r(s)7 (s)v(s)
O

, —V/(5)r(s)? = V' (s)h? — 27(s)* — 2h* ()% +27(s)V(s)

kK(s) = (r(s)2 + h2)?

k(s)T(s)(t(s)? 4+ v(s)?) +k(s)T(s)h? — 27(s)* — 2h%1(s5)? +27(5)V(s)

k'(s) = (r(s)2 +h2)2
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T(s)* + 1+ 7(s)2h? — 27(s)* — 2h%1(s5)% — 2

k'(s) = (r(s)z +h2)2

Agora somando com 7(s)*, obtém-se:

441 $)2h?
EoET il

K(s) +(s) = —

T(s)* + 1+ 7(5)*h* — w(s)*(r(s)* +2r(5)°h° + h*)

K (s)+1(s)* = — (r(s)2+h2)2
p —1(s)* —1—1(s)%h? $)*r(s)* 4 21(s)*r(s)*h? s)*n
k (S)+T(S)4: T( ) T( ) +Z£(3>2:_)h2_)|_2 T( ) ( ) +T( )
() — 1 — 1(s)2H2 4 (1(s5)2 §)2)2
(0 ot = LS O VP
27(s)*(1(s)? — v(s)2)h> + (s)*h*
’ () + )2
p —1(s)* —1—1(s)%h? $)8 4+ 27(s5)0v(s)?
oyt = O LR A2
n v(s)*t(s)* +27(s5)%h 4 21(s)*v(s)*h> + T(s)*n*
(G2 )2
) —1(s)* =1 —1(s)2h> +7(s)8 +27(s)* + 1 +27(5)0h% +27(s5)*h> + ©(s)*h*
(0ot = ZE = LT 28 L2 420 4
§)4 §)272 §)8 §)672 §)4n4
K (s)+1(s)* = o)+ ols)h E(TS()Z)JF_;ZZ)TZ( PhE AT,

Sendo assim, o sinal de 7" depende apenas de 7(s), de tal forma que 7 atinge seu minimo
local em s se 7(s) < 0 e atinge seu maximo local se 7(s) > 0. Como T tem no maximo
um zero, isso significa que 7 tem no maximo dois extremos e, portanto, possui limite
(possivelmente infinito) em cada diregao. [

v ~ .
Lema 3.4. A relacdo P ¢ decrescente quando T e V sd0 positivos.
~ . . %
Demonstragdo. Segue diretamente da derivada de —. Temos que,
T

dv Vit—vt
ds T 2
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Aplicando (3.10), segue que

dv _(tv—1t'—)t—v(P?+ P+ v+ hv)
dst 72(r? + h?)

dv ©2v—1 -1 —12v—nh*v —13v2 — h2rv?
dst 72(r? + h?)

dv T+ Vvi+ PR+ 2tv 4+ Py
dst 72(r2 4+ h2)

Lema 3.5. lim vV = Foo.
s—>too

Demonstragdo. Como o sistema (3.10) ndo possui pontos de equilibrio, T e v ndo convergem
simultaneamente para nenhum valor de s. Assuma por absurdo que lim v € finito. Como nao
§—r0

ha pontos de equilibrio, lim 7 ndo pode ser finito, entdo ele deve ser eo ou —oo. Mas por (3.9)
§—>00

2, 32
. . T(T"+h) -V
lim k = lim SOV
s—>too 5—>oo r2 + h?
2 h?
T+ %)=
- HE 2 vZ4h?
s (14 55)
= :I:oo’
isso implica que k vai respectivamente para oo ou —oo e, portanto, V' = —k7 vai para —oo,
uma contradi¢do.
Assumindo por contradi¢do que que lim v = co. Se lim T = —oo, entdo por (3.9), a partir de
s—yo0 §—>o0

algum momento teremos k < 0, uma vez que seu sinal é determinado apenas pelo numerador
e

lim 7(t2 +h%) — v = lim 7(7° 4+ h?) — lim v = —oco — oo,
§—>00 §—r00 §—r00

Portanto, v/ = —k7 < 0, uma contradi¢io. Suponha que 7 tenha um limite finito, por (3.9),
temos que temos que eventualmente k£ < 0, pois da mesma forma seu sinal é determinado
apenas pelo numerador e

. 2,32 1 2., 32 : _
lim 7(7°+h%) — v = lim 7(t° 4+ h°) — lim v = const. — oo,
§—ro0 §—ro0 §—r00

e desde que —k7 = v/ > 0, T eventualmente se torna positivo. Mas o Lema 3.4 entdo nos d4

o . \ 2 . . .
uma estimativa v < C7, ja que — € decrescente entdo 7 € forgado a ir para co, uma contradicao.
T
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Finalmente, assuma que 7 vai para oo, entdo, tem-se que T € V sdo positivos € novamente pelo

Lema 3.4, obtemos a estimativa v < C7. Por (3.9), isso implica kK — oo, ja que,

, . (PR —v

limk = lim =t
2 2y

> T(t°+h")—v

L T
. (1> +h?)—Cz
s—oo T2+ C272 4 h?
= lim Pl - —
H°°72(1+C2+';—§)

Y]

e, portanto, v/ = —kT — —oo, uma contradi¢ao, pois V — oo, O]
Lema 3.6. 7 tem um limite finito em cada direcao.

Demonstragdo. Se ILm T = oo, entdo, pelo Lema 3.5, eventualmente 14 7v < 0 e por (3.10),
§—>00

7 <0, uma contradi¢do. De modo similar Se lim 7 = —eo, entdo eventualmente 1 +7v > 0

§—00

e por (3.10), 7/ > 0, uma contradigdo. O limite na outra dire¢do, segue por simetria.

[
Lema 3.7. lim k= 0%,
s—rtoo
2 2
(T +h")—vVv
Demonstracdo. Tendo que por (3.9), k = % entdo fazendo o limite com s — oo
r

e tendo em mente os Lemas 3.5 e 3.6, entdo:

2 2
T(T°+h")—V
lim k = lim T th)—v
s—»-too s—-too r2 + h?
2,32
' Vv (7 ‘;kh ) )
= lim 5 7
s—rtoo V(% +Vv+ 7)
= 0.
O limite na outra direc@o, segue por simetria. 0

Lema 3.8. lirjrtl r = oo € r tem exatamente um extremo, um minimo global.
S—>o0

Demonstragdo. A primeira afirmagdo segue dos Lemas 3.5 e 3.6, uma vez que =14+

. - - d
vZ, entio lim r=/ lim 72+ lim v2 =c. O segundo decorre do fato de que —r =
s—oo s—roo §—roo ds
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ﬁ e a observacao na prova do Lema 3.3 de que 7 tem no mdximo um zero, com isso
r possui apenas um ponto critico € como Sgriloor = oo, entdo este € um ponto de minimo. [

Observe que como YErilmr = oo € € continua, entdo r tem que ter pelo menos um ponto
critico, ou seja T se anula a0 menos uma vez. Observando agora que k é continua e que k
atinge valores negativos quando se aproxima de —oo € atinge valores positivos quando se
aproxima de oo, entdo k se anula a0 menos uma vez.

Uma consequéncia direta do Lema 3.8 é que X tem um ponto tnico mais préximo da
origem e sua trajetéria consiste em dois ramos saindo deste ponto e indo estritamente para o
infinito. Observando que cada ramo ndo possuem auto-intersec¢ao, ja que em caso contrario
teriamos que um ramo iria atingir mais de uma vez a mesma distancia em relagdo a origem,
fazendo assim com que r possuisse mais de um ponto critico. Assim, cada um desses ramos
separadamente estd propriamente mergulhado, mas eles podem se cruzar, uma vez que a
distancia em relacdo a origem dos ramos de X podem atingir o mesmo valor uma vez que
Sgrilwr = oo. O limite da direcdo de crescimento dos ramos € dada pelo seguinte lema:

Iremos analisar agora o comportamento do dngulo tangencial polar, definido pelo vetor
posicdo X e o vetor tangente a curva 7.

Lema 3.9. lim n = &i.

s—Foo X

Demonstragdo. observando que:

T T r T—iv_ r(T—iv) T—iv G.11)
X (t+iv)T t+ivi—iv 2 '
sendo assim, basta calcular liI:E _ , usando os Lemas 3.5 e 3.6, tem-se que:
s—Foo f
. T—Iiv . T .. 1V . Iv
lim =lm-—1lm—=—1lim — =1
§—o0 r §—o0 s F §—00 |V|
e . . .
. T—1V . T . v . v .
lim = lim —— lim —=—1lim — = —i.
§——o0 F S —o0 J  §—y—oo §—yo0 ‘v‘
O
Agora, seja ¢ o angulo de X, ou seja, X = re'®. Entdo temos o seguinte.
d do/ds
Lema 3.10. ¢ _ ¢/

dinr rdr/ds

Demonstragdo. Sabendo que lirjltl r =oo e que r(s) tem no maximo um ponto critico s,
s—roo

entdo podemos inverter r(s) em dois intervalos (—oo,s50) € (s0,°°).



42  Superficies Helicoidais Rotacionando/Transladando Sob o Fluxo de Curvatura Média

Assim, como X = re"’), entdo podemos escrever ¢ como funcdo de r e; como Inr é

injetiva, podemos ter ¢ como funcdo de Inr, sendo assim:

dp dods dr
din(r)  dsdrdlnr’

dinr 1 B . dr
Mas como = —, entdo pelo teorema da fungdo inversa
r r nr

do d¢ ds

din(r) | dsdr

= r, portanto:

Lema 3.11. lim ¢ = 4o
s—rfoo
~ L / \4 .
Demonstragdo. Primeiramente provaremos que ¢° = —— ,sendo assim:
r
X =re?

X' =/ + riq)’e"p

\%
¢/v:1—r—2—1

o =2 (3.12)

1”2.

d de/d —v/r?
dlo§<r> N rd?//d; - fcv//rr - _%’ que vai para oo quando 5 — o

d
para —oo quando s — —oo, como pelo Lema 3.8 r — oo = log(r) — oo, entdo 1 (P( ]
og(r

eventualmente ¢ > log(r), seguindo assim o resultado. O]

Agora, como

oo
b
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Isto significa que cada ramo espiraliza infinitamente muitas vezes em torno da origem.

Além disso, temos o seguinte.

) S0
Lema 3.12. lim 6 = +oo. Em outras palavras, / kds = +oo e / kds = —oo, entao cada
S0 —0o0

§—rFoo
ramo tem uma curvatura total infinita.

Demonstragdo. Basta observar que

X = (14iv)e®
X =re'?
(T4iv)el® = re'?

log(t+iv)+i0 =log(r) +i¢
log(|t+iv|) —log(r) +iarg(t+iv)+i0 =i¢
log(r) —log(r) +iarg(T+iv)+i0 = i
arg(t+iv)+6 =¢.

Como arg(7+iv) € limitado, entdo pelo lema anterior, liril @ = fo0= lirjltl arg(T+
S—r oo S—>-oco

V)40 =+co= lim 0 = +oo. O

s—>foo
Isto conclui a prova do Teorema 3.2.
Nossa parametrizacdo para as superficies helicoidais ndo permanece valida no caso h =0,
mas podemos investigar o que acontece com as curvas geradoras no limite 4 — 0. Quando

h — 0, as equacdes (3.10) e (3.9) tornam-se:

. T(1+1Vv)
3_ T =—— -
T \% b}
k: 2 € r 4
r / VT_T
V = >
r

Nesse sistema de EDO’s, cada ponto no eixo v, com excec¢do do ponto (0,0), é um ponto
fixo. Estes pontos fixos correspondem a solu¢des em que a curva X é um circulo em torno da

. . . \4 .
origem, uma vez que, T = 0 implica em r = |v| = cost. e k = —~ = cost., portanto X possui
r

curvatura constante diferente de zero.
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1,

C ~ ~ Vv p
As outras trajetdrias sao encontradas ao notar que a funcao — + Er € constante, uma
T

Vez que:
/
v 2 vt —vt
—+=] = —5—+1
T

(rvr—zr“),c_ V(TZ—Q;27,'3V) 473

)
I e e e e
22
I e e e e e 0
r212 '

Portanto, as trajetdrias sdo as curvas algébricas do tipo

v 12 4v? 2v + 13 4 7v2

—a= 1T +1V>+2V =2ar,
T 2 27

onde a € qualquer constante real, representando a inclinacio da trajetdria conforme ela passa
pela origem, uma vez que, com a trajetdria se aproximando da origem, temos r — 0 e assim

p — a. A menos que a = 0, a curvatura k explode a medida que a trajetdria passa pela

. . \% 12 o) \% .
origem,jaque —+-r-=a=r"=2 <a— —> € assim.
T 2 T
3 2 \4 2 \4
P —v:’c(’c —;): T Tp Yoa

r2 2(a—%) 2(a—1Y) Z(a—%)

Portanto, s6 podemos pegar metade da trajetéria para criar uma curva suave X. Essa
curva X € mergulhada, tem uma extremidade em espiral no infinito e a outra em espiral na
origem em um tempo finito, onde sua curvatura explode. Quando a = 0, obtemos uma curva
X completamente mergulhada, uma vez que, quando a trajetéria se aproximar da origem,
d —0eassimk=T1.
lgstas curvas nos dao uma ideia sobre o comportamento de limitacdo de nossas curvas

geradoras como i — 0.

3.4 Superficies helicoidais minimas

Utilizando a estrutura analitica e geométrica desenvolvida até aqui neste capitulo, faremos
nesta secao um estudo das superficies minimas helicoidais, analisando o comportamento

limite com 2 — 0.
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Primeiramente suponha que ® seja uma fungdo suave em R> — {(0,0,0)} e A # 0. Para

cada h > 0, seja (13, vy,) a solugdo para o sistema de valor inicial:

(7, = 1+ v, @(Th, Vi, )
V) = —1,D(T, Vi, h)
7,(0) =0

(vi(0) =A

(3.13)

Com (1, Vo) sendo a solugdo constante (0,A).
Observe que, da equacgao (3.8), as curvas que geram as superficies minimas helicoidais

sdo determinadas por

h(k(r? +h?) + V)
(22 +12)2
assim,
0=k(r*+h)+v
-V

k= ———. 3.14
r2 4+ h? .14
Portanto, o sistema bidimensional de EDO’s para 7 e v torna-se
—v 2,12 2
T,_1+Vm f/:—r ‘|—2h h2v
I
I T -V = ;o %V—i_ =
Ry VTR
, TP 4R
— 22
/_rﬁﬁ . (3.15)
P4

Observe que o caso limite & = o produz a equacdo k = 0. Isso significa que X € apenas
uma linha reta e a superficie M se torna um plano, uma superficie minima mergulhada.
%

V124 h?

No caso geral, observamos inicialmente que € constante, uma vez que:
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/
/ v/ 7:2 hz _ vL
( 1% ) + VT2+h2

V2 +h? T2+ h?
V(P +h?) —vid
(124 h2)3
2,32
(@) - ves
(22 +h?)3
Assim,
\%
—_ — a7
V124 h?
2
para todo s e alguma constante a. Com isso, temos que k = % Defato
v(1+a?)
%
. — a
VT2 +h?
%
E = VvV T2+h2
2
%
> = W24 12
2
%
P = —+ v?
a
 V(1+d?)
= = ,
com isso tem-se, por (3.14) :
%
k = ——5——<
(7 )
a2
T v(l+a)
Como 7’ = 1+ kv, temos que T = T a logo T = T + 79, em que 7(0) = 1.

Pela secao anterior, vimos que os pontos de equilibrio quando 2 — 0 sdo dados por T=0e¢

v =A # 0. Sendo os pontos de equilibrio as solu¢des constantes, fazemos 7o = 0 e v(0) = A.
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Assim, sendo v ara todo s, temos que
9 - a, s’
vaire OP 1
v(0) A
a= — — —,
12(0)+h> h

Portanto, obtemos uma expressao de 7 dada por

S 1
1+4
h2
T 21 A2
Resolvendo agora para v,k e 0
1%

— f— a
A /TZ + h2

v = aV1*+h?
v = %\/1’2+h2.

o — /Ms
2
a
- % 4
/ v(l+a?) *
ah 1
R
/“ v (1 +ad)®
1

A A J
= — /- s
h é\/h2_|_1-2 h(1+a?)

1
- ,/lz Tzh],-m)ds
- h/) #h

- 2 d
h/\/1+y2 g

A T
= —— h— + 6y.
harcsen h2—|— 0
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Com isso, em termos de T temos que a curva € dada por:

A . .
X = (r+ iV +h2> ¢~ i arcsenhf+i6y VT eR, (3.16)

T
fazendo u = 7 arcsenhz, obtem-se:

A L
X = <h senh(hu) + lz \/h Senh(hu)z + h2> e—lALH—leo

X = (hsenh(hu) + iA cosh(fu)) e~ Auti%,
Note que |A| nos fornece a menor distincia da curva a partir da origem, uma vez que:

A
1X| = ‘ (r+izx/r2+h2)

| eii% arcsenhf +i6) ‘

A2
X| = \/r2+ﬁ(72+h2)

A2
|X|:\/T2<1+ﬁ>+142
h2s \? [h2+A?
X| = —_— A?
al \/<A2+h2)( h? )+

h2s?

A2+ 12
X1 = |A].

X[ = +A?

Observe que se A =0entdo T=se X = 7e'% = X = 5¢'% ou seja, a curva € apenas

uma linha reta passando pela origem e assim, a superficie M € o helicoide, uma superficie
minima mergulhada em R>. Nos outros casos, a curva gira infinitamente em torno da origem,
cruzando-se em diversos pontos. A curva X é simétrica em relacdo a reflexdes através da linha
através da origem e do ponto ie'®, uma vez que X = (h senh(hu) + iA cosh(hu)) e =44 Fi% ¢
as fungdes arcsenh e senh sdo simétricas em relacdo a origem e cosh € simétrica em relagdo

ao ponto (0, 1). Observe que, como

a2 a2 A

k:——:— = — h 5
v(l+a?)  aVT2 4+ (1+a?) V2Rl +a?)
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a curvatura nunca muda de sinal, atinge seu maximo absoluto no ponto mais proximo da

) h*s )
origem, uma vez que T = yrEwr) e ainda
A
lim k= lim — h =0

s—rtoo T—rFoo ,/72+h2(1_{_a2>

T
Observe que por (3.11) o limite do angulo de crescimento FY ¢ dado por:

rT T—1V
lim — = Ilim
s—too X st p
, T— itV T2+ I
= lim

= ﬁl’il
T—rLeo 2 2
(1+4)+4%
1—1% h—iA

T Tz
_v = —
k= 5 ”'2
r v
2
Como no caso da superficie de rotagdo, cada ponto diferente de zero no eixo v é um

. o ~ V.
ponto fixo desse sistema. As outras trajetdrias sdo encontradas notando-se que a fungdo — é

T
constante, ja que,
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de modo que estas trajetdrias sdo linhas retas da forma v = a7 para alguma constante real a,

assim:
rro= T v?
. S Y
= 2(1+d%)
1 7
14+a2 12
1 /
=7
1+a? ’
o ~ . a P 2 2 2y _ 2 2y _
ouseja 7= -7 entdo v = T2 Além disso r* =1°(1+a”) = ms (14a”) =
1 v TTas -
msz ek= 2= 11;“12 = Ta, entdo 0 = —alog|s|. Observe que a menos que

(1+a?)
a =0, a curvatura k explode na origem, portanto a curva X é definida apenas para s > 0 (ou

s < 0) e é dada por:

l+ia _jgioes  1+ia 1—ia j,q-ia 1+a? —ia
= — = = — :>
1+a2 1+a21—ia" (1+a2)(1—ia)ss
Sl—ia
X = — Vs>0. (3.17)
1—ia

Essas curvas, t€m um angulo de crescimento constante:

T T—iv 128 1—ia

X r —ﬁiazs \/H——az'

Aqui, podemos obter a convergéncia das curvas geradoras para certas curvas circulares
correspondentes aos pontos fixos no eixo v, essa convergéncia pode ser vista diretamente de
(3.16). A curva dada por (3.17) também pode ser vista como um limite, Colocando A = ah e

6y = alog ; em (3.16) obtemos:

(a>+1)

. —ia arcsenh £ +ialog —2—
X = <T+ ia\/ 12 —|—h2> e h h(a®+1)

71 s
1 1 —iq arcsenh 1+’ +ialog —2
— ; 2 12 ) =
X_<1 a2s+za\/(1 az)zs —i—h)e h(a”+1)
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X = 1 _s+ia V/s2+h2(1+a?) efiaarcsenhmﬂalogm‘
1 (14a2)?

Usando agora a igualdade arcsenh(x) = log(v/ x>+ 1+x) :

. 2
X — ( 1 _s+ia V/s2+h( 1"‘612))6"“10%(\/ e T >)+l alog et
14+a

(1+a2)?

2 2122

. ) 2 2 . s=+h=(14a*)

X — <s+la\/s +h2(1+a ))e ’alog( a2 i ))+mlog (2+1>
1+a

. st/ s2+h2 (1+a%)2
¥ — <S+ia\/S2 +h2(1 +a2)> e—lalOg(h(1+a2) )—Hal og h(a 2+1>
1 +a?

v s+iay/s2+h2(1 +a?) prialog TR e
1 + a? |

Assim, quando & — 0

/ 2 hz 1 2 . S+ s2+h2(1+u2)2
imX = lim (”“Ms +h(1+a )>e_’“1°g2 VseR

h—0 h—0 14 a?
— qim [ 2 iaV's? L SV
h—0 1+a2
- 1 +ia se‘ialog% Vs >0
1+a?
1 ] —ia
= tia selogs Vs>0
1+a?
= < ! . )selogsm Vs >0
1—ia
1—ia
— — Vs >0,
1—ia

esta curva converge para a curva dada por (3.17).

3.5 Superficies helicoidais de curvatura média constante

Nesta secdo estudaremos as superficies helicoidais de curvatura média constante afim de

encontramos uma parametrizagao para elas.
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Da Equacao (3.8) vemos que as superficies helicoidais da curvatura média constante

H # 0 sdo dadas pela equagdo:

H(T2+h2)3
— (T + )2 —V—k(r2+h2)
h
CH(PP+ )3 +hy .
h(r? + h?) -

Observe que no caso limite em que & — oo, temos que:

H(T>+h%)3 +hy

lim k = —
e (2 £ 1)
W(H(S+1)1+%
lim k= — (H (e . ) hZ), (3.18)
hyoo Rz +1)
a equacdo reduz para k = —H. Portanto, como H # 0 e constante, X € um circulo e a

superficie M se torna um cilindro, uma superficie de curvatura média constante mergulhada
em R
Agora, parametrizando X com s — —s e redimensionando, se necessario, podemos supor

que H = —1. Entdo nds temos o seguinte sistema bidimensional de EDO’s para T e v.

V(T2 +h)? — hv?

I
T =1+Vk T=1+ h(r2+h2)
/ = SN =
vi=—1k v,:—T(’L' +h7)2 +hvt
h(r? 4+ h?)
o (PR V(T2 +h2)2 — hv? O G RS V(12 +h?)2
B h(r? + n? B h(r?+h?)
k = 3 =
, hvt—t(T?+h?)? Y hvt —t(t2 +h?)2
- h(r2 + h2) B h(r* +h?)
, (PR (h+ vV +h?)
h(r?+ h2) (3.19)

, hvt—g(¢? +h2)3
B h(r? +h?)
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Analisemos os pontos de equilibrio. Inicialmente, observe que T’ = v/ = 0 é equivalente
ah+vy2+h2=0e hvt—1(t>+h*)*>? =0. A primeira equacdo implica em v < 0.
Por outro lado, a segunda equacdo é equivalente T(hv — (72 +h%)3/?) = 0. Se v <0,
V— (12 + h2)3/ 2 nunca se anula e assim, devemos ter 7 = 0. Segue da primeira equagdo que
v=-—1.

Assim, o sistema tem um tnico ponto fixo (0, —1), correspondendo a X = —iel /¥ sendo

o circulo unitério tragcado no sentido anti-horario, de fato, X é um circulo, ja que:

(T2 4+ h2)3 +hy
h(r? +h?)

e (h?)3 —h
h(14 h?)
h*—1
BNEN
k € constante e diferente de zero.
Para encontrar as outras trajetdrias, transformaremos o sistema através de uma mudanca

de varidveis. Primeiro, defina a seguinte funcao:

&, R*> — R?
V2 +h? h

» X1 )
GRS+

(xh)Q) —> X2

em que P = x% +x%.

Mostraremos que ®;, é uma involucdo, ou seja, ®;,(Pp(x1,x2)) = (x1,x2), € que P

preserva norma

a) ®;, é involucdo: definiremos primeiramente que: y; = xp ——— =

assim,

r2 + h? h

Dy (x1,x2) = | x2

€ com 1sso obtem-se:
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RGET

\/y2+h2 \/y2+h2

D (Dp(x1,x2)) = Pp(y1,32) =

h V2 +h? V2 +h? h
= X1 , X2
2 2
\/x%+h2 x]—2 +h? \/x%+h2 x| —2 + h?
hvV'r? + h? hv'r? + h?
= X1 , X2
2 2 h? 2 2 K
\/x2+h21/x1x%+h2+h2 \/x2+h21/x1x%+h2+h2
h\/r? 4+ h? h\/r? + h?
= » X2
212 2.2 4 212 2.2 4
o) x5he+hex5+h 2 x5he+h“x5+h
,/xz—i-h2 1z x§+h§ \/ X5 +h? 2T x%—i—h%

hv'r? +h? hv/'r? +h?
h2 2 h2 2 h2
V%+W o v2+ww Ea

N hwﬁzz) -
X1,X2

RN



3.5 Superficies helicoidais de curvatura média constante 5§

b) ®; preserva norma: uma vez que,

V2 +h? h

[Py (x1,x2)] = X2 , X1
X3+ h? ¢%+W

xXF+xs+h? R
2 X5 5
5+ h? x5+h

\/xe] + x2 + xzh2 + x2h2

2_|_h2

X} (3 +1?) +x3(x3 +h?)
2+h2

- |(X1,X2

Note também, que P, € apenas uma reflexdo sobre a reta x; = xp, ja que:

. Vi +h? h
b, = 1lim | x» , X1
h—ree x% +h2 x% + h?
e
D, = Alm X = , X1 =
o 241 J%+1
CI)oo = ()Cz,xl)

Considere o par (x,y) dado por

V24 h? h
(x,y) =Pp(v,7)= |7 ,V
VT24+h? VT2 +h?

e assim, usando (3.19) para obter as derivadas de (x,y) temos:

R
V rzh—i— 2’
VT2 h?
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x,:%_,\/ru—ih2 . (2 +h?) — 1t/ (r? + h?)
\/T2+h2 \/r2+h2\/ﬂc2+h2(1-2+h2)
Y=y h Ly htt'
\/T2+h2 \/T2+h2(72+h2)
, VETRhAVTELIRY) (2 4 i) — e e iy)
oo W2+ h? ! V12 + 2NV + R (T2 + h?)
, htv—t(2 k)T T+ RY)
Y RrmWarr VR LRP4R)

Y VT2 +h (h+ V12 + h2v) +12h(1-2+h2) — (T2 +h?)(h+ VT2 + h2v)

, h\/2r2+1122 h(T2 4+ h2)V/r2 + h2/ 12 + W2
y . T(TTHhT )+ VT
(r2+h?)
(x’ VR (h+ VT 4+ R2V) N ht? — 22 (h+ /12 + h2v)
2+ h? 2+ 1212+ h2
/
y=-1

N (T2 + ) (h+ VT2 +12v) +ht> — 2 (h+ V12 + h2V)
2+ h2/12 + W2

, (PR (h+ VT2 4+ h2V) + ht? — P (h+ VT2 + 12V)
M2+ 1212+ 12

y=-1
) R+ VT R2hy + T2
V2 +h2/ 12 4 h?
Y=-
, VTR +hv
V2 +h?
/

y=-1

X

Como @, € uma involucio, ou seja CID;1 = &y, temos que:

V24 h? h
(V,T):CIDh(x,y): y s X .
V2R R
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Logo:

.
2
h 2 r2+h?
/ \/(x e +h +hy—y2+h2
e L V2 +h?

/

Y =

y2_|_h2

\

R/ T

h2(x24y2)+h* Vr2+n2?
, y2+h2 +hy y2+h2
X =
WV r2+h?
Y=
/y2 + h2
VI2r2+ 1+ hyv/ r2+-h?

r_ VAR

=

Nos fornecendo assim, que as fungdes x e y s@o solugdes para o sistema de EDO’s:

dx h

e

is~ Jrim hz( +)

dy — —hx

ds /2 +h?

. . . u h .
Agora, introduzindo uma nova varidvel u tal que — = ———. Entdo obtemos um
ds — \/y>+1?
sistema mais simples:

dx
o, = +)
d; . (3.20)
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Resolvendo tal sistema, conclui-se que x e y sdo funcdes trigonométricas, onde as solucdes
séo dadas por (x,y) = (Rcosu,—1 — Rsenu), em que R € [0,o0) é uma constante qualquer,
cuja as trajetdrias consistem em circulos concéntricos ao redor do ponto (0, —1). Agora, as
solugdes para o sistema original sdo dadas por (v, 7) = ®j(x,y) e ®, preserva normas, entao
elas também sdo periddicas, pois mantém-se a distancia em relagao a origem. observando

que:

1(x,y)| = V/R?cos2u+ 1+ 2R senu+ R? sen?u = /1 + 2R senu + R2.

Atinge seu valor maximo R+ 1 quando senu = 1 e seu valor minimo |R — 1| quando
senu = — 1, como &), é preserva norma, cada solucdo de (v, 7) estd contida em um anel com
centro na origem, raio interno |[R — 1| e o raio externo R + 1 e toca cada fronteira uma vez em
cada perfodo, ainda, como |X| = v/ 72 + v? entdo a curva correspondente X também também
estd contida no mesmo anel e consiste em repetidas excursoes idénticas entre os dois limites
do anel e passa pela origem se e somente se R = 1.

Para obter uma descri¢cao mais completa, definimos uma excursdo da curva como sendo
uma parte da trajetéria de X que comeca no limite externo do anel, passa pelo limite interno
e volta para o limite externo, correspondendo a trajetéria (7, V) passando por um periodo.

Examinaremos agora uma tnica excursdo inteira da curva.

Considerando A@ como a diferenga entre os valores do angulo de tangéncia antes e depois

de uma excursdo completa, existem apenas duas possibilidades:

. . T . .- .
1. A diferenca angular AO é da forma Limidd para p e g inteiros positivos relativamente
q

primos. Entdo, depois de g excursdes, a curva X fecha. Assim, X € uma curva fechada
com simetria g rotacional (pois a curva precisa percorrer g excursdes distintas para
fechar) e a superficie € um cilindro imerso. O nimero p é chamado de nimero de

rotacdo de X.

2
2. A diferenca angular A0 ndo é da forma P=% Nestes casos a curva X nunca fecha e

percorre infinitas excursdes e com isso, torna-se densa no anel.

No restante desta se¢do, encontramos todos os valores possiveis de A8 para obter uma
classificagdo das curvas imersas fechadas mencionadas acima.
Como d0 = kds, AB é dado pela integracdo de k em um periodo:

[SI[9%}

2
h 2 r’+h’
_h h _ hy Nt
no— [P g [P R Ry <x y2+h2> i ’ -
‘/so ‘/ h(r?+ 1) ‘/ n(r2+ h2) T
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R+ 2 —hy N (Pi)) 2 oy VPR
B /S1 y2+h? / 2+h2 / y2+h? - i2
s h(r2 +h?) h(r2 +h?) B
hZ\/ﬂi —y Vr2+h?
N s
[,
du h .
Fazendo agora o mesma mudanca de coordenadas de (3.20), em que — = ———, entdo:

ds  \/y>+h?

NNV 23
/ N \/y2+h2 T hz\/r T2 WA TR + 1) VAR
2+h2 - =

S0

P42\ h

_/7‘[ h‘/h2+r2_ y e
B V2R 242

A — / (h\/h2—|—1+2Rsenu—|—R2 1+ 2R senu >du.

_.l_
(1+ Rsenu)? + h? hvh? 41+ 2R senu+ R?
Claramente, AO é suave em (R, ) € [0,00) x (0,00]. Note que quando /& = oo,k = 1 como

observado em (3.18) entdo A@ = 27 para todos os valores de R e portanto —— = 0.

JdR

E conveniente também trabalhar com A¢, onde ¢ € o angulo da curva X, ou seja, X = re'?.
Como X = (1+ iv)eie, € possivel obter uma relacio entre A¢ e A@, notando que a trajetdria
(t,Vv) espiraliza no sentido hordrio em torno da origem quando R > 1 passa pela origem
quando R = 1 e ndo faz nenhum dos dois quando 0 < R < 1, como ilustrado na Figura 3.1

Observe que arg(T+iv)+ 0 = ¢. Logo Aarg(T+iv) + A0 = A¢ e assim, quando a
trajetéria d4 uma volta completa em torno da origem no sentido anti-horario temos Aarg(7 +
iv) = —2m, ao percorrer uma trajetoria que passa pela origem, a curva se encontra apenas
em um lado do eixo x, assim segue que Aarg(7 +iv) = —mx. Por fim, ao completar uma volta
sem passar pela origem, nem em trono dela observe que arg(7 + iv) aumenta quando a curva
esta proxima do limite externo e diminui na mesma propor¢ao quando esta préxima do limite

interno e neste caso Aarg(7+iv) = 0. Concluimos entdo que:

AB se0<R<1,
A=< A0 -7 seR=1, (3.21)
AO -2 seR>1.
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Figura 3.1 Trajetéria da curva em coordenadas (x,y) paraR>1,R=1eR< 1

1%
Sabendo de (3.12) que d¢ = ——ds, entdo A¢ € dado pela integragdo em um periodo por:
r

V2 Eh?
Sty x Y /2112 \/y* + h? T yWrt4h?
A(]) = __st = — 5 du= —#du =
S0 r -7 r h -1 r<h
/” (1—i—Rsenu)\/l+2Rsenu—|—R2+h2du. (3.22)
_z (1+2Rsenu+R?)h
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h?+1

Lema 3.13. Quando R =0, A¢ assume o valor 27 .

Demonstragcdo. Segue diretamente fazendo R =0:
T \/1+h? Vh%+1

AP = / * du=2m i . [
—n h h

Lema 3.14. Quando R =1, A¢ lor 2 h2+4E( 2 ) de E(e) é
J14. Quando R =1, assume o valor ,onde E(e) € a

h Vhr+4

integral eliptica completa do segundo tipo definida como:
E(e) = /2 V' 1—e?sen?6d6.
0

O que nos fornece 1 do comprimento de uma elipse com eixo semi-maior 1 e excentrici-
dade e.

Demonstracdo. Quando R = 1 na Equacao (3.22) obtemos:

du.

/ﬂ \/2—|—ZSenu+h2d \/h2+4/” V2 + 2 senu + h?
u=
x 2h h Jz  2Vh+4

Agora, fazendo u = 20:

\/h2+4/’2’ \/2+25en29+h2d9
h J-z VhE+4 ’
€ Como.

7 +3

T

2
/ sen(20)d6 — sen (204 ) a6

(S E]

+

sen(20) cos (g) +cos(20) sen (g) do

B

T

S— —

0
b2

cos(26)d6

I
S—

= /ncosz(e) — sen’(6)d6
0

T
- / 1 —25en2(6)d0.
0

Assim, obtém-se:

VH2+4 [T\/2+2—4sen20 + h?

do
h 0 VIZ 4
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\/h2+4/”\/4+h2—4sen29d9
7

h?+4

1 sen?0de.

iy

]

O valor de E ( ) no lema é a metade do comprimento de uma elipse com

2
Vh?+4

. o . Vh*+4
semi-eixo menor 1 e semi-eixo maior .

h

Lema 3.15. Para cada h, I%im A¢p = 0.
—» 00

Demonstragcdo. Observe que se R > 2, entdo \/ 1+2Rsenu+R?>>+/1+4senu+4>1,
1+R 1+2R R? + h? h?+1
entdo o integrando em (3.22) € tal que (1+ SEEIIM—)k\Z/R :;nu j_e;;t)—; + < v h+ .

Portanto pelo teorema da convergéncia dominada:

_ T (14 Rsenu)V1+ 2R senu+ R% +h?
lim A¢ = / lim du =
R—o0 — g R0 (14 2R senu+ R?)h
%+ senu) 1% + 2 senu+ 1+ Ihé T senu
—/ hm ) du:/ du=0.
1 R—o0 (ﬁ+1_?+1)h —T

Lema 3.16. Para cada i, A¢ € estritamente decrescente em R.

d
Demonstragdo. Mostraremos primeiramente que ﬁAgb <OparaR=1:

du

/ (1+Rsenu)v/1+2R senu+ R? + h?
OR (1+2Rsenu—+ R?)h

= (senuv/1+2R senu+R2+ h% + (1 + Rsenu) \/1+2;°Sr;$fR2+h2 )(14 2R senu+ R*)h

/7: (14 2R senu + R?)2h?

(2 senu+2R)h(1 + R senu)v/'1 + 2R senu + R% + h?
(14 2R senu + R?)?h?

du

/’T (senu(1+2R senu+ R? +h*) 4 (14 Rsenu)( senu+R))(1 +2R senu+ R?)h
—n (1+ 2R senu+ R%)2h%\/1+ 2R senu + R2 + h?

(2 senu 4 2R) (1 + R senu) (1 4 2R senu + R? + h?)
(1+ 2R senu+ R?)2h2\/1 + 2R senu + R% + h2
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/” (senu(2 +2 senu +h?) + (14 senu)(senu+1))(2+2 senu)h
— (2 +2senu)2h?+/2 + 2 senu + h?
(2 senu+2)h(1 4 senu) (2 + 2 senu + h?)

— du
(2 + 2 senu)2h?/2 +2 senu + h?

du

/” senu(2 +2 senu+ h?) + (1 + senu)? — (1 + senu)(2 + 2 senu + h?)
— (1+ senu)hv/2 +2 senu + h?

/” 1+2senu+ sen’u — (242 senu+h2)d
u
7 (1+ senu)hv/2 +2 senu + h?
n Zu—n*—1
/ ey du < 0.
—z (1+ senu)hv/2 +2 senu + h?
d
Agora, como }}im ﬁAG =0 e por (3.21) temos AO = Ap(+2x) para R # 1, entdo
—»>00
Jd d d
ﬁmp = 0 quando h — oo, entdo se %8_RA¢ > 0 segue que a—RAq) ¢ estritamente crescente
a medida que 4 cresce e atinge seu maior valor quando 4 — oo, logo =——A¢ < 0 para todo R,

R

. Jd d
sendo assim nos resta mostrar que de fato ——=—A¢ > 0:

dh dR
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d d d d

aran"™?

9 m (14+Rsenu) h (14 2Rsenu+ R*)h
).

V142R senu+R2+ 12
(14 2R senu + R?)2h?
(14 Rsenu)v/1+2R senu + R2 4+ h2(1 +2R senu + R?)

— d
(1+2Rsenu+ R?)?h? !

/i _ 212
i/n (1+Rsenu) (\/1+2Rsenu+R2+h2 vV 1+2Rsenu+R +h>
OR )=

(14 2R senu + R?)h?
i/ﬂ (1+Rsenu) (h* —1—2Rsenu—R* — h?) "
OR J-x (14 2R senu+ R2)h2\/1+ 2R senu + R? + h?
o d [T (1+Rsenu)
B ﬁ/—n_hzx/1+2Rsenu—|—R2—l—h2
T senuh®\/1+ 2R senu + R2 + h?
/_n_ h*(1+ 2R senu+ R? + h?)

1+ Rsen 2 2 senu+2R
( +AKse l/t)h 2\/1+2Rsenu+R2+h2d

h*(1+ 2R senu+ R? + h?)
B /" B senuh®(1+2R senu+ R? + h*) — (1 + R senu)h*( senu—l—R)d
- H4(1 4+ 2R senu + R? + h2)3
B /” senu + 2R sen’u + R? senu + h? senu

—n h2(1+ 2R senu+ R2 + h2)?

_senu — R — R sen’u — R? senudu
W2(1+ 2R senu+ R + h?)3
/” —Rsen’u— h®senu+R

~7 h2(1+ 2R senu+ R2 + h2)?

du

du

u

u.

Portanto,

iimp _ /” Rcos”u 3du—/n h? senu du.
dh R ~7 h2(1 + 2R senu + R2 + h2)3 ~7 h2(1 + 2R senu + R2 + h2)3

O primeiro termo € claramente positivo. Observe que o resultado integracao do segundo
termo € negativo, uma vez que que o denominador é menor quando senu assume valores
negativos. [

Agora, a partir dos lemas anteriores e da Equagdo (3.21) concluimos que para cada i, A0
¢ uma funcdo suave e decrescente de R satisfazendo:
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Vh2 41
e AO =21 h+ se R =0 (Pelo Lema 3.17).
h*+4 ( 2 )
e A =2 E + mse R=1 (Pelo Lema 3.18).
h Vh?+4
e lim AB = 2x (Pelo Lema 3.19).

R—o0

AY

Lema 3.17. O indice de X ao redor da origem é dado por Ers

Demonstrag¢do. Como o indice n(y,a) de uma curva fechada y em torno de um ponto a € C

€ dado por:

1o
- dz.
n(r.4) 2m‘f€z—a ¢

Entio, se so € o valor de s tal que X (0) = X(so), para calcular o indice da curva X em

torno do O basta fazer:

1 1

1 so X'
= — —ds
2wiJo X
1 0 /el + rei¢i¢’d
%/o rei?

| R 1 /%0
- [ —/ 'q
27:1'/0 JIt o), 09

1

L
= )+ /0 0'ds.

S

51
Observe agora que r(sg) = r(0) e por (3.22), tem-se: AP = / d¢ e ainda, que a curva
50

X fecha depois de concluir g excursdes entio:

1 O pm
n(X,0) = 5 (Inr(s nr(O))—}-quo ¢'ds.

qAQ
2

]

Assim, como o indice de X é dado por q9A9 e A6 € positivo, ja que nossa escolha da
normal unitdria foi que aponta para dentro. Fazendo H = 1, temos, com respeito a normal

unitaria, a que aponta para fora.
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Portanto, temos o seguinte teorema. Em que a tricotomia correspondea R=1,R < 1le
R > 1 respectivamente, e

oy =

v#+4E 2 +1
Th Vi2+4) 2

Teorema 3.3. Sejam p e g inteiros positivos relativamente primos, de modo que 1 < d <
V2 +1

ndmero de rotacdo p e simetria g rotacional, de tal modo que gera uma superficie helicoidal

. Sendo assim, existe uma tnica curva X imersa e fechada (a menos de rota¢do), com

com passo A e curvatura média constante H = 1 em rela¢do a normal unitdria apontando para
fora. Além disso,

e sel = ay,, X passa pela origem,
q

* se d > oy, X tem indice p em torno da origem,
q

. se? < oy, X possui indice p — g em torno da origem.
q

Demonstracdo. A existéncia da curva é garantida pela igualdade X = (7+ V)eie, Jjaque, a
. . T
menos de rotacdo, 6 é unicamente determinado por A8 = p—, tdo como 7T e Vv, que pela

funcdo ®;, (que preserva distancias) dependem apenas de R.
Em relacdo a R, podemos dividir o estudo em apenas trés casos:
CasoR=1

Por (3.21) temos que Para R = 1, X passa pela origem e

2

Vi +4E< 2 ) g
h Vh? 44
2

SUSEH/E A
h Vh>+4

h Vh2+4
\/h2+4E( 2 )+1 p
Tth Vht+4) 2 q

Para os demais casos usaremos o Lema 3.16 e a prova do Lema 3.12, observando que

vVh?2+4 2 2
2 +E< >+7r per

. . P . - .
assim como A¢ é decrescente em R, AQ e — também o sdo, assim:

q
Caso0<R< 1
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67

Temos p > oy, e por (3.21):
q

Ag
A¢
21
qA¢
27
CasoR > 1
Temos p < oy, e por (3.21):
q

Ap =
a9 _

27

AO —-21

P2 —q2m

pP—q






Conclusao

Neste trabalho descrevemos a trajetdria de superficies que se movem pelo FCM. Primeiro

com o estudo do comportamento de sub-variedades graficas, obtendo-se a seguinte relagdo:

u DiuDu
s~ T\ Dl
ot (’f 1+\Du|2> it

Onde u : R" — R € a fungdo que gera a sub-variedade gréfica. com isso, podemos fazer o
estudo local de duas hipersuperficies M e N compactas e sem fronteira que nao se interceptam
e mostrar que suas respectivas evolucdes pelo fluxo também ndo vao se interceptar (Teorema
2.1).

A continuagdo, estudamos o caso do fluxo, sobre superficies, que produzem movi-
mentos auto-similares, se tornando assim invariantes sob movimentos de translacdo, en-
colhimento(dilatacdo) rotagdo e combinagdes como os movimentos helicoidais. Assim,
descrevemos todos os movimentos auto-similares possiveis de superficies imersas no espaco
Euclidiano sob 0 FCM e encontramos as equagdes que devem devem satisfazer, em que os
Unicos movimentos auto-similares possiveis sdo os seguintes:

* dilatacdo de acordo com a fun¢do /2bt + 1, isto é, encolhimento com velocidade
crescente se b < 0 e expansao com velocidade decrescente se b > 0,

* translacdo com velocidade constante,
* rotacdo com velocidade angular constante,
* dilatagdo de acordo com a funcdo v/2bt + 1, em conjunto com rotagdo com velocidade
log(2bt +1)
2b ’

* translacdo com velocidade constante juntamente com rotacao com velocidade angular

angular proporcional a

constante, mas em dire¢des ortogonais.
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Em seguida, introduzimos o conceito de superficie helicoidal e encontramos a seguinte

parametrizacdo para estas superficies:
F(s,t) = ("X (s),ht) s,t €R.

Onde A € o passo da superficie X : R — R?, que denota uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco definida como:

X = (t(s) +iv(s))e®®).

Em que 7= (X,T) e v=(X,N) onde T é a tangente unitdria ao longo de X, N sua
normal apontando para a esquerda e / k(s)ds = 6'(s) com k sendo a curvatura de X.

Deste ponto em diante, salienta-se que o trabalho se concentrou em apenas estudar as
propriedades destas curvas, obtendo assim, um método para a constru¢ao de superficies
helicoidais. Com estas férmulas definidas foi possivel encontrar uma férmula para a curvatura
média da superficie:

h(k(r* + 1) +v)

(12 +h2)2

Onde r € a distancia da curva a origem. Como consideramos o movimento de translacao

H=-—

e rotacdo ortogonais e notando que girar e transladar uma superficie helicoidal sdo essencial-
mente 0 mesmo movimento nestas condi¢des, entdo podemos concluir da equacao do FCM

para movimento auto-similares que:
—H = (AF,n).

Em que R é a matriz geradora do movimento de rotacao e n o vetor normal a superficie,

assim:
ht

V212

Em seguida, relacionando as duas férmulas para a curvatura média, obtemos:

(> +h?)—v

=k.
r2 +h?

Com isso fomos capazes de encontrar como se comportam as superficies helicoidais que,
sob 0 FCM, descrevem movimentos auto-similares e também investigamos o comportamento
limite das curvas geradoras a medida que o passo do movimento helicoidal vai para 0.

Para concluir este trabalho, foram apresentados mais dois resultados, considerando

condi¢des especificas sobre a curvatura média, o primeiro deles foi produzido ao examinamos
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as superficies minimas helicoidais, onde encontramos sua parametriza¢ao e investigamos
seu comportamento limite a medida que o passo tende a 0 e o segundo, a0 examinamos
as superficies helicoidais de curvatura média constante e encontramos sua parametrizacao
e no Teorema 3.3 provamos a existéncia e unicidade das curvas (geradoras de superficies

helicoidais) apenas pelo seu nimero de rotagdo p e sua simetria g rotacional.
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