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Na verdade, nao era o infinito. O infinito € uma coisa chata, nos dois sentido da palavra.
Quem olha para o céu a noite estd olhando para o infinito; a distancia € incompreensivel,
portanto sem significado. A cimara na qual o aeromével entrou estava longe de ser
infinita; era apenas muito, muito, mas muito grande, tao grande que dava a impressao de
ser o infinito melhor que do que o proprio infinito.

(Douglas Adams, em O Guia do Mochileiro das Galdzias)



Resumo

Uma revisao detalhada do espaco-tempo Anti-de Sitter (AdS) é realizada. A Teoria Con-
forme de Campos (CFT) é destrinchada. O principio hologréafico enquanto consequéncia
da termodindamica dos buracos negros é apresentado e utilizado para construir a corres-

pondéncia AdS/CFT, e alguns de seus aspectos sao explorados.



Abstract

A detailed review of the Anti-de Sitter spacetime is done. The Conformal Field Theory is
unreveled. The holographic principle as a consequence of the thermodynamics of black
holes is introduced and used to construct the AdS/CFT correspondence and some of its

aspects are explored.
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Introducao

No geral, dualidades equiparam teorias aparentemente distintas, isto ¢, permitem
que tracemos um mapa conectando parametros, operadores, simetrias e suas representagoes,
etc. Isso é muito interessante conceitualmente falando, ja que evidencia a unificacdo para
a qual a fisica parece tender, e é também muito pratico de um ponto de vista operacional.
Nesse trabalho, investigo a correspondéncia entre teorias quanticas de campos e teorias
gravitacionais no espago-tempo Anti-de Sitter (AdS). A vantagem operacional nesse caso
¢é tremenda: deve ser possivel encontrar uma teoria de gravitacao quantica, a peca final
para a unificacao da fisica. Evidentemente que uma desvantagem tao grande quanto deve
existir: é extremamente dificil comprovar essa dualidade para d > 2 - por essa razao nos

especializaremos no caso AdS;/CFTs.

Aqui serd tragado o caminho inicial para esta busca, introduzindo as propriedades do
AdS, comparando sistemas de coordenadas, derivando seu grupo de simetrias, a dindmica
nesse espago e, o mais importante, analisando o que acontece com a fisica no AdS a medida
que nos aproximamos de sua fronteira - que veremos ser um espago-tempo em si. Esse
ultimo elemento permite que futuramente todo esse trabalho possa ser generalizado para

espagos assintoticamente AdS.

Outro tépico necesséario para falar da dualidade é, evidentemente, as Teorias de
Campos Conformes (CEFTs). Aqui serd apresentado o grupo conforme, das simetrias
presentes nessas teorias; alguns campos de mais importancia sao tratados, como o tensor
energia-momento; a algebra de operadores de uma CF'T é derivada; unicamente a partir
de simetrias, as pecgas fundamentais da CF'T sao derivadas: as fungoes de correlacao

(generalizagao da matriz S); e exploro a abordagem bootstrap.

Por fim, é iniciada a construgdo do mapa entre essas duas teorias, a partir da
implementacao da holografia - uma ideia tao central na correspondéncia AdS/CFT, que
em boa parte da literatura da nome a propria dualidade. Como motivacao para o uso da
hipétese holografica sao apresentados alguns indicativos de que isso é razoavel, a partir
da termodindmica de buracos negros. A correspondéncia estado/operador é discutida em
detalhes, bem como sao apresentados, ja concluindo, outros pontos do dicionario AdS/CFT.

Diferengas entre as abordagens bottom-up e top-down também sao apresentadas.

Em poucas palavras, o que sera investigado aqui é a existéncia de uma teoria na
fronteira da Universo, da qual a gravidade no interior emerge como uma aproximacao.
A pergunta seria: por que, através do programa reducionista (métodos que consistem
em observar a natureza em escalas de comprimento cada vez menores) que nos levou a

unificacao de quase todas as interagoes fundamentais, ndo conseguimos encontrar uma
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teoria quantica para a gravitacao? E a resposta cuja validade queremos testar é a seguinte:
porque a gravidade no interior do universo é apenas uma manifestagao holografica, um

aproximacao, de uma teoria completa na fronteira.
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1 Espaco-tempo Anti-de Sitter

Uma vez que vamos investigar a existéncia de uma teoria que vive na fronteira do
universo, € interessante olhar modelos de universo cujas fronteiras sejam bem-comportadas
(no sentido de serem elas proprias espagos-tempo). Bem, o espago-tempo Anti-de Sitter é

tal espaco e por isso vamos explorar suas propriedades.

AdS441 é uma variedade Lorentziana (d + 1)-dimensional maximalmente simétrica
com curvatura constante negativa. E uma solucio pra Equacdo de Campo de Einstein no

vacuo

1
R, = §Rgu,, + Agu (1.0.1)

com constante cosmologica A negativa.Vamos explorar brevemente o que cada um

desses termos quer dizer.

Um espaco d + 1-dimensional maximalmente simétrico é um espago com o maior
nimero possivel de simetrias, ou, o mesmo ntimero de simetrias que o R%*!, ou, ainda,
com %(d + 1)(d + 2) vetores Killing, que s@o os geradores das transformacgoes sob as quais

as fungoes coordenadas sao invariantes. Esses vetores podem ser representados por

0 0
_XB
0XFP 0xX4
de forma que a expressao para as simetrias vai depender das coordenadas do espago onde

Ly =Xx4 (1.0.2)

o AdS esté inserido.

As informacoes sobre o AdS ter curvatura constante e ser maximalmente simétrico
estao, na verdade, conectadas. A primeira é uma condi¢ao para a segunda. De fato, um
espago maximalmente simétrico s6 precisa do sinal de R (a curvatura, ou escalar de Ricci),

sua métrica e alguma informagao sobre sua topologia para ser completamente descrito.

Figura 1 — AdS, lorentziano
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Topologicamente, o AdS é homeomorfo a R? x S'. E imediato que por conta disso
teremos loops temporais indesejaveis. Precisaremos corrigir isso e o faremos transformando
o AdS num espaco simplesmente conexo, através do recobrimento universal. As ilustragoes

desses capitulos sdo todas do recobrimento universal, com exce¢do da figura 1:

A assinatura do AdS é Lorentziana. Nao obstante, falaremos em AdS Euclidiano
(EAdS) e AdS Lorentziano (LAdS), e essas classifica¢oes se referem a assinatura do

espago-ambiente no qual o AdS estd inserido (embedded).

1.1 AdS em Diversos Espacos-ambiente e Coordenadas

O AdS pode ser escrito nas mais diversas coordenadas [Bengtsson 1998], mas aqui
vamos explorar apenas duas delas, que sao particularmente tteis quando se trata de
AdS/CFT, as coordenadas globais e as coordenadas de Poincaré. O faremos em espago

ambiente euclidiano e lorentziano.

1.1.1 AdS Lorentziano

A melhor forma pra enxergar as simetrias do AdS é inseri-lo no espago ambiente

descrito por

d
XaXA= X3+ X3, - Y X} =R (1.1.1)
i=1
que sdo mapeadas as coordenadas globais (7, p, Q) via

X, = RCOST

cos p
Xy =R2ET (1.1.2)

cos p

onde a coordenada radial p € [0, 7), a coordenada temporal 7 € (—00,00), e a coordenada

angular € cobre a esfera (d — 1)-dimensional.

Substituindo (1.1.2) em (1.1.1) obtemos a métrica para o AdS lorentziano em

coordenadas globais

1

ds* = <d72 — dp? — sin® (p)dﬂfl_1> (1.1.3)
cos? (%) R

E muito importante notar que apesar da coordenada radial p cobrir apenas um

intervalo finito, o AdS nao é um espago compacto, pois a distancia espacial entre qualquer

ponto com coordenada p < 7 e um ponto com coordenada p — 7 diverge por conta do

fator de cos? p no denominador da equagao (1.1.3).
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As coordenadas de Poincaré (¢, z, z;) sdo mapeadas a (1.1.1) por

z R 4 7% — 17
Xg=_(14+ 272 70
0 2( * z? >
2 _ 2 42
X3 (1o HoE )
% z (1.1.4)
Xica =—1;
z
R
Xd+1 =—t
2
onde z € (0,00), t,x; € (—00,00). Elas produzem a métrica
o L o 2 O 2
ds® = 2 dt* —dz" — ;dxi (1.1.5)

Comparando as coordenadas globais as de Poincaré, obtemos as relagoes (1.1.6),
que estao ilustradas na figura 2. Utilizamos infinitos retalhos (patches) para cobrir todo o
AdS usando coordenadas de Poincaré (por isso elas sdo muitas vezes chamadas Poincaré
Patch Coordinates).

sin T
t=R

cosT — Qgsin p

o coS p

cosT — (g sin p (1.1.6)

A

Q;sinp

cosT — Qgsin p
1.1.2 AdS Euclidiano
Agora o espago ambiente é dado por

d+1

X2 - ZX? = R? (1.1.7)

que sdo mapeadas as coordenadas globais via

cosht

XO :R
COS p

inh
Xy —pSAT (1.1.8)

que claramente teve como tunica mudanca o uso de fungoes hiperbdlicas em vez de
trigonométricas, como consequéncia da mudanga de sinal na assinatura do espago-ambiente

. C 1. 4. ~ 2 . 19
lorentziano para o euclidiano (ao escrever a métrica usamos a relagao cosh® 7 — sinh“ 7 = 1
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Figura 2 — AdS lorentziano é totalmente coberto por coordenadas globais, mas apenas
parcialmente coberto por coordenadas de Poincaré

Figura 3 — As superficies com z constante comegam em 7= 0 e vao seguindo a curva com
setas nas extremidades, a medida que 7 cresce, formando um bowl. Quando
r — 00, temos simultaneamente p — 7/2 e T — oco. Superficies temporais sao
secoes transversais do cilindro. Note que no AdS euclidiano os dois sistemas de
coordenadas cobrem todo o espaco.
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em vez da relacdo cos? 7 +sin? 7 = 1 que usamos no tépico anterior, e assim o sinal negativo
extra produz o mesmo efeito que o sinal positivo, na métrica). Substituindo (1.1.8) em

(1.1.7), obtemos a mesma métrica (1.1.3), como nao poderia deixar de ser.

Agora, introduzindo as coordenadas de Poincaré

1/224+7 4+ R?
X°:2<z )
17224+ —R?
Xy = 2(2> (1.1.9)
R
Xi—*’l”l'
ya

onde 7= (t, T). Essas expressoes geram a métrica (1.1.5). Comparando as equagoes (1.1.8)

e (1.1.9), com z fixado em zg, chegamos a equacao

1 :cos2p<1+ (;)) (1.1.10)

Nela podemos ver claramente que quando r =0, p = 0 e quando r — oo, p — 7/2.

Fazendo a mesma comparacao, mas com z variando, temos

( 1[)_1)Z:r (1.1.11)

cos?

. SRT 1 ~
ou seja, temos que z cresce multiplicado por Vi 1 em relagdo a r, o que gera

precisamente a curva com setas nas extremidades da figura 3.

1.2 Particula Livre no AdS

1.2.1 Equacdes Classicas de Movimento

A fisica em AdS mais simples que podemos considerar para uma primeira analise é
a de uma particula escalar livre no AdSs. Isto é, excitagoes em campos invariantes tanto
sob transformacoes de Lorentz quanto sob mudancgas de coordenadas. Para uma particula

massiva a agao num espago-tempo arbitrario é dada por

S=m [ dr= m/dt\/gw(xa))d)i;(t) dXth(t) (1.2.1)

onde 7 é o tempo préprio e X#(t) é a posigao espago-temporal no tempo t, i.e., as
coordenadas espaciais como fungdes do tempo conforme medido por um observador

inercial.

Note que essa agao esta simplesmente dizendo que particulas livres se movem ao

longo de geodésicas. Como o momento da particula é dado tanto por mwv quanto por
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R/, onde A é seu o comprimento de onda, no referencial da particula, o comprimento do

caminho da particula ao longo da geodésica serd dado em unidades de 1/m.

Para AdS; em coordenadas globais X*(t) = (¢, p(t),0(t)), da agdo (1.2.1) para um

espago-tempo arbitrario, obtemos

— p? — 62 sin?
S = m/dt\/l pcosp(t) o) (1.2.2)

Como vimos em (1.1.1), AdS pode ser visto como uma solugao da superficie
X4 X4 = R?. Entao, vamos pensar na particula livre no AdS como uma particula num
espago-tempo (d + 2)-dimensional, restrita a essa superficie, e escrever a agao para as
coordenadas X 4(/3), onde 8 é um pardmetro arbitrario da linha de mundo (ele pode ser

qualquer um dos X*):

S[Xa, A = /dﬁ [XaX" + MR — XX )] (1.2.3)

onde A ¢ o multiplicador de Lagrange, que expressa justamente o problema de otimizacao
que é encontrar equacoes de movimento: minimizar XuX 4 restrito a R? — X, X4 =0
(espago-ambiente, ou o préprio AdS, ji que introduzimos o pardmetro [, que relaciona as

coordenadas do espago-ambiente as coordenadas do AdS), o que leva a

X4=-2\X,4 (1.2.4)

A solugao para esse conjunto de equacgoes depende, é claro, da nossa escolha da
variacdo A, que é, a principio, irrestrita. Mas, reescalando S podemos multiplicar A pelo
inverso desse fator de reescalamento (que pode ser qualquer ntimero positivo), de tal
forma que as tunicas possibilidades que importam sao A = —1,0, 1. Elas correspondem,
respectivamente, a trajetérias (geodésicas) spacelike, lightlike (ou nula), e timelike. Fazendo

[ = t, vamos analisar esses trés casos:
e \=1
Xa =0 cost+vsint (1.2.5)

que sado trajetorias periddicas. Por enquanto temos 2(d + 2) solugoes. O vinculo

(restrigao) da

R? = v5u cos? t 4+ v5v* A sin? t 4 v v sin(2t) (1.2.6)

— 50 =0 e v50°t = vt = R? (1.2.7)

o que diminui em 3 o nimero de solugoes, nos deixando com 2d 4 1 solucoes. Uma

delas na verdade nao tem nenhum significado fisico, e podemos elimina-la usando a
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forma explita das parametrizagdes e escrevendo um dos X4 em termos de t. Agora
temos a quantidade certa de solucoes. A mais trivial delas é:
Xo =Rcost

(1.2.8)
Xd+1 =Rsint

em termos de coordenadas globais, isso representa uma particula massiva em repouso

em p = 0. Outra solugdo candnica é:

X, = R cost
COS Py
Xgi1 = Rsint (1.2.9)

X1 = Rtanp, cost

agora a particula estd oscilando entre p = +p,, na direcao X;. Mais uma solucao:

X, =R cost
COS Py
sint

Ky =R 0. (1.2.10)

X1 =Rcosttan p,
Xy =Rsinttan p,

que representa uma particula em p = px fazendo uma Orbita circular no plano
X7 — X5. Nas (1.2.8),(1.2.9), (1.2.10), coordenadas ndo mencionadas X; sido zero.

o \=-1
X, = v cosht 4 v sinh (1.2.11)

que representa uma particula se aproximando do infinito a uma taxa exponencial .

E o vinculo d&

vPushA = e Pt = —pstpshA = R? (1.2.12)
Para corrigir o niimero de solugoes, fazemos o mesmo que antes, o que nos fornece,
dentre outras, as solugoes candnicas:
Xog=Rcosht

(1.2.13)
X411 =Rsinht

o que corresponde a uma particula massiva em repouso em p = 0, assim como as

equagoes (1.2.8) para A = 1. Temos também

cosht
cosh p,

Xd+1 =Rsinht
X, =Rtanh p, cosht

XO :R

(1.2.14)
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que é também uma particula em repouso, mas com um shift de p, em relacao a

origem.

e A=0
X4 =04t +va (1.2.15)

o que significa que a particula tem movimento linear. Era de se esperar, ja que sem
o vinculo X, X4 = R?, estamos no espaco-tempo de Minkowski e nele particulas

livres se comportam assim.

Podemos ver que, apesar de serem distintas, 6rbitas elipticas, circulares, expo-
nenciais e lineares podem ser transformadas umas na outras, e todas elas podem ser
transformadas na trajetéria da particula em repouso, para cada A, via alguma simetria.
Isso € a isometria do AdS se manifestando. Isto é, o fato de que o AdS é maximalmente
simétrico é respeitado por esses calculos que acabamos de fazer. Todas as trajetérias sao
as mesmas a menos de uma simetria. O que destréi a obviedade disso é o fato de termos
escolhido uma coordenada temporal especifica ¢, o que significa escolher um centro pro
AdS, e relativamente a esse centro particulas livres irdo descrever érbitas, das mais gerais
(elipses) as mais restritas (repouso na origem). Muito importante de ser notado é o fato de
que, para particulas massivas, todas as trajetérias tém a mesma frequéncia (ndo hé fator
aditivo nem multiplicativo do tempo do AdS, t), o que indica que a energia da particula

livre no AdS é quantizada assim:

E=A+n,comn=0,1,2,.. (1.2.16)

Confirmemos esse resultado olhando para as solugoes da equacao de Schrodinger e

seus autovalores.

1.2.2 Particula na Mecanica Quantica

Primeiramente, facamos uma andlise dimensional da equagao de Einstein para a
energia, e da relacao de incerteza entre energia e tempo, com unidades naturais, isto é,
h=c=1:

[E] = [m] e [E][t] = 1 mas [t] = [z] entdo [m|[z] =1 (1.2.17)

consequentemente, mR, que envolve as duas escalas fisicas do problema (a massa da
particula, m, e a escala de comprimento do AdS, R) é adimensional e é o niimero do qual

a funcao de onda pode depender.

Dimensdo d+1=2
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Em nome da simplicidade, vamos estudar o caso AdS,. A agdo (1.2.1) fica

S = /dt mo 1 (1.2.18)
cos p

O momento canonico conjugado a p é

oL )
p=2o TP (1.2.19)
op cosp/1 —p
consequentemente a Hamiltoniana é
2
H=Pp—L= P? 1.2.20
Pp C052 P + P ( )
Na base p, temos
P, = —i0, (1.2.21)
Entao, a equacao de Schrodinger pode ser escrita como
10, =H (1.2.22)
Aplicada a funcao de onda de uma particula, ela fica
Ly 1) ™o wp ) (1.2.23)
I— = — 2.
at P cos2p * P

Considerando a segunda ordem da equagao (1.2.22) produzimos uma equagao que
também deve ser satisfeita quando aplicada a W(p,t) e que é muito mais facil de ser

resolvida:

m2

cos? p

—0}W(p,t) = ( — aﬁ) U(p,t) (1.2.24)

Acabamos de derivar a versao relativistica da equacgao de Schrodinger para uma particula
livre no AdS. Vamos resolvé-la usando as simetrias - o que ja facilita muito a compreensao
da fisica nessas contas. O AdS, tem 3 geradores de simetria: L) (correspondente a d; no
espaco ambiente), L? e L. Vejamos o gerador correspondente, no espago ambiente, desses

dois tltimo geradores. No espaco ambiente, com X2 + X3 — X7 = R? temos

cost

Xy = R (1.2.25)
cos p
in ¢

X, = RO (1.2.26)
cos p

X1 = Rtanp (1.2.27)

O operador L age como

XO —>X0+6X1 eX1 —>X1+€X0 (1228)
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Para escrever essas transformagoes em termos de p e t, as traduzimos para

t—t+efep—>p+teg (1.2.29)

substituindo (1.2.26) e (1.2.27) em (1.2.28):

cost cost cost
+etanp e tanp — tanp + €
cos p cos p cos p

(1.2.30)

e aplicando (1.2.29) no lado esquerdo de ambas (1.2.30), a comegar pela segunda, ji que

ela envolve apenas uma das func¢oes que precisamos encontrar:

cost

cos p

= g = costcosp (1.2.31)

1
tan(p + €g) ~ tanp + ———eg =tanp + ¢
)

COS

Agora, para encontrar f:

cos(t+ef) _ cost—efsint

~

cos(p+€g) cosp—egsinp
cost —efsint

~ . (1.2.32)
COS p — €costcos psin p
cost
S + etanp
cos p
= f = —sinpsint (1.2.33)
até primeira ordem em e.
Entao, as transformagoes (1.2.29) podem ser escritas como
t—1t—esinpsint e p—p+ecospcost (1.2.34)
e fazendo uma comparacao com (1.2.28) vemos que Xy = t; X; = pand eX' = —¢f;
eX? = €g. Consequentemente, o gerador de simetria é:
LY = cos pcostd, — sin psin td; (1.2.35)
De uma maneira similar demais para ser reproduzida aqui, encontramos
L} = sint cos pd, + cost sin pd; (1.2.36)

Esses geradores deveriam ter relagbes de comutagao do SO(2,1), afinal de contas,

toda a ideia aqui era olhar para o AdSs como um espago-tempo embutido num espago-tempo
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(2+1)-dimensional, onde suas simetrias (rotagoes e boosts) podem ser todas representadas
por (1.0.2). De fato,

(L3, Lo) = Ly, [Ly,Lo] =Ly, [LY, Ly] = L; (1.2.37)

Definindo os operadores D = Ly, P = $(LY +iL}) e K = (L} —iL}), temos as

seguintes relagoes de comutacao:
[D,P] =P D, K| = —iK [K,P]|=1iD (1.2.38)

Isso estabelece que P é um operador de criacdo e que K é um operador de
destruigao, e mais: podemos escrever nossos estados (relacionados as fungoes de onda ¥

que mencionamos anteriormente) como autoestados de D:

D) = Aly) (1.2.39)

K [thg) =0 (1.2.40)

onde Yy ¢ o estado fundamental, a partir do qual todos os outros estados podem ser

construidos, aplicado-se o operador P a ele. Além disso, de forma bastante explicita, temos

K = ;eit(cos(p)ap —isin(p)0;) (1.2.41)

entdo o estado fundamental deve satisfazer

cos(p)0,v0(p,t) — isin(p)Oubo(p,t) =0 (1.2.42)
= Yy = *'x(p) (1.2.43)
com Ay = — cot(p)d,x, cuja solugdo é €2 cos™ p.

Entao, o estado fundamental é dado por:

Yo = A cos® p (1.2.44)

E essa é a confirmacao que procuravamos para o fato de que as fungoes de onda tém
todas a mesma frequéncia e de que, portanto, os niveis de energia tém espacamento inteiro.
Entao, a fisica por tras desse fato é a forma como os geradores de simetria se relacionam
(como operadores de criagao, P, e destruigao, K, de um terceiro, D), tornando possivel

definir P e K e escrever todos os estados da particula livre simplesmente aumentando o
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estado fundamental - um processo que jamais poderia alterar a frequéncia da funcao de

onda. Vejamos se isso continua valido para dimensoes mais altas.

Dimensées Mais Altas

A 4lgebra conforme SO(d, 2) pode ser escrita como

[(Myuy Po| = i(nup Py — 1pPu) (1.2.45)

(M, K] = i(0up Ky — 1pKS) (1.2.46)

[M,,,D] =0 (1.2.47)

[Pus K] = =2(nu D + iM,,) (1.2.48)

[D, P,] = Fy (1.2.49)

(D, K] = —K, (1.2.50)

onde os indices vao de 1 a d. Relacionando-os aos Killing Vectors (1.0.2), D = —iLgy 441 ¢

o operador dilatacao, P, = iLg11, + Lo, € o gerador de momento, K, = iLgy1, — Loy €

o gerador especial conforme, e M,,, = —iL,,, é simplesmente o gerador de rotagoes SO(d).

Como vimos, Log+1 = LY, = 9y, entao o operador de dilatagio D = —id; é, em
AdS, o Hamiltoniano, o gerador de translacoes temporais. A razao para esse nome ficara

clara quando olharmos D sob a perspectiva de CFT.

Fisicamente, (1.2.45) e (1.2.46) estao dizendo que P, e K, se transformam como
vetores sob rotagao. A equagao (1.2.47) significa que podemos diagonalizar D e M, ao
mesmo tempo, de forma que podemos etiquetar os estados de acordo com sua energia

(autovalores de D) e de acordo com seu momento angular (autovalores de M, ).

Equagoes (1.2.49) e (1.2.50) sdo muito similares a (1.2.38) e significam o mesmo
que antes: K e P sao, respectivamente, operadores de destruicao e criacao de D. Entao,
novamente, todos os estados podem ser construidos a partir de um estado fundamental
1o, que em d > 2 também é chamado estado primdrio (terminologia de CFT), e satisfaz

K, |1) = 0. Eles tém a forma geral

‘wn,€> = (Pi)nPMP,uQ e P,ug Wo> (1.2.51)

Para ¢ > 0 essa equacao deve ser escrita numa forma irredutivel, isto é, precisamos
separa-la de tal forma que cada parte ainda seja uma funcao de onda depois da agao do

operador de criagao. Esses estados tém energias dadas por

E.o=A+2n+/¢ (1.2.52)
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e momento angular £.

Obviamente podemos calcular as fungoes de onda (1.2.51) escrevendo K, e P, na
forma explicita de operador diferencial, para a dimensao especifica do AdS em estudo. Por

exemplo, no AdS3

K, = Z-e—itiiﬁ(sin(p)at +icos(p)d, F Sinl(p)ag> (1.2.53)
_ o itrin . 1 >
P, =ie (sm(p)@t icos(p)d, £ sin(p) Oy (1.2.54)

com Ky = Ky + 1Ky e PL = P, £ iP,. Usamos a mudanca de coordenadas (1.1.2), a
equagao (1.0.2), e os fatos de que P, = iLg41,,+ Loy € K,y = iLg1,,— Lo . Nesse exemplo,

o estado primario sera independente de 6, entdo ele precisa satisfazer

(sin(p)0; + icos(p)0,)o(p,t) =0 (1.2.55)

= Po(p,t) = e cos™ p (1.2.56)

a partir do qual estados de energia mais alta podem ser construidos, aplicando (1.2.54).

Esse método pode ser aplicado pra qualquer d. Podemos mostrar que a forma
mais geral das fungoes de onda 1, no AdS,;; podem ser escritas em termos das fungoes

hipergeométricas o Fi:

, d
Unes(p, Q) = e~ Enety, 1(Q) ] sin® p cos™ py Fy (—n, A+l+n, €+§, sin? p)] (1.2.57)

NAnE

onde Na,, é um fator de normalizacao. O nimero quantico J inclui todos os valores assu-
midos pelo momento angular, por exemplo, para AdS; temos m com esféricos harmonicos
Y/ Como vimos, adaptar isso para o AdS Euclidiano é simplesmente uma questao de

mudar um sinal da assinatura, o que significa, para essa formula, fazer ¢t — it.

Apesar de podermos chegar a expressao (1.2.57) iterando o método descrito para o
AdS3, a forma mais facil de fazer isso é resolvendo a equacao de Schrodinger correspondente
para o AdS;, ;. Como sempre em fisica, queremos usar as simetrias a nosso favor, se isso for
possivel. Isto é, queremos usar nossos geradores de simetria (em suas formas diferenciais)
para resolver a equacao de Schrodinger. Isso significa que D, K, P, e M, deveriam ter
um operador diferencial de primeira ordem em comum. Tal objeto nao existe. Mas, como
antes, podemos elevar ao quadrado dos dois lados, pra simplificar. De fato, o operador de

Casimir do grupo conforme é justamente o que precisamos e ele toma a forma [Love 2016]

1 v
D? + (P K+ K- P)+ M, M" (1.2.58)
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Por outro lado, sabemos que o Laplaciano é o inico operador diferencial de segunda
ordem que é isométrico, isto é, invariante sob translagoes e rotagoes [Rosenberg 1997] e o
operador de Cassimir é unico, entdao (1.2.58) é, na verdade, o Laplaciano. Assim, podemos

reescrever a equacao de Schrodinger no AdS como

(V2+m*)p =0 (1.2.59)

Podemos comegar separando variaveis. A parte angular vai tomar a forma de um
esférico harmonico d—dimensional, Yy, as autofuncoes do Laplaciano na esfera S9!, com
autovalores £(¢ + d — 2). A parte radial é

—¢"<p>+Hw’<p>+(€(“d‘2>+ m )w):w%(p) (1.2.60)

cos psin p sin? p cos? p
Definindo
. d

¥(p) = x(p) sin p(cot p)? (1.2.61)

transformamos (1.2.60) numa equagao para x(p)

1{(20=3+d)(20—1+d) 4m*+d*—1

—X" = = w? 1.2.62
o)+ | ( o + I ) =) (1262)

Apesar de nao ser simples resolver essa equacao de forma exata, para o modo ¢ = 0,

tomando m? = A(A —d) e w = A, o estado primdrio ¢ simplesmente

Y(p) = cos™ p (1.2.63)

A determinacao de A depende das condi¢oes de fronteira do AdS. O AdS tem sua
fronteira em p — 7, entao 14 a funcao de onda deve zerar. Sendo p uma coordenada radial,
em p = 0 a derivada da funcao de onda deve ser nula, do contrario podemos ter picos, e
de fato isso é verdade para (1.2.63). Entao, o que estd acontecendo é que 1)y tem maior
numero de elementos do seu suporte para p pequeno, e ele vai a zero a medida que p — 7.
Tome o estado gaussiano

U(p) = DY (1.2.64)

cuja expansao de Taylor, até primeira ordem de todo o argumento é

b(p) ~ 1 — A”; (1.2.65)

Note que para A ~ 1, as equagoes (1.2.63) e (1.2.64) sao as mesmas, até primeira
ordem. Entao, integrando (1.2.64) sobre todo p vemos que a particula estd confinada a
uma regiao de tamanho R, a escala de comprimento do AdS. Agora, para A > 1, (1.2.63)

. ’ . . . 2
oscilard muito rapidamente entorno da uma exponencial de —A%- de forma que podemos
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aproximé-lo por (1.2.64) e a particula é vista como confinada a uma regiao de tamanho

R/VA.

Para obter a relacdo entre a massa de bulk, m, e A, voltamos a derivacao do
estado fundamental usando a condicao de destruicao K, 19 = 0, e substituimos isso na
equagao de Schrodinger (1.2.60), com w = A. Encontramos que ela é satisfeita somente se
m? = A(A —d). E interessante estabelecer essa relacdo para manter apenas a escala de

comprimento do AdS, R, e a escala de massa da particula importantes para o problema.

1.3 Campo Livre no AdS

Na secao anterior vimos o que acontece com a particula livre, classica e quantica,
no AdS. Agora gostariamos de ver como as coisas sdo no caso de muitas particulas livres

(tantas que possamos trata-las como campos).

A caracteristica mais marcante dos estados estados de Fock, os estados de muitas
particulas livres, é que seus nimeros quanticos sdo simplesmente a soma dos nimeros
quénticos das particulas individuais. Em particular, a energia dos estados de Fock (para
nods os autovalores de D) é a soma das energias dos estados das particulas individuais. Por
isso, para descrever estados de muitas particulas no AdS, vamos usar como base operadores

escada como os do espaco de Hilbert de teoria quantica de campos livres. O comutador é

[anes, ahes] =1 (1.3.1)

de forma que um estado de k particulas pode ser escrito a partir do estado do vacuo, |0),

aplicando-se k vezes o operador de criagao:
aILleljlaIQZzJQ e a'ITLkaJk |0> (132)

Como a energia de cada particula é E=A+2n+/(, e N = ajlwanw é o operador
numero, cujo autovalor conta o nimero de particulas com ntimeros quanticos n, ¢, J, entao
a Hamiltoniana do AdS, D, é dada por

D=> (A+2n+ 0)al, 1anes (1.3.3)

nl,J

1.3.1 Campos Classicos num Espaco-tempo Qualquer

Um campo escalar livre, num espacgo-tempo qualquer tem acao

S = —; / d*xdt\/g(g" 0,00, + m*¢*) (1.3.4)
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usando 0, (/99" 90,¢) = /99" 0,90, + 0, (/99" 0,,¢), temos
—5 [ 0,5 00,0) + 5 [ a6 —=0u(/5g" 0,0)
V9 (1.3.5)
—§/dd+ll’\/§¢m2gb

onde 9u(\/99" 0,0) = A é o Laplaciano. Assim, ficamos com

/ A2, (/3g" 6, 8) + / Ay [GH(A — m?)o (1.3.6)
Se ¢ obedece a equacao de Klein-Gordon

(A—=m?)p=0 (1.3.7)

o primeiro termo da equagao (1.3.5) é zero. O segundo termo pode ser escrito como
uma integral de superficie, a fronteira do AdS (que é simplesmente o espago-tempo de
Minkowski).

1
§=3 / dy 770, (1.3.8)

onde y sao as coordenadas na superficie, v é a métrica induzida na superficie, e 2* é o
vetor unitario ortogonal a superficie. Essa integral pode ser separada em duas: uma para
uma direcao escolhida, ¢, por exemplo, e outra para as d — 1 diregoes espaciais restantes.
Como definimos que o campo é zero no infinito espacial, s6 resta a parte temporal da

integral, e a (1.3.8) fica
1
S = 2/zf_ /g0, (1.3.9)

onde ¥; e X sao superficies de Cauchy no passado e no futuro, respectivamente.

Solucoes para a equacdo de Klein-Gordon

Para encontrar as fungoes de onda ¢ que satisfazem a equagao (1.3.7), primeiro
vamos calcular o laplaciano explicitamente. E conveniente usar a métrica em coordenadas
de Poincaré, ja que elas fazem uma separacao de variaveis e é assumindo essa possibilidade

que vamos encontrar as solugoes. Como vimos na secao 1.1.1,

R d—1
g =ds* = - dt* — dz* = da? (1.3.10)
< i=1
Assim, o Laplaciano fica
Ld+1 Rd+1 2 R 22
A = Rar 0. ( g RQaZ) + gy ﬁA(d) (1.3.11)




Capitulo 1. Espago-tempo Anti-de Sitter 26

22

R

onde ¢ ¢ um dos z’s com a assinatura lorentziana embutida em A, que é o laplaciano do

— A (d—1)z7'9, — 92 + Ay (1.3.12)

espaco-tempo de Minkowski.

Devido a invariancia sob translagoes, podemos separar as variaveis, e as solugoes
serao do tipo ¢(z,x) = f(z)®(z). Substituindo isso e o laplaciano (1.3.12) na equacao de

movimento, temos:

22

I (d—1)z""f'(2)®(z) — f"(2)®(2) + f(2)A@y®(2)| —m*f(2)®(x) =0  (1.3.13)

[@d-1D)f@E) @) B, Aw®@) o, (1.3.14)

= ) Sl 22 ®(x)

onde k? > 0 porque vamos analisar, a titulo de exemplo, o caso euclidiano, embora nao

haja muita diferenca em relagdo ao caso loretziano. Assim, temos

(A + k) D(x) =0

(1.3.15)
2f"(z) = (d—1zf'(z) + (M*R* + k*2%) fr, = 0

Podemos facilmente identificar a primeira equagao como sendo a equagao de Klein-

Gordon para o espago-tempo de Minkowski. A sua versao euclidiana tem solucao

O(z) = (;W)d (1.3.16)

A segunda equacgao pode ser reescrita pra ficar como a equacao de Bessel modificada,

. -, . . d
cuja solucao é conhecida. Facamos a mudanca de variaveis f, = 22 gi. Obteremos

d2
(kz)*gl + (k2)g), — (4 +m?R* + k2z2) g, =0 (1.3.17)

onde consideramos g, como funcao de z e k, ja que a equagao de Bessel modificada tem a

forma
2 taf — (2 + ) f=0 (1.3.18)

As solugoes sao

gr(kz) = ar K, (kz) + b1, (k=) (1.3.19)
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onde definimos o parametro v como

v=4|— + — (1.3.20)

Entao fi é dada por

d d
2 2

fr(z) = ar(kz)2 K, (kz) + bp(kz)21,(kz) (1.3.21)

Para garantir que a solucao é regular em z — oo e z — 0, vamos olhar para o

comportamento assintético das fungoes de Bessel modificadas de ordem v:

I,(2) ~ e K, (z) ~ e_kz, ara z — 00 1.3.22
p

de modo que precisamos impor a condi¢ao by = 0, e

_Tw) 2N T(=v) (kz\”

e entao fi(z) fica

fu(2) = ay(k2)? [F(V) ( & ) + L(=v) (kz)] (1.3.24)

— ful2) ~ olk)2D + (k)2 (1.3.25)

onde usamos as defini¢oes

do(k) = ap2’ Tk,  ¢1(k) = ap2" " HID(—v)kA+ (1.3.26)
onde Ay = % + v sdo os fatores de escala.

Finalmente, a solugao para a equagio de Klein-Gordon (1.3.7) é

02.0) = [ G lon()=2 + 0n ()22 ] (1327)

Para o caso minkowskiano (k% < 0), a equagao diferencial para fi(z) a ser resolvida
vai ser a equacao de Bessel e a solugao sera similar a do caso euclidiano, mas com a funcao
de Bessel J, no lugar da funcao de Bessel modificada K, para v continuo e caso v seja
discreto (caso da particula livre), o coeficiente by ndo precisara ser nulo e teremos as duas

fungoes de Bessel como solucao.
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1.3.2 Quantizacdo

Vamos voltar alguns passos e considerar simplesmente que a solucao para a particula
livre é do tipo

o(t,x) =3 (enthn(t,z) + ol (t, 7)) (1.3.28)

n

em que os coeficientes ¢, podem ser determinados a partir das condigdes iniciais ¢(0, z) e

¢(0, ) na superficie t = 0, considerando-se o que segue.

Para quaisquer duas fungoes que se anulam suficientemente rapido, podemos definir

a integral

| dtedty=g[vl(g" V¥, = m?s = (99,9, = m?)lJ (1.3.29)

sobre alguma regiao 2. Similarmente ao que fizemos para chegar na equagio (1.3.8), vamos
considerar que {2 se estende por toda a regiao entre as superficies de Cauchy X; e ¥y, de

modo que possamos reescrever a equagao (1.3.29) como uma integral de superficie

[ dlaov=ag™[plVis — (Vil)u (1.3.30)
PO 3

onde consideramos que a direcao temporal é ortogonal a ¥ e t aponta pro futuro nas
duas superficies. Se ¢; e ¢2 obedecem a equagdo de Klein-Gordon no espago-tempo de
Minkowski, entdo a integral (1.3.29) deve ser nula, de modo que a integral em cada
superficie sera a mesma. Note, ainda, que a integral em cada superficie é precisamente a

defini¢do do produto interno (1, U5), a menos do fator multiplicativo i, isto é,

(W) =i [ d'ay/=gg" [0]Vz — vV ]
f

(1.3.31)
= 1/2 ddx\/—ggoo[ Ivt% — 1/12Vt1/)ﬂ
o que define um produto interno conservado.
Agora os coeficientes ¢, podem ser calculados:
en = (6(0,), 1) = 2/2 d'r/=gg™ [67(0, )b, — 1,0 (0,2)] (1.3.32)
f
Agora, considere o momento candnico
oL ;

m(x) = i —g()g™ () () (1.3.33)

que deve satisfazer, tanto classicamente quanto quanticamente, a relacao de comutagao

[7(2), d(y)] = —i6%(x — y) (1.3.34)
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Para construir a versao quantica da solugao (1.3.28), substituimos os coeficientes
cn e ¢l do n-ésimo oscilador harménico classico pelos operadores de destruicdo e criagio

do n-ésimo oscilador harmoénico quantico, i.e.,

8(t,2) = X - [vlt, 2)an + 01 (1,2l (13.35)

n n

que satisfaz (1.3.34) se

V=al@)d™ (@) 3 35 [Ba0.0000.9) = 0u0.0)0L(0.0)] = <i5'(a =) (1330

1.3.3 Quantizacao Canénica de um Campo Escalar no AdS

Vamos considerar a quantizagdo para d = 2 em coordenadas globais. A agao do

campo livre nesse caso é

sin p 1 9 m?
dtd d@ — — 1.3.
=5 [ty (¢ @07 = o, 00)* = (50 ) (1.3.37)
O momento candnico conjugado a ¢ é
oL i :
p, =22 = P (1.3.38)
d¢  cos?p

Vamos determinar ¢ pra depois impor a relagdo de comutagao. Assim como discu-
timos de forma geral na se¢do anterior, vamos resolver a equacao de movimento e depois

escrever ¢ como uma superposicao de osciladores harmonicos. A equacao de movimento é

2

_cos’p, m?
sinp 9,(sin pcos™ pd,p) — @,gb + o p¢ =0 (1.3.39)
Tomando ¢ = e+ (p), temos
W . # ’ EQ m2 o
W (p) cospsinp? (p) + <sin2p T o5 ¥(p) = w(p) (1.3.40)

que é a equacao (1.2.60) para d = 2, cuja solugao é (1.2.57). E entdo o campo quéntico

que obedece a relacdo de comutacao é

(t, p, Q2 wa@)w+%ﬂ%m@ (1.3.41)
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Vamos usar o produto interno (1.3.31) para escrever a condigao de normalizacao

para ;:

<1/}nf7 77Z}n/£/> = (Snn/5al — /Ads dd{L‘ /_ggoo(¢nfat¢”/€, — at¢n€¢n’f’) (]_342)
que pra d = 2 fica
2
1= —— [ dpd8sin p(A + 20+ )l (p, )il ) (1.3.43)
Ant

n!l2(0+ DI(A +n)
n+l+1I(A+n+7)

— Naw = (—1)”J I (1.3.44)
Nessa secao obtivemos, entao, a forma para o campo livre no AdS e sua quantizagao
normalizada. Com isso podemos comparar campos no AdS com campos de alguma teoria

que viva na sua fronteira.

1.4 Aproximando-se da Fronteira do AdS

1.4.1 Assintoticidade e Diagramas de Penrose

Nossa motivagdo para usar diagramas de Penrose é que eles reescalam a métrica
sem alterar os angulos entre raios de luz, isto é, sem alterar sua estrutura causal e ainda
assim compactam todo o espago numa regiao finita. Ele é construido de modo que a
separacao entre dois pontos se timelike/spacelike/lightlike no espago-tempo, é também
timelike/spacelike/lightlike no diagrama de Penrose. Esse diagrama também é 1til porque
transforma a fronteira no infinito em uma regiao finita de codimensao 1, com estrutura
causal herdada do interior. Como a luz se propaga em linhas definidas por ds? = 0, para
distorcer a geometria de um espago-tempo sem afetar a causalidade, multiplicamos toda a
métrica por um fator de Weyl (ou fator conforme) Q(z), mandando g, () = Q(2)g,.(x),

o que preserva ds? = 0.

O Diagrama de Penrose para Espaco-Tempo Plano

Vejamos como isso é feito para espaco-tempo de Minkowski. Se escrevermos a

métrica como

ds* = dt? — dr* — r*dQ? (1.4.1)

entao podemos introduzir as coordenadas

tanU = (t+71)/2 e tanV = (t —r)/2 (1.4.2)
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onde U,V € [—m/2,7/2]. Nessas coordenadas a métrica fica

4dUdV

cos? U cos? V

+ (tan U — tan V)?d0? (1.4.3)

Podemos multiplicar pelo fator de Weyl cos? U cos? V. Agora, usando coordenadas
T =U+V eR=U-YV e as identidades trigonométricas 2cos’z = 1 4 cos2zx e
2

sinx = 1 — cos 2z, ¢é facil chegar a métrica

ds® = dT? — dR?* + sin®(R)d$)? (1.4.4)

com T e R cobrindo um diamante finito. A fronteira é, portanto, o contorno desse
diamante, um diamante nulo, ou lightlike: suas arestas sao pontos especiais onde as
geodésicas lightlike e spacelike terminam, e seus lados sao superficies nulas, onde todos
os raios de luz se aproximam do infinito. Esse subespago-tempo nao é bem comportado:
nao herda a assinatura Lorentziana, por exemplo. Dai a dificuldade em encontrar uma

descrigao holografica de um espaco-tempo plano.

O Diagrama de Penrose e a Fronteira do AdS Global

Multiplicando (1.1.3) pelo fator de Weyl cos?(p) obtemos a métrica, em coordenadas

globais, do diagrama de Penrose do AdS:

ds® = dt* — dp* — sin(p)dS2* (1.4.5)

que expressa o cilindro R x S9!, se tomarmos p — 5. Ou seja, temos como fronteira
um espaco-tempo bem comportado, parametrizado por t e €2, que herda a assinatura

Lorentziana do AdS. Mais simples construir uma descri¢ao hologréafica nesse caso.

O Diagrama de Penrose e a Fronteira do AdS em coordenadas de Poin-

caré

Multiplicando a equagao (1.1.5), que da a métrica do AdS em coordenadas de

Poincaré patch, pelo fator de Weyl 22, obteremos

d-1
ds* = dt* — d2" =) da? (1.4.6)
=1

onde z € (0,00). Essa é exatamente a métrica de um meio espago-tempo plano de d + 1
dimensoes, com assinatura Lorentziana. Assim, o Diagrama de Penrose nesse caso deve

ser meio diamante. Fazendo z — oo obtemos a métrica da fronteira.
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1.4.2 Aproximando-se da fronteira de forma geral

Na secao anterior obtivemos a métrica da fronteira de duas formas diferentes: em
coordenadas globais, quando nos aproximamos dela tomando p — 7, a taxas iguais para
todo (T, Q), e em coordenadas de Poincaré, quando nos aproximamos dela tomando z — 0,
a taxas iguais para todo (t, 7). As fronteiras resultantes eram um cilindro e um espago de
Minkowski, respectivamente. Essas taxas, contudo, nao precisam ser iguais pra cada ponto
no infinito (7, €Y;).

Mais precisamente, escolhendo alguma funcao f(t, QZ), definida na vizinhanca
p=nple f)=7%—¢€f(t, Ql) com € pequeno, e tomando € — 0, obtemos uma métrica efetiva

para a fronteira, dada por

ds? — m(dﬁ ~ sin? pd©?)
_ m(dﬁ(l ~ cos? p)d2)
= T i S (cos(5) cos(ef) + sin(5) sin(ef))*)d2?)
~ Smi 1 = (1= sin® e)a2)
1

22

——(dt® — (1 — €)%d$2?)

[(t )} (dt? — d0?)
(1.4.7)

que é a métrica do cilindro a menos de um fator de Weyl.

1.4.3 A versao Euclidiana

A fim de relacionar o AdS Euclidiano em coordenadas globais com AdS Euclidiano

em coordenadas de Poincaré, escrevemos

cosh 7 1<z2+772—|—R2>
X() = =3
cos p 2 z
2 2 p2
Xppy = RO _ 1<Z ok ) (1.4.8)
cos p 2 z
R
X; = Rtan pQ); = —r;
2
o que implica
7 = e sinpez=e cosp (1.4.9)

onde 7= (Z,1).
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A medida que tomamos o limite z — 0 temos p — 7 com as coordenadas mapeadas

da seguinte forma

e’ cos pe” Q7 = 2 sin® p(g — ,0) = 2"V = rg(z - p) (1.4.10)

o que produz uma métrica de espaco plano para a fronteira, ds? = dr?.

Em coordenadas globais, aproximando-se da fronteira com p = p(e, f) = § —

ef(t,Q), com f(t,Q;) = e obtemos também uma métrica plana (em coordenadas

polares) para a fronteira, ds? = €7 (dt? + dQ?) = dr? + r?dQ?, com r = ¢”.

1.4.4 A Versio Lorentziana em Coordenadas de Poincaré

Tomando

A T oz
pz = 0;7,Q;) = 5 ﬁ(cosﬁ — COST) (1.4.12)

onde 0 é o complemento do angulo €24, obtemos a métrica

1

ds® =
° (cos @ — cosT)?

(dr? — dO* — sin® 0dQ)5_)) (1.4.13)

Fazendo a usual mudanga de variaveis U = (1 — 0)/2 e V = (7 + 0)/2, obtemos a

métrica

1

sin? U sin? V/

ds® = (dUdV —sin*(U + V)dQ3_,) (1.4.14)

Fazendo a segunda mudanga de variaveis, cotu = U e cotv =V, a métrica fica

2
ds® = dudy — Wd(zg_l (1.4.15)

Finalmente, fazendo t = (u — v)/2 e r = (u + v)/2 obtemos a métrica

ds® = dr* — dt* — r?dQ3_, (1.4.16)
que é, obviamente, plana.

A licdo importante dessa secdo é: nao importa a que taxa é feita a aproximacao da
fronteira, nem em que sistema de coordenadas isso é feito, obtemos sempre uma métrica

plana para a fronteira do AdS. Algo interessante a se acrescentar é que também podemos
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obter uma métrica de de Sitter para a fronteira do AdS. Isso é feito da seguinte maneira.

Tome o hiperboloide dS;1

d+1
XY X} =-R° (1.4.17)
i=1
e fixe a constante de Hubble em R=1. Usando a identidade sinh®¢ — cosh®*t = —1, a
métrica para dSg.; fica
ds® = dt* — cosh® td)* (1.4.18)

Mudando para as coordenadas (7,€2) de acordo com tan(n/2) = tanh(t/2), temos

ds® = !

= n(an — d?) (1.4.19)

que nao é espacialmente limitada, possui limites temporais em n = +7/2 e é confor-
malmente plana (ou seja, uma candidata a métrica da fronteira do AdS). Escolhendo

f(t, Q) = cost, isto é, nos aproximando de cada ponto da fronteira de acordo com

p= g — €ecost (1.4.20)

a medida que € — 0, obtemos, a partir de (1.1.3), a seguinte métrica

ds® = 1
cosm

(dn? — dQ?) (1.4.21)

que é justamente a métrica pro espago-tempo dS, dada por (1.4.19). Isso pode ser usado

para usar holografia em espago-tempo dS, algo nao trivial a principio [Kaplan 2016]!

1.45 Coordenadas do Espaco Ambiente e o Cone Nulo Projetivo

Podemos ver nas equagoes (1.4.8) que o limite p = § — ¢f(7,€2) com € — 0 leva
todos X 4 ao infinito. O cone nulo projetivo serve para estabelecer um limite finito para as

coordenadas ambientes X 4. A definicao das coordenadas nulas projetivas é

Pa=eXy (1.4.22)

no limite e — 0. Substituindo isso em (1.1.1) é imediato que

Py,PY=0e Py = \P, (1.4.23)

a segunda relacao significa que o reescalamento positivo global A nao altera em

nada as coordenadas nulas projetivas, isto é, ¢ uma simetria de calibre. Dessa forma, pode
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ser usada para determinar o reescalamento global de uma funcao f(Pa). Vejamos como

isso é feito.

Definig¢ao 1.1. Seja f(Pa) uma fungio com dimensdo de escala d [Schottenloher 2008] e

seja f(Pa) homogénea, isto é,
FAPA) = X"f(Pa) (1.4.24)

entdo [ é dita conformalmente invariante. [Blumenhagen e Plauschinn 2009]

Ou seja, quando f obedece (1.4.24), entao seu fator de reescalamento global é A.

Usando p = § —ee™" e as equacoes (1.4.8) e (1.4.22) temos que o cone nulo projetivo

¢é parametrizado por

Py= (P, P_,P,) = (e",1,e"CY) (1.4.25)

onde Py = Py+ P;,;. Tomando a coordenada no espago plano euclidiano r; = €7€2;, vemos
que o espago plano pode ser obtido como uma sessao do cone nulo projetivo, nomeadamente,

a sua intersec¢ao com o hiperplano P_ = 1.
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2 Teoria Conforme de Campos (CFT)

Teorias Quéanticas de Campos (QFTs) podem ser vistas sob a 6tica de duas filosofias
diferentes, mas compativeis: a Wilsoniana e a Weinbergiana. A primeira entende QFTs
como teorias que surgem quando "olhamos de longe", onde detalhes de pequena escala
se tornam irrelevantes, tornando dois sistemas que teriam descricoes bem distintas a
pequenas escalas, descritiveis pela mesma QFT. Por exemplo, o Modelo de Ising [Cardy
1996], que "de perto'é tratado como uma grade de spins que interagem com seu vizinho
mais proximo, "de longe'¢ descrito por uma QFT com agdo S = [d?z5((0¢)* — \¢*).
Dentre as consequéncias desse ponto de vista estd a possibilidade de haver um cutoff
fisico real para altas energias, isto ¢, de que uma QFT nao seja apropriada para descrever

fendmenos na extremidade UV do espectro de energia.

Ja a filosofia Weinbergiana encara QFT como a tnica forma de descrever o es-
palhamento de particulas que seja simultaneamente unitaria, local e Lorentz invariante.
Isto é, esta focada em descrever a amplitude de probabilidade de um estado incidente de
particulas suficientemente nao interagentes, no passado, evoluir para um estado emergente
de particulas suficientemente nao interagentes, no futuro. Que as particulas sejam suficien-
temente nao interagentes é fundamental para que suas energias e momentos totais sejam a
soma de suas energias e momentos individuais, o que faz com que possamos usar multiplos
osciladores harmonicos para descrever os campos. A introducao desses objetos satisfaz a
localidade (pelo menos uma forma fraca dela), pois garante que processos muito distantes

nao se influenciem.

Se a invariancia de Lorentz adicionarmos invariancia sob reescalamentos, teremos
QFTs com invaridncia conforme, que sdo justamente as Teorias de Campos Conformes -
CTFs. Na verdade, no espaco de teorias, toda QFT pode ser vista como um ponto ao longo
do Fluxo do Grupo de Renormalizacio (seguir esse fluxo é o nome técnico do que chamei
"ver de longe" /"ver de perto", a depender da diregao no eixo de energia que seguimos), cujas
curvas terminam em alguma CFT [Kaplan 2016]. Dizemos que estudar CFTs remonta
a estudar QFTs bem definidas, isto é, definidas para todo o espectro, ou, ainda, sem

interrupcao (ou cutoff) da descri¢gao, muito menos uma interrupcao fisica real.

2.1 O Grupo Conforme

As transformacoes ditas conformes sdo as que, localmente, preservam o angulo entre
quaisquer duas linhas. Mais precisamente, considere o mapa diferenciavel ¢ : U — V|

onde U C M e V C M’ sdo conjuntos abertos de diferentes variedades. ¢ é conforme se
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satisfaz 0 5
, N 0xP 0x'?
gpa(x)azu O = A(:E)guu(x) (211)

onde =’ = p(z), com z € U. Como nosso interesse é em CFTs na fronteira do AdS, e vimos
que esta é conformalmente plana para qualquer forma de aproximacao, entao podemos
restringir esse tensor métrico ao 7,,. Além disso, vamos nos manter na mesma variedade

d-dimensional, a 0AdS. Assim, a condi¢ao para conformidade pode ser rescrita como

0x'P 0x'°

———=A 2.1.2
Moo g oy = A& (212)

Uma transformacao infinitesimal de coordenadas, até primeira ordem num parame-

tro infinitesimal e(z) < 1,

2P = 2P + € (x) + O(?) (2.1.3)

quando substituida em (2.1.2) gera uma gama de condigoes para a invariancia [Blumenhagen
e Plauschinn 2009], a saber

2
Ouer + Op€, = 8(8 €)M (2.1.4)

com fator de escala A(z) =1+ 2(0-¢) + O(e?).

Agora vamos derivar algumas relagoes que serao tuteis na determinagao das trans-
formagoes conformes. Tomando a derivada 0" da equagao (2.1.4) e somando sobre v temos

a relacao:

9,0,(0-€) + 010 e, = zauay(a- ) (2.1.5)

Fazendo p <> v e somando o resultado a (2.1.5), depois de alguma manipulagao algébrica

trivial, temos uma segunda relacao:

(d—1)0(0¢€) = 0 (2.1.6)

Agora, tomando a derivada d, da (2.1.4):

2
Opdhies + 0due = 1w dy(9- ) (2.1.7)

Fazendo permutacoes ciclicas para produzir mais duas equagoes:
2
0,0,€, + 0,0,6, = gnpu&,(ﬁ- €) (2.1.8)

2
0uBuey+ 0,06y = 1y0u(0- ) (2.1.9)
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subtraindo (2.1.7) da soma das duas tltimas obtemos a tltima relagao:

1
906y = g<_77;wap + o0y + 1Mup0,) (0- €) (2.1.10)

As identidades derivadas aqui vao ser utilizadas na secao seguinte para encontrar o

grupo conforme.

2.1.1 Grupo e Algebra Conforme em Trés ou mais Dimenses

Da (2.1.6) vemos que (0- €) é no maximo linear em 2*, i.e., (0-€) = A+ B,x", com

A e B, constantes. Entao €, ¢ no maximo quadratica em z" e o ansatz pra ela é

€, = a, + bux” + ¢y’ a’ (2.1.11)

onde a, b, ¢, K 1 sao constantes e c,,, = ¢,,,- Vamos analisar os termos separada-
mente porque as fungoes constante, linear e quadratica sao linearmente independentes no

espaco de funcgoes:

Substituindo €, = a,, na condigao para invariancia (2.1.4) obtemos 0 = 0, o que
significa que a condicao nao restringe a transformagao, entao podemos substituir €, = a,,
direto na equagao pra transformagoes infinitesimais de coordenadas (2.1.3). Obtemos, em
primeira ordem

™ =t + ¥ (2.1.12)

que descreve translacoes infinitesimais, cujo gerador, conforme mostraremos adiante, é o

operador momento P, = —id,. A sua forma finita também ¢é dada por (2.1.12)

Substituindo €, = b, 2" em (2.1.4) obtemos b, + b,, = %b"gnu,,. Escrevendo a

parte antissimétrica de b, como m,,, temos

by = My + My (2.1.13)

Considerando apenas a parte simétrica, b,, = an,,, a parte linear da (2.1.11) fica ¢, =

bz’ = an,x’ = anx, e substituindo em (2.1.3) temos

" = 2" + azt (2.1.14)

que descreve dilatacoes espaciais e temporais, gerador D = —iz#0,. Sua forma finita ¢
também dada por (2.1.14)

Agora, considerando a parte anti-simétrica, b,, = m,,,, a parte linear da (2.1.11)

fica e = b x, = m"z, e substituindo em (2.1.3) temos

o =t + mMx, = ola” +mF = (6% +mh )" (2.1.15)
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que descreve rotagoes (espaciais e boosts) infinitesimais, cujo gerador é o operador momento

angular L, = i(z,0, — x,0,), como provaremos adiante. Sua forma finita é

't = M* x¥ (2.1.16)
onde M ¢é a matriz de rotagao.

Agora, finalmente, substituindo a parte quadratica da (2.1.11) na (2.1.10) (que é
obtida a partir da condigdo de invaridncia (2.1.4) mas é mais 1til nesse caso), e lembrando

que (0-€) = 0%, temos:

1
0u0yCpraTa’ = g(_mwap + NppO + Mp0) (07 Conrz’a”) (2.1.17)
— YST 1 0 Ay T
CP’YT(SZ/(;;L = g<_nuuap + npuau + nupa,u)co'w%(n 337)13 ) (2118)
1 A A A
— pru - g(_nuyc )\p + np,uc v + anC /\'u) (2119)

1

Fazendo b, = 4

A
¢\ temos

Cuup = _npyby, + nupbu + nl//»lbp (2120)

substituindo em (2.1.3):

:L‘/M — w:u + <_,’7pVb/L + nﬂpb’/ + nyubp)myxp
= ot — zPx,bt + 2tz b + ata,bP (2.1.21)

ot — (x- x)bH 4 xta, b + ot ,bP

— o' = ot + 2(x- b)at — (z-x)V" (2.1.22)
que sdo as chamadas transformacoes especiais conformes (SCTs), na sua forma infinitesimal.
Seu gerador é K, = —i(2z,270, — x°0,). Na sua forma finita essa transformacao é

B pH 2
" i (2.1.23)

1 —2(b- ) + b2x?
que pode ser reescrita de uma forma que evidencia o que essa transformacao significa, em

termos de transformacoes mais familiares, ilustradas na figura (4).

e (2.1.24)

Note que as SCTs finitas nao estao globalmente definidas: dado um vetor b* nao

nulo, existe um evento x* = ﬁb" tal que o denominador da (2.1.23) é nulo, ou seja, x* é
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Tk —bH xlH

g

Figura 4 — SCTs correspondem a uma inversao (x# — (x#)~1), seguida por uma translacio
(—b"), seguida por outra inversao ((z'*)~! — ™).

mapeado no infinito, que nao pertence aos espagos planos (de qualquer assinatura). Assim,
para definir globalmente as SCTs finitas, consideramos a compactacao desses espagos, com
o infinito adicionado [Munkres 1974] [Schottenloher 2008]

Agora, vamos calcular os geradores das transformacoes. Até primeira ordem, uma

transformacao de simetria infinitesimal genérica pode ser escrita como

s
T eaéi (2.1.25)
€q
para coordenadas, com € < 1, e como
SF
¢'(') = ¢(z) + /eag (2.1.26)

para campos, com F' = F(¢(z)) = ¢'(2).
Definigao 2.1 (Geradores). O gerador G, de uma transformagdio de simetria é

¢'(2') — d(x) = —ie,Ga[p(2)] (2.1.27)

Da (2.1.26) segue que

5F
100 _
¢'(a) = ¢(rc)+/ea66a (2.1.28)
ox! oF
_ / - o
- ¢<x ea5€a>+ €03 (2.1.29)
G, OF

ozt oF
= ¢(a') ~ (') = g 0,002 + [T (2.1.30)
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O lado esquerdo das (2.1.30) e (2.1.27) sao iguais. Entao

B o't OF

iG[o(x)) = 5-0,0(x) — [ 5= (2.1.31)

Impondo as restrigdes: €, nao depende de z, e ¢ é um campo escalar, entao (2.1.31)

fica

= 9,0(x) (2.1.32)

para campos. Para coordenadas, consideramos ¢(z) = 1 e temos

7
Gzﬂ?;@ (2.1.33)

note que a equacao do gerador para transformacoes de coordenadas também ¢é essa mesmo

no caso em que ¢, depende de z (como é o caso das dilatagdes, rotagoes e SCTS).

Agora podemos calcular os geradores do grupo conforme em d dimensdes (que
também ¢ o grupo de isometrias do AdSg1, 0 SO(d, 2) [Schottenloher 2008]!). Substituindo
(2.1.12) em (2.1.33) obtemos o gerador de translagoes (novamente, simetria de uma CFT,
e do AdSy1):

O(zt + at)
G = —ZT@
— (2.1.34)
= —i0,

que é o operador momento linear P,.

Substituindo (2.1.14) em (2.1.33), temos

(2.1.35)

que é o operador dilatacao D.

Substituindo (2.1.15) em (2.1.33), temos:
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" PU
G = i man >au (2.1.36)
OMm
n pH oV
_ —i( ox N 6(mp,nta ))@L
dmy, My,
_ L Ompn™a) O(—mupn*z”) )
B Z( Om Ont My Ou
= i(n™*"z"0, —n"x"0,)

= i(2"0” — 2" 0)

que ¢ o operador momento angular L,,.

Finalmente, substituindo (2.1.22) em (2.1.33), temos

O(at +2(z- b)at — (z- z)bH)
G = —i Shi Oy (2.1.37)
(. 0(z- D)z Sx?DH
- _2(2 o ok )a“
= —i(22,2"0, — 2°0,)

que ¢ o operador K, das SCTs.

Agora que temos todos os geradores do grupo conforme, podemos apresentar a

algebra conforme.

D, P,] = iP, (2.1.38)

[D, K] = —iK, (2.1.39)

(K, P)) = 2i(nuwD — Ly,) (2.1.40)

(K, Ly = i(npu Sy — 1o Py) (2.1.41)

[P, L] = i(Mpp P — 0w Pu) (2.1.42)

[Lyws Loo] = i(MupLo + MuoLup — MppLve — MvoLiyp) (2.1.43)

Temos d geradores de translagao, 1 gerador de dilatagao, d(d — 1)/2 geradores
de rotacao e d geradores de SCTs. Assim, a algebra tem (d + 1)(d + 2)/2 dimensoes
[Schottenloher 2008], o que confirma o isomorfismo entre o grupo conforme d-dimensional

e 0 SO(d,2), que é o grupo de simetrias do AdS.
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Finalmente, vamos reescrever os geradores da seguinte forma:

J,u,u = L,u,u (2144)
J1wo = D (2.1.45)
1
Joi = §(P“ -K,) (2.1.46)
1
Jop = §(PH + K,) (2.1.47)
onde J,,, = —Jpm; m,n=—1,0,1,2,3,...,d — 1. E entao toda a algebra pode ser escrita
como
[y Trs) = 8(Ms T + T Tims = e Ins — Mg Jmr) (2.1.48)

2.1.2  Grupo e Algebra Conforme para Duas Dimens&es

A condigao para invaridncia (2.1.4) para duas dimensoes euclidianas fica

Ooe1 = —0h€
D6, =0 = { e (2.1.49)
(9060 = 8161
conhecidas como equagoes de Cauchy-Riemann. Uma funcao complexa cujas partes real
e imagindria satisfazem (2.1.49) é dita holomoérfica (em algum conjunto aberto). Entao

introduzimos coordenadas complexas:

1
z=a2"+ir',  e=e +ie, 0. = (0o = i0h) (2.1.50)

0

1
z = 2" — izt €= —ie', 6525(80+z’81) (2.1.51)

Com €(z) holomoérfica, uma fungdo f(z) = z + €(z) também é holomorfica, e
da origem, através de €(z), a uma transformagao conforme infinitesimal bidimensional

z +— f(2). Assim, o tensor métrico se transforma como

_ a? 81 _ _
2 _ ) = A 2.1.52

Para restringir menos a fungao €(z) vamos admitir que ela seja meromérfica com
singularidades isoladas fora do conjunto aberto e escrevé-la como uma série de Laurent

em torno de z = 0. Assim, uma transformacao infinitesimal conforme fica

(2.1.53)
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onde os parametros infinitesimais €, e €, sdo constantes. Os campos se transformam

segundo

¢(z,2) = ¢(#, 7)

d(z+ €2+ ¢€)
O(2,2) + €0:0(2, 2) + €0:0(2, 2) (2.1.54)
¢(2,2) + D _(en(=2"T1)0. + &(=2"11)0:)o(2, 2)

— ¢(2,7) = 3(2,2) =D _(enln + Enln)d(2, 2) (2.1.55)

n
e podemos identificar I, = —z"10, e I, = —2z""'9; como os geradores de simetrias
infinitesimais conformes bidimensionais. A algebra correspondente a esse grupo, conhecida
como Algebra de Witt, é

L, L] = (M — 1) ln (2.1.56)
Ly 1n] = (M= )i (2.1.57)
Iy 1] = 0 (2.1.58)

e tem dimensao infinita, j4 que n € Z. As duas primeiras relagoes de comutagao sao
idénticas a menos da mudancga de variavel z <+ z, o que sugere que z e z devem ser tratadas
como varidveis independentes. Assim, estamos considerando efetivamente C? em vez de C,
e a complexificacao, em vez de R? — C, é R? — C2. Mais ainda, lembremos que para que
as SCTs estejam globalmente definidas, estamos considerando a compactaciao de C?, isto

é, C? U oo = C2%, conhecida como esfera de Riemann.

A Algebra de Witt admite uma extensio central [Schottenloher 2008], a Algebra

de Virasoro:

[Lins L] = (m = 1) Linin + 5 (m* = 1) (2.1.59)
[ima En] = (m - n)[jm-i-n + TCQ(mS - n)5m+n70 (2160)
(Lo, L] =0 (2.1.61)
onde ¢ ¢ a carga central (ver apéndice A).
Outra coisa a ser notada é que em z = 0 o gerador [, = —2""10, ndo é uma

singularidade s6 se n > —1. E em z = oo surge a restricdo oposta: n deve obedecer

n < 1, o que ¢ facilmente demostrado fazendo uma mudanca de variavel z — i Assim, os
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geradores globalmente definidos sao [_1, ly e [;. Agora vamos ver quais as transformacoes
geradas por essa subalgebra.

Iy =0, (2.1.62)

que é o gerador de translagao, z+— z+b, be C.
lo = —20, (2.1.63)

que é o gerador de "dilatacdo complexa': z — az,a € C. Fazendo z = re*® na (2.1.63)

obtemos:

lo+1ly = —rd, (2.1.64)
i(lo—1lo) = —0y (2.1.65)

que sao, respectivamente, o gerador de dilatacao, » — ar,a € R, e o gerador de rotacgao.
Por fim,
L, = —2%0, (2.1.66)

que € o gerador de SCTSs, w—»w—c = 2+ =5, c€C.

A transformacao mais geral possivel é, entao:

MEEG2 e ay € C (2.1.67)

212 + a9
que s6 é inversivel se det A # 0. Essa transformacao, conhecida como transformagao de
Mobius, é invariante sob a;; — —a;;, entdo do grupo SL(2, C) precisamos subtrair o grupo
ciclico Zs. Assim, o grupo conforme da esfera de Riemann S? = C,, ¢ o grupo de Mobius

SL(2,C) \ Z.

Para a dlgebra de Virasoro, o segundo termo do lado direito das equagoes (2.1.59)
e (2.1.60) é zero para m,n = —1,0, 1, entdo ela se reduz a algebra de Witt para esses casos
e L_1, Ly, Ly também sdo geradores do grupo SL(2,C), com L_; gerando translagoes, Lo,
dilatagoes e rotagoes, e Ly, SCTs. Isto é um fato geral: algebras de Lie de dimensao finita

nao tém extensodes centrais nao triviais. [Blumenhagen e Plauschinn 2009]

2.2 Campos Primarios

Campos primarios também podem ser entendidos como tensores conformes irredu-
tiveis, por nao poderem ser derivados a partir de outros campos, e porque todos os campos
ditos descendentes sao obtidos a partir deles. Eles sao aniquilados pelos operadores de
destruicao e a menor dimensao conforme de uma representacao da algebra conforme, como
veremos em detalhes nessa secao e também na secao 2.6. Vamos comecgar com algumas

defini¢oes
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Definicao 2.2. Campos que dependem apenas em z sao ditos holomorficos, ou quirais.

Campos que dependem apenas em z sao ditos anti-holomorficos, ou anti-quirais.

Definigao 2.3. Se um campo ¢(z, z) se transforma sob reescalamentos z — Az de acordo

com

B(z,2) = ¢ (2,2) = \'ANp(Az, A2) (2.2.1)
entdo € dito que ele tem dimensdes conformes (h, h).

Definigao 2.4. Se um campo se transforma sob transformagoes conformes z — f(z) de

acordo com

o220 (29 = (2 (2 otrcen. 7o) (2:22)

entdo ele é chamado campo primdrio de dimensio conforme (h,h). Se (2.2.2) é verdade
apenas para transformagoes globalmente conformes, entdo ¢ € um campo quasi-primdario.

Os demais campos numa CFT sdo ditos secunddrios.

Essas defini¢gbes sao apresentadas como tal, mas na verdade podem ser derivadas a

partir das fungoes de correlagao [Francesco, Mathieu e Sénéchal 2012]

_ _ 1 _ -
(012 2)0a(w, @) =  [[AD]on (2, 2)nw, w)e (2:23)
considerando a a¢ao S, bem como o funcional de medida da integragao [d®], conformemente
invariantes. Veremos as funcoes de correlagdo em detalhes na secao 2.4.4.

Vejamos como fica a equagao (2.2.2) para transformacgoes conformes infinitesimais,

isto é, z — f(2) = 2+ €(2), com €(z) < 1. Até primeira ordem, temos

@Dh: @wa&%y (2.2.4)

_ ()4 (2N (2.2.5)
= 1(—81-22326(2() fé(l)

Oz +e(2), 2) = ¢(2) + €(2)0.0(2, 2) + O(€?) (2.2.6)

(1+ hse(2))(1 + hde(2))p(z + €(2), 2 + &()) (2.2.7)
(14 hd-e(2) + hd.€(2))p(z, 2)(€(2)0:0(2, 2) + €(2):0(Z, 2))
)

= ¢'(2,2) =

= 0(2,2) + 0(2, 2) (h0:€(2) + h:e(2)) + €(2)0:0(z, 2) + €(2)0:0(%, 2))
= ¢(2,2) + (hOsz€ + €0s + ho.e + €0,)p(z, Z)

= §.:8(2,2) = (hOz€ + €D; + hd,e + €D,)¢(z, 2) (2.2.8)
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2.3 Tensor Energia-Momento

Talvez o mais bonito e importante teorema da fisica-matematica, o Teorema de
Noether, afirma que para cada simetria de uma teoria (a simetria é diferencidvel e é gerada
pela acdo) existe uma corrente local j,(x) conservada, isto é, 0*j, = 0. Para teorias com

simetria conforme, z# — z* 4 €*(x), temos que

Jp = Twe” (2.3.1)
Para € = constante:
0=0"j,=0"T,€¢)=¢e"T,) = 0"T,, =0 (2.3.2)
Para e qualquer:
0=0"j,
= (0"T )" + T, (0"€”)
_ ;Tw(aue” o (233)
_ ;TW(”:;aye” + ”;V aw)
= T4(00)

isto é, numa CFT o tensor energia-momento tem traco nulo. Agora vejamos o que acontece

para o caso bidimensional. Temos que

_ Ox* 0xP
w gk ggv P

Fazendo = v =z, e o, 3 = 0,1 e lembrando que 2° = %(2 +2) ezl = i(z — Z), temos

(2.3.4)

_ 0x® Oxt 0x° 0x oxt 0x' ox! Oxt

0z 0z 01+82 0z 00+62 0z 10+8z 0z M (2.3.5)
1 ) . .
= §(T00 - ZTlo)
Similarmente,
1
T:: = §(T00 +iTo) (2.3.6)
E ainda
1 ©

Além disso, 0,7}, = 0, isto ¢&,
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0Too + 01 Tho =0 0:1.. =0
=
OoTor + 01T =0 0.1z =0
ou seja, os componentes do tensor momento-energia que nao zeram, T,,(z, z) = T'(z)

e Tyz(2,2) = T(%), sdo holomoérfico e anti-holomérfico, respectivamente.

2.4 O Formalismo de Operadores

Nessa secao nosso objetivo é chegar a uma expressao para a Expansao do Produto
de Operadores (OPE). A ideia da OPE é escrever o produto de dois campos A(z) e
B(y) em pontos = e y quaisquer como a soma de campos locais C;, o que é importante
para determinar a estrutura algébrica do produto de campos. Produtos entre campos
aparecem sempre que olhamos para fungoes de correlagao, como veremos adiante. Fungoes
de correlacao, por sua vez, sao uma generalizacao da matriz de espalhamento. Vamos

reunir alguns elementos necessarios a construgao da OPE.

2.4.1 Quantizacdo Radial

Ao fazer a compactaciao de C2?, poderiamos ter tomado um rumo diferente, e
compactado apenas um dos eixos do plano complexo, obtendo um cilindro em vez da esfera

de Riemann. A esse processo chamamos quantizagao radial.

Vamos compactar a diregdo euclidiana espacial z! num circulo de raio R (que

consideraremos unitario) e introduzir a coordenada w definida como

w = 2° + izt com w ~ w + 2mi (2.4.1)

Mapeando o cilindro no plano complexo, temos

z=c" =¢e" e (2.4.2)

ou seja, translacoes temporais 2° — 2% +a no cilindro sdo mapeadas em dilatacoes z — €%z,

enquanto translacdes espaciais o' — ' 4 b sdo mapeadas em rotacoes z — ez.

Com essa forma diferente de compactagao, vamos ver o que acontece com o campo
¢(z, z) de dimensao conforme (h, h), definido em 2.3. Escrevendo-o como uma expansao

de Laurent em torno de z = z = 0, obtemos

$(2,2) = Y umz " hET" (2.4.3)

n,me”L
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Figura 5 — quantizacao radial: o operador dilatacao D da CFT corresponde ao operador
translagao temporal do AdS.

Olhando para (2.4.2), vemos que o passado infinito ° = —oo é mapeadoa z = z = (.
Assim, um estado assintético vindo do infinito para uma regiao de interacao, pode ser

definido como

[bin) = lim é(z,2)[0) (2.4.4)
— % —n—hz—m—h i
- Zgrg%%zz G |0) (2.4.5)

que é nao-singular contanto que

Gnm [0) =0 para n > —hem > —h (2.4.6)

Um forma mais elegante de expressar a quantizagao radial é
e =r (2.4.7)

que vem do fato de z e z poderem ser expressos, em coordenadas globais (r, T, ), simulta-

neamente, por
z2=T1+10 e zZ=T1—16 (2.4.8)

z =re e z=re " (2.4.9)

substituindo (2.4.2) e sua anti-holomoérfica nas equagoes (2.4.9) vemos que as duas expres-

soes levam a (2.4.7).
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2.4.2 Cargas Conservadas

O Teorema de Noether implica que, dada a corrente (2.3.1), associada & simetria

conforme, existe uma carga () conservada

Q= /dxljo em z° = const. (2.4.10)

que é o gerador de transformacoes de simetria para um operador A que pode ser escrito

como

§A =1[Q,A (2.4.11)

onde o comutador é calculado em tempos iguais. Em coordenadas complexas, (2.4.10) fica
1 _
Q= — ¢ (d2T(2)e(z) + dzT(2)e(2)) (2.4.12)
2mi Jo

onde |z| = |z| = C. Entao, fazendo A = ¢(z,2) em (2.4.11) temos

5w, ®) = —— § d=[T(2)e(2), b(w, ®)] + 21m § AT, o) (2413)

2w Jo
Para determinar se w e w estdao dentro ou fora do contorno C', lembremos que,
em teoria quantica de campos, func¢oes de correlagao sao definidas apenas como produtos
ordenados temporalmente, o que, considerada a mudanca de coordenadas que fizemos,
significa uma ordenagao radial. Assim, os produtos em (2.4.13) s6 fazem sentido para
|z| > |w]| e |z| > |w|. Em geral, a ordenagao radial de dois operadores A e B é definida

como

A(z)B(w) para |z| > |w]
A(z)B(w)) = 4.
RAz)Bw) {B(w)A(z) para |w| > |z| Z41

— 74 dz[A(2), B(w)] 7(Z|>w dzA(z)B(w)—f dzB(w)A(z) (2.4.15)

2| <[w]

- 740 o, RAG)BW) (2.4.16)

e a equacao (2.4.13) fica

1 _

bee(w, @) = - fc " (dee(=) R(T(2)$(w, ) + dze(2) R(T(2)p(w, w)))  (2.4.17)

Reescrevendo (2.2.8) para ¢(w,w), temos

Ocep(w, @) = h(Oue(w))p(w, W) + €(w)(Qud(w, W) + h(Iné(w))P(w, w) (2.418)
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Agora precisamos introduzir duas identidades, que vém do resultado fundamental

f% = 27i:

Dpe(w) = 217” fc(w) dz(;_(zl)u)z (2.4.19)
e(w) = 217” jaé " dz;(_zzﬂ (2.4.20)

e seus respectivos anti-holomorficos. Multiplicando os dois lados da primeira expressao
por h¢(w,w), os dois lados da segunda por d,,¢(w, w), e substituindo em (2.4.18), temos:
1 1
Sect(w, @) = — 7{ deh———¢(w, @) + — ]{ 1, o(w, )
C(w) C(w)

2w (z —w)? 27i zZ—w

. e smw) CI
" omi 740(@) Chig gttt fcw) dz———0pp(w, w)

27i (z —w)? 2mi Z—w

(2.4.21)

Agora, comparando com (2.4.17), temos

fc(w) dze(2)R(T(2)p(w, w)) = 72@) dze(Z)(<Z _hw)2 b O )gb(w,w) (2.4.22)

Z—w
juntamente com a expressao analoga para os termos anti-holomérficos. Entao os integrandos
de ambos os lados dessa equagao sao iguais a menos de um diferencial total e podemos
escrever:

h Ow

RT(2)9(w, @) = -3 6w, ®) + =7

que é a expansao do produto radialmente ordenado (OPE) do operador energia-momento,

d(w, @) + ... (2.4.23)

T(z), e do campo primério (j& que usamos a (2.2.8) essa restri¢ao foi imposta), ¢(w,w).

Agora veremos como fica a expansao do produto (radialmente ordenado) de dois
tensores energia-momento. Primeiramente, temos que a expansao de Laurent para o campo

holomérfico T'(z) é dada por

T(z) =Y 2"7"L, (2.4.24)
neZ
onde
L,= 1%dzz"+1T(z) (2.4.25)
" 2mi o

sao os modos de Laurent. Expressoes analogas sdo validas para o campo anti-holomérfico
T'(%). Substituindo isso tudo em (2.4.12), e lembrando da série de Laurent para ¢ obtemos,

para a parte holomérfica:
1
Q, = %%dzT(z)(—enz”H)

= E—n%dz > 2L,

2m ) ez (2.4.26)

o _6771 n—m-—1
=5 Z j{dszz

¢ mEZ

= _enLn
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ou seja, identificamos os modos de Laurent, L, com o os geradores das transformagoes
infinitesimais conforme, @),,, de modo que usando as expressoes para (), no comutador
[L,, Ly,], devemos obter a dlgebra de Virasoro, o que de fato acontece [Blumenhagen e

Plauschinn 2009] para

RI(:)T(w)) = 1 0_/30)4 + (iT—(Z)V + a;”i(;”) (2.4.27)

onde ¢ é a carga central e |z| > |w|. A expressao (2.4.27) é a OPE do tensor energia-

momento holomoérfico.

2.4.3 Transformacdo Conforme do Tensor Energia-Momento

Com base na expressao (2.4.23), podemos definir campos primérios de uma maneira

alternativa.

Defini¢iao 2.5. Um campo ¢(z,%) € dito primdrio de dimensio conforme (h,h) se a

expansao do produto entre os operadores T'(z) e ¢(z,2) assume a sequinte forma

T(z)¢(w, w) = (Z_hw)2<l5(w,w) + z—lw w®(w, W) + termos nao-singulares  (2.4.28)

1
T(2)p(w,w) = ﬁqﬁ(w,w) + ——0g¢(w, w) + termos nao-singulares  (2.4.29)
Z—w —w

Comparando essas expressoes com a OPE (2.4.27) fica evidente que T'(z) ndo é um
campo primario. Vamos ver, entdo, como T'(z) se comporta sob transformacao conforme

infinitesimal da coordenada, isto é, sob f(z) = z 4+ €(z), com €(z) < 1. Usando a equagao
(2.4.17) com ¢(w,w) = T'(w), temos

5.T(z) = 217” /.  dwe)T@T () (2.4.30)
b el c/2 2T (w)  0,T(w)
- 2mi %C(z) dwe( )(z —w)? * (z —w)? * Z—w (24.31)
- %826(2)+2T(z)8ze(z)—|—e(z)82T(z) (2.4.32)

Agora precisamos introduzir a derivada schwarziana de uma funcao f(z) = w. Ela

é representada por {w; z} e definida como

3

0.w)(9w) — 5(afw)?) (2.4.33)

1
{w; 2} = W((
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Para w = f(2) = 2z + €(2):

(14 .0(0%) — (027 = 0%e() (2.4.34)

z—i—e(z);z:m

até primeira ordem em €(z). Assim, (2.4.32) fica

0.1 (2) = 1—62{2’ +€(2); 2} + 27 (2)0,¢(2) + €(2)0,T(2) (2.4.35)

Por outro lado, 6. = T"(z) = T'(z), entao

T'(z) = %{z +e(2); 2} 4+ 2T(2)0.€(2) + €(2)0.T(2) + T(2) (2.4.36)

Note que, até primeira ordem em €(2):

()G veen = (4200 + (2007 (2.4.37)

= T(z2)+€(2)0.T(2) + 2T (2)0,¢(2) (2.4.38)

E possivel mostrar que, em geral, sob uma transformacio conforme f (2), o tensor
energia-momento holomoérfico, T'(z), se transforma como 7'(z) — 7"(z), com T"(z) dado

por

) = (Y 1) + S (2.4.30)

que verificamos para o caso f(z) = z + €(2).

Na verdade, T'(z) ¢ um campo quasi-primdrio: note que, como {f(2); 2} ~ 9%¢(z),
para f(z) € SL(2,C) e €(z) é no maximo quadrético em z, entdo a derivada scrwarziana ¢é

nula para transformagoes globais conformes e T'(z) se transforma como

of

az>2T( £(2)) (2.4.40)

T(z) = 7'(:) = (

isto é, como um campo quasi-primério de dimensao conforme (2,0), o que faz muito sentido

tendo em vista a expansao de Laurent (2.4.24).

Deve ser evidente que sao os modos de Laurent L, e nao modos genéricos T,, que
aparecem na expansao de Laurent pro campo holomoérfico energia-momento T'(z) por conta
da identidade @),, = —¢, L,: os modos de Laurent sdo identificados com o operador carga
@, que é o gerador de simetria para um operador A que possa ser escrito como 0A = [@Q, A].

Bem, T'(z) é tal operador.
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2.4.4 Funcoes de Correlacao

Todo o nosso interesse em calcular o produto entre operadores primarios e quasi-
primérios reside no fato de que as fungoes de correlacao, que sao generalizagoes das matrizes
de espalhamento da Teoria (Conforme) Quantica de Campos, sdo nada mais nada menos
que o valor esperado desse produto, radialmente ordenado. Ou seja, fun¢des de correlagao
trazem informacoes sobre como particulas interagem numa regiao finita, vindas do infinito.
Podemos, inclusive, tracar um mapa entre os vértices dos diagramas de Feynman que
ilustram o espalhamento de particulas (campos), e os coeficientes dos produtos envolvidos
nas fungoes de correlagdo, como veremos na se¢ao 3.3. Vamos ver como sao as funcoes de

correlacao de dois e trés pontos para campos quasi-primarios.

Funcgoes de Correlagdo de Dois Pontos

Vamos determinar a forma da fungao de correlagao

(01(2)¢a(w)) = g(z,w) (2.4.41)
usando apenas as simetrias do grupo SL(2,C).

A invariancia sob translagoes f(z) = z + a, gerada por L_; requer que g seja da

forma g(z — w). Assim,

gz—w)—=d(z-—w)=g(z+a— (w+a)) =g(z —w) (2.4.42)

Adicionado a isso, a invaridncia sob reescalamentos f(z) = Az, gerada por Ly requer

que g seja da forma (Zﬂf)%, onde dy5 é chamada constante de estrutura. Assim,

(@1(2)¢a(w)) = (A" $1(A2)N"2h(w))
)\h1+h2d12
(Az — Aw)hithe
d12
(Z — w)h1+h2

= (¢1(2)p2(w))

Finalmente, a invariancia sob SCTs requer que h; = hy. Vejamos por qué. Primei-

(2.4.43)

ramente, note que, essencialmente, a transformacao especial conforme pode ser escrita

como f(z) = —é, jad que a translagao entre as inversdes pode sempre ser reescalada e
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transladada e se tornar apenas uma troca de sinal. Dessa forma,

(¢1(2)pa(w)) — <Z%1w%¢< B i>¢< - ;)>

B 1 dys B dis (2.4.44)
= ~2h1qy2h2 (_ 1 l)hl+hz - (z _ w)h1+h2

A 1ltima igualdade so6 é satisfeita se hy = ho.

Portanto, as simetrias do grupo globalmente conforme SL(2,C \ Zy) determinam,
a menos da constante de estrutura d;;, a forma da funcao de correlacao de dois pontos, de

campos holomoérficos quasi-primarios, como sendo

dijOn; n,
(9i(2)0;(w)) = (o —w)h (2.4.45)
Precisamos, é claro, que para determinado ponto no plano complexo, a funcao de dois
pontos assuma apenas um valor, mesmo que uma rotacao seja feita, ja que essa é uma
isometria satisfeita. Para tal, surge uma restri¢ao: note que efetuando uma rotacao no

21

plano complexo, isto é, z — ez, o denominador do lado direito da equagao (2.4.45) vai

27ri<

para e>™(z —w)?", de forma que ela é injetiva apenas para valores inteiros ou meio-inteiros

da dimensao conforme.

A Funcgao de Correlagio de Trés Pontos

Fazendo z;; = z;— z;, temos que a invariancia sob translacoes, a fungao de correlacao

(@1(21)2(22)P3(23)) = g(21, 22, 23) (2.4.46)

tem a forma

(91(21)P2(22)P3(23)) = g(212, 223, 213) (2.4.47)

pois, uma vez que sempre é possivel efetuar translacoes sem alterar a fisica, apenas as

distancias relativas entre os pontos onde consideramos os campos importa.

Da invariancia sob reescalamentos, temos que

g(21, 22, 23) = )X d1(Az1) A" (Nz2) A" b3 (A23)
= Nthths g (X215, Mzag, Azis) (2.4.48)
= (212, 223, 213) usando eq.(2.4.47)

C1123

ﬁ (2.4.49)
212233213

— 9(212; 293, 2’13) =
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Da invariancia sob SCTs,

C 1 2129)%(29253)0(2123)¢
a 223c = T2hi 2hs 2h3( 122)"(z27) (2122) (2.4.50)
R12723%13 21 23 %3

2y 283213
oquelevaaa=hy+hy—hs, b=—hy+hy+ hzec=hy— hs+ hs.
Portanto, as simetrias do grupo globalmente conforme SL(2,C \ Zy) determinam,

a menos da constante de estrutura (o3, a forma da funcao de correlacao de trés pontos,

de campos holomérficos quasi-primarios, como sendo

Chas
(@1(21)Pa(22)P3(23)) = i Tha—hs _—hithaths hi—haths (2.4.51)
<12 <23 <13

Note que tanto na fun¢ao de dois quanto na de trés pontos, a indeterminacao da
constante de estrutura nao é uma peca faltando, mas sim algo que reflete o fato de haver

liberdade na normalizacao dos campos.

Agora temos os elementos necessarios para determinar a OPE para dois campos ¢;

e ¢; quaisquer.

245 A forma geral da OPE

Vamos comegar com o ansatz

bi(2);(w) = 3 CkZut )hihjhkn 9" pp,(w) (2.4.52)

L _
kS0 n! (z—w

e usa-lo numa funcao de correlagao de trés pontos, com w = 1:

n
, G 1

(6i(2)0; (1) (0)) = Y O -2 e (0" (1) 05(0)) (2.4.53)

Ul (2 —
s Yt (z—1

Usando (2.4.45), o termo (0"¢;(1)¢x(0)) fica

an

hk%<2_2hk)|zz1 (2454)

di0
(0" Gi(1)61(0)) |1 = ag( i )

= di0p,,

z=1
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Calculando o termo £ (27 2)|,_y:

an—l

=1 = 5T
an—2
- azan

an

@(Z_Qhk”

(—Qth_Qhk_l) |z=1

((=2h) (=2hy, = 1)272"72) |y

= D (a2t~ 1) (2 )
= (—1)"(2hs) (2he + 1) ... (2hg 4+ n)(2hy +n — 1) (2.4.55)
= @h+n—1)nl
=) (2h, — 1) nl
—(2hy +n —1)!

= (=)™ 2l (2hy — 1)!

_ (1) (Qhk tn— 1)

e entao (2.4.54) fica

2h, +n—1

<8n¢l(1)¢k(0)> |z:1 = (—1)nn! F dlk5h17hk (2.4.56)

n

Assim, (2.4.53) fica
—1)" 2hk +n—1
(@:(2)6;(D3ul0)) = X CLally— 1<)hi3hj_hl_n ( ) (2.4.57)
I,n>0 n
Por outro lado, fazendo z; = z, 25 = 1 e z3 = 0 na equagao (2.4.51), da

Cijk

(9i(2)0;(1)¢r(0)) = = 1)hi+hj3hkzhi_hj+hk (2.4.58)

Juntando as equagoes (2.4.53) e (2.4.58), temos

[,n>0 n

=

I n ni., _1\n — J
Z C’L aul( 1) (Z 1) ( ) (1 + (Z _ 1))hi—hj+hk

1,n>0 n

— Yijk Z

"z — 1)1 (hi—hj+hk+n—1
n

(2.4.60)
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onde usamos a relagao

n=0

T :@H _ i(_m (H = 1) " (2.4.61)

com x = z — 1. Da equagao (2.4.60), temos que

Clidi = Ciji
-1
Qi =
n n

E isso. A OPE de dois campos holomérficos quasi-primérios tem a forma geral
dada por (2.4.52) com coeficientes dados por (2.4.62).

Ezxpressao Geral para as Relacoes de Comutacdo

Usando as equagoes (2.4.52) e (2.4.62), e lembrando da expressao para a expansao

de Laurent para campos holomoérficos ¢;(z):
= puymz M (2.4.63)

onde h; é sempre inteiro ou meio-inteiro, chegamos a

com o polindémios

o [—m+h; =1\ [—n+h; —1
piﬂf(m>n) = Z Cfﬂ,]sk ( ) ( ’ ) = Phihjhk(m7n)

r,sEZSL r §
r4+s=h;+h;—h—1
(2.4.65)

(2hy = 1) sﬁ(?h—Z—r—t)ﬁ(Zh—Q—s—u) (2.4.66)
(hi +hj 4y, = 2)! 25 wso h
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2.4.6 Determinacao das constantes de estrutura

Da (2.4.64) segue que

16— 10) 1> = (0 &5y b5y 10)
= (0] @@)+nP(i)-n |0)
= (0] [P(i)4n, P(i)—n] |0) ordenamento radial com n > h

i n + hl -1
= C:L?iphihihj (n, —n) (0] )0 0) + d; ( )

2h; — 1
2h; — 1

Para h = n e usando (¢| = (0] d@)4n |¢) = P(i)—n |0), 0 lado esquerdo da (2.4.67)

fica (¢]¢), e
(n+m—1):<h+h—1):1 (2.468)
2h; — 1 2h — 1

Isto é, vemos que a norma de um estado |p) = ¢_;, |0) é igual a constante de estrutura da

(2.4.67)

funcao de dois pontos:
(9l¢) = dgs (2.4.69)

Vamos determinar também a constante de estrutura da fungdo de trés pontos de

campos holomérficos quasi-primarios. Da (2.4.51) segue que
Chag = 2y Thehagpthatha g u=hatha (g, (21) 9 (22) 03(23)) (2.4.70)

Tomando o limite z; — 0o e 23 — 0.

0123 = Z}gnoo Zlglr_)no Z{g-ﬁ-hg—hs 22—:))h1+h2+h3 Z{Lé—hQ-i-h:s <¢1 (21)¢2(22)¢3(ZS)>

= lim lim 2"z "MH248 () (21)do(20) 3 (23))
#1700 230 (2.4.71)
= gy Mthaths i 2" (0] ¢1(21) 2 (22) 213@0 $3(z3) [0)

= 23" 0] b1y D2 (22) D(3)—hs |0)

— gyMtheths — const. = —hy+hy+hy =0 => hy = hy — hs (2.4.72)

Portanto,
Cras = (0] (1) +h1 P(2)+h1—hs D(3)hs |0) (2.4.73)
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Agora vamos determinar as constantes ij e d;; para T'(z), isto é, para i,j, k = L,
h; = h; = h; = 2. Da (2.4.64) segue que

m+ 1
[Lm, Ln] = CfLP222<m, n)Lm+n -+ dLL§m+n,0 ( 3 ) (2474)

Da equagao (2.4.65) segue que

—-m+1 -n+1
sz(mm:ci%( 1 )*Cﬁ?f( )

1
1 1 2.4.
:—5(—m+1)+§(—n+1) (2.4.75)
. m—n
2
com N ' ) '
Cig = (=D 2=—5 G =(-1)'};2=5 (2.4.76)

Entao
m-—-n m> —m
[Lm7 Ln] = CfLTLern + dLL6m+n,0

Comparando com (2.1.59), temos que

(2.4.77)

Cip =2  dpp= g (2.4.78)

2.5 Produto Normalmente Ordenado (NOP)

Nessa se¢ao vamos ver como a regra geral da teoria quantica de campos "operadores

de criacao a esquerda'é expressa em CFT.

Entao, pra comecar, vamos determinar quais sao os operadores de criacao e des-

truicdo numa teoria conforme de campos. Usando a equacao

Gnm [0) =0 para n>—-h e m>—h (2.5.1)

e lembrando que H = Ly + Ly, onde Ly é chamada energia holomérfica, vamos calcular

Loy, |0) para um campo primdrio holomérfico ¢y,

Lodn [0) = (Lo¢n — ¢nlo) |0) = [Lo, ¢u] [0) = —1¢n |0) (2.5.2)
onde usamos [Ly,, ¢m] = ((h — 1)m — n)@min € Lo|0) = |0). Lembrando que ¢, 7 [0) =0

vemos que a energia holomérfica é limitada por baixo: somente valores h+n com n > 0 sao
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permitidos. Assim, precisamos exigir que os operadores de criagdo criem somente estados

com energia positiva. Concluimos que

¢, com n > —h sao operadores de aniquilacao (2.5.3)

¢, com n < —h sao operadores de criagao (2.5.4)

Analogamente para a energia anti-holomérfica Lo:

bm com m > —h sdo operadores de aniquilacdo (2.5.5)

$m com m < —h sao operadores de criacio (2.5.6)

Entao, é claro, como estamos interessadas em escrever o valor esperado do produto
de operadores que possam ser escritos em termos de operadores de criagao e aniquilagao,
nos depararemos com os dois seguintes casos: operadores de criagao a direita ((0| pp<—_p) €
operadores de aniquila¢ao a esquerda (¢,~_p, |0), ambos termos nulos. Assim, a prescri¢ao

de ordenamento normal é, sem surpresas: operadores de criagcdo a esquerda.

2.5.1 Produtos Normalmente Ordenados e OPEs

Porque o ordenamento normal é tdo natural (quando ele ainda nao foi realizado, os
termos fora de ordem dao zero até que no total essa ordem esteja estabelecida), ele aparece
na prépria definicdo da OPE. Denotando o Produto Normalmente Ordenado (NOP) entre
dois campos ¢(z) e x(w) como : x¢ :, temos que ele aparece nos termos regulares da OPE

da seguinte forma:

P(2)x(w) = sing. + Y _ (z—n'w)" :x0" ¢ (w) (2.5.7)
n=0 :
O que, paran =0 é
n>—h® n<—ho

Para determinar o NOP de campos quasi-primérios vamos usar as identidades

: 00 = Z (—h® —n)Xken®n + Z (=h® — 1) OpXkon (2.5.9)
n>—h%—1 n<—h?—1
D OXO = Z (—hX — k4 n)Xk—n®Pn + Z (—h* — k 4+ n)bnXk—n (2.5.10)
n>—h? n<—ho

onde o indice k indica o k-ésimo modo de Laurent.

No geral, NOPs de campos quasi-primérios nao sao eles mesmos campos quasi-

primérios [Blumenhagen e Plauschinn 2009]. Lembrando da equagao (2.4.27), e juntando
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a ela a equagao (2.5.7), temos

T(z)T(w) = e C_/i)>4 + (jji(z))z + 2ZT_<U:U)—|- (TT : (w) + ... (2.5.11)

Por outro lado, usando a expressao geral para OPEs de dois campos quasi-priméarios,
as (2.4.52) e (2.4.62), podemos ver que o termo correspondente ao NOP, isto ¢, o termo
2

(z—w)°, com h;+h; —h, —n =0 = n =2 fica 9°T, com coeficiente C}.“22, onde

2 _ 3 T _ ~
Uy = 15 € Cpp = 2. Ou seja,

TT : (w) = 13082T(w) +N(TT) (2.5.12)

onde N(T'T) denota os termos de ordem (z — w)° para cada k da (2.4.52).

Note que (2.5.12) ndo é quasi-primdrio, ji que 9*T nao o é.

2.6 O Auto-espaco de uma CFT

As derivagoes que fizemos até agora podem parecer um tanto restritas: estudamos a
OPE e as fungoes de correlagdo para campos quasi-primarios, que sao ainda mais restritos
que os priméarios. Essa restricdo aos campos quasi-primarios se justifica porque estamos
interessados principalmente na subdlgebra conforme global {L_;, Lo, L1}, e nesse caso
podemos pensar nos quasi-primarios como globalmente primarios. Ainda assim, por que
nos restringir aos (globalmente) priméarios? Por que todos os demais campos podem ser

derivados a partir deles, conforme veremos em detalhes a seguir.

2.6.1 Os Mbdulos de Verma

Vamos novamente considerar 7'(z). O NOP de dois T’s pode ser determinado
através da substituicdo da expressao geral (2.5.8) para o modo de Laurent : T'T :, na sua

expansao de Laurent:

:TT::Zz_k_4:TT:k

kez
- Zz_k_4< Z Lk—nLn+ Z LnLk—n) z—0

e S ns-2 (2.6.1)
= > LoayLot ) LiLyy, Mas —4-n<—2 = n>—2

n>-—2 n<—2
— L_QL_Q

=TT 4 ‘O) = L,QL,Q ‘O) (262)
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onde usamos [¢);, = lim ¢(2) |0) = ¢_, [0) com ¢(2) = T(2) = Xyez 2" Ly

Analogamente,

2TOT - = Z 27k 5 TOT o

keZ
=S (Y (ch=n)lialn+ Y (~h=n)Lalin) 20

keZ n>—h-1 n<—h-1 (2.6.3)
= Z (—2 - TL)L,g),nLn + Z (—2 - n)LnL,g),n

n>—3 n<—3
=L 3L-2

= :T0T :5|0) = L_3L_510) (2.6.4)
E possivel mostrar que
Teorema 2.1. Para cada estado |P) no chamado modulo de Verma
Ly, ...Lp, |0) :n; < =2 (2.6.5)
podemos encontrar um campo F € {T,0T,..... TT :,: TOT :,...} com a propriedade
Li_r)r(l) F(z)0) = |D) (2.6.6)

Para que fique claro, nos nossos exemplos, tais estados |®) sdo L_oL_5|0) e

L_3L_510), e seus respectivos campos F' sao : TT : e : TOT .

Na verdade, podemos generalizar esse resultado permitindo que o campo F' pertenca

[0(2)] :={P(2),00(2),....: To:,: TOP :} (2.6.7)
onde o campo ¢(z) é priméario e holomorfico de dimensdo conforme h, e da origem ao
estado |¢) = |h) = ¢_1, |0), que, pela prépria definicio de estado primério, satisfaz

Li|¢) = [Li, 91} [0) = (h(k + 1) = k)4 [0) = 0; k>0 (2.6.8)
Assim, temos, para k =1
L6 10) = [Lo1,6-4]10) + &1L 1 [0)
= (b= 1)(=1) + W)p1 4]0} + 61 [0) (2.6.9)
=¢_1-110) +|h)
Para k = 2:
LaL 1¢ n]0) =L 1(¢-1-4(0) +¢_1|0))
=L 1¢-14|0) + L 191 10)
=[L-1,¢-1-1]10) + d—1-4L-110) + d—1-4(0) + |R)
=((h=1(=1) +1+h)¢_1-1-1[0) + ¢—1-210) + ¢—1-1,[0) + |R)

=2¢_9110) +2¢_1_4 + |h)
(2.6.10)
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E assim por diante até que possamos ver os chamados campos descendentes, encabecados

pelo chamado estado de maior peso conforme, |h):

Campo Estado Nivel (k=)

() ¢-n|0) = |h)
9¢(z) L_1¢_10)
Po(z)  LorLroon |0
:To L_9¢_110)
Bé(z) L AL 1L 161 |0)
:TOg L_sL_1¢_4|0)
10T L_3¢-10)

W W Wi D= O

O conjunto desses campos na primeira coluna e em (2.6.7) é dito ser uma familia conforme

e também pode ser denotado por
{Lp, .. Ly d(2) iy < —1} (2.6.11)

No nivel k h&d P(k) estados diferentes, onde P(k) é a funcao de partigao

.:fﬁ%mf (2.6.12)

Assim, sabendo a forma da OPE e das fun¢oes de correlacdo para campos quasi-
primérios, o sabemos também para todos os campos descendentes com simetria conforme

global.

Como consequéncia da unitariedade, isto é, a propriedade que garante conservacao
da probabilidade no espago de Minkowski, temos que os estados devem possuir norma nao
negativa. Lembrando que (¢|@) = dgy, isso implica que dg, > 0. Agora vamos calcular a

norma do estado L_; |¢):

L1 1o} [P = (bl LiL-1]9) (2.6.13)
= (¢|[L1, L-1][9) (2.6.14)
= (¢[2Lo|0) (2.6.15)
= 2h{¢|o) (2.6.16)
= 2hdygy > 0= h >0 (2.6.17)

Isto é, pra uma teoria ser unitaria os pesos conformes de todos os seus campos primarios

devem ser nao-negativos.
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3 A Dualidade

O que precisamos manter em mente sobre o que vimos nesses dois primeiros
capitulos é o seguinte: verificamos que as simetrias do AdS (e portanto de sua fronteira) e
as simetrias de uma CFT sao as mesmas, verificamos que a fronteira do AdS é sempre
conformalmente plana e herda a assinatura do AdS (e que portanto é ela mesma um
espago-tempo), derivamos a algebra do produto de operadores para CFTs em espacos
planos para campos primarios, a partir de onde podemos obter a algebra para todos os
campos descendentes. Ou seja, estabelecemos o pano de fundo para o mapa entre teorias
quanticas gravitacionais no bulk do AdS, e CFTs na fronteira do AdS, mostrando que na
0AdS pode habitar uma CFT. A dualidade, ou correspondéncia é exatamente esse mapa,

que ¢ construido com a implementacao da hipdtese holografica, que veremos na secao 3.1.

Existem duas abordagens para se estabelecer a dualidade entre a teoria gravitacional
no bulk e a teoria de calibre na fronteira. Cada uma delas é mais 1til em uma ou outra
situacao, dependendo do que é conhecido sobre o sistema fisico que se busca entender.
Discutir AdS/CFT axiomaticamente é o que chamamos de abordagem "bottom-up', em
oposicao a abordagem "top-down', onde se usa uma teoria de campos conhecida vinda
a partir de uma teoria de cordas [DeWolfe 2018]. No caso da abordagem top-down
a teoria de gravitacao é derivada da teoria de cordas, e um dos pontos fracos dessa
abordagem é que essas teorias de gravitacdo sdo quase sempre muito complicadas (a
teoria de supergravidade do tipo IIB no AdSsxS® tem um conjunto infinito de campos
fundamentais, por exemplo [Szabo 2011]). J4 no caso da abordagem bottom-up, escrevemos
a teoria de gravitacao axiomaticamente, com as propriedades que desejarmos. Um problema
que pode surgir é que como nao temos uma Lagrangiana e nem mesmo uma lista dos
campos fundamentais da teoria de campos dual, podem existir patologias ocultas na teoria.
A abordagem pode, no entanto, controlar interacoes e acoplamentos e modelar fendmenos

exatos a serem estudados.

Essas abordagens, no entanto, estao ambas embasadas na mesma correspondéncia,
e como nesse trabalho nao estamos atacando teorias especificas, mas olhando de forma
bastante geral para a dualidade, isso fica apenas como observacao e olharemos para os

aspectos gerais do mapa entre gravidade e calibre, ou AdS e CFT.

3.1 Hipodtese Holografica

A hipotese holografica, ou redugao dimensional, como foi chamada originalmente
pelo prémio Nobel de 1999, o fisico holandés 't Hooft em [Hooft 1993], é uma hipdtese

que nasceu da observacao de que a entropia de buracos negros é proporcional a area do
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seu horizonte de eventos, e nao ao volume encapsulado por ela, como seria de se esperar.
Assim, a ideia é que podemos estudar a fisica do bulk olhando para a fisica no infinito, de

codimensao 1. Ou, como o préprio 't Hooft escreveu:

"given any closed surface, we can represent all that happens inside it by degrees
of freedom on this surface itself. This, one may argue, suggests that quantum
gravity should be described entirely by a topological quantum field theory, in

which all physical degrees of freedom can be projected onto the boundary."
numa traducao livre minha:

"dada qualquer superficie fechada, podemos representar tudo o que ocorre den-
tro dela por graus de liberdade na prépria superficie. Isso, pode-se argumentar,
sugere que gravidade quantica deveria ser descrita inteiramente por uma teoria
quantica de campos topoldgica, na qual todos os graus de liberdade fisicos

podem ser projetados na fronteira."

Nao foi a toa que analisamos na se¢ao 1.4 como as coisas se dao assintoticamente no
AdS. Outra coisa que nos vai ser muito 1til agora é o campo quéantico ¢(x), com x sendo
coordenadas generalizadas do AdS, construido na secao 1.3. Se a hipdtese da holografia
estd correta, quando tomamos o limite x — oo pelo menos alguns dos observaveis do
AdS devem ser reproduzidos no JAdS. Tomemos como observavel de teste as fungoes de

correlagao desses campos ¢, ja que sao detectaveis no infinito e sdo bem familiares do
ponto de vista da Teoria Quantica de Campos no AdS (AdS QFT) [Srednicki 2007].

A principio, olhando para a forma mais geral de um campo quantico, dado pela
equacao (1.2.57), a impressao é de que no infinito teremos simplesmente o campo nulo (o
que pode levar a pensar que nenhum estado de energia finita poderia chegar a algum ponto
especifico da fronteira, ou seja, que a fungao de correlagao sempre daria zero). Sejamos
cautelosos e olhemos para o comportamento de (1.2.57) prézimo do infinito, mas nao la
de fato. Podemos ver que ¥ — 0 & mesma taxa que cos™ p — 0 quando p — 5. Assim, faz
sentido definir um novo operador quéntico, O(t, §2), que representa o campo quantico ¢ no

infinito. Isto é

O(r, Q) = lim 202 2) (3.1.1)

e—0 eA

Colocando o campo (1.2.57) no lugar de 1 para calcular esse limite, vemos que
sin® p — cos’(ee™™) — 1 (3.1.2)

cos® p — sin®(ee”7) — ee A7 (3.1.3)
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onde, nas duas expressoes, a primeira seta indica o limite p — 7 — €e™" e a segunda seta
indica o limite € — 0. Entao o limite (3.1.1), lembrando que E,; = A + 2n + ¢, fica

1 d
Yoy — 7€_<2A+2n+Z)TYw(Q)2F1( —n,A+Ll+n, 0+ —, 1) (3.1.4)
Nane 2
t 1 @n+0)7y T d
Whoy = eV (Q) P (= n A Lm0+ 5 1) (3.1.5)
Nane 2

ou seja, o fator cos® p teve efeito de shift na dependéncia em 7.

Um resultado sobre fungoes hipergeométricas que vamos usar sem demostrar:

(3.1.6)

Fr+9HrEd — A
2F1(—H,A+€+n,€—|—c—i,1): (£+3) (?1 )
2 4_

F(n+0+HT(E —n—A)
juntando a esse resultado a expressao (1.3.44) para o fator de normalizagdo da fungao de
onda (1.2.57), e multiplicando por um fator constante de \/F(A + £2)/T(A), temos que

a normalizacdo do operador O é

(3.1.7)

Nowe \ nID(A)T(A — S2)T(E +n+ 1)

2

1 _JF(A—F”_{—@F(A_‘_”_(EQ)F(S)

Finalmente, o operador que representa o campo quantico (1.2.57) na fronteira do
AdS é

O(r,Q) = Z !

(e CARIHOTY, 1 (Q)ane + TV (Q)al,) (3.1.8)
n,l NOn@

Agora vamos usar nossas nogoes de fungao de correlacao e calcula-la para (3.1.8).
Préximo da fronteira do AdS, a funcao de correlacao de dois pontos para um campo ¢ é

dada por

(B(X)6(Y)) =~ F(Arﬁld)e—ww (319

onde o(X,Y) é o comprimento da geodésica entre X e Y, que na dire¢ao radial p é dada

pela integral

/psec(p)dp - ln(g —ple)) T —Ine (3.1.10)
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onde usamos p = § — ee” " no limite € — oo. Sem perda de generalidade consideremos X e

Y em lados opostos do cilindro do AdS Euclidiano. Assim, temos

F(A) e[—A(QT—ane)}

Q) V) =
OO = iy
= ) d 21A (3.1.11)
r(A+1-4¢)e
1 1
X =
(.7)1 — ZL’Q)2A (2P1 . PQ)A
na ultima linha escrevemos em termos dos pontos de fronteira x; = Qe™ e To = —Qe™. E

P; sao as coordenadas do cone nulo projetivo.

Podemos obter esse resultado também do ponto de vista do AdS. Pensando em
O apenas como um campo na fronteira do AdS, podemos usar sua forma dada por
superposicao de osciladores harmonicos para calcular a fungao de correlagao sem usar
nenhum conhecimento prévio sobre CFTs. Como O herda as propriedades de transformacao
conforme de ¢, herda em particular a invaridncia sob translagao. Assim, calcular (3.1.11)
equivale a calcular (O(7)O(0)), com 7 = e'{). As coisas se simplificam muito por conta disso.
Note que no lado direito da fungao de correlagao temos O(0) |0), que ¢é simplesmente ag,o |0),
j& que todos os operadores de aniquilagdo em (3.1.8) destroem o estado fundamental e

somente o operador de criacao com n, ¢ = 0 faz o ¥ = €' = 0 parar de zerar. Assim,

(0(M)0O(0)) = =< (3.1.12)
que ¢ exatamente o resultado da (3.1.11).

O que isso significa é muito importante para nossa investigacdo: o que obtemos
olhando para a fronteira do AdS é o mesmo que obtemos olhando para uma CFT que
a principio esta definida em qualquer espaco-tempo conformalmente plano. Ou seja, a
fronteira do AdS é um espago-tempo propriamente dito, onde uma teoria pode existir
no mesmo sentido que existe no bulk: com lagrangeanas, observaveis e toda sorte de

quantidade fisica do bulk, e ser uma generalizacdo de algo particular que ocorre no bulk.

3.2 Correspondéncia Estado/Operador

Vamos reescrever o operador O(7), que definimos em termos do campo do AdS,

¢. Como no capitulo 2 nos especializamos em CFTs em duas dimensoes, vamos agora
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tratar da correspondéncia estado/operador para AdS;/CFTy. Primeiramente, escrevendo

7= (z,y) em termos de z e z, temos

z=gx+iy=r1+1i0 = |Fle? Z=x—iy=1—1i0 = |Fle " (3.2.1)

onde 6 é a coordenada angular () para a fronteira do AdS3 (um plano Euclidiano, coberto

por um angulo simples). Segue que

r? =2z e = = (3.2.2)
z
Assim, da equagao (3.1.8) para o AdSs:
O(r, 0) = Z 1o [r_(2A+2n+|£|)ei£9an€ +T(2n+|e\)e—wea££} (3.2.3)
n’é TL,E

aplicamos a quantizagao radial, que segue das tltimas igualdades em (3.2.1), e obtemos

£ £
_ 1 _ 12| z 2 _ 12| 2 2
0(2) =3 7o [(ZZ)_(AM“r ?) <> g + (22)"7) () alg]
n,f n,¢ z z (3 5 4)
o0 1 _ B L.
= 3 7o (228" P an + 22l
h,h=0 " h,h

Na se¢ao anterior vimos que quando O(0) atua sobre o vicuo obtemos o estado aJ{LO 0).
Agora vejamos o que obtemos com P, = 0, atuando sobre O.

[(22) 722" ape + 2" al )

(3.2.5)

o0
1 _ _
=Y O [z_A_lé_Az_hZ_hah’;L+zh_12ha27}—l]

entdo (P,0)(0,0) =0 andoser que —~A—h—1=0 = h=1le-A—-h=0 = h=0
(ja que A=0e A =h+h). Assim,

1
(P-0)(0,0) = ~-alg (3.2.6)
1,0
Similarmente,
o 1 _ _
(P:0) = > W[Z’AE’A’lz’hZ’hahﬁ + zhihflailﬁ] (3.2.7)
h,h=0 " h,h
¢ 1
(P=0)(0,0) = +5- aj, (3.2.8)
0,1
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e ainda,
- 0 1 -
P)ho =% W[z’A’hZ’A’zham—|—zha;ﬁ] (3.2.9)
h,h=0 " "h;h
_ 00 1 _
(P)(Po)'0 = 37 -7 2 4 ay 5+ 2 a ] (3.2.10)
h,h=0 " h,h
— o 1 A o
(P)"(P2)'0 = 30 <[22 a5 + a ) (3.2.11)
h,h=0 " h,h
Finalmente,
— o0 1
(P)"(P2)"0]se=0 = 32 S5 hs (3.2.12)
hh=0 " hh

onde a;; ;, 820 os estados de uma particula do AdS3 com label n e ¢. Assim, todos os estados
de uma particula podem ser criados a partir de alguma sequéncia com qualquer niimero de
operadores P,, P; e O (sequéncia esta que é em si um operador). Essa é a correspondéncia

estado/operador: para cada estado no AdS;;; hd um operador na CFTy que o produz.

Para estados de duas particulas, usamos sequéncias de P,, P; e O que envolvam

pelo menos dois O:

5):15:0
- 1 A_—h=—h h=h
h,h=0 " h,h
= 1 —\—A_  —h-—h h—h
X — | (ww w a,y +ww
(h,%io Ni?,h[( ) o | . (3.2.13)
1 1
= [a00+a’T_]) X < [a00+CLT—]
(N(?o 0,0 N(% 0,0
2
I R
| no | %00%0
0,0

ou, por exemplo,

1
(OP.0)(0) = (]VOOONOO) algal g (3.2.14)

Lembre-se da defini¢ao dos operadores de aniquila¢do (n > —h) e criagao (n < —h),

¢n: nao podemos ter a,j e al - com h = h. Mas somente para todos os h =0 ¢ h = 0

h,h
que os limites 2,z — 0 e w,w — 0 nao fazem termos desaparecerem ou se tornarem
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Figura 6 — Em relacao aos polos 7 = —o00 e 7 = o0, 0s paralelos sao curvas de 7 constante e
os meridianos sdo curvas de p constante para um AdS, (para melhor visualizagao,
apesar de estarmos estudando o AdS3) projetado estereograficamente no disco
unitario.

singularidades. Entao, todos os termos com qualquer nimero de operadores de aniquilagao

serao eliminados. Assim,

(3.2.15)

De fato, qualquer combinacao de P,s, P:s e Os geram algum tipo de operador que
age sobre o vicuo |0) dando origem a cada estado com qualquer nimero de particulas
no AdS;3. Mais precisamente, para cada operador O colocado na origem, uma particula é
criada, a partir do vacuo |0). A ideia é que o estado prepara uma condi¢ao de contorno
numa superficie de 7 constante para a integral de caminho (embora esta nao precise existir

para que haja a correspondéncia) e essa superficie converge para uma pequena redoma
1
2
mostra a figura 6 . Em outras palavras, cada campo vai ter uma condicao de contorno

em torno do ponto de fronteira P4 = (3,0,1) quando 7 — oo [Penedones 2016], como
correspondente responsavel por "ligar'a fonte para o operador dual [DeWolfe 2018]. Essa
é a formulacao mais geral da correspondéncia estado/operador para a teoria de campos
definida por um campo livre no AdSs. Do ponto de vista da Teoria Conforme, esse sistema
é chamado Teoria Livre, CFT gaussiana, uma CFT em N infinito, ou uma Teoria de
Campo Médio [Kaplan 2016].

Note que, sem mencionar, utilizamos a quantizacao radial (que é o ordenamento
temporal para coordenadas complexas): a inser¢do de um operador na origem, na Teoria
Conforme, define um estado especifico ¢ no AdS, no passado infinito (pois €' ~ |F] =
t ~ In|r] = —oo para 77 = 0), que evolui para 1(t) num tempo finito, como mostra a

figura 7.



Capitulo 3. A Dualidade 72

Y . e Y
Figura 7 — O cilindro do AdS a esquerda e a CFT a direita. Na CFT, o circulo interno
representa o estado num tempo finito para o qual o estado inicial evolui.

3.3 A Expansio de Ondas Parciais Conforme e o Bootstrap

A ideia agora é chegar a teoria perturbativa de QFT no AdS a partir da funcao de

correlacao de CFT. Partindo da fungao de correlagdo de 4 pontos:

(d(21,21)P(22, Z2) P(23, Z3) P(24, Z4)) (3.3.1)

e fazer uma transformacao conforme levando zy,2z; — 00, 29,20 — 1,1, 23,23 — 2,z €

24,24 — 0,0:

lim Z%}HE%BI <¢1 (Zla 51>¢2(1’ 1)¢3(23 2)¢4(07 0)> - <h17 B1|¢2(17 1)¢(Z’ 2)|h4> B4> (332>

21,21 —00

onde usamos a bilinearidade do produto de campos no espaco de Hilbert. Agora usando a

algebra de operadores (2.4.52) e (2.4.62) na fungdo de correlagdo de 4 pontos, temos:

032, 2)04(0,0) = 3 Ol et tohnz-hhahan By o, () o) (3.3.3)
L n'

substituindo no lado direito da (3.3.2), temos:

— I S S _na” . _
(hi, halpo(1,1) Y Oyl ha=hatnz=hi=hs=h %ﬁangbk(o,ono,m =Gi(2,2) (3.34)
- !

Definindo

A3 (klz,2) = (Ofy) T emtomhetngh o ey by 6(1,1)24£9,04(0,0)  (3.35)
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Figura 8 — Diagramas dos canais s, t e u. Cada vértice corresponde a um coeficiente. O
primeiro vértice do diagrama s corresponde ao coeficiente CF, e o segundo, ao
C¥,, e assim por diante.

podemos reescrever G24(z, Z) como

Z k|2, 2) (3.3.6)

onde os coeficientes CJ; sdo determinados pela (2.4.62) e a fungao A3j(k|z, z) pode ser
representada por um diagrama do tipo tree, e a ordem com que os indices dos quatro
campos aparece determina o canal do diagrama (s, t ou u). De fato, o que fizemos na
(3.3.6) foi simplesmente escrever a fun¢ao de correlagao de quatro pontos em termos de
familias conformes intermediarias, etiquetadas por k. A correspondéncia com a teoria de
perturbacao diagramatica de Feynman ¢é que, para cada k, a familia conforme corresponde
a um estado intermediério formado durante o espalhamento de dois campos, de (0, z) a
(1,00) [Francesco, Mathieu e Sénéchal 2012]. Por isso G' é chamado de bloco conforme ou

onda parcial conforme.

A equacao de Bootstrap estabelece relagao entre as expansdes em ondas parciais

conformes de diferentes canais, usando a crossing symmetry:

ZC G3(21, 215 -y 20, 24) ZO G34y(21, 21, s 24, 21)

. (3.3.7)

Ela ¢é construida somente com uso de simetria conforme (ondas parciais conformes
sdo quantidades puramente cinéticas) e equivale a associatividade da OPE, e consequente-

mente & decomposicao de cluster (localidade).

Essa se¢do é especialmente importante porque mostra que apesar da abstragao
que ¢é estudar CFTy, algo muito mais matematico do que fisico, ainda assim encontramos
significados fisicos bastante "palpéveis'(pelo menos dentro do possivel no escopo da fisica

quéntica) para nossos resultados.
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4 Conclusao

Apesar de parecer estranho, a principio, que teorias em espagcos-tempos de diferentes
dimensoes sejam duais, vimos que a natureza holografica da gravitacao faz com que, desde
que uma dessas teorias seja gravitacional, e a outra seja nao-gravitacional, essa codimensao
1 da teoria gravitacional satisfaz uma caracteristica essencial de uma teoria da gravitagao
quantica no bulk: a redundancia, isto ¢, a capacidade de ser descrita com menos graus de
liberdade. [DeWolfe 2018].

O fato da fronteira do AdS ser alcancavel por raios nulos num tempo finito se
mostrou fundamental para a construcao da correspondéncia: sua fronteira sendo um lugar
real (diferentemente da fronteira de um espago-tempo plano, por exemplo), tornou possivel
que uma CFT o habitasse, fazendo as teorias gravitacional e ndo-gravitacional partes de

uma mesma grande teoria.

Com esse mapeamento podemos calcular coisas que seriam observaveis da gravitacao
quantica como sendo estados da CFT, bem formulados matematicamente. Podemos elencar,

além disso, os seguintes elementos do dicionario AdS/CFT:

e As transformagoes conformes consistem do grupo de Poincaré mais transformacoes
de escala e SCTs. A partir do grupo de Poincaré podemos construir as outras sime-
trias demandando simetria sob inversdes ao redor de um ponto z* — z*/z* (vimos
no capitulo 2 que SCTs podem ser escritas assim, essencialmente). As transforma-
¢oes conformes sao melhores entendidas como transformagoes de coordenadas que
reescalam a métrica por um fator dependente da constante cosmoldgica A, Q(A).
Relembrando das propriedades do AdS que vimos no capitulo 1, entao, as transfor-

magoes conformes (ponto de vista da CFT) sao os Vetores Killing (ponto de vista
do AdS).

e A quantizacao da CFT pode ser feita de forma padrao, ao longo de superficies planas
que evoluem com o tempo. Mas a quantizagao radial (iniciamos na origem e evoluimos
pra fora em esferas) no EAdS revela aspectos importantes da correspondéncia. Assim,
o operador dilatacao D da CFT é o operador de translacao temporal do AdS, e

consequentemente, dimensoes da CFT correspondem a energias do AdS.

e A quantizacao radial associa todo o espago de Hilbert da CFT com uma regiao
arbitrariamente pequena do AdS em torno de um ponto de fronteira, o que leva a

correspondéncia estado/operador, minuciosamente discutida na segao 3.2.

e A simetria conforme nos permite classificar cada estado do AdS de acordo com

representagoes irredutiveis do grupo conforme SO(1,d + 1) e entao escrever cada
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estado como uma combinac¢ado linear de estados priméarios e descendentes. Pela
correspondéncia estado/operador podemos obter os operadores correspondentes e
mové-los no espago, também por simetria, de forma que de O(0) na origem, obtemos
O(z) em um ponto x qualquer. As fungdes de correlagao entre esses operadores sao

totalmente determinadas por simetria, a menos de um conjunto finito de constantes.

e Associatividade da OPE: diferentes formas de usar a OPE pra calcular a funcao de
correlacao deve gerar os mesmos resultados, i.e., a equagao de bootstrap. Do ponto

de vista de uma QFT no AdS isso corresponde aos diferentes canais s, t e u.

e Existéncia de um tensor energia-momento, um operador quasi-primario conservado

cuja funcao de correlagdo obedece a identidade de Ward.

Apesar da dualidade AdS/CFT (ou dualidade gravidade/calibre, de forma mais
geral) ter surgido em teoria de cordas, no artigo [Maldacena 1997], em muitos trabalhos,
como nesse, ¢ tratada sem que sequer sejam mencionadas as supercordas, uma vez que elas
sao apenas um dos exemplos de teorias do lado gravitacional da dualidade, existindo uma
gama de possibilidades para cada um dos lados. Para se ter uma ideia da abrangéncia da
correspondéncia, o artigo original de Maldacena ¢ citado em todos os artigos no arXiv.org,

cobrindo dreas que vao desde a fisica-matematica até astrofisica [Natsuume 2015].

O processo de pesquisa que gerou esse trabalho, bem como sua leitura, podem ser
a porta de entrada a campos diversos, que vao desde fisica fundamental, teoria geral de

campos e particulas, até fisica da matéria condensada nas suas mais praticas aplicagoes.
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APENDICE A - A Carga Central

E o valor assumido pela funcao C das constantes de acoplamento K no espaco de
teorias, comum a teorias da mesma classe de universalidade. A carga central emerge no

processo de regularizagao da transformacao do tensor energia-momento.

T'(2) = <(;Z])2T(w) + = S(w,2) (A.0.1)

onde S(w,z) denota a derivada Schwarzian, dada por

S(w, z) £ —

DBw 3 Pw\?
" dw 2( ) (4.02)

o,w
E ela aparece na extensao central da Algebra de Witt de transformacoes infinitesimais

conformes, a Algebra de Virasoro

c ., .
(L, Ly) = (m —n) Ly + ﬁ(m‘3 — M) 0min0 (A.0.3)

satisfazendo

[Ln,c]=0¢[c,c] =0 (A.0.4)

A.0.1 Mapeando uma CFT em um cilindro

O objetivo aqui é ver como um sistema reage a introducao de condicoes de fronteira.

Entéao, considere uma CFT situada em todo o plano complexo e performe a transformagao

L L , L
2 w=—1In(z) = —In(e" e ) = —(2° + iz") (A.0.5)
27 27 27
Sob transformacao conforme tal como essa, é possivel mostrar que a transformagcao
do tensor energia-momento é dado pela equagao (A.0.1). O termo com o ¢ aparece

devido a flutuagoes quanticas, pelo processo de regularizacao. O resto é simplesmente a

transformacao classica.

Entao, resolvendo para o cilindro, temos que a derivada de Schwarz é QWIZQ e
21\ 2 , C
T, (w) = (L) (Tpl(z)z - 24) (A.0.6)
Note que para transformacoes globais conformes
az+b
w(z) = ;o ad—bc=1 (A.0.7)

cz+d
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a derivada Schwarziana desaparece e T}, ¢ ainda quasi-priméria e portanto tem traco nulo.

Entao, tomando o valor esperado da equagao (A.0.6), temos

(T (w)) = =75

Isto é, densidade de energia de vacuo nao nula, proporcional & energia de Casimir (energia

(A.0.8)

de vécuo alterada por alguma condigdo de contorno), que vai a zero no limite L — co.
Entao a carga central é a associada com uma leve quebra de simetria conforme, no sentido
de que L sendo grande o suficiente, temos um efeito muito pequeno. Para ser mais preciso,
podemos relacionar a carga central a energia livre por unidade de comprimento de um
sistema estatistico definido nesse cilindro. Sob transformacao de escala infinitesimal, a

energia livre se transforma como

SF — —; [ Py /asaiT) (A.0.9)

e a circunferéncia do cilindro fica

L—(14e)L = 6L=cL (A.0.10)

Em geral, uma transformacdo de coordenada é w® — (1 + ¢)w®, de forma que uma

variagao infinitesimal da coordenada é

duw’ = ew’ = ew’,9 = €" (A.0.11)

e, usando o fato de que dg,, = — (9,6, + 0,€,), obtemos as variacoes do tensor métrico
correspondentes

0w = —20,00,0 (A.0.12)

Uma ultima coisa que precisamos para entender melhor a variacao da energia livre é
lembrar que os componentes nao nulos de T"” sao os campos quiral e anti-quiral, mas

(A.0.8) é quiral, e entdo obtemos

(T%) = (T, (A.0.13)

Portanto, colocando todas essas observacgoes juntas, temos que a variacao da energia livre
é
mc oL
oF = /dwodwl—— A.0.14
6L% L ( )
Essa equacao esta basicamente dizendo que a medida que a circunferéncia do

cilindro vai para infinito, a variacdo na energia livre vai para zero, isto é, ela supde que
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a quebra da simetria conforme por efeitos quanticos some no limite L — oo. Vamos
abandonar essa suposi¢cao por um momento, considerando que mesmo quando L — oo,
sobra uma energia livre fy por unidade de area.

e ) oL

)T (A.0.15)

OF = /dwodw1 (fo—i- 7

Obviamente, [ dw® = L. Entao, definindo energia livre por unidade de comprimento

nos livramos do [ dw!

e
SF, — ( fo+ 6L2>6L (A.0.16)
— Fy = fyl — ¢ (A.0.17)

6L
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