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Resumo

Neste trabalho, utiliza-se operadores-estrela definidos a partir do produto de Weyl em
geometria nao comutativa, para estudar representagoes unitarias para os grupos de Galilei
e de Poincaré. Mediante o estudo da algebra de Galilei-Lie, fica construido um formalismo
auto-contido para a mecanica quantica no espaco de fase. Para testar a consisténcia
do formalismo, alguns resultados sao obtidos, tais como a equacao de continuidade. E
buscando a aplicabilidade, problemas de autovalores da equacao de Schroedinger no espaco
de fase sao discutidos, como o oscilador harmonico e o potencial de Liouville. No contexto
do estudo do grupo de Poincaré, escreve-se as equagoes de Klein-Gordon e de Dirac no
espaco de fase, escrevendo também as lagrangianas e correntes conservadas para estes dois
campos. Para os campos estudados aqui, as quantidades conservadas sao deduzidas via o

teorema de Noether no espago de fase.



Abstract

In this work, it is used star operators defined from the Weyl’s product of the non-
commutative geometry, to study unitary representations for the Galilei and Poincaré
groups. By the study of the Galilei Lie algebra, a self-contained formalism is built for
quantum mechanics in phase space. In order to test the consistency of the formalism,
some results are obtained, such as the continuity equation. As applications problems
of eigenvalues of the Schroedinger equation is discussed in phase space, as the harmonic
oscillator and the Liouville potential. In this context of phase space, we study the Poincaré
group, deriving the Klein Gordon and Dirac equation, as well as their respective lagrangian
densities. For the fields studied here, the conservation law are derived by using the Noether

theorem in phase space.
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1 Introducao

A nocao de espago de fase na mecanica quantica foi introduzida em 1932, em um
trabalho de Wigner [1,2], que foi motivado pelo problema de encontrar um caminho para
desenvolver a mecanica quantica estatistica a fim de tratar equacoes de transporte para
super-fluidos. Como o conceito de espago de fase 3] aparece como uma ferramenta natural
para escrever a teoria cinética, Wigner introduziu seu formalismo usando uma espécie de
transformada de Fourier da matriz densidade [4] p(q, ¢'), resultando na chamada fun¢ao
de Wigner, f.,(¢,p), onde g e p sdo as coordenadas de um espago de fase I'. A funcado de
Wigner ¢ identificada como uma quase-distribuigao [5, 6] no sentido que f,(q,p) é real,
mas nao é positiva definida, e nao pode assim ser considerada como uma distribuicao de
probabilidade. Contudo, as integrais [ dqf.(q,p) = o(p) e [ dpfu(q,p) = o(q) sdo fungdes
distribui¢ao [6,7]. No formalismo de Wigner, cada operador, que denotaremos por A
definido no espago de Hilbert, H, é associado com uma fun¢ao denotada por a,(q,p) no
espago de fase I'. Entao, esse fato pode ser visto como uma aplicagao €, : A — a,(q, p).
Temos também uma algebra associativa (mas nao comutativa)induzida em I, é dada por
Qw1 AB — ay,(q,p) * by(q,p), onde o produto estrela é definido por! [4]

e =

(0, p) * b (g, p) = au(q, p)e Q1% =000p (4 p). (1.1)

De um ponto de vista fisico, o produto estrela (também chamado de produto de
Weyl) é explorado no espago de fase sob diferentes maneiras, em particular para estudar
os diferentes aspectos das fungoes de Wigner independentes do tempo, propriedades de
simetria de algebras geométricas em [', e a associacao do formalismo de Wigner com
campos térmicos [1,5]. Em todos esses desenvolvimentos, operadores unitarios podem ser
introduzidos pela definigao [8|:

(g, p)x = au(q, p)e® Pa0p=0p0), (1.2)

19, representa 8%
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onde o estado do sistema é descrito pela funcao de Wigner. Portanto, isto se mostra
interessante para estudar representacoes unitarias de grupos cinematicos considerando
operadores do tipo a,*. Nesse sentido, Oliveira et al [8,9|, utilizando a nogao de es-
trutura simplética e do produto de Weyl de uma geometria nao comutativa, estudaram
representagoes unitarias do grupo de Galilei e mostraram como se pode escrever a equacao
de Schroedinger no espaco de fase. Esse formalismo leva a um novo procedimento para
obter as fungoes de Wigner sem o uso da equagao de Liouville - von Neumman. Neste
presente trabalho desenvolveremos esse método, estudando problemas de autovalores para
potenciais do tipo linear, oscilador harmonico e de Liouville [4]. Além disso, a procura
de resultados relativisticos, utilizamos novamente operadores do tipo a,* para estudar
representacoes unitarias e irredutiveis do grupo de Poincaré e mostramos como escrever

as equagoes de Klein-Gordon e de Dirac no espago de fase.

Para tais propositos, primeiro revisamos alguns aspectos das referéncias |8, 9]
explorando o produto estrela, para a construcao de representagoes unitarias do grupo de
Galilei no espaco de fase. Isto possibilita incorporar & descricao da mecanica quantica
no espaco de fase a nogao de espaco de Hilbert. Nessa situacao, nosso interesse é duplo.
Por um lado estudamos a equacao de Schroedinger como uma teoria de campo simplética,
introduzindo o formalismo lagrangiano e analisando alguns aspectos preliminares do teo-
rema de Noether. Na sequéncia, fazemos duas aplicagoes. Uma, o conhecido problema
do oscilador, onde explicitamente deduzimos a funcao de Wigner neste contexto. Como
outra aplicagao tratamos com o (nao trivial) problema do potencial de Liouville. Neste
caso, além de deduzir algumas solucoes que levam a fungoes de Wigner ja conhecidas
da literatura, obtemos novas outras, evidenciando a potencialidade do método. Uma ge-
neralizacao do formalismo é feita mediante o estudo de representacoes unitarias do grupo
de Poincaré [10], também explorando o produto estrela. Neste contexto as equagoes de
Klein-Gordon e de Dirac sao obtidas. Também escrevemos as lagrangianas e as correntes
conservadas para estes dois campos e discutimos brevemente o problema da equagao de

Klein-Gordon com interacao via func¢oes de Green.

A apresentagao deste trabalho estd disposta da seguinte maneira. No capi-
tulo 2 discutimos o método da fungao de Wigner, onde demonstramos as suas principais
propriedades. Ainda neste capitulo, definimos o produto estrela e tratamos das suas ca-
racteristicas, que serao tteis no desenvolvimento dos capitulos posteriores. No capitulo 3,
utilizando as propriedades do produto estrela e definindo alguns operadores, contruimos
uma representacao unitaria do grupo de Galilei. E ainda, discutimos as regras de interpre-

tacao fisica para a representacao construida, resultando num formalismo para a mecéanica
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quantica inteiramente baseado nos operadores estrela. Mostramos que o espago de re-
presentacao ¢ um espaco de Hilbert definido no espaco de fase, escrevemos a equacao de
Schroedinger no espaco de fase e estabelecemos uma conexao com o formalismo de Wigner.
No capitulo 2 e 3 seguimos as referéncias [1,4,8,9]. No capitulo 4 tratamos do campo
de Schroedinger, escrevendo uma lagrangiana e calculando os invariantes de Noether a
partir da mesma. Como aplicacao, resolvemos problemas de autovalores para a equacao
de Schroedinger no espago de fase. No capitulo 5, construimos representagoes unitarias
e irredutiveis do grupo de Poincaré via o produto de Weyl, e chegamos as equagoes de
Klein-Gordon de de Dirac escritas no espaco de fase. No capitulo 6 apresentamos nossas

conclusoes finais e perspectivas.
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2 Funcao de Wigner

Wigner propos em 1932 [2,3| o primeiro formalismo da mecénica quéntica no es-
paco de fase, objetivando fazer correcoes quanticas a mecanica estatitica, sem abandonar
o conceito de espago de fase [11], que é a variedade natural onde teorias cinéticas (classicas
ou quénticas) sao escritas. O formalismo proposto por Wigner tem sido utilizado desde
entao em aplicagoes em diversas areas, tais como Optica quantica e fisica da matéria
condensada. Embora o formalismo de Wigner tenha surgido no contexto da mecéanica
estatistica, o mesmo é também 1til a sistemas compostos por uma tnica particula sub-
metida a potenciais especificos, como os harménicos e de Liouville. Nesse capitulo nosso
proposito é fazer uma revisao desse método, retendo-nos em particular em alguns aspectos

algébricos. Baseamos esta revisao nas referéncias [2-4,12].

2.1 A equacao de Liouville - von Neumann

O problema de muitos corpos na mecéanica quantica usual pode ser estudado
via um tratamento estatistico, sendo que o estado macroscopico de um sistema pode ser

representado mediante o operador densidade,

p =D wili(®) (Wil

onde {[¢;)} sdo os estados microscopicos do ensemble estatistico e w; = 4 é o peso
estatistico para o estado quantico |¢;). A matriz densidade p contém todas as informagoes
sobre o sistema. O valor esperado de um operador A na formulagao da mecanica quantica

estatistica usual é dado por

(A) = Tr(pA).

A matriz densidade, p, apresenta as seguintes propriedades,
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(i) hermiticidade:p’ = p;
(ii)trago:trp = 1.

Agora serd mostrado como obter uma equagao que governa a evolugao temporal

do operador p. Essa equacao pode ser deduzida a partir da equacao de Scrhoedinger,

mjtw» — H()[(t)),
onde H(t) = K+ V.

Dado que p(t) = [¢(t)){(¥(t)| (por simplicidade consideramos o estado puro),

tem-se

90— (Do) + o) o)

ot
= ;H(t)|w(t))<¢(t)| - _1z.hlz/1(t>><¢<t)!H(t)-

O que nos fornece,

2% (11(1) (o), 1)

que é a equacao de Liouville-von Neumann.

Sera mostrado a seguir que a partir de p é possivel introduzir uma formulagao da

mecanica quantica no espaco de fase, conhecida como método da funcao de Wigner.

2.2 Definicao da Funcao de Wigner

O conhecido principio da incerteza torna o conceito de espaco de fase na mecanica
quantica bastante problemético. Devido ao principio da incerteza de Heisenberg que atesta
que uma particula nao poder ter simultaneamente posicao e momentum bem definidos,
também nao é possivel definir uma verdadeira distribui¢ao de probabilidades no espaco
de fase. No entanto, fungoes que possuem um certo contetido de espaco de fase, "funcoes
distribuicao de quaseprobabilidades", tem demonstrado grande utilidade no estudo de
sistemas quanticos. Elas nao sao utéis somente como ferramentas de calculos, mas também

nos fornecem informagoes nas conexoes entre a mecanica classica e a mecanica quantica.

A fungao de Wigner f,(q,p) ¢ definida como uma transformada de Fourier dos

elementos da matriz densidade, ou seja,

fulq, p) = (27h)~ / dz exp(ip;

z

), (2.2)

ya
){q — §|p|q+
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ou
k

Fula.p) = 2rh) [ dkexp( ") p— Llolp+ 5. 2.3

Até aqui a exposicao envolve o operador densidade, que pode descrever estados puros
e impuros. Contudo o principal foco deste trabalho nao estd na mecéanica estatistica.
Assim, podemos considerar o sistema quantico descrito por um estado puro, por |1), e o
correspondente operador densidade fica dado por p = [1)(1)|. Deste modo, a defini¢ao da
funcao de Wigner se reduz a,

fola.p) = 2xh) ™ [ eFulq+ Dplg— D)z (24)

A funcao de Wigner nao representa uma distribuicao de probabilidade, pois ela
pode assumir valores positivos e negativos, como pode ser mostrado a partir da seguinte
argumentacao. Se f, e fz sao duas funcoes de Wigner associadas, respectivamente, aos

estados |a) e |3) , entdo

(I = 2rh) ™ [ fula.pit)fala,pit)dadp. (25)

O lado esquerdo desta equagao é positivo ou nulo (se os kets forem ortogonais). No
ultimo caso, ocorre como consequéncia que a integral de f,fs ¢ nula. Como f, e fg nao
sao necessariamente nulas, resulta que f, e f3 podem assumir valores negativos e positivos,
de tal modo a anular a referida integral. Considerando que qualquer probabilidade deve
ser positiva, fica justificada a afirmacao que a funcao de Wigner nao representa uma

distribuicao de probabilidade no espago de fase.

2.3 Propriedades da Funcao de Wigner

Apresentaremos algumas propriedades importantes que podem ser deduzidas a

partir da fungao de Wigner.

e Propriedade 2.3.1

(@) = [ fula.p)dp = {alpla). (2.6

Apesar da fungao de Wigner nao representar uma distribui¢ao de probabilidade no espago
de fase, densidades sao conseguidas a partir da fungao de Wigner por meio da integragao.
Por exemplo, a densidade de probabilidade para se encontrar uma particula entre g e

q + dq sera
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Demonstragao

Para demonstrar esta propriedade, o ponto de partida serd a definicao da funcgao de

Wigner, substituindo (2.2) em (2.6); o que leva a

/ dpfu(q;p) = (Qﬁlh)g

Se for realizada a integracao em p, tem-se

A ipz

z pz
/dpd2<q— Slplg+S)en.

Jivtutan) = [ dzta=Slola+ ) [ o).

onde o termo entre parenteses ¢ a fungao delta de Dirac, §(z). Assim

[ dvfutan) = [ dza = Slola+ 2)a(2)

Utilizando a propriedade da fungao delta, [ f(z)d(x)dz = f(0), tem-se

[ defula.p) = lalolo).

como queriamos demonstrar.
e Propriedade 2.3.2

Outra propriedade, que é simétrica a anterior, é dada por,

B = [ fula.p)da = plolp). (2.7)

que expressa a densidade de probabilidade para se encontrar uma particula entre p e
p+ dp.

Demonstracgao

Substituindo a equagao (2.3) em (2.7), temos

1 k’ k —igk
/dqfw(q,p) = W,/dpdk@— §\p\p+ S)e .

2

Se for feita a integragao primeiro em ¢, segue que

[ dututa.n) = [ akto = Gloio+ ) (s [ dae ™).

onde o termo entre parenteses ¢ a fungao delta de Dirac, §(k), e assim

[ dafula.p) = [ dkip— Clolp-+ D)o (k).
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Utilizando a propriedade da delta: [ f(z)d(z)dx = f(0), tem-se

[ dafula.p) = wlolp).

como queriamos demonstrar.
e Propriedade 2.3.3

Sera mostrada agora a normalizacao da fungao de Wigner, isto ¢,
/ fw(g,p)dgdp =Trp = 1. (2.8)

Demonstragao

Substituindo a equagao (2.2) na equagao (2.8), obtem-se

1Pz z

/fw(q,p)dqdp = (27T7i)‘3/dqudpea:p( Y;.L g — glplq + 2)-

Se for calculada a integral na variavel p, tem-se

1pz

[ folap)dadp = [ dzdala = Zlpla+5)(2xn)~ [ dpe'F).

Onde o termo entre parenteses é a funcao delta de Dirac. Com isso, temos

[ fula.p)dadp = [ dzdalq = Zlola+3)o(2)

~ [ dalalpla) = Tro =1,

como queriamos demonstrar.

A questao agora é a seguinte: sera que é possivel encontrar para qualquer operador
quantico A(Q, P) uma funcao correspondente na representacao de Wigner A, (q,p)? A
resposta é positiva. Analogamente ao que foi feito na definicao da funcao de Wigner, sera

feito agora para definir as funcoes c-number dadas por!,

Aular) = [ dzeap(B) g - 214@Q, Pl +3), (2.9
Aulaop) = [ dheen( =) o~ S14Q. Plp + 5). (2.10)

10s operadores quanticos referentes a posicdio e a0 momentum serdo representados pelas letras maits-
culas Q e P, respectivamente, com Q|q) = ¢|q) e P|p) = p|p).
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Chamaremos estas fungdes de equivalentes de Wigner dos operadores A(Q, P). Assim

também podemos escrever a funcao de Wigner relacionada ao operador p ,

fu = @2rh)p,.

Com a definicao dos equivalentes a quaisquer operadores quéanticos na repre-

sentagao de Wigner, pode-se escrever o valor esperado de um observavel, num estado [¢)

como
(4) = (lA[6) = [ dadpA,(ap) fula, p) = TrpA.
Demonstracao

Vamos primeiro calcular

(A) = (Y|AlY) = /dqdpAw(q,p)fw(q,p)-

Substituindo as equagoes (2.2) e (2.9) na equagao (2.11) tem-se

/

1

_(_— \3 I/ ipZ
()= (52" [ dadpdz'az" exp(E2)
Z, Z/ ipz// Z// Z//
X (g — §|A(Q, P)lq + 5) exp( > g — §|plq + 5>~

Integrando na variavel p, obtem-se

1
2mh

ip(2 + 2"
P [ dpep( P,
" "

2 2 z z
x [ dadz'd"(g = S1AQ, Pla+ S)a - Slola+ 5,

{(A4) = (

onde o termo entre parenteses ¢ a funcao delta de Dirac. Com isso,

/ " 1

pawg % 22 2N
(4) = [ dadz'd="g — SIAQ, P)la+ 5)a — S lela + 5)0(z' + )

/ Zl

, 2 z 2!
= [ dad'(a— SIA@ P)la+ 3)a+ Slola - 5).

Introduzindo a mudancga de variaveis,

1 z
Q—§(q—§)
1 z

tem-se,

() = [ daaz(alA@, P)[2)(zlpla)

(2.11)
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= TrpA = (A).

Como queriamos demonstrar.

O problema agora consiste em mostrar a correspondéncia univoca entre um
operador quantico A(Q, P) e o reciproco na representacao de Wigner A, (g, p). Isso pode
ser feito via a regra de quantizacao de Weyl que é definida da seguinte forma. Dada uma
fungao no espago de fase, a(r, o), entao existe um operador quantico no espago de Hilbert,

A(Q, P), associado a a(T,0) tal que

W(oQ+TP)

A(Q,P) = 271Th/dad7'e noalT, o), (2.12)

onde 7 esta associada & coordenada de posi¢ao e o a coordenada de momentum no espago

de fase. Se escrevermos A(Q, P) em termos de A, (g, p) tem-se o seguinte resultado

i(og+7p)

a(r,0) :/dqdpe i Aw(q,p). (2.13)

Para verificar essa equivaléncia, deve ser mostrado que o operador definido por
i(0Q+7P) . .. .
W(Q,P)=e = satisfaz uma espécie de ortogonalidade e completeza no espago dos

operadores do tipo A(Q, P). Primeiro, utlizando a formula de Glauber, dada por eA*8 =

1 ~
eteBezlA Bl reescrevemos entéo W(Q, P), encontrando,

0@ TP ioT

W(Q,P)=e¢n eh ez,

onde usamos o fato de que [@, P] = ih. Calculemos entao o valor da expressao,

+icQ +itP tioT
R e h e 2 ‘q>,

i (eQ4r
(q|e TP g) = (¢|e

utilizando também a propriedade do operador translacao e lg) = |¢ — 7). O primeiro
+iocQ . . +ioqg . +iocQ .
fator e™» atuando no ket |¢) da origem ao fator e n | pois e & pode ser escrito em

série de poténcias e a atuacao fica da seguinte forma; %M) + (%)2‘(]) + .... Sabe-se

também que Q|q) = ¢|q), logo o7 lg) = e lg). O tltimo fator ndo contém operadores

no expoente, logo pode sair dos kets. Assim, a expressao fica

titP

" g).

+iog

TP g) = T e H (¢

(q'le
Usando a propriedade do operador translacao, chega-se a

+io

(™ @R ) = @D (¢ — g+ 7).
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O que implica em

Tre® @90 — (271)%6(0)d(r),
pois, por definicao TrA = [ dqdp{q'|Alq) = (27h)~3 [ dqdpA.(q, p). Portanto,

z L(UQ i(cQ—7P)

Trew (@@-TP) = (27r)_3/dqdp/dz exp(ipz)(q — Sle 2)

= (2n)7* / dqdp/dz exp(ipz) exp(io(q — z — 7))d(z + 7).

lq +

Utilizando a propriedade da funcao delta de Dirac e integrando em z, tem-se

ipT QO

Tre® (@Q-7P) — (27r)_3/dqdpeTeT.

Identificando duas deltas na forma integral, ou seja,

Tre@@P) = (2nh)°6(0)d().

Isso nos leva imediatamente as relacoes de ortogonalidade,

Trew @A Plei(@QtP) — (97p)36(0’ — 0)5(r' — 7). (2.14)

Para provar a completeza, podemos assumir que a expansao
A(Q,P) = /dadTa(a, T)e%("Q”P) (2.15)

existe, e usando a relagao de ortogonalidade mostrada anteriormente, facilmente nota-se

que

2%WM@PMNWW4

alo, ) =

Para provar a existéncia da equagao (2.15) para A(Q, P), isto é, para provar a com-

pleteza, substitui-se a equagao,
a(0,7) = [ dadpe™ I 4, (g, ). (2.16)

na propria equagao (2.15). Calculando os elementos de matriz na representagao de posigao

chega-se a
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(alA@Q, P)lg) = (2nh)~* / dodrdq"dq" (q"|A(Q, P)lq")

« <q///|€%(aQ’+7P’) ’q//> <q‘€%(UQ+TP)|q/>.

Se for feito uso da equagao (2.14), chega-se a seguinte identidade

(¢|A(Q, P)ld") = (¢l A(Q, P)|¢). (2.17)

O que prova a completeza. Isso prova também que é possivel usar as equagoes (2.15)
e (2.16) para trabalhar em ambas dire¢oes, dado A(Q, P) podemos determinar A, (g, p)

univocamente, e vice-versa.

2.4 Equivaléncia dos Operadores na Representacao de
Wigner

Como percebemos, uma das principais caracteriticas desse formalismo é que as
varidveis dindmicas sao representadas por fungoes sobre o espago de fase, e nao por oper-
adores. O préximo passo serda demonstrar algumas propriedades, que podem ser deduzidas
a partir dos resultados ja obtidos. Tais propriedades sao referentes a equivaléncia entre os

operadores escritos na representagao usual e seus reciprocos na representacao de Wigner.
e Propriedade 2.4.1

Se A = A(P) ( isto ¢, independente de @), entao A, = A(p). Ou seja, eles terdo a

mesma forma, com a ressalva que os operadores P serao substituidos pelas variaveis p.
Demonstracao

Um operador A(P) pode ser expandido em uma série de P, como

A(P) = A(0) + PA/(0) + J;QA”(O) +o

Utilizando agora a equagao (2.9), ja substituindo A(Q, P) pela sua expansdo, tem-se

—iqk
h

)P = ];|A(O) +PA0) + I;ZA”(O) bolp+ .

Au(q,p) = / dkexp( 5



22

Utilizando o fato que P|p) = p|p) obtem-se

ko k
/ —igky ko kK
+A(0) [ dkeap(—)p+ Do~ Slp+ 3)
" _iqk (I”F%)Q _E E

+A (0)/dk;exp( )= S+ )+ e

Observando também que (p — §|p + g) = §(k) e utilizando a propriedade da delta para

calcular a integral em k, chega-se a
A, (p) = A(0) + pA’(0) + ZTA”(O) + ... = A(p).
Como queriamos demonstrar.
e Propriedade 2.4.2

Se A = A(Q) ( isto &, independente de P), entao A,(p,q) = A(q). Ou seja, eles terdo
a mesma forma, com a ressalva que os operadores () serao substituidos pelas variaveis q.

Demonstragao

Um operador A(Q) pode ser expandido em uma série de @), como

A(Q) = 14(0) + QA/0) + L A"(0) +

Utilizando agora a equagao (2.10), ja substituindo A(Q, P) pela sua expansao, tem-se

2
¢ CATO) + g+

Aulg.p) = [ dzean("2)lg — Z|1A(0) + QA'(0) + )

Utilizando o fato que Q|g) = ¢|g) obtem-se

Au(q,p) = /dze:rp q—*|q+ 2>
, z
+4(0) [ dzean( §><q+2><q—§|q+§>

2
A// / ZpZ 7) i 4 4

)+

Observando também que (¢ — 5|¢ + 5) = 0(z) e utilizando a propriedade da delta para

calcular a integral em z, chegamos a
2
Au(g) = LA(0) + qA'(0) + T-A"(0) + ... = A(q).

Como queriamos demonstrar.
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e Propriedade 2.4.3

Se A(Q, P) = c onde ¢ é uma constante, entdao A, (q,p) = A(Q, P).
Demonstracao

Esta propriedade ¢ demonstrada de forma imediata. Basta tomar a equagao (2.9), e
no lugar de A(Q, P) colocar a constante ¢. Como uma constante, obviamente, ndo age

nos kets, tem-se

pz Z Z
Aula,p) = [ dzeap() g = Slela+3).

E entdo se for utilizado (¢ — 5|g + 5) = d(2) e for integrado em z, obtem-se

z

Aw(q,p) = C/dzexp(w)@ - g!qu 5

h

O que leva a
Au(q,p) = c=AQ, P).

Como queriamos demonstrar.
e Propriedade 2.4.4

TrA = (2rh)~° [ dqdqAw(q, p)-
Demosntragao

Utilizando (277)~3 [ dqdqA,(q, p) e substituindo nela a equagao (2.9), tem-se

(27rh)f3/dqdpAw(q,p) = (27rh)3/dqdp/dzexp(”;;)<q — §|A(Q,P)|q+ §>.

Se for feita a integragao em p, é identificada a funcao delta de Dirac na forma integral,

pz

@)™ [ dadpAna.p) = [ dadz{g = A Pla+ 2)((2nn) " [ dpexp(%0)).

Utilizando a delta para integrar em z,temos

)~ [ dadpAula.p) = [ dadz(a ~ J|A@Q P)la+ 3)(z).

Ficamos com
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(@) [ dadpAula.p) = [ dalglA(Q. P)lg) = TrA.

Como querfiamos demonstrar.

e Propriedade 2.4.5

JdpAu(q,p) = (2mh)~*(q|Alg).
Demonstragao

Para mostrar essa propriedade, basta substituir a equagao (2.2) em [ dpA,(q,p),

z

/dpAw(q,p) = /dp/dzexp(i];z)(q - %!A(Q,P)!H 2>-

Se a integragao for feita em p,temos

z

[ dpAu(a.p) = [ dzlg = SIAQ. Pllg + 5)( [ dpexp(2)).

Assim, fica identificada a forma integral da delta de Dirac,

[ dpAula.p) = (2x0)* [ dzlg =A@ P)la+ 5)3(2)

Obtemos entao,

| dpAula.p) = () gl A(Q. P)la).

como queriamos demonstrar.

e Propriedade 2.4.6

JdqAw(g,p) = (2mh) = (p| Alp).
Demonstracao

Para mostrar essa propriedade, basta substituir a equagao (2.10) em [ dqA,(q,p),

[ dauta.p) = [ dg [ dkern =) - Fia@. Pyp+ 5.

Se a integracao for calculada em ¢,
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[ dauta.p) = [ dklp— S1A@, Pllp+ 5)( [ dacan( =),

identifica-se a forma integral da delta de Dirac,

[ daula.p) = () [ dkp— £1AQ. P)lp+ £)3(—F).

Obtem-se entao,

[ daAutap) = 270)BlAQ, P
Como queriamos demonstrar.

e Propriedade 2.4.7

(a+4")

(qlAQ, P)|¢')y = (27h)~%N [doe™ 2n a(o,q — ¢') onde a(o,T) ¢ a transformada de
Fourier de A, (q,p).

Demonstracao

i(cQ+T1P)

Utilizando a expressao A(Q, P) = ﬁ [dodre™ " a(r,0), tem-se,

i(cQ+T1P)

),

(q|A(Q, P)|q) /dadTa o, 7){

e usando a equagao (2.14), tem-se

(a+d)

(G A(@Q. P)lg) = @xh) ™ [ doe” 5 a(0,q = ¢).

Como queriamos demonstrar.

J& sabemos como se da a equivaléncia de operadores na representacao de Wigner,
em seguida a nossa preocupacao serda com a equivaléncia de produtos de operadores na

representacao de Wigner, pois isto é fundamental na descricao da dinamica.

2.5 Produtos de Operadores na Representacao de Wigner

Consideraremos agora a equivaléncia em Wigner de um produto de operadores
AB, e encontraremos a expressao que expressa (AB), em termos de A, e B,. Temos

que,
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(AB), /dze 2 q——|AB|q+ 2>

Utilizando a rela¢ao de completeza [ dq|q)(q| = 1 pode-se escrever

(AB)o = [ dzdqe’ (g —Z|Al¢)(d|Bla + 3).

Usando a propriedade (2.4.7), tem-se

%)

(AB),, = (27rh)_12/dqu’ei%z /dada'e%(“q/_%)a(a, ¢ —q+ 5

2.

xe T D" g — ¢ + 3

Em seguida, fazendo as mudangas de varidveis; 7 = ¢' —q¢+ 3 e 7' = ¢ — ¢’ + 3, chega-se a

i(og+7p) i(oc/r4or’) i(c'q+7'p)

(AB),, = (27h) 12/d0’d0’d7‘d7‘6 oalo, e o B, e *

i(o'/7'+dﬂ'/) . .
Vemos que o fator e™ 2r no integrando pode ser trocado, de modo equivalente por

ihA
ez , onde A é o operador parentesis de Poisson,

i(og+Tp) i(o’q+7"p)

Escrevendo ainda A, (q,p) = [dgdpe™ »  «(1,0) e By,(q,p) = [dgdpe™ = B(1,0"),
pode-se escrever entao

(AB)w = Aw(q,p)e > Bu(q.p),

ou
(AB)y = Bu(g,p)e ™2 Au(q,p)
E ainda
ho, ho,
(AB)w - Aw(q - 22 » D + TZ)BW(Q’M’

H
onde foi utilizado nesta tultima relagao o fato que f(q)e a0y — f(g + a); mas aqui ainda

—)
tem-se a = c0,.

Define-se a operacao denominada produto-estrela como

ihA

(AB)w = Aw(q,p)e > Bu(q,p) = Awlq,p) * Buw(q,p). (2.18)

Note que o produto-estrela nao é comutativo.
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Agora que ja se conhece como é implementada a representacgao do produto de
operadores na representacao de Wigner, a procura serd por equagoes que nos déem a
evolucao temporal de tais operadores. Para isso, serao utilizadas as propriedades que ja
conhecemos a cerca da funcao de Wigner, bem como o produto estrela que foi definido

anteriormente.

2.6 FEvolucao Temporal

Suponha que é conhecida a funcao de Wigner ou qualquer operador na represen-
tagao de Wigner num dado instante, e deseja-se determinar os correspondentes operadores
num instante posterior. Para isso, é preciso conhecer uma equacao que dé a evolucao tem-
poral da funcao de Wigner. Esta equacao existe, e é uma equagao diferencial de primeira
ordem no tempo, que pode ser obtida a partir da equacao de Liouville - von Neumman,

representada no espaco de fase.

Tomando entdo a equagao (2.1), e aplicando nela o operador,

ipz
@) [ dzeap(0) g — SLla+3),

2

em ambos os lados, temos que

ih- {m o [ deean(™E)g ~ Slola + 50} = (2nh)” /dzexp B2y g 2 Hplg + 2)

h 2
~(2eh)™ [ dzeap(F)a — SloHla + ).
O que leva a
m‘W = Hy(q,p, t) * fula. 1) — fula, p, t) x Hu(q, p, t).
Definindo o paréntese de Moyal,{a, b} = a xb — b * a tem-se
in 2P t) {Huw, futu, (2.19)

ot

onde observa-se que essa equagao dinamica é muito parecida com a equagao de Liouville-
von Neumman habitual, notando que o estado do sistema é descrito pela funcao de Wigner

e o comutador foi substituido pelo paréntese de Moyal.

Pode-se ainda notar que o parentese de Moyal pode ser escrito da seguinte forma,

{a(a,9),00.)} = Fala,p)sinl (3,0, — T,)lbla;p) (2.20)
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. .- ihA —ihA ..
onde foi utilizado ez —e™2 = 2isin(

%)

Obtém-se um resultado interessante se for expandido em série de poténcias o seno

da dltima expressao que define o paréntese de Moyal,

KA. RA 1 RAL, 1 BA
sin(e) = 22 (IR 2 (I

_ 3 5
2 2 ZS!(2)+5!(2)+
No limite em que 7 — 0, obtemos como resultado que a funcao de Wigner obedece a

equagao de Liouville classica, com H,, no lugar da fun¢ao hamiltoniana, isto é

Ofy  O0HyOfw OHyOfu

e ainda,
OH,, OH,
9 p e o q (2.22)

Um ponto que vale a pena ressaltar, sao os casos em que H,, coincide com a
funcao hamiltoniana classica. Entre esses casos, podemos tomar como exemplo, a situacao
em que o sistema é conservativo e esta sujeito a um potencial que depende somente da
posicao,

2

H(g,p) = 2 +V(q).

2m

Para provar este fato, consideraremos que a hamiltoniana classica possa ser escrita como

uma soma de uma funcao de ¢ com uma funcao de p, isto é,

H(q,p) = 9(q) + h(p);

e além disso, que a func¢do g(q) possa ser escrita como uma série de poténcias,

9(q) =Y ang".

E o correspondente operador quantico seja escrito como,

9(Q) = Z an@",

e dado na representacao de Wigner como,

ipz

gula) = [ dze (g = J1o(@)lq +

z

),

e também,
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@) =Y an [dzeF g~ |Qla+ ).

Usando o fato que Q"[q) = ¢"|q), chegamos a

Zan/dzelpz ”5( ),

Procedendo de forma analoga para h(p), chega-se a h,(p) = h(p), concluindo

que~,

H,(q,p) = H(q,p).

Portanto, chega-se a equagao

O0fuw
ih 8ft = {H<q p) fw}Mv
e, no limite classico (h — 0), 5
e (e g (2.23

Isto explica a importancia da descricao de Wigner na mecanica quantica no estudo do

limite classico e no desenvolvimento de métodos semi-classicos [4].

O estudo apresentado sobre o método de Wigner, até o momento, foi baseado
na descrigao de Schroedinger da mecéanica quéntica, ou seja, considerando que apenas os
estados (e ndo os operadores) evoluem com o tempo. No entanto, é possivel desenvolver
um tratamento em termos de operadores expressos na descricdo de Heisenberg (onde os
operadores evoluem com o tempo, e os estadoes ficam estaticos). Assim, a equagao de
Heisenberg é escrita como,

L OA(t

(1) _
=2 = [A), H(1). (2.24)

Se for aplicado um procedimento anélogo ao que levou a equacao de Liouville na repre-
sentacdo de Wigner, ou seja, aplicando o operador [ dzexp(22)(q — |.]¢ + Z) em ambos

os lado da equagao, chega-se a

2Aqui H(q,p) é a hamiltoniana classica.
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Alt
ha ®) = Ay(t)x Hy, — Hy x Ay(t),
ot
e entao,
zhw ={Ay, Hy}u, (2.25)
ot
ou ainda, ©
L OA(t 2 . hA
'lhw = ﬁHw Sln(7)Aw. (226)

A integracao desta tltima equagao fornece

Aulgp.1) = expl () sin("50)] 4, 0),

que ¢é a solugao para a equagao dada.

2.7 Equacao de x - valores envolvendo a Funcao de
Wigner

Estudaremos agora uma das propriedades mais importantes que envolve tanto
a funcao de Wigner quanto o produto estrela, que estd enunciada a seguir. Para o caso
de estados correspondentes as autofung¢oes do hamiltoniano, no formalismo de Wigner,
existe uma fungao de Wigner associada a alguma equagao de autovalores, na qual esteja
envolvido o produto estrela. Ou seja, dada a equagao de autovalores, para o formalismo

usual,
H(Q, P)(q) = Ey(q), (2.27)

procuramos a equagao estrela,

Hy(q,p) * fu(a,p) = Efu(q.p), (2.28)

onde E é um autovalor do hamiltoniano. De fato [9], esta equivaléncia é verdadeira.

Tomemos o hamiltoniano como

P2
H(Q.P)= 5+ V(Q).

e suponha que f,(q,p) seja a fungdo de Wigner correspondente a autofungao (q) do

hamiltoniano ( conforme a equagao (2.27)). A fungao de Wigner, como vimos, ¢ dada por

o) = s [ Ao+ Sota—3).
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Aplicando o produto estrela da fun¢ao de Wigner com o hamiltoniano na representagao

de Wigner, tem-se

1 1 1h0y 5 2y ipz oy z z
Hy(q,p) * fulq,p) = 2771/6&27[(29 9 )"+ V(g 5)]6 (g + §)¢(q 5),
apos duas integracoes por partes, chega-se a
1 —h? Oy 9 Zy iz g 2 z
Hu(a:p) % fulg:p) = 5= /dZ[ 5 (0= )"+ Vg =lemyia+ 5)vle - 3)-

Note que os operadores diferenciais nesta equacao se anulam, quando aplicados a 9!, pois

%y =0,

1 -
“Ui(g+ 5

5)22

z 1
5 )= 5@“((1 +

19)
8, — 2oyt
( 5 W+ 5
onde o ponto sobre ' indica a derivada com relacao ao argumento; isto nos diz que 97
pode passar para o lado esquerdo dos operadores diferenciais. E assim, ainda é possivel

escrever a equagao de Schroedinger independente do tempo na forma,

(= 2P Vg~ D~ 2) = Bula— ),

(onde fizemos uma mudanga de varidveis na equagao H(Q, P)y(q) = Ev(q):q — q — ).

2m

Com isso finalmente temos,

Hy(q,p) * fu(q,p) /dze mapt (g + )w(q - g)} = Efu(q,p), (2.29)

logo,
Hy(q,p) * fulq,p) = Efu(q,p).

Se fungao de Wigner,f,,(q,p), corresponde a uma autofun¢ao do hamiltoniano, entao

satisfara a equagao-estrela de autovalor, equagao(2.28).

O proximo passo serd estudar o produto estrela e suas propriedades, pois é a
a partir dele que definiremos operadores que ajudarao a estabelecer uma representacao
simplética da &algebra de Galilei e obter um formalismo para a mecanica quantica no

espago de fase.
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2.8 Propriedades do Produto de Weyl (Produto Es-
trela)

O enfoque nesta secao serda no estudo do produto estrela explorando e de-
monstrando suas propriedades. J& foi visto anteriormente que o produto envolvendo
dois operadores quanticos na representacao de Wigner ¢ igual ao produto estrela dos
respectivos equivalentes em Wigner. Também foi estudado que em toda equagao dinamica
envolvendo a funcao de Wigner, o produto estrela sempre esta envolvido. Além disso, sera
importante o estudo do produto-estrela para se realizar a definicao do operador-estrela,
que seré explorado para a construcao de representacoes unitarias do grupo de Galilei no

espaco de fase.

Primeiro apresentaremos duas formas de definir o produto estrela, que sao
equivalentes e se reduzem uma na outra e cada uma tem suas vantagens em diferentes
situagdes. Como ja foi mencionado no capitulo anterior, o produto estrela (também

denominado produto de Weyl), entre duas fungoes f(q,p) e g(q,p) é definido por

h = <=
F(a,p) x 9(¢,p) = f(a,p) exp[- (940 — 9, 0y)]9(a. p), (2.30)
onde as setas sobre os operadores diferenciais indicam o sentido em que eles se aplicam.

A equagao (2.30) pode ser reescrita como

f(q,p)*g(q,p)—exp[ (38 — 0p0q)] f(a,)9(d,1").

Expandindo a exponencial numa série de poténcias, temos

capl's Q4 — 0] = 3 (5" (O — 0,0,)"

n=0

e também escrevendo (0,0, — 0,0,)" usando o bindémio de Newton, isto &,

m=0

(aqap’ - apaq’)n = i (_1)m ( " ) [aqap’}n_m[apaq’]ma

pode-se finalmente escrever o produto estrela numa forma operacional muito 1til,

far)ealan) = > (50 S (1) ( " ) 0505 1 IO " g(a ). (2:31)

m=0

Iremos discutir algumas propriedades envolvendo o produto estrela que serao muito

lteis nos desenvolvimentos posteriores.
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e Propriedade 2.8.1

Produto estrela onde um dos fatores é uma constante

Seja ¢ € C. Entao

c* f(q,p) = f(q,p) *c = cf(q,p). (2.32)

Demonstracgao

Considerando a expressao em série para o produto estrela, tem-se

cx fla.p) = {1+ (0,3, = 0,0,) + 5,5 (3T, — 3,0, + ..} [ (a.p).

Observe que todos os operadores diferenciais que atuam a esquerda se anularao, restando
apenas a primeira parcela: ¢f(q,p). A discussao para o produto estrela por ¢ aplicado do

lado direito é a mesma.
e Propriedade 2.8.2

O Operador-estrela

O produto estrela entre duas funcoes no espaco de fase eleva uma delas a categoria

de operador,

th — th —

fla.p)xgla:p) = fla+50h.p—50)9(a.p)
th « 1h«
= fla.p)*9(a,p) = f(a,0)9(q = 5 Op 0 + 5 0y)-
Demonstracao
Definindo a = 51; eb= 5,;, tem-se
—
F(@,p) % 9(a.p) = f(g.p)e? 0o g(g, p)
Usando o fato que e f(z) = f(x + a), chega-se a
1h 1h
f(a.p) * g(a:p) = fla+ Fa,p — Z0)g(g, p);
substituindo a e b, temos
1h— th —

fla,p)*xg(q.p) = flqg+
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Definimos

~

flq,p) = f(q,p)*,

que sera chamado operador-estrela.
e Propriedade 2.8.3

O Produto estrela é associativo

Seja f, g e h fungoes no espago de fase. Entao,

(f(q,p) * g(q,p)) * h(qg,p) = f(q,p) * (9(q,p) * h(q,p)). (2.33)

Demonstracgao

Utilizando as equagdes (2.33) e (2.34), tem-se

(Fa0) % 9(a.p)) * hla.p) = {f (0 + 5 00— 5 F)ola.p)Yhla — 5 o+ 5 0y).
e por outro lado,
F(a,p) x (9(q.p) x hla,p)) = fla+ 5, p — 5@){g(q,p)h(q - E‘a_mp + 5;3:)}

Como os operadores diferenciais envolvidos aqui sao associativos, segue que o produto

estrela é associativo.
e Propriedade 2.8.4

O Produto estrela nao ¢ Comutativo
O produto estrela nao é comutativo, isso significa que
f(a.p) > 9(a.p) # 9(q.p) * f(q,p)-
Ou seja, f(q,p)e’? g(q,p) # 9(q.p)e’* f(q.p). Pois na verdade,
ihA —ihA

fla,p)e 2 g(q,p) = g(q,p)e = f(q,p)- (2.34)

Por exemplo, tomemos dois casos de interesse,

ih ik
g*xp=(q+ 33p)p= w+



35

este ¢ um resultado basico em geometrias nao-comutativas [5].
e Propriedade 2.8.5

O Produto estrela e a Conjugacao Complexa

A conjugacao complexa inverte a ordem do produto estrela. Um fato andlogo ao

conjugado complexo de dois operadores usuais.
(fx9)' =g"fI. (2.35)

Demonstracao

Para mostrar essa propriedade, seré utilizada a equagao (2.31), tomando seu complexo

conjugado, isto é

(Fapgta.)) = 3 - (3H{(-1)" 3 (-1 ( " ) 05" (0, )00 4, ]

|
n=0 n: m=0 m

(2.36)
onde o fator (—1)" é proveniente da conjugagao complexa do fator (%)" Observe agora

o seguinte,

n n
(_1)n(3qap’_apaq’)n = (apaq’_aqap’)n = (aqap’_@paq’)n Z (_1)m ( ) [apaq’]n_m[@qap’]m-

Utilizando as duas dltimas equagoes, encontramos

(040p — 0p0y )" f(q,p) = D (=1)™ ( TZ ) 0,70, f(q,p)][0;"9, " g(q,p)],

(=1)"(040p — 0p04)" f(a,p) = Zn:(—l)m ( ! ) 1070, 9(q, p)][0;"0, "™ [ (g, p)].

Comparando essas duas ultimas equagoes, chega-se a

n

(D)™ > (=1)"or o fa.p) 0y 0 g(q, p)]

m=0
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m=0

= i (=™ ( ﬂ:b ) [0, "0, 9(q,p)][0]" 0, f(a,p)]- (2.37)

Se substituirmos a equagao (2.37) na equagao (2.36), tem-se

(Fla.pla) =3 (-1 3 (-1 ( ! ) 039 0. 00 S )} = g1

e Propriedade 2.8.6

A Forma Integral do Produto estrela
frg= (1;1)2 / dq'dq"dp'dp" f(d,p')g(q", p")e T P =00/ (@ =0t @),
T

Demonstracao

Sera apresentado como representar o produto estrela utilizando a forma integral.

Primeiramente escrevemos a expressao

fla.p) = / dq'dp' f(q',p')0(q" — q)o(p' — p). (2.38)

Considerando as representacoes das deltas de Dirac na forma integral, temos

1 —iu(q' —q
¢ —q) = %/e 7 )du, (2.39)

1 —iv(p’—p
o(p'—p) = %/e = dv. (2.40)

Substituindo as equagoes (2.39) e (2.40) na equagao (2.38), tem-se

1 e )
flg,p) = (ﬁ)Z/dUdqu/dp/f(ql7pl>eT[”(P —p)+uld'—q)]
s

Utilizando a propriedade (2.8.2), e a tultima equagao, chegamos a

fla,p) xg(q,p) = f(q+ ZL? p— Zlg))g(q p)

- 27rh / dudvdg'dp’ f(q', p')e ™ 0@ DTl 3 Ol g ).

Se for feita uma pequena manipulagao algébrica e também a transformacao de variaveis,

"o +B e _ E
9 =4q 9 p =p 9
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obtemos o resultado,

f(a,p) * g(q,p) = (271rh)2 / dudvdg/dp’ f(q', p)e ™ 1@ —P =" =) =alg(gr ).
De onde segue que,
frg= (7T1h)2 / dq'dg"dp'dp" f(¢',p)g(q", p")e PO I V@ m amdl (g 41
que é a forma integral do produto estrela.
e Propriedade 2.8.7

A Integral do Produto estrela no Espaco de Fase

/f(q,p)*g(q,p)dqdp = /f(q,p)g(q,p)dqdq- (2.42)

Com certeza em calculos posteriores, sera necessario fazer a integracao de um produto
estrela, o que parece ser uma tarefa dificil. Contudo, hd uma propriedade que permite
efetuar essa integracao de forma muito pratica; ao se efetuar uma integracao de um
produto estrela entre duas fungoes, f(q,p) x g(q, p), no espacgo de fase, dentro da integral
esse produto se trivializa. Como vimos na equagao (2.44). E evidente que para essa
propriedade fazer sentido é necesséario a convergéncia da integral. A condi¢ao necessaria

para que a convergéncia ocorra é a anula¢do das fungoes f(q,p) e g(q, p) no infinito.
Demonstragao

Para demonstrar essa propriedade, o ponto de partida serd a equagao (2.42) e a

forma integral do produto estrela, dada pela equagao (2.41), o que leva a,

1

/f *gdqdp _ <7h)2 / dqdq/dq//dpdp/dp/lf(q/’p/)g(q//,p//)e% (q/—q/')+p/(q”—q)—l—p”(q—q’)]'
T

Notemos agora que a exponencial do primeiro fator dentro dos colchetes, juntamente com

a integracao em p, ¢ identificada como a delta de Dirac, isto é,

—2ip(¢'—q"")

1
— [d — (¢ — ¢").
orF / pe ™ * (¢ —q¢")
Neste caso,
1 —21 owii 1" /
/ [+ gdqdp = (%)2 / dqdq'dq"dp'dp” f(¢',p')g(q", p")emvar W' (" =0T a=Dlg(g" — g,

o que conduz a

=2i[p' (¢ —@)+p" (a—d'")]
3

1
/ [ * gdgdp = (%)2 / dgdq"dp’dp” f(¢',p")g(q",p" e
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Rearranjando os termos e raciocinando novamente em termos da delta de Dirac chega-se

ao resultado,

/ f* gdgdp = / dq"dp’ f(q",p')g(d". ).
As variaveis na segunda integral sdo mudas, podendo ser feita a mudanca; ¢” — ¢ e

p' — p, o que nos fornece

/f*gdqdp = /dqdpf(q,p)g(q,p)-

No proximo capitulo, serao definidos alguns operadores-estrela para construirmos
uma representacao unitaria do grupo de Galilei. Isto permite a construgao da mecénica
quantica compativel com o formalismo de Wigner, mas empregando a nogao de amplitudes

no espaco de fase.
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3 Grupo de Galiler e Mecdnica
Quadntica Stmplética

Neste capitulo seré utilizada a noc¢ao de estrutura simplética e do produto de
Weyl de uma geometria nao comutativa, para construir representacoes unitérias ! para
o grupo de Galilei e mostrar como escrever a equacao de Schroedinger no espacgo de
fase [8,9]. Espera-se assim incorporar a descricdo da mecanica quantica no espago de
fase a nocao de espaco de Hilbert H(I'). Sabe-se também que com a representacao da
mecanica quantica no espaco de fase via uma teoria de representacao, o formalismo passa
a ser autocontido, e podera ser generalizado para outros contextos, como a teoria quantica
de campos, por exemplo. A revisao apresentada neste capitulo baseia-se principalmente

nas referéncias [8,9].

3.1 Espaco de Hilbert e Estrutura Simplética

Considere uma variedade diferencial, M, n-dimensional onde cada ponto é especi-
ficado pelas coordenadas ¢ = (¢, ..., ¢"), tais que as coordenadas de cada ponto em T*M
podem ser denotadas por (q,p) = (¢*,...,¢",p",...,p"). O espago T*M & equipado com

uma estrutura simplética pela introducao da 2-forma
w = dq A dp, (3.1)

chamada de forma simplética. Esta forma simplética, em conjunto com o operador

— = — =
_09 99 (3.2)
dq0p  Op0dq
induz o parentesis de Poisson (f = f(q,p) e g = g(q,p)),
{f,9} =w(fA, gA) = fAg, (3.3)

lrepresentacoes unitarias sao representacoes em termos de operadores unitarios, os quais atuam em
espacos de Hilbert
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onde

{f.9}= g]qtgi - gigg. (3.4)
Na equagao (3.3) usamos o fato que os operadores,

%:”:Z;—g;7 (3.5)
e

&zwzgi—%i, (3.6)

determinam campos vetoriais sobre I'. O espago das fungbes f(q,p) C* é chamado de

espaco de fase, e serd denotado por I'.

A introducao da nocao de espaco de Hilbert associado ao espaco de fase I', pode
ser feita considerando o conjunto das fungdes complexas de quadrado integravel, ¢(q, p)

em I, tal que
/ dpdq¢™(q,p)$(q, p) < oo, (3.7)

¢ uma forma bilinear real. Neste caso podemos escrever ¢(q,p) = (q, p|¢), com

/dde|q,p><q,p| =1, (3.8)

sendo (¢| o vetor dual de |¢). Vamos denominar este espago de Hilbert por H(I').

3.2 O Grupo de Galilei em H(T)

Nesta se¢ao, serao estudadas as representacoes do grupo de Galilei no espaco
de Hilbert H(I'). Para essa proposta serao consideradas transformagoes unitarias U :
H(T') — H(T') tais que (1]12) seja invariante. Iniciando com o operador A definindo
um mapeamento e =x:IxI =T , chamado produto-estrela ou produto de Weyl,

definido por meio da expressao,

~

fla,p) *9(q,p) = f(q,p)exp[gb((@_q@_p) — 3,0)9(a.p), (3.9)

onde f e g estao em H(I'). A constante de Planck é utilizada aqui para fixar as unidades.

Ja foi estudado que no formalismo de Wigner as variaveis dindmicas sao represen-
tadas por funcoes, ao invés de operadores, e os produtos envolvendo as varidveis dinamicas

sao deformados segundo as regras do produto estrela ja estudadas no capitulo anterior.

Para se fazer a construgao da algebra de Galilei-Lie no espago de fase serao
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definidos um conjunto de operadores que a principio nao terao interpretacao fisica. Para

iniciar, serao definidos os seguintes operadores,

ih

Q=qrk=q+ > O (3.10)
e
~ ik
P=prx—p— %aq, (3.11)
e os demais operadores serao definidos a seguir.
Definindo as funcoes k;,
ki =maq; — tp;, (3.12)

onde m e t representam parametros, tem-se que o operador estrela correspondente a esta
funcao é
K = kyx = mq; x —tpix = mQ; — tP,. (3.13)

E da mesma forma, correspondendo as fungoes

li = €ijkq;pr, (3.14)
tem-se o operador estrela,
7 G5 ih ) +z’h ) +h2 0? (3.15)
k< i1k k4 Pk 9 kd; 0]% 9 ikDPE aq]' 4 3q]3pk
E correspondendo a fungao
p’ L5, 9 o
H="—=— 1
5 = 5, (1 P2+ D3), (3.16)
tem-se o operador estrela
— p2 1 —~2 =2 =2 1 ih 0
H= —=—P +P +P)=—[(pp——=--)
2m Qm( IR Zm[@1 2 8(]1)
ih 0 th 0 4
- —— - ——)7 3.17
+(p2 5 8q2) + (ps 5 8q3)] (3.17)

Esses operadores satisfazem a algebra de Galilei-Lie dada pelas seguintes relagoes

de comutacgao,

[Li, L;] = iheiju Ly, (3.18)

[L;, P} = ihe;x Py, (3.20)



K. K] =0, (3.21)
[K;, ;] = ihmé;1, (3.22)
K, H] = ih P, (3.23)
.5 =0, (3.24)
[P, H) =0, (3.25)
[L;,H] = 0. (3.26)
Portanto, resta-nos agora demonstrar tais relagoes de comutacao.
e Equacao (3.24)
[P, P =0,
Demonstragao
Substituindo P, = p; — %6%, e aplicando o comutador numa fungao f = f(q,p),
tem-se,
ih O ih 0 n* . 0 f *f
Jiho0f in of ih Of ih O
2 bi 8qj 2 Pi 8qz 2 Pi 8(]2 2 bi 0qj N
Logo,

como queriamos demonstrar.

e Equacao (3.18)
[Li, Lj] = iheiji, L.

Demonstracgao

Antes de demonstrar esta relacao de comutagao, definamos os operadores C} =1ho, e

P= —ihd,. Tem-se ainda que o seguinte conjunto de relacoes ¢ valido,

[Qin7Qmpk] = [@iﬁjaémﬁk] = [@z’pjanﬁk] =0,

0505, QmPr) = —ihqipE0jm,
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(445, Gm P = ihgump;0in,
[Qipj, QD] = —ihQ; Pebjm,
65 P}, Qu Pr] = ihQum Pidi,
(4595, Qm i) = ihp; Qudik — ihqi Pedjm,
[Qipjs Qupr) = ihp;Qumdi, — ihpsQibjm,

(:P;, G Pr) = i Pjdis — i1 Py jm-

No conjunto de relagoes acima, nao ha somatorio subentendido com relagao aos indices

repetidos.

Utilizando a definicao @ =1iho, e P= —ih0,, a equagao (3.15) pode ser escrita como,

_ 1 _ 1 .
Li =) €ijutiPr — 2 > €t Pe + 5 > i@ + 1 > €ikQ; Pe.
Jk Jk Jk Jk

Ao substituir a dltima equacao em [E, Z\]] e utilizar o conjunto de relagoes para @ e ]5,
chega-se finalmente a
Li, Z;] = ihﬁz‘jkﬂc-
Como queriamos demonstrar.
e Equacao (3.21)

—_—~

Demonstragao
Vimos da equagao (3.13) que K; = mQ;—tP;, ou melhor, K; = mqi—l—%m@i—tpi—i-%tﬁi.
Substituindo na relacdo de comutacao, [l/(\z, l/(\]], temos

P

K, K] = [mQ; —tP;,mQ; — tP))
= [m@w mQ]] - [m@z; tﬁ]] - [tﬁiv mQJ] + [tﬁia tﬁ]]
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onde o primeiro e o ultimo comutador sao identicamente nulos, enquanto o segundo e o

terceiro anulam-se para i # j e cancelam-se para i = j. Assim temos,

como queriamos demonstrar.

e Equagao (3.19)
[L;, K] = ihej K.
Demonstragao

Para demonstrar este resultado vamos tratar inicialmente com alguns casos particu-
lares. Usando as equagoes (3.13) e (3.15) temos, L, = @2133 — @3]32 e Ko = mQQ — t]32,
logo,

[fbfg] = [@2]33 — @3ﬁ27m@2 — tf’z]
= m[@2ﬁ37 @2] - t[@2ﬁ37 ﬁ?] - m[@3ﬁ2a @2] - t[@?)ﬁ?? ]52]

A primeira e a ultima relagoes de comutacao se anulam, enquanto que as duas restantes
resultam em [QyPs, Py] = ihPy e [Q3 P, Py = —ihPy. Logo,

(L1, K] = ih(mQs — tPy) = ihKs.

Procedendo da mesma maneira para os demais operadores K; e L;, obtemos

[Li, Kj] = ZﬁGZ]kKk
Como queriamos demonstrar.

e Equagao (3.20)
L;, P}] = iheyj, .

Demonstragao

Para demonstrar esta relacao, pode-se utilizar L; = €ijk(@jpk — @kﬁj) e o fato dos

ope-radores P; comutarem entre si, assim,



[[:w 1/3;] = Eijk@j, ﬁn]ﬁk = iheijkéj,nﬁca

onde utilizamos a relacao [Qj, ﬁn] = ihd;,1. Como queriamos demonstrar.

e Equacao (3.22)

Demonstragao

Usando a equagao (3.13), temos

PN

(K, Pj] = m[Qy, P}] — t[P;, Pj] = ihmd;1,
onde utilizou-se o fato que [@Z, ﬁ’J] =ihd;; e [P, Pj] = 0.

Como queriamos demonstrar.

e Equagao (3.23)
[K;, H] = ihP,.

Demonstragao

Se reescrevermos a equagao (3.23) da seguinte forma,

chegamos a

e sabendo que [@1, 163] = 2ih6;, P, temos
[K;, H] = ihP,.
Como queriamos demonstrar.
e Equacao (3.26)
[L;, H] = 0.

Utilizando le = Eijk(@jﬁk — @kﬁj); temos

45
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P ik 3. o ik 3 A

Li,H) = —eiji, Y_[Q; Py, P2l = —eiji. Y [Q;, PP

[Li, H] Qmejknzl[Q] s P 2meyk’n:1[Q3 ) Pk
pois [P;, P2 = 0. Com o uso de [Q;, P?] = 2ihd;, P,, chega-se a

— 2 ~ ~
[L;,H| = %Gijkzpjpk;

onde Eijkﬁjﬁkz = %(éijkﬁjf’k + Gikjf’kﬁj) = %(Ez‘jkﬁjﬁk + eijkﬁjﬁk> = 0. Logo,
[L:, H] = 0.
e Equacao (3.25)
[P, H] = 0.

Demonstragao

Esta relagao de comutagao obviamente é nula, pois H depende exclusivamente de p?

que comuta com F;.

Agora que ja foi mostrado que os operadores-estrela obedecem as relacoes de
comutacao da algebra de Galilei estendida, pode-se dizer ainda que os operadores-estrela
determinam uma representacao projetiva do grupo de Galilei, podendo ser obtido o for-

malismo da mecanica quantica na descricao de Schroedinger ou Heisenberg.

Em termos de simetria, P é o gerador de translacgoes, sendo identificado como
operador momentum. De fato, ]3] se transforma pelo boost (transformacao pura de Galilei)

de acordo com,

— —

K K ~
exp(—iv.ﬁ)Pje:vp(iV.%) = P; + muv;1. (3.27)

Assim () é interpretado como o operador de posicao, se transformando de acordo com o

boost como esperado, isto é

— —

K ~ K ~
exp(—iv.%)Qjexp(iv.%) =Q; +v;tl. (3.28)

As relagdes (3.27) e (3.28) mostram que Q e P se transformam como posicio e

momentum, respectivamente. E por consisténcia, eles satisfazem a relagao de Heisenberg,
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reafirmando a consisténcia de se interpretar Q e P como observaveis posi¢ao e momentum.

Os invariantes da algebra de Galilei nesta representagao sao dados por

L=H--— e Lh=L——-KxP. (3.30)

1
2m m
Sendo que o invariante de Cassimir dado por I; descreve o hamiltoniano para uma
particula livre, enquanto o invariante I, esté associado ao spin. Os parametros m e t
sao interpretados como massa e tempo. Aqui serd dado atengao as representagoes es-
calares, isto é, com [, = 0. Utilizando as relagoes de comutacao demonstradas aqui,

pode-se mostrar que os invariantes comutam com os geradores desta algebra.

O gerador de translagoes temporais é H, com isso, a evolugao no tempo de um

observavel A é especificado por

—

)A(O)exp@t];) ~ A, (3.31)

> )

exp(—

onde A(t) representa o observavel A no instante ¢, e A(0), no instante inicial. Pode-se

obter uma equacao dindmica para A ao derivar a equagao (3.31) com relagao ao tempo,

e~~~

dA(t) iH H. - H H. - _H —iH
T ?exp(—ztﬁ)A(O)exp(zt—) — exp(—1i %)A(O)exp(ztﬁ) —
DA(t) B iH - . iH
o R (t) — A(t)?,
magi’f) — A(t)H — HA(t) = [A(t), H].
Ao particularizar para os operadores posi¢ao e momentum, tem-se, por exemplo
3@( ) A
.32
<Y =10, m), (332
e
P(t ~ —~
1h 8&5 ) = [P(t), H]. (3.33)

Vamos agora mostrar como construir uma base em H(I") com contetido de espago

de fase. Quando foram definidos os operadores posi¢ao e momentum eles tinham e seguinte
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estrutura,

N B 1~

P=px=pl— %aq =pl+ P, (3.34)
e

~ 1h 1~

Q= qx=pl+ Eé)p =ql+ 5@. (3.35)

Definindo entéo operadores proporcionais & identidade (operadores c-number) como

P=2p1 e @Q=2q1, (3.36)

os operadores de posi¢ao e momentum ficam escritos como,

ﬁ:;(P+}~7) c @:;(Q+@). (3.37)

Sob o boost @) e P se transformam como,

o~ o~

K. _— K —
exp(—iv%)QQexp(iv%) = 2Q + vtl, (3.38)
e - —
K. _— K —
exp(—iv%)QPexp(z‘vﬁ) =2P 4+ mol. (3.39)
Onde para obter este resultado utilizamos e Be™ = 3 |[A, B],,,onde

[A,Bly = B,[A,B]; = [A,B], ..., |A, B, = [A,[A,Bl,_1], n>2.

Ou seja, @ e P se transformam como posicao e momentum. Contudo @ e P nao podem ser
classificados como observaveis posi¢ao e momentum, pois eles nao satisfazem a relagao de
comutagao de Heisenberg, pois [Q, P] = 0. No entanto, é possivel usa-los para construir
um referencial no espaco de Hilbert com contetido de espaco de fase. Assim sendo, serao
definidos um conjunto de autovetores ortonormalizados, que denotaremos por |g, p), sendo

{q} e {p}, respectivamente, um conjunto de autovalores, satisfazendo

Qlg, p) = qlg, ), (3.40)

Plg,p) = pla, p), (3.41)

onde
(q,pld",p") =d(q—¢")op—p"), (3.42)



49

valendo a relagao de completeza,

| dadpla. p)(a.p) = 1. (3.43)

Considerando um vetor de estado |¢), os operadores Q e P na base lg, p) sdo tais

que

Qv(a,p) = (g, pIQ) = ihd,(q,p), (3.44)

Pi(q,p) = (q,p|P|Y) = —ihdy(q, p), (3.45)

onde (¢, /|y = (¢, p"). Assim, é possivel reconhecer,

(q,pQld,p') = ihd(q — ¢')5(p — POy, (3.46)

e analogamente,

(q,p|P|d,p') = ihd(q — ¢)d(p — p')0y- (3.47)

Os operadores @ e P, cujos autovalores sao {q,p}, sao coordenadas de um espago
de fase I', onde a estrutura simplética é utilizada na definicao do produto estrela. De fato,

a partir do operador A pode-se construir a aplicacao
e?h I xT —T, (3.48)

estabelecendo o produto estrela. Desse modo, a representacao do grupo de Galilei que foi

construida esta estruturada sobre a nogao de variedade simplética.

3.3 A Equacgao de Schroedinger no Espaco de Fase

Na secao anterior foi mostrado que os operadores-estrela constituem operadores
representativos dos observaveis no espago de Hilbert, H(I"). Logo é possivel a construgao
da mecéanica quantica, explicitando os postulados escritos em termos dos operadores-
estrela e sua élgebra. O primeiro passo ¢ a definicao de alguns postulados analogos aos

que definiram a mecanica quantica no espaco de Hilbert habitual.

Sera considerada a projecao dos kets sobre o espago de Hilbert gerado pelos
autovetores simultaneos dos operadores @ e P, |q,p). Considere |¢(t)) em H(T') como
uma representacao de um estado especifico de um sistema quéantico. Quando projetamos

o vetor de estado, [1(t)), sobre o espaco de Hilbert, H(I"), gerado pelos kets {|q,p)},
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encontramos uma funcao das variaveis ¢,p e t,

V(g p,t) = (¢, pP(t)). (3.49)

Vale a pena notar que ¢ (q, p,t) ¢ uma funcao de onda, mas ndo com o contetdo entendido
na mecanica quantica usual, pois p e ¢ sao autovalores dos operadores P ¢ Q que sao

representacoes das coordenadas da variedade simplética.

Se for feito uso da relagao de completeza, temos

(W16) = (0( [ dadpla.p)(a pDIo) = [ dadpi'(a. p)é(a.p): (3.50)

onde ¢'(q,p) = (Y|, p) e ¢(q,p) = (4, p|o)-

Vimos da equagao (2.42) que o produto estrela se trivializa quando integrado no

espago de fase, assim a equagao (3.50) pode ser escrita da seguinte forma,

(Vo) = /dqdpr(q,p)W(q,p)- (3.51)
Os observaveis sao representados por operadores estrela auto-adjuntos, tais que
{a,p|Alp) = /dq/dp’(%pIAIQ’7p’><Q’,p’|¢>. (3.52)
Assumindo
(0, plAlg, p) = Alq,p)d(p — P)d(q — @), (3.53)
obtém-se
(0, p|A[Y) = Alg, p)v (g, p). (3.54)

E por construcao ﬁ(q, p) é associado com uma fungao a(g, p) por meio do produto estrela,

~

A(g,p) = a(g,p) x. (3.55)

O valor esperado de um observavel A em um dado estado |4) é dado por

(A) = (V| AJp) = /dqdp/dq’dp’@/}\q,p><q,p\ﬁ!fJ',p'>(Q’,p’lw>, (3.56)
onde foi utilizada a relacao de completeza antes e depois do operador.

Em geral, se for escrito ﬁ(q, p) = a(q, p)*, e utilizadas as propriedades do produto

estrela, encontra-se

(A) = / dqdpa(q, p)[v'(q,p) * ¥ (g, p)). (3.57)
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Assim, nota-se que (21) poderé ser real se o espectro de A for real. Em particular, para

A= @, tem-se

(@) = [ dadpalt' (g, ) * (. )] (3.58)
e o valor esperado <@) pode ser escrito como
(@) = [ dago(a). (3.59)

onde o(q) representa a densidade de probabilidade associada & medida do observével @,

na posi¢ao ¢. Comparando as equagoes (3.58) e (3.59), a conclusédo é que

o(q) = /dp[w(q,p) * ¥l (q,p)]. (3.60)

Analogamente, a densidade de probabilidade associada ao momentum nos fornece,

o(p) = [ dala.p) = ¢'(a.p)]. (3.61)

A evolugao temporal de um operador arbitrario, conforme ja foi visto, depende
somente das propriedades algébricas do grupo de Galilei. Sera utilizada entao a equagao
(3.31) para descrever a evolu¢ao temporal dos observaveis fisicos de tal maneira que o
estado permaneca inalterado (descrigdo de Heisenberg), e a partir daqui sera feita a in-

terpretacao fisica. Assim tem-se as equacoes de Heisenberg para os observaveis () e P,

9Q(t)

- — 0. H 62
in=£= = Q). 1), (362)
e .
2P _ [P(t), H]. (3.63)
ot
Em geral para um observavel A,
A S
zhw = [A(t), H], (3.64)
ot
com solucao geral dada por
- H. - H
A= exp(—it%)A(O)exp(it%). (3.65)

O valor esperado do observéavel A(t) é dado por

(A(t)) = / dgdpet « A(t) * o, (3.66)
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onde ¢ nao depende explicitamente do tempo.

Definindo a exponencial estrela, e¥, como

1 1
ef:1+u+§u*u+§u*u*u+..., (3.67)

e usando ainda H = h*, chega-se a

- int int
(A(t)) = /clqalp<,pT *x el * A0) * el * . (3.68)
Definindo 9 (t) como
iht int
P(t) = e xp=ed *x1(0), (3.69)

temos por consequéncia,
—iht

i) =T(0) xex ™ . (3.70)

Com isso, o valor esperado do operador /Al(t) quando forem inseridas as equagdes (3.69) e
(3.70) na equagao (3.68), fica dado por

(A() = [ dadpy(t) = AQO) x ! (t) = [ dadpi®)A©O)! (1) (3.71)

Neste caso os observaveis estao definidos num certo instante de tempo, e os estados

evoluem no tempo. Isto define a descricao de Schroedinger.

Ja se tem uma equacao dindmica para os observaveis, mas ao considerarmos
1 dependente do tempo, deve-se procurar uma outra equacao dinamica que descreva a

evolugao de 1. Para isso, basta derivar a equagao (3.69) com rela¢do ao tempo,

iht

0u(t) = 3 hx e % 1(0) = Thxb(t) = 3 HU (1),

0 que resulta em

ihdab(t) = Hu(t), (3.72)
ou ainda
ihdpb(t) = hx(t), (3.73)

que ¢ a equacao dinamica procurada.

Se for considerada uma particula sujeita a um potencial V(@), podemos escrever
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H = hx= (213—; + V(@)), de modo que a equagao (3.72) se reduz a

, 2 R 92 ihp O
Zhaﬂﬁ(%]% t) = (L T o a9 pi

th 0
om  8mdg %8q)¢(q’p’ )+ Vie+ 5 5-)v(a,pt);

2 Op

que ¢é a equagao de Schroedinger representada no espago de fase [8|.

3.4 Equacao dindmica para a Matriz Densidade
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(3.74)

Ao tomar a equagao (3.72) pode-se obter uma equacao dindmica que envolve a

matriz densidade. Os elemento diagonais da matriz densidade para um estado puro sao

dados por

p(q,p,t) = (q,p, ) (Y|q, p, t) = P(q, p, )Y" (g, p, 1)

Pode-se escrever o operador estrela associado a p(q, p,t) como

pg,p,t) = (g, p, t) x 1 (g, p, t) x.

Ao derivar a equagao (3.76) com relagao ao tempo e multiplicar por ih obtém-se,

ihop = (ihouh) * T+ +1p % (ihdT) % .
Considerendo a equagao (3.73) e seu conjugado hermiteano, temos

ihob(t) = hx o(t),

—ihOp(t) = ()" % h.
Podemos escrever a equagao (3.77) como
ihop=h* x0T % = x T x hx .

E ainda
ihdyp = Hp — pH = [H, ,

ou seja, o operador p satisfaz a equacao de Liouville-von Neumman.

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)
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3.5 Teorema de Ehrenfest

Finalmente pode-se demonstrar o teorema de Ehrenfest. Para isso, considere o

valor esperado do operador posicao, dado por

(@) = / dqdpyTQy, (3.82)
(@) = / dqdpy’ % g 1. (3.83)

Se derivarmos a equagao (3.82) com relagao ao tempo, temos

01Q) = [ dadpy[Q, T,
usando

—

H = % + \7(@), ficamos com [Q, f{\] = %ﬁ, e consequentemente, temos

~ 1 ~ ~
01Q) = — [ dqdpy! P = (P). (3.84)
Para completar a demonstracao, é necessario uma equacao para 315(]3)- Entao, analoga-

mente ao que foi feito com a equagao (3.82), temos

OuP) = [ dadpu' [P, ]

Assumindo \7(@) =3 a,Q", e utilizando a relacao de comutacao,

~

[P) @n] = _inéjn_la

obtemos

—

[P, H] = —idzV (Q).

E finalmente chegamos a

0.(P) = —(95V(Q))- (3.85)

Se for considerado i — 0 os resultados classicos sao obtidos.
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3.6 Conexao com o Formalismo de Wigner

Considere a fungao

fla.p) = ¥(q,p, t) x ¥ (g, p, t). (3.86)

Podemos mostrar que f = f(q,p,t) satisfaz todas as propriedades da fungao de Wigner,

que foram mostradas no capitulo 2.

Para comegar, tomemos a equagao (3.73) e seu conjugado hermiteano,

hoab(t) = hx (1), (3.87)

—ihd () = () % h, (3.88)

e multiplique a equagao (3.87) a esquerda por ¥ e a equagao (3.88) a direita por x¢*, e

depois subtraia uma da outra, o que leva a
ihO (Y *x Y1) = hox (Y x 1) — (Y * ) % h. (3.89)
Mas 0y (¢ % hT) = b (01 + (0;) % T e f = 1 x9T; com isso tem-se,
ihOuf = hx [ — f*h, (3.90)

ou ainda,

ihouf = {h, f}u, (3.91)
que como foi visto no capitulo 2, é a equagao dinamica da fungao de Wigner.

Também pode-se notar que

/dqdpf(qm) = /dqdp@/)*@/)T = [¢(g,p)* =1, (3.92)
propriedade essa que também é satisfeita pela funcao de Wigner.

Tem-se ainda que
(A) = [ dadpu(Alg,p) = 01), (3.93)

onde se forem utilizadas as propriedades do produto estrela, tem-se

(4) = / dqdpA(q, p)(¥  ¥1), (3.94)
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o que da
= /dqdpﬁ(q,p)f(q,p), (3.95)

que também é uma propriedade satisfeita pela funcao de Wigner.

Pode ser verificado que f = 1 x " é uma funcao real. Para isso, considere

fr=(xyht. (3.96)

Utilizando a propriedade da conjugacao complexa do produto estrela, tem-se,

fl= Wyt =N > @) =yl =, (3.97)
logo fT = f. Assim, percebe-se que f ¢ uma funcao real.

As equagdes (3.60) e (3.61) nos dizem que
/dp (a.9) x¥*(q,p)] /dpf ¢,p), (3.98)

/dq U(g,p) * ¥ (q,p)] /dqf (¢, p)- (3.99)

Que é mais uma propriedade da funcao de Wigner.

Pode-se entao escrever,

f(a.p) = fula.p) = ¥(q,p.t) x ' (q,p,1). (3.100)

Observe ainda a equacao de autovalores para o hamiltoniano,
h* = E, (3.101)
se for feito o produto estrela a direita por v, obtém-se
h* fu = E fu, (3.102)

mostrando que ¥ (q,p) e fu(q,p) satisfazem a mesma equagao diferencial. Portanto, a
procura por solucgoes reais para 1 leva a funcgoes de Wigner. Além disso, diferentes

funcoes de Wigner sdo obtidas mediantes o produto ¥ (q, p,t) x ¥ (g, p, t).

No capitulo seguinte iremos aplicar o formalismo discutido aqui para resolver
problemas de autovalores. Também iniciaremos um tratamento de teoria de campos,

abordando o campo de Schroedinger.
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4 Campo de Schroedinger

Neste capitulo iniciaremos nosso enfoque em teoria de campos no espacgo de fase,
tratando do campo de Schroedinger. Nosso intuito é, a partir da densidade lagrangiana,
obter as quantidades conservadas utilizando para isso o teorema de Noether. Também
resolveremos problemas de autovalores para a equacao de Schroedinger no espago de fase
para os seguintes casos: potencial linear, oscilador harmonico e potencial de Liouville,

aplicando o formalismo do capitulo anterior, e mostrando que o mesmo é autoconsistente.

4.1 Lagrangiana para o campo de Schroedinger no es-
paco de fase e o teorema de Noether

A equagao de Schroedinger no espaco de fase, equacao (3.74), é obtida a partir da

seguinte densidade lagrangiana,
th th
£= D@0 —vouh) + L p(100 - voh)
2 2
P n_ i
2mww + V() * (¥y') Sm GO, (4.1)

utilizando para isso as equacoes de FEuler-Lagrange,

oL oL oL oL
e B T

Note que se utilizarmos as equacdes de Euler-Lagrande para 1! obtemos a equacdo de
Schroedinger para v e vice-versa. Note também que 9 e ' sdo tomados como campos

independentes.

O objetivo agora é proceder com uma dedugao do teorema de Noether no espago de
fase. Antes disso iremos definir uma coordenada simplética representada por n = (¢, p).
Para incluirmos o tempo, utilizaremos a notagao 7, = (¢,p,t). A deducdo esbocada aqui

foi baseada na referéncia [42].
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A agao fica dada da seguinte forma

)
S = /f(m,wk(m),aﬁ)dqdn (4.2)

e as equacoes de movimento ficam dadas por

4 oL or
dn, 6(2%) Oy, .

Nosso interesse estd nas transformacoes de simetria das equagdes de movimento

que deixam invariante a integral de acao. Isto é, considere a transformacao,

M, = M+ emu(¥,m), (4.3)
V(') = Yr(n) + em (¥, ). (4.4)
A lagrangiana deve satisfazer,
/! / / / 8w/ / aw
L0 ). 5 )’ = L, e (), 5 ), (4.5)
Um um

onde dn = dqdp.

Para as equagoes de movimento coincidirem, podemos ter n fungdes f,(n, 1) tais que

oMy, Oy df,
£ 00, 510 = £00, 4000, 51 + e (4.6)
onde f, = f.(n',¢') e ﬁ = g—%a%k + %. Os elementos de volume sao relacionados por
meio do jacobiano, J, da seguinte forma, dn’ = Jdn, com
J=14c0m, (4.7)
dn,
Assim devemos ter,
Oy Ny, df,
£ LAY — (£ 1ot . P\ dn!
(D> Ve (10,), (M) U ESUMLAGAE 8%) ed%] 1
oY, df,
— £ e k dn’ — Jd / 4.
UREAGAE 8%) = (4.8)

df! d
onde ¢ I ¢
dn dny

— O(€?). Usando a equagao (4.7), temos

/
“w

!Indices repitidos significa soma
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o), Oy, df, dr,
£, ve(n,), =) = —2)(1 - 4.9
U0, ) = £l G+ )0 — e (4.9
e das equagoes(4.3) e (4.4) temos ainda que
dir(m,) _ OV Ony _ Ot n e[dﬂk Oy dTy] (4.10)
dn,, Ony O, O “dn Oy dny
Apos rearranjarmos os termos, chegamos a
D£ = %, (4.11)
dny,
onde
0 dﬂ'k &Dk dTV 0 dTu
D= + 7 + — + . 4.12
om0y (dm Oy dnu”0(5%) -~ dny 412)

Podemos utilizar a equacao (4.11) para determinar as constantes de movimento

do sistema. Utilizando a identidade,

de 0L 0L oy, 0L 05

T + ,
dn,  Ony Oy Ony 0 (%) My

chegamos a,

d 0£ O i 0f  of O df,
a7 e gy, ™ @y T ael ™ o, =, )

Se a dinamica do sistema é regida pelas equacoes de Euler-Lagrange, chegamos finalmente

a lei de conservagao,

4G _ 0, (4.14)
dny,
onde
oL O
G, =L, +—5— ———7,) — f.. 4.15

A equacgao (4.14) é a formulagao do teorema de Noether, estabelecendo que toda
transformacao de simetria que mantém a acao invariante, corresponde a uma quantidade

conservada.

Para aplicar este resultado, consideremos a lagrangiana para a equagao de
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Schroedinger, equagao (4.1), onde utilizando a equagao (4.11) fazemos as identificagoes,
TI=T Ta =Ty, =Ty, W =, N =P, s =1, Y1 =P e Py =Y.

Utilizando as equacdes (4.1) e (4.12), obtemos para o potencial V(Q) independente
do tempo as seguinte simetria da agao, 71 = 75 = 0, 73 = k (constante), m = 1, = 0 e

f1 = fo = f3 = 0. Isso nos fornece

0
D=k (4.16)

E a partir da equagao (4.15) obtemos a grandeza conservada,

Gy = —7P(¢T8t¢ ¢aﬂm)+7( ¢Tat¢+a1/)at1/ﬂ> (4.17)
Gy =0, (4.18)

Gy = o — vout) — Pyt + 7 P . 4.1
3 4mp(¢ 0 — VOT) Qm@WJ + V(g 8 el (4.19)

Estas trés componentes da grandeza conservada obedecem a lei de conservagao,

aqu —+ 8pG2 —+ (9tG3 - O (420)

Integrando a equagao (4.20) numa regiao do espago de fase, e realizando uma integragao

por partes; chegamos a

n’ N N
o g I G v @)yidade) = ([ 01 (Vi@ ad) — . (a2)

A equagao (4.21) pode ser escrita como

A2, (4.22)
onde (E) = 213—; + V(Q). A equacdo (4.22) significa a conservacio da energia total do
sistema.

Vamos explorar com mais detalhe o teorema de Noether no espaco de fase, tratando
campos relativisticos, no proximo capitulo. Na sequéncia faremos algumas aplicagoes do

formalismo da equacao de Schroedinger no espago de fase.
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4.2 Aplicacoes

Nesta secao resolveremos problemas de autovalores para trés tipos de potenciais.
Primeiro aplicaremos o método ao potencial linear; como segunda aplicagao discutiremos
o oscilador harmoénico; e a terceira aplicagao serd o potencial de Liouville. Vale lembrar
que resolveremos os problemas de tais potenciais sem o uso da descri¢ao de Schroedinger,
tal como ¢é observado frequentemente no contexto das fungoes de Wigner. Mostraremos

aqui que é possivel resolver problemas no espaco de fase de modo autoconsistente.

Nas trés aplicagoes que seguirao, estaremos em busca de solugoes reais. Lembrando

que a amplitude pode ser escrita como V(q,p) = (g, p) + i¢(q, p), buscaremos encontrar

somente (g, p).

4.2.1 Potencial Linear

Nosso objetivo aqui é resolver o problema do potencial linear no espaco de fase,

em busca de solugoes reais. Para isso, consideraremos por simplicidade: h(q,p) = p* + ¢,

1

onde fizemos m = 5

e h = 1. Assim, a equacao de autovalores é escrita como

hg,p) > ¥(q,p) = (p° + @) *¥(q,p) = E¥(q,p). (4.23)

Aplicando as propriedades do produto estrela, temos

(0= 500 + (a+ 50, ) = Bb(a.) (1.24)

ou
i 1 i
(P* = 50y = 70, + 4+ 50, = E)v(q,p) = 0. (4.25)

Separando a parte real da parte imaginéaria na equagao diferencial acima, ficamos com
2 1 o
(r"+a— 39— E)lg,p) =0, (4.26)

(—=p9q + 0,)¥(q, p) = 0. (4.27)
Note que se tomarmos v(q, p) = ¥ (p® +¢q) = ¥ (h), tanto a equagao da parte real quanto a
da parte imaginaria serao satisfeitas. Definido assim z = p? + ¢, temos 9, = 0, e 03 = 02,

assim obtemos,



62

(= = 402~ EYola.p) =0 (1.25)

Esta é a equacao diferencial de Airy, e sua solucao é dada em termos das funcoes de Airy.

Assim, a amplitude para o potencial linear é dada por
2§ a2 2
vlg.p) = 5 Ai23 (¢ +p" — E)), (4.29)
onde Ai(z) é a conhecida funcao de Airy.

Se fizermos ¥ (q,p) x ¥(q,p)* obtemos fun¢oes de Wigner para o problema . O com-
portamento tanto da amplitude no espago de fase quanto da respectiva fungao de Wigner

correspondente podem ser vistos comparando-se os graficos dados nas figuras (1-6).



Figura 1: Amplitude para o potencial linear, E=5

Figura 2: Fungao de Wigner para o potencial linear, E=5

63



Figura 3: Amplitude para o potencial linear, E=1

Figura 4: Fungao de Wigner para o potencial linear, E=1
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Figura 5: Amplitude para o potencial linear, £=3

Figura 6: Fungao de Wigner para o potencial linear, E=3
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4.2.2 Oscilador Harmonico
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No espago de fase, este problema ja foi resolvido na referéncia |8, 9|, utilizando

um método algébrico. Seguiremos aqui um procedimento diferente. Para isso, tomemos

a equacao de autovalores escrita no espago de fase

h(q, p) x¥(q,p) = E(q,p),

X 2, 2
aqui h(q,p) = %. Neste caso ficamos com, 2

(]92 —g q2) *(q,p) = EY(q,p).

Utilizando as propriedades do produto estrela temos,

(0= 500+ (a+ 50,100 ) = 250 (a.p)

que leva a

i 1 i 1
[p* = 5p0s — 507 + ¢ + 500, — 10,10 (,p) = 2B(g,p).

Podemos escrever ainda

1 1 7 7
P> — 185 +q - Zaﬁ = 2E]¢(a,p) + [=5p0 + 5a91¢(a.p) = 0.

Igualando a parte real e a imaginaria da equacao (4.33) a zero, temos,
2 1o o 1.
" = 3% + @ = 10, = 2B (q.p) = 0,

[P0y + 0, (q,p) = 0,

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

se tomarmos (g, p) = 1¥(4h), notamos que tanto a parte real quanto a parte imaginaria

da equacao sao satisfeitas. Desta forma, definindo z = 4h, temos

Oq = g;@z — 0y = 44q0;,

2tomamos h=1em =1
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0, = 925 9, = 4pd,,

e ainda

2 292
02 = 4202 + 200.,

2 _ 4292
0, = 4p~0; + 20..

Substituindo nas equagoes (4.34) e (4.35), ficamos com

[Z —E— ;((16(12 +16p*)0? 4 80,)](2) = 0, (4.37)

[Z —E— 28> —.Jy(z) = 0. (4.38)

Se tomarmos 9(z) = e L(z) e substituirmos na equacio (4.37), temos

202 + (1 — 2)0. + E — ;]L(z) 0, (4.39)

que é uma das equacgoes diferenciais de Laguerre. De fato, lembrando que a equacao

diferencial de Laguerre é dada por

d? d
md—xsz(m—l—l—x)%—i—ny:O, onde y =L (x), (4.40)
temos em nosso casom =0en = FE — % =0,1,2,....Assim as solugoes reais do problema

do oscilador harménico sao dadas por

Un(q,p) = e 2THIL (¢ + p?), (4.41)

onde L, representa o polindmio de Laguerre de orden n. Vale a pena observar que no
espaco de fase encontramos a solucao da equacao de evolucao do sistema como funcoes
escritas em termos de polinomios de Laguerre, enquanto que na descri¢ao usual o estado

é dado em termos de polinémios de Hermite.

A associagao com a func¢ao de Wigner pode ser feita se tomarmos o produto estrela
da solugao dada acima com ela mesma. Para obter uma expressao geral dessas fungoes,

escrevamos a solugao para o problema dado da seguinte forma,
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—2h 4h

wn = Cn eXp(E)Ln(%

onde (', sao constantes de normalizacao. As correspondentes funcoes de Wigner sao dadas

), (4.42)

por

—2h 4h —2h 4h

(n) ~ i il _r =
Contudo, dada uma fungao f(h), expressa em série de poténcias,
g(h) =3 fuh", (4.44)
temos, utilizando as propriedades do produto estrela,
f(h)* e = constante X e T (4.45)
Considerando esse resultado, podemos escrever a equagao (4.42) como,
—2h —2h 4h
(n) ~ exp(—— —) Lo (). 4.46
Fu?(@:p) ~ exp(——) x [exp(——=) Ln( ~)] (4.46)
o que nos fornece
FEN(a,p) ~ exp(—) * b = exp(;ﬁ)% (4.47)
WAy hw hw
Como v, é autofuncao de h, podemos escrever,
—2h —2F,
(7 Wb = exp( b ~ (1.45)
Assim, as fungoes de Wigner para o oscilador harménico sao [4]
—2h 4h
(n) ~ exp(——) L (+— 4.49
Ju"(@,p) ~ exp(—==) (), (4.49)

que sao coincidentes com as solu¢oes encontradas para as amplitudes. Esse fato é con-
sistente, ja que elas obedecem a mesma equacao de autovalores. O comportamento de
alguns casos para as amplitudes e das respectivas fungoes de Wigner podem vistos por

meio dos graficos dados nas figuras (7-16).
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Figura 7: Amplitude para o oscilador harmonico, ordem zero

Figura 8: Fungao de Wigner para o oscilador harménico, ordem zero



Figura 9: Amplitude para o oscilador harmonico, ordem 1

Figura 10: Funcao de Wigner para o oscilador harmonico, ordem 1
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Figura 11: Amplitude para o oscilador harmoénico, ordem 2

Figura 12:

Funcao de Wigner para o oscilador harmonico, ordem 2
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Figura 13: Amplitude para o oscilador harmoénico, ordem 3

Figura 14: Funcao de Wigner para o oscilador harmoénico, ordem 3
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Figura 15: Amplitude para o oscilador harmoénico, ordem 4

Figura 16: Funcao de Wigner para o oscilador harmonico, ordem 4
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4.2.3 Potencial de Liouville

Nosso objetivo aqui é resolver o problema do potencial de Liouville no espaco
de fase, ou melhor, solucionar a equacao de autovalores para este potencial, buscando
solugoes reais. O potencial de Liouville possui a seguinte forma V(q) = €%?; neste caso
teremos h(q,p) = p* + €2%, onde tomamos m = % e h = 1. A equacao de autovalores a ser

resolvida é,

Mg, p) *¥(q.p) = (p° + €*%) x (g, p) = Ev(q,p). (4.50)

Utilizando as propriedades do produto estrela ficamos com

1

i | |
(5P° = 3P0y — 305 + €™ ](g, p) = E(q.p). (4.51)

Usando a identidade e = cos# + i sin # temos

1 1 1 . .
[§p2 — Zpaq — gﬁqz + e cos 8, + i€* sin 9, (q, p) = EY(q, p). (4.52)

Separando agora a parte real da parte imaginaria, temos para a parte real,

;p%(q,p) - ;33 (¢, p) + €7 cos 0,0 (q,p) — Ev(q,p) = 0, (4.53)

e para a parte imaginaria,

1 :
—P0s(gp) + € sin 0,(g, p) = 0. (4.54)
Utilizando agora as identidades cos € = W esinf = ew_szw, e também o fato que

e f(x) = f(x + a), ficamos com a seguinte expressao para a parte imaginaria,

1 1 _ .
100 (¢ p) = 27.62‘1[1&(%1) +1i) — (g, p — 9], (4.55)
e para a parte real,

(P — B = J00)0(,p) = 5 [Wla,p+ 1)+ 0(ap — )] (4.56)

Derivando a equagao (4.55) com relacao a ¢, ficamos com
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%w%m=%QZﬂWMW+D—w@p—Mh (4.57)

02(q,p) = ;qu[w(q,p +1) = (g, p — )] + 5=*[0,10(q, p + i) — gt (g, p — 1)]. (4.58)

1
—e
2ip
Recorrendo novamente a equagao (4.55) para substituir no ultimo colchete da equagao

(4.58), temos

03v(q,p) = ;qu[lb(q,p +1i) — (g, p — 1)
—41p264q[¢(q,p + 2i) — 20(q,p) + (g, p — 20));

e utilizando a equagao (4.56) finalmente chegamos a

0= (" - E)¢(¢,p) + (i)%(q,p +2i) = 20(q,p) + (g, p — 20)] + 4;62‘7[1/)((1,19 +1)
— G- )+ Wlap+ i)+ vlap - i) (4.59

Esta é uma equagao de diferengas, cuja solu¢ao aparece na literatura [4] sob a seguinte

forma,

51nh(7r\/_) et \/_ ip —iVE — ip iVE + ip —iVE + ip

4.
8 3 ( | ) 2 ? 2 ? 2 )7 ( 60)

(g, p) =

onde a fungao G é conhecida como fungao de Meijer, definida por [13,14]

ag, - —s) [, I'l—a; +s

amn = (2] / I T =g +9) . (4.61)
bl,..., » 27” H] m+1 b +S> H] =n+1 F(aj - S)

Nosso objetivo agora é mostrar que a solucao dada em termos da funcao de Meijer,

equagao (4.60), realmente satisfaz a equagao (4.59). Para isso, antes escreveremos a

equagao (4.59) da seguinte forma,

1 e i et

?(E)W(q,p + 2i) — 2¢(q, p) + (g, p — 2i)] + E(E)

N|=

0=©p"—E)(¢p) + [W(g,p+1) —
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— (g, p—1)] + 2(T6)%[¢(q,p + 1) + (g, p — 1)].
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(4.62)

Para simplificar a notacao e facilitar os calculos, definiremos as seguintes varidveis

SZnh;;T;/E) _x
¢¢E—m_a
5 ;
—ivVE —ip
2
ivE +ip .
5 ;
—ivVE +ip B
2

b,

d,

— = X.

16

Assim, a solugao torna-se

U(g,p) = KGoj(x | a,b,c,d).

(4.63)

Agora, explicitaremos as correspondentes funcoes da equagao de diferencas, tomadas em

pontos adjacentes,

(g, p+2i) = KGyj(z |a+ 1,b+1,c—1,d = 1),

(g, p—2i) = KGyj(z |a—1,b—1,c+1,d+1),

. 1 1 1 1
¢(q’p+z>:KGég<x|a’+§ab+§ac_§;d_§)7

. 1 1 1 1
V(g p—i) = KGo(r|a—5,b—g.ct 5,d+ 7).

Desse modo a equagao (4.59) fica escrita da seguinte forma,

0=(p

— E)GS( | abed) + (@G0 at Lb+Le—1d—1) -
— 2G3)(x [a,b,c,d) + Goj(x |a—1,b—1,c+ 1,d+1)] +

AN 11 1 1 1
v - U B W e
+ p(a:)?[G04(a:|a—|—2,b—|—2,c 2,d 2) Goi(z | a 5
Lo 11 1. 1
: bt ce—cd—-
+ 2([[‘) [G04(ZE|(I+ 27 +2,C 27 2)+

1 1 1
c+ -, d+ )|+

277" 9 2
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1 1 1 1
+ Gég(x|a—§,b—§,c+§,d+§)]. (4.64)

Utilizando a propriedade da funcao de Meijer dada por

a, a, + o
G x| ; =G x| boto |

a equagao (4.59) fica da seguinte forma,

0=(p" = E)Goi(x | a,b,c,d) + [Goi(w|a+2,b+2,cd) = 2G5 | at b+ 1et1,d+1)+
+ Gﬁ@!mhc+%d+2ﬂ+;W$@\a+Lb+Lad%—
GOz | abyc+1,d+1)]+2G0% |a+1,b+1,cd) +

+ Gz | a,bc+1,d+1)]. (4.65)

Usando agora uma outra propriedade da fun¢ao de Meijer, dada por [13, 14|

i a1y ..., @ i ar—1,...,a . a1y ...y @
(1—a1+b1)G (m | P ) =G, (J: | P )+qu (:B | b ) :

b, ..., b,

temos que

Go(x | a+2,b+2,¢,d) = a®b*Gyi(x | a,b, ¢, d),
Gol(z | a,b,c+2,d+2) = d*Gyi(z | a,b, ¢, d),
Gol(x |a+1,b+1,c+1,d+ 1) = abedGyi(x | a,b,c,d),
Gol(x | a+1,b+1,¢,d) = abGpi(z | a,b,c,d),
Gol(x | a,b,c+1,d+ 1) = cdGyi(x | a,b, ¢, d).

Como a?b? = *d* = abed ¢ ab = cd = 51 (—E + p?), fica claro que o segundo e o terceiro

colchetes da equacao de diferencas sao identicamente nulos. Assim

-1
0= - E)Gu(x|abed + 2—=(=E+p)Gu(r|abcd)+

-1
+ T<_E +p2)GéZ($ | CL?ba Cy d)]? (466)
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mostrando que a solucao da equagao de diferencas é realmente da forma dada na equagao
(4.60).

Neste caso a solugao para o potencial de Liouville, em termos amplitude no espago

de fase é dada na equagao (4.60) e a respectiva fungao de Wigner ¢ dada por

fula.p) = ¥(q,p) x ¥ (g, p). (4.67)

Os comportamentos da amplitude e da respectiva funcao de Wigner podem ser comparados

por meio dos graficos dados na figuras (17-24).

No proximo capitulo faremos uma generalizagao do formalismo construido até

aqui, discutindo alguns aspectos da teoria de campos relativisticos no espaco de fase.



Figura 17: Amplitude para o potencial de Liouville, E=49

Figura 18: Funcao de Wigner para o potencial de Liouville, E=49
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Figura 19: Amplitude para o potencial de Liouville, E=64

Figura 20: Funcao de Wigner para o potencial de Liouville, E=64
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Figura 21: Amplitude para o potencial de Liouville, E=121

Figura 22: Funcao de Wigner para o potencial de Liouville, E=121

81



Figura 23: Amplitude para o potencial de Liouville, E=144

Figura 24: Funcao de Wigner para o potencial de Liouville, E=144
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5 Grupo de Poincaré e campos
relativisticos no espaco de fase

Ao construir a mecénica quantica no espago de fase, definimos os operadores-
estrela e mostramos que eles satisfazem a algebra do grupo de Galilei. Neste capitulo
definiremos um conjunto de operadores-estrela para construir uma representacao da al-
gebra de Lie do grupo de Poincaré, e consequentemente obter uma representacao para os

campos relativisticos no espaco de fase.

5.1 Estrutura simplética e espaco de Hilbert

Considere um espago de fase 2/N-dimensional como uma variedade I' definida por

meio da 2-forma,

w = dg" N\dp,, (5.1)

chamada forma simplética. Esta forma simplética, em conjunto com o operador

= = = =

o 0 o 0
 9¢*Op,  Op*Og’ 52)
induz o parentesis de Poisson,
{f.9} =w(fA, gA) = fAg, (5.3)
onde
of o af o
{f.9}= I 0 I 9 (5.4)

dg" dp, Op* Dy,
e (f = f(¢",p") e g = g(¢*,p")). Estamos usando p = 0,1,2,3, e a métrica dada por
—g0 =gl =¢2 =¢%¥=—-1eg" =0 (u+#vr). Os campos vetoriais sobre I' sdo dados

por
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af o af o

= 9g5 Op, T Pa (5.5)

X = fA

e o espago das fungoes f(g,p*) C™ é chamado de espago de fase relativistico, e sera

denotado por I'.

Iremos introduzir um espago de Hilbert associado ao espago de fase I relativistico,
considerando o conjunto de fungbes complexas de quadrado integravel, ¥ (q,p) em I, tal

que

/ d'pd*qv" (q,p)(q, p) < o0, (5.6)

¢ uma forma bilinear real. Neste caso, podemos escrever ¥ (q,p) = (g, p|¢), com

/d4pd4Q\q,p><q,p\ =1, (5.7)

tal que

(V]g) = / d'pd* ' (¢, p)9(q, p), (5.8)

sendo (| um vetor dual de [¢)). Vamos denominar este espago de Hilbert por H(I'). Na

sequéncia vamos deduzir uma representagao do grupo de Poincaré a partir de H(T).

5.2 A algebra de Lie do grupo de Poincaré

A algebra de Lie do grupo de Poincaré é dada por

[]/\/Zuua ﬁo‘] = Z.<gzzo'ﬁ,u gauﬁzz); (5 9)
[P, B =0, (5.10)
(M, Moyl = =i(9upMuo — GupMpuo + GuoMpw — GuoMpy), (5.11)

onde ]\/ZW sao geradores de rotacoes e ﬁu de translagoes.

Os invariantes de Cassimir da algebra de Poincaré siao dados por €} = P? =

ﬁuﬁ“ =m?e(Cy= W“W“ = —m?s(s + 1),onde 17[\/” ¢ o pseudovetor de Pauli-Lubanski,
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—

W,=—1¢ M?PPP?. A massa corresponde ao primeiro invariante e o segundo invariante
© 2 Cuvpo

¢ referente ao spin da particula.

As representacoes escalares para esta algebra sao construidas aqui pela definicao,

Mua = Qyﬁa - Qaﬁm (512)

e ainda é valida a relacao de comutagao,

[@uv 131/] = iguu' (513)

A representacao simplética para a dlgebra de Poincaré é obtida a partir dos operadores

dados por,
~ 1 0
Pt =plsx =p! — ——— 5.14
p * 26(]“7 ( )
A Gy fi 515
Q' =qg"x=¢"+ 20p, (5.15)

definidos no espago de Hilbert H(I").

Nossa tarefa agora ¢ mostrar que os operadores-estrela definidos pelas equagoes
(5.12)-(5.15) satisfazem a algebra de Lie de Poincaré. Procedendo assim, teremos os

fundamentos da construcao da teoria dos campos relativisticos no espaco de fase.
e Equacao (5.13)

Iniciaremos as demonstracoes pela relacao de comutacgao
[qu PI/] = ig;wa

que sera uito tutil nas demonstragoes da demais relacoes de comutacao.

Demonstracao

[@uv ]51/] = @uﬁu - ﬁu@,u'

Aplicando o comutador em uma fungao f(q,p) = f e utilizando as equagoes (5.14)-(5.15),
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temos

- Lid ., 0D , i, 0D
Qu, Plf = (q +§(,Tpu)( —§aqy)f—((p _iaqy>(q +2(9pu)f

v _ 19" 0f i0(f) 1 *f vou  GPYOf i0(¢"f) 1 0*f

1 T _ _ —
“p 2 d¢g, 2 Op, 4 0p,0q, P op, 2 0q, 4 0q,0p,

Usando o fato da func¢ao f ser continua e diferenciavel, e ainda utilizando a métrica para

subir e descer indices, ficamos com

0 ) 0
0y | 1 000

N P = (gt p” e ou
Qu, Pf =g 7p]f+2fg o0, 31 ap

Como [¢",p”] = 0, nos resta o seguinte

A~ o~ i { e
Qu PIf = 5598 + 5F9™5, = ifg".

Ou seja,

[@,LLJ ﬁl/] - ig/.LVJ

como querfamos demonstrar.
e Equagao (5.10)

[ s ,,]:O.

Demonstragao

Substituindo na equagao (5.10) o operador dado na equagao (5.15), e aplicando o
comutador numa fungao f = f(q,p) suposta continua e diferenciavel, temos
PN i 0 i 0
BBl = — -y — 2

Desenvolvendo essa expressao, chegamos a

Oy 10

8qy)( g 2&]M)f.

V=0 -

N | .

5 Bie _ioprf) iotf) 1oW’f) [ iopf) 1 i lan
Pus Bo]f = (Pupv) 2 0q, +2 0q, 2 0q, +2 dq,, 4 0q,0q, 40q,0q,

Como sabemos que [p,, p,] = 0, entao,
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como queriamos demonstrar.

e Equagao (5.9)

— ~

(M, Py = i(gue Pu — gouBy).
Demonstracgao

Para demonstrar essa relagdo de comutagao, utilizaremos a equagao (5.12) e a pro-

priedade distributiva da comutacao. Temos entao,

[M,uwpo] - [@u v @I/ﬁua o‘]

Utilizando as equagdes (5.11) e (5.14), ficamos com
[M/un P ] - i(guopu - gauPl/)>

como queriamos demonstrar.

e Equagao (5.11)

[(Myus Mop| = =i(gupMoo = GupMyuo + GuoMpy — GuoMpy).
Demonstragao

Para demonstrar essa relagdo de comutagao, utilizaremos a equagao (5.12) e a pro-

priedade distributiva da comutacao. Usando ]\/Zyg = @Vﬁg — @013,,, temos entao

[‘//\ZMW j\/\[ ,0] = [@u AV - @Vﬁm @a Ap - @pﬁa]
= [@u AV; @0‘ Ap - @p AU] - [Quﬁuy @O‘ Ap - @pﬁU]
= [@,uﬁw @a Ap} - [A,u,ﬁzu Qpﬁa] - [Auﬁm @a Ap] + [@u Aua @pﬁcf]
E ainda,
[]/\Z/wa ]/\Zap] = [@m Q ﬁ ]P + QM[PV7 QO’Qp] [@m @pﬁo]ﬁu - @u[ﬁw Qpﬁa] -

(Qus Qo Byl P = QulPu Qo Po] + [Qu, QpPol B + QB QP

Utilizando novamente a propriedade distributiva da comutacao, obtemos

o~ ~ o~ ~

(M, Myl = QolQu, PQu + @y, Qs PP, + QuQul Py, P)QLIP,, Q] P, —
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Qp[@;u a] v [@/u @p} vio @p@u[ﬁua ﬁa] - @lt[ﬁy7 @p]ﬁa -
QolQu. PPy = [Qu, Qo P Py Py = QuQo[ Py By = Qu[Py, Qo] P +
Qp[@ua 0] u+ [@w@p] o u"‘@u@p[p,uaﬁa] +@u[ﬁ,u7@p]ﬁa-

[M,
O que finalmente nos fornece

—_ o~ o~ o~ o~

[M Mop] = _7;<gupMua - gl/pM;m‘ + .g,ua'Mpu - gI/O'M,OM)7

ns

como queriamos demonstrar.

Tendo demonstrado as relagoes de comutacao que definem a algebra de Lie do
grupo de Poincaré, podemos mostrar que P? = f’uf’“ é um invariante dessa algebra. Se
P? & um invariante, logo ele deve comutar com os geradores da algebra. Obviamente
P? comuta com ﬁm resta-nos mostrar que ele também comuta com ]\7[,“,. Neste caso,

utilizando a propriedade distributiva da comutacao, temos

— o~

[M,,, P?] = P,|M,,, P’] + [M,,, P,] P°.

ws
Se fizermos uso da métrica para descer alguns indices, obtemos

— ~

[My, P2 = g% P,[M,,, P,] + ¢ [M,,,., B,]

Nz

$>

Utlizando a equagao (5.10), ficamos com

(M, P?] = ¢°° P,i(Go Py — GouP) + 9°71(9upPs — GopP,) Py

na
Distribuindo os produtos e observando que ¢*?g,, = %, chegamos a

[M,,, P?] = 2P, B, — i6,P,P, + i6] P, P, — i6; P, P,.

ns

Apos manipularmos com as deltas (efetuarmos as somas) ficamos com

[M,,, P’ = iP,P, —iP,P, +iP,P, —iP,P,.

ns

nuvs Map] = igup(@upa_@aﬁu)_igup(éjuPU_@aﬁu)+iguU(QpﬁV_©u p>_iguU(QpP,u_QuP .



89

E finalmente encontramos

[M,,, P*] = 0.

Assim, fica claro, que os operadores-estrela definidos aqui determinam uma
representacao do grupo de Poincaré. Nas proximas segoes faremos uso desta élgebra para

escrever as equacoes de movimento para campos relativisticos.

5.3 A Equacgao de Klein-Gordon no Espaco de Fase

Estamos em condigoes de escrever uma equacao de onda para uma particula
escalar, que possui apenas uma componente que denotaremos por . A equacao de onda
¢é obtida a partir do primeiro invariante desta algebra, que é relacionado com a camada

de massal. Assim, podemos escrever
P*p = P*Pip = m*y. (5.16)

Substituindo na equagao (5.16) o operador dado na equagao (5.15), obtemos

o, 0
0" = 59y Pn = 5 g0 = V- (5.17)

O que nos fornece
-1 0% O
4 0qrdq, gt

que é a equagao de Klein-Gordon no espaco de fase. Essa equagao possui uma solucao de

+ (p"'p, — m*)p =0, (5.18)

particula livre dada por
V(G pp) = g(p#)eiﬂpuqua (5.19)

onde &(p,) € uma fungao que depende das condigoes de contorno.

A equagao de Klei-Gordon, equagao (5.18), pode ser deduzida a partir da densidade
lagrangiana

19y 9yt 1,

_ e
= TOTJM Dy 2117 (¢

g

o*
oqt

— o) = (PP — m? )y, (5.20)

onde se utilizarmos as equacoes de Euler-Lagrange para campos, obtemos a equacao

esperada.

Podemos fazer a associa¢do do estado 1(q,p) com a fun¢do de Wigner f,(q,p).

'E importante lembrar que ¥ = 1(q, p)
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Mostraremos que a funcao definida por

fu(a.p) = ¥(q,p) x¥'(q, p) (5.21)

é a funcao de Wigner. Comecaremos nossa demonstragao escrevendo a equacao de Klein-

Gordon no espago de fase como

PP+ P(q,p) = m*Y(q,p). (5.22)

Multiplicando a equacao (5.22) a direita por ', obtemos

(p* *¥(q,p)) * ¥ (q, p) = m*¥(q, p) V' (g, p). (5.23)

Tomando o complexo conjugado da equacao (5.22) e multiplicando a esquerda por v,

chegamos a
¥(g,p) * (V' (q,p) xp*) = m*¥(q,p) x V' (q,p). (5.24)

Subtraindo as equagoes (5.23) e (5.24) e utilizando a propriedade associativa do produto

estrela, temos

p2*fw _fw*pQ =0,
onde a notacao f,(q,p) = ¥(q,p) * (g, p) foi usada.

Se utilizarmos os parénteses de Moyal e o fato que {g, f}» = g(2sen%)f, podemos
escrever a equagao (5.24) como

9 fu

v, 5.25
0, (5.25)

{0, futsr = pu
onde usamos p*A = —2pd,, p*A* = 20} e p*A® = 0. A solugao para a equacao (5.25) é a

funcao de Wigner relativistica.

5.4 Equacgao de Dirac no Espaco de Fase

Iremos considerar uma representagao para particulas de spin % Para isso intro-

duzimos o operador 'yﬂﬁu onde ]3M é definido na equagao (5.15). Escrevemos entao

Y Butp = A'py x ) = map. (5.26)
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Utilizando a equagao (5.15) chegamos a

pipe — L0y
b = 550 = (5.27)
que ¢é a equacao de Dirac no espaco de fase.

Sabemos que as solucoes da equagao de Dirac devem ser também solugoes da
equagao de Klein-Gordon. Iremos entao aplicar um operador na equacao de Dirac, de

modo a torna-la uma equacao de segunda ordem. Neste caso, temos

(VB (v Bo)p = m?. (5.28)

Se utilizarmos a equagao (5.15), chegamos a

(P — ;aiu)v”(py - ;afmw = m*y. (5.29)

E ainda, temos que
(+*P.)('P,)) = PP, = P, (5.30)
(+*B)(v'P,) = 47" B,P,. (5.31)

Observe que v*4” pode ser escrito como a soma de uma parte simétrica e uma parte
antissimétrica. Assim,

vD D 1 v v D D
VBB = (0" ) BBy (5.32)
E para que a equacao de Klein-Gordon seja satisfeita, devemos ter
(V7" + ") = 29", (5.33)
que é a relagao satisfeita pelos geradores da algebra de Clifford.

A equagdo de Dirac, equagao (5.27), pode ser deduzida a partir da densidade

lagrangiana para este campo, que é escrita como

£= 001" ~ B0, — (m—+p,). (5.34)

5.5 Teorema de Noether e grandezas conservadas
O objetivo agora & demonstrar o teorema de Noether em uma versao para o espago

de fase relativistico. O enunciado do teorema de Noether aqui é o seguinte: "A todo grupo

de transformagcoes continuas de ¥ que mudam £ no maximo por uma divergéncia, existe
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associada uma corrente conservada."O divergente no espago de fase relativistico é definido

por

D (LD

_Z \QH
g7 + 8}9“)5 )

A demonstragao esbogada aqui esta baseada na referéncia [43]

Demonstragao

Considere uma transformgao infinitesimal ¢(q,p) — ¥'(q,p) = ¥(q,p) + (¢, p) tal
que £ — £+ 6L em que £ = (% + a],%)S“.

Agora,
0L oLf 00y oL 00y

= 0y + + .
o d(5%) 9¢"  O(5%) Op*
Utilizando a equacao de movimento para 1 (equagoes de Euler-Lagrange)dada por

oLt 0 0f 0 0f

0L

el _ =0,
0v  dgro(Es)  Opro(2L)
temos,
o oL 0 0f oL 0o oL 06y
0L = (=~ + ———0) + + —
oz e o) T oy ae T o) o)
o, oLt o , oL
= —(=5-0) + —(—5;-00).
Assim, chegamos a
0 0
T Nk —
(0q“ + 8pu)] 0.
E a corrente conservada é entao,
oLt oL
g = Tldw + WW — Sk (5.35)

8< ogh ) 8( OpH )
Como queriamos demonstrar.

Agora utilizaremos o teorema de Noether para estudar alguns casos de transfor-

magoes do espago-tempo.

(a) TranslagGes no espago-tempo

¢ —q"=q"+ e,
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Pt — = pt 4 A

Para simplificar a notacao, definiremos a coordenada simplética n* = (¢*, p*), como

também e = (et \*).

Temos,

V(g p) =V'(d, 1),

ou

Fazendo uma expansao em Taylor até primeira ordem, temos

0
b= =) = vlgp) - o, P0L0) ), 20D

ou

Assim, obtemos

o A

5L = L+ 5y, 5+ T

oy’ 0
- LW )~ £ )

= £L(n—¢€) — £(qgp) =

o
onY

)_£(w> )

of
—Euainu.

Substituindo 0¥ (n) = —e¢, a{;/;q(:;) na equagao (5.34) temos,
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oL Y
g = (=€) + L.
8(%) 0
Ou, mais explicitamente
: oL oLt oY oY
3= + N—evn— — A=)+ €L
o22) " a2y "oy T apr

Lembrando que € é arbitrario obtemos a conservagao do tensor energia-momentum candnico,

0 0
2w — .
(Ggx T apr) 0

Onde o tensor energia-momentum candnico é dado por,

0L o
W —=_————"— — g"£. 5.36
8(§$) anu g ( )

Com a finalidade de exemplificar, tomaremos o caso das translacoes somente na

coordenada associada a posicao, ou seja, A = 0.
Exemplo 5.1 Campo de Klein-Gordon

Utilizando a densidade de lagrangiana dada na equagao (5.20), e substituindo na

equagao (5.36), temos

10y 0y | 0% Oy’

1.
—( ha Zipht
4 “0q, 0q, 0Oq, Oq,

L O
229(107

dq,

o

oHr =
dq,

)+ P ) — g £, (5.37)

Exemplo 5.2 Campo de Dirac

Partindo da densidade de lagrangiana para o campo de Dirac, dada na equacao

(5.34) e substituindo na equagao (5.36), obtemos

uvzj_*u% ui_w
[ 4( Py aqy+7 waqy) g L. (5.38)

Nesses dois exemplos, um 4-vetor constante no tempo é definido por

P = / 0% dqd?p, (5.39)
onde a integracao nao ¢ realizada em ¢° e p°.

(c) Rotagoes no espago-tempo (Grupo das Rotagoes)
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Considere

oq" = gy,
opt = Np,y,
M = —e'H,
MY = _\VE

ql/ s ql/ + E[j/l/qy’

p’ — p+ Mp,.

Para simplificar, utilizando a notacao n* = (¢*, p*), temos

ont =en,.

Assim, o campo ¥ (n) se transforma de acordo com alguma representacao do

grupo, isto é,

w(n) =4’ (n) = DA)Y(A™') = DAY = "ny).
Como a transformagao ¢ infinitesimal, D(A) ¢ proximo a identidade e tem a forma D(A) =

I+ %6[,0]'0’0. Assim,

iz

W) = ) = S [0,0 = 1y = L),

Ou seja,

uv

S = —%[nyau — 00y — iL,)0(n).

Por outro lado, sendo a densidade lagrangiana um escalar, temos
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-1
0L = —e"n,0,£ = 75’\”8“[(:@9“,\ — ZxGuw)L].
A corrente conservada é entao,
. Exv ot

Como ¢), é um tensor infinitesimal arbitréario, temos que

(W0 =" + i) + (0" g" = g") £].

0, M"* =0,

onde M** ¢ o tensor densidade de momentum angular, dado por

ot oL
MMA = — 0" — p o + g7 0" 4 p o i I+ I, 5.40
q p q p Za(%ﬁ) (0 28(%) 0 (5.40)

Exemplo 5.3 Campo de Klein-Gordon

Utilizando a lagrangiana para o campo de Klein-Gordon, equagao (5.20), podemos

escrever o tensor densidade de momentum angular para este campo como

OY* 0P

M;UJ/\ - q)\euu _p)\euy + queu)\ _i_pueu)\ ) IV)\¢ 4 Zilw\w + Zi[y)\w*
8(%) GQ,LL @qu
1 * TV 1 v *

= SPUTN + SpTy (5.41)
onde #** ¢ dado na equagao (5.37).
Exemplo 5.4 Campo de Dirac

1— 1 _
MPY = = — PO 4 g9 4 p 0 — Oy TN TN, (5.42)

onde #** ¢ dado na equagao (5.38).

Em ambos os casos considerados, podemos determinar o momentum angular por meio
de
M = / MPOPBqdPp. (5.43)

(c) Simetrias Internas
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Além das simetrias geométricas induzidas por transformacgoes no espacgo-tempo,
podemos considerar as simetrias internas, que sao as simetrias associadas com transfor-
macoes intrinsecas do campo. O caso que analisaremos aqui é o da simetria de calibre
de primeira espécie, que embora nao seja tao relevante fisicamente, nos fornece correntes

conservadas. Para esse fim, consideraremos as transformagoes,

¢l — e_iA'éZ) e v — eiA*’

onde A é uma constante. Fazendo uma expansao até primeira ordem,

P=(1—iNy — 0= —i\y,

U =(14iNyp — 5P =il
Para esse tipo de transformacao £ = 0.
Exemplo 5.5 Campo de Klein-Gordon

Utilizando a transformagao dada e substituindo na equagao (5.35), obtemos a

corrente conservada para o campo de Klein-Gordon,

j, OY* 0
7= {05 w5 (544

Exemplo 5.6 Campo de Dirac

Utilizando a transformagao dada e substituindo na equagao (5.35), obtemos a

corrente conservada para o campo de Dirac,
J* =y (5.45)

Nesses dois casos, podemos encontrar uma quantidade identificada como a carga

do campo,

= / Odqd®p. (5.46)
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5.6 Interacao

Podemos, neste contexto de espaco de fase, explorar problemas com interacao.

Para isso tomemos a densidade de lagrangiana

oY ot
o Vo) W' —m2)ut + U, (5.47)

_Zlog oyt }
4 Oqu aq“ At

que leva a equacao de Klein-gordon sujeita ao potencial dado,

~-1 0% 0
- —iphe—
4 0q*dq, g

+ (P'pu —m* ) =V (¥) =0, (5.48)

onde V(¢) = aUa(zf). Note que p é apenas um parametro nesta equagao diferencial

parcial.

A fim de buscar solugoes para a equagao de Klein-Gordon, equagao (5.48),
utilizaremos o método da funcao de Green. Para isso suponhamos uma distribuicao

pontual, a qual uma fungao G = G(¢*, ¢'*, p*, p'*) satisfaz

-1 0°G oG
— — gpt o — m2G = §(g" — M) (pt — p't 4
4 0qtdq, P g + (0P —m?) (¢" —¢")o(p" —p"), (5.49)

onde G ¢é a funcao de Green. Pelo principio da superposicao, temos que a solucao para

nossa equagao ¢ dada por

V(") = ol p) + [ A A Gl " )V (), (5.50)

onde g (g", p*) € solugao do problema livre. Agora nosso trabalho consiste em encontrar
a funcao de Green. Para isso, aplicaremos uma transformada de Fourier na equagao

(5.48), onde as coordenadas Correspondentes no espaco de Fourier serao ¢g* — k* e p"* —

n*. Apos a transformagao, tal que F[a e ] —kQG(k“,n“), F[%] = —z'k“é(k”,n“) e
F[G] = G(k*, "), segue que

1 5~ ~ -

Gk ") — p'k G (KM ") + (p'p, — m*)G (KM ) = 1, (5.51)

4

onde F[g] representa a transformada de Fourier da fun¢ao g. E entao, obtemos

_ 1
Gk, n") = .
(,77) ik =k + (ppu — m?)

(5.52)
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Desse modo

1 . L
Gld". " p" ") = /d4k“d4 Ho R Quin P (Yot pht
(¢",q", p", ") L n'e (KH, ")
L[ gty e 3
= . 5.5
(2m)4 / 1 Tk? — prky, + (ptp, — m?) (553)
E a solucao da equagao fica dada com a substituicao da tltima expressao em
V(") = ol ") + [ A A Gl g PV (), (5.54)

que é uma solucao para o problema proposto.
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6 Conclusao e Perspectivas

Realizando uma retrospectiva dos capitulos anteriores, chegamos a equagao
de Schroedinger no espaco de fase, obtida por meio de uma representacao escalar do
Grupo de Galilei. E ainda, utilizando uma representacao irredutivel do grupo de Poincaré,
mostramos como escrever as equacoes de Dirac e de Klein-Gordon no espago de fase. O
ponto de partida foi o uso do produto estrela (ou produto de Weyl) para introduzir os
operadores bésicos das representacoes dadas. Percebemos que a aplicacao do produto
estrela a direita em fungoes da espécie a(q,p) leva a operadores que satisfazem a uma
estrutura de algebra de Galilei estendida, dada nas equagoes (3.18 - 3.26). Como também,
levam a operadores que satisfazem a uma estrutura de algebra de Poincaré, dada nas
equagoes (5.9 - 5.11).

Na representagao simplética do grupo de Galilei, as variaveis canonicas sao dadas
por Q = gx = q + %8},7 e P = Pk =p— %&1, e os estados do sistema sao especificados
por vetores no espago de Hilbert no espago de fase, dados por ¢ (¢, p,t). O formalismo
quantico usual é obtido usando o método da fungao de Wigner. Isto é, mostramos que a
fungao dada por f(q,p,t) = (g, p,t) x1¥'(g, p,t) definida no espaco de fase ¢ uma funcio

de Wigner. A conexao com o formalismo classico é obtido via o teorema de Ehrenfest.

Aplicamos a equagao de Schoedinger no espaco de fase para encontrar as ampli-
tudes de probabilidade para os seguintes casos: potencial linear, oscilador harmoénico e
potencial de Liouville. Todos esses problemas de autovalores foram resolvidos num for-
malismo autocontido. Neste método a informacao sobre os sistemas quanticos no espago
de fase é obtida de forma direta, abandonando as dificuldades do formalismo de Wigner,
tais como nao-positividades da funcao de Wigner. Também mostramos como escrever
uma lagrangiana para a equacao de Schroedinger no espaco de fase, obtendo a partir dela
uma equagao de continuidade. No caso dos campos relativisticos no espago de fase, con-
struimos lagrangianas para as equacoes de Klein-Gordon e de Dirac e obtivemos a partir
destas lagrangianas as correntes conservadas parta estes dois campos. Também fizemos

uma breve discussao da equacao de Klein-Gordon sujeita a uma interagao, aplicando para
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isso o método da funcao de Green.

Aspectos interessantes que ainda podem ser estudados sao o acoplamento dessa teo-
ria com o campo eletromagnético que pode ser implementado via o acoplamento minimo,
dado por P — P—ieA =p— %8[1 —ieA. Também merecem ser estudados, por exemplo, o

problema de muitos corpos e a teoria do espalhamento.
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