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Resumo

A Constante de Erdos-Ginzburg-Ziv (denotada por s(G)) de um grupo aditivo abeli-
ano finito G é o menor inteiro ¢ tal que cada sequéncia sobre G de comprimento ¢ possui
uma subsequéncia de comprimento exp(G) = n cuja soma dos elementos é igual ao zero do
grupo. A constante com pesos coprimos analoga a esta constante (denotada por s4(G)) é
definida da mesma forma exceto que no lugar de considerar a soma de todos os elementos
da subsequéncia pode-se optar por adicionar o elemento ou um multiplo do elemento tal
que os coeficientes da soma pertencem a A = {a € Z; mdc(a,n) = 1}. Determinamos o
valor desta constante para p-grupos de posto 2, analisamos o problema inverso relacionado
e obtivemos um limite superior para s4(G) em um caso mais geral.

Em uma analise distinta, sejam p um primo, n € N e ¢ € Z,[z1, ..., x,] um polindémio
simétrico sobre o corpo Z,. Considere que o polinomio ¢ tal que podemos gerar o conjunto
F, = {pr; k € N}, onde cada ¢y, € Zy[z1, ..., x;] representa o polindmio com o mesmo
grau e os mesmos coeficientes de ¢, alterando-se o nimero de varidveis. Uma sequéncia
T sobre Z, é uma sequéncia F,-zero se p(T) = 0, para algum k € N, e é chamada uma
F-zero livre se nao contém subsequéncias F-zero. Definimos a constante D(y, Z,) como
sendo o menor inteiro £ tal que cada sequéncia de comprimento ¢ contém uma subsequéncia
F-zero. Também definimos o conjunto M (F,,Z,) de todas as subsequéncias F,-zero
livres de comprimento D(y,Z,) — 1. Além disso, analisamos D(y,Z,) e M(F,,Z,) no
caso de polinomios simétricos quadraticos.

Palavras-chave: Grupos abelianos finitos; Problemas de soma-zero; Soma-zero pon-

derada; Constante de Davenport; Polinomios Simétricos.



Abstract

The Erdés-Ginzburg-Ziv constant (denoted by s(G)) of an additive finite abelian
group G is the smallest integer ¢ such that each sequence over GG of length ¢ has a sub-
sequence of length exp(G) = n whose elements sum to zero of the group. The coprime
weighted analogue of these constant (denoted by s4(G)) is defined in the same way except
that instead of considering the sum of all elements of the subsequence one can choose to
add either the element or multiple of the element such that the coefficients of the sum
belong to A = {z € Z; ged(z,n) = 1}. We determine this constant for p-groups of rank
2, we analyzed the related inverse problem and obtained an upper bound for s4(G) in a
more general case.

In a separate analysis, let p be a prime, n € N and ¢ € Z,[z1,...,z,] a symmetric
polynomial over the field Z,. Consider that the polynomial is such that we can generate
the set F, = {¢x; k € N}, where each ¢, € Z,[x1,...,x;] represents the polynomial
with the same degree and the same coefficients of ¢, changing the number of variables. A
sequence 1" over Z, is a F,-zero sequence if pi(T) = 0, for some k € N, and is called a F-
zero free sequence if contains no F,-zero subsequence. We define the constant D(y,Z,)
as being the smallest integer ¢ such that every sequence of length ¢ contains a F-zero
subsequence. Also we define the set M (F,,Z,) of all the F,,-zero free sequences of length
D(p,Z,) — 1. In addition, we analyze D(p,Z,) and M(F,,Z,) in the case of quadratic
symmetric polynomials.

Keywords: Finite abelian group; Zero-sum problem; Weighted zero-sum; Davenport

constant; Symmetric polynomials.
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Introducao

Seja G um grupo aditivo tal que G é abeliano e finito. Dado um nimero inteiro

positivo t, definimos uma sequéncia finita

¢
S = (x1,29,...,24) :xla:Q-‘wt:Hx,-
i=1

de elementos pertencentes a G, onde é permitida a repeticao de elementos e podemos
desconsiderar a ordem dos elementos em S (tornando coerente a nota¢ado multiplicativa).
Diremos apenas que S é uma sequéncia sobre G de comprimento t. Definimos também
uma subsequéncia T' = x;,x;, - - - x;, de S de comprimento k (< t), com conjunto de indices
Iy = {iy,io,..., i} € {1,2,...,t}, onde escrevemos T|S. Além disso, chamamos S de

sequéncia de soma-zero em G se
x1+$2+---+xt:0,

onde 0 representa o elemento neutro (aditivo) de G.

Os Problemas de Soma-Zero sao problemas combinatérios da Teoria Aditiva dos
Numeros que estao relacionados com a estrutura de grupos abelianos finitos. De forma
geral, um problema direto de soma-zero estuda condigoes que garantam que uma determi-
nada sequéncia possua uma subsequéncia de soma-zero com propriedades pré-definidas.
O problema inverso de soma-zero associado estuda a estrutura de sequéncias extremas
que nao possuem tais subsequéncias de soma-zero.

Muitas pesquisas se desenvolveram baseadas nestes problemas, uma vez que inves-

tigacoes desse tipo ocorrem naturalmente em varios ramos da andlise combinatoria, da
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teoria dos numeros e da geometria. Os problemas de soma-zero também influenciaram
o desenvolvimento de varios campos dentro destas areas como a teoria de Ramsey de
soma-zero, entre outros. H4, ainda, conexoes intrinsecas com a teoria dos grafos, a teoria
de Ramsey, a geometria e a teoria das fatoragoes nao-singulares. Além de tudo isso, pro-
blemas de soma-zero aparecem em varios tépicos da teoria dos niimeros como nimeros
de Carmichael, conjectura de Artin sobre formas aditivas, matrizes de permutagao, entre
outros.

Os problemas de soma-zero tiveram como ponto de partida um resultado de 1961,
onde, dado um nimero inteiro positivo n, Paul Erdos, Abraham Ginzburg e Abraham Ziv
mostraram (ver [18]) que toda sequéncia de nimeros inteiros formada por 2n — 1 nimeros
possui uma subsequéncia de comprimento n cuja soma dos seus termos ¢ um miiltiplo de
n. Este resultado é conhecido como o Teorema de Erdds-Ginzburg-Ziv (Teorema EGZ) e
sua demonstracao foi desenvolvida utilizando o Principio da Casa dos Pombos.

Este resultado motivou a definigdo da seguinte constante: dado um grupo (aditivo)
abeliano finito G arbitrario, definimos a constante F(G) como sendo o menor inteiro
positivo t tal que toda sequéncia de t elementos de G contém uma subsequéncia de com-
primento igual a o(G), onde o(G) denota a ordem do grupo G, que é uma sequéncia de

soma-zero sobre G. Observe o seguinte resultado:

Teorema 0.1. Seja n um inteiro positivo e seja Z, o grupo aditivo das classes de residuos

maodulo n.
(i) E(Z,) =2n—1.

(ii) As sequéncias de comprimento 2n — 2 em Z, que nao contém uma subsequéncia de
soma-zero de comprimento n apresentam exatamente dois termos distintos de Z,,

onde cada um se repete n — 1 vezes.

O item (i) do Teorema 0.1 é uma consequéncia direta do Teorema de Erdds-Ginzburg-
Ziv. O item (ii) deste teorema corresponde ao problema inverso relativo ao item (i) e uma

demonstracao para esta parte pode ser encontrada em [45].
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Constantes Associadas a Constante EGZ

Alguns anos apds P. Erdos, A. Ginzburg e A. Ziv enunciarem o Teorema EGZ, P. C. Ba-
ayen, P. Erdos e H. Davenport propuseram (na Mid-western Conference on Group Theory
and Number Theory, Ohio State University, em abril de 1966) um problema cuja resolucao
se resumia em determinar o valor do menor inteiro positivo ¢ tal que cada sequéncia S
sobre um grupo (aditivo) abeliano finito G' de comprimento |S| > ¢ contém uma sub-
sequéncia de soma-zero em G (sem restrigdes para o comprimento da subsequéncia). Na
literatura subsequente este inteiro ¢ passou a ser chamado Constante de Davenport de G
e denotado por D(G).

O primeiro e mais importante resultado sobre a Constante de Davenport para grupos

ciclicos finitos sera apresentado a seguir.

Teorema 0.2. Sejam n um inteiro positivo e Z, o grupo aditivo das classes residuais
mddulo n. Entao D(Z,) = n e, além disso, o conjunto de todas as sequéncias de com-
primento n — 1 livres de subsequéncias de soma-zero é formado apenas por sequéncias em

que apenas um elemento, invertivel em Z,, se repete n — 1 vezes.

Acrescentando uma quantidade adequada de zeros a sequéncia, vemos que a demons-
tracao do Teorema 0.2 é uma consequéncia direta do Teorema 0.1.

Em 1973, Harborth (ver [30]) definiu dois invariantes e um deles formaliza o que foi
feito no Teorema EGZ. A saber, dado o grupo Z], onde n e r sao inteiros positivos, a
constante f(n,r) é o menor inteiro ¢ tal que toda sequéncia S de elementos de Z!, de
comprimento ¢, possui uma subsequéncia de soma-zero de comprimento n; e a constante
g(n,r) é o menor inteiro ¢ tal que toda sequéncia S de termos distintos de Z!, com
comprimento ¢, possui uma subsequéncia de soma-zero de comprimento n. Neste mesmo
artigo ele provou varios resultados para estas constantes para valores especificos de n e r.

Apresentaremos agora algumas constantes que serao objetos de nossos estudos. Dado
um grupo (aditivo) abeliano finito G com ordem igual a o(G) = t e expoente (definido
como o menor inteiro positivo que, multiplicado por qualquer elemento do grupo, tem

como resultado o zero do grupo) igual a exp(G) = n, definimos:

(i) E(G) é o menor inteiro positivo ¢ tal que toda sequéncia sobre G de comprimento
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¢ contém uma subsequéncia de soma-zero de comprimento t.

(ii) s(G) é o menor inteiro positivo ¢ tal que toda sequéncia sobre G de comprimento ¢

contém uma subsequéncia de soma-zero de comprimento n.

(iii) D(G) é o menor inteiro positivo ¢ tal que toda sequéncia sobre G de comprimento

¢ contém uma subsequéncia de soma-zero sem restrigoes para o comprimento.

(iv) n(G) é o menor inteiro positivo ¢ tal que toda sequéncia sobre G de comprimento ¢

contém uma subsequéncia de soma-zero de comprimento menor ou igual a n.

A constante s(G) é chamada Constante de Erdés-Ginzburg-Ziv (ou Constante EGZ) e é
uma generalizacdo da constante f(n,r). Note que, no caso de G' ser um grupo ciclico,
temos s(G) = E(G). Além disso, podemos observar que as constantes D(G) e n(G) estao
intrinsecamente ligadas.

Ainda nao é possivel calcular os valores exatos destas constantes para os grupos abe-
lianos finitos de modo geral. Além disso existem muitas questoes em aberto relacionadas
a estas constantes. Apresentaremos agora alguns resultados conhecidos.

Logo depois da demonstragao do Teorema de EGZ, Paul Erdos e outros autores pas-
saram a buscar a determinacao do valor exato de S(Zg), onde p é um primo, Z, é o grupo
(aditivo) ciclico de ordem p e Z2 = Z, @ Zy,.

Para o grupo G = @ Zyei = Lper & Lper & - -+ B Zyen, onde p é um nimero primo
e os nimeros n e e; sao inteiros positivos, para cada ¢ = 1,2,...,n, J. Olson demonstrou
em 1968 (ver [38]) que D(G) =1+ ,(p —1). Além disso, dados os inteiros positivos
m e n tais que m divide n, Olson mostrou no mesmo ano (ver [39]) que, para o grupo
G =Zy, ® Ly, temos D(G) =m +n — 1.

Em 1983, A. Kemnitz conjecturou (ver [31]) que s(Z2) = 4n — 3, onde n é um inteiro
positivo. Este resultado foi demonstrado por C. Reiher em 2003 (mas o artigo [41] foi
publicado apenas em 2007).

Em 2003, W. D. Gao (ver [20]) além de apresentar varios resultados sobre as constantes
s(G@) e n(G), conjecturou que, dado um grupo (aditivo) G abeliano finito arbitrério, a
relagao

s(G) =n(G) +exp(G) — 1
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é valida. Esta relacao ficou conhecida como Conjectura de Gao.

Em 2007, Gao et al (ver [23]) provaram vérios resultados para s(Z3) e n(Z3) para
casos especificos do inteiro positivo n. Além disso provaram que a Conjectura de Gao é
valida para alguns casos especificos.

Edel et al analisaram em [16] (2007) e em [17] (2008) cotas inferiores para s(Z}),
S(Z7), s(Zy,) e s(Zy,).

Outros resultados para estas constantes podem ser encontrados em [20], [25], [38] e

[39).

Constante EGZ Ponderada e Algumas Constantes As-
sociadas

No artigo [11] de 1996, Y. Caro conjecturou que, dados os inteiros n e m, comn > 2 e a

~ . . ;. , . . —1 , N .
sequéncia arbitraria de ntimeros inteiros S = [[["3" " 24, se U = [}, u; é uma sequéncia
de inteiros tais que u; + us + -+ + u, = 0 (mod m), entdo existe uma subsequéncia

(rearranjada) []_, x;, de S, ou seja, {Jj1,J2,---,dn} C {1,2,...,m+n — 1}, tal que
Ty + Uy, + o+ upxy, =0 (mod m).

Supondo que m = n e u; = 1, para todo i € {1,2,...,n}, obtemos exatamente o Teorema
de Erdos-Ginzburg-Ziv na conjectura acima. Esta conjectura foi completamente demons-
trada por D. J. Grynkiewicz em 2006 (ver [28]) e ela deu inicio ao estudo da Constante
EGZ Ponderada e suas associadas.

Antes de prosseguirmos, faremos algumas observagdes. Seja G um grupo (aditivo)
abeliano finito de ordem o(G) = m e expoente exp(G) = n, onde m e n sdo inteiros
positivos. Como podemos considerar G' como um Z-médulo, dados um conjunto A C Z e
uma sequéncia S = 125 - - - x; de elementos de G, se existe um conjunto {ay, as,...,a;} C
A tal que

a1y + asxy + - -+ + ayry = 0 (neutro aditivo de G),

entao diremos que S é uma sequéncia de soma-zero A-ponderada e o conjunto A é de-

nominado o conjunto dos pesos. Desta forma podemos definir as seguintes constantes
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ponderadas:

(i) E4(G) é o menor inteiro positivo ¢ tal que toda sequéncia sobre G de comprimento

¢ contém uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de comprimento m.

(ii) sa(G) é o menor inteiro positivo ¢ tal que toda sequéncia sobre G de comprimento

¢ contém uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de comprimento n.

(iii) Da(G) é o menor inteiro positivo ¢ tal que toda sequéncia sobre G' de comprimento
¢ contém uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada (sem restrigdes para o com-

primento da subsequéncia).

(iv) na(G) é o menor inteiro positivo ¢ tal que toda sequéncia sobre G' de comprimento
¢ contém uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de comprimento menor ou

wqual a n.

Assim como nas constantes nao ponderadas, ainda nao se sabe os valores destas cons-
tantes de forma geral. Apresentaremos agora alguns resultados sobre estas constantes
ponderadas.

Em 2006, S. D. Adhikari et al mostraram (ver [5]) que, dados um inteiro positivo
n e o conjunto dos pesos A = {1,—1}, temos F(Z,) = sa(Z,) = n + [log,n|, onde,
para um numero real z, |z| denota o maior inteiro menor ou igual a x. Este resultado
é equivalente ao Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv para o conjunto de pesos A = {1, —1}.
Além disso, em 2008, S. D. Adhikari et al provaram (ver [3]) que s4(Z2) = 2n — 1 para
0 caso em que n ¢ um inteiro positivo impar e A = {1, —1} e, neste trabalho, também
sdo demonstrados alguns resultados para a Constante de Davenport Ponderada D4(Z,),
onde p é um numero primo.

Em 2007, Thangadurai desenvolveu um trabalho (ver [43]) sobre a Constante de Da-~
venport para o caso de um p-grupo (aditivo) abeliano finito. O principal resultado deste
trabalho foi: dado o grupo G = @';:1 Zyei,ondet el < e <ey <--- < e sao inteiros

positivos, entao

DA(G) S |7|%| <1 -+ ;(pel _ 1)>“
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para qualquer que seja o conjunto A C {1,2,...,p*} ndo vazio, onde os elementos de A
sao incongruentes entre si e nao nulos modulo p. Como consequéncia desta cota superior,
foram obtidos varios resultados para casos mais particulares.

Em 2009, Adhikari e Rath provaram (ver [9]) que E4(Z,) = p + 2, com p sendo um
nimero primo e A sendo o conjunto dos residuos quadraticos modulo p.

Em 2010, Yuan e Zeng mostraram (ver [44]) que a relacao F4(Z,) = Da(Z,)+|Z,|—1
¢é valida para qualquer inteiro positivo n e qualquer A C Z nao vazio. Em 2012, D. J.
Grynkiewicz, L. E. Marchan e O. Ordaz generalizaram (ver [29]) este resultado mostrando
que a relagao F4(G) = Da(G)+ |G| —1 é valida para qualquer grupo (aditivo) G abeliano
finito e qualquer A C Z nao vazio.

A. Lemos apresentou em sua tese de doutorado (ver [32], 2010) varios resultados para
os invariantes 74(G), ga(G) e sa(G), quando G é um grupo abeliano finito especifico e
A ={1,—-1}. Jd em 2013, A. Lemos, H. Godinho e D. Marques apresentaram (ver [26])
estimativas para s4(Z%) e provaram que sa(Z3) = 9, sa(Z3) = 21 e 41 < s4(Z3) < 45,
onde A = {1, —1}.

Outros resultados sobre estas constantes podem ser encontrados em [2], [4], [6], [21],
[46] e [47].

Deste momento em diante voltamos nossos interesses ao caso em que G é um grupo
(aditivo) abeliano finito com exp(G) =n e A = {a € Z; mdc(a,n) = 1} é o conjunto dos
pesos. Neste sentido F. Luca mostrou em [34] (ver também [27]) que sa(Z,) = n + Q(n)
e analisou o problema inverso relacionado classificando as sequéncias extremas livres de
subsequéncias de soma-zero A-ponderada de comprimento n, para n = p¥, onde k é um
inteiro positivo e ©(n) denota o nimero total de divisores primos de n (contados com
suas respectivas multiplicidades). Este resultado foi conjecturado por Adhikari et al (ver
5)).

O caso em que G = Zy, onde p é um primo e r um inteiro positivo, Adhikari et al.
(ver [1]) provaram que sa(G) = p + r, sempre que p > 7.

Quando G = Zj, podemos considerar A = {1} e quando G = Z}, G = Z}, G = Zj,
G =77, ou G =7, d 7, usamos A = {£1}. Para estes casos, temos:

(i) sa(Zy) =2"+ 1 (ver [30]);
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(ii) sa(Z3) = 4 (ver [5]), sa(Z3) =5 (ver [3]), sa(Z3) = 9 (ver [26, 35]), sa(Z3) = 21,
sa(Z3) = 41 e s4(Z8§) = 113 (ver [35]);

(i) s4(Z4) =6 e s4(Zg) = 8 (ver [5]);
(iv) s54(ZF) = 8 (ver [7]);

(v) $4(Zy & Zy) = 7 (ver [36, 37)), sa(Z3 ® Zy) = 8 (ver [37]) e s4(Zy D Zg) = 9 (ver
[36]);

Alguns autores tém investigado uma relagdo analoga a Conjectura de Gao para as
constantes ponderadas: dado um grupo (aditivo) G abeliano finito, entdao a relagao
sa(G) = na(G)+ exp(G) — 1 é valida para o conjunto A C Z formado pelos inteiros

coprimos com exp(G). Apresentamos alguns destes resultados:
(i) sa(Z3) = na(Z3) +2 —1 (ver [30]);
(i) sa(Zs) =na(Zs) +3 — 1 (ver [5]), sa(Z3) = na(Z3) +3 — 1 (ver [3, 37]);
(ill) sa(Z4) = na(Zy) +4—1 € sa(Zs) = na(Zg) + 6 — 1 (ver [5]);
(iv) sa(Z3) = na(Z3) +4 — 1 (ver [7, 37]);

(V) $4(Zo ®Zs) = na(Zo ®Zy) +4—1 (ver [36, 37]), s4(Z5 B ZLy) = a(Z2DZy) +4—1
(ver [37]) e sa(Za ® Zo) = na(Za ® L) + 6 — 1 (ver [36]);

(Vi) $a4(Zyr ®Zyps) = na(Zyr BZps) +p" — 1, onde p é um primo impar, r > se s € {1,2}
(ver [13, 14]);

A. Lemos, H. Godinho e D. Marques (ver [26]) provaram que sa(Z}) = 2n4(Z3) — 1 >
na(Z3) +3 — 1 para r > 3, ou seja, a conjectura ¢ falsa para A = {a € Z; mdc(a,3) = 1}
e o posto de GG é maior ou igual a 3.

Recentemente, M. N. Chintamani e P. Paul (ver [13, 14]) provaram que se G = Zy« &
Zps, onde s € {1,2}, a > s é um inteiro e p é um nimero primo impar, entdo s4(G) =
p* + a + s e eles classificaram as sequéncias extremas que sao livres de subsequéncias

de soma-zero A-ponderada de comprimento exp(G). Além disso, eles mostraram que se
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G = Z, @ Zys, onde s € {1,2} e n > 1 é um ntmero inteiro impar tal que p*|n, entao
sa(G) <n+Q(n) + 2s. Um de nossos objetivos serd fazer anélises semelhantes as feitas

por Chintamani e Paul para o grupo Z,« ® Z,s, onde o > 3 sao inteiros positivos.

Constantes sobre Polinomios Simétricos

Dentre as vérias generalizagoes do Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv enunciaremos agora
um estudo feito por A. Bialostocki e T. D. Luong, no qual foi definida uma constante

andloga a Constante EGZ com o auxilio de polindmios simétricos.

Sejam p um nimero primo e S = (uy, ug, . . . , u,) uma sequéncia de elementos do corpo
Z, (com soma e multiplicac@o usuais). Dado um polinémio simétrico ¢ € Zy[z1, za, ..., x,),
dizemos que S é uma sequéncia @-zero se p(S) = p(u1, us,...,u,) = 0 em Z,. Esten-

dendo o conceito da Constante EGZ, Bialostocki e Luong definiram em [10] (2009) a nova
constante g(y, Z,) como sendo o menor inteiro ¢ tal que cada sequéncia em Z, de compri-
mento ¢ contém uma subsequéncia ¢-zero e g(p, Z,) = 00, caso nao exista tal £. Definiram,
também, o conjunto M (p,Z,) de todas as sequéncias de comprimento ¢(y,Z,) — 1 livres
de subsequéncias p-zero, quando g(p,Z,) ¢ finito.

Por simplicidade de notagao usaremos que

n n: n
[ug]™ ug]™ - [ug]™ = (wg, gy .oy U, U,y Uy o ooy Uy e oy Uy Uy vy U)o
A o o A o
VvV TV VvV
ni vezes ng vezes ng vezes
Além disso, dados os inteiros positivos n e k, considere em Z, [z, 2, . .., z,]| 0 polinémio
simétrico S,k = Sp (21, T2, ..., Tn) = 2§ + 25 + - + 2.

Observe que o caso em que ¢ for um polinomio simétrico linear, ou seja, ¢ = as, 1 €
Zp|x1,Ta, ..., Ty), com a # 0, entdo o Teorema 0.1 garante que g(p,Z,) = 2p — 1 e
M(p,Z,) é o conjunto de todas as sequéncias de Z, da forma [u]?~'[v]P~!, onde u,v € Z,
eu#uv.

No mesmo artigo [10], Bialostocki e Luong estudaram o caso em que o polinémio
simétrico é quadratico e analisaram os valores de g(p,Z,) e M(p,Z,).

Usando o mesmo raciocinio definiremos uma nova constante que serd uma genera-

lizacao da Constante de Davenport para polinomios simétricos sobre Z, que sera denotada
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por D(p,Z,). Além disso, analisaremos o problema inverso associado a esta constante

denotando por M (F,,Z,) o conjunto de todas as sequéncias extremas.

Estrutura da Tese

Nesta tese apresentaremos alguns resultados relacionados a Constante EGZ Ponderada
e a Constante de Davenport para Polinomios Simétricos.
No primeiro capitulo usaremos como base os resultados obtidos por F. Luca, M. N.

Chintamani e P. Paul para provar os seguintes resultados:

Teorema 0.3 (Teorema 1.14). Sejam p um primo impar e G = Zye ®Zys 0 grupo (aditivo)

onde o > [ sao inteiros positivos. Entdao podemos afirmar que
SA(G) :pa +O[+5,
onde A = {a € Z; mdc(a,exp(G)) = 1}.

Teorema 0.4 (Teorema 1.16). Sejam p um primo impar e S uma sequéncia sobre o
grupo Ly« @ ZLys, onde o > [ sao inteiros positivos, com |S| = p* + a4+ —1. Se S
nao possui subsequéncias de soma-zero A-ponderada de comprimento p®, entdo S contém
exatamente p* — 1 termos iguais a (0,0). Além disso, se 6;(S) denota o nimero de

termos (com multiplicidade) de S com ordem p’, entdo 6,;(S) > 1, para todo j € [1,0a], e
Z?:l (%(S) =+ ﬁ

Corolario 0.5 (Corolario 1.17). Sejam p um primo impar e S uma sequéncia sobre o

grupo Lye & Zy,s, onde o > 3 sdo inteiros positivos. Entao:
(1) Na(Zpe & Lyp) = 0+ +1;

(ii) se |S| =a+ [ e S nao possui subsequéncias de soma-zero A-ponderada de compri-

mento no mdzimo p*, entdo §;(S) > 1, para todo j € [1,a];

(iii) a equacdo sa(G) = na(G) + exp(G) — 1 € valida para o grupo G = Zye ® Lys.
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Teorema 0.6 (Teorema 1.21). Sejam p um primo impar,  wm inteiro positivo e n > 1

um inteiro impar tal que n = p°m, para algum inteiro m. Entdo
SA(Zn ® Zyps) <4 Q(n) + (2m — 1),
para o caso em que A = {a € Z; mdc(a,n) = 1}.

No segundo capitulo formalizamos uma generalizacao para a Constante de Davenport
para Polinomios Simétricos e provamos o seguinte resultado para polinomios simétricos

quadraticos:

Teorema 0.7 (Teorema 2.9). Sejam p um primo, onde p > 3, n > 2 um inteiro positivo
e seja @ = asfm + bSpa + CSng € ZLp|r1, 20, ..., 2y, com a # 0 ou b # 0. Entdo sdo

verdadeiras as sequintes afirmagoes:

(1)) Sea =0 eb # 0, entio D(p,Z,) = p e M(F,,7Z,) € o conjunto de todas as
sequéncias da forma [u]®[—u—cb™ P71 onde u € Z,\{0,—cb™'} e0 < a <p-—1,

ou da forma [u]P~!, quando u = —cb™! e c # 0.

(1) Sea #0 eb=c =0 entao D(p,Z,) = p e M(F,,7Z,) € o conjunto de todas as

sequéncias da forma [u]P~!, onde u € Z, \ {0}.
(iii) Se a #0,b=0 e c#0 entio D(p,Z,) =p—1 e M(F,,Z,) = {[ca™|P?}.
(i) Sea-b+#0, entao D(p,Z,) <2p—1 e:

(a) D(p,Zy) = p—2, para c # 0.
(b) D(p,Z,) > —ba=', para ¢ =0,

onde T representa o menor inteiro nao negativo pertencente a classe x € Zy.



Capitulo

Constante EGZ para p-Grupos de Posto 2

1.1 Notacgoes, Terminologias e Preliminares

Comecaremos por introduzir algumas notacgoes, terminologias e algumas ferramen-
tas importantes para obtermos nossos resultados. Seja Ny o conjunto de inteiros nao-
negativos. Para inteiros a,b € Ny, definimos [a,b] = {x € Ny; a <x <b}. Dado um
nimero inteiro positivo n, por abuso de notagao, identificaremos por todo o capitulo o
grupo aditivo Z, = Z/nZ das classes residuais médulo n com o conjunto de nimeros
inteiros {0, 1,...,n — 1}. Além disso, fixado um grupo G com exp(G) = n usaremos por
todo o capitulo que A = {a € Z; mdc(a,n) = 1}.

Como vimos anteriormente, dados um grupo (aditivo) G abeliano finito e uma sequéncia

S = x1x9 - - - 14 de elementos de G de comprimento ¢, entao definimos uma subsequéncia

T = zyTiy ... 2z de S, se o conjunto de indices de T é tal que Iy = {iy,i2,...,0x} C
{1,2,...,t} e escrevemos T'|S. Agora, diremos que duas subsequéncias 77 e Ty de S s@o
iguais se I, = Ir,. Dadas as subsequéncias 11, Ty, ..., T, de S, definimos mdc(71, ..., T;)

como a subsequéncia indexada por I = Iy, NIy, N---N I, quando I é nao vazio. Além
disso, diremos que duas subsequéncias T} e Ty de S sao disjuntas se Iy, N Iy, = 0, ou
seja, mde(71,T2) = A, onde A denota a sequéncia vazia. Se Ty e Ty sao disjuntas, entao

denotaremos por 177, a subsequéncia com conjunto de indices dado por I, U Ip,. Se
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T1|T5, entdo denotaremos por 15T, ' a subsequéncia de S com conjunto de indices dado

por Iz, \ Ir,.
Consideremos S = x1x5 - - - T, uma sequéncia de elementos de um grupo G e vamos

definir:

1. |S| = m o comprimento S.

2. uma soma A-ponderada é uma soma da forma o®(S) = > 7" a;x;, para alguma

sequéncia a = a1as - - - @y, onde a; € A para cada i € [1,m].

3. 5.8 ={Xi @z :0#1C[1,m] ea; €A}, um conjunto ndo vazio de subso-

mas A-ponderadas de S.
A sequéncia S = x5 - - - 1, € chamada:
1. uma sequéncia livre de somas-zero A-ponderadas se 0 ¢ > , (5),

2. uma sequéncia de soma-zero A-ponderada se o®(S) = 0 para alguma sequéncia

a=aag- - apy, com a; € A parai € [1,m].

O seguinte lema é um caso particular de um resultado provado por F. Luca (ver [34])

que sera uma ferramenta chave para obter nossos resultados.

Lema 1.1. Sejam n > 2 um inteiro impar, m > 1 um inteiro ¢ S = x1T9-+ Ty,
uma sequéncia sobre Z, de comprimento m. Para cada primo p dividindo n, escre-
veremos S, = {i € [1,m];x; # 0 (mod p)}. Suponha que |S,| > 2 para todo o
primo p divisor de n. FEntdo, para qualquer inteiro b dado, existe a = ajas---a,,, com

a; € A={a €Z; mdc(a,n) =1} tal que
c*(S)=b (mod n).
A seguinte observacao sera frequentemente usada por todo o capitulo.

Observacao 1.2. Se S = x1x9---xp € uma sequéncia de soma-zero A-ponderada de
elementos de um grupo G, entdo a sequéncia S" = (u1xy)(usx2) - - - (ugxy) continua sendo
uma sequéncia de soma-zero A-ponderada, para qualquer escolha de u; € A, com i € [1,/].
Além disso, se f é um automorfismo de G, entao f(S) = f(x1)f(xs)--- f(xy) € também

uma sequéncia de soma-zero A-ponderada.
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Sendo p um primo e G' = Zya @ Z,s o grupo aditivo onde o > 3 sao inteiros positivos,

entdo exp(G) = p® e o conjunto A usado para calcular s4(G) serd dado por
A={n€Z;mdc(n,p*) =1} = {n € Z; mde(n,p) = 1}.

Agora, apresentaremos dois resultados obtidos por M. N. Chintamani e P. Paul em

[14].
Teorema 1.3. Seja p um primo impar e o > 2 um inteiro. Entdo, temos
$A(Zpe ® Zp2) = p* + v+ 2.

Teorema 1.4. Seja p um primo impar e o > 2 um inteiro. Seja S uma sequéncia sobre
0 grupo Lye & Ly com |S| = p* + a + 1. Suponha que S seja livre de subsequéncias de
soma-zero A-ponderada de comprimento p®. FEntdo S contém exatamente p® — 1 zeros.
Além disso, se §;(S) denota o nimero de termos (com multiplicidade) de S com ordem

p’, entdo §;(S) > 1 para todo j =1,2,...,«a € > 05(8) =a+2.

Nosso principal objetivo neste capitulo serd generalizar os teoremas acima para o
grupo aditivo Zp« & Z,s, onde a > 3 sao inteiros positivos arbitrdrios. Além disso,
apresentaremos uma cota inferior e uma cota superior para s4(Z, @® Z,s), onde p é um

primo fmpar, # é um inteiro positivo e n é inteiro positivo fmpar tal que p”|n.

1.2 Resultados Iniciais

Inicialmente apresentaremos algumas ferramentas essenciais para os resultados deste

capitulo.

Lema 1.5. Sejam p wm primo e o grupo (aditivo) G = Zpe @ Z,s, onde o > [ sao
inteiros positivos. Dado um elemento (a,b) € G tal que mdc(a,p) = 1, entao existe um

automorfismo © € Aut(G) tal que O(a,b) = (1,0) e ©(0,1) = (0,1).

Demonstragao. Comegamos definindo u como sendo a classe em Z,s do menor inteiro

positivo pertencente a classe u em Z,». Note que, dados u,v € Zy, sempre teremos
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u+v=u+7v. Além disso, 02,0 = Ozpﬁ elg,. = 1Zpﬁ. Como mdc(a, p) = 1, entao existe
a ™t € Zp tal que a-at =1 em Zye.
[remos mostrar que © : G — G, tal que O(z,y) = (a"*x,y — a~lxb), é um automor-

fismo de G da forma desejada. Dados (z1, 1), (z2,y2) € G, temos

Ol(z1,y1) + (22,92)] = O(z1 + 22, Y1 + ¥2)
= (a Yoy +22), (y1 + y2) — a=Hay + 72)b)
= (¢ 'z, p1 —a ) + (a7 ' wg, vy — a7 Taab)
= O(z1,y1) + O(22,12).
Logo © é um homomorfismo. Além disso, é facil verificar que ©(z1,31) = (0,0) se, e
somente se, (x1,41) = (0,0), ou seja, © é um monomorfismo. Como G é um grupo finito,

fica claro que © é também um epimorfismo e, portanto, um automorfismo. Por fim,

©(a,b) = (1,0) e ©(0,1) = (0,1) como queriamos. O

Lema 1.6. Sejam p um primo e m um inteiro positivo. Dados os inteiros ay, as, ...

Uy, tais que mdc(a;, p) = 1, para algum i € [1,m], entao a equagdao
a1y + asxe + -+ + a4y, =0 (mod p) (1.1)
possui no mdzimo (p — 1)1 solugoes com x; € [1,p — 1], para todo j € [1,m].

Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade, suponhamos que mdc(ay,p) = 1. Sabemos

que existem (p — 1)™~! escolhas para a sequéncia zoxs3 - - -2, onde x; € [1,p — 1], para

todo j € [2,m]. Fixemos uma destas escolhas como sendo zzzgo)xéo) el
Tome CLQZEéO) 4o+ aprld = —b. Desta forma, resolver a equacdo (1.1) é equivalente

a resolver a equacao

aix; =b  (mod p). (1.2)

Como mdc(aq, p) = 1, entao é facil ver que existe no méximo uma solugdo para a equagao
(1.2) com x; € [1,p—1] para cada escolha da sequéncia que fizermos. Portanto o resultado

segue. O

Observagao 1.7. Na demonstragio do lema anterior, se b = 0 (mod p) para uma de-

terminada escolha da sequéncia xoxs---x.,, entdo a equag¢do (1.2) nao possui solugao
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da forma desejada para esta escolha. Portanto, se existem d escolhas para a sequéncia
ToXz -+ Ty, 1aIS que asTy + azxs + -+ - + a4y, =0 (mod p), entdo o nimero de solugoes

para a equagdo (1.1) da forma requerida serd no mdximo (p — 1)™ ! —d.

Lema 1.8. Sejam p um primo impar e m > 2 um inteiro. Dados o0s inteiros ay, as, ...
, Uy, eziste um conjunto de indices I C [1,m + 1], de comprimento |I| = m, tal que

Y ics wia; =0 (mod p) para alguma escolha de inteiros u; € [1,p — 1], para cada i € I.

Demonstragao. Se existem dois indices 4, j € [1,m + 1] tais que mdc(a;a;, p) = 1 entdo é
suficiente escolher qualquer conjunto de indices I C [1,m + 1], de comprimento |I| = m,
contendo os indices 7 e 7, onde o resultado é uma consequéncia direta do Lema 1.1.

Por outro lado, podemos assumir, sem perda de generalidade, que a; = 0 (mod p)
para todo ¢ € [1,m]. Assim fica claro que podemos escolher I = [1,m] e o resultado

segue. 0
O proximo lema é um de nossos principais resultados deste capitulo.

Lema 1.9. Sejam p um primo impar, m > 5 um inteiro e

S = (1,0)(az, ba)(as, b3)(as, bs) - - - (Ams1, bny1)

uma sequéncia de termos do grupo Zpe @© Zys, onde o > (3 sao inteiros positivos. Se
mdc(by, p) = 1, plas e existem dois indices i,j € [3,m + 1] (incluindo o caso i = j) tais
que mdc(a;b;,p) = 1, entdo S possui uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de

comprimento m.

Demonstragdo. Vamos supor inicialmente que exista um termo (a;, b;), com i € [3,m + 1]
tal que mdc(a;b;, p) = 1. Sem perda de generalidade, vamos supor que i = 3. Pelo Lema
1.8, fazendo as mudancas necessarias nos indices, podemos supor que existe uma escolha
de inteiros w4, us, ..., Uy, € [1,p — 1] tais que > ", w;a; = 0 (mod p). Assim, podemos

excluir o termo (@41, bm+1). Observe as seguintes equagoes:
asrs + ayTy + -+ apZy, =0 (mod p) (1.3)

bsxs + byxy + - + by, =0 (mod p) (1.4)
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Pelo Lema 1.6 e pela Observagao 1.7, existem no maximo (p — 1)™3 — 1 solugdes para
equagao (1.3) e no maximo (p — 1)™~3 para a equagao (1.4) tais que z; € [1,p — 1], para
todo k € [3,m]. Sabemos que existem (p — 1)™~2 escolhas para a sequéncia T34 - - Ty,
tais que zy, € [1,p — 1], para todo k € [3,m]. Como p é um primo impar, entao (p —
™2 =(p—1)(p—1)"2 > 2(p— 1)"3 — 1. Portanto, existe a0 menos uma destas
escolhas para a sequéncia que nao é solugao da equagao (1.3) e também nao é solugao
da equacao (1.4). Tome uma destas escolhas como sendo vsvy - - - vy,,. Além disso, tome
azvs + aqvq + -+ + QU = a e byvy + byvg + - -+ + by, = b, Note que mde(ab, p) = 1.
Desta forma, ¢é facil ver que
(—baa + baz)(1,0) + (=b)(az, ba) + Y bovi(as, bi) = (0,0)
i=3

onde (—bga + bas),(—b),(bov;) € A, pois mdc(abbav;, p) = 1 e play, como queriamos.

Por outro lado, vamos supor, sem perda de generalidade, que mdc(asby, p) = 1, play e
plbs. Se observarmos o Lema 1.8, como play, podemos supor que que existe uma escolha
de inteiros wy, us, ..., Uy, € [1,p — 1] tais que >, w;a; = 0 (mod p) (podemos fazer
isso, pois se existe um unico i € [5,m + 1] tal que mdc(a;, p) = 1, entdo rearranjamos a
sequéncia de forma que este termo aparega na posicao m + 1). Assim podemos excluir o

termo (@41, bme1) € seguir exatamente os mesmos passos do caso anterior. ]
O préximo lema foi demonstrado por Chintamani e Paul em [13].

Lema 1.10. Sejam ¢ > 2 um inteiro e o grupo G = Zye ® Z,, onde p € um primo impar
e a € um inteiro positivo. Seja S uma sequéncia de termos em G de comprimento £ + 1.
Se S contém um termo de ordem p® que se repete ao menos duas vezes, entao S possui

uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de comprimento {.

O lema acima nao ¢é verdadeiro para o caso onde ¢ = 3. De fato, podemos observar
que a sequéncia (1,0)(1,0)(0,1)(0,1) sobre Zy« & Z, satisfaz as hipéteses do Lema 1.10 e
nao possui subsequéncias de soma-zero A-ponderada de comprimento 3. Generalizando o

Lema 1.10 para o caso geral e confirmando sua validade para ¢ > 4, obtemos:

Lema 1.11. Seja £ > 4 um inteiro e o grupo G = Zye © Zy,s, onde p € um primo impar

e o > [ sao inteiros positivos. Seja S = x1xa - - Torp uma sequéncia onde x; = (a;, b;) €
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Lo ® Lyps, para cada i € [1,0 4 (]. Se S contém dois termos iguais cuja ordem da
primeira coordenada € p%, entdo S possui uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada

de comprimento { que contém os dois termos em questao.

Demonstracdo. Para o caso em que = 1 podemos assumir, sem perda de generalidade,
que x; = 9 em G com a; e as de ordem p® e, pela Observacao 1.2 e pelo Lema 1.5, que
x1 = 3 = (1,0). Suponha que b; Z 0 (mod p) para dois indices distintos i,y € [3, £+ 1].
Entao existe um conjunto I1 C [3,¢ + 1], com |[1| = £ — 2 e iy, iy € I; (note que, para

¢ >4, isto é possivel). Pelo Lema 1.1 com n=p, a =0 e m = { — 2, obtemos

Z wb; =0  (mod p),

i€l
onde u; € A, para todo i € I;. Novamente pelo Lema 1.1 com n = p®, a = — Zieh U;a; e

m = 2, obtemos ui, us € A tais que

ura1 + usag + Zuiai =0 (mod p%).
i€l

Portanto, temos

UL + UsXo + :E::/uiay = ((L 0),

i€lq
em GG com u; € A. Assim obtemos uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de .S de

comprimento ¢ contendo x1 e x5. Por outro lado, vamos supor, sem perda de generalidade,

que b; = 0 (mod p) para cada indice i € [3,¢]. Assim, consideremos a sequéncia
S"=(1,0)(1,0)(as,0)(a4,0) - - (ar,0) sobre Zyo & Z,

de comprimento ¢. Pelo Lema 1.1, vemos que S’ é uma subsequéncia de soma-zero A-
ponderada de S de comprimento ¢ contendo x1 e xs.

Vamos proceder por inducao sobre 3. Neste sentido, vamos considerar 5 > 2 e que o
resultado é vélido para todos os inteiros maiores ou iguais a 1 e menores que f3.

Sem perda de generalidade, podemos assumir novamente que 1 = x3 em G = Zyo ©Z,s
com a; e ap sendo de ordem p* em Zyo. Além disso, pela Observacao 1.2 e pelo Lema 1.5,

podemos considerar z; = x5 = (1,0).
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Suponha que b; Z 0 (mod p) para dois indices distintos i1, s € [3,¢+ 3]. Entao existe
um conjunto Iy C [3,¢+ ], com |Io| =€ — 2 e iy, iy € I, (note que £ >4 e 5> 2). Pelo
Lema 1.1 com n=p®, b=0e m = ¢ — 2, obtemos

Zuibi =0 (mod p?),
i€ln
onde u; € A, para todo i € I,. Novamente aplicando o Lema 1.1 com n = p*, b =
— D i1, Wi € m = 2 obtemos uy, up € A tais que
Uray + Usao + Z wia; =0 (mod p%).
i€l

Portanto

UL, + UaT2 + g U; Ty = (0,0),
i€l
em Zpo & Zys com u; € A Assim construimos uma subsequéncia de soma-zero A-

ponderada de S de comprimento ¢ contendo x1 e xs.
Agora podemos supor, sem perda de generalidade, que b; = 0 (mod p) para cada
indice i € [3,¢+ 5 — 1]. Assim, b; = ¢;p, para todo ¢ € [3,/+ 3 — 1], onde podemos tomar

¢; como um elemento de Z,s-1. Consideremos a sequéncia
S"=(1,0)(1,0)(as, c3) (a4, ca) - - - (@451, Corp—1) sobre Zya & Zyys-1

de comprimento ¢ +  — 1. Pela hipdtese de inducao, S’ contém uma subsequéncia de
soma-zero A-ponderada T” de comprimento ¢ contendo os dois primeiros termos. Assim,
vemos que existe um conjunto de indices I3 C [3,¢ + 5 — 1] tal que |[3] = ¢ — 2,
T' = (1,0)(1,0) [J(aie) e wur(1,0) +up(1,0) + > wilas, ;) = (0,0),
icly icly
sobre Zyo ®Z,s-1, para alguma escolha de inteiros u;, onde u; € A para todo i € I3U{1,2}.
Assim, temos

Zuici =0 (modp’™) = Zuibi = Zui(cip) =0 (mod p?).

iclg iclg icls

Tomando a subsequéncia 7' = (1,0)(1,0) [[;c;, (a:, b;) de S, temos |T'| = £ e

ur(1,0) +ua(1,0) + Y wi(a;, b;) = (0,0)

i€l3

sobre Zye @® Z,s como querfamos. []
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Apresentamos um resultado que nos auxiliard na estimativa do valor de s (Zy« @ Z,s)

e ele é uma consequéncia imediata do Lema 1.11.

Lema 1.12. Sejam ¢ > 4 um inteiro e G = Zpa @ Zys um grupo aditivo, onde p € um
primo impar e o > 3 sao inteiros positivos. Seja S = x1xg - - - Typp UMa sequéncia sobre
G de comprimento |S| = £+ (3, onde x; = (a;,b;) € Zpe © ZLys, para cada i € [1,0 + f].

Suponha que a; tem ordem p* para algum indice i € [1,0+ (] e existem k > 1 indices iy,

Qg e, €41,2, 0,0+ B\ {i} tais que k < € —3 e
Wiy Tiy + Wiy @iy + -+ -+ U, Ty, = UL, (1.5)
para alguma escolha de w,u;,, Uiy, ..., u;, € A. Entao S possui uma subsequéncia de

soma-zero A-ponderada de comprimento .

Demonstracao. Consideremos a sequéncia S’ dada por

S" = (ux;) - (Ui @iy + Uiy Ty + -+ U Ty, ) - S (T Ty )T

de comprimento (¢ — k + 1) + 8. Note que os primeiros dois termos que aparecem na
descrigao de S’ sdo iguais e suas primeiras coordenadas possuem ordem igual a p*. Como
k</¢—3,entao { —k+1 > 4 e, pelo Lema 1.11, existe uma subsequéncia 7" de soma-zero
A-ponderada de S” de comprimento £ —k+1 que contém os dois primeiros termos de S’, ou
seja, existe um conjunto de indices J C [1, 0+ 5]\ {4, 41,42, .. 0%}, tal que |J| =0 —k—1,
T = (ux;) - (Wi @iy + WiyTiy + -+ + s i) - ij
jeJ

e T" é uma sequéncia de soma-zero A-ponderada de comprimento ¢ — k + 1. Assim, a

(i) (1)

é uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de S de comprimento ¢, como queriamos.

]

sequencia

Observacao 1.13. No lema anterior, a subsequéncia de soma-zero A-ponderada de S

obtida contém todos os termos que aparecem na equagao (1.5).
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1.3 O Valor Exato de s4(Zy © Z,s)

O proéximo teorema é o principal resultado deste capitulo.

Teorema 1.14. Sejam p um primo impar e G = Zype ® Lys 0 grupo (aditivo) onde oo > 3

sao inteiros positivos. Entao podemos afirmar que
SA(G> :pa +Oé+ﬁ,
onde A ={a € Z; mdc(a,exp(G)) = 1}.

Demonstragao. Seja S = x123 -« - Tpo s Uma sequéncia sobre G de comprimento |S| =
p*+ a+ B, onde x; = (a;,b;) € G, para todo i € [1,p* + a + (]. Inicialmente iremos
mostrar que S possui uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de comprimento p®.

O Teorema 1.3 nos garante que este resultado é vélido para o caso em que = 2 e

« > 2. Vamos proceder por inducao sobre 3. Portanto definimos a

Hipétese de Indugao I: assumimos que > 3 e que s4(Zye © Zps—1) < p* +a+ (5 —1),

para qualquer escolha de o > 3 — 1.

Para mostrar que o resultado é vélido para (3, usaremos o processo de indugao no-
vamente, mas agora sobre o inteiro positivo a. Como a > [, nosso ponto de partida
sera:

O caso a = f.

Neste caso, temos que S = 217 - - - 75,95 € uma sequencia sobre G = Z,s @ Zyps.

Se mdc(b;, p) = 1 para no maximo um fndice do conjunto [1,p? + 23], entao podemos
encontrar a subsequéncia desejada de S. De fato, vamos considerar, sem perda de gene-
ralidade, que p|b; para todo i € [1,p® + 28 — 1], ou seja, b; = bip onde podemos assumir

que b; € Zys—1. Assim, a sequéncia

S" = (a1, b7)(ag, b)(as, bs) -~ - (apsyap—1, 0 95 1)

sobre Z,s @ Z,s-1 possui comprimento P’ + B+ (B —1). Pela Hipétese de Inducio I

temos s4(Zys ® Zps—1) < p’ + B+ (8 —1). Assim, S’ contém uma subsequéncia de
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soma-zero A-ponderada T’ de comprimento p®, ou seja, existe um conjunto de indices
I C1,p°+28—1] tal que |I| = p?,
T = H(ai, vl) e Zui(ai, b;) = (0,0) sobre Z,s & Zys-1,
iel iel

para alguma escolha de inteiros u;, onde u; € A para todo ¢ € I. Assim, temos

Zuib; =0 (modp’™) = Zuibi = Zu,(b;p) =0 (mod p?).

iel iel iel
Tomando a subsequéncia 7' = [],.,(a;, b;) de S, temos |T| = p” e Y, wi(a;, b;) = (0,0)
sobre Z,s @ Z,s como queriamos.

De modo anélogo (invertendo as coordenadas) podemos mostrar que, se mde(a;, p) = 1
para no maximo um fndice do conjunto [1, p®+2/3], entdo obtemos a subsequéncia desejada
de S.

Usando os dois paragrafos acima, vamos assumir, sem perda de generalidade, que
mdc(aq, p) = 1. Assim, aplicando o Lema 1.5 e a Observagao 1.2, podemos reescrever S

da seguinte maneira:

S = (17 0)(&2, bg)(a3, b3) e (apﬁ+257 bpﬁ+25).

Novamente sem perda de generalidade, vamos assumir que mdc(bg, p) = 1. Invertendo as

coordenadas e aplicando novamente o Lema 1.5, escrevemos

S = (1’ 0)(07 1)(@3, b3) T (ap/H—O—QBJ bp3+25)-

Além disso, como vimos acima, podemos considerar que existem dois indices i,j €
3, + 28] (incluindo o caso onde i = j), tais que mdc(a;b;,p) = 1. Neste caso o
Lema 1.9 nos assegura a existéncia de uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de S
de comprimento p? como querfamos.

Portanto, usando a Hipdtese de Inducao I, o resultado é vélido para o caso a = f3.

Usando o processo de indugao novamente, vamos definir a
Hipétese de Inducio IT: assumimos que a > e que s4(Zpo-1DZys) < p* ' +(a—1)+p.

Afirmamos que, se mdc(b;,p) = 1 para no méximo um indice do conjunto [1,p® +

a + (], entdo podemos encontrar uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de S de
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comprimento p®. De fato, vamos considerar, sem perda de generalidade, que b; = 0
(mod p) para todo i € [1,p* + a + f — 1], ou seja, b; = blp, onde podemos assumir que

b; € Zys—1. Assim, a sequéncia

§' = (a1, b1)(az, b)(as, b3) - (apeyass—1, Upaparp 1)

sobre Zya @ Zys-1 possui comprimento p* + a + S — 1. Pela Hipdtese de Inducao I,
temos s4(Zpe @ Zps—1) = p* + a + (8 —1). Assim, S’ contém uma subsequéncia de
soma-zero A-ponderada 7" de comprimento p®, ou seja, existe um conjunto de indices
I C[1,p*+a+ p—1] tal que |I]| = p°,
T =]J(a:i, b)) e Y ui(a;, b)) =(0,0) sobre Zy @ Zysr,
iel icl

para alguma escolha de inteiros u;, onde u; € A para todo ¢ € I. Assim, temos

Zuibg =0 (modp’™) = Zuibi = Zul(b;p) =0 (mod p”).

icl iel iel
Tomando a subsequéncia T' = [[..,(a;, b;) de S, temos |T'| = p* e Y., ui(a;, b;) = (0,0)
sobre Zye @ Z,s como querfamos.

Agora, vamos supor que mdc(a;, p) = 1 para no maximo um indice do conjunto [1, p®+

a + B]. Sem perda de generalidade, consideremos que a; = 0 (mod p) para todo i €
[1,p* 4+ a+  — 1], ou seja, a; = ap, onde podemos assumir que a; € Zyo-1. Assim, a
sequencia

S// = (a,17 bl)(a//27 b2)(aé7 b3) e (a;Q-‘rOé-‘r,B—l? bp(’-l-a-i-/a’—l)

sobre Zya-1 @ Z,s possui comprimento p®+a+8—1 = pp® '+ (a—1)+ 3. Pela Hipétese
de Indugao II, temos s(Zyo-1 & Zys) < p*' 4+ (o — 1) + . Assim fica claro que S”
contém p subsequéncias de comprimento p®~! disjuntas duas a duas que sao de soma-zero
A-ponderada. Unindo todas estas p subsequéncias, obtemos 7" que é uma subsequéncia

1

de soma-zero A-ponderada de S” de comprimento pp®~' = p®. Desta forma existe um

conjunto de indices J C [1,p* + a + 8 — 1] tal que |J| = p*,

T =TJ(ab) e > wilal,b) =(0,0) sobre Zyus & Zy,

i€J ieJ
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para alguma escolha de inteiros u;, onde u; € A para todo ¢ € J. Assim, temos
Z wa, =0 (modp*!) = Z ua; = Zui(a;p) =0 (mod p*).
ieJ icJ ieJ

Tomando a subsequéncia T' = []._ (a;, b;) de S, temos |T'| = p® e >, ui(a;,b;) = (0,0)
sobre Zye @© Z,s como querfamos.
Pelo que vimos acima, reordenando S para mdc(ay,p) = 1 e aplicando o Lema 1.5 e a

Observagao 1.2, podemos reescrever S da seguinte forma:

S = (1,0)(az, bs)(as, bs) - - - (apetats; bpetatp)-

Vamos supor que exista um indice i € [2,p* + « + (] tal que mdc(b;,p) = 1 e p|a;.
Pelo que vimos acima, podemos admitir que existem dois indices j, k € [2,p* + a + f]
diferentes de ¢ (incluindo o caso onde j = k), tais que mdc(a;b;,p) = 1. Neste caso o
resultado segue diretamente do Lema 1.9.

Daqui por diante vamos assumir, sem perda de generalidade, que xo = (1,by) e x3 =
(1,b3), onde mdc(bebs, p) = 1, pela Observacao 1.2.

Se existe um indice i € [4, p® + a+ 5] tal que mdc(a;, p) = 1 e p|b;, entdo observe que
(az‘bg — bZ>ZE2 — aib2l’3 + bgl’i = (aibg — bz)(]_, 0)

e todos os termos (a;b3 — b;), a;by e by pertencem a A. Tomando ¢ = p* e k = 3, o
resultado segue do Lema 1.12, pois k < ¢ — 3.
Por fim, nos falta apenas analisar a seguinte situacao: dado um inteiro 3 < t <

p® + a + [, a sequéncia

S = (L,0)(L,02)(1,b3) - - - (L, bu) (@41, bes) - - - (potatss bpotats)

é tal que mdc(bebz---by,p) =1 e a; =0 = b; (mod p), para todo indice ¢ pertencente ao
conjunto [t + 1,p% + o + 3.
Se existem b; # b; (mod p), para alguma escolha de indices i,5 € {2,3,...,t} com
1 # 7, entao temos
bix; — bjz; = (b — b;)(1,0),
onde b; — b; € A. Neste caso basta tomar ¢ = p® e k = 2 onde o resultado segue pelo

Lema 1.12, como fizemos anteriormente. Assim, podemos assumir que by = b3 = -+ = b,
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(mod p), ou seja, existe um inteiro k; tal que b; = by + k;p, para todo ¢ € {3,4,...,t}.

Assim, podemos reescrever S como

S = (L0)(L,b2)(L, b2 + ksp) - - (L, b2 + kup) (a1, ber) - - - (petasss bpotass)

onde mdc(bs, p) = 1, pla; e plb;, para todo i >t + 1.

Pelo Lema 1.5 existe um automorfismo sobre Zp« @ Z,s que leva (1,b,) em (1,0).
Mais do que isso, na demonstragao do Lema 1.5 construimos, para a = 1 e b = by, 0
automorfismo © : Zpe @ Zys — Ly © Zys, dado por O(z,y) = (r,y — Tby), tal que
O(1,b2) = (1,0), onde T representa a classe em Z,s do menor inteiro positivo pertencente

a classe x em Z,.. Note que:
(1) ©(1,0) = (1, =by);
(il) ©(1, by + kip) = (1, k;p), para todo i € {3,4,...,t};
(iii) Como p|a; e p|b;, entao O(a;, b;) = (a;, ¢;), onde p|¢;, para todo i € [t+1,p*+a+ 5.

Desta forma, temos a sequéncia

S =0(5) = (1, —bg)(l,O)(l,kgp) T (L ktp)(at-irlactH) T (apa+a+ﬁacpa+a+6)

onde pla; e p|c;, para todo i > ¢t + 1. Tomando ¢; = ¢p, para todo ¢ > ¢t + 1, onde

¢; € Zys—1, construimos a sequéncia

SQ = (17 0)(17 k3)(17 k4) U (17 kt)(at+1? C;—f—l) U (apa-i-a-i-/o’a C;O‘—i-a—i-ﬁ)

de comprimento p*+a+ [ —1 sobre Z,« ©Z,s-1. Pela Hipétese de Inducao I vemos que Sy
possui uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada 1" de comprimento p®. Multiplicando
a segunda coordenada de cada termo de T" por p e aplicando o automorfismo inverso de
O, obtemos a subsequéncia desejada de S.

Portanto, dada uma sequéncia S sobre Z,« ®Z,s de comprimento p®+a+ /3, mostramos
que existe uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de S de comprimento p®. Isto
nos mostra que s4(Zpe« ® Zys) < p* + a4 B.

Considere a seguinte sequéncia:

(07 0)<0’ O) e (O’ 0)(17 0)(]77 0)(}92, O) U (pa—l’ O)(07 1)(07]7) e (07p6_1)

~ J/

p®—1 termos
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sobre Zye @ Z,s de comprimento p* + o+ 8 — 1. E facil observar que esta sequéncia nao
possui uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de comprimento p®. Entao vemos

que $4(Zpo ® Zyps) > p* + a+ B. Isto completa a demonstracao do teorema. O

1.4 O Problema Inverso Relacionado

Sejam p um primo fmpar e S uma sequéncia sobre o grupo (aditivo) Zp« © Zs,
onde o > [ sao inteiros positivos. Nesta secdo, 6;(S) denota o nimero de termos (com
multiplicidade) de S com ordem p’, para todo j € [1, al.

O préximo resultado é uma consequéncia direta do Teorema 1.14.

Lema 1.15. Sejam p um primo impar e S uma sequéncia de elementos de Zye ® Zyys, onde
a > [ sdo inteiros positivos, com |S| = p* + o+ 5 — 1. Suponha que S nao possua uma
subsequéncia de soma-zero A-ponderada de comprimento p®, entao S contém ao menos
um termo cuja primeira coordenada possui ordem p* e ao menos um termo cuja sequnda

coordenada possui ordem p°.

Demonstragdo. Considere que S = x1%3 -« - Tpayatp—1 € tal que x; = (a5, ;) € Zpo ® Zyp,
para todo i € [1,p* 4+ a+ 8 — 1].

Suponha inicialmente que S nao possui um termo tal que a; é de ordem p®. Assim,
temos a; = ¢;p, para todo ¢ € [1,p® + o+ [ — 1], onde podemos assumir ¢; € Zyo-1.

Considere a sequéncia

St = (c1,01)(c2,b2) -+ (Cpatats—1,bpayars1)

sobre Zyo—1 & Z,s de comprimento p* +a+3—1 = pp*~ '+ (a—1)+ 3. Portanto, podemos
obter p subsequéncias T4, T, ..., T, de Sy, disjuntas duas a duas e de comprimento p®~*,
que sao de soma-zero A-ponderada em Zjo—1 @ Z,s, pelo Teorema 1.14. Unindo todas
estas subsequéncias obtemos a sequéncia T’ = []}_, T; de comprimento pp®~* = p®. Desta

forma existe um conjunto de indices I; C [1,p* + a + 5 — 1] tal que |I;| = p*,

T= H(c,-,bi) e Zui(ci, bi) = (0,0) sobre Zpa—1 @ Z,s,

i€l S
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para alguma escolha de inteiros u;, onde u; € A para todo ¢ € ;. Assim, temos

Zuici =0 (modp*?') = Zuiai = Zui(cip) =0 (mod p%).

€lq el i€y

Tomando a subsequéncia U = [[..; (a;, b;) de S, temos |U| = p* e 3., ui(a;, b;) = (0,0)
sobre Zye @ Z,s, contrariando a hipdtese do lema.

Agora, suponha que S nao possua nenhum termo tal que b; é de ordem p®. Assim,
temos b; = d;p, para todo i € [1,p* + a + 3 — 1], onde podemos assumir d; € Z,s-1.

Considere a sequéncia

Sz = (a1, dr)(az, d2) - -+ (apetars—1, dpoyatp-1)

sobre Zpa ®Z,s-1 de comprimento p®+a+(S—1). Portanto, Sy possui uma subsequéncia de
soma-zero A-ponderada 7" de comprimento p® em Zy« @ Z,s-1, pelo Teorema 1.14. Assim

existe um conjunto de indices Iy C [1,p* + a +  — 1] tal que |I5| = p%,

T = H(aiadi) e Zui(ai7di) = (0,0) sobre Zyo« ® Zys-1,

i€l i€l

para alguma escolha de inteiros u;, onde u; € A para todo ¢ € I. Assim, temos

Zuidi =0 (modp’™) = Zuibi = Zui(dip) =0 (mod p°).

1€y i€1r 1€y

Tomando a subsequéncia U' = [],c;,(a;,b;) de S, temos [U'| = p* e >, ui(as, bi) =
(0,0) sobre Zy. @® Z,s, que contraria novamente a hipétese do lema, completando sua

demonstracao. O]

O préximo teorema fornece uma caracterizagao para todas as sequéncias extremas so-
bre o grupo (aditivo) Zp. ®Z,s que sao livres de subsequéncias de soma-zero A-ponderada

de comprimento p“.

Teorema 1.16. Sejam p um primo impar e S uma sequéncia sobre o grupo Zpe ® Ly,
onde o > [ sd@o inteiros positivos, com |S| = p*+a+LF—1. Se S nao possui subsequéncias
de soma-zero A-ponderada de comprimento p®, entao S contém exatamente p®—1 termos

iguais a (0,0), 0;(S) > 1, para todo j € [1,a], e Y 9, 8;(S) =a+ .

j=1
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Demonstracao. Vamos considerar que a sequeéncia S = x1%2, - - - Tpoyats—1 € tal que z; =
(a;,b;) € Zyo ® Zys, para todo i € [1,p* + o+ 3 — 1], e que S nao contém subsequéncias
de soma-zero A-ponderada de comprimento p®.

Pelo Teorema 1.4, este resultado é valido para o caso em que § = 2. Vamos proceder

por inducao sobre 3. Assim, definimos a

Hipétese de Inducgao I: vamos assumir que 3 > 2 e que o resultado é valido para §—1,

para qualquer que seja o > [ — 1.

Para mostrar que o resultado é valido para (3, usaremos o processo de inducao nova-

mente, mas agora sobre a. Como « > (3, nosso ponto de partida sera:
O caso a = f.

Neste caso, consideremos que S = 213 - - - T84195_1 ¢ uma sequeéncia sobre Z,s © Z,s.
Pelo Lema 1.15 vamos assumir, sem perda de generalidade, que mdc(by,p) = 1. Se plb;

para todo i € [2,p” + 253 — 1], ou seja, b; = bp com b; € Z,s-1, entdo a sequéncia

S" = (ag,by)(as, b)(as, b)) - (apsiop—1, b5, 05 1)

sobre Z,s @® Z,s-1 possui comprimento PP+ B+(B—1)—1e, como S nao possui sequéncias
de soma-zero A-ponderada de comprimento p®, entdo o mesmo acontece com S’. Pela
Hipétese de Indugao I, " contém p” — 1 termos iguais a (0,0), 6;(S’) > 1, para todo
je 1,8l e Z?:1 9;(S") = B+ (B —1). Podemos observar facilmente que, se (a;, ;) tem
ordem ¢ sobre Z,s @ Zys-1, para algum inteiro ¢, entdo (a;,b;) = (a;, bjp) tem ordem ¢
sobre Z,s ® Z,s, para todo i € [2,p” + 28 — 1]. Retornando para S, o resultado segue,
pois (aq,by) é nao nulo.

De forma andloga (invertendo as coordenadas) podemos mostrar que, se mdc(a;, p) = 1

para exatamente um indice no conjunto [1,p” + 23 — 1], o resultado segue.

Com estas consideragdes podemos assumir, sem perda de generalidade, que mdc(ay, p)
1. Assim, aplicando o Lema 1.5 e a Observacao 1.2, podemos reescrever S da seguinte

maneira:
S = (17 O)(a27 bg)(dg, b3) T (apﬁJrZBfl? bp,6‘+25,1>.

Novamente sem perda de generalidade, vamos assumir que mdc(by, p) = 1. Invertendo as
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coordenadas e aplicando novamente o Lema 1.5, escrevemos

S = (17 0)(07 1)(&3, b3) T (apB—FQB—la bp5+2[3—1)-

Além disso, como vimos acima, podemos considerar que existem dois indices 4, j € [3,p° +
2 — 1] (incluindo o caso onde ¢ = j), tais que mdc(a;b;,p) = 1. Neste caso, o Lema
1.9 nos assegura a existéncia de uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de S de
comprimento p?, contrariando a hipétese do teorema.

Portanto, usando a Hipdtese de Inducao I, o resultado é vélido para o caso a = f3.
Usaremos o processo de inducao novamente, mas agora sobre o inteiro o. Vamos definir

a:

Hipétese de Indugao II: vamos considerar que a > 3 e que o resultado ¢é vélido para

todo inteiro maior ou igual a 5 e menor que «.

Agora, seja S = 1123 - - - Tpayaip—1 UMa sequencia sobre Zya @ Z,s.
Pelo Lema 1.15 vamos considerar, sem perda de generalidade, que mdc(ay,p) = 1. Se
a; =0 (mod p) para todo i € [2,p* + a+ S — 1], ou seja, a; = alp com a] € Z,o-1, entao
a sequéncia
S1 = (ay, ba)(az, bs)(ay, ba) - (Apay i1, bperats1)
sobre Zya—1 & Z,s possui comprimento p* +a+ [ —2 = pp* '+ (a— 1)+ —1. Aplicando
o Teorema 1.14, vemos que S; possui p — 1 subsequéncias T;, i € [1,p — 1], disjuntas
duas a duas e de comprimento p®~! tais que cada uma dela é de soma-zero A-ponderada.
Considere a sequéncia Sy = Sy(Ty---T,—1)"". Note que |So| = p* '+ (a—1)+ 3 — 1.
Como S é livre de subsequéncias de soma-zero A-ponderada de comprimento p®, entao
Sy ¢ livre de subsequéncias de soma-zero A-ponderada de comprimento p®~!. Aplicando
a Hip6tese de Indugao II vemos que Sy possui p*~! — 1 termos iguais a (0,0), §;(S2) > 1,
para todo j € [l,a — 1], e Z;:ll 9;(S2) = (¢ — 1) + . Retornando para S, precisamos
apenas mostrar que todos os termos da sequéncia 117y - - -1, sdo iguais a (0,0), pois
o termo (ag,b;) possui ordem p*. Seja x um termo da sequéncia T;, para algum indice
i € [1,p—1]. Pelo Teorema 1.14, a sequéncia x.S; possui uma subsequéncia de soma-zero
A-ponderada S3 de comprimento p®~!, contendo x. Note que a sequéncia SyT;S5 ' possui

exatamente o + 2 termos nao nulos, da mesma forma que S,. Como p®~! > o + 3, entao
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Sy possui ao menos um termo igual a (0,0) e o mesmo acontece com 7;. Agora, como a

sequéncia S nao possui uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada, entao a sequéncia

Sa - T; - [(0,0)(0,0) - - (0,0)] "

. v
-~

p>—1 termos

possui exatamente o+ 5 — 1 termos nao nulos (todos pertencentes a Ss), pela Hipdtese de
Indugao II novamente, ou seja, todos os termos de 7T; sao iguais a (0,0) como queriamos.
Como o indice 4 é arbitrdrio, entao todos os termos de 1175 - - - T}, sao nulos e S possui
a forma desejada.

Como mdc(ay,p) = 1, entdo, aplicando o Lema 1.5 e a Observacao 1.2, podemos

reescrever S da seguinte forma:

S =(1,0)(az,b2)(as, bs) - - - (aposats—1, bporars—1)-

Pelo Lema 1.15 vamos considerar, sem perda de generalidade, que mdc(bs, p) = 1. Se
b; =0 (mod p) para todo i € [3,p* +a+ 3 — 1], ou seja, b; = bp com b, € Z,s-1, entdo a
sequencia

S = (17 0) <a37 bé)(a‘lv bil) T (apa+a+5—17 b;)aJraJrﬁfl)

sobre Zye ®Z,s-1 possui comprimento p®+a+(8—1)—1. Como S nao possui subsequéncias
de soma-zero A-ponderada de comprimento p®, entdo o mesmo acontece com S’. Pela
Hipétese de Inducao I, vemos que S’ possui p* — 1 termos iguais a (0,0), 6;(S") > 1, para
todo j € [1,a], e 377, 0;(S") = a + (B — 1). Retornando para S, o resultado segue, pois
o termo (asg, bs) é nao nulo.

Agora, vamos supor que exista um indice i € [2,p® + « +  — 1] tal que mde(b;, p) = 1
e pla;. Pelo que vimos acima, existem dois indices j,k € [2,p* + a + § — 1] diferentes
de i (incluindo o caso onde j = k), tais que mdc(a;by,p) = 1. Neste caso, o Lema 1.9
garante que S contém uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de comprimento p®,
contrariando a hipdtese do teorema.

Daqui por diante podemos assumir, sem perda de generalidade, que o = (1,bs) e
x3 = (1, b3), onde mdc(bybs, p) = 1, pela Observagao 1.2.

Suponhamos que exista um indice ¢ € [4,p® + a + 8 — 1] tal que mdc(a;, p) = 1 e plb;.
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Desta forma, temos
(aibs — bi)xy — a;boxs + box; = (a;bs — b;)(1,0),

com a;bs —b;, a;bs e by pertencentes ao conjunto A. Portanto, S contém uma subsequéncia
de soma-zero A-ponderada de comprimento p®, pelo Lema 1.12. Isto contradiz a hipdtese
do teorema.

Neste momento nos falta analisar o seguinte caso: dado o inteiro 3 <t < p*+a+5—1,

temos
S = (17 0)(17 b2)(17 b3) T (1, bt)(atJrl; bt+1) e (%“+a+6717 bpa+a+,3—1)

onde mdc(babz -+ - by, p) =1 e a; =0 =b; (mod p), para todo i € [t + 1,p* +a+ [ —1].

Se existem b; # b; (mod p), para alguma escolha de indices i,j € {2,3,...,t} com
1 # j, entao

bix; — bjx; = (b; — b;)(1,0),

onde b;,b;,(b; — b;) € A. Neste caso, S contém uma subsequéncia de soma-zero A-
ponderada de comprimento p®, pelo Lema 1.12, contrariando a hipdtese do teorema.
Assim, podemos assumir que by = b3 = --- = b; (mod p), ou seja, existe um inteiro k; tal
que b; = by + k;p, para todo i € {3,4,...,t}. Com isso, podemos reescrever S da seguinte

forma:

S = (1,0)(1,02)(1,b2 + ksp) - - - (1, b3 + kip)(arg1,be41) - - - (Apotays—1, Dpayats—1)

onde mdc(by,p) =1 e a; =0=b; (mod p), paratodoi € [t+ 1,p* +a+ [ —1].

Como fizemos na demonstracao do Teorema 1.14, o Lema 1.5 garante que podemos
aplicar o automorfismo © : Zpe ® Zys — Zyea ® Zy,s, dado por O(x,y) = (x,y — Tba),
onde T representa a classe em Z,s do menor inteiro positivo pertencente a classe x em
Zpo. Relembre que ©(1,b9) = (1,0), ©(1,0) = (1, —bs), O(1,bs + k;p) = (1, k;p), para
todo i € {3,4,...,t} e, como pla; e plb;, entao O(a;, b;) = (a;,¢;), onde p|c;, para todo
i€ft+1,p" +a+6—1].

Desta forma, consideremos a sequéncia

S"=0(S5) = (1, =ba)(1,0)(1, kzp) - - - (1, kep)(@rs1, 1) -+ (Qposats—1s Cpotatp—1),
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onde pla; e p|c;, para todo i > ¢t + 1. Tomando ¢; = ¢p, para todo i > ¢t + 1, onde

¢; € Zys—1, construimos a sequéncia

S = (17 O)(l’ k3)(17 k4) T (17 kt)(at-i-la 01,34-1) T (apa-i-a-i-ﬂ—l’ 0;7‘1+a+5—1)

de comprimento p® 4+ o + (8 — 1) — 1 sobre Zye ® Z,s-1. Pela Hipdtese de Indugao I
vemos que S” contém p* — 1 termos iguais a (0,0), 0,;(S”) > 1, para todo j € [1,a],
e > 5 10;(8") = a+ (8 —1). Como (1,~by) é nao nulo e um automorfismo preserva
a ordem dos elementos de um grupo, entao podemos aplicar o automorfismo inverso de
O em S’ fazendo com que S tenha a forma desejada. Isto completa a demonstracao do

teorema. O
Como uma consequéncia direta dos Teoremas 1.14 e 1.16, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 1.17. Sejam p um primo impar e S uma sequéncia sobre o grupo Zpe @ Ly,

onde o > [ sao inteiros positivos. Entdo:
(1) Na(Zp» & Lyp) = 0+ +1;

(ii) se |S| =a+ [ e S nao possui subsequéncias de soma-zero A-ponderada de compri-

mento no mdzimo p*, entdo §;(S) > 1, para todo j € [1,a];
(iii) a equacdo sa(G) = na(G) + exp(G) — 1 € vdlida para o grupo G = Zye ® Lys.

A demonstragao deste corolario é obtida acrescentando uma quantidade adequada de

termos iguais a (0,0) as sequéncias e aplicando os Teoremas 1.14 e 1.16.

1.5 Um Limite Superior para um Caso Mais (Geral

Nesta segao estamos interessados em analisar o valor da constante s, para o grupo
abeliano aditivo Z,, @ Z,s, onde  é um inteiro positivo e n ¢ um inteiro impar tal que
p’In. Note que, neste caso, A = {a € Z; mdc(a,n) = 1}.

Chintamani e Paul demonstraram em [13] e em [14] os seguintes resultados:

Teorema 1.18. Seja p um primo impar e n > 1 um inteiro impar tal que p|n. Entdo

saA(Zn ®Zy) < n+Q(n)+ 2.
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Teorema 1.19. Seja p um primo impar e n > 1 um inteiro impar tal que p*|n. Entdo
SA(Zy ® Zp2) <+ Q(n) + 4.

Usando uma abordagem diferente da utilizada por Chintamani e Paul, faremos esti-
mativas para o valor de s4(Zy, ® Z,s).

Inicialmente vamos escrever n = p®q1qs - - - g, onde qy, . . ., ¢; sdo primos (nao necessa-
riamente distintos dois a dois) com p # ¢; para qualquer i € [1,¢], e & > . Considere a

sequencia

B-1 a-1
(0,0)(0,0)---(0,0) (H(0>pk)><H(pka O))(pa_l%, 0)(P" " q142,0) -+ (0" "1z - 4, 0)

v k=0 k=0

n—1 termos
de comprimento n + Q(n) + 5 — 1. E fécil observar que esta sequéncia nao possui uma

soma-zero A-ponderada de comprimento n, entao temos que
SA(Zn D Zpﬁ) >n+ Q(n) + .

Em sua Tese de Doutorado, A. Lemos demonstrou o seguinte resultado (ver [32],

Proposicao 1.6):

Proposicao 1.20. Sejam G um grupo abeliano finito, A = {1} ou A = {1,—1}, H um
subgrupo de G e S uma sequéncia de termos de G tal que |S| > (sa(H) — 1) exp(G/H) +
sa(G/H). Entao S possui uma subsequéncia de soma-zero A-ponderada de comprimento

exp(H)exp(G/H). Em particular, se exp(G) = exp(H ) exp(G/H), entdo
sa(G) < (sa(H) — 1) exp(G/H) + 54(G/H).

Esta proposigao é uma generalizacdo de um resultado de Gao (ver [15], Proposigao
3.1), que é exatamente o caso A = {1}. Além disso, seguindo o mesmo procedimento
usado por Lemos, a Proposicao 1.20 continua valida para o caso em que A é um subgrupo
multiplicativo de ZX = {a € Z; 1 < a <n e mdc(a,n) = 1}, onde n = exp(G).

Agora vamos estabelecer uma cota superior para s4(Z, ® Z,s).

Teorema 1.21. Sejam p um primo impar, 3 um inteiro positivo en > 1 um inteiro impar

tal que n = p°m, para algum inteiro m. Entao

$4(Zy ® Zps) <+ Qn) + (2m — 1),
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para o caso em que A = {a € Z; mdc(a,n) = 1}.

Demonstragdo. Tome G = Z,, ®Z,s e o conjunto H = {(a,b) € G; m|a}. E fécil observar
que H é um subgrupo de G e que H = Z,s © Z,s. Portanto exp(H) = p? e, pelo Teorema
1.14,

sa(H) =p” +28.

Por outro lado, podemos observar que G/H = Z,,. Assim, exp(G/H) = m e obtemos
a relacao
exp(G) = exp(H) exp(G/H).
Ja nos referimos a um resultado de F. Luca (ver [34]) que nos diz que ss(G/H) =
SA(Zp) = m+ Q(m). Além disso, note que Q(n) = Q(m) + S.
Usando a Proposigao 1.20 para A = {a € Z; mdc(a,n) = 1}, temos

SA(Zn © Zps) < (sa(H)—1)exp(G/H) + sa(G/H)
= @°+28—Dm+ (m+Q@m))
= mp’+2mB+Qn) — B

= n+QMn)+2m-1)p
como queriamos. O

Observando as cotas superiores obtidas por Chintamani e Paul nos Teoremas 1.18 e
1.19, fica claro que a cota que obtivemos no Teorema 1.21 nao é muito boa e esta muito
distante da cota inferior que apresentamos. Como sugestao para novos estudos neste

sentido, o préximo passo devera ser reduzir esta cota superior.

1.6 Consideracoes Adicionais

Para um primo impar p os Teoremas 1.14 e 1.16 calculam o valor exato de s para o
grupo abeliano aditivo finito Zy« @ Z,s, onde o > 3 sao inteiros positivos, e classificam as
sequéncias de comprimento s4(Zye ®Z,s) —1 que sao livres de subsequéncias de soma-zero
A-ponderada de comprimento p®. Além disso, como vimos no Corolario 1.17, sabemos que

NA(Zye ® Zyps) = v+ B+ 1, temos uma caracterizagao da sequéncias de comprimento a+ /3
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que sao livres de subsequéncias de soma-zero A-ponderada de comprimento no maximo
p“ e a equagao
sa4(G) =na(G) + exp(G) — 1 (1.6)

¢ vélida para o grupo G' = Zya @ Z,p.

Ja vimos que s4(Z%) = 2na(Z5)—1 > na(Z5)+3—1, para A = {a € Z; mdc(a,n) = 1}
e r >3 (ver [26]), ou seja, a equagao (1.6) é falsa para este caso. Note que, neste caso, o
posto de G = Z} ¢ maior ou igual a exp(G) = 3.

Dados um primo impar p e os inteiros positivos t e ny > ng > --- > n;, considere o
grupo aditivo G = Zyn @ Zyra @ - -+ @ Zyne, onde vemos que exp(G) = p™'. Observe a

seguinte sequéncia sobre G-

ni—1 no—1 ng—1
S=(0,...,00--(0,...,0) [T @*0,0,...,0) J] (0.6%,0,...,0)--- T] (0,0,0,....,p").
- k=0 k=0 k=0

p"1—1 termos
E fécil observar que S tem comprimento |S| = p™ —1 +Z§:1 n; € nao possui subsequéncias
de soma-zero A-ponderada de comprimento p™. No entanto, supondo que ¢ > p™ (o posto

de G ¢é maior ou igual a exp((G)), podemos considerar a sequéncia
T=5-(1,1,...,1)

de comprimento |T'| = p™ —l—z;l n; € nao possui subsequéncias de soma-zero A-ponderada
de comprimento p™ (note que ela possui subsequéncias de soma-zero A-ponderada de
comprimento maior ou menor que p"*, mas nunca igual).

Estas observagoes somadas aos nossos estudos nos levam a acreditar que a seguinte

conjectura seja verdadeira:
Conjectura 1.22. Sejam p um primo impar e o grupo (aditivo) G = @ZZI Lini, onde t
EMNy > MNg > -+ > Ny SA0 inteiros positivos, com t < p™'. Entao
t
(i) 54(G) = + 3 mi
i=1

(11) sa(G) =na(G) + exp(G) — 1.
Esta conjectura propoe uma generalizacao para o resultado obtido por J. Olson em

1968 (ver [38]) que calcula o valor da Constante de Davenport para este grupo, a saber

D(G) =1+, (" — 1)



Capitulo

Uma Generalizacao para a Constante de

Davenport

2.1 Conceitos e Resultados Preliminares

Como ja vimos anteriormente, usaremos sempre [ug]™ [ug]™ - - - [u]™ para denotar a
sequencia
(uhuly' sy UL, Uy Uy vy Uy ey Uy Uy - 7ut)
Vv Vv
ni1 vezes ng vezes n¢ vezes

em Z, de comprimento n = n; +ny + - - - + n;. Dada esta notagao ¢ importante observar
que podemos considerar que duas sequéncias em Z, sao iguais se elas diferem somente na
ordem de seus elementos.

Usando [19] como referéncia, comegaremos introduzindo mais algumas defini¢oes e

notacoes.
Definigao 2.1. Seja n um inteiro positivo e K um corpo. O polinémio f(x1,xs,...,T,) €
Klxy, 29, ..., 1, € dito simétrico se
[, 20, 20) = f(Taq), Ta@)s - -+ Tam)),
para qualquer que seja a permutag¢do « sobre o conjunto {1,2,...,n}.

Abaixo definimos os polindmios simétricos mais simples.



2 Conceitos e Resultados Preliminares 37

Definicao 2.2. Sejam K um corpo e os inteiros n e k, tais que 1 < k < n. Definimos o

polinémio simétrico elementar de ordem k em Klxy,xo,...,2,] como sendo
On (X1, o, ... X)) = E Tiy Tiy -+ Ty
1<i1<12<...<1. <N
Por simplicidade de notacdo, escreveremos o, no lugar de o, (1, ..., 2,). Assim,
n
On1 = E Z; , On2 = E Tilj, oo, Onn = X1X2 ... Tp.
i=1 1<i<j<n

Enunciaremos um importante resultado que resume o estudo a respeito de polinomios

simétricos ao estudo dos polinomios simétricos elementares.

Teorema 2.3 (Teorema Fundamental dos Polinomios Simétricos). Se n é um inteiro

positivo e f é um polinomio simétrico nas indeterminadas xy, To, ... , T, Sobre um corpo
K, entao existe um tnico polinomio g € K|x;,xa, ..., T,] tal que
flr, e, ... xn) = g(0n1, Onoys ooy Onn)-

O Teorema 2.3 nos diz que qualquer polinomio simétrico nas indeterminadas x1, s, . . .,
T, €, na verdade, uma expressao polinomial sobre os polinomios simétricos elementares
Onls On2, - -5 Opn. A demonstracdo deste teorema também se encontra em [19] (Teorema
6.4.2).

Ao longo deste capitulo denotaremos por s, (1, xa, ..., z,), para n e k inteiros posi-

tivos e K um corpo, o polinémio das somas de poténcias de grau k em K|xy, s, ..., x,],

que ¢ definido por

k k k

Sng(T1, Xy .o ) =) F 25+ - F X
Observe que os polindmios sy, (1, e, . . . , T,) sd0 simétricos e, por simplicidade de notagao,
escreveremos S, x no lugar de s, x(z1, 2, ..., x,). Agora vamos apresentar um resultado

que relaciona os polindmios das somas de poténcias com os polindmios simétricos elemen-

tares.
Teorema 2.4 (Férmula de Newton). Sejam n um inteiro positivo € 0, 1,002, .., 0pn 0S
polinomios simétricos elementares nas indeterminadas x1, X2, ... , T, sobre um corpo K.

Se assumirmos s, o = n, entao a formula

m
m—1 m
Snk — Snk—10n,1 + Sn,k—20n,2 + ...+ (_1) Sn,k—m+10n,m—1 + (_1) gsn,k—mgn,m =0
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¢ valida para todo inteiro k > 1, onde m = min(n, k).

Este resultado foi citado em [33] (Teorema 1.75). Agora observe algumas relagoes
obtidas da Férmula de Newton (com as condigoes de que n > k e a ordem do corpo K é

maior que k):
Sp,1 — On,1 = 0 y  Sn,2 — Sp,10n,1 + 20n,2 =0 y  Sn,3 7 Sp,20n1 + Sn,10n2 — 30n,3 =0 ;

De outra forma:

1 2 1 3
On,1 = Sn,1 , Onp2 = §(Sn’1 - 8n,2) 5 On,3 = _<Sn,1 - 3Sn,18n,2 + 2377,,3) )

6

Observacao 2.5. Note que, pelas relagoes acima, podemos escrever os polinomios simétri-
cos elementares como expressao polinomial dos polinomios das somas de poténcias sempre
quen > k. Pelo Teorema 2.4, o mesmo nao ocorre quando n < k. Além disso, para escre-
ver esta expressao polinomial precisamos que a ordem do corpo K seja maior que k, para
que o ultimo termo da Formula de Newton seja ndo nulo. Para esta ultima afirmacao,
como exemplo, podemos ver que a relagao envolvendo o termo o, 3 acima nao faria sentido

no corpo Zs.
Agora, reescrevendo o Teorema 0.1, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.6. Se p é um primo, entao toda sequéncia de elementos em Z, de compri-
mento 2p — 1 contém uma subsequéncia de soma-zero de comprimento p. Além disso, o
conjunto de todas as sequéncias de comprimento 2p — 2 sobre 7Z, livres de subsequéncias

de soma-zero de comprimento p € dado por
{[WP P~ Ju,v € Zy, eu v},

Dados um primo p, o corpo Z, (com a adicao e a multiplicacdo usuais), um inteiro
positivo n e um polinémio simétrico ¢ em Zy[xy, xa, . .., T,], dizemos que uma sequéncia

de n elementos S = (uy,ug, . .., u,) sobre Z, serd chamada um sequéncia p-zero se

o(S) = p(ug,ug, ..., u,) =0.

Além disso, chamaremos uma sequéncia em Z, de sequéncia -zero livre se ela nao contém

nenhuma subsequéncia ¢-zero.
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Seja ¢ um polinémio simétrico em Zy[z1, s, . .., x|, onde p é um primo. Estendendo
o conceito do invariante E(G) obtido do Teorema 2.6, A. Bialostocki e T. D. Luong
definiram em [10] (2009) um novo invariante g(p, Z,) definido como sendo o menor inteiro
¢ tal que cada sequéncia em 7Z, de comprimento ¢ contém uma subsequéncia ¢-zero e
9(p,Z,) = oo, caso nao exista tal £. Definiram, também, o conjunto M(y,Z,) de todas
as sequéncias de comprimento g(y,Z,) — 1 que sao @-zero livres, para g(p,Z,) finito.
Observe que, se ¢(0,0,...,0) # 0, entao a sequéncia [0]™ é livre de subsequéncias y-zero,
para todo inteiro m > p, ou seja, g(p, Z,) = oc.

Observe que o caso em que ¢ for um polinomio simétrico linear, ou seja, ¢ = as,; €
Lplx1,22,...,2,), com a # 0, entdo o Teorema 2.6 garante que g(y,Z,) = 2p — 1 e
M (p,Z,) é o conjunto de todas as sequéncias de Z, da forma [u]P~![v]P~!, onde u,v € Z,
eu#uv.

Além disso, no mesmo artigo ([10]), Bialostocki e Luong estudaram o caso em que ¢
¢ um polinoémio simétrico quadrético e analisaram o valor de ¢(p,Z,) e a descrigdo do

conjunto M (p,Z,) provando o seguinte resultado:

Teorema 2.7. Sejam p > 3 um primo e ¢ = asf,’1 + bspo + cSp1 € Lylx1, Tay . .., Tp] UM
polinomio simétrico quadrdtico, onde a,b,c € Z, e a # 0, oub # 0. Entao sao verdadeiras

as sequintes afirmagoes:
(i) Sea=0eb#0, entio g(p,Z,) =2p—1 e as sequéncias de M(p,Z,) sio da forma
[u]*[~u — b~ o) [ — b7
onde u,v € Ly, u# v, u+v#—-cbl e0<a<p-1,0<p<p-1

(1) Sea#0 eb=c=0, entao g(p,Z,) = 2p — 1 e as sequéncias de M(p,Z,) sio da
forma

0 ()
onde u,v € Z, e u # v.

(111) Se a-c# 0 eb=0, entao g(p,Z,) = 2p — 2 e as sequéncias de M(p,Z,) sio da
forma

[ u + ca™ P2,
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onde u € Z,.

(iv) Sea-b#0 ep>>5, entdo

2(p—1) +n(p) < g(p, Zy) < 4p — 3,
onde n(p) denota o menor residuo nao quadrdtico mddulo p.

Nosso objetivo serd similar ao de Bialostocki e Luong, pois queremos definir um inva-
riante que consistira numa generalizacao da Constante de Davenport sobre os polinémios

simétricos e fazer andlises semelhantes as feitas por eles.

2.2 A Constante de Davenport sob o ponto de vista
dos Polinéomios Simétricos

Inicialmente vamos reescrever o primeiro resultado relacionado a Constante de Daven-

port (Teorema 0.2):

Teorema 2.8. Sendo p um primo, entao toda sequéncia sobre Z, de comprimento p possui
uma sequéncia de soma-zero e, além disso, o congunto {[u]P~' /u € Z,,u # 0} € formado

por todas as sequéncias de comprimento p — 1 que sao livres de soma-zero.

Neste momento iremos fornecer as ferramentas necessarias para generalizar o conceito
da Constante de Davenport para polindmios simétricos.

Dados n um inteiro positivo, K um corpo e ¢ € K[x1,Zs,...,x,] um polinémio
simétrico. E perfeitamente possivel aplicar este polinomio nos termos de uma sequéncia

S = (uy,us,...,u,) de termos em K da sequinte forma:

90<S) = gp(ul,u2, s 7un)-

Observe que, se ¢ puder ser escrito como uma expressao polinomial dos polindmios somas

de poteéncias s, , para t € N, ou seja,

© = g(Sn1,Sn2s -+ Snit)s
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entao podemos definir o conjunto F, dos polindmios simétricos que possuem os mesmos
coeficientes e 0 mesmo grau do polinomio ¢, alterando-se apenas o nimero de variaveis.

De fato,
Fo=A{0x =091, 5k2,..-,51) | k € N}.

Observe que ¢, € F, é o préprio polinomio ¢. Agora, com o conjunto JF, definido,
podemos calcular o valor de um polinémio com caracteristicas muito semelhantes aos de
¢ em subsequéncias de S. A sequéncia T = (uy, us, ug), por exemplo, é uma subsequéncia
de S e, para n > 3, ndo podemos calcular ¢(7"), mas podemos calcular ¢3(7"), onde
3 € Fo.

Como vimos na Observacao 2.5, nem todos os polindbmios podem ser escritos como
expressao polinomial dos polinomios somas de poténcias sobre determinados corpos. Por

exemplo: o polinomio o, 2 sobre o corpo Z3 em n indeterminadas pode ser escrito como
172 2
0”72 = 2 (Sn,l - Sn72) = _Sn,l + Sn72'

No entanto é impossivel descrever desta forma o mesmo polinomio o,, 2 sobre o corpo Zs.
O mesmo acontece com o polinomio o, 3 sobre o corpo Zs, pois nestes casos as relagoes
dadas pela Férmula de Newton (Teorema 2.4) ndo sdo suficientes.

Dados t,n € N, p um primo e ¢ um polinomio simétrico sobre Z, de grau t em n
indeterminadas, o Teorema Fundamental dos Polinomios Simétricos (Teorema 2.3) garante

a existéncia de um polindomio g € Z,[x1, 29, ..., x,| tal que

o(x1,29, ..., 2n) = 9(0n1,0n2, -, Onn)-

Agora, tendo em vista a Observacao 2.5, podemos concluir que, sob algumas condi¢oes

para os valores de p, n e t, existe um polinémio f € Zy[xy, xs,. .., z,] tal que
@(Il, To, ... ,xn) = g(O’nJ, Un,27 e 7Un,n) = f(SnJ, Sn’g, ceey Sn,n)-
Sendo assim, vamos definir o conjunto F, = {¢r = f(Sk1,5k2,--,5kn); k € N} de

todos os polindmios de mesmo grau e com os mesmos coeficientes de . Como exemplo,

considere o polinémio ¢ € Z;[xq, x9, 23] simétrico de grau 2 dado por

2
(w1, 72,73) = 83, + 2831 — 532+ 3

= (1‘1—|—$2—|—x5)2—|—2($1—|—x2—|—$3)—($%+$§+$§)+3
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Assim, para todo k € N, definimos

2
op(T1, 0, .., 2) = Sg1 T 28k1 — Sk2 + 3

= (4. +x)?+2a+.. ) — (2T +.. +27)+3

e, com isso, F, = {Si,l + 2551 —sp2+3; k€ N}.

Dizemos que uma sequéncia S em Z, ¢ uma sequéncia F,-zero se existe kK € N tal
que S é uma sequéncia gg-zero. Defina D(p,Z,) como sendo o menor inteiro ¢ tal que
cada sequéncia de comprimento ¢ em Z, contém uma subsequéncia F-zero e, no caso em
que ¢ nao exista, escrevemos D(y, Z,) = co. Defina M(F,,Z,) como sendo o conjunto de
todas as sequéncias de comprimento D(y, Z,) — 1 livres de subsequéncias F.,-zero, quando
D(p,Z,) é finito. Observe que, se p([0]") # 0, entdo para cada natural k, a sequéncia
[0]* ¢ livre de subsequéncias JF,-zero, implicando em D(y,Z,) = co. Se ¢ é um polindmio

simétrico linear tal que ¢([0]") = 0, entdo o Teorema 2.8 garante que
D(p,Zy) =p e M(FyZy) = {[uJ'™" /u € Zy,u+0}.

Nosso principal objetivo neste capitulo consiste em determinar o valor de D(p,Z,) e
descrever o conjunto M (F,, Z,) para o caso em que ¢ é um polinomio simétrico quadratico

com coeficientes em Z,, onde p ¢ um primo.

2.3 O Valor da Constante D(y,Z,) para Polinomios
Simétricos Quadraticos

Sejam n um inteiro maior ou igual a 2, p um primo fmpar e ¢ € Z,[x1, X2, ..., x,| um

polinémio quadratico com ¢([0]") = 0. Entdo ¢ pode ser escrito da seguinte forma
o(x1, T, ..., x,) = asil + bsp2 + CSpas

onde a, b, c € Z,. Agora, considere a familia F, de todos os polinomios de mesmo grau e
mesmos coeficientes que .

Para cada k € N, tome

2
O = aSpq + 0spo + cspa € Ly, 29, - .., g
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Observe que os tnicos casos especiais em que ¢, nao pertence a JF, ocorrem quando
a =b=0, pois o grau de ¢, é menor que dois. Portanto, sendo a # 0 ou b # 0, temos

que
Fo = {asi,1 +bsko + sk € Lplxy, xo, .. xk] s k€N ={pr; 1 <keZ}.

Observe que o caso em que a = b =0 e ¢ # 0 é consequéncia direta do Teorema 2.8, pois,
neste caso, ¢ ¢ um polinomio linear dependendo somente dos valores dos polinomios sy 1,
para k € N.

Agora, vamos estabelecer o resultado cuja demonstracao é o objetivo desta secao:

Teorema 2.9. Sejam n > 2 um inteiro, p um primo impar e seja @ = asfm + bspo +
CSna, onde a,b,c € Z,, e a # 0 oub # 0, um polinomio simétrico quadrdtico em

Lplzy, w9, ..., zy). Entao sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:

(1)) Sea =0 eb # 0, entio D(p,Z,) = p e M(F,,7Z,) € o conjunto de todas as

sequéncias da forma
[W]*[—u—cb P17 ondeu € Z,\ {0,—cb'} e0<a<p-—1,

ou da forma

[u]P~!, quando u = —cb™* e c # 0.

(1t) Sea # 0 eb=c =0 entao D(p,Zy,) = p e M(F,,7Zy,) € o conjunto de todas as

sequéncias da forma [uP~, onde u € Z, \ {0}.
(iti)) Se a#0,b=0 ec#0 entio D(p,Z,) =p—1 e M(F,,Z,) = {[ca]P?}.
() Sea-b#0, entao D(p,Z,) <2p—1 e:

(a) D(p,Z,) > p—2, para ¢ # 0.
(b) D(p,Z,) > —ba=', para ¢ = 0, onde T representa o menor inteiro nao negativo

pertencente a classe x € Zy,.

Para demonstrar este teorema serao necessarios os seguintes resultados auxiliares:
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Proposicao 2.10. Sejam p um primo e o inteiro { satisfazendo p/2 < £ < p. Se T é
uma sequéncia de comprimento { que € livre de subsequéncias de soma-zero em Z,, entao

T contém um elemento nao nulo de multiplicidade no minimo
20—p+1, se (2p—2)/3 <1 <p,

e no minimo
(—|(p—1)/3], se p/2<L<(2p—2)/3,

onde | x| indica o maior inteiro menor que .

Esta proposigao foi demonstrada em 2007 por Savchev e Chen em [42] (Proposigao

12). Além desta proposi¢ao, precisaremos também do teorema:

Teorema 2.11. Sejam os inteiros positivos m e n tais que m divide n. FEntao, dado o
grupo G = Zy, ® Ly, temos
D(G)=m+n—1.

Ja vimos que, em 1968, J. Olson demosntrou o teorema anterior em [39], entre outros
resultados para a Constante de Davenport para p-grupos (ver também [38]).

Dada uma sequéncia 1" de elementos de Z,, em todo o nosso estudo usaremos que %(7")
representa o conjunto de todas as possiveis somas das subsequéncias de T'. Por exemplo,

seja T' = (u,v,w) em Z,, entao
X(T)=A{u,v,w, (ut+v), (ut+w), (v+w), (ut+v+w)}
Agora vamos a demonstracao do nosso resultado principal.

Demonstracao. (Teorema 2.9)

(i) Como a = 0 e b # 0, entdo os polinémios pertencentes a F, sdo da forma ¢ =

bsi 2 + csi1, onde k € N, ou seja,

or(T1, 9, ..., Tf) = Z(bx? + cx;),

para todo k € N.
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(i)

Dada a sequéncia T' = (uq, ug, ..., uy), é claro que pg(T) = 0 se, e somente se, a
sequéncia

V = (f(uw), f(ua), ..., f(uz))

tem soma zero, onde f(z) = bz? + cx, para todo = € Z,. Logo, o Teorema 2.8 nos

garante que D(p,Z,) = p. Além disso, juntamente com a afirmacdo de que
flu)=fv) & wv=u ou v=-u—chb’

para quaisquer u, v € Zj, o teorema também garante que o conjunto M (F,,Z,) tem

a forma desejada.

Para a # 0 e b = ¢ = 0, entdo os polinémios de F, possuem a forma ¢, = asj ),

onde k € N. Pelo Teorema 2.8, ¢ facil concluirmos que D(¢,Z,) =p e M(F,,Z,) =

{[ul~"; weZ,\ {0}}.
Neste caso, sendo a - ¢ # 0 e b = 0, entao os polinémios de F, possuem a forma
O = asjp, + csp1 = spa(asey + ¢),

para todo k € N. Logo ¢y 86 é zero quando s;; € {0, —ca™'}. O Teorema 2.8 nos
diz que D(y,Z,) < p e que as sequéncias de tamanho p — 1 livres de subsequéncias
F-zero sao da forma S = [s]P~!, para s € Z, \ {0}. Por outro lado, o conjunto de

todas as possiveis somas de uma subsequéncia de S é dado por

2(S) ={s,25,3s,...,(p — 1)s} = Z, \ {0},
ou seja, —ca™!' € X(S). Portanto, D(p,Z,) < p — 1.

Vamos agora construir o conjunto M de todas as sequéncias em Z, de tamanho p—2
e livres de subsequéncias cujas somas sejam iguais a zero ou a —ca~!. Observe que,
neste ponto, ainda nao sabemos se este conjunto nao é vazio. Para p = 3 fica facil

verificar que M nao é vazio, logo M = {[ca™']} e o teorema segue.

Se p > 5, pela Proposicao 2.10 sabemos que, se a sequéncia U pertence ao conjunto
M, entdo existe u € Z, ndo nulo tal que U’ = [u|P~ é uma subsequéncia de U.
Portanto,

0,(—ca ) ¢ X(U') = {u,2u,3u,...,(p—3)u},
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pois U’ é subsequéncia de U € M. Com isso, sendo os elementos u e —ca™! nao

nulos, temos que

(p—1Du=—ca ' ou(p—2u=—ca?,

ou, equivalentemente,

u=ca ' ou u=c(2a)".
A sequéncia U é formada pela sequéncia U’ acrescida de um tnico termo, ou seja,
U = [u]P~3[v] para algum v € Z,, v # 0. Como Z, = (u) (subgrupo aditivo ciclico),

entao v = ku, com 1 < k <p—1, e temos

2(U) ={w,2u,...,(p=3)u} U{(k+ )u, (k+2)u,...,(k+p—3)u},

! sdo elementos de X(U), entdo temos k = 1, ou seja,

Como nem 0 nem —ca~
U=[uf?e
YU) =Au,2u,...,(p—2)u}.

Além disso, se u = ¢(2a)”!, entdo vemos que (p — 2)c(2a)™! = —ca™! € X(U),
contrariando a definicao do conjunto M. Assim, a tnica possibilidade para U é a
sequéncia [ca™1]P72. Portanto, concluimos que D(p,Z,) = p — 1 and M (F,,Z,) =

M = {fea 12},

Vamos analisar inicialmente o limite superior para D(¢,Z,). Tendo em vista o
Teorema 2.11, vemos que D(Z, @& Z,) = 2p — 1. Isto nos faz concluir que, dado uma

sequéncia T' = (uy, ug, . . ., Ugp—1) em Z,, a sequéncia
T' = ((ur,ud), (uz, u3), - ., (ugp-1,u3, ) em Z, &7,
possui uma subsequéncia
U= ((wi, ), (uiy, uz,), - (i, )

de comprimento ke 1 <1 <19 < ... < i, < 2p— 1, tal que a soma dos elementos

de U é igual ao elemento (0,0) € Z, & Z,. Com isso,

Sk,l(ui17ui27 LI auik) == 8/4:,2(“2'17“2'27 .. 7uik) - 07

ou seja, a sequéncia 7' possui uma subsequéncia F,-zero. Portanto, D(p,Z,) <

2p — 1.
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(a)

Para verificar este limite inferior basta encontrar uma sequéncia de tamanho
no minimo p — 3 que seja livre de subsequéncias F,-zero. Se b # a, tomamos
a sequéncia [u]P~2, onde u = c¢(a — b)~'. Assim

t 2
oi([u]") = at*u® + btu® + ctu = ﬁ(t +1) #0,

para qualquer 1 < ¢t < p—2. Se b = a, tomamos a sequéncia [v]P~3, onde

v =ca"t. Assim

k 2
or([v]*) = ak*v? + akv® 4 ckv = Tc(k +2)#0,

para qualquer 1 < k < p — 3. Estas sequéncias sao da forma que queriamos.
Seja t = —ba~!. Como a-b# 0, entdo 1 <t < p—1. No caso em que b = —a
e ¢ = 0, observe que ¢; ¢ F,, pois ele é o polinomio nulo. Entao tome a
sequéncia [u)P~!, para u € Z, \ {0}. Assim

or([u]®) = ak*u® — aku® = aku®(k — 1) #0,

para qualquer 2 < k < p—1. Além disso, p — 1 >t — 1 como queriamos. Por
fim, para o caso onde b # —a, entdo t > 2 e podemos tomar a sequéncia [u]*™,

para u € Z, \ {0}. Assim
or([u]*) = ak*u® + bku® = aku®(ak +b) # 0,

para qualquer 1 < k <t — 1. Estas sequéncias sao livres de subsequéncias

F,-zero como querfamos.

Isto conclui a demonstracao. O]

Podemos observar que, acrescentando uma quantidade adequada de termos nulos as

sequéncias, também podemos obter as cotas superiores para D(¢,Z,) para os casos (i),

(ii) e (iii) do Teorema 2.9 usando o Teorema 2.7 de Bialostocki e Luong.

2.4 Observacoes Finais

No item (ii)(b) do Teorema 2.9, o limitante inferior para D(y, Z,) pode ser muito bom,

no caso em que —ba~! = p — 1, mas pode, também, ser muito ruim, no caso em que
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—ba~! = 1. Para que este limitante seja melhorado, deve-se analisar cada caso particular
em separado.

Por outro lado, analisando o limitante superior para D(p,Z,), tivemos a falsa im-
pressao de que ele fosse menor ou igual p. Neste processo, observamos algumas pequenas
propriedades sobre os polinémios da familia F,, onde ¢ € Z,[x1,x,...,%,] é um po-

linomio simétrico de grau dois, como, por exemplo,

Pri1(T1, Ta, oo, Thy D) = @r(T1, 2, ) + 01(Tpp1) + 2851 (21 + 22+ -+ @),

No entanto, estas propriedades nao foram suficientes para garantir que D (¢, Z,) < p. Com
isso, passamos a procurar contra-exemplos para esta afirmagao e conseguimos encontra-
los.

Considere o polinomio
2
© = 8,1+ Sn2 = Sn1 € LylT1, T2, ..., Ty,

onde n > 2 é um inteiro e p é um primo tal que p = 7 (mod 8). Se F, é a familia dos

polinémios da forma
2
Yk = Sk + Sg2 — Sk1 € Zp[l’l, To, ... ,Ik],

para todo k£ € N, entdo a sequéncia [1[P~1[—1][2] é livre de subsequéncias ¢y-zero para

qualquer que seja k € N. De fato, observe que

e1(—1) =3, ©1(2) =6 e vs(2,-1) =5

que sao diferentes de zero, pois p é primo e p = 7 (mod 8). Para todo inteiro t tal que
1<t<p-—1, temos

e[1") =t +t—t=1>#0.
Além disso,
e (I [-1]) = (¢t = 1)* +2,
e (1°[2]) = (t+2)° +2,

e[ [-1][2]) = (¢ +1)° + 4.
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Se algum destes valores pudesse ser nulo, deverfamos ter

@) ()

onde (f) indica o Simbolo de Legendre de x médulo p. Mas, sendo p = 7 (mod 8),
p

) ()

o que torna impossivel a afirmacao inicial. Por tudo isso, concluimos que a sequéncia

temos

[1]P71[—1][2] ¢ livre de subsequéncias ¢y-zero, para qualquer que seja k € N, ou seja,
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