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Resumo

Esta dissertacao estd dividida em duas partes e é baseada no Capitulo 8 do livro Pro-
finite Groups [22] de J. S. Wilson, e no artigo Uncountably many non-commensurable
finitely presented pro-p groups [19] de 1. Snopce. A parte I é um estudo de grupos profi-
nitos de posto finito. Estudamos grupos soltuveis profinitos de posto finito e fornecemos
uma série de caracterizagoes dos mesmos. Entdao mostramos que um grupo profinito ar-
bitrario de posto finito é construido a partir de um grupo pronilpotente de posto finito,
um grupo solivel de posto finito e um grupo finito. E a Parte II é uma descricao de
grupos pro-p de posto finito. Provamos que existe uma quantidade ndao enumeravel de
grupos pro-p uniformes metabelianos nao comensuraveis de dimensao m, onde m > 3
é um inteiro positivo, e consequentemente, existe uma quantidade nao enumeravel de

grupos pro-p finitamente apresentados nao comensuréveis com um niimero minimal de

m

2

geradores igual a m e um nimero minimal de relagoes igual a

Palavras-chave: grupos profinitos, posto finito, uniformly powerful, finitamente apre-

sentado.



Abstract

This master’s dissertation was divided into two parts, and it is based on the Chapter 8
of the book Profinite Groups [22] of J. S. Wilson, and on the article Uncountably many
non-commensurable finitely presented pro-p groups [19] of I. Snopce. Part I is a study of
profinite groups of finite rank. We study profinite soluble groups of finite rank and we
give a number of characterizations of them. Then we show that an arbitrary profinite
group of finite rank is built up from a pronilpotent group of finite rank, a soluble
group of finite rank, and a finite group. Part II is an account of pro-p groups of finite
rank. It is proved that there are uncountably many non-commensurable metabelian
uniform pro-p groups of dimension m, where m > 3 is a positive integer. Consequently,

there are uncountably many non-commensurable finitely presented pro-p groups with

minimal number of generators m and minimal number of relations

Keywords: profinite groups, finite rank, uniformly powerful, finitely presented.
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Introducao

Um grupo profinito é, por definicao, um grupo dado pelo limite inverso de grupos
finitos. Grupos profinitos podem também ser caracterizados como os grupos topologicos
de Hausdorff, totalmente desconexos e compactos. Uma classe especial de grupos
profinitos, é a classe dos grupos pro-p, que sao por defini¢ao limite inverso de p-grupos
finitos.

Neste trabalho apresentamos propriedades dos grupos profinitos GG, para os quais
existe um inteiro r tal que cada subgrupo de G pode ser gerado por r elementos, esses
grupos sdo chamados de grupos profinitos de posto finito. E importante observar que
o termo ‘posto’ na teoria dos grupos profinitos nao deve ser confundido com o seu uso
em expressoes como ‘grupo livre de posto finito’; um exemplo claro desse fato é que os
grupos profinitos livres finitamente gerados nao tém posto finito, uma vez que possuem
subgrupos profinitos que nao sao finitamente gerados. Com a atencao sempre voltada
para os grupos profinitos de posto finito, este trabalho esta dividido em duas partes,
a primeira parte apresentamos um estudos mais geral dos grupos profinitos de posto
finito, baseado principalmente no Capitulo 8 do livro de J. S. Wilson [22], e a segunda
parte estd baseada no artigo de I. Snopce [19] “Uncountably many non-commensurable
finitely presented pro-p groups”.

No primeiro capitulo apresentamos um estudo preliminar sobre grupos profini-
tos, no qual construimos a definicao de grupos profinitos a partir do limite inverso de
um sistema inverso de grupos topologicos, em seguida mostramos que grupos profini-
tos podem ser caracterizados de outras maneiras, ¢ mostramos também que exemplos
importantes e naturais de grupos profinitos podem ser construidos a partir de grupos

abstratos, como por exemplo o anel dos inteiros p-adicos, que é o completamento pro-p
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Introducao 12

de Z, denotado por Z,. E entao direcionando para os grupos profinitos de posto finito
estudamos grupos soluveis profinitos de posto finito e apresentamos uma série de ca-
racterizacoes dos mesmos. E finalmente, estudamos os grupos profinitos arbitrarios de

posto finito, obtendo o seguinte teorema:

Teorema [1.5.23| Seja G um grupo profinito de posto finito. Entao G tem uma série

1<C<N<G

de subgrupos normais tal que C € pronilpotente, N/C' € solivel e G/N ¢é finito.

Em outras palavras o Teorema nos diz que um grupo profinito de posto
finito possui uma série (pronilpotente-por-solavel)-por-finito. Mas como os grupos
pronilpotentes sao os produtos cartesianos de seus subgrupos de Sylow, direcionamos
a atencao para os grupos pro-p de posto finito. E assim, nos capitulos seguintes nos
restringimos aos grupos pro-p.

No segundo capitulo, mostramos como dotar o conjunto subordinado de um grupo
pro-p uniforme G com uma estrutura aditiva, tornando-o um Z,-médulo livre. E entao
com o objetivo de obter mais propriedades em relacao a estrutura do grupo G, definimos
uma segunda operagao capaz de transformar o Z,-modulo livre em uma élgebra de Lie
sobre Z,. Além disso, mostramos que vale o processo inverso, ou seja, dado uma algebra
de Lie powerful, ela pode se tornar um grupo pro-p uniforme. Por fim apresentamos
o seguinte resultado, que garante que existe uma correspondéncia biunivoca entre os

grupos pro-p uniformes e as algebras de Lie powerful sobre Z,:

Teorema [2.3.27| As aplicacoes

G+—— Lg, L+ (L, %)

sao 1somorfismos mutuamente inversos entre a categoria de grupos pro-p uniformes e

categoria de dlgebras de Lie powerful sobre Z,.

Muitos dos resultados do Capitulo 2 estao contidos no longo e importante artigo
de Lazard [6], “Groupes analytiques p-adiques”, dedicado ao estudo dos grupos pro-
p de posto finito, na perspectiva de grupos analiticos p-ddicos. J& no livro de J. D.
Dixon; M. P. F. Du Sautoy; A. Mann; D. Segal [2], “Analytic pro-p Groups”, podme

ser encontrados alguns dos resultados deste artigo, de um ponto de vista teodrico de
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Introducao 13

grupos, e de resultados de Lubotzky e Mann dos artigos [8] “Powerful p-Groups. I.
Finite Groups”, e [9] “Powerful p-Groups, II. p-Adic Analytic Groups” ligando diferentes
caracterizagoes desses grupos. Em [9], Lubotzky e Mann provaram que se G é um grupo
pro-p de posto finito, entao G tem um subgrupo aberto caracteristico powerful, e que
também vale a reciproca. Garantindo assim que um grupo pro-p tem posto finito
se, e somente se, tem um subgrupo caracteristico aberto uniforme, esse resultado é
usado para fornecer caracterizagoes alternativas para grupos pro-p de posto finito. Um
resultado anterior de Lazard [6], afirma que um grupo pro-p tem estrutura de um grupo
analitico p-adico se, e somente se, tem um subgrupo normal aberto uniforme.

No terceiro capitulo, apresentamos a demonstracao do seguinte teorema de I.

Snopce do artigo [19]:

Teorema Seja m > 3 um inteiro positivo. Fxiste uma quantidade ndo enu-
merdvel de grupos pro-p uniformes, metabelianos, nao comensurdveis de dimensao m.
Consequentemente, existe uma quantidade nao enumerdvel de grupos pro-p finitamente

apresentados nao comensurdveis com um nidmero minimal de geradores igual a m (e o

m
niumero minimal de relagoes igual a < 5 ))

Para isso usamos o Teorema que permite associar ao grupo pro-p uniforme
uma Z,-algebra de Lie e depois ‘retornar’ para o grupo pro-p uniforme sem perder pro-
priedades. Além disso, usamos resultados contidos em J. D. Dixon; M. P. F. Du Sautoy;
A. Mann; D. Segal [2], apresentados no Capitulo 3, que garantem que todo grupo pro-p
de posto finito tem uma apresentacao finita que pode ser dada explicitamente (confira
teorema , assim como limitar o nimero minimo de relagoes da apresentacao de
um grupo pro-p powerful finitamente gerado (confira teorema [3.1.4).

A questao da existéncia de uma quantidade nao enumeravel de grupos pro-p
finitamente apresentados nao-isomorficos foi levantada por A. Lubotzky na conferén-
cia “Geometric and Combinatorial Group Theory” em homenagem a E. Rips e por
E. Zelmanov na conferéncia “XX Coloquio Latinoamericano de Algebra”. Entretanto

Zelmanov atribuiu a questao a Lubotzky.
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Capitulo 1

Grupos Profinitos

Neste capitulo faremos uma breve introducao da teoria de grupos topolédgicos,
para entao definir o limite inverso de um sistema inverso de grupos topologicos com o
objetivo de definir os grupos profinitos, dando uma atencao especial aos grupos pro-
p, que € um caso particular de grupos profinitos, uma vez que, nosso objetivo final
ao estudar essa teoria é estudar os grupos pro-p de posto finito. Também daremos
algumas caracterizacoes dos grupos profinitos, com o intuito de obter mais ferramentas
de estudos e definiremos o completamento de grupos abstratos e, em particular, o
completamento pro-p dos inteiros. E por fim daremos uma série de caracterizagoes
para os grupos profinitos soliveis de posto finito e de maneira geral, forneceremos uma
estrutura para grupos profinitos de posto finito. As principais referéncias utilizadas

neste capitulo sdo J. S. Wilson [22], L. Ribes; P. Zalesskii [15] e J. R. Munkres [13].

1.1 Grupos Topologicos

Antes de definir os grupos topoloégicos é importante relembrar a definicao de es-
paco topologico e comentar algumas propriedades que serao utilizadas posteriormente,

para um estudo mais detalhado veja o livro de J. R. Munkres [13].

Definicao 1.1.1 Uma topologia em um conjunto X é uma colecao T de subconjuntos

de X satisfazendo as sequintes propriedades:

(a) O conjunto vazio O e X pertencem a 7;
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1.1. Grupos Topolégicos 15

(b) A uniao de elementos de qualquer subcole¢ao de T pertence a T;
(c) A intersecao de elementos de qualquer subcolegao finita de T pertence a .

Um conjunto X munido de uma topologia T € chamado espago topoldgico (X, ).

Mas, em geral, omitiremos 7 se nao houver risco de ambiguidade, nos referindo

assim “ao espaco topologico X
Defini¢ao 1.1.2 Seja (X, 7) um espaco topoldgico e Y um subconjunto de X.

1. Dizemos que U C X é um conjunto aberto se U € 7. Por outro lado, um subconjunto

de X ¢é um conjunto fechado se o complementar é um conjunto aberto.
2. O fechoY deY € a intersecio de todos os fechados contendo Y.
3. Dizemos que Y ¢ denso em X seY = X.
4. Uma vizinhanca aberta de um elemento x € X € um conjunto aberto que contém x.

5. Uma base para uma topologia em X ¢é uma colecao {Uy | X € A} de conjuntos

abertos tal que todo conjunto aberto é uma uniago de conjuntos U.

6. O espaco topologico X com uma topologia no qual cada subconjunto de X € aberto

¢ chamado espago discreto e tal topologia € chamada topologia discreta.

7. A colecao de todos os subconjuntos da forma Y NU, com U aberto em X é uma

topologia em Y. E com essa topologia, Y ¢ chamado de subespaco topologico de

X.

Para a proxima definicao usaremos a seguinte defin¢ao auxiliar:

Defini¢ao 1.1.3 (Propriedade da intersegao finita) Uma colecio I' de subconjun-
tos de X tem a propriedade da intersecao finita se, para toda subcolegao {Cy,...,Cy},

temos que
ﬂ?:l Cj # 0.

Definicao 1.1.4 Um espaco topologico X € compacto se toda cobertura por abertos de
X possui uma subcobertura finita. Equivalentemente, X € compacto se toda colegio I’

de subconjuntos fechados de X contendo a propriedade da intersecdao finita, satisfaz

Neer C # 0.
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1.1. Grupos Topolégicos 16

Outras duas definicoes importantes para a teoria dos grupos profinitos sao as
definicoes dos espacos topologicos de Hausdorff e os espacos topolégicos totalmente

desconexos.

Definicao 1.1.5 Seja X um espaco topologico.

1. Dizemos que X € um espago de Hausdorff se dados dois elementos distintos x e y

em X, existem vizinhancas abertas U e V de x ey, respectivamente, tais que

Unv =0.

2. Dizemos que X € conexo se nao pode ser escrito como a uniao disjunta de dois
conjuntos abertos nao vazios. F dizemos que X € totalmente desconexo se todo

subespaco conexo tem no mdximo um elemento.

Lema 1.1.6 Seja X um espaco de Hausdorff compacto.

(a) Se C e D sao subconjuntos fechados de X tal que C N D = (), entdo existem
subconjuntos abertos U eV tais que C CU, DCV eUNV = 0.

(b) Seja x € X e A a intersecio de todos os subconjuntos de X contendo x que sao

simultaneamente abertos e fechados. Entdao A é conexo.

(c) Se X é também totalmente desconexo, entdo todo conjunto aberto é uma unido de

conjuntos que sao simultaneamente abertos e fechados.

A demonstracao sera omitida, mas pode ser encontrada em [22] Lemma 0.1.1].

Definicao 1.1.7 Sejam X e Y espacos topoldgicos.

1. Uma aplicacao f : X — Y € continua se para cada aberto U de Y o conjunto
U U)={z € X | f(x) € U} é aberto em X. Equivalentemente, a aplicagio f
é continua se f~1(C) € fechado em X para todo subconjunto fechado C de'Y .

2. Uma aplicagio f: X — Y é um homeomorfismo se f é uma bijecio e f e f~! sao

continuas.

Lema 1.1.8 (a) Todo subconjunto fechado de um espago compacto é compacto.
(b) Todo subconjunto compacto de um espago de Hausdorff é fechado.
(c) Se f: X — Y € continua e X € compacto, entao f(X) € compacto.

(d) Sef: X — Y € continua e bijetiva, X é compacto eY ¢ um espaco de Hausdorff,

entao f € um homeomorfismo.
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1.1. Grupos Topolégicos 17

(e) Sef: X —Y eg: X —Y sao continuas e Y € um espaco de Hausdorff, entio
{r e X | f(z) =g(x)} € fechado em X.

A demonstracao pode ser encontrada em [22, Lemma 0.1.2].

Lema 1.1.9 Seja X um espago totalmente desconero. Entao {x} é fechado em X,

para cada x € X.

A demonstracdo pode ser encontrada em [22, Lemma 0.1.3].

Definicao 1.1.10 Seja X um espaco topologico e p uma relagao de equivaléncia em X.
Defina X/p o conjunto quociente e ¢ : X — X/p a aplica¢ao quociente que associa
cada elemento de X a sua classe de equivaléncia. A topologia quociente em X/p €
a topologia cujos conjuntos abertos sio o0s subconjuntos V de X/p tais que ¢~ 1(V) é

aberto em X.

Assim, com a topologia quociente, X/p é um espago topologico, e consequente-
mente, a aplicagao ¢ é continua.

Outra definicao importante para a teoria dos grupos profinitos é a definicao de
topologia produto. Relembrando que o produto cartesiano de uma familia nao vazia

de conjuntos {X, | A € A} ¢ o conjunto

[Leaa X ={f: A —Uyaa Xn | f(N) € Xu},

ex € [[,cp Xo € denotado por (zx)xen.

E o produto cartesiano de uma familia finita de conjuntos Xy, ..., X,, ¢ denotado
por X X ... x X,.
Definicao 1.1.11 Seja X, um espaco topoldgico, para cada A € A. E considere a
aplicacio mx : [[,ep Xa — X definida por x = (x\)ren — x», para cada A € A.

A topologia produto em [] oy Xa € a topologia que tem como abertos as unioes de

conjuntos da forma
i (U) N0 (Uy),
com n finito, para cada \; em A e U; um aberto em X,,.

Teorema 1.1.12 Seja (X, | A € A) uma familia de espacos topoldgicos e denote
C= H)\EA X

(a) Se cada X, é um espaco de Hausdorff, entdo C' também € um espaco de Hausdorff;
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1.1. Grupos Topolégicos 18

(b) Se cada X € totalmente desconexo, entdo C' também é totalmente desconezo;

(c) Se cada X, é compacto, entao C' também é compacto.

A demonstracdo pode ser encontrada em |22, Theorem 0.2.1].

O item (c) deste teorema é o famoso teorema de Tychonoff, e uma demonstragao
mais detalhada do mesmo pode ser encontrada em |13, Theorem 37.3].

Com tais definicoes e resultados, estamos prontos para definir os grupos topolo-
gicos e apresentar os resultados que auxiliarao na definicao e caracterizagao dos grupos

profinitos.

Definicao 1.1.13 Um grupo topoldgico é um conjunto G que € ao mesmo tempo um

grupo e um espaco topoldgico tal que a aplicagao

GxG — G

(z,y) +— xy!

¢ continua. Estamos considerando G x G com a topologia produto.

No lema a seguir apresentaremos alguns resultados elementares, porém funda-

mentais, sobre grupos topologicos.

Lema 1.1.14 Seja G um grupo topoldgico.

(a) A aplicagio (z,y) — xy de G X G em G é continua e a aplicacio v — x~1 de
G em G € um homeomorfismo. E para cada g € G, as aplicagoes x — xg e

r+— gxr de G em G sao homeomorfismos.

(b) Se H é um subgrupo aberto (resp. fechado) de G, entao toda classe lateral Hg ou
gH de H em G ¢é aberta (resp. fechada).

(c) Todo subgrupo aberto de G é fechado, e todo subgrupo fechado de indice finito é

aberto. Se G € compacto, entdo todo subgrupo aberto de G tem indice finito.

(d) Se H é um subgrupo contendo um subconjunto aberto ndao vazio U de G, entao H

é aberto em G.

(e) Se H é um subgrupo de G e K é um subgrupo normal de G, entao H é um grupo
topoldgico com respeito a topologia induzida e G/K € um grupo topoldgico com
respeito a topologia quociente. Além disso, a aplicacao quociente q: G — G/ K

leva subconjunto aberto em subconjunto aberto.
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1.1. Grupos Topolégicos 19

(f) G é um espaco de Hausdorff se, e somente se, {1} é um subconjunto fechado de
G. E se K € um subgrupo normal de G, entio G/K ¢é Hausdorff se, e somente

se, K € fechado em G. Se G € totalmente desconexo, entio G é Hausdorff.

(g) Se G € compacto e Hausdorff e se C' e D sdao subconjuntos fechados, entdo CD é
fechado.

(h) Suponha que G é compacto e seja {X, | A € A} uma familia de subconjuntos
fechados com a propriedade que para todo A, Ao € A existe um elemento u € A tal
que X, C X, NX),. SeY éum subconjunto fechado de G, entio ([ cp X2)Y =

Miea X0Y.

A demonstracdo pode ser encontrada em |22, Lemma 0.3.1]

Lema 1.1.15 Seja G um grupo topologico compacto. Se C' € um subconjunto aberto e

fechado e contém 1, entao C' contém um subgrupo normal aberto.

A demonstracao pode ser encontrada em [22, Lemma 0.3.2].
Proposicao 1.1.16 Seja G um grupo topoldgico, compacto e totalmente desconexo.

(a) Todo conjunto aberto em G é uma uniao de classes laterais de subgrupos normais
abertos.

(b) Um subconjunto de G é ao mesmo tempo aberto e fechado se, e somente se, é uma
unidao de uma quantidade finita de classes laterais de subgrupos normais abertos.

(c) Se X ¢ um subconjunto de G, entio o fecho X satisfaz X = {NX | N <, G}.
Em particular, C = ({NC | N <, G}, para cada subconjunto fechado C, e a

intersecao dos subgrupos normais abertos de G € trivial.

A demonstracao pode ser encontrada em [22, Proposition 0.3.3].
O proximo resultado garante que o produto cartesiano de uma familia de grupos
topologicos é um grupo topoldgico e a demonstracao segue da definicao de topologia

produto.

Lema 1.1.17 Sejam {G | X € A} uma familia de grupos topoldgicos e C' = [[ o5 Ga
o produto cartesiano dos Gy. Defina em C' a operacao componente a componente, ou
seja, (xx)(yn) = (xAyx), para todos (xy), (yn) € C. Entao C' é um grupo topoldgico com
respeito a esta operacao e a topologia produto.
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O proximo lema mostra como construir um grupo topolégico a partir de um grupo
abstrato qualquer o que o torna uma ferramenta muito util, por exemplo no estudo da

teoria do completamento de grupos.

Lema 1.1.18 Sejam G um grupo abstrato e L uma familia nao vazia de subgrupos
normais com a sequinte propriedade: se Ki,Ko € L e K3 é um subgrupo normal
contido em K1NKs, entao K3 € L. F seja 7 a familia de todas as unioes de conjuntos
de classes laterais Kg com K € L e g € G. Entao T € uma topologia em G e G é um

grupo topologico com respeito a essa topologia.

Demonstracao: Primeiramente veremos que 7 é uma topologia para G. Consi-
dere a familia das classes laterais K¢, onde K € L e g € G. Temos que a intersecao de
quaisquer duas classes laterais distintas é vazia e a uniao de todas as classes laterais
de K em G éigual a GG, uma vez que o conjunto das classes laterais de K em G é uma
particao de G, sendo assim os conjuntos () e G pertencem a 7. Agora tome g;, go € G

e Ki, Ky € L. Se Kig1 N Kyg, # 0, entao existe z € K19 N Kyg., dai
K191 N K2g2 = Klﬂf M KQI = (Kl N Kg)x = UyeklﬁkgK?)y

onde K3 C K1 N Ky e K3 € L. Entao Kig; N Ksgo pertence a 7. Logo, 7 é uma
topologia onde as classes laterais formam a base de 7.

Agora mostraremos que G é um grupo topologico. Considere p : GXG — G, uma
aplicagao definida por, (z,y) — zy~!. Mostraremos que ¢ é continua. Tome g, go € G
tal que g1g, ' € W, para algum subconjunto W aberto em G, entdo (g1, g2) € ¢~ (W).
Pela definicio de 7, existe N € L tal que Ngyg5* € W. Defina U = Ng; e V = Ng,.
Entdao (U x V) = UV~ = Ngig;* C W, logo, (g1,92) € U x V C ¢~ W), onde
U x V é aberto em G x GG. Portanto, ¢ é continua e, consequentemente, G' € um grupo

topologico. ]

1.2 Limites Inversos

Nesta secao introduziremos a definigao de limite inverso e algumas de suas princi-
pais propriedades com o objetivo de obter mais informacdes sobre os grupos profinitos,

que por definicao sao limites inversos de grupos finitos. Comecaremos entao com a defi-
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nicao de sistema inverso, seguindo com alguns exemplos para tornar clara tal definicao,
e por fim definiremos o limite inverso.

Antes da definicao de sistema inverso é importante saber a definicao de conjunto
dirigido, uma vez que de agora em diante, sempre tomaremos espacos topologicos
indexados por um conjunto dirigido.

Definicao 1.2.1 Um conjunto dirigido € um conjunto parcialmente ordenado I com

respeito a uma relacao de ordem “ <7 tal que para todos 11,19 € I existe um elemento

jJeIl noqualiy <jeig <j.

Definicao 1.2.2 Um sistema inverso (X;,¢;;) de espagos topoldgicos indexados por
um conjunto dirigido I, consiste de uma familia {X; | i € I} de espagos topoldgicos e
uma famdia {p;; : X; — X, | 0,75 € 1,0 < j} de aplicagdes continuas tais que pi; € a
aplicacao identidade idx,, para cada i, e Y0 = Q. sempre que © < j < k, ou seja,

o diagrama abaixo comuta.

Se cada X; é um grupo topologico e cada ¢;; ¢ um homomorfismo continuo,
entdo (X, pi;) ¢ chamado um sistema inverso de grupos topolégicos. E similarmente,
podemos definir um sistema inverso de anéis topologicos.

Os conjuntos para os quais nenhuma topologia ¢ especificada serao considerados
como espacos topologicos com a topologia discreta.

O exemplo a seguir é de suma importancia para o desenvolvimento da teoria do
completamento dos inteiros, que serd apresentada mais adiante.

Exemplo 1.2.3 Sejam I = N um conjunto dirigido com a rela¢ao de ordem usual e p

um primo. Para cada j > i, defina

n+pZ — n+pz,

para cada n € 7.

Veja que @;; estd bem definida.

De fato, observe que p;; estd bem definida se, e somente se, pPZ C p'Z.

Dado p/ € PZ, temos que, PP € p'Z se, e somente se, p' | p/, mas p' | p’ se, e
somente se, j > i. Logo, P’ C p'Z, e portanto, p;; estd bem definida.

Segue que, p;; = id, para todo it € I e sei < k < j, tem-se Qipprj = Pij-

De fato, seja n+ pP'Z € Z/pZ, entio
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(Picor;)(n + PZ) = oir(erj(n+ PZ)) = pir(n+ pFZ) = n+ p'Z = pij(n + pP'Z),

comi1 <k <j.

Logo, (Z)p'Z, ;) € um sistema inverso de anéis finitos.

Observe que, o exemplo acima é também um sistema inverso de grupos topoldgi-

cos. E de modo mais geral, temos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.2.4 Sejam G um grupo e I uma familia de subgrupos normais de G com
a propriedade que para todo Uy, Uy € I existe um subgrupo V€ I tal que V < U; N Us.

Podemos considerar I um conjunto dirigido com respeito a ordem <', definida por
U<V se, e somente se, V <U.
Para U <"V, considere a aplicagcdo definida por

quv G/V — G/U
Vg +— Ug.

Entao (G/U, quy) € um sistema inverso de grupos.

De fato, como U € um subgrupo normal de G, entdo pelo Lema item (e),
G/U € um grupo topoldgico, para todo U € I. E como V < U, entdo quy estd bem
definida.

Além disso, a aplicacio quy : G/V — G/U €é um homomorfismo continua,
para todo U € I tais que quv = quwqwy sempre que, U < W <" Ve, se U =V,
quu = id. Com efeito, considere a aplicagio Yy : G — G /U com U € I, temos que,
Yy = quvv. E seja N um aberto em G /U, entio ¢y (N) é um aberto em G, mas pelo
Lema[1.1.1]] item (e), a aplicagio quociente 1y : G — G/V leva aberto em aberto,
entio Yy (Vi (N)) € aberto em G/V. Mas note que,

quv (v (¥ (N))) = quv(gpy(N)) = N.

Assim, dado N aberto em G /U, qpv,(N) € aberto em G|V, e portanto quy € continua.
E para mostrar que quy € um homomorfismo é imediato.

Agora observe que, dado Vg € G/V temos
(@wwawv)(Vg) = qww(awv)(Vg) = quwWyg) =Ug = quv(Vg).

Logo, (G/U, quy) € um sistema inverso de grupos.

Para definir o limite inverso precisamos do seguinte conceito de familia compativel

de aplicacoes continuas de um espago topologico.
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Definicao 1.2.5 Sejam (X, ¢;;) um sistema inverso de espagos topoldgicos sobre um
conjunto dirigido I e'Y um espaco topologico. Dizemos que uma familia de aplicacoes
continuas {¢; Y — X; | i € I} € compativel se p;j1; = ;, sempre que i < j, ou

seja, se para cada i € I ev < j, o diagrama abaixo é comutativo.

Tendo em maos tais conceitos, estamos aptos a definir o limite inverso.

Definigao 1.2.6 Um limite inverso (X, ¢;) de um sistema inverso (X;, ;) de espagos
topoldgicos € um espago topoldgico X juntamente com uma familia compativel {p; :
X — X;} de aplicagoes continuas com a sequinte propriedade universal: sempre
que {¢; : Y — X;} € uma familia compativel de aplica¢oes continuas de um espago
topologico Y, existe uma unica aplicacao continua v 1Y — X tal que p;1p = 1;, para

cada i € 1, ou seja, o sequinte diagrama € comutativo.

Y

¢// w;
s
¥

®i

X

X;

De modo andalogo, podemos definir o limite inverso de um sistema inverso de
grupos topologicos e anéis topologicos.

Com essas informacoes estamos prontos para fazer a seguinte definicao:

Definicao 1.2.7 Dizemos que G € um espaco, grupo ou anel profinito se é o limite

inverso de espacos, grupos ou aneis finitos, respectivamente, dotados com a topologia
discreta.

No proximo resultado mostraremos que o limite inverso existe e é (em um sentido

apropriado) tnico. Além disso, mostraremos como construir um limite inverso.

Proposigao 1.2.8 Seja (X;, pij) um sistema inverso de espagos topoldgicos (de grupos
topoldgicos resp.), indexado por um conjunto dirigido I.

(a) Se(XW, %(1)) e (X®), @EQ)) s@o limites inversos do sistema inverso (X;, @;j), entao
existe homeomorfismo (isomorfismo topoldgico resp.) B : XM — X® tal que

@EQ)Q = gogl), para cada i € 1.
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(b) Sejam C' = [[,c; Xi e para cada i € I considere m; a aplicagdo projegio de C em

X;. Defina o sequinte conjunto
X ={ce C|pimi(c) =m(c), para todo i, j, comj > i}
e p; =T, |x, para cada i. Entao (X, p;) € um limite inverso de (X;, pij)-

(c) Se (X;, i) € um sistema inverso de grupos topoldgicos e homomorfismos con-
tinuos, entao X € um grupo topologico e as aplicagoes p; sao homomorfismos

continuos.

Demonstracgao:

a) Primeiramente considere a familia compativel (,0(-1) XM X;} de aplicagoes
1
(1))

7

continuas (homomorfismos continuos). A propriedade universal de (X ¢
aplicada a familia compativel {9052) . X® — X;} de aplicagdes continuas

(homomorfismos continuos) nos da que existe uma tnica aplicagao continua (ho-
(2)

momorfismo continuo) ¢ : X@ — X0 tal que pVp® = o para cada

i
1.

Agora considere a familia compativel {gp§2) : X@ — X;} de aplicagdes con-
(2)

tinuas. A propriedade universal de (X (2),% ) aplicada a familia compativel

{(,02(-1) : XM — X;} de aplicagdes continuas nos da que existe uma tinica aplica-

¢io continua @ : XM — X@ tal que ¢\ @ = !V para cada i.

)

Novamente, aplicando a propriedade universal de (X (1),901» ) a familia {gogl) ;

XM — X;} nos d4 que existe uma tnica aplicacio continua ¢ : X — X1
tal que gpgl)g/) = 4,01(-1), para cada i. Entretanto, ambas as aplicacoes oM e

1dx 1y, tem essa propriedade, uma vez que,

1 2 1 1 1 1
M =P = o = (M@ = oM = P (M),

Logo, pela unicidade de ¢, temos que, pMp®? = idyq). E analogamente,
0@ M) = jd . Portanto, ¢ : X1 — X® 6 um homeomorfismo (isomorfismo

topologico resp.).

(b) Sejam Y um espago topologico e {¢; : Y — X;} uma familia compativel de apli-
cagoes continuas. O objetivo é mostrar que existe uma tnica aplicacao continua

v Y — X tal que ;00 = 1;, para cada 1.

Christe Hélida Moreira Montijo Agosto de 2018 PPGMat — UnB



1.2. Limites Inversos 25

Seja 1) : Y — C a aplicacdo que leva cada y € Y em (v;(y)) € C. Entdo, para
todoy €Y,

Logo, m1) = ;. Além disso, 1) é continua, pois sua composicio com cada aplica-
¢ao projecao é continua.
Como {1; : Y — X;} é uma familia compativel de aplica¢oes continuas, entao

sempre que j > 7, temos que ¢; = @;;1;. Assim, se j > i, entao
T = 4 = Pijth; = Spijﬂja-

Logo, a imagem de 1) estd contida em X. Agora defina v : ¥ — X por

¥(y) = ¥(y), para cada y.

Temos que, 1 é continua e ;1 = 1;, para cada .

Resta verificar a unicidade. Considere ¢’ : Y — X uma aplica¢do continua

satisfazendo ;) = 1);, para cada i € I. Entdo para caday € Y e i € I,
V' (y) = ¥(y) em X;. Logo ¢/ = 1. Portanto, (X, ;) é um limite inverso de

(Xi7 %‘j)-

(c) Considere C' = [],.; X; com a topologia produto e
X ={ce C|pym(c) =m(c), para todo i, j, comj > i}

com a topologia subespaco.

Por hipotese (X, ¢;;) € um sistema inverso de grupos toplogicos e homomorfismos
continuos. Entao, pelo Lema [1.1.17, C' ¢ um grupo topologico com a topologia
produto. Dai X é um grupo topologico com a topologia induzida. Segue que, a

aplicacdo ¢; = m; |x € continua, pois a aplicagao projecao é continua, e a defini¢do
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de X garante que ¢;;¢; = @;, sempre que j > i. E como ¢;; ¢ um homomorfismo,
por hipdtese, entao p; € um homomorfismo.

Portanto, X é um grupo topologico e a aplicacao ¢; € um homomorfismo continuo,

para cada .

Definicao 1.2.9 O limite inverso de um sistema inverso (X;, pi;) € denotado por

@(Xi, ©ij) ou simplesmente MXZ O limite inverso particular construido na Propo-

si¢ao é denotado por s limX;.

No exemplo a seguir, construiremos usando a proposi¢ao anterior, o limite inverso
de Z/p'Z. Esse exemplo serd usado mais adiante, na Se¢ao 1.4, na constru¢ao do

completamento pro-p de Z.

Exemplo 1.2.10 O limite inverso de Z/p'Z é
s@Z/ﬁZ ={zeC|zj=z; (modp’),i<j, ondex;, x; €L},

onde C € o produto cartesiano de Z/p'Z.
De fato, defina C = [],.yZ/p'Z e a aplicagio m; : C — Z/p'Z. Pela Proposi¢ao
[1.2.8, temos que

sl'&nZ/p’Z ={z € C | gymj(x) =m(z), para todo i < j}.

Considere © € s@Z/piZ, entdo @;jmi(x) = m(x), sempre que i < j. Segue que,
oiiTi(x) = @ij(x; + PZ) = x; + p'Z e mi(x) = x; + p'Z, assim x; + p'L = x; + P'Z,
0 que implica que x; — x; € p'Z, ou seja, T; = x; (modp'), sempre que i < j. Logo,
sUmZ/pZ ={z € C|z; = z; (modp’), i < j}.

O proximo resultado nos diz que propriedades satisfeitas pelos espacos topologicos

X; de um sistema inverso podem ser estendidos para o limite inverso.

Proposigao 1.2.11 Seja (X;, @;j) um sistema inverso indexado por um conjunto di-

rigido I, e escreva X = MX’
(a) Se cada X; é Hausdorff, entio X é Hausdorff.

(b) Se cada X; € totalmente desconexo, entdo X € totalmente desconezo.
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(c) Se cada X; € Hausdorff, entdo slimX; € fechado no produto cartesiano C' =
Hiel Xi.

(d) Se cada X; € compacto e Hausdorff, entdo X é compacto e Hausdorff.

(e) Se cada X; é compacto, Hausdorff e nao vazio, entao X € ndao vazio.

Demonstracao: Observe que é suficiente mostrar que as afirmacoes sao verda-
deiras para s @Xi, pois qualquer outro limite inverso é isomorfo a este. Como s MXi
¢ um subespagco topologico do produto cartesiano C, entdo as afirmacoes (a) e (b) se-
guem da Proposigdo [[.1.12] A afirmacio (c) segue do Lema [[.1.8] item (e), uma vez
que sendo as aplicacoes m; : X — X; e ;7 : X — X, continuas e X; Hausdorff,
entdo {x € C | g;m;(z) = m(x), parai < j com i, j fixos } é fechado em X, o que
implica que

simX; = Nici{z € C'| piymj(x) = mi(z)}

é fechado em C. Ja a afirmacdo (d) segue das afirmagbes (a) e (¢) juntamente com
o Lema e a Proposi¢do [[.1.12] Resta mostrar a afirmacio (e). Para j > i
considere o conjunto D;; = {c € C | yp;;m;(c) = m(c)}. Suponha por contradigao que
s@Xi = (). Como cada D;; é fechado e compacto entdo N'_, D; ;. = 0, para algum
inteiro n e 4,,J, € I. EE como I é um conjunto dirigido, podemos encontrar k € I tal
que k > j,., para cada r. Escolha ) € Xy, defina x; = g (zy), para [ < k e defina x;
arbitrariamente para todos os outros elementos de I. Desse modo, o elemento (x;) do
produto cartesiano estd em MN'_,D; ; , o que ¢ uma contradi¢cao. Portanto, SMXi é

nao vazio.

Proposicao 1.2.12 Seja (X, ;) um limite inverso de um sistema inverso (X;, p;;) de
espacos de Hausdorff, compactos e nao vazios, indexados por I. As sequintes afirmagoes

sao verdadeiras:

(@) i(X) =5 %i(X;), para cada i € 1.

(b) Os conjuntos ;' (U) com i € I e U aberto em X;, formam uma base para a

topologia em X.

(c) Se Y € um subconjunto de X satisfazendo ¢;(Y) = X;, para cada i, entdo Y é

denso em X.
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(d) Se @ é uma aplicagio de um espago Y em um espag¢o X, entdao 0 é continua se, e

somente se, cada aplicacao p;0 € continua.

(e) Se f: X — A ¢é uma aplicagdo continua para um espago discreto, entdo para

algum i, existe uma aplicagao continua g : X; — A satisfazendo f = gip;.

Demonstracao: Como foi dito anteriormente, é suficiente mostrar que os resul-

tados sao verdadeiros quando X = s MX, Escreva C =[[..; Xiesejam : C — X;

el

a aplicacdo projecao de modo que p; = 7; |x.

(a) Temos que {¢; : X — X; | i € I} é uma familia compativel de aplicacoes
continuas, entao ¢; = @;;;, sempre que ¢ < j. Assim, ¢;(X) = ¢;;p,;(X) C
¢ij(X;), para todo j > i e portanto, ¢;(X) C (5, ¢i; (X;).

Por outro lado, fixando i € I, a € [;5; ¢i;(X;) e para j > i o conjunto Y; = {y €
X, | ¢ii(y) = a}. Observe que, Y; é a imagem inversa de um conjunto fechado por
uma aplicacao continua, uma vez que sendo X; Hausdorff, o conjunto unitario é
fechado, entao Y; é fechado em X, logo é compacto, pois todo subespaco fechado

de um conjunto compacto ¢ compacto.

Se i < j <keuys €Yy, ouseja, pir(yr) = a, entdo wi;(pn(ye)) = vix(yr) = a,
pois (Xj, pi;) é um sistema inverso, logo, ¢;x(yx) € Yj.

Assim, {Y; | j > i} é um sistema inverso de espacos de Hausdorff, nao vazios
e compactos, com respeito as restricoes da aplicacoes ¢;;. E pelo item (e) da
proposi¢ao anterior, slim;>;Y; € nao vazio, entao existe (b;) € s im;>;Y;. Assim
wik(br) =bjsei <j<keb =a.

Seleleis£l tomejel, comj>iledefinab = p;(b;). Observe que
isso é independente de j, pois se tivermos também ;' > ¢,1, podemos encontrar
k> j,j" e termos ¢y;(b;) = @15 (w (b)) = @ik (br) = i (byr)-

Assim, pj;(b) = b; para todo par de indices j, k com j < k e consequentemente
temos b = (bj)jer € slim;erY; € X.

Além disso, ¢;(b) = m;(b) = a, entao a € ¢;(X). Logo, ;; vi;(X;) € @i(X).

Portanto, g0z<X> = mjzi Qpij'(Xj)'
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(b) Como X é um subespaco topoldogico do produto cartesiano C, entdo todo conjunto

aberto em X é a uniao de conjuntos da forma

P=XnmU)n...nm ' (Uy,)

in

comn €N, i,... 9, € [ elU, aberto em X; , para cada r.

Observe que, basta mostrar que para todo a € P, existe um conjunto w,;l(U)

com U aberto em X e a € ¢;'(U) C P.

Seja a = (a;) € X. Como [ é um conjunto dirigido, podemos escolher k € I tal
que k >iq,...,i,. O conjunto @;i(Ur) é aberto em Xy, pois U, é aberto em X
e @;, 1 € continua, e além disso, ¢; , (U,) contém ay, uma vez que py(ar) = a;,

para i < k.

Agora escreva U = (|, gp;i(UT). Entdo U é uma vizinhanca aberta de a; em
X}, e entdo ¢; '(U) é uma vizinhanca aberta de a em X. Entretanto, se b = (b;) €
¢ (U), entdo by € U de modo que b;, = ¢; x(b) € Uy, parar = 1,...,n. Logo,

¢ '(U) C P, como querfamos mostrar.

(c) Vamos mostrar que Y é denso em X. Por definigdo, ¥ é denso em X quando

Y = X, isso equivale a afirmar que todo aberto nao vazio em X contém pontos

de Y.

Para cada i € I e cada aberto nao vazio U em X, temos que ¢;(Y)NU # (), pois
0i(Y) = X;,1logo Y N, (U) # 0. E como os conjuntos @; (U) com i € [ e U
aberto em X, formam uma base para a topologia em X, entao todo aberto nao

vazio em X contém pontos de Y. Portanto, Y é denso em X.

(d) Suponha que a aplicacao 6 : Y — X é continua. Como ¢; : X — X, é continua

e a composta de funcoes continuas é continua entao ;0 é continua.

Por outro lado, suponha que ¢;0 é continua, entao por defini¢ao, paracadai € [ e
para cada aberto U em X;, (p;60)~*(U) é aberto em Y. Pelo item (b), os conjuntos
¢;"(U) com i € I e U aberto em X; formam uma base para a topologia em X.

Assim, ¢; 1(U) é aberto em X, para cada i e para cada U aberto em X;. Logo,

0= (i 1(U)) = (079 )(U) = (i) (V)
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¢ aberto em Y. Assim, para todo aberto W em X, 6~1(W) é aberto em Y. E

portanto, 6 é continua.

(e) Como f é continua em um espaco discreto e X é compacto, entdo a imagem Ay
de f é compacta e discreta, e consequentemente, finita. Para cada a € Ay o
conjunto Y, = f~!(a) é compacto e aberto, e entdo ¢ uma uniao finita de abertos
¢;1(U), com j € I e U aberto em X;. Assim, existe uma quantidade finita de
conjuntos gpj-’ll(Ul), o @Ll(Un) tal que cada conjunto Y, é uma uniao de alguns
desses conjuntos. Escolha um indice k£ tal que k > j,, para r = 1,...,n. Temos
que goj_rl(Ur) = 9021(90;}€(Ur))7 para cada r, uma vez que, @; = ©; kPk, € entao
para cada a € Ay podemos escrever Y, = 90,;1(\/;) onde V, ¢ um subconjunto

aberto de Xj,.

Escreva D = Xj \ U,cu, Va- E observe que, D N ¢(X) = 0, entdo por (a)
temos que D (5 wxi(Xi)) = 0. Logo, existe uma quantidade finita de indices
li,...,ls tal que D N p, (X) NN (X3,) = 0, uma vez que, D e cada

conjunto g (X;) sdo fechados e Xy é compacto.

Escolha i > [4,...,[l,. Para k <[ <14 temos que

0ri(Xs) = or(vi(Xs)) € er(Xk)

e como DN pp(X)=0e o =oulevr) 2 @ri, entao DN (X;) =0 e ori(X;) C
UGGAO Va'

agora escreva W, = gp,;.l(Va) para cada a. Assim cada W, é aberto em X; e

Wo, NW,, = 0 para a; # as.

Seja x € X;. Entao py(z) € U, para algum a, e z € 90];»1(%) = W,. Logo,
X, = UQGAO W,, e cada conjunto W, também é fechado. Segue que a aplicacao
g:X; — A que leva W, em a para cada a € Ay é continua e satisfaz f = gyp;,

como queriamos.
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1.3 Caracterizacao dos Grupos Profinitos

Mais importante que a definicao dos grupos profinitos pelo limite inverso é a
sua caracterizacao, uma vez que a partir dela, teremos as principais propriedades que
permitem avancar na pesquisa dos grupos profinitos de posto finito e os grupos pro-p,
como é nosso objetivo final com relacao ao estudo dos grupos profinitos.

Seja G um grupo topologico. Escreveremos H < G para dizer que H é um
subgrupo fechado de G e N <, GG para dizer que N é um subgrupo normal aberto de
G. E chamaremos a familia I de subgrupos normais de um grupo arbitrario G' de base
filtrada se para todo K, Ky € I existe um subgrupo K3 € [ tal que K3 esta contido
em K7 N Ks.

Proposicao 1.3.1 Sejam (G, ;) um limite inverso de um sistema inverso (G;) de
grupos topoldgicos Hausdorff, compactos e seja L <, G. Entao keryp; < L, para algum
i. Consequentemente, G /L é isomorfo, como grupo topoldgico, a um grupo quociente
de um subgrupo de algum G;, e se além disso, cada aplicacao p; € sobrejetiva, entao

G/L € isomorfo a um grupo quociente de algum G;.

A ideia da demonstragao segue da Proposi¢ao [1.2.12} item (b), para mostrar que
kery; < L, e o restante segue do teorema do isomorfismo, para mais detalhes veja [22]

Proposition 1.2.1].

Proposicao 1.3.2 Sejam G um grupo topolégico e I uma base filtrada de subgrupos
normais fechados, e para K, L € I defina K <' L se, e somente se, L < K. E escreva

~

(G, oK) = éz’LnG/K. Entao as sequintes afirmagoes sao verdadeiras.

(a) I € um conjunto dirigido com respeito a ordem <.

(b) Os homomorfismos sobrejetivos qxy : G/L — G/K, definidos para K <' L,

tornam os grupos G /K um sistema inverso (G/K, ¢kr).

(c) Eziste um homomorfismo continuo 0 : G — G tal que Kerf) = (g, K, aimagem
Im@ ¢é um subgrupo denso de é, e a aplicacao ol € a aplicagao quociente de G
em G/K para cada K € 1.

(d) Se G é compacto entdao 0 é sobrejetiva.

(e) Se G € compacto e (\xe; K =1, entdo 0 é um isomorfismo de grupos topoldgicos,

ou seja, 6 ¢ um isomorfismo de grupos e um homeomorfismo.
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Demonstracao: Veja que, o item (a) segue da defini¢ao de conjunto dirigido. E

o item (b) ja foi mostrado no Exemplo [1.2.4]

(¢) Podemos considerar G = simG/ K, e considere a aplicagao 0:9— (9K)ker
de G em C = [[;.;G/K. Sejay € Im#, entdo y = (9K)ges € C, para algum
g € G. Segue que,

qrr(mL(y)) = qrr(mo((9K)ker)) = arxr(9L) = 9K = 7 ((9K) ker)-

Assim, y € é, e consequentemente, Imb C G.

Agora considere a aplicacao induzida 0 : G — G. Como o produto de 6 com as
aplicacoes projecoes sao homomorfismos continuos, entdo 6 é um homomorfismo
continuo, e consequentemente, § é um homomorfismo continuo. E além disso, a
aplicacdo @gf é a aplicagdo quociente de G em G/K para cada K € I, onde
YK =Tk |g-

Agora, para verificar que Kerf = (., I, basta ver que, dado g € G, temos que

g € Kerf se, e somente se, Kg = K, para cada K € I.

Resta verificar que Imf é um subgrupo denso em G. Observe que, para cada
K eI, p(0(G)) = G/K. Entao pela Proposigao [1.2.12| (¢) §(G) = Imf é denso

em @.

(d) Como K € I é um subgrupo normal fechado de G, entdo pelo Lema [1.1.14] item
(f) G/K ¢ Hausdorff, para todo K € I. E pelo Teorema [1.1.12] item (a) C ¢é
Hausdorff. Além disso, Imf = 6(G) é compacto, uma vez que, G é compacto e ¢

é continua. Assim, temos 6(G) um subgrupo compacto de C, com C' Hausdorff,

entdao pelo Lema item (b), 0(G) é fechado. Logo, (G) = 6(G). Mas pelo

item anterior A(G) ¢ denso em G, entdo G = 6(G). E portanto, 6 é sobrejetiva.

(e) Temos que Ker = (., X = 1, entdo 6 é injetiva, e como # também é sobrejetiva,
entao 6 é bijetiva. Além disso, G é compacto, G ¢ Hausdorff e 6 & continua, entao

pelo Lema item (d), 6 é um homeomorfismo.
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Considere agora uma classe C nao vazia de grupos finitos, ou seja, C contém todas
as imagens isomorficas de grupos de C. Assim, se C é uma classe e se 1 € C e F;, = F},
entao F, € C.

Dizemos que um grupo F' é um C-grupo se I’ € C, e que G é um grupo pro-C se G é
um limite inverso de um sistema inverso com homomorfismos sobrejetivos de C-grupos.
Observe que um C-grupo é um grupo pro-C, correspondente a um sistema inverso com
respeito a um conjunto dirigido contendo s6 um elemento. Além disso, dizemos que
a classe C é fechada para subgrupos (respectivamente quocientes) se cada subgrupo
(respectivamente grupos quocientes) de um C-grupo é um C-grupo. E dizemos que a
classe C é fechada para produtos diretos se F| x Iy € C, sempre que, F; € Ce Fy, € C.

Algumas classes importantes sao:

(1) A classe de todos os grupos finitos;
(ii) A classe dos p-grupos finitos, onde p é um primo fixado;

(iii) E a classe de todos os grupos ciclicos finitos.

E como ja foi dito anteriormente, o limite inverso de grupos finitos ¢ chamado grupo
profinito. JA o limite inverso de p-grupos finitos é chamado grupo pro-p. E o limite
inverso de grupos ciclicos finitos é chamado grupo prociclico.

O teorema a seguir fornece equivaléncias de algumas caracterizagoes de grupos
pro-C, garante por exemplo que se G é um grupo pro-C, entdo G é profinito e G/N é
um C-grupo, para todo N <, GG, onde C é uma classe de grupos finitos fechada para
subgrupos, produtos diretos e quocientes.

Teorema 1.3.3 Sejam C uma classe de grupos finitos que € fechada para subgrupos e

produtos diretos e G um grupo topologico. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) G é grupo pro-C;

(ii) G ¢é isomorfo, como grupo topoldgico, a um subgrupo fechado de um produto car-

tesiano de C-grupos;
(iii) G € compacto e (N | N<, GeG/N €C) = 1;

(iv) G é compacto e totalmente desconexo, e para cada L <, G eziste um subgrupo

N<,G com N<LeG/N€eC.

Além disso, C € fechado para quocientes, entdo (iv) pode ser substituido por
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(iv)’ G € compacto e totalmente desconexo G/L € C para cada L <, G.

Demonstracao:

(i) = (ii) Seja G um grupo pro-C, entdo por definicdo, G é um limite inverso de
C-grupos, onde C é uma classe de grupos finitos. Entdo podemos considerar
a topologia discreta em G; € C, para cada 7, uma vez que, sendo G; finito,
consideraremos a topologia no qual os subconjuntos de G; sao abertos em Gj,
para cada . E sendo G; um grupo topoldgico com a topologia discreta, para
cada i, entao G; ¢ Hausdorff, para cada i, e pela Proposicao item (c),

s MGi é fechado no produto cartesiano de C' = Hiel G

Por outro lado, o limite inverso de um sistema inverso é tinico a menos de iso-
morfismo, entao s imG; = G. Portanto, G é isomorfo a um subgrupo fechado de

um produto cartesiano de C-grupos.

(ii) = (iii) Note que, como G; € C é um grupo topologico com a topologia discreta,
para cada i, entdo GG; é compacto, para cada i. E como o produto de compactos
¢ compacto, entao C' é compacto. Por hipdtese, G é isomorfo a um subgrupo
fechado G de C, entao pelo Lema item (a), G é compacto, e consequente-

mente, G é compacto.

Agora, para cada ¢, defina K; o nucleo da aplicagdo projecao de C' em Gj e

N, = K;NnG. Como K; <, C, entao Nj <, G. Observe que, dado = € (,; K,
entdo m;(x) = 1;, para todo i € I, mas por outro lado, m;(z) = x;, para todo

i € I, entdo, z; = 1;, para todo i € I, logo, (,c; K; = 1 e consequentemente,

Nic; Vi = 1. Além disso, pelo teorema do isomorfismo

GK, _ C
G K; —K;

12
12

Gi7
K;

=l
BEAD)

~

G
e entao, N € C, para cada i. Portanto, (J(N | N<,GeG/N €C) = 1.

(iii) = (i) Escreva I = {N <, G | G/N € C}. E considere ¢ : G — G /Ny x G /N,
uma aplicagao definida por ¥(g) = (Nig, Nog), onde Ny, Ny € I. Agora veja

que v é continua, pois as aplicagdes quocientes G — G/N; e G — G /N, sdo
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continuas. Além disso, ¥ ¢ um homomorfismo e K = Ny N Ny é o nucleo de 1.

De fato, dado g1, g2 € G temos que,

¢(9192) = (N1(9192), Nz(glgz)) = ((ngl)(leh), (Nzgl)(N292))
= (N1g1, Nagi) (N1g2, Naga) = ¥(g1) ¥(g2),

Kery={g € G[(g) = (N1, No)} = {g € G | (N1g, Nag) = (N1, Na)} = NiNNo.

Assim, Ny N Ny = Ker <, G. Pelo teorema do isomorfismo

G G G
— < = x —.
NlﬁNg Im(¢) o Nl 8 N2

E como G/N; x G/N;3 é um C-grupo, entdo ————— é um C-grupo. Dessa forma,
N1 N Ny

G
temos que N1NNy<,G e N AN € C, entao NN N, € I. Logo, pela Proposicao
1 2

item (e), G = MG/N, onde N € I. E portanto, G é um grupo pro-C.

(i) = (iv) Temos que G; € C, para cada i, entdo G; com a topologia discreta é com-
pacto e totalmente desconexo, e pela Proposicao [1.2.11, G = MGi é compacto e
totalmente desconexo. Além disso, G é Hausdorff, pela mesma proposicao, entao
pela Proposicao [1.3.1] dado L <, G, existe N = Ker p; <, G, com N < L, para
algum i. E pelo teorema do isomorfismo G/N = Imy; < G; € C, logo, G/N € C,

como queriamos.

(iv) = (iii) E imediato da Proposigao [1.1.16}

Assim, tomando C como a classe de todos os grupos finitos, obtemos uma impor-

tante caracterizacao de grupos profinitos:

Corolario 1.3.4 Seja G um grupo topoldgico. Sao equivalentes.
(1) G é um grupo profinito;

(ii) G € isomorfo, como grupo topoldgico, a um subgrupo fechado de um produto car-

tesiano de grupos finitos;
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(iii) G € compacto e ({N | N <, G} = 1;

(iv) G € compacto e totalmente desconezo.

Para finalizar essa segao daremos um resultado que descreve como um grupo
profinito e seus subgrupos e grupos quocientes podem ser representados explicitamente

como limite inverso.

Teorema 1.3.5 (a) Seja G um grupo profinito. Se I é uma base filtrada de subgrupos
normais fechados de G tal que (\{N | N € I} =1, entdo G = @G/N, com

Nel.
Além disso, H = MH/HHN, para cada subgrupo fechado H e G/ K = MG/KN,
com K € 1.

(b) SeC éuma classe de grupos finitos que € fechado para subgrupos e produtos diretos,
entao subgrupos fechados, produtos cartesianos e limites inversos de grupos pro-
C sao grupos pro-C. Se além disso, C é fechada para quocientes, entdao grupos

quocientes de grupos pro-C por subgrupos normais fechados sao grupos pro-C.

Demonstragao:

(a) Primeiramente mostraremos que G = @Ne[ G/N. Temos que, G é um grupo
topologico, e por hipdtese, I é uma base filtrada de subgrupos normais fechados
de G, entao aplicando a Proposicao [1.3.2] existe um homomorfismo continuo
0:G— CA}, onde G = @NE] G/N. Novamente pela hipotese, [y, N = 1
e sabendo que G é compacto pelo Corolario [1.3.4] entao pela Proposicao [1.3.2
G=G= @NGIG/N.

Agora mostraremos que H = @NG] H/(H N N), para H subgrupo fechado.
Por G ser um grupo topologico, temos que H também ¢ um grupo topologico.
Assim, consideremos o conjunto 7' = {H NN | N € I}. Note que T é uma
base filtrada de subgrupos normais fechados de H, entao aplicando a Proposicao
obtemos que existe um homomorfismo continuo 6 : H — ﬁ, onde H =
fm H/(HNN). Por outro lado, como [ y.; N = 1, obtemos [y, (HNN) = 1
e sabendo que H é compacto pelo Corolario [1.3.4) segue pela Proposicao [1.3.2

que H%H:@NGIH/(HHN).
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Resta mostrar que, G/K = Hm G/NK. Considere a familia J = {NK |
N € I}, temos que J é uma base filtrada de subgrupos normais fechados de G

contendo K. Temos que

MM|MeJy=n{NK|Nel}=n{N|Nel})K =K.

Agora considere ¢ o epimorfismo canonico de G em G/ K. Dai, podemos trabalhar
no quociente G/K e assumir que K = 1. Como G é um grupo topologico, entao
G/K é também um grupo topolégico. Por outro lado, considere o conjunto
o(J) = {NK/K | N € I}, temos que ¢(J) é uma base filtrada de subgrupos
normais fechados de G/K. Assim, aplicando a Proposigao a G/K e o

terceiro teorema do isomorfismo, temos que

G/K .
(G/K) = LNK/K JI\%G/NK.

Assim, desde que (o, NK = K, segue que (|y.; NK/K = 1. Logo,

G/K = (G/K) = lim
e a afirmacao segue.

(b) Observe que as afirmagGes sobre subgrupos e grupos quocientes seguem direto do
item (a), ou seja, subgrupos fechados e grupos quocientes de grupos pro-C sao

grupos pro-C.

Como subgrupos fechados de subgrupos fechados, sao subgrupos fechados e pro-
duto cartesiano de produtos cartesiano sao produtos cartesiano, entao a afirmacao

segue da equivaléncia de (i) e (ii) do Teorema[l.3.3

Agora, como grupos profinitos sdo Hausdorff, entdo pela Proposicao [1.2.11] item
(c), os limites inversos dos grupos pro-C sao isomorfos a subgrupos fechados do

produto cartesiano de grupos pro-C, entao sao grupos pro-C.
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1.4 Completamento e Anel dos Inteiros p-Adicos

Nesta secao mostraremos como um grupo profinito pode ser construido a partir
de um grupo abstrato. Em particular, faremos tal construcao para o anel Z,, o anel
dos inteiros p-adicos, que é o completamento pro-p de Z e apresentaremos algumas das
suas principais propriedades. Construiremos também o completamento profinito de Z.

Seja G um grupo abstrato e I uma base filtrada nao vazia de subgrupos normais
de indice finito. Lembrando que, se definirmos uma topologia onde um subconjunto de
G é aberto se, e somente se, ¢ uma uniao de classes laterais K g, com K um subgrupo
qualquer em I, o Lema garante que GG é um grupo topologico.

Definicao 1.4.1 O completamento de G com respeito a I consiste de um grupo profi-
nito G e um homomorfismo continuo j : G —> G com a sequinte propriedade: sempre
que 0 : G — H € um homomorfismo continuo, onde H é um grupo finito, existe um

iunico homomorfismo continuo 0:G — H tal que 0 = aj, ou seja, tal que o diagrama

abaizo comuta.

a_2.q
/

at .
k
H

Proposicao 1.4.2 Sejam G = Sr&l[ G/K e a aplicagao j : G — @, definida por

ESEN

g — (Kg). Entdo, o par (G,j) possui as propriedades do completamento de G com

respeito a I.

Demonstracao: Pela Proposicao [1.3.2] vemos que j é um homomorfismo con-
tinuo. Seja 6 : G — H um homomorfismo continuo com H sendo um grupo finito.
Entao, kerf é aberto. Assim, kerfl é uma unido de classes laterais Lg para algum
subgrupo L em I, logo kerf contém algum L em [. Defina 0:G — H como a
composicao das aplicagoes 1 e ~y, onde 7 : G — G/L é definida por (Kg) — Lg e
Y : G/L — H é definida por Lg — 6(g), ou seja, o homomorfismo induzido por 6
no quociente G /L. Veja que, 7 e 1 sdo homomorfismos continuos, entao h= Yy é um
homomorfismo continuo.

Agora se g € G, entdo j(g) = (Kg) € G, logo 0(j(g)) = 0(Kg) = ¥(v(Kg)) =
Y(Lg) = 0(g). Logo, 0j = 0.

Resta mostrar que 9 ¢ tnica. Seja ¢ : G — H outro homomorfismo continuo

satisfazendo 6 = ¢j, entao temos que 0 e ¢ coincidem em j(G) e, pela Proposigao
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obtemos que j(G) é denso em @, ou seja, j(G) = G. Agora veja que, como as
aplicacoes 5, ©: G —» H sdo continuas e H é Hausdorff, entao pelo Lema item
(e), {x € G | 6(x) = p(x)} ¢ fechado em G. Logo, 6 = ¢ e o resultado segue. |

O proximo passo é mostrar que o completamento de GG com respeito a I é unica-
mente determinado, mas para isto precisamos reformular a definicao de completamento

em termos de uma propriedade universal.

Proposicao 1.4.3 Sejam G e I como acima e suponha que G é um grupo profinito e j :

G — G um homomorfismo continuo. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) O par (@,j) possui a propriedade que define um completamento de G com respeito
al.

(ii) Para cada diagrama

N
G

onde H € um grupo profinito e 6 é um homomorfismo continuo, existe um unico

homomorfismo continuo 0 : G — H que torna o diagrama a sequir comutativo.

~7
G

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [22, Proposition 1.4.2].
O proximo resultado nos garante que o completamento de G é tinico a menos de

isomorfismo.

Proposicao 1.4.4 Se (é\l,jl) e (@,j@) sao completamentos de G com respeito a I,

entao existe um isomorfismo o : G — Go satisfazendo aj; = js.

Demonstracao: Considerando o completamento (é\l, Jj1) € o homomorfismo con-
tinuo j5 : G — (/}’\2, temos que existe um Gnico homomorfismo continuo « : é\l — (/}'\2
tal que aj; = jo. Analogamente, considerando (é\g,jQ) como completamento de G e
o homomorfismo continuo j; : G — é\l, temos que existe um tnico homomorfismo

continuo S : C/¥\2 — é\l tal que Bjo = j1. Assim, fazendo algumas substituigoes temos

Christe Hélida Moreira Montijo Agosto de 2018 PPGMat — UnB



1.4. Completamento e Anel dos Inteiros p-Adicos 40

que j1 = (Idg)j1 = (Ba)ji. Agora considerando o completamento ((/J\l,jl) e 0 homo-
morfismo continuo j; : G — é\l, temos que existe um tnico homomorfismo continuo
7 satisfazendo ji = ji. Entao, segue que fa = Idg;. Agora, considerando o comple-
tamento (6’\27j2) obtemos aff = Idg;, o que implica que v e 5 sao inversas, Portanto,
« é um isomorfismo.

Proposicao 1.4.5 Seja (CA},j) o completamento de G com respeito a I. FEntao as

sequintes afirmacoes valem:
(a) A imagem j(G) ¢ densa em G;

(b) kerj =g, K-

Demonstragao: Observe que podemos considerar G = slgnG/K e a aplicacao
71:G— G tal que g — (K g), pois nestas condigdes a Proposigao m garante que
(@, j) tem a propriedade do completamento de G' com respeito a I, e pela Proposicao
se (C/J\l,jl) e (@7j2) sao dois completamentos de GG, entao (/J\l e é\g sao isomorfos.
E como G é um grupo topologico e I é uma base filtrada, entao pela Proposicao [1.3.2
existe um homomorfismo continuo j : G — (A}', J(G) um subgrupo denso em G. E veja
que, um elemento g pertencente ao kerj se, e somente se, j(g) = (K), para cada K em
I, ou seja, se Kg = K. Segue que, g € K para todo K € I, logo, kerj = (g K. E
portanto, 7(G) um subgrupo denso em Ge kerj = (\ger I, 0 que prova (a) e (b).

|

Pensando nas ideias acima e de uma maneira geral nos grupos pro-C, temos a

seguinte definicao:

Definicao 1.4.6 O completamento pro-C de G € o completamento de G com respeito
a famdlia de subgrupos normais K de G tais que G/K € C.

Entao, de acordo com essa defini¢ao, temos que:

(1) O completamento profinito de um grupo G é o completamento de G' com respeito

a familia de todos subgrupos normais de indice finito.
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(ii) Seja p um primo, o completamento pro-p de um grupo G é o completamento de G
com respeito a familia de todos subgrupos normais de indice igual a uma poténcia

de p.

Observe que, se R é um anel, entao sera natural considerar seu completamento
com respeito a familia de ideais K de indice finito. A construgao de SY&HR/K mostra
que o completamento é um anel e que a aplicacao de R em seu completamento é um
homomorfismo de anéis. Isso se aplica ao completamento de Z, uma vez que todos os
subgrupos de Z sao ideais.

Agora estamos prontos para construir o completamento pro-p de Z.

Seja p um primo fixado. E considere o sistema inverso de anéis (Z/p'Z), conforme
vimos no Exemplo

Seja Z, = {Z;’;O a;p’ | 0 < a; < p, para cada j} o conjunto das somas formais

infinitas. E defina para cada ¢ > 1 as seguintes aplicagoes:

Vi - Z,, — 7. p'Z
2= a;p) — 2;;%] a;p’ + p'Z.

0 : Z, — SI'&DZ/piZ
z — (pilz) [i>1).
Nosso objetivo é mostrar que Z, ¢ o completamento pro-p de Z. Para isso,
precisamos mostrar que 6 ¢ uma bijecdo. Lembrando que, pelo Exemplo 0

limite inverso de Z/p'Z é
sl'&nZ/p]Z ={zxeC|zj=z; (modp’),i<j, onde z;, x; € Z},
onde C' & o produto cartesiano de Z/p'Z.

Lema 1.4.7 A aplicacao 0 € uma bijecao.

Demonstragao: Veja que, 6 é injetiva, uma vez que kerf = (., p'Z = 1.
Resta mostrar que 6 é sobrejetiva.
Seja v = (z; + p'Z | i > 0) € s@Z/ﬁZ. Observe que podemos escolher

0 <z; <p'. E definaay=x;. Como z € SILmZ/ij, entao para ¢ > 1, temos que

_ i i i
Tiv1 = x; (modp') = Tip1 — T = a;p’ = Tig1 = T + a;p'.
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Agora vamos abrir um paréntese e mostrar por inducao sobre ¢ que 0 < a; < p.

Se i = 1, entdo 3 = x1 (modp), o que implica que, 3 = z1 + a1p. Mas
0<z <p, el <z <p? logo, 0 < ay+ap<p? assim 0 < a; < p.

Suponha que a afirmacgao é verdadeira para todo a; tal que j < ¢. E vamos
mostrar que é verdade para 1.

Temos que, Ti11 = x; +a;p' e 0 < 2,41 < P, entdo 0 < x; + a;p* < p'™L. Por

outro lado, fazendo todas as substituigoes de z; em x;, com k = {1,2,...,i—1}, temos
que
Ti=Tis + a1 = miataiop P4 aip T = =atap+...+a_iph

Assim, substituindo o valor de z; em 0 < z; + a;p* < p™t, temos 0 < ag +a1p+ ...+
ai-1p"t +a;pt < pt, onde 0 < a; < p, para todo j € {0,1,2,...,i— 1}, por hipotese
de inducao, dai concluimos que 0 < a; < p. Portanto, 0 < a; < p, para todo i > 1.
Segue que, Ti = x; +a;p' = agp+ap+ ...+ a1 pt+apt = Zézo a;p’.
Agora observe que, tomando z = Z?io a;p’, com 0 < a; < p, temos ¢;(z) =
Z;;B a;p) + p'Z e 0(z) = (pi(2) | i >0) = (x; +p'Z | i > 0) = z. Assim, z =

9(2;’20 a;p’). Logo, 6 & sobrejetiva. E portanto, é uma bijecao. [ |

Lema 1.4.8 7Z, é um completamento pro-p de 7Z.

Demonstracao: Para mostrar que Z, é o completamento pro-p de Z precisamos
introduzir em 7Z, uma estrutura de anel topologico, sendo assim, vamos definir as
operacoes de soma e produto e quem sao os conjuntos abertos.

Defina a seguinte topologia em Z,: Um subconjunto de Z,, é aberto se sua imagem
com respeito a § é um aberto. Agora sejam z; e 2z, elementos de Z,, a soma e o produto
em Z, sao definidos por
21+ 29 =1 071(0(21) + 0(29))

2129 =: 071(0(21)0(22)).
Assim, com essa operacoes Z, ¢ um anel topologico. Logo, 6 ¢ um homomorfismo

bijetor, o que implica que, # é um isomorfismo de anéis topologicos. E portanto

(Zy,:) = Y Z/p'Z = s kim Z/p'L.
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E como (Z/p'Z) ¢ um sistema inverso de anéis finitos entdo, Z, ¢ um anel pro-p.

O anel Z, é chamado o anel dos inteiros p-ddicos.

Observe que, podemos considerar Z como o subconjunto de Z, formado pelas
somas formais infinitas Z;io ajpj com a; = 0 para todos exceto para uma quantidade
finita de valores de j. Dessa forma, a aplicacdo 6 coincide em 7Z com a aplicagao
natural j de Z em slgnZ/piZ (onde a aplicagao natural é a aplica¢ao inclusao), entao
pela Proposicao m, (Zy,j) & o completamento pro-p de Z, onde I é formado pelos
subgrupos normais de Z da forma p‘Z cujo indice é uma poténcia de p.

Agora apresentaremos mais algumas propriedades relevantes de Z,:

(i) Os tinicos subgrupos abertos de Z, sdo os subgrupos da forma p'Z,, com i =
0,1,2,....
De fato, seja H um subgrupo aberto de indice p’, entdo p'(Z,/H) = Oz, entdo
p'Z, < H. Além disso, Z,/keryp; = Z,/p'Z, = Imy; = Z/p'Z, e como Z/p'Z
é ciclico de ordem p', entdao Z,/p'Z, é ciclico de ordem p’, e consequentemente,

Z,/p'Z,| = p" = |Z,/H|, logo devemos ter que H = p'Z, com i =0,1,2, .. ..

ii) Os subgrupos fechados de Z, sao os subgrupos abertos juntamente com o subgrupo
ii) Ossubg fechados de Z, sa bg bertos junt t bg
{0}.
De fato, seja K um subgrupo fechado de Z,, entao por definicao, K ¢é uma
intersecao de subgrupos abertos de Z,, mas os subgrupos abertos de Z, sao p'Z,

comi=0,1,2,..., entdo K = p/Z, para algum j € {0,1,2,...} ou K = {0}.

(iii) Z, ¢ um dominio de integridade.
De fato, seja x € Z,\ {0}, entao z = Z;io a;p’, com a; # 0 para algum j. Assim,
o conjunto {u € Z, | ux = 0} = ker(u — ux) é um subgrupo fechado. Veja
que tal conjunto ndo contém p'Z,, para nenhum 7, entdao deve ser zero, uma vez
que, os subgrupos fechados sao intersecoes de subgrupos abertos juntamente com
o subgrupo {0}. Logo, ndo existe y € Z, \ {0} tal que zy = 0. E portanto, Z, é

um dominio de integridade.

(iv) keryp; = p'Z,.
De fato, basta observar que, keryp; = {>_:2 a;p’ € Z,, | Z;;B a;p’ miltiplo de p'}.
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(v) O ideal pZ, é o tinico ideal maximal de Z,.
De fato, os ideais de Z, sdo p'Z,, entao p'Z, C pZ,, para todo i > 1. E como
Zy/pZ, = 7/pZ & corpo, entao pZ, ¢ ideal maximal de Z, e, consequentemente,

pZy, € o tnico ideal maximal de Z,, como queriamos mostrar.

(vi) O grupo das unidades de Z, é Z; = Z, \ pZ,.
De fato, se x € Z, \ pZ,, entao xZ, £ pZ,. Mas pZ, é o tnico maximal, logo

22y, = 7Ly, e portanto x é uma unidade de Z,.

O proximo resultado é fundamental na demonstragao do teorema principal desse

trabalho, tal resultado garante que as unidades de Z, sao nao enumeréveis.

Lema 1.4.9 O conjunto Z, das unidades de Z;, é nao enumerdveis.

Demonstracao: Tome a = Z;io a;p) € Zy, e veja que ag # 0. De fato, se
ap = 0, entdo a = a1p + agp® + azp® + ... = play + agp + azp® + ...) € pZ,, o
que nao pode acontecer, uma vez que o grupo das unidades de Z, é Z;, = Z, \ PZ,.
Assim, o conjunto das unidades de Z, é formado pelos elementos da seguinte forma:
Zh={ag+ap+ ...+ ap” +... 10 <a; <p, com ag # 0}.

Dado um elemento b = Z;‘io D € Z, e tomando os coeficientes b; de b, eles
formam uma lista infinita e enumerével, digamos X; = (bg, b1, ..., by, ...). Dessa forma,
podemos identificar cada elemento de Z; como uma lista infinita e enumeravel, e entao

aplicando “método da diagonal de Cantor” obtemos que Z; ¢ nao enumeravel.

Mais informacoes sobre o “método da diagonal de Cantor”, e algumas de suas
propriedades podem ser encontradas em [7], Capitulo 2.
O proximo resultado nos diz que a operacao de ‘exponenciagao p-adica’ é bem

comportada. Lembrando que, a operacao p-adica é definida da seguinte maneira:

Definicao 1.4.10 Seja G um grupo pro-p, g € G e A € Z,. Entao

g* = lim g,

n—aoo

onde (a,) € uma sequéncia de inteiros com lim, . a, = .
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Essa defini¢ao faz sentido, uma vez que nas condicés dadas, a seguéncia (¢g**) converge
em G, e os limites de quaisquer duas sequéncias (¢%) e (¢**) com g € G sdo iguais, a

demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [2, Lemma 1.24].

Proposicao 1.4.11 Sejam G um grupo pro-p, g, h € G e A\, p € Z,. As sequintes

afirmacoes sao verdadeiras:

(i) oM =g g" e g™ = (9"

(ii) Se gh = hg entdo (gh)* = g*h*.

(iii) A aplicagio v — g” define um homomorfismo continuo de Z, em G. E sua

imagem g € o fecho em G de (g).

A demonstracao desse resultado pode ser encontrado em [2, Proposition 1.26].

Para finalizar a secao, vamos estudar o completamento profinito de Z.

Lema 1.4.12 Sejam D = Cr(Z, | p primo), 6 : Z — D a aplicagdo que leva cada
x € Z no vetor com todas as coordenadas igual a x e Z' a imagem de §. Para cada

inteiro n > 0 as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
(a) nD+7Z = D.
(b) D/nD € ciclico de ordem n.

(c) nDNZ =nZ'.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [22, Lemma 1.5.1|. Usando
esse lema, mostraremos que D juntamente com a aplicacao 6 é o completamento pro-

finito de Z.

Proposigao 1.4.13 O grupo D = Cr(Z, | p primo) juntamente com a aplica¢io 9§ :

7. — D, como definida no lema anterior é o completamento profinito de 7.

Demonstracao: Seja 6 : Z — H um homomorfismo continuo, onde H é um
grupo finito. Vamos mostrar que existe um tnico homomorfismo continuo 0:D— H
tal que 0 = 05. Suponhamos que H tenha ordem n. Seja ¢ a aplicacao quociente de
D em D/nD, escreva n = pi* --- p%m. Note que aplicando o Lema obtemos que
a aplicacao ¢ : Z — D/nD = Z/nZ é um homomorfismo sobrejetor, cujo nucleo

ker(qd) = nZ. Pelo Teorema de Lagrange tem-se ker(qd) C kerf. Entdo existe um
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tnico homomorfismo ¢ : D/nD — H tal que 6 = ¢(qd), isto é, ¢ torna o quadrilatero

abaixo comutativo.

Note que ¢ é continua. Agora, considerando = ©q, segue que 6 ¢ um homo-
morfismo continuo e com 0 = #5. Resta ver que 9 ¢ tnica. Veja que, se ¢ : D — H
fosse outra aplicacao com as mesmas propriedades que 5, usando o Teorema de La-
grange obtemos que ker(q) = nD C kery. Entdo, existe um tnico homomorfismo
¢1 : D/nD — H tal que ¥ = ¢1q. Como o quadrilatero é comutativo, 6§ = 05 =
s = p(qd) = ¢1(qd), e resulta que ¢; = . Portanto, 9 & unicamente determinada e

o resultado segue. |

O proximo resultado é uma extensao da Proposigao[1.4.11} dos grupos pro-p para

os grupos profinitos.

Proposicao 1.4.14 Sejam G um grupo profinito, Z o completamento profinito de Z. e

considere 7 contido em Z. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

i) Ewiste uma inica aplicagdo continua Z x G — G tal que (n, g) — aran € 7.
i) Fxist inica aplicaca tinua Zx G G tal q g gt p Y/

Portanto, se ge G e z € Z entao a poténcia g° estd definida.
(ii) Se g€ G e 2,2 € Z, entio

(CL) 9Z1+22 — g21g22 e
(b) (g7)= = g*=2.

(iii) Se g1, € Gez € 7 e se g1, go comutam, entao temos que (g192)* = gig5.

A demonstracdo pode ser encontrada em [22], Proposition 1.53].

1.5 Grupos Profinitos de Posto Finito

Nesta secao faremos um estudo detalhado dos grupos profinitos de posto finito,
em especial, dos grupos profinitos soliveis de posto finito, em seguida apresentaremos

uma série de caracterizacoes para os mesmos. Além disso, mostraremos que um grupo
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profinito arbitrario de posto finito pode ser construido de forma simples a partir de um
grupo pronilpotente de posto finito, um grupo solivel também de posto finito e um
grupo finito. Esta se¢do foi baseada no Capitulo 8 do livro de J. S. Wilson [22].

Comecaremos exibindo propriedades gerais dos grupos profinitos, que serao uteis
tanto no decorrer desta se¢ao quanto no préoximo capitulo.

Definicao 1.5.1 Seja G um grupo profinito. Dizemos que o subconjunto X de G gera
G topologicamente se G € o fecho do subgrupo abstrato gerado por X, ou seja, G = (X).

Um grupo profinito G é dito um grupo finitamente gerado se pode ser gerado
topologicamente por um conjunto finito. Neste caso, G é chamado de d-gerado (onde
d é um inteiro positivo) se pode ser gerado topologicamente por um conjunto com no
maximo d elementos.

O proximo resultado mostra que, X gera G topologicamente se, e somente se, a

imagem de X em G/N gera G/N, para cada N <, G.

Proposicao 1.5.2 Seja G um grupo profinito e X um subconjunto de G.

(1) Se X gera G topologicamente, entao a imagem de X em G/K gera G/K topologi-

camente, para cada K <, G.

(ii) Se a imagem de X em G/N gera G/N, para cada N <, G, entao X gera G

topologicamente.

A demonstracdo pode ser encontrada em [22), Proposition 4.1.1].

Proposicao 1.5.3 Seja d um inteiro positivo e G um grupo profinito. Entao G é um

grupo d-gerado se, e somente se, G/N é um grupo d-gerado, para todo N <, G.

O préximo resultado mostra que subgrupos abertos de grupos profinitos finita-

mente gerados sao finitamente gerado.

Proposigao 1.5.4 Seja G um grupo profinito finitamente gerado e H um subgrupo
aberto de G. Entao H € finitamente gerado.

A demonstracdo pode ser encontrada em |22, Proposition 4.3.1].

Seja H um grupo profinito finitamente gerado e escreva
d(H) =min{|X| | X C H e X gera H},

para denotar a cardinalidade minima de um conjunto de geradores para H.
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Definicao 1.5.5 Dizemos que um grupo profinito tem posto finito se existe um inteiro

r tal que todo subgrupo de G pode ser gerado por r elementos.

Assim, o posto de um grupo profinito G de posto finito € o menor inteiro r tal
que todo subgrupo de G pode ser gerado por r elementos, que denotaremos por 7k(G).

Dessa forma,

rk(G) = max{d(H) | H < G}.

Um exemplo de grupo profinito de posto finito é Z,, tem posto finito igual a 1.

A préxima proposicao, esclarece as varias definicoes possiveis de posto.

Proposigao 1.5.6 Seja G um grupo profinito e defina
r = sup{d(H) | H <. G},
ro =sup{d(H) | H <.Ged(H) < oo},
rs =sup{d(H) | H <, G} e
ry = sup{rk(G/N) | N <, G}.

Entaori =ry =1r3 =14.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em |2, Proposition 3.11].
Por essa proposicao, podemos concluir que o posto de um grupo profinito é o
valor comum de rq, 9, 73 e 4. Essa informacao é muito 1til, uma vez que expande os

meios para calcular o posto de um grupo profinito.

Proposicao 1.5.7 Seja G um grupo profinito.
(a) Se G tem posto r, subgrupos e grupos quocientes de G tem posto no mdzimo r.

(b) Se K <G e se K e G/K tém posto finito, entao G tem posto finito. Além disso,
rk(G) < rk(K)+rk(G/K).
(c) Se G é finitamente gerado, entao
d(G) = sup{d(G/M) | M <, G}.
(d) Se G é um grupo pro-p finitamente gerado, entao G/®(G) é um grupo abeliano

elementar de ordem p“%, e ®(G/K) = K®(G)/K para cada subgrupo normal K de
G.

A demonstracao pode ser encontrada em [22, Proposition 8.1.1].
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Note que grupos profinitos livres finitamente gerados nao tém posto finito, uma
vez que possuem subgrupos profinitos que nao sao finitamente gerados.

Agora direcionaremos o estudo para os grupos profinitos soluveis de posto finito.
Lembrando que um grupo abstrato G ¢ dito solivel se existe uma série finita, chamada
série soluvel,

de subgrupos tais que G;_1 < G; e G;/G;_1 é abeliano, para todo i < n. O menor
inteiro n para o qual tal série existe é chamado comprimento derivado. Os grupos
soluveis com comprimento derivados 1 sao os grupos abelianos, ja os grupos soliveis
com comprimento derivado 2, sao chamados grupos metabelianos.

Dizemos que G é um grupo profinito solivel quando G é um grupo profinito
e existe uma série finita com as propriedades acima tal que cada G; é um subgrupo
fechado de G. Se considerarmos uma série para um grupo profinito solivel G como a

que foi definida acima e, H < G e K < (G sao subgrupos profinitos, entao

K/K = KGo/K < KG,/K < KG,/K = G/K

sdo séries soliveis para H e G/K, respectivamente. E se além disso, G < L, com L
profinito, e

G/G=Ly/G<L/)G<..L,/G=L/G

é uma série de subgrupos fechados para L/G com fatores abelianos, entdo

¢ uma série para L com fatores abelianos. Portanto, a classe de grupos profinitos

soluveis é fechada para subgrupos, grupos quocientes e extensoes.
Proposicao 1.5.8 Seja A um grupo profinito abeliano aditivo. Sao equivalentes:
(1) A € finitamente gerado;

(ii) A tem posto finito;
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(iii) A é uma soma direta de uma quantidade finita de grupos prociclicos;

(iv) FEziste um inteiro r tal que cada subgrupo de Sylow de A pode ser gerado por r

elementos.
Demonstracao:

(ii) = (i) Segue da defini¢ao de posto finito.

(i) = (iv) Pela Proposigao [1.5.7) d(A) = sup{d(A/M) | M <1, A}. Como cada sub-
grupo de Sylow de A é isomorfo a um grupo quociente de A, existe entao um

inteiro 7 tal que cada subgrupo de Sylow de A pode ser gerado por r elementos.

(iii) = (ii) Suponha que A é a soma direta de r subgrupos prociclicos, gerados por
ai, as,...,a,, e seja A; o subgrupo gerado por aq, as,...,a;, para 1 < i < r.

Entao a série 1 < A; < ... < A, = A tem fatores prociclicos.
Vamos mostrar por indugao sobre r que rk(A) <.

Ser=1,entao 1 = Ag < A; = A, o que implica que A é prociclico e consequen-

temente, tem posto finito. Seja r > 1 e considere a série

AOSAlS---SAT—lgAr:A'

Por hipotese de inducao A,_; tem posto finito, e como A, /A,_; é prociclico, entao

rk(A) <rk(A,_1) +rk(A/A,_1) <.

(iv) = (iii) Suponha que existe um inteiro r tal que todo subgrupo de Sylow de A
pode ser gerado por r elementos. Pela Proposicao [1.4.14 o p-subgrupo de Sylow
A, de A, para cada p primo, pode ser considerado como um Z,-médulo profinito
e ¢ gerado tanto como um Z,-mdédulo abstrato, como um Z,-moédulo profinito,
por um conjunto de r elementos. E como Z, ¢ um dominio de ideias principais,
todo Z,-modulo gerado por r elementos ¢ uma soma direta de r submdédulos cicli-
cos (alguns deles possivelmente zero), e os Z,-mddulos ciclicos sdo simplesmente
grupos pro-p prociclicos. Portanto, podemos escrever cada p-subgrupo de Sylow
A, como uma soma direta de subgrupos prociclicos 4,1, ..., A, ,, onde r depende

de p. Assim,

A= Cr(A, | pprimo) = Cr(A,,; | pprimo, 1 <i <r)=&;_,Cr(A,; | pprimo)
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onde cada grupo Cr(A,; | pprimo) é prociclico, e portanto o resultado segue.

Proposicao 1.5.9 Seja G um grupo profinito. Entao G é um grupo soluvel de posto

finito se, e somente se, G tem uma série
1=Gy <G <...<G,=G
tal que Gi_1 < G; e G;/G_1 € prociclico, para 1 <i < n.
Demonstracao: Primeiro suponha que G possui uma série

1:G0§G1§§Gn:G

tal que G;_1 9 G; e G;/G;_1 é prociclico, para 1 < i < n. Entao G é solavel. Resta
mostrar que G tem posto finito. Vamos mostrar por inducao sobre o tamanho da série.

Sen =1,entdo 1 = Gy < G; = G. Assim, G/Gy = G é prociclico e, conse-
quentemente, G tem posto finito. Agora suponha que todo grupo profinito G que tem
uma série 1 = Gy < G; < ... < G,, = G satisfazendo as hipoteses tem posto finito.
E vamos mostrar que a afirmacao é verdadeira para n + 1, ou seja, suponha que G
tem uma série 1 = Gy < G; < ... < G, < Gy =G tal que G;_1 <G e Gi/Giq é
prociclico, para 1 <i < n+ 1. Assim, G,.1/G, = G/G, é prociclico, logo tem posto
finito, e por hipotese de inducao G, tem posto finito. E pela Proposicao [1.5.7], item
(b), 7k(G) < rk(G,) + rk(G/G,,). Portanto, G tem posto finito.

Reciprocamente, suponha que G é um grupo profinito solivel de posto finito.
Entao G tem uma série

1:GQ§G1§§G5:G

com G;_1 A G; e G;/G;_1 abeliano, para 1 <i < s. Mostraremos por inducao sobre o
comprimento s, que G possui uma série com fatores prociclicos.

Se s = 1, entao G é grupo profinito abeliano de posto finito. Entao, pela Pro-
posicao G é a soma direta de uma quantidade finita de grupos prociclicos, ou
seja, G = C7; @ ... ® C,, onde cada C; é prociclico, e a série com o j-ésimo termo

Ci@...0 0, paral < j <r, tem fatores prociclicos.
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Agora suponha que a afirmacao é verdadeira para todo G;, com 1 < j < s — 1.

Assim, G,_1 possui uma série
l=Hy<H, <...<H,=Gs,

com H; 1 < H; e H;/H; 1 prociclico para cada 1 <i < k.

Como G tem posto finito, entdo G/Gs_1 tem posto finito. E sendo G/Gs 1
abeliano, pela proposigao anterior, G/G4_; é a soma direta de uma quantidade finita
de grupos prociclicos, gerados por ay,...,ay,. Suponha que L;/G,_; é um subgrupo

gerado por ay,...,a;, para 1 <17 < m. Logo, a série

1 =Gs-1/Gs-1 = Lo/Gs-1 < L1/Gs_1 < ... < Ly /JGsy

s e . L;/Ge_ . ~ , .
tem fatores prociclicos, e como L’?"l = L?{/é 11, para todo 1 < i < m, entao a série
71— 71— s—

l=Hy<H,<..<H,=G,1=L<1h<..<L,=G

tem fatores prociclicos, como queriamos mostrar.

O préoximo resultado garante que, se G € um grupo profinito solivel, o ntimero
de fatores que tém p-subgrupos de Sylow isomorficos a Z, ¢ independente da escolha

da série.

Proposicao 1.5.10 Seja G um grupo profinito solivel de posto finito e seja p um
primo. Suponha que
1:G0§G1§§Gn:G

sao duas séries para G com fatores prociclicos. (Assim os p-subgrupos de Sylow dos
fatores G;/Gi—1, H;/H;—1 das duas séries sao isomorficos a Z, ou finitos.) Entdo as
duas séries tem um numero igual de fatores cujos p-subgrupos de Sylow sao isomdrficos
a ZLy.

Demonstracao: Para simplificar chamaremos um grupo prociclico de p-large se

seu p-subgrupo de Sylow ¢ isomorfo a Z,. Sabemos que todo subgrupo nao trivial de Z,
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é aberto. A chave dessa demonstracao segue da seguinte observagao: se X é prociclico
e Y < X, entdo no méaximo, um deles Y ou X/Y pode ser p-large, e portanto, X é
p-large se, e somente se, um desses grupos é p-large.

Argumentaremos por inducao sobre n + m. O resultado é claro se n < 1 ou
m < 1. Suponha que n > 2, e escreva L = G,_1. Seja h o nlimero de fatores p-large na
primeira série e seja ¢ = 1 se G/L é p-large e ¢ = 0, caso contrario. Aplicando indugao
para as séries (G;)j—) e (L N H;)™, para o grupo L e, para as séries L/L < G/L e
(LH; N L)T, para o grupo G/ L, obtemos que h — € dos grupos LN H; /LN H;_; e, ¢
dos grupos LH;/LH;_, sao p-large. Entretanto,

LNH;/LNH; = (LNH)H;_1/H;_1

LH;/LH; = H;/(LH; 1 O Hj) = H;/(L 0V Hj)Hj .

Mas para cada j, no maximo, um dos grupos (L N H;)H;_1/H;—y, H;/(L N H;)H;_4
pode ser p-large e, H;/H;_ é p-large, precisamente quando um desses grupos é p-
large. Entao, segue que o nimero de H;/H,_; que sdo p-large ¢ (h —¢) + ¢ = h, como
querfamos mostrar.

Para cada grupo soltvel G de posto finito e cada primo p, definimos o Z,-length de
G, denotado por h,(G), como sendo o nimero de fatores que tém p-subgrupos de Sylow
isomorficos a Z, em uma série com fatores prociclicos. Assim, como ja foi dito, h,(G)
independe da escolha da série, e é um invariante muito 1til para provas de inducao.
Veja que o invariante h,(G) para um grupo solivel de posto finito é um analogo do

comprimento de Hirsch de um grupo policiclico. Para mais detalhes veja [16] 5.4.13].

Proposigao 1.5.11 Seja G um grupo profinito solivel. Entao G tem posto finito se,
e somente se, existe um inteiro v tal que todo subgrupo de Sylow de G tem posto no

mdazrimo r.

Demonstragao: Suponha que G tem posto finito, digamos rk(G) < r, entao
por definicdo, cada subgrupo de G tem posto no maximo 7.

Reciprocamente, suponha que cada subgrupo de Sylow de G tem posto no maximo
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r. Como G é solivel, entao possui uma série
1=Gy <G <...<G,=0G.

Mostraremos por inducao sobre o comprimento n de tal série que G tem posto finito.
Se n = 1, entao G é abeliano e cada subgrupo de Sylow pode ser gerado por no maximo
r elementos, e entao pela Proposicao [I.5.8] G tem posto finito.

Agora suponha que n > 1. Como cada subgrupo de Sylow de GG,,_; esta contido
em um subgrupo de Sylow de G, entao tem posto no méximo r, logo por hipotese
de indugdo G,,_; tem posto finito. E como cada subgrupo de Sylow de G/G,_; é
uma imagem sobre a aplicagdo quociente de um subgrupo de Sylow de G, entao cada
subgrupo de Sylow de G/G,_; tem posto no maximo r. E com G/G,,_; é abeliano,
entdo o comprimento derivado é igual a 1, logo por hipotese de inducao G/G,,_1 tem

posto finito. E portanto, pela Proposicao G tem posto finito. |

Usando técnicas mais poderosas A. Lucchini [I0] provou em 1989, que “se G é
um grupo finito e cada subgrupo de Sylow de G pode ser gerado por d elementos,
entao GG pode ser gerado por d + 1 elementos”, e nesse mesmo ano R. M. Guralnick
[4], provou que “d(G) < r(G) + 1, para todo grupo finito G, onde r(G) = max{r,(G)}
e r,(G) = d(P) para todo p-subgrupo de Sylow P de G”. Aplicando tais resultados
para todos os subgrupos de um grupo finito G, deduzimos que, se cada subgrupo de
Sylow tem posto no maximo r, entdo rk(G) < r+ 1, e juntando esse fato a Proposicao
concluimos que, se G é um grupo profinito cujos subgrupos de Sylow tem posto
no maximo r, entao rk(G) < r+ 1.

Agora daremos uma caracterizacao de grupos profinitos soliveis de posto finito,
através dos subgrupos abelianos. Para isso, precisamos de um resultado sobre subgru-
pos pronilpotentes em grupos prosoliveis e um limite para o nimero de geradores de
certos grupos que agem em grupos pro-p abelianos de posto finito.

Definigao 1.5.12 Seja G um grupo profinito. Os subgrupos de Carter de G sao subgru-

pos pronilpotentes maximais de G, com a propriedade de que suas imagens em grupos

quocientes G /K também sao pronilpotentes mazimais de G/ K.

Grupos prosoliveis possuem subgrupos de Carter. Para ver essa e mais proprie-

dades dos subgrupos de Carter, veja em [22, Exercise 2.7.7|
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Lema 1.5.13 Seja G um grupo prosolivel e K um subgrupo normal tal que G/K é

abeliano. Entao existe um subgrupo pronilpotente H tal que G = HK.

Demonstracao: Como G é um grupo prosoluvel, entdo existe H um subgrupo
de Carter de GG. Dai, HK/K é um subgrupo pronilpotente maximal de G/K. E como

HK < G, e H é maximal, entao HK = GG, como queriamos demonstrar. |

Agora abordaremos um resultado de Philip Hall que estabelece um limite para
o nimero de geradores de p-grupos finitos que agem em p-grupos abelianos de posto
finito, para entao generalizar o resultado para grupos pro-p. Esse resultado também

pode ser encontrado em [22].

Lema 1.5.14 Seja A um p-grupo abeliano finito de posto r, onde p € um primo. Su-
ponha que A também é um G-mddulo, onde G € um p-grupo finito, e que cada elemento

nao trivial de G age nao trivialmente em A.

(a) Se cada elemento de G age trivialmente no mddulo quociente A/p*A, entdo

(@) < r%

(b) Em geral, d(G) < 3(5r* —r).

Demonstracgao:

2

(a) Vamos mostrar que d(G) < r?. Observe que r? é a dimensdo do espago vetorial

das matrizes r x r sobre [F),.

Para cada g € G\ {1}, considere o maior inteiro m tal que g age trivialmente no
modulo A/p™A, ou seja, para cada g € G\ {1} e para todo a € A, (a+p"A)g =
a+ p™A. Note que

ag+p"A=a+p"A & ag—a € pmA
& ag—a=pmd, onded € A (1.1)

& ag=a+p"d, onde a € A.

Como G é finito, podemos escolher {g1, g2, . . ., ga} um conjunto de geradores para
G, com d(G) = d e S%_, m(gx) o maior possivel (note que o valor do somatorio
pode mudar dependendo do conjunto de geradores escolhido, pois o valor de m

varia dependendo de gi). Escreva m; = m(gy) para cada k. Podemos assumir
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que m; < mg < ... < myg com my > 2, pois por hipotese, cada elemento de G

age trivialmente no moédulo quociente A/p*A.

Agora, como A é um grupo finito abeliano, podemos escrever A = (a1)®- - -®(a,).

Entao, por (1.1)), temos que, para cada k < d

aigry = a; +p™* Zuﬁf)aj, para i < 7. (1.2)
j=1

Com isso, podemos considerar as matrizes inteiras r X r

k k

ufy oo ug
u®) —

W®

fornecidas pelos coeficientes inteiros da expressao ((1.2]).

Para mostrar que d(G) < r?, vamos mostrar que as imagens de u", ... u( no

espago vetorial das matrizes r x r sobre [, sao linearmente independentes, com

isso d(G) = d < r?.

Suponha que uV, ... u sdo linearmente dependentes, e seja t 0 menor inteiro

tal que
t—1

ul) = Z Ajut?) mod p,

j=1
para inteiros A; adequados. Note que, estamos considerando moédulo p, pois

estamos tomando as matrizes com entradas em ).

Escreva ¢ = ﬁg;-”, onde p; = A\;p™ ™. Temos de (1.2]) que
j=1
ap ay ay ap
S 7 R RS C Bl I e R CRS )}
Qr Q. Ay a,

Dal, g; age nos a;+s como (1 +pm1u(j)).
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Pelo binémio de Newton,

Hj ,UJ Hj )\ .pmtfmj
(1+pmiuym = Z T (priuWD) = Z J P (w0
=0 \ [ =0 !
. J M=
= 14+ )\jp(mt—mj)pmju(ﬁ + Z iP | pimi (u))!
=2

= 1+ \p™uY  mod pm™H!

pois, my + (Il — 1)m; > m; + 1 para todo [ > 2, ja que m; > 2 para todo j.

Assim,
t—1 t—1
1+ pmiuW)H = 1+ Ap™u?) mod p™+t.
J
=1 j=1
E

t—1

(1 + /\jpmtu(j)) =
1
+ A ™ MY (1 4 Aop™u@) (1 + Agp™u®) . (1 + N_pp™ D)

J
(1
= (14 Mp™u® + Agp™u@ + A Aop® uMu@) (1 + Agp™u®) (1 + N_yp™uY)
(14 Ap™u M 4 Xop™u® + Agp™u® + A Aop?™ uMu@ + A Agp? My 4

+ )\2)\3p2mtu(2)u(3) + AlAg)\gpSmtu(l)u(Q)u(g))(1 + )\4pm‘u(4)) (14 )\t,lpmtu(t’l))
= 1+ pmt Z )\ju(j) _l_pmt+1()\1)\2pmt—1u(l)u(2) + )\1/\3pmt—1u(1)u(3) 4o

+ Mg Al Smetlme=Dl (D, (2) g, (t=1)y

1+p™ Z )\ju(j) mod pmtﬂ.

Logo, o efeito de ¢’ nas imagens de ay,...,a, em pm+1A ¢ descrito pela matriz
inteira H (14 p™uD)H que é congruente a 1+ p™ Zt L \u? modulo p™t,
Como ulY) = 22:11 Ajut) mod p, temos

t—1

H(l + ™ u ) =14+ p™u®  mod p.
j=1
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Portanto, ¢’ e ¢; induzem a mesma aplicacdo em pm+1A e entdo g; 'g’ age tri-
vialmente no modulo ]ﬁ. Logo, temos que m(g; 'g’) > m; + 1. Mas como
{g1,...,Gi-1,9; ¢, ..., ga} & um conjunto gerador para G, temos uma contradi-

¢io com a maximalidade de 3¢_ m(gx).
Logo, as imagens u, ... u(¥ sdo linearmente independentes, e consequente-

mente d(G) < r?.

(b) Agora vamos mostrar que, em geral, d(G) < 1(5r* — r). Considere C; e C5 os
ntcleos das agoes induzidas de G em A/pA e A/p*A. Assim, para todo g € C,
(a+pA)g = ag+pA = a+pAe, paratodo g € Cy, (a+p*A)g = ag+p*A = a+p* A,
para todo a € A.

Note que, G/C; age entao em A/pA que é um espago vetorial sobre F,, logo é

isomorfo a um subgrupo de GL,(F,).
Mas temos que |G'L,(F,)| é igual ao ntimero de bases de I}, logo

IGL(F,) = (0" =)@ —p)...(¢p) —p"")

1

= p" N - —1)...(p" - D).

Entao os subgrupos p-Sylow de GL,(F,) tem ordem par(r=1),

E como G é um p-grupo, entdo G/C tem ordem poténcia de p. Logo,

d(G/Cy) < 3r(r—1).
Observe que, d(G) < d(G/C1)+d(C}), entao é suficiente mostrar que d(C}) < 2r2.
Para cada g € (1, temos que ag — a € pA, entao a aplicagao
v A — pA/pPA
a — ag—a+p’A

¢ um homomorfismo de grupos. E como o nicleo de ~, contém pA, induz o

seguinte homomorfismo

0(g): A/pA —  pA/p’A
a+pA — ag—a+ p*A.
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Para todo g1,g2 € C1 e a € A, temos

agiga —a = (ag1 —a)+ (ag2 — a) + ((agr — a)gz — (ag1 — a))

= (agi —a) + (ag —a) mod p*A

PA

e entao a aplicacao # ¢ um homomorfismo em Hom(p—ﬁ, p2A), o grupo dos homo-

morfismos de A/pA em pA/p?A.

Como A tem posto r entao os grupos A/pA e pA/p*A tem posto no maximo r e

portanto a imagem de 6 tem posto no maximo r2. Agora observe que,
0(g)(a+pA) =0+p*Asag—a+pP’A=p’Asag+p’A=a+p’AegecCy

entao kerf = Cs.

Logo, C/Cy esta na imagem de 6 e tal imagem tem posto no maximo 72, entao
d(Cy/Cs) < r?. Pela construcao, temos também que cada elemento de Cy age

trivialmente no médulo quociente A/p?A, entao do item (a), d(Cy) < r2.

E como

d(Cy) < d(C1/Cy) +d(Cy) < r? + 1% = 2?

d(G) < d(G)Cy) +d(C) < ~r(r — 1) + 22 = %(m2 _).

N =

Portanto, d(G) < 1(5r% —r).

Lema 1.5.15 Seja A um grupo pro-p abeliano de posto r e suponha também que A €

um G-mdodulo profinito, onde G € um grupo pro-p, e que cada elemento nao trivial de
G age nao trivialmente em A. Entio d(G) < $(5r* —r).

Demonstragao: Fixe um inteiro ¢ > 0. Primeiramente verificaremos que A/p‘A

é um modulo topologico finito.

Por hipotese, A é um grupo pro-p abeliano, entao A/p'A é um p-grupo abeliano

finito.

Christe Hélida Moreira Montijo Agosto de 2018 PPGMat — UnB



1.5. Grupos Profinitos de Posto Finito 60

Observe que, a aplicacdo a — p‘a de A em A é continua, entdo sua imagem p'A
é fechada. E como A é um grupo topologico, entao todo subgrupo fechado de indice
finito ¢ aberto, dai, p'A também ¢ aberto, logo A/p'A ¢ um modulo topologico finito.

Portanto, o nicleo K; da agao de G em A/p'A ¢ um subgrupo normal aberto. E
cada elemento ndo trivial de G/K; age nao trivialmente em A/p’A. Além disso, como
G é um grupo pro-p, entdo G/K; é um p-grupo, logo pelo lema anterior d(G/K;) < t,
onde t = (572 —r).

Agora seja N <, G. Como cada elemento nao trivial de G age nao trivialmente
em A, e como ;o p'A = 0, temos que Mien I = 1. E como as familias de subgrupos

(K;)ien € (K;N);en s@o cadeias, temos que

((KN) = (()E)N = N = N = [|(K:N)

i€EN 1€EN 1€EN

. Logo, K; < N para algum 1.

E segue do teorema do isomorfismo que & %g, logo d(G/N) < t, uma vez
que d(G/K;) <t

E como tomamos N um subgrupo normal aberto arbitrario de G, essa desigual-
dade ¢ valida para todo N <, G. E sabemos que d(G) = sup{d(G/N) | N <, G}, entao
d(G) <t=1(r?—r). |

Agora mostraremos a caracterizacao dos grupos profinitos soltveis de posto finito

através dos subgrupos abelianos.

Teorema 1.5.16 Seja G um grupo profinito soluvel. Entdo G tem posto finito se, e

somente se, todo subgrupo abeliano de G ¢é finitamente gerado.

Demonstracao: Se GG tem posto finito, entao segue da definicdo que todo grupo
é finitamente gerado, em particular os subgrupos abelianos.

Por outro lado, mostraremos que se todo subgrupo abeliano de G ¢ finitamente
gerado entao G tem posto finito.

Por hipétese G é solivel, entao G tem uma série de subgrupos normais
=G <G < <CG=GC

com fatores abelianos. Mostraremos por inducao sobre n que G tem posto finito.
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Sen =1,entd0 1 = Gy < G7 = G, logo G1/Gy = G ¢é abeliano e consequente-
mente, tem posto finito.Suponha que n > 1.

Como G é um grupo prosolavel, e G,,_1 < G tal que G/G,_; é abeliano, entao
pelo lema [1.5.13], existe um subgrupo H pronilpotente tal que G = HG,,_;.

Observe que,

Gn—l Gn—l B HnN Gn—l,

G HG,.,. H

logo, se H tem posto finito, entdo G/G,_; também tem posto finito. E por hipotese
de indugdo G, tem posto finito. E se G/G,,_1 e G,,_1 tem postos finito, entdo G tem
posto finito.

Assim, é suficiente mostrar que H tem posto finito.

Escreva A = H N G1. Como A < (G7 e G; tem posto finito, entao A tem posto
finito. E pelo mesmo argumento anterior, é suficiente mostrar que H/A tem posto

finito. Como a série

HNG, HNG, HNnG, H
1= < < <—:Z

S <<
para H/A tem fatores abelianos, isto segue por indugao se cada subgrupo abeliano de
H /A tiver posto finito.

Sejam B/A um subgrupo abeliano de H/A, D = Cp(A) o centralizador de A em
B e E um subgrupo finitamente gerado de D contendo A, com a propriedade de ser
maximal em relacao a ser abeliano. Note que, como A é um grupo abeliano, entao pelo
lema de Zorn, existe um subgrupo E com tal propriedade. Vamos mostrar que B/A é
finitamente gerado.

Agora observe que, se o grupo quociente de um grupo profinito modulo seu centro
é prociclico, entdo o grupo é abeliano. Portanto, se z € Cp(E) entdo o subgrupo gerado
por E e x ¢ abeliano. Mas E ¢ maximal com relacao a propriedade de ser abeliano,
entdo = € E, e consequentemente £ = Cp(F).

Sejam p um primo fixo, B, e B,y os subgrupos p-Sylow e o p-complemento de Hall
do grupo pronilpotente B. Entao B = B, x By. Escreva A,, D, e E, as intersecoes
de A, D e E com B,,.

Assim, A, e A, N B, sao os subgrupos p-Sylow e o p-complemento de Hall de A,
entdo A = A, x (4, N By ), de modo que Cp (A,) = Cp(A)NB,=DNB, =D, E

Christe Hélida Moreira Montijo Agosto de 2018 PPGMat — UnB



1.5. Grupos Profinitos de Posto Finito 62

similarmente, ' = E, X (ENB,y), de modo que Cp, (E,) = Cp(E)NB, = ENB, = E,.

Como E é finitamente gerado, podemos supor que, £ tem posto r. Entao A, e
E, tem posto no maximo r

Recapitulando, temos que, B, é um subgrupo p-Sylow, D, = Cg(A) N B,, onde
Cp(A) = {9 € B | a% = a,Ya € A}, entdo B,/D, ¢ um grupo pro-p. E além disso
A, = AN B, é um grupo pro-p abeliano de posto finito.

Assim, a acao de B, por conjugacao induz em A, a estrutura de um (g—’;)—mc’)dulo

tal que cada elemento ndo trivial de B,/D, age nao trivialmente em A,. Logo, pelo
Lema|1.5.15, d(B,/D,) < t, onde t = $(5r* —r). Analogamente, d(D,/E,) <t e como
E, é finitamente gerado, entdo d(E,) = k, para algum k, logo d(D,) < d(D,/E,) +
d(E,) <t+ k. E segue que, d(B,) < d(B,/D,)+d(D,) < 2t + k.

E como isso se aplica para cada p, ou seja, todo subgrupo p-Sylow de B, para
cada p, pode ser gerado por um niimero inteiro z de elementos, entao pelo Lema [1.5.8
B ¢ finitamente gerado, e consequentemente, B/A é finitamente gerado.

E como B/A é um subgrupo arbitrario de H/A, entao por hipétese de indugao
H/A tem posto finito. Portanto, H tem posto finito e o resultado segue. |

A hipétese de solubilidade no teorema acima é indispensavel. Por exemplo, o
grupo pro-p livre em um conjunto infinito enumeravel nao é finitamente gerado e por-
tanto, nao pode ter posto finito. No entanto, cada um dos seus subgrupos é livre, e
entao cada subgrupo abeliano é prociclico, e consequentemente finitamente gerado.

A idéia de relacionar propriedades de finitude de um grupo com as de seus sub-
grupos abelianos remonta um importante artigo de Mal'cev [L1], que contém uma prova
de que um grupo solivel abstrato cujos subgrupos abelianos sao finitamente gerados
devem ser policiclicos, para mais detalhes veja também [I16], paginas 455 — 459.

Para finalizar a secao, vamos fornecer uma estrutura para os grupos profinitos
de posto finito. Para isso, enunciaremos trés teoremas da teoria de grupos abstratos e
demonstraremos alguns resultados auxiliares.

O proximo teorema foi provado por Feit e Thompson, e a demonstracao pode ser

encontrada no artigo [3].

Teorema 1.5.17 Todo grupo simples finito nao abeliano tem ordem par.

Christe Hélida Moreira Montijo Agosto de 2018 PPGMat — UnB



1.5. Grupos Profinitos de Posto Finito 63

Os dois resultados a seguir sao o teorema de Tate e o teorema de Zassenhaus,

respectivamente.

Teorema 1.5.18 Sejam G um grupo finito, K um subgrupo normal de G e¢ P um
subgrupo p-Sylow de G. Se PN K < ®(P), entao K tem um p-complemento, isto é,

tem um subgrupo normal com indice poténcia de p e ordem comprima com p.

Mais detalhes desse resultado pode ser encontrado em [20)].

Teorema 1.5.19 FEziste uma funcdo de valores inteiros f(r) de r tal que todo grupo

solivel de matrizes r X r sobre um corpo possui comprimento derivado no mdzimo f(r).

A demonstracao desse resultado pode ser encontrado em [16, 15.1.3].

Definicao 1.5.20 Um fator chief de um grupo G é um subgrupo normal minimal de

um grupo quociente de G.

Observe que, se G é finito, entdao cada fator chief de G é um produto direto de
grupos simples isomorfos nao abelianos, ou um p-grupo abeliano elementar, para algum
primo p.

Lema 1.5.21 Seja G um grupo finito e suponha que d(P) = d, onde P é um 2-Sylow

de G. Entao em uma série
1=Gy<G1 < <G, =G
de subgrupos normais de G, podem existir no mdzimo d fatores chief nao abelianos.

Demonstracao: Vamos mostrar por indugao sobre n.
Sen =0, G =1 e o resultado segue. Suponha que n > 1.

Suponha que G1/Gy nao é um fator chief ndo abeliano, entao a série
G <G, <--- <G, =G

tem tamanho n — 1, e por hipotese de inducao existem no maximo d fatores chief nao
abelianos.
Suponha agora que G1/Gy é um fator chief ndo abeliano. E como G é finito,

entdao GG7 é um produto direto de grupos simples nao abelianos. Logo pelo teorema de
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Feit-Thompson, GG; tem ordem par, entao, GG; nao pode ter um 2-complemento normal.

Assim, segue do Teorema [1.5.18) que PN Gy £ @(P).

Como P é um grupo pro-p finitamente gerado, com p = 2, pela Proposicao [1.5.7

item (e), P/®(P) ¢ um grupo abeliano elementar de ordem 27" = 24 ¢

@( P )_Pm@@@)

PNG, PNG,
Logo,
P/PNGy P/PNG, ~ P
d(P/PNG,) PNG®P)/PNG  PNG®(P)
e
P _ P |
PNG®(P) d(P)|

Portanto, d(P/P N G;) < d — 1. Além disso, PG,/G1 = P/P NGy e PG,/G,
é um 2-Sylow de G/Gy, entdo d(PG1/G;) < d— 1. E como a série para G/G; tem
tamanho n — 1, entao por hipotese de inducao existe no maximo d — 1 fatores chief nao
abelianos. Mas temos que, G1 /Gy também é um fator chief ndo abeliano. Logo existe

no maximo d fatores chief nao abelianos. [ |

Lema 1.5.22 Seja G um grupo profinito e (K | A € A) é uma familia de subgrupos
normais satisfazendo (K, = 1. Suponha que, para algum inteiro m, G/K) € solivel
com comprimento derivado no mdximo m, para cada N\ € A. Entao G € solivel com

comprimento derivado no mdximo m.

Demonstracio: Seja G = GO, GO, GO? ... G™ os primeiros termos da série
derivada de G, assim GOtV = {[z,y] | 2, y € G}, para cada i. Veja que por inducdo
sobre 7 0 i-ésimo termo da série derivada de um grupo quociente G/K é GV K /K, para

0 < i < m. Portanto, G < K, para cada \, e entdo temos G = 1. |

Com todos esses resultados em maos estamos prontos para fornecer uma estrutura
para os grupos profinitos de posto finito. Mostraremos que se G é um grupo profinito

de posto finito, entdo G possui uma série (pronilpontente-por-solivel)-por-finito.
Teorema 1.5.23 Seja G um grupo profinito de posto finito. Entdo G tem uma série

1<C<N<G
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de subgrupos normais tal que C' € pronilpotente, N/C' € solivel e G/N € finito.

Demonstracao: Seja G um grupo profinito de posto r. Pelo Lema [1.5.21
temos que, para cada série Gy < G; < ... < G, = G de subgrupos normais abertos,
no maximo r dos fatores G;,1/G; sdo fatores chief nao abelianos. Escolha tal série com
uma quantidade de fatores chief nao abelianos o maior possivel e N = Gy. E sendo
N <, G, entao G/N é finito.

Por nossa escolha de N, um fator chief X = U/V de G com V aberto e U < N
nao pode ser o produto direto de grupos simples nao abelianos, uma vez que, a série ja
tem a quantidade maior possivel de fatores chief ndo abelianos, e entdo X = U/V deve
ser abeliano. Assim, se M é um subgrupo normal aberto de GG, com M < N, entao
cada série maximal de subgrupos normais de G, de M para N, tem fatores abelianos
e, entdo N/M é soluvel.

Veja que, cada fator chief X do tipo considerado acima, é um p-grupo abeliano
elementar, para algum primo p, e a conjugacao de N induz um homomorfismo com
o nicleo Cyx, digamos de N para o grupo de automorfismo de X. Assim, o grupo
solivel &€ N/Cy, pela mesma justificativa dada anteriormente para N/M, e é isomorfo
a um subgrupo de GL,(F,), pois d(X) < r, e entdo pelo Teorema N/Cx tem
comprimento derivado limitado independentemente de X.

Agora considere C' a intersegao de todos os subgrupos C'y. Como N/C é solavel,
com comprimento derivado limitado, entao pelo Lema N/C & soluvel.

Seja M novamente um subgrupo normal aberto de G, contido em N, e seja
M = Ny < Ny < ... < N = N uma cadeia maximal de subgrupos normais de G de
M para N. Como a ac¢do de C por conjugagao em cada fator N;/N;_; é trivial, cada
comutador de um elemento de C' e um elemento de NN; estd em C' N N;;1, e segue que
C'NN;/C N N;_y estd no centro de C'/C'N N;_1, para cada i. Portanto, as imagens dos
subgrupos CNN; em C/C' N M forma uma série central de C/C'NM, e entdo C/CNM
é nilpotente. E aplicando para cada subgrupo normal aberto M de G contido em N,
concluimos que C' é pronilpotente. E com isso, concluimos que G possui uma série

(pronilpontente-por-solivel )-por-finito. |
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Capitulo 2

Grupos Pro-p Uniformes e Algebras
de Lie Powerful sobre Z,

Nesse capitulo vamos mostrar os resultados mais importantes da teoria dos gru-
pos pro-p uniformes, mostraremos inclusive, como munir um grupo pro-p uniforme G
com uma estrutura aditiva, e a partir dai transforma-lo em uma &algebra de Lie sobre
Z,. Além disso, apresentaremos resultados garantindo que existe uma correspondéncia
exata entre grupos pro-p uniformes e algebras de Lie powerful sobre Z,, com o objetivo
de demonstrar o resultado principal do artigo [19] de 1. Snopce, que sera demonstrado
no proximo capitulo. As principais referéncias deste capitulo sao J. D. Dixon; M. P. F.

Du Sautoy; A. Mann; D. Segal [2], L. Ribes e P. Zalesskii [15] e J.S. Wilson [22].

2.1 Preliminares

Como vimos anteriormente, um grupo pro-p é o limite inverso de p-grupos finitos.
Ou equivalentemente, um grupo pro-p é um grupo profinito no qual todo subgrupo nor-
mal aberto tem indice igual a alguma poténcia de p, a demonstracao dessa equivaléncia
pode ser encontrada em [2, Proposition 1.12]|. Segue da definigdo que um grupo finito
¢ um grupo pro-p se, e somente se, sua ordem é uma poténcia de p. E note que, em
um grupo pro-p todo subgrupo aberto tem indice poténcia de p, uma vez que contém
um subgrupo normal aberto.

Os resultados a seguir sao de carater introdutoério e serao utilizados como ferra-
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mentas nas se¢oes seguintes, a teoria detalhada pode ser vista em [2], Capitulo 1.
No estudo dos grupos pro-p, o subgrupo de Frattini ®(G) de G desempenha um
papel particularmente 1til. Relembrando que, ®(G) é o conjunto dos nao geradores de

G e coincide com a intersecao de todos os subgrupos maximais de G.

Proposicao 2.1.1 Se G ¢ um grupo pro-p, entao

®(G) = G*[G, G,
onde [G, G| € o grupo derivado e G = (g* | g € G).

A demonstracao pode ser encontrada em [2, Proposition 1.13].

Proposicao 2.1.2 Seja G um grupo pro-p. Entao G é finitamente gerado se, e so-

mente se, P(G) € aberto em G.

A demonstracdo desse resultado pode ser encontrada em [2, Proposition 1.14].

Agora definiremos uma série de subgrupos caracteristicos chamada lower p-series.

Definig¢ao 2.1.3 Seja G um grupo pro-p. Entao definimos Pi(G) = G, e parai > 1

Pia(G) = R(G)P[F(G), G].

Para simplificar a notacao, denotaremos P;(G) = G;.
Veja que pela Proposigéom Py(G) = ®(G). Alem disso, (G;) = GY[G;, Gi] <
G?G;,G] = G4q, para cada i, e

onde cada termo é caracteristico no termo anterior e, consequentemente, todos os
termos sao caracteristicos em G. Em particular, se H ¢ um subgrupo caracteristico
em grupo pro-p G, entdo Py(H) é caracteristico em G. De fato, como H char G,
entao é suficiente mostrar que Py(H ) char H. Vamos mostrar por inducdo sobre k que
Py(H) char H.

Se k=1, P/(H) = H. Suponha que Py(H) char H, para k > 1. E vamos mostrar
que a afirmagao é verdadeira para, k + 1, ou seja, Py 1(H) char H. Seja ¢ € Aut(H).
Temos que, Pyy1(H) = P.(H)P[P:(H), H| entdo

p(Prei1(H)) = o(P(H))"[p(Pu(H)), o(H)] = P.(H)"[Pe(H), H] = Ppi1(H),
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por hipdtese de inducgao. Logo, Py(H)char H, para todo k e, consequentemente,
P.(H) char G, para todo k.

Uma das vantagens de estudar a série definida acima, é que, se G é um grupo
pro-p finitamente gerado, entao a série é bem comportada, uma vez que consiste de
subgrupos abertos. Essa e mais algumas das propriedades da lower p-series, serao

apresentadas no préoximo resultado.

Proposicao 2.1.4 Seja G um grupo pro-p.

(i) P(G/K) = P,(G)K/K, para todo K <. G e para todo i;
(i) [PG), P,(Q)] < P, (G), para todo i ¢ j;

(iii) Se G € finitamente gerado, entao P,(G) € aberto em G para cada i, e o conjunto
{P,(G) | i > 1} € uma base de vizinhanca de 1 em G.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [2, Proposition 1.16].
Veja que, do item (iii), como {G; | ¢ > 1} forma uma base para uma vizinhanca da
identidade em G, entao para todo N <, GG existe um ¢ tal que G; < N.

Uma caracteristica notavel dos grupos pro-p finitamente gerados é que a topologia

¢ completamente determinada pela estrutura de grupo. O teorema fundamental é

Teorema 2.1.5 Se G ¢ um grupo pro-p finitamente gerado, entao todo subgrupo de

indice finito em G € aberto.

A demonstracao pode ser encontrada em [2, Theorem 1.17].

Esse resultado foi provado por J. P. Serre nos anos 70, e somente em 2003 N.
Nikolov e D. Segal [I4] provaram o caso mais geral, que garante que todo subgrupo
de indice finito é aberto em um grupo profinito finitamente gerado. Em [2I] pode-se
encontrar um estudo geral sobre o desenvolvimento desse resultado, bem como aspectos
da prova, resultados relacionados e algumas maneiras pelas quais os resultados ja foram
usados.

Outra informacao interessante é que, em um grupo pro-p finitamente gerado,
®(G) = GP|G, G, o que significa que podemos simplificar a Defini¢ao removendo
a ’'barra’, ou seja,

Pia(G) = R(G)’[F(G), G,

esse argumento pode ser visto com mais detalhes em [2, Corollary 1.20).
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E como consequéncia do Teorema [2.1.5, temos os seguintes corolarios:

Corolario 2.1.6 (i) Todo homomorfismo (abstrato) de um grupo pro-p finitamente

gerado em um grupo profinito € continuo.

(ii) A topologia de um grupo pro-p finitamente gerado é determinada pela sua estrutura

de grupo.

Esse resultado estd demonstrado em [2, Corollary 1.21].

Corolario 2.1.7 Se G € um grupo pro-p finitamente gerado, entdo todo automorfismo
de G (como um grupo abstrato) é um automorfismo topoldgico, e todo subgrupo topolo-

gicamente caracteristico de G € caracteristico.

A demonstracdo pode ser encontrada em [2, Corollary 1.22].
Temos também o seguinte resultado relativo a convergéncia de sequéncias de

elementos na topologia profinita.

Definicao 2.1.8 Seja G um grupo abstrato e I = (K, | n € N) uma familia de
subgrupos normais de indices finitos tal que K,, < K,, sempre que ny < ny. Uma
sequéncia (g;) de elementos de G é chamada sequéncia de Cauchy (com respeito a I)

se Kngm = K,g,, sempre que n < m.

Se GG é um grupo profinito e I também é uma base de vizinhancas abertas de 1
entao toda sequéncia de Cauchy em G tem limite em G, para mais detalhes veja [22],
Exercicio 1.6.13.

Reformulando a definigao temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.1.9 Se G € um grupo profinito, entao uma sequéncia (g;) C G converge
se, e somente se, para cada N <, G ezxiste n = n(N) tal que g[lgj € N, para todo
1,] > n.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [I8, Proposition 2.19|.

Para finalizar os resultados introdutoérios, apresentaremos uma proposicao que é
uma ferramenta muito atil, em especial, na teoria dos grupos pro-p de posto finito. Por
exemplo, com essa proposicao podemos provar que GG é um grupo pro-p de posto finito

se, e somente se, G é o produto de uma quantidade finita de subgrupos prociclicos.

Proposicao 2.1.10 Seja G um grupo pro-p. Entdo as sequintes afirmacoes sao equi-

valentes:
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(i) G ¢€ prociclico;
(ii) G pode ser gerado topologicamente por um conjunto com um unico elemento;
(iii) G = ¢%», para algum g € G;

(iv) G é€ ciclico e finito, ou entdo € isomorfo topologicamente a Z,.

A demonstracao desse resultado pode ser vista em |2, Proposition 1.28].

2.2 Grupos Pro-p Powerful

Comecaremos esta secao desenvolvendo a teoria dos grupos pro-p powerful, com
o objetivo de caracterizar os grupos pro-p de posto finito como exatamente aqueles que

contém um subgrupo aberto powerful finitamente gerado.
Definicao 2.2.1 Seja p primo e G um grupo pro-p.

(i) Dizemos que G ¢ powerful quando G/GP é abeliano se p é tmpar, ou G/G* é

abeliano se p = 2.

(ii) Seja N <, G. Dizemos que N ¢é powerfully embedded em G quando [N, G] < Np
se p € impar, ou [N, G] < N* se p =2,

Se N é powerfully embedded em G, denotaremos por N p.e. G.

Note que, se Np.e.G, entao N J, G e N é powerful. Um exemplo trivial de
grupos pro-p powerful sao os grupos pro-p abelianos.

O proximo resultado é uma ferramenta muito importante, que nos permite veri-
ficar se um grupo pro-p é powerful reduzindo-se aos p-grupos finitos.

Proposicao 2.2.2 Seja G um grupo pro-p e N <, G. Entao N p.e.G se, e somente
se, NK/K p.e.G/K para todo K <, G.

Demonstragio: Suponha p um primo impar. Se N p.e. G, entdo [N, G] < N? e
pela Proposicao item (c), N? = Nia,e NPK. Logo, [N, G] < NPK, para todo
K <,G. Dai, [NK/K, G/K] < N°K/K = (NK/K)? < (NK/K)P, para todo K <1, G,
o que implica que NK/K p.e.G/K, para todo K <, G.

Por outro lado, se NK/K p.e. G/K, para todo K <,G, e como G/K é um p-grupo
finito, entdo [NK/K, G/K] < (NK/K)? = NPK /K, para todo K <, G, o que implica
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que, [N, G] < [NK, G] < NPK, para todo K <,G. Logo, [N, G] <k, NPK = N,

E portanto, N p.e.G. A demonstracao é analoga para o caso p = 2. |

No corolério a seguir, veremos que o limite inverso de um sistema inverso de p-
grupos powerful produz um grupo powerful. Lembrando que, um p-grupo finito G é
powerful se p é primo impar e G/GP ¢ abeliano, ou se p =2 e G/G* ¢ abeliano.
Corolario 2.2.3 Um grupo topoldgico G € um grupo pro-p powerful se, e somente se,

G € o limite inverso de um sistema inverso de p-grupos finitos powerful em que todas

as aplicacoes sao sobrejetivas.

A demonstragao desse resultado segue da definicao de limite inverso, e pode ser
vista com detalhes em |2, Corollary 3.3].

Veja que, os p-grupos finitos sao um caso particular de grupos pro-p. E as pro-
priedades dos grupos pro-p finitamente gerados powerful seguem, em grande parte,
dos p-grupos powerful. Sendo assim, apresentaremos uma série de resultados de gru-
pos pro-p powerful, mas na maioria dos casos, comegaremos com um resultado para
p-grupos powerful antes de estendé-lo ao resultado correspondente sobre grupos pro-p
finitamente gerados powerful. A teoria dos p-grupos powerful pode ser vista com de-
talhes em [2], Capitulo 2. Lembrando que, sempre que citarmos os p-grupos powerful,
de acordo com a definicao de ser powerful, estamos nos referindo apenas aos p-grupos

finitos.

Proposicao 2.2.4 Se G ¢ um p-grupo powerful entao todo elemento de GP é uma

poténcia de p de um elemento de G.

A demonstracdo pode ser encontrada em [2, Proposition 2.6].

Proposicao 2.2.5 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful. Entao todo
elemento de GP é uma poténcia de p de um elemento de G, e GP = ®(G) € aberto em
G. E se p=2, entao G* ¢ aberto em G.

Demonstracao: Primeiramente mostraremos que todo elemento de G? é uma
poténcia de p de um elemento de G. Para isso, basta mostrar que G?» = GP. Seja
9= (9n) € G =Ny, G'N, entao para cada N <, G, gy € (G/N)?. E como G/N &
um p-grupo powerful, entao pela Proposicao gy € uma poténcia de p em G/N,
para cada N <, G. Defina Xy = {hy € G/N | b, = gy}. Note que, com respeito
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a aplicagdo natural myy : G/N — G/M, sempre que N < M, (Xy,Tun)Na,G
forma um sistema inverso de conjuntos finitos nao vazios. Entao MXN # &, 0 que
implica que que existe h = (hy) € @XN C G, onde h? = g e entdo G? C GP, mas
GP < G, por definicdo. Logo, GP = G? = {¢? | g € G}. Agora mostraremos a segunda
parte. Como G & powerful, entdao G p.e. G, o que implica que [G, G] < GP = GP. Por
outro lado, como G é um grupo pro-p finitamente gerado, entao ®(G) = GP[G, G, logo
G? = &(G) = P»(G) que ¢ aberto pela Proposicao2.1.4] E se p = 2 com um argumento
similar podemos ver que G4 = G* > P5(G) o que implica que G* é aberto em G.

Proposicao 2.2.6 Seja G um p-grupo finito e N < G. Se N p.e.G entdo NP p.e.G.

A demonstracao pode ser encontrada em [2, Proposition 2.3].

Corolario 2.2.7 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful. Entao para cada
1> 1,

i i—1

G = (G" Y= {2 |z eGlpe G

Demonstragao: Mostraremos por inducao sobre i que Gr' p.€. Gr' .

Se i = 1, entdo G = GP. Assim para o caso i = 1 mostraremos que GP =
GP p.e.G. Mas pela Proposicao é suficiente mostrar que G?K/K p.e. G/ K, para
todo K <, G. Por hipotese, G é um grupo powerful, entao G/K é powerful e, conse-
quentemente, G/K p.e. G/ K, para todo K <,G. Como G/K & um p-grupo finito, entao
pela Proposicao (G/K)Pp.e.G/K, mas (G/K)? = GPK/K. Logo, G? p.e.G.
Agora suponha que G?' p.e. GP' ', e vamos mostrar que a afirmaciio é verdadeira
para ¢ + 1, ou seja, ar't’ p.€. Gr'.
Por hipotese de inducao e p.€. GP'', entdo GP' é powerful, o que implica que,
GP p.e.GP', e pela Proposicao G* /K p.e.GP /K, para todo K <1, G*'. Segue
que, pela Proposicao , (Gpi/K)p p.e. Gpi/K, para todo K <1, GP', mas (Gpi/K)p =
(GPY /K =GP /K. Logo, GP"' /K p.e.G? /K, o que implica que, G*'™" p.e. GP'.
|

O proximo resultado de grupos pro-p nos da as principais caracteristicas da lower

p-series em um grupo pro-p powerful.
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Teorema 2.2.8 Seja G = (ay,...,aq) um p-grupo powerful, e escreva G; = P;(G),

para cada . Fntao
(i) G;p.e.G;
(ii) Giix = Pi1(Gy) = Gfk, para cada k > 0;

(iii) Gi=G" " ={2" " |z eG}=(d ,. .. d) );

(iv) A aplicacio v — 2 induz um homomorfismo de G;/Giv1 em Giyr/Gipr1 para

cada 1 e cada k.

A demonstracao pode ser encontrada em [2, Theorem 2.7]|.

Teorema 2.2.9 Seja G = (ay,...,aq) um grupo pro-p powerful finitamente gerado e

escreva G; = Pi(G) para cada i. Entao
(i) G;p.e.G;

(ii) Giix = P (Gy) = Gfk, para cada k > 0, e em particular, G; 11 = ®(G;);

(ifi) Gi= G =o' o e Gl = al )

(iv) A aplicacio v — 2 induz um homomorfismo de G;/Giv1 em Giyr/Giyr1 para

cada 1 e cada k.

Demonstracao: Pela Proposigao temos que Gy = ®(G1) =GP ={¢" | g €
G} <. G. Como N <, G, entdao G/N ¢ um p-grupo finito powerful e, consequentemente
pelo Teorema GP" "N/N p.e.G/N, para todo i. E como isso vale para todo

N <, G, entdo pela Proposicao 2.2.2) G; = GP' ' p.e. G. Assim,

i—1

G=®(Gi)=G"" ={¢" ' |ge G} <,G.

Agora, tomando G; no lugar de G e k + 1 no lugar de i, temos

(i+k)—1

Pt (G) =G =y |y e G} = (@Y =@ = Gy

E sendo ®(G;) = Giy1 = {¢” | g € G}, segue que, a aplicagdo  — aP & um ho-
momorfismo sobrejetivo de G; /G411 em G;1/G, 49, € compondo essas aplicagoes, assim
como é feito na prova do Teorema , temos que, r — 2?" induz um homomor-

fismo de G;/Giy1 em Giyr/Giiry1 para cada i e cada k. E essa aplicagao implica que
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i—1 i—1
_ p p ; 3 _ p p —
Gy = (d},...,a)Gs e por indugdo, G; = (] ,...,a;, )Git1. E como ©(G;) = Giq
. ~ ~ i—1 i—1
é o conjunto dos nao geradores de Gy, entao G; = (a} ,...,a5 ). |

Corolario 2.2.10 Se G = (ay,...,aq) € um p-grupo powerful entdo G = {(a;) ... {(aq),

ou seja, G € o produto de seus subgrupos ciclicos {a;).

A demonstracdo pode ser encontrada em |2, Corollary 2.8|.

Proposicao 2.2.11 SeG = (ay,...,aq) € um grupo pro-p powerful entio G = (ay) ... {(aq),

isto €, G € o produto de seus subgrupos prociclicos {a1), ..., {ag).

Demonstracdo: Tome A = (a1) ... (aq), vamos mostrar que G = A. Como um
produto de uma quantidade finita de fechados é fechado, entao A é um subconjunto
fechado de G. Assim, A = A = Nya,qg AN. Por hipotese, G = m é finita-
mente gerado, entdo G/N = (ay,...,aq)/N é finitamente gerado, para cada N <1, G. E
como G é um grupo pro-p powerful, G/N é um p-grupo powerful, entao pelo Corolario

2.2.10f G/N = AN/N, para cada N <, G. Logo G = A. |

Lembrando que, para qualquer grupo topolégico G, d(G) denota a cardinalidade
minima de um conjunto de geradores topoldgicos para G.

Se G' ¢ um grupo pro-p finitamente gerado, temos que
d(G) = dimg, (G/2(G)),

ou seja, d(G) é a dimensao de G/®(G) visto como espago vetorial sobre um corpo com
p elementos.

O proximo resultado da condicoes sobre um grupo pro-p para garantir que a
quantidade minimal de geradores de um subgrupo préprio é menor do que a quantidade
minimal de geradores do grupo. Veja que esse resultado ¢ de suma importancia para a
teoria dos grupos pro-p powerful, pois através dele podemos garantir que todo grupo

pro-p powerful finitamente gerado tem posto finito.

Teorema 2.2.12 Se G é um p-grupo powerful e H < G, entdo d(H) < d(G).

A demonstrac¢do pode ser encontrada em [2, Theorem 2.9).
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Teorema 2.2.13 Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado e H um subgrupo
fechado de G. Entao d(H) < d(G).

Demonstragao: Por hipotese G é um grupo pro-p powerful, entdo G/N é um
p-grupo powerful e pelo Teorema [2.2.12] d(HN/N) < d(G/N), para cada N <, G. E
como HN/N e G/N sao finitamente gerados, existem X C H e Y C G tais que X N/N
gera HN/N, para cada N <,G, e Y N/N gera G/N, para cada N <, G. Entdo X gera
H topologicamente e Y gera G topologicamente, e | X| < |Y|. Logo, d(H) < d(G).

|

Nosso préximo passo é construir um subgrupo aberto powerful em um grupo pro-
p finitamente gerado, com o intuito de obter informacoes mais gerais do que o teorema
acima. Por exemplo, provaremos mais adiante que, se G' ¢ um grupo pro-p finitamente

gerado e tem um subgrupo aberto powerful, entao G' tem posto finito.

Definicao 2.2.14 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado. Definimos V (G, r) como

sendo a interse¢ao dos nicleos de todos os homomorfismos de G em GL,(F,).

Como G é finitamente gerado e GL,(F,) é finito, entdo pelo Corolario 2.1.6] os
homomorfismos de G em GL,(F,) sdo continuos. Logo, existe uma quantidade finita
de homomorfismos de G em GL,(F,), e consequentemente, V (G, r) é aberto em G, pois

¢ a intersecao finita de abertos.

Proposicao 2.2.15 Seja G um p-grupo finito, p primo e r um inteiro positivo. Con-
sidere V.= V(G,r) e seja W =V sep é impar e W = V2 se p = 2. Se N <G,
d(N)<reN<W, entdo Np.e. W.

A demonstracao pode ser encontrada em [2, Proposition 2.12].

Proposicao 2.2.16 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado, p primo e r um inteiro
positivo. Considere V=V (G,r). E seja N <, G satisfazendo d(N) <r e N <V sep
¢ impar, e N < V? se p=2. Entdo Np.e.V sep é impar, e Np.e.V? se p = 2.

Demonstragao: Por hipotese G é um grupo pro-p, entdao G/K é um p-grupo,
para todo K <, G e NK/K <, G/K, para todo K <, G, uma vez que N <, G. Além
disso, como d(N) < r, entao d(NK/K) < r, para todo K <, G. Agora considere
V(G/K,r) a interse¢ao dos nicleos de todos os homomorfismos de G/K em GL,(F,).
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E veja que, V(G,r)K/K < V(G/K,r), pois um homomorfismo de G em GL,(F,) é a
composicao das fungdes G — G/K e G/K — GL,.(F)).

Suponha que p é impar. Como NK/K < V(G,r)K/K < V(G/K,r), para
todo K <, G, entao pela Proposicao NK/K p.e.V(G/K,r), o que implica que,
INK/K,V(G/K,r)] < (NK/K)?, mas [NK/K,V(G,r)K/K| < [NK/K,V(G/K,r)],
entdo [NK/K,V(G,r)K/K] < (NK/K)?, logo NK/K p.e.V(G,r)K/K, para todo
K <, G, e pela Proposicao Np.e.V(G,r). Analogamente, se p = 2, entdo

N p.e. V2 o que completa a prova da proposicao. |

Defini¢ao 2.2.17 Dado r € N, definimos A(r) como sendo um inteiro que satisfaz
2)\(7‘)71 <r S 2)\(1“).

Lema 2.2.18 Se G € um p-grupo finito, entdo G/V(G,r) possui uma série de com-

primento (1), de subgrupos normais com todos os fatores abelianos elementares.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [2, Lemma 2.11].

Teorema 2.2.19 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado e p primo. Suponha que
r = sup{d(N) | N <, G} € finito, entao G tem um subgrupo caracteristico powerful de
indice no mdzimo p") se p € tmpar e 27T se p = 2.

Demonstragao: Considere V' = V(G,r). Por definicdo V é a intersecao dos
niicleos de todos os homomorfismos de G em GL,(F,), e como o niicleo de cada homo-

morfismo é caracteristico, entdao V' é caracteristico em G. Por hipotese G é um grupo

G/K

pro-p, entdo G/K é um p-grupo finito, para todo K <, G, e pelo Lema [2.2.18] VIR

possui uma série

G/K =Ny/JK >N, /K >...>N,/K =VK/K

N;/K

N /K 880 abelianos

de subgrupos normais em G/ K tais que s < A(r) e todos os fatores

elementares com 0 < i < s — 1. E pelo teorema do isomorfismo VK/K 2 V/VNK e

Ni/K ~ N;
Nit1/K = Niy1?

com 0 <1i < s— 1. Entdo, G/V possui uma série

G=Ny>2N; >...2N;=V
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de subgrupos normais de G tais que s < A(r) e todos os fatores IV;/N;1 sdo abelianos
elementares com 0 < i < s — 1. E como r = sup{d(N) | N <, G} ¢ finito, cada um
desses fatores tem ordem no maximo p” e entdo |G : V| < pr(),

Suponha que p é impar. Como V é a intersecao finita de subgrupos normais
abertos, entdao V <, G. Além disso, d(V) < r = sup{d(N) | N <, G}, entao pela
Proposicao 2.2.16] V p.e.V e, consequentemente, V' é powerful. Assim, se p é impar,
V & um subgrupo aberto caracteristico powerful, com indice no maximo p"").

Agora suponha que p = 2. Note que, dado ¢ um automorfismo de V, ¢(v?) =
®(v)?, para todo v € V, entao V2 é caracteristico em V', logo V2 é caracteristico em G,
e como r = sup{d(N) | N<,G} e V? <, G, entdo d(V?) < r. E pela Proposi¢ao 2.2.16]
V2p.e.V? e, consequentemente, V2 ¢ powerful. Além disso, |[V/V?| =2t < |[V] < 27,
entao |[V/V?] < 27. E como a série de V em G tem tamanho no maximo A(r), entdo a
série de V2 em G tem tamanho no maximo A(r) + 1, assim |G : V2| < 2"+, Logo,
se p =2, V2 & um subgrupo caracteristico powerful com indice no maximo 2"t o

que completa a prova do teorema. |

Relembrando que um grupo profinito de posto finito é por definicao finitamente
gerado. E se G é um grupo pro-p powerful finitamente gerado, entdo pelo Teorema
2.213] G tem posto finito e 7k(G) = d(G). Tendo em maos os resultados acima,
podemos provar que, se G € um grupo pro-p finitamente gerado e tem um subgrupo

aberto powerful, entao G tem posto finito.

Teorema 2.2.20 Seja G um grupo pro-p. Entao G tem posto finito se, e somente
se, G € finitamente gerado e tem um subgrupo aberto powerful; neste caso, G tem um

subgrupo caracteristico aberto powerful.

Demonstragao: Suponha que G tem posto finito, digamos 7k(G) = r, entdo G
¢ finitamente gerado, e pelo Teorema [2.2.19] G' tem um subgrupo aberto caracteristico
powerful, mais precisamente, tal subgrupo ¢ V = V(G,r) se p é impar e V2 se p = 2.

Reciprocamente, suponha que G é finitamente gerado e tem um subgrupo H
aberto powerful. Entao H tem indice finito e contém um subgrupo normal aberto de
G, digamos N. Sabemos que, rk(G) < rk(N) + rk(G/N). E por hipdtese, G é um

grupo pro-p, entdo G/N & um p-grupo finito e, consequentemente, tem posto finito.
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Além disso, sendo G um grupo pro-p finitamente gerado, entdao H é um grupo pro-
p finitamente gerado, d(H) = d. Assim, H é um grupo pro-p powerful finitamente

gerado, entao pelo Teorema [2.2.13] d(K) < d(H) = d, para todo K <, H. Logo,
rk(H) < d(H) =d. E como N < H, entdo N tem posto no maximo d. E portanto,
rk(G) < rk(N) +rk(G/N) é finito. |

Corolario 2.2.21 Seja G um grupo pro-p e r um inteiro positivo. Suponha que todo
subgrupo aberto de G contém um subgrupo normal aberto N de G, com d(N) < r.

Entao G tem posto finito.

Demonstragao: Como d(G/N) é finito, com N <, G e d(N) < r, entao G é
finitamente gerado, pois d(G) < d(G/N) + d(N).

Considere W = V(G,r) se p é impar e W = V(G,r)? se p = 2. Como W & aberto
em (G, entdao contém um subgrupo N normal aberto r-gerado de G e pela Proposicao
[2.2.16) N p.e. W e, consequentemente, N é powerful. E pelo teorema anterior, G tem

posto finito. ]

E para finalizar essa secao apresentaremos dois teoremas nos quais sao adicionados

condicoes em um grupo pro-p para o mesmo ter posto finito.

Teorema 2.2.22 Seja G um grupo pro-p. Entdo as sequintes afirmacoes sio equiva-

lentes:

a) Eriste s e N ec> 0 tal que |G : Gr* < cp*, para todo k;
P

(b) FEziste s € N e c >0 tal que |G : ka\ < ¢cp®*, para todo k;

(c) G tem posto finito.

Além disso, se em (c) G tem posto r, entdo podemos tomar s =1 em (a) e (b). E dado

s como em (a), G tem um subgrupo normal aberto K, com rk(K) < s.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [2, Theorem 3.16].

Teorema 2.2.23 Seja G um grupo pro-p. Entdo as sequintes afirmacoes sao equiva-

lentes:
(a) G € o produto de uma quantidade finita de subgrupos prociclicos;

(b) G € o produto de uma quantidade finita de subgrupos fechados de posto finito;
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(c) G tem posto finito;

(d) G é€ finitamente gerado como um grupo ' Z,-powered’, isto €, G tem um subconjunto

.CE)\S

. s 7

X finito tal que todo elemento de G € igual a um produto da forma :1:1\1 .
comx; € X e \j € Zy,.
(e) G € gerado como um grupo ’ Z,-powered’ por um subconjunto enumerdvel.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [2, Theorem 3.17].

2.3 Grupos Pro-p Uniformes e Teoria de Lie

Na se¢ao anterior, mostramos que todo grupo pro-p de posto finito tem um sub-
grupo normal aberto que é powerful. Agora mostraremos que este subgrupo pode ser
escolhido de modo a satisfazer uma condi¢ao ligeiramente mais forte, a de ser uniformly
powerful. Além disso, mostraremos que nos grupos pro-p uniformly powerful a opera-
¢ao do grupo pode ser ‘suavizada’, para dar uma nova estrutura de grupo abeliano, e
esse novo grupo abeliano ¢ de forma natural um Z,- moédulo livre finitamente gerado.
E por fim, estabeleceremos a correspondéncia entre grupos pro-p uniformes e algebras

de Lie.
Definicao 2.3.1 Seja G um grupo pro-p. Dizemos que G € uniformly powerful quando
(i) G ¢ finitamente gerado,
(ii) G € powerful, e
(iii) Para todo i, |P;(G) : P (G)| = |G : P(G)|.

Para simplificar, abreviaremos ‘uniformly powerful’ denotando apenas por ‘uni-
forme’.

Veja que, se G é um grupo pro-p satisfazendo os itens (i) e (ii) da defini¢do acima,

entao pelo Teorema [2.2.9] a aplicacao x — 2P induz um epimorfismo
fi: Pi(G)/Pita(G) — Pii(G)/ Piia(G)
para cada i, e pelo item (iii) da defini¢do acima |P;(G) : Piy1(G)| é constante, assim,

‘Pi(G)/PiJrl(G)’ = |Pi+1(G)/Pi+2(G)‘ = ’G/Pz(GH-
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Logo, a condigao (iii) da definigdo acima é equivalente a:
(iii)* Para cada i > 1, a aplicagdo f; é um isomorfismo.

Teorema 2.3.2 Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado. Entio Py(G) é

uniforme, para todo k suficientemente grande.

Demonstracao: Escreva P,(G) = G, para todo i. Como G ¢ finitamente ge-
rado e G; é aberto em G para cada i, entao pela Proposicao G; é finitamente
gerado, para cada i. Além disso, pelo Teorema m item (i), G; p.e. G, para todo i e,
consequentemente, GG; é powerful, para todo 1.

Resta verificar que |Pi(Gy) : Pip1(Gr)| = |Gy : P2(Gi)|. Sendo G; um grupo
pro-p, entdo |G; : G| = p¥, para algum d; € N. E pelo Teorema item (iv), a
aplicagao xr —> 2" induz um homomorfismo sobrejetor de G;/Gi1 em Gk /Gitpi,
assim p* = |G;/Gis1| > |Gitr/Gisrsal, em particular, para k = 1, p% = |G; /G| >
|Gis1/Giso| = pi+t, entao dy > dy > ... > d; > d;y1 > ..., 0 que implica que existe m

tal que dy = d,,,, para todo k£ > m, logo,
p™ = |Gr/Grsi| = |Gri1/Grial = ... = |Graj/ Grgjnrl-
E pela Proposi¢ao item (ii), P;(Gy) = Gg4i—1, para todo i e para todo k. Logo,
p* = |Gi/Gri| = |Gi/Po(Gr)| = |Grvict /Giril = |Pi(Gi) [ Pea (G

para todo i, o que implica que |P;(Gy) : Piy1(Gg)| = |Gk : P(Gy)|. E portanto,

Py(G) = Gy € uniforme para todo k suficientemente grande. |

Corolario 2.3.3 Um grupo pro-p de posto finito tem um subgrupo uniforme aberto

caracteristico.

Demonstracao: Seja G um grupo pro-p de posto finito, entao pelo Teorema
2.2.20] G' tem um subgrupo H aberto, powerful e caracteristico. E como G tem posto
finito, entdo H é finitamente gerado. Assim, H é um grupo pro-p, powerful finitamente
gerado, entdo pelo Teorema [2.3.2] P, (H) ¢ uniforme, para k suficientemente grande. E
sendo P,(H) aberto em H, entdo tem indice finito em H, e como H tem indice finito

em G, o indice de Py(H) em G também é finito, o que implica que Py(H) é aberto em
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G. Agora veja que, P,(H) char G, para todo k, pois por hipdtese, H char G. Portanto,

para k suficientemente grande, P,(H) é um subgrupo uniforme aberto e caracteristico

de G. [ |

O proximo resultado estabelece condigoes sobre um grupo pro-p finitamente ge-

rado powerful para que ele possa ser um grupo uniforme.

Proposicao 2.3.4 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado powerful. Entdo as se-

guintes afirmacgoes sao equivalentes:
(a) G € uniforme;
(b) d(Pi(G)) = d(G), para todo i > 1;

(c) d(H) =d(GQ), para todo H subgrupo aberto powerful de G.
Demonstragao: Escreva G; = P;(G).

(a) = (b) Suponha G uniforme. Segue do item (iii)’ da defini¢do, que um grupo pro-p
finitamente gerado powerful é uniforme se, e somente se, d(G;/G11) = d(G1/G2),

para todo i. E pelo Teorema Giy1 = 9(G;), para todo i > 1,
d(G;) = d(Gi/®(Gy)) = d(Gi/Giv1) = d(G1/G2) = d(G/P(G)) = d(G),

uma vez que ®(G) ¢ o conjunto dos nao geradores de G. Logo, d(P;(G)) = d(G),

para todo 7 > 1.

(b) = (a) Suponha que d(P;(G)) = d(G), para todo i > 1. Por hipétese, temos
que G é um grupo pro-p, powerful e finitamente gerado, entao resta mostrar
|Pi(G) : P (G)| = |G : P(G)]. Como, Gy = ®(G;), para todo i > 1, é o

conjunto dos nao geradores de G;, entao
d(Gi/Giv1) = d(G;) = d(G) = d(G/2(G)) = d(G/ P(G)),

para todo 7, logo |P;(G) : Pi41(G)| = |G : P»(G)|. E portanto, G ¢ uniforme.

(c) = (b) Como G & um grupo pro-p finitamente gerado, entdo P;(G) é aberto em G.
Além disso, P;i(G) é powerful, entao por hipotese d(P;(G)) = d(G).
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(b) = (c) Suponha que d(P;(G)) = d(G). E seja H <, G tal que H ¢é powerful, entao
para algum i, G; < H, assim d(P;(G)) = d(G;) < d(H) < rk(G) = d(G), o que
implica que d(H) = d(G).

O proximo teorema é uma caracterizagao muito atil de grupos uniformes. Lembre

que um grupo G é dito livre de torcao se G nao possui elementos de ordem finita.

Teorema 2.3.5 Um grupo pro-p powerful finitamente gerado € uniforme se, e somente
se, € livre de torcao.

Demonstracao: Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado e escreva
G; = Pi(G), para cada i.

Suponha que G nao é livre de tor¢ao. Entao G contém um elemento de ordem
finita. Veja que, um elemento de ordem finita em G coprima com p estd em G;, para
todo i, consequentemente, é igual a 1. Sendo assim, G contém um elemento x de
ordem p. Temos que x € G; \ Gi1, para algum i, entdo 1 # zG;11 € G;/Gii.
E considerando o epimorfismo f; : G;/Giy1 — Giy1/Gite, temos que, fi(zGiy1) =
(xGi1)P = 2PGi1e = Gipe, assim f;(xG;11) = 1, o que implica que, 2G4 € ker(f;).
Logo, f; nao é injetiva. E portanto, pelo item (iii)’ da definigdo, G nao é uniforme.

Por outro lado, suponha que G nao é uniforme, e vamos mostrar que G nao é
livre de torcao. A ideia é encontrar um elemento de ordem finita a partir da construcao
de uma sequéncia de Cauchy. Como G nao é uniforme, entao para algum i, o epimor-
fismo f; : G;/Giy1 — Gir1/Gite ndo é injetivo, entdo existe x € G; \ Gy tal que
fi(xGit1) = (2Gi31)? = 1, com 1 # 2G,yq € Gi/Giy1, 0 que implica que, 2P € G4o.

Escreva x5 = x. Suponha que existe uma sequéncia de elementos xo,x3,..., T,
satisfazendo 2% € Giyj e x; = ;1 (mod Gy ), para 2 < j < n. Existe z € Giyn1
tal que 2P = zP, pois 22 € Giyp = (Gitn_1)P. Agora escreva z,., = 2 'x,. Entdo

Tpi1 = Tn (Mmod Gigp1). Além disso, 27, € Giynq1: Se p impar, temos que
ab = (27 a,)P = 2Pl [, 2 PP 2 = 1 (mod Gigpya),

uma vez que, [Giin_1,G, G][Gign-1,G]’ < Giyns1. E se p= 2, temos que

p

I T 2 —2
T =2 "z :

=222 =1 (mod Giynyi1),
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pois [Gisn-1,G] < Gl .1 = Gitnt, ja que, Giypo1p.e.G. Assim, a sequéncia
o, X3,...,Ty,... pode ser construida recursivamente. Tal sequéncia é uma sequén-
cia de Cauchy e converge para um elemento z, € G, uma vez que {G; | i > 1} forma
uma base para uma vizinhanca da identidade em G. Entao zoo =2 # 1 (mod G;41) e
2P, = aP =1 (mod Giyn_1), para todo n, entdo 22, = 1. Logo, G ndo é livre de torgao.

Nosso proximo passo ¢ definir a dimensao de um grupo pro-p G de posto finito,

mas para isso precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.3.6 Se A e B sao subgrupos abertos uniformes de algum grupo pro-p, entao
d(A) = d(B).

Demonstracao: Sejam G um grupo pro-p e, A e B subgrupos abertos uniformes
de GG. Sendo A e B abertos, entao A N B é um subgrupo aberto de B. Além disso,
para i suficientemente grande, P;(A) < ANB < B. Agora observe que, P;(A) é aberto
em A e em B. E sendo P;(A) powerful e B uniforme, entdo pela Proposi¢do [2.3.4]
d(P;,(A)) = d(B). Por outro lado, como A é uniforme entdo pela Proposi¢ao [2.3.4]
d(P;(A)) = d(A). Portanto, d(A) = d(B). |

Definicao 2.3.7 Seja G um grupo pro-p de posto finito. A dimensao de G €
dim(G) = d(H),
onde H € um subgrupo uniforme aberto de G.

Lembrando que o Corolario [2.3.3] garante que sempre existe H subgrupo aberto
uniforme de G. E pela Proposicao dim(G) independe da escolha de H.

Teorema 2.3.8 Seja G um grupo pro-p de posto finito e N um subgrupo normal fe-
chado de G. Entao
dim(G) = dim(N) + dim(G/N).

Veja que, a afirmacao do teorema faz sentindo pois N e G/N tem posto finito.
Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar que a afirmacao é verdadeira
para o caso particular em que G, N e G/N sdo uniformes e usaremos tal resultado

para mostrar o caso geral.
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Caso particular: Suponha que G, N e G/N sio uniformes. Pelo Lema[2.2.5, ®(G) =
{g? | g € G} e ®(N) = {¢?” | g € N}. Agora observe que, P(N) = &(G) N N.
De fato, por definicao, ®(N) C ®(G) N N. Por outro lado, se y € &(G) N N,
entdo y € ¢(G) e dai, y = ¢P, para algum g € G, e y = g € N, entd g’ N = N,
o que implica que (¢N)?» = N = 1. Mas, como G/N ¢ uniforme, entao G/N &
livre de torgao, logo ndo existe z € G\N tal que o(zN) < +00. Sendo assim,
g € N. Logo y € ®(N), o que implica que ®(G) " N C ®(N). E portanto,
®(N)=P(G)N N.
Agora observe que, como G é um grupo pro-p finitamente gerado, entao pela

Proposicao [L.5.7]
®(G/N)=d(G)N/N 2 N/®(G)N N = N/®(N).

Além disso, G/®(G), N/®(N) e % sao espagos vetoriais sobre [F,, assim

dimg, (B(G/N)) + dims, (%) — dims, (G/3(G)).
Logo,
d(G) = dims, (G/B(G)) = dimg, (B(G/N))-+dims, <%) _ A(N)+d(G/N).

E portanto, d(G) = d(N) + d(G/N).

Caso geral: De acordo com o caso particular é suficiente encontrar um subgrupo

aberto uniforme H em G tal que HNN e H/H N N também sao uniformes, pois
nessas condicoes teremos, dim(G) = d(H), dim(N) = d(H N N) e dim(G/N) =
d(H/H N N), uma vez que, H/HNN = HN/N. E como d(H) = d(HNN) +
d(H/H N N), entdo dim(G) = dim(N) + dim(G/N).
Considere rk(G) =1 e Gy = V(G,r), se p é impar, e Gy = V(G,7)?, se p = 2,
onde V(G,r) é a intersecao dos nicleos de todos os homomorfismos de G em
GL,(F,). Pela Proposigao , todo subgrupo normal aberto G contido em Gy
é powerful. (I)

E sendo Gy um grupo pro-p powerful, finitamente gerado, entao pelo Teorema

Py(Gp) = Gy ¢ uniforme, para todo k suficientemente grande. Logo, pelo
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Teorema G é livre de torcao, dai, todo subgrupo normal aberto de G,
também é livre de tor¢ao. Mas note que, todo subgrupo normal aberto de G, é
também um subgrupo normal aberto de Gy, pois Gy char Gy, entao por (I), todo
subgrupo normal aberto de G contido em G; é powerful. E sendo G um grupo
pro-p, finitamente gerado, entao todo subgrupo normal aberto de G contido em
(G1 é um grupo pro-p, finitamente gerado. Assim, todo subgrupo normal aberto

de G contido em G é um grupo pro-p, finitamente gerado, powerful e livre de

tor¢ao, logo, pelo Teorema [2.3.5] é uniforme. (I7)

Similarmente, como N tem posto finito, entao N tem um subgrupo aberto carac-

teristico N; tal que todo subgrupo normal aberto de N contido em N; é uniforme.

E finalmente, pelo mesmo argumento, como G1/G1 N N; tem posto finito, entdo
tem um subgrupo normal aberto uniforme H/G7 N Ny. Assim, H/G; N Ny € livre
de tor¢ao e N/G1 N Ny é finito, pois G N Ny é aberto, entao H NN = G N Ny.
Logo, H/HNN é uniforme e como HNN = G1NN; <, Ny, entdao HNN também
é uniforme.

E sendo H <, Gy, entdo por ([I), H é uniforme. Assim, dim(G) = d(H),
dim(N)=d(HNN) edim(G/N)=d(H/HNN). Portanto, dim(G) = dim(N)+
dim(G/N).

De agora em diante, denote G um grupo pro-p uniforme, com d(G) = d. E para
cada n denote G,, = P,(G).

O proximo resultado estabelece um homeomorfismo entre Zg e G.

Teorema 2.3.9 Seja G um grupo pro-p uniforme e {ay,as,...,aq} um conjunto de

geradores topoldgicos para G, onde d = d(G). Entao a aplicagdo
(A, Aa) »—>a1\1...a2‘d

de Zg em G é um homeomorfismo.

Demonstragao: Como o conjunto {ai,as,...,aq} gera G topologicamente, en-

tao pela Proposicao [2.2.11) G = {(aq) ... {aq). Segue que, pela Proposicao [2.2.23| cada
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elemento a € G pode ser expresso da forma

A
a:a?l...add

com Ay, ..., \g € Zy,.

Considere a aplicagao 0 : G — Zg definida por

at' . a) s (Mg, ).

Agora fixe um inteiro k, e considere o p-grupo finito G/Gy1. Como G é uniforme,

entdao |Gy : Grii| = |G : Go| = p?, para todo k. Assim,
|G/Gk+1| = |G . Gk+1| = |G . G2||G2 . G3| c. |Gk . Gk+1’ :pkd.

E sendo G/Gy41 um p-grupo powerful, entdo G/Gr1 = (a1Gry1) - - - (@aGrs1). E como
Gy = {¢”" | g € G}, ento para cada i, [(a;Grs1)| < pF. Mas |G/Graq| = p*, entdo

|(a;Gri1)| = p*. Consequentemente, cada elemento de G/Gjy1 pode ser expresso na

forma ai’ ...a ' Gjy1, onde os inteiros ey, ..., €4 sdo unicamente determinados modulo

k- . 1 ~ - )\1 )\d . . ,d. )\ )\ ~ .
p”, isso implica que, na expressao a = aj" ...a,", os inteiros p-adicos Ay, ..., Ag sd0 uni-
camente determinados médulo p*. E como isso vale para todo k, segue que, i, ..., \g

sao inteiros p-adicos unicamente determinados. Portanto, 6 esta bem definida e é uma
bijecao.

Seja 1 : Zg — G definida por ((Ag,..., )Y = a}' .. .agd a inversa bijetiva
de 6. Veja que, ¥ é a composicao das aplicagoes « : Zg — GxGEx...xGe
f:GxGx...x G — G dadas por ((Ar,..., \))a = (Pa, (M), .., Pay(Aa)) €
(91,---.94)B =91 -.4a4, onde a aplicagdo ¢, : Z, — G ¢é definida da seguinte maneira
A — g*. Pelo Corolario , cada ¢,, é continua, entao o também é continua. E como
a multiplicacao em G é continua, entao 5 é continua e, portanto, 1 é continua. E sendo,
G e Z, espacos Hausdorff e compactos, entao pelo Lema 1) € um homeomorfismo.

|

O homeomorfismo definido no teorema acima tem muitas propriedades analiticas,
entretanto, suas propriedades algébricas nao sao particularmente boas, sendo assim,

definiremos em G duas novas operacoes de modo a obter todas as propriedades que
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procuramos. A primeira operacao a ser definida cria uma estrutura aditiva em G, com
o objetivo de torné-lo um Z,-modulo livre. Mas esse procedimento envolve “esquecer”
muitas informagoes sobre a estrutura de G, ja que todos Z,-mddulos livres de um dado
posto sao isomorfos. Entao com o objetivo de salvar mais informagoes definiremos em

G uma segunda opera¢ao, que tornard o Z,-modulo livre em uma algebra de Lie sobre

L.
Relembrando que, uma dlgebra de Lie sobre uma anel comutativo K é um K-

modulo L com uma operagao binaria (comumente chamada de colchete de Lie)
[,]:LxL— L

que é K-bilinear e satisfaz as seguintes propriedades:
(i) [a,a] =0,
(ii) [la, b], ] + [[b, ], a] + [[c, a], b] = O,
para todo a,b,c € L.
A identidade (ii) é chamada identiade de Jacobi. E veja que, de (i) temos que,

la,b] = —[b, a], para todo a, b € L. De fato,
0=[a-+ba+b=[aa+[a8+ [ a+ b8 = o8] + ),

o que significa que o colchete de Lie ¢ uma aplicacao K-bilinear antissimétrica.

Um anel nao associativo sem unidade, cuja multiplicagao é denotada pelo colchete
de Lie e que satisfaz as condigoes (i) e (ii) é chamado anel de Lie. Assim, se um anel
de Lie é também um K-moédulo, onde a multiplicagao por qualquer elemento de K ¢
um homomorfismo de L, entao L é uma K-algebra de Lie.

Se R ¢ um anel e K é um subanel de R, entdo o R-médulo L ®x R (fazendo
as extensoes de escalares de K para R) pode ser considerado de maneira natural uma

R-algebra de Lie com a multiplicagao (colchete) de Lie dada por

(1 ®@7r1,lo @ 1o = [l1, o] ® rima,

com Iy, ly € Lery,rg € R. E veja que, como uma K-algebra de Lie, L pode ser
isomorficamente imerso em L ® R pela aplicacao [ — [ ® 1, uma leitura detalhada

sobre esse assunto pode ser feita em [5], capitulo 1.
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E um resultado relevante que vale a pena mencionar é o seguinte: Se os elementos
ai, as, ..., as geram um K-modulo A e os elementos by, bs, ..., b, geram um K-modulo
B, entao os st elementos a; ® b; geram o K-mdédulo A ®x B.

O lema a seguir mostra que cada elemento xr € GG, 1 tem uma tnica p"-ésima

. —n
raiz em G, que denotaremos por zP .

Lema 2.3.10 Seja n € N. A aplicacdo x — xP" é um homeomorfismo de G em
Gni1. Para cada k e m, ele restringe a uma bijecao Gy — Grip € induz uma bijegao
Gk/Gk—I—m — Gn+k/Gn+k+m-

Demonstracgao: Escreva f(z) = zP". Pelo Teorema temos que G,y =
Gin, assim, f(Gg) = Guik € f(Grim) = Gnikim- Segue que, se x = y (mod Giim),
entao f(z) = f(y) (mod Gpikim). De fato, se x = y (mod Ggip,), entdo x = ya,
onde a € Giim, € como f estd bem definida entdo f(x) = f(ya) = f(y)f(a), onde
f(a) € f(Grim) = Gnikim, logo, f(z) = f(y) (mod Gpipim). Tal afirmagao implica
que a aplicagdo Gi/Grim — Gnik/Gnikrm estd bem definida. Assim, f induz uma
aplicacao sobrejetiva de Gy /Grym em Gk /Grikim.

Como G é uniforme, p? = |G : G| = |G, : Gi41|, para todo i. Assim,

|Gk’ : Gk+m| = |Gk : Gk+l||Gk+1 : Gk+2| - ’GkJr(m,l) : Gk+m| = pd(m_l)

|Gttt G| = |Gt : Gugst] - - |Gt me1) * Grogm| = p™" Y.

Logo, |Gk : Grim| = |Gnsr  Grniktm| €, consequentemente, a aplicacdo sobrejetiva
de Gi/Grim em Guix/Grikim € uma bijecdo. Veja que, se x, y € Gy e f(z) = f(y)
entao r =y (mod Gyim), para todo m. De fato, suponha que x # y (mod Gy,), para
algum m, entdo f(z) Z f(y) (mod Guikim), mas f(z) = f(y) e 1 € Gpikim, logo
f(z) = f(y)1, o que & uma contradigao e, portanto, x =y (mod Gg1.,), para todo m.
E como (), Gk+m = 1, entdo z =y, o que implica que, f|q, ¢ injetiva.

E para finalizar, temos que, pelo Corolario , f é continua, entdao f|g, €
uma bijecao e como, tanto o dominio quanto o contradominio sao espacos Hausdorff
e compactos, segue do Lema m que f|g, ¢ um homeomorfismo de Gy em Ggip,. E

observe que, a primeira afirmacao é caso em que k = 1. |
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Podemos usar a bijecao entre G' e GG,,;1 para transferir a operacao do grupo G411

para G, definindo assim uma nova estrutura de grupo em G. Para x, y € G defina

—-n

Ttny = (xpnypn )p
Assim, a aplicagio  — 2P " se torna um isomorfismo de G,,,; para o grupo (G, +,).

Lema 2.3.11 Sen>1,z,y€ G eu, v € G, entao
TUH, YW =T+, Y =T +n1y (modG,,),

e para todo m > n,

TAmy=x+,y (modGpiy).

n—1

Demonstracio: Seja z, y € G, entdo pelo Teorema [2.2.9) 27", y*" ' € G,,. E
pela Proposigio (G, Gl < Gap. Assim, [y 2" '] € [Gn, Gn] < Gan, 0 que

implica que, [y?" ", 2" ' P0-D/2 ¢ (@, G,] < Ga,. Por outro lado,

n—1 n—1

(2" Ty = (PP Pl e P2 (mod vs(Gh)),

onde '73(Gn) - [[G’m Gn]u Gn] S [GQnu Gn] S GQn- LOgOJ

n—1 n

(""" = 27"y (mod Gay).

n

”‘1yp”‘1)P_("_1), o que implica que (z +p-1) y)P =

Mas observe que,  +,—1)y = (2”

—1 pn—lyp—(n—1) -1 - .
[(xpn lypn 1)p n—1 }pn _ (wpn lypn l)p. Assnn’

"y = (2 ey y)? (mod Gay).
Agora considere k =1 e m = n — 1 no Lema [2.3.10, entao temos que o homeo-

morfismo x — 27" de G em G, induz a seguinte bijecao

G/Gn — Gn+1/G2n

(2.1)
2G,, — 2P Gy

E como 2" y?" = (x +(m-1) y)?" (modGa,), entdo extraindo a p"-ésima raiz obtemos

que

—-n

T,y = (2P VW =2 +(n-1) ¥ (mod Gy,).
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E como (zu)?" = 27" (mod Gy,) e (yv)P" = 4P (mod Gs,), entao novamente pelo

Lema [2.3.10, 0 mesmo argumento nos dar que
U +n Yy = 2 4,y (Mmod Gy),
uma vez que, xu +, yv = ((zu)?" (yv)?" )P e x +, y = (2P y?" )P". Logo,
TUH, YW =T+, Y =2 41y (MmodG,).

Resta verificar a tltima afirmagao. A mesma segue por inducao sobre m — n,
onde m > n.

Suponha que m —n = 1, entao n = m — 1 e, pelo caso anterior = +,, y =
T +m_1y (modGy,), o que implica que, =+, y =z +,y (mod Gpy1).

Suponha que a afirmacao é verdadeira para m —n = r, ou seja, * +,, Yy =
T +mry (modG,i1). E mostraremos que é verdade para m —n = r + 1. Pelo caso
anterior, =+, Y = T +(m-r)-1 Y (modGy,—,), e por hipotese de inducdo x 4+, y =

T +m_ry (modG,i1). Logo,
THmyY =2 +,y (modGpyr),
para todo m > n. ]

Assim, para um dado par (z, y), a sequéncia (z+,y) é uma sequéncia de Cauchy,

e podemos fazer a seguinte definicao:

Definig¢ao 2.3.12 Para x, y € G, defina
r+y= lim z+,y.
n—aoo

Pelo Lema [2.3.11] temos que

r+y=x+,y (modGpy)

e que, se u, v € G, entao

zut+yv=x+y (modG,).
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Proposicao 2.3.13 O conjunto G com a operacao + definida acima é um grupo abe-

liano, com elemento identidade 1 e a inversao dada por x — x 1.

Demonstragdo: Para cada n, z +, 1 = (27'17°)" =z ez +, 27" = 1.

Consequentemente, z +1 =z ez + 271 = 1.
Para verificar a associatividade, considere x, y, 2 € G e n > 1. Pela definicao
anterior x +y =z 4+, y (modGpy1), entdo z +y = (x +, y)u, para algum u € G4,

dai

(x+y)+2z = (v4+,y) +2 (modGpi1)

= (x4,y) +n 2z (MmodGphyq).

Similarmente, x+(y+2) = z+,(y+,2) (mod G, 4+1). Como a operagao +, é associativa,
segue que,

(x+y)+z=x+ (y+ 2) (modGpyi1).

E como tomamos n arbitrario, a associatividade segue. Resta verificar que + é comuta-
tiva. Veja que, [27", y?"] € [Gri1, Gruii] < Gonro, entdo P y?" = yP" 2P (mod Gapya).
Extraindo a p"-ésima raiz e usando o Lema [2.3.10| obtemos que =z +, ¥y = y +,
z (mod Gpi2). Assim, © +vy = y + x (mod G,41), e como isso vale para cada n, o

resultado segue. ]

De agora em diante, usaremos a notacao ‘aditiva’ para as operagoes do grupo em
(G, +), sendo assim, escreveremos 0 para representar a identidade, —z para representar
o elemento inverso, x — y para representar x + (—y) e mx para representar T + ...+ x
(m vezes) se m for positivo, ou ma para representar |m| - (—z) se m for negativo.

Nosso proximo passo ¢ tornar claro a estrutura desse grupo aditivo.

Lema 2.3.14 (i) Se xy = yx entao x +y = xy.
(ii) Para cada inteiro m, mx = z™.
(iii) Para cadan > 1, p"'G = G".

(iv) Sez,y € G,, entio v +y = zy (mod Gp11).

Demonstracgao:
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(i) Suponha que xy = yx. Por definigao

—-n

T = lim =z = lim (""" ) " = lim (zz...zyy...y)"
p"vezes p" vezes

= lim ((zy)(zy)...(zy))" "= lim ((zy)?”" )P’ "= lim zy = zy.
Nn—>00 N ~ Z n—-00 n—so00

p*vezes

Logo, = +y = zy.

(ii) Suponha m positivo. Vamos mostrar por indugdo sobre m que mzx = z™. Se
m = 1 o resultado é imediato. Suponha que a afirmacao ¢ verdadeira para m, ou

seja, mx = x". Mostraremos que ¢ verdade para m + 1. Temos que,

m+rx=z+x+...c =2 +z.
————
m—+1vezes
E como 2™z = za™, entdo pelo item anterior z™ + x = 2™z = 2™, logo,
(m + 1)z = 2™, E portanto, mz = 2™, para todo m inteiro positivo.

Agora suponha que m é um inteiro negativo. Temos que, mz = |m|(—z) =

im|z~'. E sendo |m| > 0, entdo pelo caso anterior |m|z~ = 2~ " = g™,

(iii) Pelo Corolario G, =G = {2/ | € G}. Sendo assim, mostraremos
Mas

1

que p"IG = GP"7'. Seja g € G, entdo existe y € G tal que g = y*" .
pelo item anterior, y?" ' = p"~ly € p"*G. Logo, G*" ' C p"!G.

Agora tome x € p" G, entdo existe y € G tal que v = p"ly = yp"’l c Gt
Logo, p"~'G C G*" . E portanto, p""'G = G = G,.

(iv) Sabemos que, a aplicagio z — 2" induz um homomorfismo de G, /G,;1 em
Gon/Gony1. Assim, para x,y € G, temos G,y — 2 Gopyr € yGrpy —
y*" Goni1, € como tal aplicacdo é bem definida e 2G,,1yGpi1 = (2y)Gry1 entdo
2" Gopy1y?" Gopyr = (5Cy)pnG2n+1; o que implica que 27" y?" Gy i1 = (xy)pnGan-
Logo, (xy)?" = aP"y?" (mod Gany1). Segue que, extraindo a p"-ésima raiz e
usando o Lema [2.3.10] temos que, 2y = = +, y (mod Gn41). E por defini¢ao
r+y=x+,y (modGpi1), portanto x + y = zy (mod Gp41).
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O proximo resultado garante que o conjunto quociente G/G,, é o mesmo, quer
consideremos o grupo aditivo (G, +) ou o grupo multiplicativo G. Sendo assim a

notagao G/G,, nao é ambigua.

Corolario 2.3.15 Para cada n, G, € um subgrupo aditivo de G, as classes laterais
aditivas de G, em G sao as mesmas que as classes laterais multiplicativas de G,, em
G. Além disso, a aplicacao identidade G, /Gni1 — G, /Gpy1 € um isomorfismo do
grupo aditivo G, /Gpn11 no grupo multiplicativo G, /Gpy1, € o indice de G, no grupo
aditivo (G, +) € igual a |G : G,,|.

Demonstragao: Segue do Lema [2.3.14|item (iii) que G,, = p"~'G é um subgrupo
aditivo de (G, +). Agora mostraremos que as classes laterais aditivas de G,, em G sao
as mesmas que as classes laterais multiplicativas de G, em G.

Seja a € G e u € G, segue da Definicao [2.3.12] que
at+u=a+1-u=a+1=a (modG,),

o que implica que a + u € aG,,. Logo, a + G,, C aG,,. Por outro lado, tome au € aG,,.
Entao au —a = au+ (—a) = a+ (—a) = 0 (mod G,,), o que implica que, au — a € G,,
logo, au € a + G, e portanto, aGG,, C a + G,,. Assim, aG,, = a + G,. Em particular, o
indice |G : G,| é 0o mesmo quando calculado em qualquer grupo. E a ultima afirmagao
segue do Lema item (iv) que a restricdo da aplicacdo identidade de G, /Gy 11
em G, /G,41 é um isomorfismo entre a estrutura aditiva e a estrutura multiplicativa.

Lembre que desde o Teorema fixamos G como um grupo pro-p uniforme
com d(G) = d.

Proposicao 2.3.16 Com a topologia original de G, (G, +) € um grupo pro-p uniforme
de dimensao d = d(G). Além disso, qualquer conjunto de geradores topoldgicos para G

¢ um conjunto de geradores topoldgicos para (G, +).

Demonstracao: Temos que G é um espago Hausdorff e compacto. Além disso,
sabemos que a aplicacdo x — —x = x~! é continua. E segue da Defini¢do [2.3.12 que
a aplicacdo (z,y) — = +y, de G x G em G é continua. Dai a aplicagao (z,y) —

r+y ! =2x+ (—y) é continua. Logo, (G, +) é um grupo topoldgico. Vimos que, a
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familia {G,,},en € uma base para a vizinhanga de 0 =1 em G. E como cada G,, é um
subgrupo de indice poténcia de p no grupo aditivo (G, +), pelo Corolario segue
que, (G, +) é um grupo pro-p.

Como (G, 4) é um grupo abeliano, entao (G, 4+) é powerful. E pelo mesmo
motivo, os subgrupos p"!G = G, sao exatamente os termos da lower p-series de
(G, +). E como G ¢é uniforme com a estrutura multiplicativa, entao |G, : Gpi1| = |G :
Gy| = p?, para todo n, e sendo as classes laterais aditivas de G,, em G iguais as classes
laterais multiplicativas de G, em G entao (G, +) é uniforme de dimensao d.

Resta provar que, qualquer conjunto de geradores topologicos para G' é um con-
junto de geradores topologicos para (G, +). Suponha que X é um conjunto de geradores
topologicos para G. Entao G/Gy = (X)G9/Gs, como um grupo multiplicativo. Mas
pelo Lema [2.3.14] item (iv), o grupo aditivo G/G> é idéntico ao grupo multiplicativo,
entdo (G, +)/Gy = (X)4 + G3/Gs, onde (X)), denota o subgrupo aditivo gerado por
X. E como ®(G) = Gy = pG ¢é o conjunto dos nao geradores de (G, +), entdo X é um
conjuto de geradores topologicos para (G, +). |

Como (G, +) é um grupo pro-p, ele admite uma a¢do natural de Z,. E como
(G, +) é abeliano, pela Proposicao |L.4.11] isso faz com que ele seja um Z,-modulo.

Logo, estamos prontos para mostrar o resultado que da a estrutura desse modulo.

Teorema 2.3.17 Seja G um grupo pro-p uniforme de dimensao d e {ay,...,aqs} um
conjunto de geradores topologicos para G. Entdo, com a operacio definida acima,

(G, +) é um Z,-mdodulo livre na base {ai, ..., a4}

Demonstracgao: Pela Proposicao o conjunto {ay,...,aq} gera topologi-
camente o grupo pro-p uniforme (G, 4) e d(G) = d. Sendo assim, (G, +) satisfaz
as hipoteses do Teorema na notacao aditiva. Entao pelo Teorema [2.3.9, cada
elemento de (G, +) tem uma unica expressao na forma a = A\ja; + ... + \gag, com
AL, ... A € Z,. Note que para cada x € G e \ € Z,, temos que z* = Az, como segue
do Lema item (ii), ao tomar limites. Mas esta ¢ exatamente a afirmagio do

teorema. [ |

Como ja foi dito, o procedimento de tornar G um Z,-médulo livre envolve “es-

quecer” muitas informacoes sobre a estrutura de G. Entao com o objetivo de salvar
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mais informacoes definiremos em G uma segunda operagao, que tornard o Z,-moédulo
livre em uma &lgebra de Lie sobre Z,, mas para isso precisamos da defini¢ao e do lema

a seguir:

Definicao 2.3.18 Para x, y € G e n € N, defina

‘s

(z, y)n = [27", 4]
Veja que essa definicao faz sentido, pois [zF", y*"] € [Gri1, Guii] < Gonga.
Lema 2.3.19 Sen>1,z,y € G eu, v € G,, entao

(xu, yv)n = (I’ y)n = (ZE, y)n—l (mOd Gn-i-l)’

e para todo m > n

(T, Y)m = (T, Y)n (Mod Gry2).

Demonstracao: Observando que, [Ga,, G,i1] < G3,41 € usando o Lema 2.3.10
vemos, assim como na prova do Lema [2.3.11] que

(zu, yv)n = (2,9)n (Mmod Gia).

Agora,sea € G;eb € G;, entao [a?,b] = [a, b’ (mod Gai+;) € [a, bP] = [a, b]P (mod G,42;).

() n—1
Segue que, tomando a = P e b=y | temos que

(27", 47" = [xpn,ypn_l]p (mod G3,41).

n—1

E tomando a = 2P e b= ypnfl, temos que

[y ) = 2y P (mod Gy
Portanto,
[xpn7 ypn] = [xpn—17 ypn—l]pQ (mOd G3n+1>
2n
= <x7 y)i—l'

Extraindo a p*"-ésima raiz e usando novamente o Lema [2.3.10, obtemos

(@, Y)n = (2,y)n-1 (Mod Gpya).
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E veja que a tultima afirmacao segue por inducao sobre m — n, a idéia é a mesma da

demonstracao da tdltima afirmacao do Lema [2.3.10 |

Assim, dado z, y € G, ((z, y),) é uma sequéncia de Cauchy, e podemos fazer a

seguinte definicao:

Definicao 2.3.20 Dado x, y € G

(z,y) = lim (z, y),.

n——aoo

Teorema 2.3.21 Com a operagio (, ), o Zy,-mddulo (G, +) torna-se uma dlgebra de
Lie sobre Z,,.

A prova desse teorema segue no mesmo espirito da prova da Proposicao [2.3.13| e
estd delineada em |2, Exercise 4.4].
O proximo resultado nos diz como subgrupos e quocientes adequados de G cor-

respondem a subalgebras e quocientes da Z,-algebra de Lie (G, +,(, )).

Proposicao 2.3.22 Seja H um subgrupo fechado uniforme de G, e N um subgrupo
normal fechado de G tal que G/N € uniforme. Entao

(i) A aplicagdo inclusao de H em G é um monomorfismo de dlgebras de Lie de
(H,+, (,)) em (G, +,(,)). Em particular, H é uma subalgebra da dlgebra de
Lie G;

(ii) N é uniforme;
(iii) N ¢é um ideal na Z,-dlgebra de Lie (G, +,(,)). E as classes laterais aditi-

vas de N em G sao as mesmas que as classes laterais multiplicativas, entao

(G/N, +,(,)) = (G, +,(, )/(N, +,(,)). Além disso, o epimorfismo natural
x : G — G/N €é um epimorfismo de Z,-dlgebras de Lie de (G, +,(,)) em
(G/N, +,(,))-

Demonstracgao:

(i) Segue da definigao, uma vez que a topologia em H é a topologia do subespago

induzida de G.

(ii) Sex € G ez € N, entdao x € N, uma vez que, sendo G/N uniforme entao pelo

Teorema, G/N é livre de tor¢ao. Como GP consiste das p-ésimas poténcias,
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entdo GP N N = NP, o que implica que N/NP é abeliano, logo, se p é impar, N é
powerful. Dessa forma, N é um grupo pro-p, finitamente gerado, powerful e livre
de torcao, entao pelo Teorema N é uniforme. Se p = 2 considere N/N* e

o mesmo argumento se aplica, concluindo assim que N ¢ uniforme.

(iii) Seja a, b € G e escreva ¢, = a +, b. Entdo (c})P" = a*"b*" dai temos que

a* +, b* = ¢ em G/N. Segue por continuidade que

a*+b"= lim ¢, =( lim ¢,)" = (a+0b)".

n—aoo n—ao0

E com argumento similar, podemos mostrar que * respeita a operacao comutador,
. ? -2 ? . , ~

ou seja, (z,y): = ([z7",y?" [P ")* = [2*7",y*"]. E respeita também a operagao

de Z,. Assim, * ¢ um homomorfismo de algebras de Lie como queriamos. E como

N é o nicleo de %, entdao N é um ideal em (G, +,(, )).

Agora, observe que, para a, b € GG, temos que,
a+N=b+N&a—-beN&(a—-b)=0a =b"<aN =0bN.

Logo, (G, +)/(N, +) = G/N, o que completa a prova da proposicao.

J& o resultado a seguir estabelece a correspondéncia inversa.

Denotaremos por Lg a Z,-algebra de Lie (G, +, (, ))-

Proposicao 2.3.23 Seja N uma subalgebra da Z,-dlgebra de Lie L tal que Lg/N é

lwre de torcao. Entao
(1) N é um subgrupo uniforme fechado de G;

(ii) Se N € um ideal de Lg entdo N é normal em G e G/N ¢€ uniforme.

Nao demonstraremos essa proposicao, uma vez que a teoria usada segue por
um caminho diferente da que estd sendo abordada nesse trabalho até agora, embora
também parte do mesmo ponto que sao os grupos pro-p uniformes, em resumo, a ideia
¢ definir adequadamente uma aplicacao injetiva log(G) em uma Q,-algebra associativa

A (onde, Aéo completamento de uma Q,-algebra normada A), satisfazendo algumas
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propriedades, de modo que permita construir uma Z,-algebra de Lie. Tal teoria pode
ser estudada com detalhes em [2], Capitulo 7, nesse mesmo capitulo o resultado [2]
Corollary 7.14|, garante que a Z,-algebra de Lie Lg e a Z,-algebra de Lie log(G) sao
isomorfas. Logo, a proposicao acima é verdadeira para qualquer Z,-algebra de Lie que
satisfaca as hipoteses. E a demonstracao da proposicao acima pode ser encontrada em
[2, Corollary 7.15].

Outro resultado importante que também nao serd demonstrado pelas mesmas

razoes acima é:

Corolario 2.3.24 Seja G um grupo pro-p uniforme e Lg a dlgebra de Lie correspon-

dente.
(a) G € abeliano se, e somente se, Lg € abeliano;

(b) G € solivel se, e somente se, Lg é solivel.

A demonstracdo pode ser encontrada em [2, Corollary 7.16].

Agora, pensando no sentido inverso do que foi feito, mostraremos como a cor-
respondéncia que atribui uma &lgebra de Lie a cada grupo pro-p uniforme pode ser
revertida. Para isso, precisaremos das seguintes definicoes:

Definicao 2.3.25 Fize, e =1 se p € primo impar e ¢ = 2 se p = 2. A dlgebra de Lie
L sobre Z, € powerful se L = Zg, para algum d finito e (L, L) ;e C p°L.

A outra definicao é a formula de Campbell-Hausdorff definida de seguinte ma-

neira:

O(X,Y) = i Un (X, Y)

1
com u1(X,Y)=X+Y, us(X,Y) = §(X’Y)’ onde (X,Y) = XY —YX tal que X e

Y sao variaveis ndo comutativas, e para (n > 3),
un(X,Y) =D qe(X,Y).

tal que cada ¢, € Q satifaz p“"Yq, € pZ, e lim ey o0 Ip=©)q.| = 0, onde estamos
considerando o somatoério sobre todos os vetores e de inteiros positivos satisfazendo
(e) =n—1.

Um estudo detalhado sobre esse assunto pode ser feito em [2], Capitulo 6.
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Agora, para x, y € L, considere a série
o ([L’, y) = Zun(ajv y)7
n=1

quando L é powerful, u,(x,y) € L para todo n € N e além disso a série o (x,y)
converge em L. Tais resultados podem ser visto com detalhes em [2, Corollary 6.38].
Podemos entdo definir uma operacao binaria * : L x L — L tal que z xy —d (z,y).
Tendo em maos tais definicoes, estamos prontos para apresentar o resultado que
garante que, dado uma algebra de Lie, ela pode se tornar um grupo pro-p uniforme.
Teorema 2.3.26 Seja L uma dlgebra de Lie powerful. Entao a operacao x torna L um

grupo pro-p uniforme. E se {ay,...,aq} € uma base para L sobre Z,, entio {ai, ..., a.}

é um conjunto de geradores topoldgicos para o grupo (L, *), que tem dimensao d.

A demonstracdo desse teorema pode ser encontrada em [2, Theorem 9.8].

Como [G, G| consiste das p*-ésimas poténcias em G, segue que a algebra de Lie
L¢ é powerful. E com isso podemos apresentar o ultimo resultado desta secao, que
garante a existéncia da correspondéncia exata entre grupos pro-p uniformes e algebras

de Lie powerful sobre Z,.

Teorema 2.3.27 As aplicacoes
Gv+—— Lg, L+ (L, %)

sao isomorfismos mutuamente inversos entre a categoria de grupos pro-p uniformes e

a categoria de dlgebras de Lie powerful sobre Z,,.

A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [2, theorem 9.10]. No enunci-
ado do teorema nao ¢é especificado o que acontece com os morfismos, o que ¢ importante
especificar, uma vez que um isomorfismo de categorias ¢ um functor. Mas veja que cada
morfismo é enviado em si proprio, como uma aplicacao entre os conjuntos subordinados
em cada categoria.

A titulo de curiosidade um resultado em Lazard [0, Theorem 3.2.6, Chapter
IV] estabelece um isomorfismo entre a categoria de grupos p-saturaveis e uma certa
categoria de algebras de Lie sobre Z,, o teorema acima é nossa versao desse resultado.

Também vale a pena mencionar que, outra teoria que nao estid sendo estudada

nesse trabalho é a teoria dos grupos pro-p analiticos, embora é facilmente relacionada

Christe Hélida Moreira Montijo Agosto de 2018 PPGMat — UnB



2.3. Grupos Pro-p Uniformes e Teoria de Lie 100

aos grupos pro-p uniformes, uma vez que um grupo G é pro-p analitico se, e somente
se, G tem um subgrupo aberto caracteristico que é uniforme, ou ainda, G' é um grupo
pro-p analitico se, e somente se, G tem posto finito. Para um estudo detalhado dessa

teoria veja [2], Capitulo 8.
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Capitulo 3

Grupos Pro-p Uniformes Finitamente

Aprensentados

Neste capitulo apresentamos o resultado principal deste trabalho, o teorema de
I. Snopce do artigo [19], “Uncountably many non-commensurable finitely presented
pro-p groups”. O teorema garante a existéncia de uma quantidade nao enumeravel de
grupos pro-p uniformes, metabelianos, nao comensuréveis de dimensao m. As principais
referéncias deste capitulo sao I. Snopce [19], J. D. Dixon; M. P. F. Du Sautoy; A. Mann;
D. Segal [2] e L. Ribes; P. Zalesskii [15].

3.1 Resultados Preliminares

Um dos objetivos desta secao é mostrar que cada grupo pro-p de posto finito tem
uma apresentacao finita por “geradores e relacoes”, no sentido apropriado para grupos
pro-p, assim como limitar a quantidade de suas relacoes. Tais resultados serao usados
fortemente na demonstracao do teorema principal que serd demonstrado na préxima
secao.

Com esse intuito, nesta secao nos restringiremos apenas aos grupos pro-p livres,
mas para um estudo detalhado dos grupos pro-C livres veja os livros J.S. Wilson [22] e
L. Ribes; P. Zalesskii [15].

Para cada conjunto finito X existe um ‘grupo pro-p livre em X', a saber, o com-

pletamento pro-p do grupo livre (ordinario) em X. O resultado que prova a existéncia
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do ‘grupo pro-p livre em X’ pode ser encontrado em [22] Proposition 5.1.3]. Denota-
remos esse ‘grupo pro-p livre’ por F(X). E para qualquer subconjunto R de F(X),

escrevemos

(X5 R) = F(X)/(RFO)

onde (RFX)) denota o fecho normal de R em F(X).

Dizemos que (X; R) é uma apresentagao para um grupo pro-p G se G é isomorfo
a (X; R).

A apresentacao é finita se R, assim como X, é finito, e nesse caso, dizemos que
GG é finitamente apresentado. Agora veja que, se G é um grupo pro-p e X é um
gerador topolégico finito para G, a aplicacao identidade em X induz um epimorfismo
7 : F(X) — G. Para cada subconjunto R do nicleo Ker(m) e cada r € R, dizemos
que ‘arelacao r = 1 se mantém em G’. Neste caso, m induz um epimorfismo 7* do grupo
(X;R) em G. Se R satisfaz a condicio (RFX)) = Ker(r), entao 7* é um isomorfismo
e (X; R) é uma apresentacao para G.

O primeiro resultado dessa secao garante que todo grupo pro-p uniforme tem uma

apresentacao finita que pode ser dada explicitamente.

Proposicao 3.1.1 Seja G um grupo pro-p uniforme de dimensio d e {x1,...,xq} um
conjunto de geradores topoldgicos para G. Entao G tem uma apresentacao (1, ..., xq; R),
onde

R = {[z;, xjla™? 2D |1 <i< j < d,

e para cada m, i € j, \p(i, j) € pZ, se p € primo impar, € Ay, (i, j) € 4Zy se p = 2.

Demonstragao: Como G é powerful, entdo G’ < G?, logo [z}, x;] € GP, se p é fm-
par ou [z, x;] € G*se p = 2. Lembrando que, G? = GP, uma vez que G é um grupo pro-
p powerful finitamente gerado. E pelo Teorema GP = Gy = m, entao
segue da Proposicao que GP é produto dos subgrupos prociclicos @, e ,@.
Mas pela Proposicao , sendo @ prociclico, para cada k € {1,...,d}, entao
@ = g%», para algum ¢ € @. Logo, [zj,z;] = anzl 2@ onde cada A (2, 7)
estd em pZ, se p é impar, ou estd em 4Z, se p = 2. Assim, as relacoes & = 1 se mantém
em G.

Seja H = (x1,...,x4; R) e defina H; = P;(H), para cada i. Vamos mostrar que

G é isomorfo a H. Seja 7 : H — G o epimorfismo natural. Entao H;7* < G,
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para cada i. De fato, se ¢ = 1, Hy7* = (HP[H,H|)n* = (Hr*)P[Hrn*, Hr*] <
G?|G, G] = G;. Suponha que a afirmacdo é verdadeira para i — 1, ou seja, H; 7% =
(Hi—om*)P[H;_om*, Hr*] < G¥_,|G;—2,G] = G;_1. E vamos mostrar que é verdade para i,
Hym* = (Hiam*)P[Him*, Hr'] < (G7L,[Gima, GIP[GY5[Gins, G, Gl = GY_1[Gio1, G] =
G;. Logo, H;m* < G, para cada i. Agora, das relacoes R = 1 que se mantém em H
implica que H é powerful. E do Teorema [2.2.9] temos que |H;/H;1| < |H/H,| < p?,
uma vez que d = d(G), dai |[H/H,.1| < p™ = |G/G,.1], para cada n, pois G é uni-
forme. E como 7* é um epimorfismo e H, 17" < G, 41, entao kern* < H, .1, para cada
n. Mas (o, Hoy1 = 1, entdao 7* é injetiva. Assim, G é isomorfo a H. E portanto,

(x1,...,24; R) € uma apresentagao para G. |

O lema a seguir é uma ferramenta muito util para lidar com grupos pro-p de

posto finito em geral.

Lema 3.1.2 Seja G um grupo pro-p e K um subgrupo normal aberto de G. Se K ¢é

finitamente apresentado, entao G € finitamente apresentado.

Demonstragao: Seja K um subgrupo normal aberto de G, entdo |G : K| = p™,
para algum m. Suponha que K é finitamente apresentado. Como |G : K| = p™, entao
G/K contém um subgrupo normal de ordem p’, para cada i < m, ou seja, existe uma
série

K/K<KyK<«.. <K, 1/K<K,/K=G/K

tal que |K;/K| = p', para 1 <1 < m. E pelo teorema da correspondéncia
K<]K1<K2<]...<]Km,1<Km:G.

Veja que, como G é um grupo pro-p, entao K; também é um grupo pro-p, para todo
i < m. Assim, se usarmos o fato que |K;/K| = p e provarmos que G = K; é fini-
tamente apresentado, entao por inducao, GG é finitamente apresentado, uma vez que
|K; : K;_1] = p. Suponha entdo que, |G : K| = p. Assim, G = K(y) onde y* € K.
Agora suponha que (X; R) é uma apresentacao finita de K, vindo de um epimorfismo
7 F(X) — K. Entao existe v € F(X) tal que y» = vm, e sendo K < G, entao para
cada z € X existe w, € F(X) tal que (zm)¥ = w,m. Agora tome Y = X U {t}, onde

t ¢ X e defina um epimorfismo 7 : F(Y) — G por a7 = xm, para z € X e i = y.
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Coloque
S={ttv "} Uu{a'w,' |z € X} CF(Y),

seja NV o fecho em F(Y) de ((RUS)F™) e defina M = ker®. Note que, N < M, pois
(tPo 7T =1 e (z'w;')7T = 1. Veja que, da relagaio S = 1 que se mantém em F(Y)/N
temos que F(X)N < F(Y) e que |F(Y) : F(X)N| < p, estamos identificando F'(X)
com sua imagem em F'(Y'), uma vez que X C Y. Como F(Y)T =G e (F(X)N)7 = K,
entdo kerm = M < F(X)N, o que implica que M = (M NF(X))N. Mas M NF(X) =
kerm = W < N. Logo, M = N. E portanto, (Y; RUS) é uma apresentacao finita
para G. ]

Tendo em maos o lema acima, estamos prontos a demonstrar que todo grupo

pro-p de posto finito tem uma apresentacao finita.

Teorema 3.1.3 Todo grupo pro-p de posto finito € finitamente apresentado.

Demonstracao: Seja G um grupo pro-p de posto finito. Pelo Corolario2.3.3] G
tem um subgrupo K que é uniforme, aberto e caracteristico. E sendo K caracteristico
em G, entao K < G. Assim, K é um grupo pro-p, uniforme de dimensao finita, entao
pela Proposicao K tem uma apresentacao finita. Dessa forma, K é um subgrupo
normal aberto de G que ¢é finitamente apresentado, entao pelo lema anterior, G ¢

finitamente apresentado. |

Uma pergunta natural é: Qual é o nimero minimo de relacoes requer a apresen-
tacao de um determinado grupo pro-p? O proximo teorema ¢ uma resposta para essa
pergunta.

Para um grupo pro-p finitamente gerado G, defina

t(G) =inf{|R| | G tem uma apresentagao (X; R), com |X| = d(G)}.

Teorema 3.1.4 Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado, com d = dim(G)
er =d(G) =rk(G). Entdo

<2>§t(G)§<2>+r—d.
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r
Em particular, se G € um grupo pro-p uniforme, entao < 5 ) =t(G).

Demonstracao: Considere primeiro a segunda desigualdade. Escreva G; =
P,(G) para cada i, e defina d; por p%i = |G; : Gi;1|. Pelo Teorema [2.3.2] G}, é uniforme,
paraalgum ker =d; > dy, > ... > di = d. Segue do Teorema que GG tem um con-

junto de geradores {x1, ..., x,} tal que, para cada i, G; é gerado por {xﬁ’ifl, . ,xszfl}.

(m) xudi“(m)

— m
diir = g ), com

Agora, sempre que d; > m > d;, 1, temos que, xﬁi = o
pin(m) € p'Z,, para cada n. Além disso, como na prova da Proposi¢ao |3.1.1] sem-
pre que 1 < i < j < r, existe uma relacao [z, z;] = xi‘l(i’j) @) = 26D com
M(i,7) € pZy (ou A\, (i, j) € 4Zs, se p = 2), para cada n.

Seja H um grupo com a seguinte apresentacao
(1, s s [, 2] D (1 < i< j < r), 2P M (dy > mo> diyy, 1 <0< k).

Escreva H; = P;(H), e andlogo a demonstra¢do da Proposi¢ao temos que H é

powerful, |H : H,| < |G : G,|, para cada n, e H = G.
T

. ~ ~ i
Como existem relagoes da forma [x;, z;]z* e r—d relagdes da forma z, P z*,
2

,
entao t(G) < +r—d.
2

Para a outra desigualdade, suponha que temos uma apresentacao (X; R) para
G, com |X| = r e |R| = t. Entdo G/G tem uma apresentagao (X;R,z7,... zF),
onde X = {z1,...,2,.}. Mas G/G5 & um p-grupo abeliano elementar de posto r, entao

t(G/Gs) = r(r +1)/2. Consequentemente, t +1r > t(G/Gs) =r(r+1)/2, onde t +r é

o namero de relagoes de (X; R, 7, ... zF), dai
t>r(7“+1)—27“:7‘(r—1): r
- 2 2 )
r r
E portanto, <tG) < +r—d.
2 2
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3.2 Resultado Principal

Como ja foi dito, nesta secao nos dedicaremos exclusivamente a demonstrar que
existe uma quantidade nao enumeravel de grupos pro-p uniformes, metabelianos nao
comensuraveis de dimensao m, e que existe uma quantidade nao enumeréavel de gru-
pos pro-p finitamente apresentados nao comensuraveis com um nimero minimal de
geradores igual a m. Para isso, apresentaremos dois resultados que serao aplicados
diretamente no teorema principal, tais resultados também fazem parte do artigo “Un-
countably many non-commensurable finitely presented pro-p groups”, de I. Snopce [19].

A idéia da prova é construir uma quantidade nao enumeravel de Q,- algebras de
Lie metabelianas nao isomérficas e aplicar a teoria de Lie estudada no capitulo anterior.
Para isso usaremos a aplicagao adjunta que é definida da seguinte maneira: Seja L uma

K-algebra de Lie. Para qualquer elemento x € L fixado, defina o K-endomorfismo

adx: L — L

y — adz(y) = [z,y],

onde a operacao [z,y] é o colchete Lie.

O proximo resultado mostrara sob quais condigoes duas algebras de Lie, com a
operacao colchete de Lie definida de maneira adequada, serao isomorfas.

Veja que, quando fixada uma base de uma algebra de Lie, os colchetes (de Lie)
entre quaisquer dois elementos dessa base podem ser escritos como combinacao linear.
E os coeficientes dessa combinacao, sao chamados de constantes de estrutura da dlgebra
em relacao a base e determinam a algebra a menos de isomorfismo. Para mais detalhes,
bem como a demonstragao dessa afirmacdo veja [12]. Mas observe que, ao trocar a base,
as constantes de estruturas nao necessariamente serao as mesmas, para obter as mesma
algebra de Lie ou algebras isomorfas. Porém, no caso especifico que apresentaremos a
seguir, as algebras de Lie serao isomorfas se, e somente se, tiverem as mesmas constantes
de estrutura.

constantes de estruturas sao unicamente determinadas.

Vamos denotar Z; o grupo das unidades dos inteiros p-adicos, ou seja, Z, =

Ly \pr-
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Proposicao 3.2.1 Seja d € Z;, e paran > 1, sejam Loyi+1(d) € Loyio(d) Z,- dlgebras

de Lie definidas da sequinte maneira:

i) Lo,y1(d) € o Z,- modulo livre na base {x,es, ... ea,11} € 0 colchete de Lie é dado
p

da sequinte forma:

lei,e;] = para 2 <1i,7 <2n+1,
lei, ] = ean_iv3 para 3 < i < 2n,
[6 ] = dean1,
[eant1, 7] = ea + €anta-
(ii) Lonto(d) € 0 Zy- mddulo livre na base {x, eq, ..., ea,42} € 0 colchete de Lie é dado

da sequinte forma:

le;, ej] =0 para 2 <i,7 < 2n+ 2,
lei, ] = eapn_iya para 3 < i< 2n+ 2,

[62, fL’] = d€2n+2-

Suponha k > 3 el € Z;. Entao Li(d) = Li(l) se, e somente se, d = 1. Além disso, d
¢ um invariante da Q,- dlgebra de Lie Li(d) ®z, Q,.

Demonstracao: A idéia da demonstragao é usar a aplicagao adjunta ad x para
encontrar propriedades invariantes que envolvam as constantes de estruturas d e [ e
com isso concluir que, L(d) = Ly () se, e somente se, d = [.

Seja k > 3 e L = Li(d). Veja que, L' = [L,L] é um ideal abeliano gerado
por es, es, ..., €k, pois basta observar que, se y, z € L, entao sao escritos da seguinte
forma y = M + Xgea + ...+ Apep € 2 = [x + poes + ...+ ey, com A, p; € Zy,
i={1,2,...,k}, assim para k = 2n + 1, temos que

[y, 2] = [Mx+ Aaea+ ...+ Agep, 1 + poes + ...+ pgex]
= [MNz, x| + [Maea, ] + ...+ [Nons1€oni1, p1x] +
Az, poea] + ... 4 [Nons1€oni1, piaea] + ... +
Mz, piant1€2n41] + - - + [A2nt1€2n41, flant1€2041]
= Nopundesnir + ...+ Aapyrpin(ea + €2p41) + (—Aipin)dezn i1 +

(—)\1/~L3)62n +.. .+ (—)\1/~L2n+1)(€2 + 62n+1):
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ou seja, [y, z] é escrito como combinagao linear dos elementos es, €3, . . ., €9, 11 € 0 MeSMO
acontece para k = 2n + 2. E consequentemente [L', L'] = 0, logo, L’ é abeliano, o que
implica que L ¢ metabeliano.

Considere A(z) a restricdo de adx a L', e Agx(d) a matriz associada a essa trans-

formacao linear com respeito a base ey, e3, ..., . Assim se k = 2n + 1, temos que
€9 d€2n+1 0 --- 0 0 d €9
es €9n O -~ 0 1 0 es3
adzx
— =
€an €3 0 1 0 R €an
€2n41 €2 + €241 1 0 - 0 1 €2n41
onde,
0 0 0 d
0 0O 1 0
Agnya(d) =
0 1 0 0
1 0 --- 0 1

uma matriz de tamanho 2n x 2n.

Analogamente, se k = 2n + 2, temos que

0 0 0 d

0 0 1 0
Agnio (d> =

0o 1 0 0

1 0 0 0

uma matriz de tamanho (2n + 1) x (2n + 1).

Note que tr(Ag(d)) = 1, para todo k > 3. Além disso, det(Az,+1(d)) = (—1)"d
e det(Agpia(d)) = (—1)"d, para todo n > 1, ou seja, det(A(d)) = (—1)1"2)d, para
k> 3.

E note também que podemos escrever L como uma soma direta L = L' & xZ,.
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Agora, considerando outra base, temos que L = L' @ yZ,, para algum y € L, entdo

y=ur+e comucZieecl e
[eiv y] = [eia ur + 6] = u[ei,x] + [eia 6] = u[eiv l’],

pois como e € L' entdo [e;, €] = 0.
Assim, A(y) = ady|,, = uA(z), entao tr A(y) = utr A(x) e det A(y) = u*~'det A(z),
onde k — 1 =dim L'. Como tr A(z) = tr (Ax(d)) = 1, para todo k > 3, segue que

(tr A(y))"* D - det A(y) = u'™" - det A(y) = det A(z) = (—=1)L"=d.

Veja que, para qualquer y € L, quando aplicamos na adjunta e calculamos o deter-
minante, o resultado serd sempre o mesmo, inclusive para y = z (nesse caso u = 1),
independente de qual base escolhermos, portanto d é um invariante da algebra L. Sendo
assim, se as algebras sao isomorfas, entao temos um isomorfismo entre bases que ‘leva’
base em base, logo, d = [. E por outro lado, se | = d, entao temos o isomorfismo das
algebras, uma vez que ambas tem o produto de Lie definido com as mesmas constantes
de estrutura. E portanto, Ly(d) = Li (1) se, e somente se, d = .

E veja que a demonstracao funciona igualmente bem com @Q, no lugar de Z,.
Assim, d ¢ um invariante de Q,-dlgebra de Lie Lj(d) ®z, Q,, e o resultado segue.

Corolério 3.2.2 Seja k > 3 ed, | € Z,. A Z,-dlgebra de Lie p?Li(d) € powerful e,
p*Li(d) @z, Qp = p*Ly(1) ®z, Q, se, e somente se, d = 1. Em particular, existe uma
quantidade nao enumerdvel de Z,-dlgebras de Lie (powerful) nao isomorficas de posto
k.

Demonstragio: Como a Z,-algebra de Lie p?Lj(d) é um Z,-moédulo livre, entdo

p*Li(d) = Zy. Além disso,
[P*Li(d), p*Li(d)] = p*[Li(d), Li(d)] € p*(p*Li(d)) C p(p°Li(d)).

Logo, por definigao, p?Ly(d) é uma Z,-algebra de Lie powerful.

Agora suponha que {ej,es,...,ex} é uma base de Li(d). Como Li(d) é um
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Z,-modulo livre, entdo cada elemento a de Ly (d) tem uma expressao tnica da forma
a = )\161 + )\262 + ...+ )\kek,

com A1, Aa, ..., A\ € Zp. E seja w € p*Li(d), entdo w = p?v, para algum v € Li(d).
Dai,

K k
w = p*v = p? Z()\iei) = Z i(pPes).
=1 =1
Logo, temos que p2ey, p’es, ..., pe, ¢ uma base de p?Ly(d), uma vez que w é escrito

de forma tnica como combinagao linear de elementos com coeficientes em Z,. Reci-
procamente, suponha que p?ei, p?es, ..., p°ex € uma base de p>Li(d). Dado v € Li(d),

existe w € p®Ly(d) tal que w = p*v, dai

k k k
w = Z Xi(p°e;) = Zp2()‘i€i> =p’ Z(/\iei) = pv,
i=1 i=1 i=1
logo, v = Zle Aie; e {e1,€ea,...,ex} € uma base de Li(d). Segue que, considerando

as extensoes de escalares de Z, para Q,, Li(d) ®z, Q, e p*Li(d) @z, Q,, temos que,
{f1, fo, .-, fr} & uma base de Ly(d) ®z, Q, se, e somente se, p* f1,p* fo, ..., p* fr € uma
base de p?Li(d) ®z, Q,. Consequentemente, p?Li(d) ®z, Q, = p*Li(l) ®z, Q, se, e
somente se, Li(d) ®z, Qp, = Li(l) ®z, Qp. E pela proposicao anterior, Li(d) ®z, Q, =
Li(l) ®z, Qp se, e somente se, d = [.

A ultima parte do corolario segue diretamente do fato que, duas algebras de Lie
Li(d) e Li(l), com d,l € Zj, sao isomorfas se, e somente se, d = [, e que Z; = Z, \ pZ,
¢ um conjunto nao enumeravel. Logo, existe uma quantidade nao enumerével de Z,-

algebras de Lie (powerful) nao isomoficas de posto k. |

Agora demonstraremos o resultado principal desse trabalho. Lembrando que, dois

grupos sao comensurdves se eles tem subgrupos de indices finitos que sao isomorficos.

Teorema 3.2.3 Seja m > 3 um inteiro positivo. FExiste uma quantidade nao enu-
merdvel de grupos pro-p uniformes, metabelianos, nao comensurdveis de dimensao m.
Consequentemente, existe uma quantidade ndo enumerdvel de grupos pro-p finitamente

apresentados nao comensurdveis com um nimero minimal de geradores igual a m (e o

m
numero minimal de relacoes iqual a < 5 ) ).
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Demonstracao: Seja m > 3 um inteiro positivo. Pelo corolario anterior,
p*L,,(d) é uma Z,-algebra de Lie powerful de posto m, para todo d € Z,. Agora
pelo Teorema , podemos associar & Z,-élgebra de Lie p®L,,(d) um grupo pro-
p uniforme G,,(d) que tem o mesmo conjunto subordinado que p*L,,(d) e tal que
d(Gp(d)) = m. E pelo Teorema 2.3.27 G,,(d) = G,,(1) se, e somente se, p?L,,(d)
p*L(1). Além disso, G,,(d) e G,,(I) sdo dois a dois nao comensuraveis sempre que
d # 1, uma vez que, p*Ly(d) ®z, Q, = p*Li(l) ®z, Q, se, e somente se, d = 1. E o
Coroléario nos garante que, um grupo pro-p uniforme é solavel se, e somente se,
a algebra de Lie correspondente é soltivel, e como a Z,-algebra de Lie ¢ metabeliana,
como vimos na demonstracao da Proposicao entao o grupo pro-p uniforme G,,(d)
é metabeliano.

E novamente pelo corolario anterior, temos uma quantidade nao enumeravel de
grupos pro-p uniformes G tal que d(G) = m e segue da Proposi¢ao m que todos

esses grupos sao finitamente apresentados. E do Teorema segue que O numero

m
minimal de relag¢oes de G,,(d) é . |

2
Com isso demonstramos o resultado principal do artigo [I9] “Uncountably many
non-commensurable finitely presented pro-p groups” de 1. Snopce. E para finalizar este
trabalho forneceremos um exemplo que mostra que podermos dar uma apresentacao

explicita de G,,(d).

Exemplo 3.2.4 Considere m = 4. O grupo pro-p uniforme G4(d) associado a Z,-
dlgebra de Lie powerful p>Ly(d) é dado pela sequinte apresentacao

Gu(d) = (y,z2,23,24: |22, 23] = 1,[23, 24] = 1, 24, 22] = 1,
2 2 2

v 7[237 y] - 'Zg 7[Z47 y] - Zg >

[227 y] = %4
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