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MODELAGEM FRACIONARIA DO FLUXO DE AGUA EM MEIO POROSO NAO
SATURADO

RESUMO

A modelagem do fluxo de &gua em solo ndo saturados é fundamentada nos conceitos
tradicionais de mecéanica dos meios continuos. Mais precisamente, os modelos gerados sdo
descritos por equacdes diferenciais parciais na forma da equacdo de Richards. Estas equacdes
podem apresentar dificuldades quanto ao seu emprego a casos praticos, que sdo causados por
diversas razdes: limitacbes quanto ao nimero de ensaios, escolha do modelo de ajuste dos
parametros do solo adequado. Nesta dissertacdo, busca-se um modelo matematico que permita
abordar o fendmeno usando solucgdes analiticas com melhor precisdo. Para isto, emprega-se o
calculo fracionario. Desta forma, o trabalho propde a reinterpretacdo do fenémeno de fluxo de
agua em solos ndo saturados por argumentos estatisticos acerca da movimentacdo da agua em
escala microscopica. Esta perspectiva torna possivel definir uma nova equacao de fluxo que
apresenta operadores diferenciais de ordem ndo inteira: a equacdo de fluxo de dgua em solos
ndo saturados fracionaria. Propde-se trés solugdes analiticas para esta nova equagdo
fundamentadas na sua contrapartida inteira, chamadas de solucdo de solucdo simétrica da
equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados fracionaria, solugcdo assimétrica simples da
equacao de fluxo de agua em solos ndo saturados fracionaria e solucdo assimétrica da equacao
de fluxo de agua em solos nédo saturados fracionéria. Utiliza-se estas solugdes e a solucdo da
equacdo de Richards cléssica linear para interpolar dados experimentais de fluxo ndo saturado
em colunas de solo monitoradas em tempo real. Além disto, propde-se um esquema numerico
inédito fundamentado no método Cubic Interpolated Pseudo-particle (CIP) e no método de
Grinwald-Letnikov transladado para resolver esta equacao, que é validado usando as solucbes
analiticas propostas. Também se compara a abordagem numérica usando o método CIP com o

método de diferencas finitas tradicional.

Palavras-chave: Solos N&o Saturado; Calculo Fracionario; Distribuicdes estaveis; Processos
Estocasticos
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FRACTIONAL MODELLING OF UNSATURATED WATER FLOW IN POROUS
MEDIUM

ABSTRACT

The mathematical modelling of water unsaturated seepage through soils is based on the
traditional concepts of continuum mechanics. More precisely, partial differential equations in
the form of the Richards’ equation. These equations can be difficult to apply to engineering
studies due to many reasons: limitations regarding the number of experiments available, right
choice of the fitting model for the soil properties. In this study, a mathematical model that
allows the employ of analytical solutions with good precision. The fractional calculus is used
to achieve this goal. Thus, this study proposes a new interpretation of the seepage phenomenon
through the perspective of stochastic processes. This new perspective allows one to define a
new unsaturated seepage equation with non-integer order: The fractional water unsaturated
seepage equation. Three constructed analytical solution are given to the new equation. The three
fractional solutions and the solution of the integer order Richards’ equation are employed to fit
experimental data of water seepage flow through soil columns monitored in real time. In
addition, a new numerical scheme based on the Cubic Interpolated Pseudo-Particle Method
(CIP) along with the shifted Grinwald-Letnikov method that solves the fractional water
unsaturated seepage equation is proposed and validated using the analytical solutions proposed.
A comparison between the new numerical scheme using the CIP method and the traditional

numerical scheme using finite difference method is made.

Key words: Unsaturated Soils; Fractional Calculus; Stable Distributions; Stochastic Processes
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1 INTRODUCAO

1.1 A Ilmportancia da Mecanica dos Solos N&o Saturados

O estudo da movimentacdo de fluidos em meios porosos ocorre frequentemente em grandes
areas da engenharia. Na geotecnia, alguns exemplos incluem estudar a movimentagdo de agua
para averiguar a eficiéncia do barramento em obras de contencéo hidraulica e determinar como
a resisténcia de um talude varia quando se altera o teor de umidade volumeétrico nele contido.
A percolagdo em meios porosos, no contexto geotecnico, diz respeito & movimentacao de dgua
no solo. Na maioria dos casos em que é necessario estudar a movimentagdo de 4gua em meios
porosos, assume-se gque a agua preenche totalmente os vazios do solo, configurando um
transporte em condi¢Oes saturadas. Ndo obstante, muitas sdo as situacfes em que o transporte
de &gua no solo ndo ocorre nestas situacoes, sendo a presenca de ar no solo um importante fator
que afeta a velocidade e trajetdria da agua.

Existem situacdes em que considerar o meio saturado pode levar a inconsisténcias na
engenharia. Nestes casos, as solucdes sdo superdimensionadas ou simplesmente ineficazes no
contexto em que se encontram. Portanto, a mecéanica dos solos saturados fornece
comportamentos incoerentes com o que é observado. Pode-se citar alguns exemplos praticos
em que isto ocorre. A variacdo da permeabilidade dos materiais particulados sob diferentes
teores volumétricos de agua pode atrapalhar o desempenho de camadas drenantes formando
barreira contra outros fluidos. O fenébmeno da expansibilidade e colapsibilidade dos solos sdo
altamente dependentes da variagdo do teor de umidade volumétrico do solo. Variagdes da
resisténcia ao cisalhamento dos solos pela variacdo da succdo dependem da variacdo da
guantidade de agua no solo.

A movimentacdo da agua nos solos e em situacdo ndo saturada ocorre frequentemente na
natureza e os fendmenos listados sdo de grande interesse para a geotecnia. Por exemplo, a
mudanca da resisténcia dos materiais sob a variacdo do teor de umidade volumetrico é de
interesse para averiguar como se comporta o fator de seguranca de um talude. Isto é, inclusive,
uma situacéo bastante frequente na regido sudeste do Brasil, onde sazonalmente grandes massas
de terra rompem com a chegada das chuvas e causam perdas materiais e humanas.

Deve-se enfatizar que a ocorréncia de expansfes ou colapsos de solos associados a
movimentacdo de &gua é causa de grandes perdas materiais ao redor do mundo (Fredlund e

Rahardjo, 1993). Neste sentido, torna-se de fundamental importancia abandonar a hipétese de
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meio saturado para que se possa, com preciséo e eficicia, adotar solu¢Bes de engenharia mais

precisas.

1.2 Motivagéo

Tradicionalmente, as teorias de fluidos envolvem a aplicacdo dos conceitos de mecanica dos
meios continuos para a descricdo do movimento. O transporte em meio poroso nao foge esta
regra e seus conceitos dependem fortemente da hipdtese de que as propriedades do fluido e
meio variam continuamente ao longo do espaco (Aris, 1990).

Para que se possa aplicar esta hipotese, deve ser possivel atribuir ao dominio de analise um
volume elementar representativo (Aris, 1990). Este elemento, por definicdo, é pequeno o
suficiente para que, relativo ao tamanho do dominio, possa ser tratado de forma diferencial. Isto
permite supor a variagdo continua das propriedades do meio e sua decomposicdo em um
conjunto de volumes elementares representativos. Além disto, o elemento deve também ser
grande o suficiente para que possa ser tratado como homogéneo. Em outras palavras, deve ser
um tamanho estatisticamente representativo das propriedades do dominio em seu interior. Estas
duas propriedades aparentemente paradoxais sdao fundamentais para que se possa aplicar 0s
conceitos de mecanica dos meios continuos. Esta hipotese tem sido muito bem-sucedida em
suas aplicacdes de engenharia e explicacdo dos fendmenos fisicos macroscopicos.

Além disso, a teoria usada atualmente é fortemente fundamentada em equacdes diferenciais
parciais e no conceito tradicional de derivada e, por isto, apresenta algumas limitagdes
(Wheatcraft e Meerschaert, 2008).

A modelagem da percolacdo de fluidos em meios porosos, bem como quaisquer outras
modelagens usando mecanica dos meios continuos, leva em conta quatro principios fisicos
fundamentais: a equacdo de conservacdo de massa, conservacdo de momento linear,
conservacdao de momento angular e conservacdo de energia (Fredlund e Rahardjo, 1993). Os
modelos de percolacdo partem inicialmente da equacdo de conservacdo de massa e,
posteriormente, introduz-se os outros principios fisicos nesta equacdo para que se tenha a
equacdo diferencial que rege o fendmeno. Qualquer relacdo entre varidveis que ndo esteja
estabelecida entre estes principios e é necessaria para se ter um sistema de equacdes
determinado € dada por meio de relagdes constitutivas, usualmente postas na forma de equacdes
diferenciais.

Uma das formas de se obter a equacao de conservacao de massa € por meio da consideragdo do

balan¢o de uma funcdo de densidade de fluxo em um volume elementar representativo. Esta
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funcdo de fluxo de densidade é escrita em um ponto da superficie deste volume e, no restante
do volume, ela é obtida por meio do desenvolvimento de séries de Taylor parciais ao redor deste
ponto inicial dado. Ao se tomar este procedimento, é usual assumir que, por se tratar de um
elemento diferencial, qualquer termo de ordem 2 ou maior da série de Taylor pode ser
seguramente desprezado. Este tratamento é essencial, porque manter termos de ordem superior
tornaria o problema demasiadamente complexo para ser tratado de forma viavel com as
ferramentas numeéricas e analiticas atuais (Wheatcraft e Meerschaert, 2008).

A solucdo das equacdes diferenciais parciais geradas é de dificil obtencdo. Ndo pouco
frequente, é necessario introduzir simplificacbes para resolvé-las, seja de forma numérica, com
menos simplificagdes, ou analitica, com mais simplificagdes. A introducdo destas
simplificacGes aliadas as proprias propriedades dos operadores diferenciais delas muitas vezes
geram resultados ndo condizentes com o observado em campo. A presenca de caminhos
preferenciais e barreiras no caminho do fluxo pode, por exemplo, ndo ser captada pela equacéo
e gerar resultados praticos diferentes do esperado. Isto ocorre frequentemente em solos
demasiadamente heterogéneos.

O conceito de heterogeneidades nesta dissertacdo é diferente daquele mais empregado no
contexto de geotecnia. Por heterogeneidades geotécnicas, entende-se que o dominio pode ser
dividido em regides de solo que s&o homogéneas, mas heterogéneas entre si. Isto acontece em
escalas de observacdo maiores. Quanto ao conceito de heterogeneidades aplicada a esta
dissertacdo, supde-se que a trajetdria do fluido pelos caminhos percolados dentro do solo esta
submetida a varia¢fes em suas caracteristicas. Em outras palavras, o conceito aqui aplicado diz
respeito a uma escala de observacdo menor do que aquela usada no contexto geotécnico.
Portanto, torna-se conveniente abordar o problema de fluxo por outra perspectiva para solos
heterogéneos. Para isto, busca-se obter equacdes com operadores diferenciais com algumas

propriedades a mais. Estes operadores sdo objeto de estudo do calculo fracionario.

1.3 Célculo Fracionario

Calculo Fracionério € a teoria matematica que trata de integrais e derivadas de ordem arbitréria,
podendo esta ordem ser real ou até mesmo complexa (Podlubny, 1999). As origens do célculo
fracionario datam da mesma época do célculo diferencial e integral tradicional.

Durante alguns séculos, este tema permaneceu pouco abordado por se mostrar aparentemente
sem aplicagdes préaticas. Todavia, novas pesquisas e resultados praticos mostram um crescente

interesse na teoria como uma alternativa a modelagem de fendmenos em diversas areas,
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incluindo a engenharia. Desde 1974 (Machado et al., 2011), uma série de congressos, revistas
e livros sobre o tema surgiram e os resultados novos mostram que a ferramenta é promissora
no entendimento de problemas classicos e dificeis de serem abordados com o célculo
tradicional. Alguns problemas ja resolvidos podem ser abordados de outra forma por meio desta
teoria. Pode-se mostrar que problemas que envolvem a equagdo matematica de difuséo, que séo
amplamente presentes no contexto de engenharia, podem ser modelados usando a abordagem
do célculo fracionario, por exemplo. Neste caso, a difusdo normalmente estudada na engenharia
se torna um caso particular do modelo fracionario (Podlubny, 1999). A equacdo obtida pode
simular casos em que, por qualquer motivo, a difusdo ocorre de forma acelerada ou atrasada.
Algumas interpretacdes fisicas dos processos definidos no céalculo fracionario tornam ele
atraente para a modelagem do transporte em meio poroso. Do ponto de vista do tempo,
derivadas fracionarias no tempo apresentam propriedade de "memoria™ (Cushman, 1993) das
funcdes ao longo do dominio temporal, o que € Util para modelagem de fendbmenos que
apresentam dependéncia de estados passados do sistema. Do ponto de vista espacial, derivadas
fracionérias apresentam melhor concordancia com resultados experimentais de fendmenos que
ocorrem em meios heterogéneos.

Além disto, hé investigacdes cientificas acerca da conexdo entre operacfes de derivacdo e
integracdo fracionaria e derivacdo e integracdo classicas efetuadas em meios fractais. Tal
conexdo é mencionada em trabalhos como o de Carpinteri e Mainardi (1997), Tarasov (2005),
Moreles et al. (2012), Butera e Paola (2014). Varios autores ja exploraram a relacdo entre o
comportamento do solo e fractais, obtendo resultados importantes (Pachepsky et al., 2000).
Normalmente, fractais sdo estudados devido a suas propriedades de se obter modelos
independentes da escala de estudo. Desta forma, alguns autores argumentam que o célculo
fracionario pode fornecer modelos que, de alguma forma, corrijam o efeito escala ou entdo o
deixem explicito em suas equacdes (Wheatcraft et al., 2008; Moraes e Cavalcante, 2015). A
aplicacdo do calculo fracionério facilita a futura integracdo com estes resultados ja obtidos no
campo dos fractais.

No que concerne o transporte em meios porosos, o transporte de contaminantes em meios
porosos tem sido bastante abordado (Benson et al., 2000; Schumer et al., 2009 e Moraes e
Cavalcante, 2014), porém o transporte de d&gua em solo néo saturado ainda carece de resultados
mais fortes e convincentes que possam ser aplicados.

Dentre os trabalhos j& realizados no escopo da dissertacao, os trabalhos de Pachepsky (2000) e
Kavvas (2017), fornecem abordagens interessantes ao tema, mas diferentes daquilo que se

pretende atingir com este estudo. Nestes trabalhos, aplicou-se os conceitos de célculo
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fracionario no tempo, o que € util para simular efeitos de memaria no comportamento do solo
(Cushman, 1993). Tais efeitos podem ser vistos, por exemplo, na histerese da curva
caracteristica do solo (Szyemkiewicz, 2013). O interesse deste trabalho esta em abordar casos
onde a dispersdo da agua no solo pode ocorrer de forma mais acelerada ou mais atrasada com
relagdo ao que é previsto pelas ferramentas matemaéticas tradicionais, portanto ndo e dado
continuidade direta a estes trabalhos que buscam aplicar os conceitos de derivadas fracionaria
no tempo.

A abordagem dada ao transporte de contaminantes por Benson et al. (2000) e Moraes (2013)
possui ideias que podem ser estendidas ao transporte de agua em meios porosos nao saturados,
principalmente depois do ponto de vista apresentado por Bhattacharya et al. (1976), Zoia
(2010), Szyemkiewicz (2013) e Cavalcante e Zornberg (2017a) sobre este tema.

A pesquisa feita constitui uma continuacdo da linha iniciada com o trabalho de Moraes (2013)
e que teve continuidade nos trabalhos de Moraes e Cavalcante (2014); Moraes et al. (2014);
Moraes e Cavalcante (2015) e Moraes (2017). Além disto, o tema se encaixa na linha de
modelagem matematica avancada de fluxo em meios porosos do grupo GeoFluxo e, ainda, é
uma ramificacdo dos trabalhos de Cavalcante e Zornberg (2017a) e Cavalcante e Zornberg
(2017h).

1.4 Objetivos

Pretende-se formular um modelo de fluxo de agua em meios porosos ndo saturados utilizando

as formulacGes matematicas do calculo fracionario para simular a superdifusdo ou subdifusdo

da frente de umidade dentro do solo. Também resolve-se 0 modelo de forma numérica e

analitica para um caso unidimensional de fluxo.

Como objetivos especificos, busca-se:

1. Formular um modelo utilizando o conceito de derivada fracionaria e obter uma nova
interpretacdo fisica dos parametros da equacdo fundamentada no novo paradigma;

2. Resolver o modelo analiticamente, propor e validar uma formulagdo numérica nova para
resolver o modelo;

3. Modelar um ensaio de fluxo ndo saturado unidimensional de &gua em coluna solo;

4. Analisar ganhos de precisdo quanto a aplicagéo da teoria, principalmente no que diz respeito

a modelagem de solos com comportamento heterogéneo.
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1.5 Estrutura da Dissertacéo

Esta dissertacdo esta organizada em capitulos, secdes e subsecdes.

No Primeiro capitulo, foi introduzido o tema da dissertagcdo, dada uma motivacéo para o estudo
do tema e os objetivos pretendidos com a realizacdo deste estudo.

No capitulo 2, aborda-se aspectos importantes tedricos para que seja possivel dar continuidade
ao tema estudado. Neste capitulo, é detalhado o estado da arte de interesse ao assunto da
dissertacéo.

O capitulo 3 detalha os materiais usados e os métodos escolhidos para alcangar os objetivos
propostos no primeiro capitulo.

Os resultados do estudo sdo mostrados no capitulo 4. Também se faz uma discussdo a luz da
teoria exposta anteriormente.

O capitulo 5 aborda as conclusdes do estudo. Afere-se caso os objetivos tenham sido alcangados
ou ndo, é feito um resumo dos resultados obtidos e novos estudos sdo sugeridos dando
continuidade ao tema abordado.

Seguido do capitulo 5, listam-se as referéncias da dissertacéo.

Apos citar as referéncias, apresenta-se os apéndices desta dissertacao. Os apéndices apresentam
discussdes mais aprofundadas acerca de topicos da dissertacdo e eles sdo citados no texto a
medida que se tornam pertinentes para a compreensdo do assunto discutido. Estes capitulos
trazem informacdes fundamentais para o bom entendimento do que foi feito, por vezes
mostrando resultados inéditos

O apéndice A mostra uma deducédo do teorema central do limite, que governa 0 movimento
browniano classico. Além disto, discute-se brevemente a perspectiva do mecanismo de random
walk por detras do movimento browniano.

O apéndice B mostra como a equacdo de Langevin resulta na equacdo diferencial parcial que
governa 0 movimento browniano, servindo de justificativa mecénica para a equacao.

O apéndice C discute algumas definicBes de derivada fracionaria e a propriedade fundamental
que elas devem obedecer para serem aplicadas ao contexto desta dissertagéo.

O apéndice D é anélogo ao apéndice B. Mostra-se como a equagéo de Langevin com um termo
de forca aleatoria que segue uma distribuicdo estavel pode resultar na equacao diferencial
parcial fracionaria que constitui 0 modelo inédito de fluxo em solos ndo saturados desta

dissertacdo.
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O apéndice E traz a deducdo do critério de estabilidade do método numérico Griinwald-
Letnikov transladado associado ao método de diferencas finitas, que ndo foi encontrada na

literatura e que € essencial para o estudo numeérico desta dissertagéo.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Fluxo em Meios Porosos Ndo Saturados

A equacdo de fluxo de &gua em meios porosos ndo saturados (equacdo de Richards) € resultado
da combinagdo de trés equacbes que ilustram principios fisicos bésicos de conservagdo: a
equacdo de continuidade, a lei de Darcy-Buckingham e a equacgdo de Bernoulli (Fredlund e
Rahardjo, 1993).

A equacdo de continuidade ilustra o balango de massa que entra e sai de um volume diferencial.
Para fluxo de &gua incompressivel e na auséncia de sumidouro e fontes de agua internos ao
volume, obtém-se sua expressao tomando-se o balanco de um vetor de fluxo de densidade em
um volume diferencial do solo (Bear, 1972). Suponha que em um dado ponto do solo, seja
possivel isolar um volume diferencial e que o vetor que ilustra a entrada e saida de massa de

fluido seja chamado de vetor de densidade de fluxo e denotado por J, tal que:
I(%Y.2) = oV, (%Y. 2) (2.1)
onde vw é o vetor de velocidade da agua [L 7-'], onde pw é a massa especifica da agua [ML3].

Na Figura 2.1 ilustra-se o esquema do balan¢o de massa em um volume diferencial de solo.

ey
v

z ] /
](X—%'Y»Z) ](x+¥,y,z)

Ay Az
](x,y+—,z) ( _)
2 J{xyz+ >

Figura 2.1 — VVolume diferencial tomado para o balanco de massa de fluxo no solo.

Em um dado ponto (x,y,z), 0 balanco de massa causado pela sépida e entrada de fluido no
volume em um dado intervalo de tempo € igual a variacdo de massa de fluxo armazenada dentro

do volume:
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[AyAZI(X- AX[ 2,y,2) - AyAZI(X + AX[ 2,y,Z) ]+
[AXAZI(X,Y - Ay [ 2,Z) — AXAYyI(x,y + Ay | 2,2) ]+ (2.2)

[AXAYI(X,Y,Z - Az 2) - AXAYI(X,y, Z- Az] 2)] = - % (0, 0AXAYAZ)

onde #¢é o teor de umidade volumétrico [adimensional].
Utilizando a expanséo de séries de Taylor truncada a partir do termo de segunda ordem, pode-
se expressar o vetor de fluxo deslocado em termos de seu valor dado no centro do volume

representativo em cada direcdo particular. Na diregéo z, tem-se:

J(X,Y,z+Az/12)=J(Xy,2)+ %%J(x, y,z) +O(Az%) (2.3)

J(X,Y,z—Az/12)=J(X,Y,2) —%%J(x,y, z) + O(Az%) (2.4)

O(Az?) representa um termo que se aproxima de zero tdo rapidamente quanto Az? quando
Az—0. Analogamente, as Egs. (2.3) e (2.4) podem ser igualmente escritas nas outras direcdes.

Desta forma, a Eq. (2.2) simplifica-se para:
0 0 0 0
—JXYy,2)+—=Ixy,2)+—=IXY,2) = -—(p,0 2.
6x(y)6’y(y)6z(y)at(p) (2.5)

Substituindo a Eq. (2.1) na Eq. (2.5) e do fato de se tratar de uma analise na qual o fluido é

incompressivel, obtém-se:
Vv =— 2.6
ot 26)

A Eq. (2.6) foi primeiramente derivada de forma empirica por Darcy em 1856, recebendo o
nome deste autor. Posteriormente, mostrou-se que ela pode ser deduzida a partir das Equagdes
de Navier-Stokes (Whitaker, 1986). Ela é, portanto, o principio de conservacdo de momento
linear aplicado ao transporte de fluidos em meios porosos.
Para deriva-la a partir da equacdo de Navier-Stokes, considera-se que o fluxo é laminar,
incompressivel, predominantemente viscoso e que forgas viscosas sdo linearmente relacionadas
a velocidade (Szyemkiewicz, 2013). Desta forma, deriva-se a lei de Darcy:

v, =—K-I 2.7
onde k ¢ o tensor de permeabilidade [LT™] e I é o gradiente hidraulico [adimensional].
O gradiente hidraulico €, por definicdo, o gradiente espacial de uma medida de energia
mecanica do fluido. Pode-se obter uma expressdo para o estado de energia mecanica do fluido

em um ponto por meio da equacdo de Bernoulli, que é o correspondente do principio de
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conservacao de energia aplicado a fluidos (Aris, 1990). Seja ¢ a variavel que denota uma
medida de energia especifica por unidade de peso de fluido [L], denominada carga hidréulica.
Entdo, tem-se da equacdo de Bernoulli:

v, -V u

p=—"—>L—-7+% (2.8)
29 Y

onde g é a aceleraco gravitacional [LT2], z é a altura a partir de um referencial em que a agua
no volume de controle se encontra [L], uw € a poropressdo sob a qual a agua estd submetida
[MT2L"] e s é o peso especifico da dgua [MT2L"2]. Deve-se ressaltar que a poropressdo da
agua, por se tratar de uma andlise tridimensional, é funcdo das trés coordenadas espaciais e do
tempo.
Existem trés parcelas que compdem o estado de energia do fluido na Eq. (2.8): uma parcela de
energia potencial armazenada na forma de pressao de fluido (uw/x) , uma devido a energia
potencial armazenada na forma de energia potencial gravitacional z e uma devido a energia
cinética do fluido vw - vw /2g. Como 0 médulo da velocidade do fluido no solo é, no geral, muito
pequeno, pode-se desprezar a parcela de energia cinética do fluido (Bear, 1973). Desta forma,
o gradiente hidraulico da Eq. (2.7) pode ser escrito como:

| = V(—z +”—Wj (2.9)

Yw

O fato de que a lei de Darcy estipula que o fluxo ocorrerd somente quando houver gradiente de
energia é a ilustracdo do principio de conservagao de energia mecanica.
O tensor de permeabilidade € escrito como:

XX Xy Xz

k=|k, Kk, K, (2.10)

yx
n Ky Ky

Quando o fluxo puder ser considerado unidimensional:
k =Kk, (2.11)

Mostrou-se que as Eqgs. (2.6), (2.7) e (2.8) ilustram a conservacdo de massa, conservacao de
momento linear e conservagédo de energia. Como argumentado no Capitulo 1, ainda existe mais
um principio de conservagdo: a equacdo de conservacdo de momento angular. Todavia, €
hipdtese fundamental que o fluxo € irrotacional, portanto os tensores que causam 0 movimento
da &gua s&o isotropicos e ndo ha como escrever uma equagao para a conservacdo de momento

angular.

10
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As Egs. (2.7), (2.9) e (2.10) definem a lei de Darcy, vélida para solos saturados. Em se tratando
de solos ndo saturados, recorre-se a uma extensao da lei de Darcy: a lei de Darcy-Buckingham
(Szyemkiewicz, 2013).

A lei de Darcy-Buckingham possui o mesmo formato da Eq. (2.7), mas a permeabilidade passa
a ser tratada como uma funcdo da succdo total e a parcela de energia correspondente a
poropressdo do fluido também deve ser substituida pela succéo total. De forma mais explicita,

reescreve-se a Eq. (2.7):

v, =—k(y)-1 (2.12)
Reescrevendo a expressao da Eq. (2.8):
p=—z2+2L (2.13)
Yw

onde  denota a sucgdo total, [MT-2L™] que denota uma parcela de energia livre do solo. Assim
como a poropressdo, a succao total é funcdo das coordenadas espaciais e do tempo. Esta parcela
de energia é medida pela umidade relativa do ar do solo com relagdo a pressdo de vapor na
saturacdo da agua possuindo composi¢do quimica ndo pura (Fredlund e Rahardjo, 1993). De
forma mais simples, a succéo total possui uma parcela chamada de métrica e uma chamada de
osmotica. A parcela osmotica € pouco importante para a movimentacdo da dgua, podendo ser
desprezada (Fredlund e Rahardjo, 1993). Mostra-se que a sugdo matrica pode ser dada pela
diferenga entre poropresséo do ar e da agua no solo. Entdo escreve-se:

v=u,-u, (2.14)
sendo ua, a parcela de poropressdo do ar no solo [MT2L?].
Supondo que o tensor de permeabilidades esteja orientado de forma que suas diregdes principais
coincidam com aquelas definidas pelos eixos x, y e z, o tensor da Eq. (2.12) torna-se diagonal.
Substituindo a Eg. (2.10) e a Eq. (2.13) na Eq. (2.12), chega-se a lei de Darcy-Buckingham: um

conjunto de trés equacdes nas direcdes dos eixos X, y e z.

v = Kw)ov (2.15)
Pu9 O

v~ 5oy 2.16)
Pu9 Oy
1 oy

— k()| v 217

y Z(w)(pwg ) j (2.17)

11
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Em mecénica dos solos ndo saturados, a sucgdo e a condutividade hidraulica dependem do teor
de umidade volumétrico (Fredlund e Rahardjo, 1993). A relacdo da succdo com o teor de

umidade volumétrico é representada pela curva caracteristica (Figura 2.2).

l/)“

Secagem

Molhagem

97‘ gsat

Figura 2.2 — Exemplo de trajetorias na curva caracteristica do solo.

A relacdo entre a condutividade hidréulica e o teor de umidade volumétrico € representada pela

curva de condutividade hidraulica ndo saturada (Figura 2.3):

kﬂ

0, 05
Figura 2.3 — Exemplo de curva de condutividade hidraulica ndo-saturada.
Pode-se utilizar o conjunto de equacdes que caracteriza cada lei de conservacao para obter a

equacéo de fluxo unidimensional em meio poroso. Partindo-se da equacéo de continuidade (Eq.

(2.6)), substitui-se a expressao de velocidade da lei de Darcy, Eq. (2.17):

12
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%:ﬁ Ma_l// +£ ky(W)ﬁ_l// +£ Ma_l//_k (l//) (2.18)
ot o\ pg ox) oyl pg o) al pg @ '

Desenvolvendo-se a Eq. (2.18):

%Zg(kz <w>6w]_gk (V,)+£[M@_ﬂ 0 (Ma_w

_— +_
ot o\ p,g oz ) o’ x\ p,9 ox ) oyl p,g oy

A Eqg. (2.19) é comumente chamada de equacdo de Richards, escrita em sua forma

] (2.19)

tridimensional. Ela descreve o fluxo de &gua em solos ndo saturados. Assume-se, em sua
aplicacdo, que a fase fluida de ar estd em contato com a atmosfera, que ela possui mobilidade
muito superior a da adgua e que € uma fase continua. Neste caso, a Unica equacgdo de fluxo
necessaria para se descrever o transporte ndo saturado é a equacdo de fluxo de agua, visto que
a equacéo de transporte de ar resulta numa constante (Szyemkievicz, 2013).

O exposto nesta dissertacdo trata da forma unidimensional da equacéo de Richards. Dito isto, a
Eg. (2.19) em 1D pode ser escrita:

08 0 [k, 0 0
_z_( (‘/’)_W]__kz ) (2.20)
ot oz\ p,9 oz oz

Dado que a succ¢do e a condutividade hidraulica podem ser escritas como fungdes do teor de

umidade volumétrico, utiliza-se a regra da cadeia para escrever Eg. (2.20) na forma:

%zg(kzw)a_w%)_w_kz (2.21)
ot oz\ p,9 00 oz oz 00
Definindo:
k (6
DZ(H)za_l/jﬁ (2.22)
00 p,9

a Eq. (2.21) pode ser escrita na forma da equacdo de adveccdo e dispersao:

%zg(Dz(ﬁ)%j—%akz
ot oz oz 0z 00

(2.23)

O termo D,(8) é chamado de coeficiente de difusividade da 4gua no solo na diregéo z [L?T™].
O modelo de ajuste de Cavalcante e Zornberg (2017a) é obtido fazendo-se o termo de
dispersividade hidrdulica e a derivada da condutividade com relacdo ao teor de umidade
volumétrico constantes. Assim sendo, a condutividade hidraulica ndo saturada e a suc¢éo séo

dadas pelas relagoes:

K, (0) = ks(g‘_i; J (2.24)

13
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w(a):%ln(g‘_ij J (2.25)

onde ks é a condutividade hidraulica saturada do meio, & é o teor de umidade volumétrico

residual [adimensional] e & é o teor de umidade volumétrico na saturagéo [adimensional] e &
é um parametro de ajuste do modelo [M-1L1T-2].

Os parametros hidraulicos de fluxo segundo este modelo séo calculados por:

D, = ks (2.26)
5(6,-6,) .9
e
k  k
& __K (2.27)
00 6,-6,

A Eq. (2.23) tem o mesmo formato da equacdo de adveccdo e dispersdao, muito comum na
analise de transporte de contaminantes em meios porosos. Por isto, ela pode ser derivada
partindo-se de argumentos semelhantes ao que é feito no caso da derivacdo da equacgdo de
contaminacdo (Cavalcante e Zornberg, 2017a). Neste caso, suponha novamente o volume de
controle e vetor de fluxo mostrando o balanco de massa de fluido através de um volume de
controle como dado na Figura 2.1. Considere, agora, que o vetor de fluxo possa ser dividido em
duas parcelas que se somam para resultar no vetor de densidade de fluxo total do fluido:
J=J,, +Jy (2.28)

onde o termo Jadv representa a parcela de fluxo advectivo do fluido. Esta parcela é resultado do
transporte sob a acdo da gravidade e representa um deslocamento por igual de todas as partes
do fluido. O termo Jdir representa a dispersdo do fluido durante o transporte. A dispersdo é
causada pela tortuosidade do meio poroso em uma matriz que pode impor naturalmente grandes
mudancas de trajetoria e pela membrana na interface entre agua e ar, que favorece 0 movimento
em direcdo contraria ao gradiente de teor de umidade volumeétrico e de acordo com o desbalanco
energético da fronteira. Bhattacharya et al. (1976) define as parcelas de fluxo advectivo e
dispersivo por:

J.v =k, (0) (2.29)

00
Jgr =—D,(0)— 2.30
w =D, (230)

Entdo, por um processo semelhante ao adotado anteriormente, chega-se a Eq. (2.23).
E interessante realizar uma breve comparacéo acerca da forma do coeficiente de dispersdo no

contexto da equacdo de Richards e no contexto de transporte de contaminantes em meios

14
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porosos. Quando se trata de transporte de solutos em meios porosos saturados, o coeficiente de
dispersédo assume uma parcela de difusdo molecular e uma parcela de dispersao mecanica:
D,=a, Vv, + D, (2.31)
onde ar é um coeficiente de dispersividade longitudinal do meio [L], v, é a velocidade de
percolacdo [LT '] e D, é o coeficiente de difusdo molecular no solo [L?7-']. O coeficiente a1
representa o nivel ou grau de espalhamento que acontece no meio poroso.
Sabe-se que a permeabilidade de um meio poroso pode ser interpretada como a velocidade de
Darcy sob um gradiente hidraulico unitario (Fredlund e Rahardjo, 1993). Desta forma,
comparando-se a Eq. (2.31) e a Eq. (2.22), nota-se que o coeficiente de dispersao da equacgéo
de Richards apresenta apenas a parcela de dispersao. Tal resultado é esperado, porque a
dispersdo da umidade do solo é causada pela tortuosidade do meio em que percola e pela sucgao
em diferentes dire¢des que, ora mais alta, ora mais baixa, desvia certa quantidade de agua em
varias direcdes com o0 movimento da frente de umidade.
E fato conhecido que a equacgio de adveccdo e dispersdo pode ser obtida por meio de uma
perspectiva estatistica (Ibe, 2013). Considerando o movimento de uma Unica particula que
segue um padrdo definido pelos mecanismos de movimento impostos no sistema, é possivel
derivar a distribuicdo de probabilidade de um conjunto de particulas que segue o mesmo
mecanismo. Mostra-se que, por meio destes argumentos estatisticos, é possivel derivar a
equacdo de adveccdo e dispersdo, que define de forma macroscopica o movimento do sistema.
Assim, dado que a equagdo de Richards na forma do teor de umidade volumétrico possui o
mesmo formato da equacédo de adveccéo e dispersdo, também é possivel deduzi-la a partir uma

perspectiva acerca dos movimentos estatisticos em pequena escala da agua.

2.2 Processos estocasticos

Processos estocasticos podem ser descritos como conjuntos de variaveis aleatérias que
mapeiam eventos de espacos amostrais para nimeros em diferentes instantes de tempos. A
aplicacdo destes processos em modelagem fisica de sistemas dinamicos que apresentam
qualquer tipo de aleatoriedade € extensa, servindo como uma ferramenta capaz de gerar
equacdes de conservacdo deterministicas. Alguns exemplos de aplicacdo de processos
estocasticos podem ser encontrados na modelagem da movimentacdo de acdes em bolsa de
valores (Rathie e Ozelim, 2017) e fluxo de contaminantes em meios porosos (Moraes, 2017;

Moraes e Cavalcante, 2015).
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Para descrever o fenémeno fisico de interesse, utiliza-se a ferramenta do random walk. O
random walk € uma forma simples de descrever 0 movimento aleatério de uma particula que
executa movimentos erraticos. Considera-se aqui que a particula efetua movimentos em uma
s6 dimenséo e que ela possui probabilidade p de efetuar um passo em um dado sentido e
consequentemente (1-p) no outro. Toma-se uma sequéncia de varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas (iid) que representam a sequéncia de passos que
esta particula efetua. A posicéo final desta particula é a soma de todos os passos efetuados até

0 momento (Meerschaert e Sikoskii, 2012):
S, =>.Z, (2.32)

No presente estudo, como se modela particulas que possuem tamanho analogo a moléculas e
que constituem um meio macroscopicamente continuo, a ordem de grandeza do nimero de
particulas a ser modelado é maior que 10% e, além disto, qualquer deslocamento de particula
decorrente de movimentos microscopicos erraticos deve ser causado por uma sequéncia muito
grande de passos de cada particula. Considere que cada particula efetue um passo a cada
intervalo de tempo At, entdo a particula efetua |t/At] passos totais até o instante t. O simbolo
| | denota o maior inteiro menor ou igual a um dado nimero. Se At for muito pequeno, um
namero grande de passos sera efetuado. Neste caso, € interessante saber como o conjunto de
particulas e o deslocamento delas se comporta quando h—oo.

Os argumentos a respeito da quantidade de particulas e de saltos efetuados permite evocar dois
teoremas estatisticos que tratam do limite de sequéncias de nimeros aleatorios e de soma de
nameros aleatorios: a lei dos nimeros grandes e o teorema central do limite (Ibe, 2013).

A lei dos numeros grandes propde que, para uma sequéncia de variaveis aleatorias com média
w1 (por vezes, € escolhido omitir o sub-indice, de forma que x também denote a média) e

variancia o2 finitas, sua soma deve respeitar o seguinte limite:

lim P{

onde &€ um numero positivo arbitrariamente pequeno e P[Z j<z] denota a fun¢&o de distribuico

Se_
-t

< g} -1 (2.33)

acumulada de probabilidade de uma variavel aleatéria Z;.

Em palavras, a média da soma das varidveis aleatorias tende a média de sua distribui¢do de
probabilidade.

Ja o teorema do limite central permite obter uma aproximacgao para 0 comportamento da soma

das variaveis aleatdrias a medida que o nimero de variaveis se torna arbitrariamente grande. O

16



REVISAO BIBLIOGRAFICA Dissertacdo de Mestrado em Geotecnia

teorema do limite central é valido para sequéncias de variaveis aleatorias com média e variancia

finitas e pode escrito como:

limp| 22 =4 2y (2.34)

1
onde o é o desvio padrdo da distribuigdo.

Assim, a soma de um numero de varidveis aleatorias padronizadas pela média e desvio padrdo
tende a distribuicdo normal padrdo N(1,0) a medida que o nimero de variaveis somadas cresce.
E interessante notar que este limite independe da distribuicdo de probabilidade inicial das
variaveis aleatorias (desde que média e variancia sejam finitas), mostrando o papel fundamental
que a distribuicdo gaussiana tem no estudo de fendbmenos que podem ser modelados por
processos estocasticos.

Nas circunstancias apresentadas, o random walk ocorre mediante incrementos
infinitesimalmente pequenos Az sob intervalos de tempo também infinitesimalmente pequenos
At — 0 movimento € continuo, e ndo discreto (Ibe, 2013). Particularmente, Az?> e At devem
decrescer de forma que a razdo entre eles seja constante e igual a varidncia da distribuicéo
normal que define 0 movimento.

No Apéndice A, busca-se mostrar que 0 movimento browniano segue uma distribuicdo normal
e que o limite de um random walk pode ser visto como um movimento browniano. Por Gltimo,
mostra-se que este movimento fornece outra forma de se chegar a equacdo macroscépica do
fluxo de agua em solos ndo saturados. Neste apéndice, também se discute a derivacdo do
teorema do limite central.

Na Figura 2.4, mostra-se um exemplo de random walk efetuado por 1000 particulas em uma
dimensdo apds 100 passos. Note a semelhanca do histograma de chegada das particulas com
uma curva de distribuicdo normal.

O movimento browniano é um processo estocastico continuo, no qual uma particula efetua um
passo em uma direcdo com certa probabilidade em intervalos de tempo infinitesimalmente
pequenos. Este movimento, por ser caracterizado por uma média e variancia finitas, esta sujeito
ao enunciado do teorema do limite central (Meerschaert e Sikoskii, 2012). Se 0 movimento
browniano ocorre para uma quantidade muito grande de particulas, como é o caso do

movimento da dgua, também pode-se dizer que vale o teorema dos grandes nimeros.
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Figura 2.4 — Exemplo de random walk efetuado por 1000 particulas ap6s 100 passo.

Algumas defini¢cdes importantes para as deducdes dos apéndices e para a discussao que segue
durante todo o texto sdo dadas a seguir.

Os momentos de uma funcao de densidade de probabilidade séo definidos por
E[z"]= j 2"60(z)dz = p1, (2.35)

Define-se o par transformada de Fourier e inversa da transformada de Fourier de uma fungéo &

respectivamente por:

O(k)=E[e™ |= Te‘"‘ze(z)dz (2.36)

0(2) = %Teikz 0(k)dk (2.37)

A transformada de Fourier se relaciona com a funcgéo caracteristica de uma funcéo de densidade

de probabilidade por:
E[e" |=0(-k) (2.38)
Por vezes, também sera utilizada a notacdo F[&z)] e F*[A(k)] para denotar a transformada e a

inversa da transformada para que se mantenha a notagdo de forma mais compacta.
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Uma propriedade importante da transformada de Fourier diz respeito a transforma de uma

derivada na mesma varidvel em que se toma a transformada. Pode-se escrever:

F [anﬂ = (—ik)"0 (2.39)
0z

Suponhamos que, de fato, 0 movimento da agua nos poros do solo pode ser descrito a partir de
um movimento browniano. Neste caso, dado um nimero grande de particulas que efetua um
numero grande de passos, tem-se que o teor de umidade volumétrico segue uma distribuicéo

normal:

7(Zfast)2

O(z,t) = e P (2.40)

1
JArD,t
Na Eq. (2.40), a velocidade advectiva e o coeficiente de disperséo sdo consequéncias do limite

do random walk em um movimento browniano e sdo definidos por:

a — lim 22 (2.41)
Az,At—0 At
e
1 AZ°
D, = A0 D AL (2.42)
A transformada de Fourier da Eq. (2.40) é
O(Kk,t) = g etk (2.43)"
A Eq. (2.43) pode ser derivada no tempo para ver que:
00 - 2\ o-ikat-D k2
ra (-ika, —D,k* Je (2.44)
ou
00 . N2\ A
E—(—Ikas+DZ(lk) )0 (2.45)

Agora, utilizando a Eq. (2.39), pode-se inverter a transformada da Eq. (2.45) para ver que o teor

de umidade volumetrico deve ser solugdo da seguinte equag&o:

00 0 20

D,—-a— 2.46
ot ‘ot oz (2.46)
Submetida as condigoes:
O(—o0,t) >0
PV.1.<0(z,0) =6, (2.47)
O(+x,t) >0
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O conjunto de condi¢es (2.47) em conjunto com a Eq. (2.46) é chamado de problema de valor
inicial (Mainardi et al. 2001).

A Eg. (2.46) mostra que, se 0 movimento da agua no solo puder ser descrito a partir da
perspectiva do movimento browniano, pode-se chegar a mesma conclusdo da descri¢do
macroscopica normalmente dada ao movimento. Cabe, agora, analisar a validade desta
descri¢do. Aléem disto, vale salientar que a Eq. (2.46) tem 0 mesmo formato da equagédo obtida

a partir das func@es hidraulicas proposta por Cavalcante e Zornberg (2017a).

2.3 Perspectiva estocéstica acerca do movimento de agua em meios porosos

Primeiramente, € importante ressaltar que a formulacdo dos modelos que descrevem
determinado fenémeno fisico é dependente da escala em que se trata. Algumas leis fisicas
assumem formas especificas em escalas menores e em escalas maiores alguns fendmenos
microscopicos podem ser desprezados em virtude das grandes dimensdes de analise.

Até o momento, as equacdes de fluxo apresentadas sdo escritas para a escala de Darcy
(Szyemkiewicz, 2013). Na escala de Darcy, é possivel associar cada ponto do espaco a um
volume elementar representativo, que contém uma parcela suficientemente grande do dominio
para ser estatisticamente representativa do que ela engloba.

A escala de Darcy é uma manifestacdo macroscépica do acimulo de processos que ocorrem em
escalas muito menores. Para que se possa aferir os efeitos fisicos causados por estes efeitos
microscopicos, uma descricdo partindo de movimentos microscopicos e que resulta nestes
efeitos macroscopicos pode ser Util para novas descricbes do fendmeno em estudo. A partir
desta secdo, adota-se uma descricdo estatistica em uma escala de observacdo muito menor do
gue aquela percebida pela lei de Darcy.

A escala na qual uma tratativa estatistica sera atribuida sera chamada de escala quasi-molecular.
Desta forma, a analise concerne o0 movimento de quasi-moléculas de dgua (Bhattacharya et al.
1976).

Quasi-moléculas sdo utilizadas para que se possa descrever 0 movimento de particulas tendo
em vista as equagdes da mecénica classica ao invés da mecénica quéntica. Uma quasi-molécula
¢ constituida por um conjunto de moléculas de agua que se encontram mais proximas entre si,
portanto com interagdes intermoleculares mais intensas. Desta forma, cada grupo de moléculas
é tratado como uma quasi-molécula individual, de forma que as intera¢des entre agrupamentos

sdo fracas e eles conseguem se mover independentemente no campo de forcas médio criados
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pelas moléculas. Esta hipdtese é fundamental para que a descri¢cdo do movimento da 4gua possa
ser tomada na forma como sera apresentada.

Parte-se para a descricdo mecanica do movimento da dgua. Uma quasi-molécula de agua,
durante o processo de movimento, esta sujeita a forcas causadas pela interacdo desta com o
meio em que se movimenta e pela gravidade (forgas sisteméticas) e uma parcela de forcas
aleatdrias causadas por colisdes entre quasi-moléculas. As forcas de interacdo entre a quasi-
molécula e o sistema podem ser tratadas com uma forca de friccdo que atrasa 0 movimento da
particula. Com isto, pode-se escrever a segunda lei de Newton para uma quasi-molécula (lbe,
2013):

dz eap[%__ma ), o
=-£(z, )(dt f(z,t)}rZB(t) (2.48)

onde m denota a massa da particula [M], & é um coeficiente de friccdo para 0 movimento da
particula [MT] e B(t) ¢ a forca aleatdria proveniente de colisGes que é dada por um ruido
branco de média zero e desvio padrdo unitario [MLT]. O coeficiente de friccdo e a forca
aleatéria séo funcdes do espaco e tempo. O termo o %/ 2 serve para controlar a intensidade de
dispersdo a forca aleatoria.

A Eq. (2.48) € notadamente utilizada para modelar movimentos de particulas de forma a gerar
modelos baseados no movimento browniano e é chamada de equacdo de Langevin (lbe, 2013).
Mais precisamente, sabendo que a derivada da posicdo da particula é a velocidade instantanea
dela, pode-se reescrever a Eq. (2.48) como:

dv(z)
dt

_ mg |, o
=-£(z, t)(v(z 2z t)j 5 B(t) (2.49)

A Eq. (2.49) é chamada de processo de Ornstein-Uhlenbeck (Nelson, 2001).
Nelson (2001) mostra um resultado importante acerca da Eq. (2.49) no caso de &m—o. Ele
afirma que a posicdo da particula converge para a solu¢cdo de um problema com novas

coordenadas tais que:

*

dz . o’
¥ g +Z Bt |
£ —-mgz + 2B (250

A deducdo matemaética da Eq. (2.50) é extensa e acrescentaria pouco valor a dissertacéo, por
isto escolheu-se omiti-la.

A solucdo da Eqg. (2.50) é um movimento browniano com desvio mg e variancia o2 (Ibe, 2013)
Em um caso pratico, basta que a razdo &/m atinja um valor alto para que se possa assumir a Eq.

(2.50) valida, o que foi constatado experimentalmente (Bhattacharya et al., 1976). A deducéo
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matematica de que a Eq. (2.50) € equivalente a um movimento browniano é mostrada no

Apéndice B. Fazendo:

—mg = u (2.51)
reescreve-se a Eq. (2.50):
dz” . o’
—=—-uz +—B(t 2.52
el (t) (2.52)

Neste caso, A Eg. (2.52) prové uma justificativa dindmica que permite modelar o movimento
das quasi-moléculas de dgua em um meio poroso utilizando as ferramentas apresentadas na
Secéo 2.2.

Assim, considere que uma quasi-molécula de dgua efetue um movimento browniano em um
meio poroso que pode ser descrito por um random walk. Este argumento foi primeiro
desenvolvido em (Bhattacharya et al., 1976) e retomado posteriormente por (Zoia et al., 2010).
Sabendo que a interagdo entre particulas é fraca, é possivel escrever a equacdo de movimento

macroscopica para a agua por:

e L

= M 2.53
o 20 “a (2:53)
Comparando-se a Eq. (2.53) com a Eq. (2.46), pode-se escrever:
2
o _p)=X¥ (2.54)
2 y 060
e
ok
=1 2.55
H 20 ( )

2.4 Criticas ao modelo classico

Alguns autores discutiram problemas com o modelo apresentado pela Eq. (2.23) tanto no
ambito experimental quanto tedrico. O objetivo desta secdo é fazer uma sintese das criticas mais
pertinentes ao modelo.

O modelo da equacéo de fluxo ndo saturado, quando posto na forma de advecgéo e disperséo,
do ponto de vista da mecénica dos meios continuos, é fundamentado na definicéo classica do
divergente de um campo vetorial:

1
v-szvjst-nds (2.56)
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onde J é um campo vetorial, V é o volume arbitréario limitado por uma superficie S, n € o vetor
normal & superficie. Como a definicdo classica de divergente tornaria a deteccdo de qualquer
dispersdo impossivel, porque ela é visivel somente quando a escala de observacdo cresce
(Benson, 1998), adota-se uma definicdo adequada do limite da Eq. (2.56): o volume néo tende

a zero, mas ao chamado volume elementar representativo. Isto é:

V-J= lim —ﬂJ nds (2.57)

\Y —>VREV

Benson (1998) argumenta que adotar tal definicdo de divergente impde que a razdo do fluxo
superficial pelo tamanho do volume é mantida constante. Isto ocorre porque adota-se os valores
de fluxo do volume elementar representativo para definir o tensor de dispersao do fluxo. Em
casos onde o0 solo é homogéneo quanto a trajetdria percorrida pela &gua, uma mudanca de escala
implica que a taxa de fluxo que entra para o tamanho do volume é mantida constante, e a
definicdo é boa. Contudo, solos heterogéneos apresentam mudanca na taxa de influxo/volume
guando se muda o tamanho do volume da definicdo apresentada na Eq. (2.57), 0 que gera,
inclusive, valores diferentes de dispersdo em escalas de observacao diferentes (efeito escala).
De fato, é sabido que o tamanho do volume elementar representativo para as leis de fluxo
classicas é funcdo da escala (Ozelim e Cavalcante, 2018). Na Figura 2.5 ilustra-se 0 argumento
exposto. Linhas continuas mostram situacdo de meio heterogéneo continuo. Linhas tracejadas
ilustram os valores do divergente supondo o elemento homogéneo Vale lembrar que
homogeneidade e heterogeneidade s@o tratadas no sentido apresentado na introducdo da
dissertagdo, tomadas em uma escala muito menor que aquela usualmente adotada na geotecnia.
Portanto, a equacao de fluxo ndo saturado apresenta uma simplificacdo do ponto de vista de
modelagem do fenémeno fisico da perspectiva de mecanica dos meios continuos que pode nao
satisfazer certos contextos.

Do ponto de vista estatistico, o teorema do limite central sugere que a dispersdo de quasi-
moléculas de dgua pode ser adotada como fickiana. Neste caso, o espalhamento de particulas é
limitado a um determinado valor a cada instante de tempo igual a metade desvio padrdo da
distribuicdo, Az?/(2At) (Schumer et al. 2009). Além disto, a imposicdo de variancia finita e
tempos de intervalo entre saltos fixo € restritiva: € possivel que a agua encontre caminhos
preferenciais ou barreiras que s6 podem ser transpostas dada certa quantidade de energia e, por

ISs0, varia-se 0 espalhamento da umidade para mais ou para menos.
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Figura 2.5 — Figuras ilustrando fluxo superficial pelo volume do elemento tomado na
definigdo prética de divergente (modificado de Benson, 1998): (a) Fluxo total através da

superficie; (b) Fluxo médio através da superficie.

Experimentalmente, alguns autores notaram divergéncias entre a progressdo da frente de
umidade se comparada & evolugdo da variavel de Boltzmann (z%/t) e propuseram modelos novos.
A maior parte destes modelos trataram sobre a subdifusdo da umidade, mas os autores
mencionam a possibilidade de superdifusdo também (Pachepsky et al., 2003; Hall, 2007, Sun
etal., 2013).

2.5 Distribuices estaveis e teorema do limite central generalizado

A Aplicacdo do teorema central do limite e, portanto, toda a fundamentacdo dos modelos

utilizados que foram descritos anteriormente necessita que trés pontos sejam respeitados (lbe,

2013):

1. As variaveis somadas devem ser independentes;

2. As variaveis aleatorias devem ter média e variancia finitos;

3. Na&o pode haver variaveis aleatorias que contribuam de forma muito maior do que as outras
para a soma.

Contudo, estes trés pontos restringem as fungdes de probabilidade que podem ser aplicadas para

descrever o movimento de uma particula individual. E possivel, por exemplo, que uma

determinada particula efetue um salto de valor muito grande entre um instante e outro, de tal

forma que a contribuicdo deste valor a soma seja excessiva.
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Da mesma forma que as distribui¢des de probabilidade com as trés caracteristicas mencionadas
convergem para uma distribui¢do gaussiana, as outras distribui¢es convergem para uma classe
de distribuicdes mais geral, chamada de distribuicdes estaveis (a—estavel ou distribuicdo
estavel de Levy). Uma distribuicdo estavel é definida se existirem constantes ¢, e dn para cada
n tais que (Ibe, 2013):

Zn:Zj =C,Z+d, (2.58)

j=1
onde as variaveis Zj sdo copias independentes de Z, isto €, possuem a mesma distribuigdo de Z
exceto por uma translacdo e um fator de escala. Note que, dada a defini¢do (2.58), é sempre
possivel escrever uma variavel aleatoria que siga uma distribuicdo estavel como a combinagédo
linear de outras varidveis aleatorias de mesma distribuicao.
Existe uma forma de representar analiticamente as distribuicdes estaveis em termos da funcédo
H de Fox, como proposto por Schneider (1986). Por outro lado, a funcdo H de Fox torna a
percepcdo do processo fisico resultante das distribuicbes estiveis complicada. Por ndo
acrescentar valor significativo aos resultados desta dissertacéo, evita-se seu emprego. Limita-
se a apenas mencionar este resultado para fins de completude da revisdo bibliografica do
assunto.
A distribuicdo de probabilidade de uma distribuicdo estavel, sempre que necessério se referir a
ela, sera denotada por fz(z;a, B, 1, 0). As distribuicdes estaveis sdao compostas por quatro
parametros que possuem interpretaces bem definidas quanto ao comportamento das fungdes
(Ibe, 2013).
O indice de estabilidade, « € [0,2], também chamado de indice de cauda, expoente de cauda ou
expoente caracteristico determina o qudo pesado € a cauda da distribui¢cdo. Na Figura 2.6,
mostra-se o efeito da variacdo do indice de estabilidade no comportamento da distribuicéo.
Quanto menor o valor do indice, maior o pico da curva e haverd maior nUmero de dados

concentrado na cauda.
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Figura 2.6 — Efeito do pardmetro « no formato da distribuicéo estavel.

O parametro de assimetria, S € [-1,1], determina o quanto a distribuigdo é distorcida para a
direita (mais proximo de 1) ou esquerda (mais proximo de —1). O parametro perde efeito a
medida que « aproxima-se de 2 e quando seu valor € 0. Neste caso a distribui¢do € simétrica.
Na Figura 2.7 afere-se o efeito do parametro de assimetria no comportamento da distribuicdo

estavel.

e

-

o
T

0.05r

CDF[fy (x;a,B.0,1)]

0.00+

Figura 2.7 — Efeito do pardmetro f no formato da distribuicdo estavel.
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O parametro o> 0 é um parametro de escala, que determina a largura e, consequentemente,
dispersdo da distribuigdo. Maiores valores deste parametro resultam em efeito similar ao que o
desvio padréo causa na distribuicdo gaussiana: a curva de distribuicdo de probabilidade tem seu
pico mais achatado e cauda mais acentuada para maiores valores de o. O aspecto da curva passa
a ser mais suave com maiores valores de o. Pode-se constatar o exposto por meio de observacao

da Figura 2.8, na qual diferentes valores de o sdo atribuidos a distribuicdo estavel.

0.30F - - - - .

0.25-

0.20

0.15}

0.10+

CDF[fx (x:a,8.0,1)]

0.05-

Figura 2.8 — Efeito do pard@metro o no formato da distribuigdo estavel.

1 € R é um parametro de locacdo que tem funcdo idéntica a da média na distribui¢do normal
e determina a posicao do pico da curva. Na Figura 2.9, mostra-se que um aumento do valor de
4 causa 0 deslocamento da curva para a direita. Diminuir o valor de u , analogamente,

movimenta a curva para a esquerda.
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Figura 2.9 — Efeito do pardmetro , no formato da distribuicéo estavel.

Normalmente, expressa-se as distribui¢bes estaveis por meio de suas funcbes caracteristicas
(Nolan, 2016). Seja Z uma variavel aleatdria com distribuicao estavel, sua funcéo caracteristica

é dada por:

exp(—o-“ (& [1—iﬂsign(k)tan %}Hyk),a #1
f,(-k)=E[e" |= (2.59)

exp[—a" k|” {1—iﬁgsign(k) In |k|} + i,uk),a =1
T

Para = 2, a distribuicdo estavel reduz a uma distribuicdo normal com média x e desvio padréo
o/N2. Como pode ser constatado por meio da substituicdo na Eq. (2.59) e da unicidade da

transformada de Fourier:
f,(k)=E[e"]= [exp(—azkz +i yk)] (2.60)

a=2

Definido estes aspectos acerca da distribuicdo estavel, o préximo passo é mostrar como a
distribuicédo estavel generaliza os processos estocasticos descritos na Se¢édo 2.2.

Suponha que se tenha um processo de soma de variaveis aleatorias que denotam passos de uma
particula. A soma das variaveis resulta na posicdo final da particula, como descrito
anteriormente. Neste caso, deseja-se saber o limite da soma de varidveis aleatorias cuja
dispersdo ndo e necessariamente finita. Aqui, a abordagem seguida é dada por Benson (1998).
Uma demonstracdo matematicamente rigorosa pode ser encontrada em Meerschaert e Sikoskii
(2012).
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A soma deslocada e normalizada das variaveis aleatorias € dada por:

Zn:Zj—n,u
S, =t——

n

(2.61)
C

Fazendo:

o(k)=E|e @ | (2.62)
Utilizando a Eq. (2.58), a Eq. (2.62) e o resultado acerca transformada de Fourier da soma de
variaveis iid, Eq. (A.7), Pode-se manipular a Eq. (2.61) para obter:

O(k)" =E[e ™ =05, (c,k) (2.63)

A transformada da soma normalizada e das variaveis individuais deve ser a mesma. Usando

isto e aplicando o logaritmo a (2.63)

nin[ 0 (k) |=1n| 65, (c,k) | (2.64)
A Eq. (2.64) é resolvida por Benson (1998) usando a lei de poténcia:
In[ 0(k) ] = Ak (2.65)

onde « € [0,2].
A Eq. (2.61) s6 e verdadeira se cn = n* e o teorema do limite central generalizado pode ser
escrito:

Zn:Zj—ny
S, =F—

n

_ (2.66)
n

Além disto, pode-se mostrar que a soma deslocada e normalizada converge para uma

distribuicdo estavel com os seguintes parametros:

ZZJ -nu
=

o

= 1,(z;e, 8,0,1) (2.67)

No caso de uma soma ndo normalizada e descentralizada, mostra-se que o0 estudo de
distribuicGes estaveis faz surgir naturalmente o conceito de derivada fracionéria e dispersdo
andmala. Para exemplificar como, considere um random walk cujos saltos seguem uma
distribuicdo bilateral de Pareto (Meerschaert e Sikoskii, 2012). Isto é, P[Z>z] = pCz%e
P[Z<-z] =qCz“paral<a < 2,0<p,q<1lep+qg=1 A transformada de Fourier da

distribuicdo de Pareto é
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_gle
E[ 'kZ =p I e “Caz " dz+q J e “Ca(-z)“*dz (2.68)
Clla
A primeira integral é avaliada primeiro:
p [ e*Cazdz=p [ [1-ikz+(e™ -1+ike) |Cazdz (2.69)

Cl/a C]Ja
ou ainda

o0

p j e “Caz "z = p— pikp + pT(eikZ ~1+ikz)Carz “dz
< ° (2.70)
-p J. [ —ikz +(e™ —1+ikz)]Caz‘“‘ldz

A primeira integral da Eq. (2.70) é calculada por:

p[(e™ —1+ikz)Caz*dz = pC F(Z—_la)(ik)“ 2.71)

0 a-—

A segunda integral da Eq. (2.70) tem o seu integrando limitado da seguinte forma:

. kz)’
e ™ —1+ikz| < (ke)” (2.72)
2!
Multiplicando a Eq. (2.72) por Caz*"! e integrando:
¢ k¥ «
p j ‘e"kz 1+|kZ‘CaZ“”‘le < p—ECZ’“ (2.73)

Assim, a primeira integral da Eq. (2.68) pode ser reescrita por:

p [ e™*Caz *dz = p- pikgy + pD, (ik)* +O(k?) (2.74)
C]ch
onde fez-se:
I'2-«
D, = cg (2.75)
a-1

No caso da segunda integral da Eq. (2.68) , uma simples substituicdo de varidveis u= —z permite

encontrar:
7C]/a

q [ e™Ca(-z)“"dz=q-+dqiky +aD, (-ik)" +O(k) (2.76)

Portanto, a transformada de Fourier da distribuicdo bilateral de Pareto é€:

1—(p—a)ikz + pD, (ik)” +aD, (—ik)“ +O(k?) (.77)
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Tomando o somatorio de varidveis aleatorias de Pareto, Sy=> "j=1Zj, a transformada de Fourier

do somatorio normalizado, mas ndo deslocado para a origem é:
E[ e | = (1-(p-a)iksy + pD, (ik)" +aD, (~ik)" +O(K?)) (2.78)
Fazendo n=t/At com At—0:
e [e—ikcl’“sn J IR et[—ikpﬁ pDZ(ik)aJrqDZ(—ik)“] (2.79)

Pode-se ver por diferenciacdo simples com relacdo ao tempo, que a fungéo caracteristica da

distribuicédo bilateral de Pareto é solucdo da equacéo diferencial ordinéria:

00 . o\ . \a

E:[_ Kzt + pD, (ik)” +qD, (~ik) Je (2.80)
Caso =2, a Eq. (2.80) se reduz a forma de advecc¢do-dispersdo, como ja mostrado. No presente
caso, contudo, 2 e a inversa da transformada de Fourier aplicada a Eq. (2.80) ndo gera uma
derivada parcial de segunda ordem no espaco. Buscando reduzir a equacdo a uma forma
semelhante a da advecc¢do-dispersdo, pode-se utilizar a propriedade da transformada de Fourier

aplicada a derivadas:
iz O" N
E —ikz — k 9 2.81

A Eq. (2.81) representa uma propriedade das transformadas de Fourier de derivadas que deve
ser estendida. A forma de se fazer isto é definir uma operacdo na forma de uma convolucgéo
cuja transformada seja dada pela Eqg. (2.81). Por analogia, chama-se esta operacdo de derivacao
fracionaria.

Define-se a derivada fracionéria a direita de uma funcdo @ como a operacdo cuja transformada

de Fourier resulte em:
Za

E [e—ikz (;3_”‘} — (ik)* 6 (2.82)

De forma semelhante, define-se a derivada fracionaria a esquerda de uma funcao f a operagédo

cuja transformada de Fourier resulte em:

i 0" . \a
E|e™ =(-ik) 6 2.83
e L] w 289
Usando as defini¢bes (2.82) e (2.83) pode-se tomar a transformada inversa da Eq. (2.80) e
escrever:
00 00 0“0 0“0
—=—u —+pD +qD 2.84
a - M P T ey (2:84)
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Fazendo s = as, tem-se:

2% pp, 2 qp, 27 (285)
o P o Ot )"

A Eq. (2.84) é chamada de equacéo de fluxo de 4gua em solos ndo saturados fracionaria.

De fato, o pardmetro de assimetria das distribuicdes estaveis se relaciona as probabilidades p e

g da seguinte maneira:

p:%@+ﬂ) (2.86)

q:%@—ﬂ) (2.87)

De forma que quando pA=I1, a distribuicdo € inclinada para a direita e quando f=-1, a
distribuicdo é inclinada para a esquerda.
O estudo das operacdes capazes de gerar as propriedades descritas nas Equactes (2.82) e (2.83)

é objeto de estudo do Calculo Fracionério.
2.6 Célculo Fracionario

O célculo fracionario € a teoria que estende e interpola as operac¢des de integracdo e derivacao
de ordem inteira para operagdes que podem ter ordem real ou até mesmo complexa. N&o existe
um consenso acerca de qual a definicdo correta de derivada fracionaria. Diversos pesquisadores
propuseram novas definicdes de derivadas fracionérias, cada qual com suas caracteristicas e
dentro de contextos especificos (Oliveira e Machado, 2014). Atualmente, as trés definicdes
mais comuns sdo a de Riemann-Liouville, Grinwald-Letnikov e Caputo (Diethelm, 2004), mas
as defini¢cOes de Riemann-Liouville e Caputo s&o mais aplicadas amplamente no contexto de
modelagem. Por este motivo, a definicdo de derivada fracionéria foi feita neste trabalho como
a operacdo que satisfaz as condicBes que fazem as funcdes de densidade de probabilidade de
distribuicGes estaveis respeitar a equacao fluxo fracionario fracionaria.

A definicdo de derivada fracionaria é, dado este argumento, qualquer operacdo de pseudo-
diferenciacdo que esteja em consonancia com a Eq. (2.82) e a Eqg. (2.83). Assim, nesta
dissertacdo, evita-se tratar apenas uma definicdo de derivada fracionaria como a correta. No
que segue, mostra-se algumas defini¢des de derivadas fracionaria que, no &mbito deste estudo,
sdo equivalentes. O emprego é utilizado de acordo com a finalidade para a qual se usa a
definicéo, a depender de qual for mais conveniente. A motivacao das defini¢Ges, propriedades
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que serdo exploradas para obter os resultados desta dissertacdo e discussao acerca delas sdo
dados no Apéndice C. A Eq. (2.82) é usada para definir a operacdo chamadas de derivada
fracionéria a direita e a Eq. (2.83) para definir a derivada fracionaria a esquerda.

A derivada fracionaria a direita de Grinwald-Letnikov € dada por:

d“e e I'(a+1)
dz” rHOh“,z‘l“( —j+)r(j+1

)(—1)" 6(z—- jh) (2.88)

A derivada fracionaria a esquerda de Grunwald-Letnikov € dada por:

d“60 .. 1 (a+1)

2Y% lim= ~1)' 6(z+ jh 2.89
d(z-)” o0 h* j:(Jl"(oc—jjtl)l"(j+1)( ) oz + i) (2.89)
A derivada fraciondria a direita de Riemann-Liouville é definida por:
N z
DO(z) = ! d N o) —dd (2.90)
I'(N-—a)dz" { (z-)*
A derivada fracionéria a esquerda de Riemann-Liouville é definida por:
_\N N R
" peg(zy =29 | 0C) __4¢ (2.91)
I'(N-—a)dz" 5 (§—2)*"
A derivada fracionaria a direita de Caputo é definida por:
2 p(N)
°DeO(z) = ! 0 (f:sz dg (2.92)
I(N-a){(z-7)
A derivada fracionaria a esquerda de Caputo é definida por:
_1\N R (N)
°DiO(z) = () ) dg (2.93)

L(N-a)y (¢-2)"""
Na Eq. (2.88) até a Eq. (2.93), R e L sdo numeros reais e ilustram os limites do dominio, N € 0
maior inteiro menor do que « (i.e. N =[], onde [ ] denota 0 menor inteiro maior que dado
namero).
Devido a diferenca de ordem das operacdes na definicdo destas derivadas, mostra-se que as
duas definicdes sdo equivalentes apenas em situacdes especificas (Ishteva, 2005). E necessario
que o valor da fungéo se anule nos limites inferior ou superior da derivada ou que estes limites
sejam infinitos. Nestas circunstancias, as duas definicbes podem ser usadas indistintamente.
Pode-se, também, mostrar que as defini¢cbes de Grinwald-Letnikov s&o sempre equivalentes a
de Riemann-Liouville (Podlubny, 1999).
Na aplicacdo das derivadas de Riemann-Liouville e Caputo a equagbes diferenciais
fracionérias, alguns pontos importantes devem ser ressaltados quanto a escolha da definicéo

para modelagem fisica. A derivada de Caputo exige que condic¢des de contorno sejam dadas em
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termos de derivadas inteiras e a derivada de Riemann-Liouville exige que sejam dadas em
termos de derivadas fracionarias. Antigamente, ndo havia uma interpretacdo fisica para
condicdes em termos de derivadas fracionarias. Hoje, uma interpretacdo sélida ja é possivel
(Heymans e Podlubny, 2006) em termos da relacdo entre variaveis de estado por meio dos
modelos constitutivos adotados. Além disto, existem mais resultados matematicos acerca da
derivada de Riemann-Liouville ja provados (Diethelm, 2004), o que permite sua aplicacao para
modelagem mais facilmente.

E precisamente na situacdo de limites de integracdo infinitos que se deseja utilizar as derivadas
fracionarias de Riemann-Liouville e Caputo. Como nestas circunstancias, as trés definicbes
coincidem, suas transformadas de Fourier também devem coincidir. Assim, utiliza-se da
notacdo 0%/ 0z% para se referir indistintamente a qualquer umas das trés definigdes.

Nota-se que a Eq. (2.84) apresenta ambas das derivadas & esquerda e a direita. Além disto, estas
derivadas tém seu limite inferior e superior sendo menos infinito e infinito respectivamente para
que as propriedades procuradas sejam alcancadas. Chama-se estas derivadas com limites

infinitos de derivadas a esquerda e a direita de Weyl.
2.7 Nao-Localidade da Derivada Fracionaria e Lei de Fick

Esta secdo dedica-se a encontrar uma forma macroscopica do vetor de fluxo que englobe a lei
de Fick a partir de um argumento fundamentado em uma expansdo em diferencas finitas e a
mostrar propriedades ganhas pelo modelo quando se introduz a derivada fracionaria.

Considere o dominio espacial dividido em volumes discretos e que haja uma concentracdo de
particulas em um determinado volume. Considere que o referencial do sistema é fixo no centro
de massa do conjunto de particulas, tomadas como quasi-moléculas de agua, de forma que
qualquer movimento advectivo pode ser desconsiderado na andlise a seguir. O teor de umidade

volumétrico, em um determinado volume j é:

M;
0, = v (2.94)
onde, M; é a massa de particulas em determinado volume [M] e 4 o teor de umidade volumétrico
de particulas [ML?].
Considere que cada particula efetue um random walk simétrico com taxa 1 / At, que denota o
ndmero de passos por intervalo de tempo [T-'] efetuado a cada instante At. O fluxo dispersivo

de particulas por unidade de areaentreje (j + 1) e:
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1 1 1
] _(ZM"_ZMMJ 1 5(91_9141) 1

= = — AV 2.95
o A At A At (2.95)
Da expansdo da série de Taylor para o teor de umidade volumétrico:
1( 06 1
Jy ==| —— (A7) +O(AZ%) | = Az 2.96
v =3 -5 en o 39

Para que o random walk ilustre 0 movimento das particulas, Ax — 0 de forma que Ax%/(2At)
— D; e chega-se a lei de Fick:

20
‘oz

Da forma que a lei de Fick foi derivada, o teor de umidade volumétrico em um dado volume

Jye =— (2.97)

depende apenas dos volumes imediatamente vizinhos e o salto das particulas é limitado a
vizinhanga imediata de sua localizagdo (Schumer et al., 2001). A Figura 2.10 mostra uma
representacdo do balangco em diferencgas finitas de acordo com o fluxo fickiano adotado.

g, NS ) —--- 7
| ! 20
i L DO - I—
| 1
1 1 I
L ! () £
1 I
| |
_______ L — — |- - S I S S |
:,// /, o ] :/,
S . ___ v Vv o V_____1 4
Az
<+“—>

Figura 2.10 — Representacdo do fluxo limitado a células vizinhas

causado pela disperséo fickiana.

A lei de Fick, portanto, € uma manifestacdo macroscopica do movimento browniano classico,
regido pelo teorema central do limite. E interessante procurar uma forma para a lei de Fick que
permita as particulas percorrerem mais de um volume em um intervalo de tempo. A lei deve
ser capaz de retratar o movimento de fluxo de dgua que percorra mais rapidamente em direcao
ao gradiente de forcas de campo ou 0 movimento que ocorra de forma mais lenta adicionando
particulas que d&o grandes saltos contrarios ao gradiente de forcas. Para isto, pode-se utilizar a
série de Taylor generalizada apresentada na Eq. (C.29). A Figura 2.11 mostra uma ilustragdo

do fluxo ndo fickiano descrito.
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Figura 2.11 — Esquema de fluxo ndo local.

Aplicando a Eqg. (C.29) a Eq. (2.95), pode-se escrever (Schumer et al., 2001; Ochoa-Tapia, et
al., 2007):

1) 1 o 1 & Az° ey | 1
Jdif:E{—{E(l+ﬂ)aza+§(1—ﬁ)a(z_)a}0r(a+l)+O(Az )}A—tAz (2.98)

No limite Ax — 0, tem-se a lei de Fick fracionaria:

1 0“6 1 0“0
J. =—-D,| =(1+ +=(1- 2.99
dif z|:2( 'B)GZ“ 2( ﬁ)a(z_)aj| ( )
Na nova perspectiva, é necessario que os seguintes limites ocorram:
1 a7 1 .p (2.100)
2T (a+1) At
e
1 1
Z0(AZ"* )= >0 2.101
2075 (2.101

Note gue, da Eq. (2.100), o coeficiente de dispersdo depende agora de uma poténcia de ordem
a+ 1de Az

Se aplicada a definicdo de Grunwald-Letnikov para a (2.99), pode-se ver que a lei de Fick
fracionéria define um vetor de fluxo que leva em conta todo o dominio espacial ponderados
pelos pesos de Grunwald. Os pontos mais proximos ao ponto onde se calcula a derivada
possuem maior importancia do que os pontos mais afastados, ja que os pesos de Grunwald
decaem assintoticamente de forma exponencial, de acordo com a Eg. (C.20). Desta forma, a lei
ndo limita o0 movimento de particulas a vizinhanca dos pontos, mas permite que existam um
pequeno nimero de particulas que se movam até grandes distancias do ponto de partida (Benson
et al., 2000; Schumer, 2009; Ibe, 2013). Desta forma, o fato de levar em conta todo o dominio
para o célculo da derivada fracionaria torna ela e a lei de Fick decorrente dela operagdes nao-

locais. Pode-se fazer uma discussdo mais rebuscada usando o argumento matematico a seguir.
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Considere uma derivada ordinaria de primeira ordem. A definigdo da derivada ordinaria pode
ser posta em uma forma integral usando a fungéo especial delta de Dirac (Herrmann, 2014):

2 [ dhs(h) 6(z—h), definicgoematraso

‘;_9: ZI dhs(h) H(Z_h)ze(Hh), definic&o simétrica (2.102)
z —o0

2 [ dhs(h) 6(z +h), definicdoemavanco

A funcéo delta de Dirac é definida como uma classe de todas as sequéncias regulares de boas

funcBes w(a, x), com a > 0 tal que

o(x)= Ialgg w(a, z) (2.103)
De forma que a seguinte propriedade é sempre respeitada
0(0) = [ dha(h)o(h) (2.104)

Funcdes boas sao aquelas diferencidveis em qualquer ponto e um namero de vezes arbitrario e
cuja ordem dela e suas derivadas € O(|z |"N) quando z—=co para qualquer N. Uma sequéncia de

fungdes w(a, z) é regular se, para qualquer boa funcdo &z):

lim [ w(a, 2)0(z)dz (2.105)
existe.
Se a for proximo de zero, vale:
IirrgZI dhw(a, h)d(z +h) ~ Iingzj dhw(a, h)8(z +h) = 6(z) (2.106)

Neste caso, as definicdes integrais de derivadas locais, Equacdes (2.102) sdo equivalentes a
definicdo tradicional de derivada. A derivada utiliza todos os valores da fun¢do em uma
vizinhancga de raio earbitrariamente pequeno. Assim, enquanto a derivada fracionaria toma uma
convolucdo com a funcdo poténcia ao longo de todo o dominio da fungdo, a derivada
convencional pode ser vista como uma convolugdo com uma funcgéo regular w(a, t) ao longo
apenas da vizinhanga imediata de um ponto. Na Figura 2.12, ilustra-se o conceito de convolugéo

das derivadas fracionarias ao longo de todo o dominio espacial de forma visual.
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Ponderacgao a esquerda —» <«—— Ponderagdo a direita
R

L Z4 Zj-1 Zj Zj+1 Zn—1
l

|

o

> 7

Figura 2.12 — llustracdo do conceito de convolucdo das derivadas fracionarias.

Quando a variavel em que se opera a derivada fracionaria é o tempo, diz-se que a equacao

apresenta memdria do fenémeno.
2.8 Solucdes Analiticas das Equactes Simplificadas.

A Eq. (2.84) é uma equac&o diferencial parcial fracionaria. Tal como as conhecidas equacdes
diferenciais parciais, a existéncia e unicidade da solucéao de tais equacdes esta condicionada as
condicdes de contorno escolhidas para o estudo.
Para o problema de fluxo, dois problemas séo de maior interesse: o problema de valor inicial
(P.V.1.) e 0 problema de valor de contorno (P.V.C.) (Mainardi et al. ,2001).
Para o problema de condigdes iniciais, as condi¢des de contorno e inicial sdo:

O(—x,t) > 6,

PV.1.<6(z,0)=6 (2.107)
O(+0,t) > 6,

6(0+,t) > 6,
PV.C.10(2,0)=6, (2.108)
O(+o0,t) > 6
Para o problema de valor inicial, a solucdo é dada por meio da técnica de transformada de
Fourier (Benson, 1998; Moraes, 2013; Moraes, 2017). Como ja se partiu do argumento de uma
particula que se espalha no tempo de acordo com a distribuigdo estavel para se chegar a equacao
que se procura resolver, esta distribuicdo j& é a solucdo da equagdo dadas as condicOes
(2.107):

0(z,t) =0, + (6, —6) 1, (z;a,,b’, ast,(DZt)U“) (2.109)

Quando « = 2, retoma-se a distribuigdo gaussiana.
Para o problema de valores de contorno (Eq. (2.108)), que sdo de maior interesse para ajustes

experimentais, ainda ndo ha métodos de solugdes analiticas dadas as ferramentas matematicas
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existentes atualmente, sendo solucGes analitica do problema obtidas como novos resultados
desta dissertacdo por meio de artificio de construgdo fundamentada nas solug¢des do caso inteiro.
A solucdo da equacéo no caso classico foi obtida em Cavalcante e Zornberg (2017a). A solugéo
pode ser obtida por uma mudanca de variaveis que leva a equacdo de Richards a uma equacéo
do formato da equacéo de difuséo, solugdo da nova equacgao com condigdes de contorno e inicial
alteradas e posterior retrossubstituicdo para as variaveis originais.
Primeiro, efetua-se uma substituicao para tornar as condi¢des de contorno nulas:

0 =0,-0 (2.110)
De forma que o problema pode ser tomado por:

00 o0 0’0
ERRE AT @1y

.

Submetido as condicdes:
0(0+,t) >0, -6,
PV.C.i6(z,00=0 (2.112)
6(+0,t) >0

sujeita as condicdes (2.108). Efetua-se a transformacéo:

az a’t
O(z,t) =g(z,t)exp| —=— ——— 2.113
(z,t)=g(z,1) Xp(ZDZ 4DZJ ( )

Tal substituicdo transforma o problema em uma difusdo simples
2
%g =D, ng (2.114)
submetida as novas condices:
g(0+1t)—> (6, —6)exp(at/4D,)
PV.C.=19(z,0)=0 (2.115)
g(+0,t) >0
O novo problema pode ser resolvido trocando-se a condigdo ndo nula na Eqg. (2.115) por um
delta de Dirac da forma &t), o que resulta no problema de determinar a funcdo de Green para
o0 problema. Em seguida, resolve-se a equacdo por meio da transformada de Laplace e toma-se
a convolucdo da solugdo com a condigéo de contorno antiga. Por fim, a solugcdo em termos de

6 é obtida por substituicdo reversa. A solugéo Cavalcante e Zornberg (2017a) &, portanto:

0=0 +M erfo| 228t +exp &2 | orge| 21t 2.116
A 2Dt D, ] (2Dt -
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onde erfc(z) é a fungdo complementar da funcéo erro.

O termo que envolve a multiplica¢do da fungdo erro complementar por uma fungéo exponencial
adiciona uma assimetria a solucéo da equacdo. Quando o valor de asz / D; se torna grande, a
distribuicdo se torna mais préxima de uma curva simétrica e 0 segundo termo pode ser
desprezado sem adicionar grandes erros (Ogata e Banks, 1961). A curva resultante tem um

formato sigmoidal e é simétrica.

£~0+(9°_0‘) erfc z-al 2.117
70 2ot (2.117)

2.9 Meétodos Numéricos

A solucdo de equacGes diferenciais parciais do tipo advecgdo e dispersdo pode ser feita por
diversos métodos. Um dos métodos mais simples e usuais e que mantém os resultados acurados
€ 0 método das diferencas finitas. Estudos de equacbes de fluxo sdo frequentemente feitos
utilizando este metodo (Cavalcante e Zornberg, 2017b).

Embora seja bastante usual, 0 método de diferencas finitas apresenta resultados com disperséao
numérica no caso da equacdo de fluxo ndo saturado. Estes resultados sdo causados na
combinacdo entre o desenvolvimento do termo advectivo e o termo dispersivo. Umas das
formas de se resolver o problema da dispersdo numérica é aplicar o algoritmo CIP (Cubic-
interpolated pseudo particle) para ajustar a parcela advectiva do transporte e manter a parcela
dispersiva com desenvolvimento em diferencas finitas (Cavalcante e Zornberg, 2017b).

A solucdo numérica de equacdes diferenciais fraciondrias possui alguns métodos numéricos ja
consolidados. Os métodos mais tradicionais utilizam desenvolvimento das derivadas
fracionarias em sua forma integral por meio da combinacdo entre integracdo numeérica e o
método das diferencas finitas ou encontrando-se a relacdo entre a definicdo de derivada
utilizada e a definicdo de Griinwald-Letnikov e usando esta Gltima para aproximagdo numérica
(Li e Zeng, 2012).

O modelo de Griinwald-Letnikov transladado aproxima as derivadas fracionarias utilizando um
truncamento no somatério infinito que define a derivada fracionaria (Meerschaert e Tadjeran,
2004; Meerschaert e Tadjeran, 2006). O método é chamado de transladado porque o somatério
ndo ¢ efetuado ate o ponto em que se deseja calcular a derivada, mas até o ponto seguinte (ou

anterior, no caso de derivada a direita). Isto € feito porque aproximar a derivada fracionaria da
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equacdo de fluxo de dgua em solos nédo saturados fracionaria usando o somatorio até o ponto
exato gera um metodo que ndo converge.
No que segue, introduz-se 0 método CIP (Takewaki et al., 1985; Takewaki et al., 1987) e o
método de Grinwald-Letnikov transladado (Meerschaert e Tadjeran, 2004; Meerschaert e
Tadjeran, 2006). As equacgdes de transporte em meios porosos possuem dois termos distintos
no aspecto fisico do movimento: a parcela advectiva — ilustrada pelo termo de derivada primeira
— e a parcela dispersiva — ilustrada pelo termo de segunda ordem. Para a aplicar o CIP a
adveccdo-dispersdo, deve-se dividir as parcelas de transporte por meio da técnica numerica da
separacao no tempo (Cavalcante e Zornberg, 2017b).
O método CIP resolve equacdes de transporte advectivo dada na forma:
00 06
a
Realiza-se uma discretizacdo da Eq. (2.118) e aproxima-se a solucdo usando-se um polinémio

(2.118)

cubico de Hermite. A evolucdo de & é obtida do fato de que, no transporte advectivo, a funcéo
em dado ponto do espaco e instante de tempo deve ser igual ao valor da célula vizinha
imediatamente anterior no instante de tempo imediatamente anterior. O método CIP sera
desenvolvido em equaces para o caso especifico do resultado desta dissertacdo. a Eq. (2.118)
Para que o método CIP seja estavel e convergente, o processo iterativo correspondente ao
avanco devido a dispersdo e 0 processo correspondente ao avango em adveccao devem ser
estaveis separadamente. O critério de estabilidade para o transporte advectivo individualmente
é (Cavalcante e Zornberg, 2017b):

a. At
( S jsl (2.119)
Az

Para desenvolver o método de Griinwald-Letnikov transladado, retoma-se a definicdo de
derivada de Grunwald-Letnikov, Equages (C.3) e (C.4):

do_ . 106" I(a+1)
dz*  m0h? & T(a-j+1)0(j+1

)(—1)" 9(z~ jh) (2.120)

00 . 1CGE" T(a+l)

5z man r 1“(06—j+1)1“(j+1)(_1) 0(z+ jh) (2.121)

onde R e L s&o os limites superior e inferior do dominio. As defini¢des (2.120) e (2.121) sdo
definicOes discretas da derivada de Grunwald-Letnikov. Note que, caso os limites do dominio
sejam infinitos, o limite superior do somatério apenas se reduz a infinito, voltando as defini¢des

(C.3) e (C.4). Para se aproximar uma derivada fraciondria, basta truncar as definigdes retirando
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o limite h — 0. Desde que se utiliza um nimero adequado de termos, a aproximagao se mantém
boa:
deg 1 Q" I'(a+1)

& "W & Tasjoren Y 0 (2.122)

%0 1R T(a+l)

aa(z_)Nh_a i=0 r(a—1+1)1"(J+1)(_1) 9(Z+Jh) (2123)

Meerschaert e Tadjeran (2004) mostraram que o refino da malha espacial h gera solugdes
numericas que ndo convergem quando se aproxima as derivadas fracionarias usando a Eq.
(2.122) e a Eq. (2.123) para a advecgdo-dispersdo fracionéaria. Para resolver este problema
mantém-se a aproximacdo por meio da Derivada de Grunwald-Letnikov, mas transladas em
uma célula para a direita na derivada a esquerda e uma célula para a esquerda na derivada a
esquerda. Com isto, a aproximagdo mantém o erro com mesma ordem de grandeza e torna a
aproximacédo convergente. Assim, tem-se 0 método de Griinwald-Letnikov transladado:
de@ 1" I'(a+1)

@ “h & Tla—j+or(j+nt Y 6(z—(i-1h) (2.124)

o0 1 Q" I(a+l)
0“(z-) h* & T(a-j+1r(j+1)

(-1)’ 6(z+(j-1h) (2.125)

Para a derivada de primeira ordem no tempo, pode-se usar diferencas finitas em avanco (método
explicito) ou em atraso (método implicito). Os métodos implicitos tém vantagem de serem
incondicionalmente convergentes, mas sdo computacionalmente mais custosos do que 0s
métodos explicitos (Celia e Bouloutas, 1990; Bouloutas, 1989).

Para resolver a Eq. (3.32) por meio do método das diferencas finitas, basta aplicar o
desenvolvimento da Eq. (2.118) em atraso no espacgo para o termo advectivo e usar as Equacdes
(2.124) e (2.125) para desenvolver o termo difusivo. A equacdo resultante é resolvida
iterativamente em um Unico passo por iteracao.

O método de Grunwald-Letnikov transladado foi demostrado originalmente apenas para o caso
de uma difusdo pura e seu critério de estabilidade, neste caso, é dado por (Meerschaert e
Tadjeran, 2004; Meerschaert e Tadjeran, 2006):

AtaD
( “ Zj£1 (2.126)
Az
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3 MATERIAIS E METODOS

3.1 Materiais

Para validacdo do modelo proposto nesta dissertagdo, foram utilizados dados provenientes da
tese de doutorado de Azevedo (2016), defendida na Universidade de Austin, Texas. Os dados
foram obtidos de uma coluna de solo de grandes dimensdes com 120cm de altura de solo
totalmente instrumentada com afericdo de dados em tempo real. O aparato experimental €

mostrado na Figura 3.1.

TDR1

TDR2
TDR 3| 80cm
TDR4
TDRS
TDR6
TDR7

Figura 3.1 — Aparato experimental do ensaio em coluna de grandes dimensdes (120cm),

desenho esquematico modificado de Azevedo (2016).

A coluna mostrada no esquema da Figura 3.1 possui didametro de 19,7 cm e é feita de acrilico.
A leitura do teor de umidade foi feita utilizando-se TDRs nas alturas indicadas da figura. A
enumeracdo dos TDRs é feita de cima para baixo e apenas os TDRs 1, 2, 3 e 4 foram utilizados
para o ajuste das curvas do modelo. A precisdo dos TDRs é de £1%.

O solo utilizado foi classificado como argila. Foi feita uma compactacdo em camadas de 5 cm
até 80% do peso especifico seco maximo de acordo com o ensaio Proctor Normal. O topo de

toda camada compactada foi escarificado para melhorar a conexdo hidraulica com a camada
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seguinte. O topo da coluna foi coberto com papel pléstico para minimizar a evaporagdo. O teor
de umidade volumétrico de &gua alvo era de 0,15. A condutividade hidraulica na condicao
saturada do solo é de 8,2x10~° cm/s. A bomba foi calibrada para manter uma velocidade de
Darcy de 2,14x10-3 cm/s. O teor de umidade volumétrico ao qual corresponde este fluxo em
condigdes estacionérias é de 0,30. O teor de umidade volumétrico residual medido € de 0,04 e
o0 teor de umidade volumétrico na situacdo saturada é de 0,42.

A curva caracteristica € mostrada na Figura 3.2.

¥ (9)
0.4 "o
¢ L ]
L]
[ ]
0.3}
[ ]
[ ]
¢ [ ]
[ ]
02! .o
0.1}
0.0’ 1 1 1 | |
10 100 1000 10* 10°
¥ (kPa)

Figura 3.2 — Curva caracteristica do solo estudado.

Além disto, as curvas de frente de umidade obtidas dos TDRs sdo mostradas na Figura 3.3.

No que concerne a parte computacional do trabalho, foi utilizado o software Mathematica
Wolfram, versdo 11 (Wolfram Research, 2018). As rotinas numéricas foram implementadas e
as funcdes estaveis foram obtidas usando o comando StableFuncion e os ajustes feitos usando

a fungdo NonLinearModelFit, intrinseco ao programa.
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Figura 3.3 — MedicGes do avanco de frente de umidade obtidas da coluna de solo.

3.2 Meétodos

Os métodos adotados podem ser divididos em quatro etapas principais: formulagdo do novo
modelo, solugéo analitica do modelo, solugdo numérica do modelo, validagdo com resultados
experimentais (Figura 3.4). Adota-se a definicdo de derivada fracionaria de Weyl (Oliveira e
Machado, 2014), porque esta definicdo decorre naturalmente dos argumentos estatisticos que
fazem surgir os modelos de descrigéo fracionaria.

O modelo final obtido é unidimensional e busca-se adequar seus dados a ensaios de infiltracdo
em coluna, com condi¢des de contorno especificas.

Figura 3.4 — Resumo dos passos da metodologia a ser executada durante a confeccao da
dissertacao.
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3.2.1 Formulagéo do Novo Modelo

A formulacdo do modelo foi fundamentada na linha desenvolvida por Bhattacharya et al.
(1976), Yanovsky et al. (2000), Zoia et al. (2010), Moraes e Cavalcante (2014), Moraes e
Cavalcante (2015) e Cavalcante e Zornberg (2017a).

O modelo é, primeiramente, formulado utilizando argumentos estatisticos acerca do movimento
de quasi-moléculas de agua, introduzindo-se as funcGes de distribuicdo estaveis em sua
formulacdo de forma conveniente. Esta primeira abordagem da uma justificativa microscopica
ao argumento. Em seguida, o modelo é desenvolvido a partir de argumentos macroscopicos
acerca da movimentacao da &gua em um volume de controle.

Toma-se um vetor de fluxo constituido com partes advectiva e dispersiva, todavia, utiliza-se a
parcela dispersiva em sua forma fracionaria. Na equacéo classica de advec¢do-disperséo, a lei
de Fick apresenta derivada de primeira ordem da concentracéo e a equacéo final tem um termo
de primeira ordem espacial, um de segunda ordem espacial e um de primeira ordem temporal.
Como anova lei de Fick tem ordem entre 0 e 1, 0 modelo obtido devera ter um termo de primeira
ordem espacial, um de ordem entre 1 e 2 espacial e um de primeira ordem temporal. A parcela
dispersiva, por conter a derivada espacial fracionaria, serd responsavel por carregar as
propriedades de interesse do calculo fracionario que serdo estudadas no decorrer da dissertacéo.

A Figura 3.5 mostra um esquema dos procedimentos adotados na formulacéo.

Formulagao Formulagao
estocastica deterministica
(microscapica) (macroscopica)
Equagao de
Richards
fracionaria

Figura 3.5 — Esquema da formulagdo do modelo fracionario de fluxo de &gua em meio

poroso néo saturado.
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3.2.2 Solugdo Analitica do Modelo

Apds a definicdo do modelo, busca-se sua solugdo analitica. Propbe-se novas solugdes
analiticas construidas por analogia as solu¢@es dos modelos de Benson (1998), Moraes (2013)
e Moraes (2017). Nesta secdo, sdo propostas trés solucoes diferentes que, posteriormente, serdo
testadas quanto sua eficacia no ajuste de dados experimentais. As construgdes sao formuladas
partindo-se da solugdo simplificada da equacéo de fluxo em sua forma classica, isto €, séo
generalizacGes da Eq. (2.117) . A Figura 3.6 mostra um esquema dos procedimentos adotados

na formulag&o da solucéo analitica.

Funcdo erro
fracionaria

(- ~ . s 8
Solugdo fracwnarla]

simeétrica
r X Solugao — —
Solugdo da advecgao- Forma fracionaria | |Solucéo fracmnarla]
i 30 classi simplificada imétrica si
dispersao classica Y simplificada ssimétrica simples

Solugao fracionéria]

Vm m\ 4

~

assimétrica

N

Figura 3.6 — Esquema da formulagdo da solucéo analitica modelo fracionario de fluxo de

agua em meio poroso ndo saturado.

3.2.3 Validagio com Resultados Experimentais

A validacdo da equacdo analitica sera realizada mediante ajuste de dados experimentais
retirados da tese de doutorado de Azevedo (2016). Os dados serdo retirados de ensaios de
infiltracdo em coluna. Os dados sdo apresentados em um grafico de teor de umidade
volumeétrico versus tempo para diversas profundidades no corpo de prova.

As solucdes analiticas (solucdo de Cavalcante e Zornberg (2017a) e as trés novas solucdes
fracionarias de fluxo propostas nesta dissertacéo) serdo ajustadas aos resultados, derivando na
validagdo do modelo analitico para o caso estudado. Como resultado do ajuste, serdo obtidas
ordens de derivada fracionaria, coeficientes de velocidade advectiva e disperséo hidraulica. Os
ajustes serdo realizados de duas formas distintas.

A primeira consiste em ajustar a curva caracteristica e plotar a curva de condutividade
hidraulica ndo saturada dos solos de acordo com o modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a).

Com os parametros de fluxo (ks, &, &, coeficientes de ajuste o), calcula-se a velocidade
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advectiva e coeficiente de dispersdo do modelo e obtém-se as curvas de ajuste. Como a
velocidade imposta pelo modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a) é mais rapida do que a
prevista em ensaios, acrescenta-se ao ajuste um parametro de correcao de velocidade (cor) para
melhor ajustar os dados.

A segunda forma de ajuste consiste em ajustar a solucdo de Cavalcante e Zornberg (2017a)
para encontrar os parametros de velocidade advectiva e de dispersdo hidraulica sem utilizar
dados das curvas de condutividade hidraulica ndo-saturada e curva caracteristica. Ajuste-se a
solucdo analitica da equacdo de fluxo fracionaria diretamente com o cddigo do Mathematica,
gerando valores de velocidade advectiva e coeficiente de dispersdo como resultados. Para as
curvas de solucdo fracionaria, supfe-se que os parametros ajustados com a solucdo de ordem
inteira fornecem os parametros de fluxo para o caso fracionario. Deve-se corrigir o coeficiente
de dispersdo com um termo que mantém a coeréncia de unidades, desenvolvido junto com o
modelo fracionario. Para estas curvas fracionarias, ajusta-se as solucGes analiticas de forma que
se obtenha valores de indices de estabilidade e coeficientes de assimetria como resultados dos
ajustes.

Os dados sdo provenientes de ensaios em coluna unidimensional que foram originalmente
concebidos para testar o efeito de barreiras capilares nos geossintéticos. E possivel estudar o
fluxo no solo por meio dos dados de umidade em posi¢des anteriores aquela em que se forma a
barreira capilar.

O efeito da barreira capilar faz-se sentir em torno do sexto dia de medicgdes. Para evitar seu
efeito na modelagem e ainda ter dados suficientes para executar as rotinas de ajuste, a Figura
3.3 sera estudada até o sétimo dia. A Figura 3.7 mostra um esquema dos procedimentos

adotados na formulacdo da solucdo analitica.

Dados Ajustes as
experimentais de solugdes —
Azevedo (2016) analiticas

Ajuste para
parametros de
fluxo

’
Ajuste com dados
da curva
caracteristica
—

Figura 3.7 — Esquema da formulacéo da solucdo analitica modelo fracionario de fluxo de

agua em meio poroso ndo saturado.
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3.2.4 Solucdo Numérica

Para resolver a equacdo numericamente, adota-se um método de diferencas finitas fracionario
para a parcela difusiva combinado com o método “Cubic interpolated Pseudo-Particle (CIP)”
para a parcela advectiva. O tipo de formulacéo de diferencas finitas fracionario adotado é o
método Griinwald-Letnikov transladado. A combinacdo entre CIP e diferencas finitas seguira
a técnica de separacdo no tempo das parcelas de transporte. Alem disto, emprega-se 0 modelo
de diferencas finitas em atraso tradicional a parcela advectiva para que se possa realizar uma
comparacao entre 0 novo método numérico e um método tradicional do calculo fracionario.
Dentre as solugdes construidas, adota-se a que apresenta menores desvios para testar as solugdes
analiticas.

A aplicacdo do método CIP em conjunto com o método de Grinwald-Letnikov transladado é
inédita. Por isto, um estudo do comportamento do método € realizado para que se possa aferir
as caracteristicas de precisao, estabilidade e convergéncia. Neste estudo, os valores de desvio
médio e maximo com relacdo a solucdo analitica sdo fornecidos. Adota-se as = 0,5 m/dia e
utiliza-se diferentes valores de e S. O estudo do método é feito durante o intervalo de 40 dias
e 0s dados de erro sdo retirados das curvas de 10 dias, 20 dias, 30 dias, 40 dias.

Com a finalidade de fazer um estudo comparativo da precisdo dos métodos, analisa-se o valor
maximo e médio dos desvios absolutos e relativos com relagdo a solugdo analitica. A anéalise é
com relacéo a dois parametros. Primeiro é feito um estudo variando o indice de estabilidade e
mantendo 0s outros pardmetros fixos. Depois realiza-se um estudo variando o parametro de
assimetria mantendo-se os outros parametros. O refino da malha espacial e 0 tamanho do passo
no tempo sdo mantidos fixos em todas as andlises. A velocidade advectiva é adotada como
constante para todos os estudos e arbitrada em as = 0,5 m/dia. Os estudos do método aferem o
movimento da agua durante o intervalo de 40 dias e os dados de erro sdo retirados das curvas
de 10 dias, 20 dias, 30 dias, 40 dias.

Para a analise de como as solugdes se comportam sob diferentes assimetrias, arbitra-se D,=0,07
mb7/dia; o=1,8; At=Ax=0,5me Bindo de —1 a 1 assumindo os valores —1; —0,5; 0; 0,5; 1.
Para a analise de como as solugdes se comportam sob diferentes indices de estabilidade, arbitra-
se D,=0,07 m*’/dia; #=0; At= Ax=0,5m e ¢« assumindo os valores 1,3; —1,5; 1,7; 1,9. A Figura

3.8 mostra um esquema que resume o que foi citado nesta subsecéo.
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Solugado
analitica

A
[ |

[Grﬁnwald-Letnikov J Griinwald-Letnikov

transladado + CIP transladado +
diferencas finitas

\ J
|

~
{ Estudo para

diferentes e

|

{ Estudo da h

J

estabilidade e
comportamento )

Figura 3.8 — esquema do estudo dos métodos huméricos para 0s

problemas fracionarios.
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4 RESULTADOS

4.1 Formulagio do modelo

Nesta se¢do, 0 modelo de fluxo em meios porosos que utiliza as ferramentas do calculo
fracionario é formulado. H& duas formas de se obter a mesma equacdo: uma partindo da
perspectiva de movimento de quasi-moléculas de d&gua no meio e outra supondo um vetor de
fluxo com parcelas advectiva e dispersiva fracionaria. O argumento microscépico acerca do
movimento da agua é utilizado para fundamentar o macroscopico. Ao final da formulacéo,
obtém-se uma equacdo de fluxo anédloga a classica equacdo de Richards, com termos de
derivadas fracionarias substituindo os termos classicos de derivada segunda da equacao
original. Por estes motivos, chama-se esta equacao de equacdo de fluxo de d&gua em solos ndo
saturados fracionaria ou equacdo de Richards fracionéria.

Considere que a agua no solo poder ser dividida em quasi-moléculas. Cada quasi-molécula
efetua um movimento aleatério em um dado sentido e o conjunto se movimenta globalmente
em direcdo ao gradiente do campo de forgcas. O movimento aleatorio de cada quasi-molécula €
descrito de forma geral como um ruido que segue ndo uma distribuicdo gaussiana, mas uma
distribuicdo a—estavel de Lévy. A equacdo de movimento para estas moléculas é, baseado na
Eqg. (2.50):

%z—,uz+0'“L(t) (3.1)

onde L(t) representa esta distribuicdo a—estavel padrdo (normalizada) de Levy com parametros
(e, B, 0, 1), urepresenta um desvio do movimento na direcdo do campo de forgas imposto pelo
e o% é a intensidade da dispersdo. A Eq. (3.1) leva em conta a possibilidade dos movimentos
aleatdrios serem de grande tamanho, representando o escoamento das moléculas de agua com
algum canal que constitua um caminho preferencial no solo ou a possibilidade de retencdo da
quasi-molécula em alguma regido que impeca 0 escoamento imediatamente. Da mesma forma
que a Eq. (2.50) reduz-se a equacdo de Richards linear em termos do teor volumétrico de agua,
tambeém é possivel mostrar que a Eq. (3.1) enseja a descricdo do movimento a partir da Eq.
(2.85), isto é, a Eq. (2.50) fornece uma justificativa mecanica para o emprego da equacao de
Richards fracionéria. A deducdo matematica e similar aquela feita para o caso classico, e pode
ser vista no Apéndice D. A formulagdo presente neste apéndice para 0 movimento da agua em

solos ndo saturados constitui um resultado inédito desta dissertacéo.
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Nesta se¢do, mostra-se de forma completa a deducdo macroscopica da equagédo de equacgéo de
fluxo de &gua em solos ndo saturados fracionéria.

Considere que a equacdo de Richards possa ser obtida da perspectiva de transporte difusivo e
advectivo. Considere que a parcela difusiva do transporte ndo saturado de agua seja dada pela

lei de Fick fracionéria, exposta na Eq. (2.99):

Juw =K (0) (3.2)
Jgr =-D, (0){(1+ﬂ) aa_lf + (1_IB) aa_le_l} (3.3)
2 o0z 2 0(z-)

O balanco do fluxo dado pela soma das parcela (3.2) e (3.3) resulta imediatamente em:

0 ~ (1+p)o"0 (1-B) o0 ||_o6
az{k(g) DZ(Q){ 2 o 2 a(z—)“}}_at (34)

Da regra da cadeia e, considerando o coeficiente de dispersdo constante:

(1+p)o"0 (1-p) o0 }:% (35)
2 or° 2 o(z-)"| ot

000k
oz 00

Na perspectiva classica, o coeficiente de dispersédo era dado pela Eq. (2.22):

k, (6
D, (9) = 8_1//& (3.6)
00 p,9
e a velocidade advectiva € dada por:
ok
a =—1= 3.7
=% 3.7)

Todavia, manter a definicdo original da dispersdo causa inconsisténcia na analise de unidade da
Eqg. (3.5). Além disto, o coeficiente de dispersao classico é dado pelo limite apresentado na Eq.
(2.26), que diverge na situacdo fracionaria. Portanto ele ndo pode mantido para o caso
fracionario. A solucdo € relacionar a Eq. (2.100) a definicdo fracionaria do coeficiente de
dispersdo, dada pela Eq. (2.100).

E possivel relacionar uma incremento inteiro Az com uma poténcia real entre 0 e 1 dele por
meio da Eq. (C.30) (Kavvas et al., 2017). Adote f(z) = z; a = (z — Az) e &=z na Eq. (C.30) para

Ver que:

(Az)a{L CDa—l
r(a) -A1 =z

Calculando a derivada de Caputo da Eq. (3.8) e rearranjando-a, tem-se:

(A7) ~ W(Az) (3.9)

I~ 7—-AZ+

z (3.8
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A Eq. (3.9) fornece uma relacdo util entre uma poténcia de um incremento e o préprio

incremento.

Usando a Eq. (3.9), manipula-se o coeficiente de disperséo fracionario:
1 A" T(3-a)1A7

~ 3.10
2l (a) At 27" 2 At (3.40)

Na Eqg. (3.10), no limite Az—0, a Eq. (3.10) se torna exata. Substituindo as expressdes

correspondentes aos coeficientes de disperséo:

D; = M D, (3.11)
Tal expressdo fornece uma correspondéncia ponto a ponto entre os coeficientes de disperséo.
Por outro lado, medidas experimentais de teor de umidade pelo tempo nédo sao calculadas para
valores instantaneos de parametros, mas de médias ao longo da extensao dos corpos de prova.
A extensdo do corpo de prova é o comprimento efetivo do dominio espacial em situacdo real,
que é adotado na teoria como infinito. A expressao que se busca é a comparacéo entre os valores
médios dos coeficientes de dispersdo. Pode-se obter tal expressdo integrando a Eq. (3.11) ao
longo da extensdo do corpo de prova e dividindo o resultado pela prdpria extensdo. Suponha

um corpo de prova de comprimento L, tem-se:

L
—u r(3-— _
D, =1jMdzDz (3.12)
Ly z7¢
p: - LG=2) .2, (3.13)
a-1

Substituindo a Eq. (2.22) na Eq. (3.13)

(3.14)

A expressdo (3.14) fornece uma forma de calcular o coeficiente de dispersdo fracionario
mantendo os métodos ja conhecidos de determinacdo dos parametros hidraulicos do solo. Desta
forma, de posse de ensaios para determinacdo da curva caracteristica e condutividade hidraulica
ndo saturada, é possivel obter o coeficiente de dispersdo hidraulico fracionario por meio do
ajuste escolhido corrigido com um termo que depende apenas da dimensdo do corpo de prova
ensaiado.

O termo de dependéncia da dimensdo do corpo de prova é da forma de uma lei de poténcia e
simboliza a correcdo do efeito escala no coeficiente de dispersdo classico. As unidades do

coeficiente [LT~!] agora sdo coerentes com a equagao.
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4.2 Solugdes analiticas

As solucbes fracionarias sdo obtidas por construgdes a partir da solucdo proposta por
Cavalcante e Zornberg (2017a) do problema de valores de contorno, substituindo a funcéao erro
por sua versdo fracionaria. Para introduzi-las, é preciso definir primeiramente uma extensdo
fracionéria da funcéo erro.

Como mostrado na Secdo 2.8, a equacdo de Richards, as condi¢des de contorno e inicial original

do trabalho de Cavalcante e Zornberg (2017a) séo:

2
30_ 20, 3

a as i (3.15)
0(0+t) = 6,

PV CL0(2,0) =0 (3.16)
O(+0o,t) > 6,

A solucdo da Eqg. (3.15), submetida as condicGes da Eq. (3.16) € dada pela Eq. (2.116):

_g 6,-6) z—-at a,z z+agt 317
0=0,+=—_—= {erfo[—Z\/D_Zt}Lexp[ Z}erf (ZFH (3.17)

Retomando-se a solucdo simplificada da equacdo de fluxo, a Eq. (2.117)

9=¢9i+(‘9°;‘2){1— {;\/a_tﬂ (3.18)

Lembrando que a troca da Eq. (3.17) pela Eq. (3.18) ¢ licita quando o termo adimensional
duz/D; for grande (Ogata e Banks, 1961).

A funcdo erro é, por sua vez, duas vezes a metade positiva da curva gaussiana com variancia
1/2 e desvio padréo \2/2.

erf (Z) J' exp §Z)d§ (3.19)

onde erf(z) é a funcdo erro.

Define-se a fungéo erro fracionéria, denotada por serf«(z) (Benson, 1998):
serf, ( j (g ,0,a )”“)dg (3.20)

Note que a fungdo erro fraciondria mantém a caracteristica de ser simétrica, o que é percebido

por f=0.
Por analogia, entéo, a solucdo do modelo fracionario para as condi¢6es de contorno (2.108) é:
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_g+ %m0y ot | 22 3.21
0(z,t) =6, + > [1 Serf”‘[Z\/D_Ztﬂ (3.21)

Note que a Eq. (3.21) mantém a simetria da solucdo classica da qual se parte. A Eq. (3.21) é a
primeira construcdo de solucdo proposta nesta dissertacdo. A Eq. (3.21) serd denominada de
solucdo simétrica da equacdo do fluxo de &gua em solos ndo saturado fracionéria

O fato da solugdo proposta na Eg. (3.21) ser simétrica retira um importante parametro que
poderia melhorar o ajuste das curvas experimentais: o parametro de assimetria. Seria, do ponto
de vida de ajuste, interessante propor uma solucdo que leve em conta este parametro visando
ajustar melhor fluxos que apresentem algum desbalango em qual diregcdo € mais solicitada para
a dispersao. Neste sentido, é natural propor outra solucéo, partindo-se da Eq. (3.21), que permita
a funcdo erro fracionaria tomar parametros de assimetria ndo nulos.

Usando a Eq. (3.20) e a Eq. (3.21) e permitindo ao pardmetro de assimetria assumir outros
valores, propde-se outra solucdo para a equacdo de Richards fracionaria:

0(z2.1) = e+(‘929){1 2] (¢1aB.at (D) )d } (3.22)

A Eq. (3.22) é mais geral do que a Eqg. (3.21) e constitui uma solucdo construida da equacédo de
fluxo fracionaria que leva em conta a assimetria da dispersao do fluxo. A Eq. (3.22) é chamada
de solucdo assimétrica simples da equacdo do fluxo de agua em solos nao saturado fracionaria
Por fim, é possivel propor uma solucdo que leva em conta a assimetria tal qual a Eq. (3.22) a
partir de uma perspectiva diferente da apresentada. A Gltima solucdo proposta € andloga aquela
proposta por Moraes (2017) no estudo de contaminacdo do solo. Usando a solugdo completa

(Eq. (3.17)) da equacdo de Richards classica, vale:

©,-4) z—at a z+ad 3.23
0,—0 = 5 {erfc(z\/D_th+exp{ Z}erf {2\/_]} (3.23)

Assim, a Eq. (2.116) pode ser enxergada como a razdo entre as solucdes da equacdo de fluxo

classica calculadas em posicdes diferentes:
erfc| 2=t +exp| &% |erfc zrat
0-6, 2,/D,t D, 2,/ D,t (3.24)
%0 erfe| 2L | +exp| 22 lerfe z+at |
2,/Dt D, 2,/

Supondo que seja possivel trocar a solu¢do completa pela forma simplificada:
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__ L=t = (3.25)

Sabe-se que a funcdo erro complementar pode ser escrita por:

erfc(z_astj=2—2FN(z;1,0) (3.26)

251

onde Fn(z;u,0) a funcéo de distribuicdo acumulada normal.
Substituindo a Eq. (3.25) na Eq. (3.25), tem-se:

006, _1— Fy (z;ast,\/DTt)

0,-6, 1-F,(0:at,Dyt)

(3.27)

Substituindo a funcdo de distribuicdo acumulada da distribuicdo normal pela funcdo de
distribuicdo acumulada da funcdo estavel, constroi-se a Ultima solucdo fracionaria estudada
neste trabalho:

0-0 1-F,(za p.at (D)

- 3.28
6,~6, 1-F, (0, B,at,(D,1)") (3.28)
ou
1-F, (0;e, B at, (D))

onde Fz(z;a,f,u,0) denota a funcdo de distribuicdo acumulada da funcdo de distribuicéo
estavel.

A Eq. (3.29) é outra solucdo da equacdo de fluxo ndo saturado fracionaria que leva em conta a
assimetria da dispersao do problema. A Eq. (3.29) é chamada de solucédo assimétrica da equagéo

do fluxo de agua em solos nédo saturado fracionaria.

4.3 Validacdo das solucdes analiticas com dados da curva caracteristica

Para ajustar os dados experimentais, considerou-se que o teor de umidade volumeétrico inicial é

de 0,15 em acordo com os dados experimentais. Além disto, para uma vazdo constante da
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bomba, é possivel encontrar um teor de umidade volumétrico constante de entrada no corpo de
prova. Este teor de entrada que permanece fixo é de 0,3. As condi¢fes de contorno e inicial
adotadas equivalem a um problema de valor de contorno dado por:

6(0+,t) > 0,3

PV.C.16(z,0)=0,15 (3.30)

6(+,t) —> 0,15
Ajusta-se as solucdes apresentadas na Secdo 4.1 e submetida a estas condi¢des de contorno e
inicial aos dados experimentais coletados. Mais especificamente, as solucdes ajustadas sdo a
Eq. (3.18), Eq. (3.21), Eq. (3.22) e Eq.(3.29).

4.3.1 Solucdo da equacéo de fluxo de agua em solos ndo saturados classica

O ajuste usando a solucdo da equacéo de fluxo de agua em solos ndo saturados cléssica é obtido
diretamente com os valores de velocidade advectiva e coeficiente de disperséo ajustados da
curva caracteristica com o modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a) substituidos na Eq.
(3.18), sendo necessario corrigir a velocidade para que as curvas coincidam. A barreira capilar
ndo afeta somente o espalhamento da frente de umidade, mas também o avango do seu centro
de massa. Por este mesmo motivo que escolheu-se impor um fator de correcéo a velocidade
advectiva de Cavalcante e Zornberg (2017a).
De acordo com o modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a), a velocidade advectiva é calculada
pela Eq. (2.27) e o coeficiente de dispersdo é calculado por (2.26), acrescentando a corre¢do
dada por (3.13) quando a solucéo ajustada for fracionaria.
O fator de correcdo imposto para a velocidade é multiplicativo, sequindo a forma:

8, sjuste = A, modelo X COT (3.31)
Da Eq. (3.31), percebe-se que o fator de corregdo multiplicativo implica que quando mais
préximo o valor de cor for da unidade, menor é a correcdo que foi aplicada a velocidade
advectiva do ajuste.
Primeiramente, a curva caracteristica é ajustada com o modelo de Cavalcante e Zornberg
(2017a) a partir dos dados de Azevedo (2016). Em seguida, obtém-se a curva de condutividade
hidraulica ndo saturada a partir da curva caracteristica. O resultado é mostrado na Figura 4.1 e

na Figura 4.2.
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0.1 10 | 1000 | 10°

¥ (kPa)
Figura 4.1 — Ajuste do modelo de curva caracteristica de Cavalcante e Zornberg (2017a) para

a curva caracteristica (6= 0,01939 Pa).

k()
8.x1077+
_6.x1077}
=
g
* 4.x1077|
2.%x1077}
0.1 | 10 | 1000 | 10°
Y (kPa)

Figura 4.2 — Curva de condutividade hidraulica ndo saturada do modelo de sucgéo de

Cavalcante e Zornberg (2017a).

O ajuste adotado resulta num coeficiente de velocidade advectiva de 2,158x10° m/s e um
coeficiente de ajuste de 5= 0,01939 PaL. Para este valor de delta, o coeficiente de dispersio

hidraulica da agua classico ¢ de 1,113x10-8m?/s.
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Para realizar os ajustes usando as solugfes fracionarias, deve-se escolher um valor adequado
para o termo L2, Como as curvas de teor de umidade volumétrico no tempo de Azevedo (2016)
séo obtidas por TDRs para profundidades fixas no corpo de prova, utiliza-se uma abstragéo para
resolver este impasse. E suposto que a altura de solo até onde a leitura é feita corresponde a
uma coluna de solo analoga a uma coluna de um ensaio de coluna. Seguindo este raciocinio,
adota-se o valor de L como sendo a profundidade dos TDRs lidas a partir da superficie da
coluna.

Os ajustes para a solucdo da equacéo classica de Richards sdo mostrados na Figura 4.3. Os

fatores de correcdo da velocidade sdo mostrados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Parametros de ajuste usando o Modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a) e

solucdo da equacdo de fluxo de 4gua em solos ndo saturados classica.

TDR Fator de correcéo (cor)
1 0,68
2 0,64
3 0,66
4 0,66

Percebe-se que o valor do fator de correcdo permanece essencialmente o mesmo ao longo das
curvas de ajuste, o que indica uma desaceleracéo que age de forma a decrescer a velocidade de
maneira uniforme da curva de chegada comparada ao modelo classico com coeficientes
constantes. O valor do coeficiente de correcdo ajusta é diferente para o0 TDR 2 provavelmente
devido a aspectos numéricos no método de ajuste aplicado. O TDR 1, por se encontrar mais

distante da barreira capilar, necessitou de uma corre¢do pouco menor gque 0S outros.
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Figura 4.3 — Ajuste usando modelos de Cavalcante e Zornberg (2017a) para solugédo da

equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados classica: (a) TDR 1;
(d) TDR 4; (e) Todos os ajustes.

(b) TDR 2; (¢) TDR 3;

E possivel perceber que o ajuste para a primeira curva é visualmente melhor do que os outros,

sendo que a qualidade do ajuste piora para TDRs mais proximos do ponto de formacdo da
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barreira capilar. Isto ocorre, essencialmente, pela presenga da barreira capilar: a umidade
registrada pelos TDRs, além de avancar mais lentamente, possui dispersao mais lenta.

A Figura 4.4 mostra os desvios dos ajustes. Os maiores residuos ocorrem nas regides de
mudanca de curvatura das nuvens de pontos. O aspecto oscilatorio dos graficos dos residuos
esta em concordancia com o exposto: as oscilagdes nos valores medidos de avanco de frente de
umidade subtraido da curva suave gerada pelo modelo implica em gréaficos com oscila¢fes
semelhantes ao dos dados medidos. As regides de mudanca de curvatura sdo as que apresentam
maiores residuos, principalmente a primeira mudanca de curvatura. O maior erro ocorre mais

préximo & barreira e possui médulo de 0,05.

TDR1 TDR2
a et
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1 ipn A Y
L LifllfIeY ¥ S .
0.01 i A 0.00 ! ! o
° ihoa o I o k| -
c A v A A Y M- 4 5
B . A ) 2 4 1 "
& ! A 1Y & —0.01 il ; ~
0.00 - A% 3 SIS e ™
pl . A~ ; & v v
¢ ; -0.02 :
-0.01
A s W
LAY
N -0.03
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
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(a) (b)
TDR3 TDR4
N 0.02 A
0.01 Tt il ~
g 0.01 : N
1 1 3 il MRy
V5 A A ,/\..""v. . o 0.00 2 ] \
0.00 '~ f q [ ) i~ R VAV EREVAV SV ,"\.JN %
H \ cz a1 Ny i [
= S PRV ENET <= -0.01 |
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(c) (d)

Figura 4.4 — Residuos dos ajustes usando modelos de Cavalcante e Zornberg (2017a) para
solucdo da equacdo de fluxo de 4gua em solos ndo saturados cléssica: (a) TDR 1; (b) TDR 2;
(c) TDR 3; (d) TDR 4.
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4.3.2 Solucdo simétrica da equacdo de fluxo de &gua em solos néo saturados fracionéria

Os ajustes para a solucdo simétrica da equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados
fracionéria proposta na Eg. (3.21) sdo mostrados na Figura 4.5. Ha uma melhora perceptivel no
ajuste comparado a solucdo da equacdo de fluxo de &gua em solos ndo saturados classica,
principalmente no que diz respeito & concordancia de curvatura entre dados e ajuste. Por outro
lado, ainda ha espaco para melhora neste aspecto. Os valores dos parametros ajustados seguem
na Tabela 4.2.

Os valores de correcdo da velocidade ficaram mais proximos da unidade com a mudanca da
solucdo. O indice de estabilidade ajustado para o TDR 1 foi préximo de 2: neste TDR, a barreira
capilar se faz pouco sentida para causar efeito significativo no fluxo. Na pratica, pode-se aceitar
gue a equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados cléssica € o resultado mais adequado
para ilustrar as medidas deste TDR. Quando um elemento que influencia no comportamento do
fluxo de &gua se encontra suficientemente distante, mesmo que haja influéncia global, seu efeito
no fluxo decai a medida que se distancia de sua localizacdo. Este comportamento € simulado
pelo decaimento exponencial com a distancia da solucdo simétrica da equacao de fluxo de agua
em solos ndo saturados fracionaria. Para os outros TDRs, o indice de estabilidade ndo apresenta
algum padréo perceptivel. O TDR 2, apresentou indice de estabilidade mais baixo em 1,282; o
que era esperado devido ao aspecto dos dados lidos: ha um patamar que ndo se estabiliza

rapidamente, mas cresce lentamente até o valor mais ou menos estavel.

Tabela 4.2 — Parametros de ajuste usando o Modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a) e

solucdo simétrica da equacdo de fluxo de d&gua em solos ndo saturados fracionéria.

TDR Fator de correcéo (cor) a
1 0,72 1,990
2 0,66 1,282
3 0,68 1,463
4 0,67 1,525
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Figura 4.5 — Ajustes usando modelos de Cavalcante e Zornberg (2017a) para solugéo

simétrica da equacdo de fluxo de &gua em solos ndo saturados fracionéria: (a) TDR 1; (b)

TDR 2; (¢) TDR 3; (d) TDR 4; (e) Todos 0s ajustes.

A Figura 4.6 mostra os desvios dos ajustes. Assim como na solucdo da equacdo de fluxo de

agua em solos ndo saturados classica, os maiores residuos ocorrem nas regides de mudanca de
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curvatura das nuvens de pontos. Os graficos corroboram para a afirmacéo feita com relagdo ao
ganho de precisdo. Novamente, os maiores residuos foram encontrados nas regides de mudanga
de curvatura dos modelos. Ainda assim, a solucdo simétrica da equacao de fluxo de dgua em
solos ndo saturados fraciondria apresenta residuos menores que a solucdo da equacao de fluxo
de 4gua em solos ndo saturados classica. O maior valor de residuo encontrado estd no TDR 4,
ainda proximo a barreira capilar, e seu modulo esta em torno de 0,04.

O grafico de residuos do TDR 1 é idéntico nas duas solugdes, o que indica que 0 a equacao de
fluxo de agua em solos ndo saturados classica é adequada para estudar o avanco de umidade a
distanica pouco maiores do ponto de formagéo da barreita capilar

Também é posivel notar que a area hachurada, que ilustra o quanto os residuos sao globalmente
grandes — no sentido de que uma area maior implica num ajuste pior —, diminuiu com relacéo a

solucdo do modelo classico.
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Figura 4.6 — Residuos dos ajustes usando modelos de Cavalcante e Zornberg (2017a) para
solucdo simétrica da equacéo de fluxo de &gua em solos néo saturados fracionaria: (a) TDR 1;
(b) TDR 2; (c) TDR 3; (d) TDR 4.
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4.3.3 Solucdo assimétrica simples da equacdo de fluxo de 4gua em solos ndo saturados

fracionéria

Os ajustes para a solucdo assimétrica simples da equacdo de fluxo de agua em solos nédo
saturados fracionaria sdo mostrados na Figura 4.7. Os graficos mostram a melhora nos ajustes
quando se acrescenta o efeito da assimetria na solucgéo € significante para os TDRs 2 e 3. Os

valores dos parametros ajustados seguem na Tabela 4.3.

Tabela 4.3 — Parametros de ajuste usando o Modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a) e

solucdo assimétrica simples da equacédo de fluxo de &gua em solos ndo saturados fracionéria.

TDR Fator de corregdo a B
(cor)
1 0,72 1,910 -0,990
2 0,59 1,416 -0,972
3 0,65 1,535 -0,648
4 0,66 1,527 -0,145

Os valores dos fatores de correcdo da velocidade permanecem préximos aqueles da Tabela 4.2.
Os coeficientes de estabilidade para os TDRs 3 e 4 aproximaram-se de 1,5; sendo este valor o
provavel indice de estabilidade do fluxo anémalo apresentado por esta amostra. O valor do
indice, parao TDR 1, mantém-se préximo de 2.

Quanto aos parametros de assimetria, foi constatado que os valores se tornam mais proximos
de zero & medida que o TDR se aproxima da barreira capilar. E importante ressaltar que o
parametro de assimetria para 0 TDR 1 tem pouco significado, ja que o parametro de assimetria
perde seu efeito quando o indice de estabilidade se aproxima de 2. Neste sentido, um parametro
de assimetria proximo de 1 ou —1 pouco muda o ajuste quando o indice de estabilidade esta
préximo de 2, como é o caso do TDR 1.

Para 0 TDR 4, o ajuste mostrou-se visualmente muito similar ao apresentado na solucéo
simétrica da equacéo de fluxo de agua em solos ndo saturados fracionaria; apresentando, ainda,

um coeficiente de assimetria com valor pouco distante da situagdo simétrica.
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Figura 4.7 — Ajustes usando modelos de Cavalcante e Zornberg (2017a) para solugéo
assimétrica simples da equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados fracionaria: (a) TDR
1; (b) TDR 2; (c) TDR 3; (d) TDR 4; (e) Todos o0s ajustes.

A Figura 4.8 mostra os desvios dos ajustes. Assim como na solucdo simétrica da equacéo de

fluxo de agua em solos néo saturados fracionaria, a tendéncia dos maiores residuos ocorrerem
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nas regides de mudanca de curvatura das nuvens de pontos permanece. N&o h& ganho de
precisdo significativo. As curvas de residuos para os TDRs 1 e 4 sdo idénticas aquelas feitas
com a solucédo simétrica da equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados fracionaria. Para
0s TDRs 2 e 3, houve ligeiro ganho de precisdo: a area hachuradas destes residuos diminui se
comparada com a solugdo anterior. Por outro lado, os valores de pico dos residuos do TDR 3
ndo diminuiram. Os valores de pico do TDR 2 mostraram-se menores que os valores da solugdo

anterior.
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Figura 4.8 — Residuos dos ajustes usando modelos de Cavalcante e Zornberg (2017a) para
solucdo assimétrica simples da equacdo de fluxo de d&gua em solos ndo saturados fracionéria:
(a) TDR 1; (b) TDR 2; (c) TDR 3; (d) TDR 4.

4.3.4 Solucdo assimétrica da equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados

fracionaria

Os ajustes para a solucdo assimétrica da equagdo de fluxo de &gua em solos nédo saturados

fracionaria (Eq.(3.29)) sdo mostrados na Figura 4.9. A Tabela 4.4 mostra os valores dos
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parametros ajustados. Os ajustes obtidos com esta solucdo diferem imperceptivelmente da
solucdo assimétrica simples da equacdo de fluxo de 4&gua em solos ndo saturados fracionéria.
N&o ha um padrdo claro a respeito da variacdo do indice de estabilidade e do coeficiente de
assimetria das solu¢fes. Mesmo assim, os valores dos parametros de ajuste obtidos ndo sao
iguais aqueles apresentados na solucdo assimétrica simples da equacgdo de fluxo de agua em
solos néo saturados fracionéria.

O indice de estabilidade do TDR 1, desta vez, se distancia um pouco do valor 2, diferente das
solugdes anteriores, o que indica um maior grau de efeitos anémalos quando o problema é
estudado por esta solucdo. O indice de estabilidade do TDR 2 é 1,317; o menor dos valores
obtidos.

Os valores do coeficiente de assimetria tendem a ficar cada vez mais positivos com a
proximidade da barreira capilar. Valores negativos do coeficiente de assimetria indicam

dispersdo atrasada das moléculas de 4gua, enquanto valores positivos indicam fluxo adiantado.

Tabela 4.4 — Parametros de ajuste usando o Modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a) e

solucdo assimétrica da equacdo de fluxo de d&gua em solos nédo saturados fracionaria.

TDR Fator de correcéo a B
(cor)
1 0,67 1,586 -0,990
2 0,54 1,317 -0,986
3 0,63 1,465 -0,634
4 0,66 1,502 0,656

A Figura 4.10 mostra os desvios dos ajustes. O aspecto dos graficos de residuos é muito similar
ao apresentado pela solugdo assimétrica simples da equacdo de fluxo de agua em solos nédo
saturados fracionaria.

N&o obstante a similaridade em apecto dos ajustes e das curvas de residuos, ha sim um ganho
minimo de precisdo com o emprego da solugdo assimétrica da equacao de fluxo de agua em
solos nédo saturados fracionaria, que pode ser aferido pela constatacao de que os valores de pico
dos residuos desta solugéo séo ligeiramente menores do que os valores apresentados na solugéo
assimétrica simples da equacéo de fluxo de agua em solos ndo saturados fracionaria. Isto ocorre,

inclusive, para o TDR 1, cujo ajuste mostrou-se similar até entdo para todas as soluces.
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O termo no denominador desta solucdo torna este ganho de precisdo pouco se comparado ao

aumento do tempo de célculo para se realizar o ajuste.
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Figura 4.9 — Ajustes usando modelos de Cavalcante e Zornberg (2017a) para solugéo
assimétrica da equacéo de fluxo de &gua em solos ndo saturados fracionaria: (a) TDR 1; (b)
TDR 2; (¢) TDR 3; (d) TDR 4; (e) Todos 0s ajustes.
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Figura 4.10 — Residuos dos ajustes usando modelos de Cavalcante e Zornberg (2017a) para
solucdo assimétrica da equacdo de fluxo de d&gua em solos ndo saturados fracionaria: (a) TDR
1; (b) TDR 2; (c) TDR 3; (d) TDR 4.

4.4 Validacdo das solucdes analiticas a partir dos parametros de fluxo

Nos ajustes desta secdo, as curvas sdo ajustadas diretamente para a Eq. (3.18), Eq. (3.21), Eq.
e Eqg. (3.29) e condigdes (3.30). Estes ajustes obtém os valores de velocidade advectiva e
dispersdo hidraulica de um ajuste prévio da solucéo da equacdo de fluxo de agua em solos nao
saturados classica. Como uma forma de explorar o potencial destes modelos e com a finalidade
de propor uma perspectiva diferente acerca dos parametros hidraulicos do solo, os coeficientes
de velocidade advectiva e disperséo hidraulica da solugéo da equacéo de fluxo de agua em solos
ndo saturados classica ajustada que foram obtidos previamente sdo aplicados as curvas
fracionarias. Matem-se, portanto, o coeficiente de velocidade advectiva classico e utiliza-se a
versdo fracionaria do coeficiente de dispersdo hidraulico que depende do indice de estabilidade

e da posicdo do TDR, como mostra a Eq. (3.14).
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Devido a Eq. (3.14), portanto, os valores da velocidade advectiva serdo sempre 0s mesmo para
0s ajustes, mas os valores de coeficiente de dispersdo ndo. O termo da Eq. (3.14) o2 é sempre
negativo e o termo L é sempre menor do que 1. Assim, a medida que se progride para TDRs em
maiores profundidades, o termo de correcdo fracionario aumenta o coeficiente de disperséo e

este aumento depende do indice de estabilidade ajustado.

4.4.1 Solucdo da equacao de fluxo de agua em solos nédo saturados classica

Os ajustes para a solucdo da equacdo de fluxo de dgua em solos ndo saturados classica sao
mostrados na Figura 4.11. Os parametros de transporte sdo mostrados na Tabela 4.5. As
solugdes sdo melhores do aquelas obtidas com o modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a),
podendo ser usadas para fins praticos com desempenho bastante satisfatorio

Tabela 4.5 — Parametros de ajuste e solucdo da equacéo de fluxo de 4gua em solos ndo

saturados cléssica.

TDR as (m/s) D; (m?/s)
1 1,41 x 10°® 2,09 x 10
2 1,38 x 10 1,01 x 10°®
3 1,44 x 10 6,62 x 10
4 1,44 x 10 2,18 x 10°°

A velocidade advectiva ajustada segue abaixo daquela prevista no modelo de Cavalcante e
Zornberg (2017a), seguindo a tendéncia dos fatores de correcdo da Tabela 4.1. A velocidade
advectiva tem a tendéncia de se manter mais ou menos constante, o valor do TDR 2 destoa
desta tendéncia. Os coeficientes de dispersdo hidraulica seguem uma tendéncia decrescente, o
que pode ter origem na reducdo do espalhamento da umidade a medida que a frente imida se
aproxima da barreira capilar.

A Figura 4.12 mostra os desvios dos ajustes. Os maiores residuos ainda ocorrem nas regides de
mudanca de curvatura das navens de pontos.

O TDR 1 apresentou residuos globalmente menores que os da Figura 4.4 (menor area
hachurada), mas o pico negativo teve magnitude igual ao do pico positivo da Figura 4.4 (0,02).
Para os TDRs 2 a 4, nota-se que o0s desvios, de forma global e nos picos, sdo consideravelmente

menores.
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Os ajustes ainda apresentam espaco para melhora, como serd visto nas solu¢fes dos modelos

de equacao fracionaria.
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Figura 4.11 — Ajustes usando modelos com parametros hidraulicos determinados no proprio
ajuste e solucdo da equacéo de fluxo de agua em solos ndo saturados classica: (a) TDR 1; (b)
TDR 2; (¢) TDR 3; (d) TDR 4; (e) Todos 0s ajustes.
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Figura 4.12 — Residuos dos ajustes usando modelos com parametros hidraulicos determinados
no proprio ajuste e solucdo da equacdo de fluxo de &gua em solos ndo saturados classica: (a)
TDR 1; (b) TDR 2; (c) TDR 3; (d) TDR 4.

4.4.2 Solucdo simétrica da equacdo de fluxo de &gua em solos ndo saturados fracionaria
Os ajustes para a solucdo simétrica da equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados

fracionaria sdo mostrados na Figura 4.13. Os valores dos parametros ajustados seguem na

Tabela 4.6.

73



RESULTADOS Dissertacdo de Mestrado em Geotecnia

Tabela 4.6 — Pardmetros de ajuste e solugcdo simétrica da equacao de fluxo de dgua em solos

ndo saturados fracionaria com pardmetros hidraulicos a determinados diretamente no ajuste.

TDR as (m/s) D; (m%/s) a
1 1,41 x 10°® 2,15 x 108 1,990
2 1,38 x 10°® 7,80 x 1078 1,263
3 1,44 x 10°® 7,57 x 10° 1,902
4 1,44 x 10°® 2,22 x 10° 1,984

Mantendo-se os parametros de velocidade advectiva e dispersdo hidrdulica da solucdo da
equacdo de fluxo de 4gua em solos ndo saturados classica, 0s ajustes com a versdo fracionaria
da equacdo mostram que a solucdo da equacéo de fluxo de agua em solos ndo saturados classica
é suficientemente boa para os TDRs 1, 3 e 4, pois o indice de estabilidade ajustado aproxima-
se de 2 nestes casos. O valor do indice de estabilidade para o0 TDR 2 apresentou-se em valor
baixo para se ajustar aos dados provavelmente por aspectos técnicos relacionados a leitura deste
TDR especificamente. Porém, € interessante notar que este indice de estabilidade é muito
préximo daquele previsto pelo modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a), na Tabela 4.2.
Diferentemente do que ocorre na Tabela 4.5, O coeficiente de dispersdo cresce para o TDR 2
para depois voltar a decrescer.

A Figura 4.14 mostra os desvios dos ajustes. No TDR, o pico positivo dos residuos é mais alto
que o pico positivo da solucdo da equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados classica,
mas o0 maior mddulo dos residuos ainda é menor. Para os outros sensores, hd um claro ganho
de precisdo com valores de residuos mais baixos.

Quanto a comparagdo com o modelo de cavalcante e Zornberg (2017a), os graficos apresentam
comportamento mais preciso em geral de comparado a solucdo da equacéo de fluxo de agua em

solos ndo saturados classica. O TDR 2 apresentou ligeira piora nos seus residios.
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Figura 4.13 — Ajustes usando modelos com parametros hidraulicos determinados no proprio
ajuste e solucdo simétrica da equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados fracionaria: (a)
TDR 1; (b) TDR 2; (c) TDR 3; (d) TDR 4; (e) Todos os ajustes.
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Figura 4.14 — Residuos dos ajustes usando modelos com parametros hidraulicos determinados

no préprio ajuste e solucdo simétrica da equacdo de fluxo de dgua em solos nao saturados
fracionaria: (a) TDR 1; (b) TDR 2; (c) TDR 3; (d) TDR 4.

4.4.3 Solucdo assimeétrica simples da equacdo de fluxo de 4&gua em solos ndo saturados

fracionaria

Os ajustes para a solucdo assimétrica simples da equacdo de fluxo de dgua em solos nédo

saturados fracionaria sdo mostrados na Figura 4.15. Os graficos mostram a melhora nos ajustes

guando se acrescenta o efeito da assimetria € pouca para os TDRs 1 e 4 e mais significativa

para 0s TDRs 2 e 3. Os valores dos parametros ajustados seguem na Tabela 4.3.
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Tabela 4.7 — Pardmetros de ajuste e solugcdo assimétrica simples da equagéo de fluxo de agua

em solos ndo saturados fracionaria.

TDR as (m/s) D; (m%/s) a B
1 1,41 x 10°® 2,23 x 108 1,976 -0,990
2 1,38 x 10°® 6,04 x 10 1,317 -0,280
3 1,44 x 10 1,38 x 10° 1,595 -0,990
4 1,44 x 10°® 3,13 x 10° 1,734 -0,990

N&o ha tendéncia no comportamento do indice de estabilidade, o TDR 1 ainda mostra indice de
estabilidade mais préxima de 2 e 0 TDR 2 apresenta o0 menor indice de estabilidade.

O parametro de assimetria, a ndo ser pelo TDR 2, mostrou valor proximo de —1, indicando
dispersdo de umidade em direcdo contraria a0 movimento advectivo, o que ilustra de forma
correta 0 que ocorre no ensaio, com a barreira capilar atrasando 0 movimento da agua.

O comportamento da variacdo do coeficiente de dispersdo diferente ao que ocorre na Tabela
4.6, sendo a distancia entre os valores de coeficiente mais distante que no modelo anterior.
Além disto, o coeficiente de dispersdo cresce na mudanca do TDR 1 parao 2 e do TDR 3 para
0 4 e decresce na mudanca do TDR 2 para o 3.

A Figura 4.16 mostra os desvios dos ajustes. Com relacdo a solucdo assimétrica simples da
equacdo de fluxo de dgua em solos ndo saturados fracionaria com o modelo de Cavalcante e
Zornberg (2017a), a seguinte comparacgdo pode ser tracada: o0 TDR 1 apresenta, a exemplo da
solucdo simétrica da equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados fracionaria, valores de
residuos maiores do que a solugcdo com o modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a). O pico
dos TDRs 2 e 3 sdo menos acentuados na solucdo atual, mas a area hachurada é maior que na s
solucdo assimétrica simples da equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados fracionaria
com modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a). O TDR 4 apresenta melhores resultados neste
modelo.

Com relagdo a comparacdo com a solugdo assimétrica simples da equacédo de fluxo de agua em
solos ndo saturados fracionaria, O TDR 1 apresenta resultados similares. O TDR 2 apresenta
menor area hachurada, mas pico de residuos maior. Para 0 TDR 3 e 0 TDR 4, a solugéo atual

apresenta resultados mais precisos.
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Figura 4.15 — Ajustes usando modelos com parametros hidraulicos determinados no proprio
ajuste e solucdo assimétrica simples da equacéo de fluxo de &gua em solos ndo saturados
fracionéria: (a) TDR 1; (b) TDR 2; (c) TDR 3; (d) TDR 4; (e) Todos 0s ajustes.

78



RESULTADOS Dissertacdo de Mestrado em Geotecnia

TDR1 TDR2
py 0.010 .
: 0.005 o i
0.02 3
/ 3
N i
0.000 WA -.
7Y
. 001 " a 2 —0.005 E ~"
P —U i
é A "\va/\v W ATy E \ ; ;,\jf"
2 0.00 A" s i.r'\. At & -0.010 kL v N
. iy . RS
Sl —0.015
—0.01 b —0.020
] —0.025 4
—0.02
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
t (dias) t (dias)
(a) (b)
TDR3 TDR4
0.010 a
! 0.015
0.005 0.010
LY h & -
via INR AR A A
0.000 bl A Nt , 0.005
=] v . . r =]
2 AA s 3 Sa ” AT ——
z . Al 7 YR ZF 0.000 AL 4
g —0.005 b | - MeriAL Y JE Nl UT e A A TATN )
~ 3 Kl * ¥ ', ~ v'! PO ol 4 -..:n'..' v ‘V”"\ N
4 I . " e —0.005 . v [ e
—0.010 - ¥ t
g —0.010 ,
. S A
| ey
—0.015 1 —0.015 Bl
¥
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
t (dias) t (dias)
(c) (d)

Figura 4.16 — Residuos dos ajustes usando modelos com pardmetros hidraulicos determinados
no proprio ajuste e solucao assimétrica simples da equacéo de fluxo de agua em solos nao
saturados fracionaria: (a) TDR 1; (b) TDR 2; (c) TDR 3; (d) TDR 4.

4.4.4 Solucdo assimétrica da equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados

fracionaria

Os ajustes para a solucdo assimétrica da equacdo de fluxo de &gua em solos ndo saturados
fracionaria sdo mostrados no grafico da Figura 4.17. Os graficos mostram a melhora nos ajustes
quando se leva em conta a solugdo assimétrica simples da equacdo de fluxo de d4gua em solos
ndo saturados fracionaria e a solucdo assimétrica da equacao de fluxo de 4gua em solos ndo
saturados fracionaria, a melhora nas solucbes com relacdo aos ajustes anteriores &

imperceptivel. Os valores dos parametros ajustados seguem na Tabela 4.8.
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Tabela 4.8 — Pardmetros de ajuste e solugdo assimétrica da equacao solugdo assimétrica da
equacdo de fluxo de dgua em solos ndo saturados fracionaria.

TDR as (m/dias) D; (m¥/ s) a B
1 1,41 x 10°® 4,26 x 10 1,753 -0,990
2 1,38 x 10°® 8,05 x 108 1,257 -0,157
3 1,44 x 10°® 1,31 x 10° 1,614 -0,990
4 1,44 x 10°® 3,09 x 10°° 1,742 -0,990

Novamente, ndo ha tendéncia nos valores do indice de estabilidade. A exemplo de quando a
solucdo assimétrica da equacdo de fluxo de &gua em solos nédo saturados fracionaria foi estudada
para 0 modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a), ndo ha indice de estabilidade proximo de 2
suficiente para caracterizar a solu¢cdo como préxima da gaussiana.

O coeficiente de assimetria segue a mesma tendéncia da solugdo assimétrica simples da equacéo
de fluxo de agua em solos ndo saturados fracionaria: seus valores aproximam-se de —1 para
indicar fluxo contrério ao da velocidade advectiva, porém o valor do coeficiente para 0 TDR 2
destoa dos outros, sendo mais proximo de uma solucao simétrica do que as outras solugdes.

O coeficiente de dispersdo aumenta entre 0s TDRs 1 e 2 e entre 0os TDRs 3 e 4 e decresce entre
0s TDRs 2 e 3.

A Figura 4.18 mostra os desvios dos ajustes. Assim como na solucao simétrica da equacao de
fluxo de 4gua em solos ndo saturados fracionéria, a tendéncia dos maiores residuos ocorrerem
nas regides de mudanca de curvatura das nivens de pontos permanece neste e em todos 0s
outros ajustes.

Comparando com a solucdo assimétrica da equacdo de fluxo de dgua em solos ndo saturados
fracionaria usando o modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a), houve melhora de precisao
para o0 ajuste do TDR 1 e do TDR 2. O pico de residuos do TDR 3 decresceu, mas a area
hacurada aumentou ligeiramente. Houve melhora de precisdo em todos 0s aspectos para a curva
de residuos do TDR 4.

N&o ha ganho de precisdo com relacdo a solucdo assimétrica simples da equacdo de fluxo de
agua em solos ndo saturados fracionaria. Portanto, as curvas de residuos sdo semelhantes as
apresentadas para a solucdo de Benson, apresentando ganhos insignificantes quanto aos

residuos.
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Figura 4.17 — Ajustes usando modelos com parametros hidraulicos determinados no proprio

ajuste e solucdo assimétrica da equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados fracionaria:
(@) TDR 1; (b) TDR 2; (c) TDR 3; (d) TDR 4; (e) Todos 0s ajustes.
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Figura 4.18 — Ajustes usando modelos com parametros hidraulicos determinados no proprio

ajuste e solucdo assimétrica da equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados fracionaria:
(a) TDR 1; (b) TDR 2; (c) TDR 3; (d) TDR 4.

4.5 Estudo das solugdes numéricas

Nesta se¢do, aborda-se 0os métodos numéricos citados na Secdo 3.2 para resolver a equacdo de

fluxo de 4gua em solos ndo saturados fracionaria.

4.5.1

Método de Griinwald-Letnikov Transladado e diferencas finitas

Retomando a Eq. (3.5), que descreve o movimento da dgua em solos ndo saturados:

0 00 (1+p

0“6
+

1-f) o6 (3.32)

s_+Dz
ot 0z ( 2

)

0z

()

2 )o(zo)”

A Eqg. (3.32) pode ser desenvolvida em diferencas finitas e 0 método de Griinwald-Letnikov

transladado utilizando o exposto na Se¢éo 2.9. Desta forma, utilizando-se as equagdes (2.124)
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e (2.125). e o desenvolvimento em diferencas finitas em avanco para o tempo, em conjunto com

o0 desenvolvimento em diferencgas finitas em atraso do termo advectivo:

o — o (0!‘—49.”_) 1+,B N (1-p) 1
J At J :_a's : h = ( ) Z I+l 2 Z 0]+I -1 (333)

=0

ou

= a, At(aph—9;1)+ 1+,B At ZW. -
(3.34)
D, 1 /3 At Z ‘9,+|_1+9?
onde N = (R-L)/h é o nimero de pontos da malha espacial. Os indices subscritos denotam
posi¢cdo no espaco e os indices sobrescritos denotam intervalos de tempo.
O critério de estabilidade para a Eq. (3.34) é

{asAt +£AtaDZ ﬂ 1 (3.35)
Az Az*

Os autores que desenvolveram o método de Griinwald-Letnikov transladado estudaram a
convergéncia da solucdo da difusdo pura somente, portanto a Eg. (3.35) ndo foi provada por
eles. A demonstracdo do critério € mostrada no Apéndice A desta dissertacao.

Por meio de um processo iterativo, a Eq. (3.34) resolve a equacao de Richards fracionaria.

A Figura 4.19 mostra a comparacdo do método com a solucdo fracionaria assimétrica com
diferentes indices de estabilidade. A Tabela 4.10 resume os valores maximos e médios de desvio

e a Tabela 4.9 mostra os valores do niUmero de estabilidade.

Tabela 4.9 - Estabilidade do método de Griinwald-Letnikov associado a diferencas finitas

para diferentes valores de a.

a Estabilidade
19 0,748
1,7 0,693
15 0,648
13 0,612
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Figura 4.19 — Método diferencas finitas e Grinwald-Letnikov transladado com £=0; Az=0,5 m

e At=0,5 dia: (a) a=1,9; (b) a=1,7; (c) =1,5; (d) =1,3;
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Tabela 4.10 — Desvios maximos e médios para o método de diferengas finitas em atraso

combinado com o método Griinwald-Letnikov transladado e diferentes valores de ¢.

Desvio Maximo

a Curva 10 dias

Curva 20 dias

Curva 30 dias

Curva 40 dias

1,9 10,155 0,127 0,115 0,107

1,7 10,157 0,124 0,108 0,0989

1,5 10,177 0,135 0,116 0,104

1,3 10,232 0,184 0,155 0,138
Desvio Médio

a Curva 10 dias

1,9 |0,00757
1,7 ] 0,00808
1,5 | 0,00926
1,3 10,0113

Curva 20 dias
0,0102
0,0117
0,0134
0,0160

Curva 30 dias

0,0126
0,0150
0,0173
0,0200

Curva 40 dias
0,0148
0,0182
0,0211
0,0238

As Figura 4.20 mostram a comparacdo do método para diferentes valores do coeficiente de

assimetria e a solucdo analitica. Os valores de desvio estdo resumidos na Tabela 4.12 e os

numeros de estabilidade encontram-se na Tabela 4.11.

Tabela 4.11 - Estabilidade do método de Grinwald-Letnikov associado a diferencas finitas

para diferentes valores de S.

B Estabilidade

-1 0,693
-0,5 0,693

0 0,693
0,5 0,693

1 0,693
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Figura 4.20 — Método diferencas finitas e Griinwald-Letnikov transladado com e=1,7; Az=0,5

m e At=0,5 dia: (a) p=—1; (b) /=-0.,5; (c) /=0; (d) =0,5; (e) p=1.
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Tabela 4.12 — Desvios maximos e médios para o método de diferencas finitas em atraso

combinado com o método Griinwald-Letnikov transladado e diferentes valores de f.

Desvio Maximo

p Curva 10 dias Curva 20 dias Curva 30 dias Curva 40 dias
-1 0,161 0,135 0,121 0,113
-0,5 0,161 0,128 0,115 0,107
0 0,157 0,124 0,108 0,0989
0,5 0,146 0,115 0,100 0,0905
1 0,144 0,107 0,107 0,110
Desvio Médio
p Curva 10 dias Curva 20 dias Curva 30 dias Curva 40 dias
-1 0,00649 0,00812 0,00944 0,0106
-0,5 0,00725 0,00982 0,0121 0,0143
0 0,00808 0,0117 0,0150 0,0182
0,5 0,00890 0,0134 0,0178 0,0220
1 0,00961 0,0150 0,0204 0,0257

4,5.2 Meétodo de Grinwald-Letnikov Transladado e CIP

A técnica de divisdo no tempo consistem em escrever o termo temporal da Eq. (3.32) em

diferengas finitas da seguinte forma:

69 H_rHl _ 9_(n+l)* 9_(n+1)* _ Hn
—=- L4+ ! (3.36)
ot At At

Os termos que contém um asterisco referem-se a um instante de tempo intermediario entre um

passo no tempo e outro no qual somente o fluxo dispersivo ocorre. Em outras palavras, a Eq.
(3.36) divide o processo em resolver numericamente o fluxo de dispersiva e em seguida o fluxo
advectivo. Desta forma, pode-se aplicar o método CIP combinado com o método de Grinwald-
Letnikov transladado para gerar um esquema inedito de solucdo numérica da adveccao-
dispersdo fracionaria.

A resolucéo da Eq. (3.5) deve ser feita de forma iterativa e seguindo os passos descritos:

1. A equagcio de dispersdo fracionaria pura é resolvida até o tempo intermediario (n+1)”
n+1)* 1+ﬂ $ s n
o Z Mt —2 Z it (3.37)
1=0 1=0
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2. Em seguida, resolve-se a equacdo de adveccgdo pura usando o polinémio cubico de
Hermite. A Eq. (2.118) pode ser derivada com relacdo a Z :

£ 2,20 03
oz \ ot oz\ ° oz '
Da regra da cadeia:

0 0 ov

Zg+a —g=-q=— 3.39

gdta 540 (3.39)
onde,

q=% (3.40)
0z

Como v > 0, pode-se escrever a funcdo para a qual se resolve a equagdo por meio de um

polindmio cubico de Hermite:
n n n 3 n n 2 n n n
Hj(z):aj(z—zj) +§j(z—zj) +;(J.(z—zj)+77j (3.41)
onde os termos o", ", x" e n" sdo dados por:

R P CAR/

! AZ? AZ® (3.42)
n n (n+l)* g

! Az AZ?
20 =0 (3.44)
7o = 00" (3.45)
07" =Hj (2] —vo" At} (3.46)

n+: a n n n*
qrt = > HJ {2} —voy, At} (3.47)

A evolucdo de e g é obtida do fato de que, no transporte advectivo, a fungcdo em dado ponto
do espaco e instante de tempo deve ser igual ao valor da célula vizinha imediatamente anterior
no instante de tempo imediatamente anterior, como dito na Secéo 2.9.

Note que o célculo de cada passo de tempo do teor de umidade volumétrico envolve ter
conhecimento prévio das derivadas parciais espaciais no instante atual. A derivada em cada
passo de tempo é calcula pela Eq. (3.47) usando o polindmio de Hermite. Isto implica que seu
calculo também necessita do conhecimento da derivada espacial no instante atual. Desta forma,
no instante inicial, os valores g;° precisam ser obtidos de outra forma que n&o a Eq. (3.47). Por
conseguinte, os valores da derivada espacial sdo obtidos usando a condicdo inicial e as

condicBes de contorno com o0 método das diferengas finitas em atraso.
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3. Repete-se 0 passo 2 de forma iterativa até convergéncia da solucéo.

Quanto ao critério de estabilidade, o seguinte pode ser exposto: 0 método CIP associado ao
método de Griinwald-Letnikov transladado resolve dois métodos numéricos separadamente em
essencial, portanto cada método deve ser individualmente estavel para que a combinacao
também o seja. O critério de estabilidade é:

Max{asm ,(At“DZ ﬂ <1 (3.48)
Az AV A

O conjunto de equacdes dado a partir da Eq. (3.36) até a Eqg. (3.48) define o método CIP
aplicado a equacéo de fluxo de 4gua em solos ndo saturados fracionaria.

A Figura 4.21 mostra a comparacao do método com a solucdo analitica para diferentes indices
de estabilidade. A Tabela 4.13 resume os valores maximos e médios de desvio e a Tabela 4.14

mostra os valores dos niUmeros de estabilidade.

Tabela 4.13 — Desvios maximos e médios para 0 método CIP combinado com o método

Griunwald-Letnikov transladado e diferentes valores de «.

Desvio Méaximo

a CurvalOdias Curva20dias Curva30dias  Curva40 dias
19 0,0535 0,0352 0,0274 0,0230

1,7 0,0491 0,0285 0,0258 0,0274

15 0,0609 0,0332 0,0317 0,0342

1,3 0,105 0,0774 0,0709 0,0640

Desvio Médio

a CurvalOdias Curva20dias Curva30dias  Curva40 dias
19 0,00359 0,00395 0,00452 0,00520

1,7 0,00273 0,00385 0,00574 0,00793

15 0,00348 0,00565 0,00840 0,0114

1.3 0,00546 0,00776 0,0104 0,0132
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Figura 4.21 — Método CIP e Grunwald-Letnikov transladado com £=0; Az=0,5 m e At=0,5
dia: (@) a=1,9; (b) a=1,7; (c) =1,5; (d) =1,3.

Tabela 4.14 - Estabilidade do método de Griinwald-Letnikov associado ao CIP para diferentes

valores de « .

Estabilidade na disperséo

a Estabilidade na adveccéo

19 0,5 0,25
1,7 0,5 0,19
15 0,5 0,15
1,3 0,5 0,11

A Figura 4.22 mostram a comparacdo do método para diferentes valores do coeficiente de

assimetria e a solugéo analitica. Os valores de desvio estdo resumidos na Tabela 4.15. A Tabela

4.16 mostra os valores dos niimeros de estabilidade.
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Figura 4.22 — Método CIP e Grinwald-Letnikov transladado com «=1,7; Az=0,5 m e At=0,5
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Tabela 4.15 — Desvios maximos e médios para 0 método CIP combinado com o método

Grinwald-Letnikov transladado e diferentes valores de .

Desvio Maximo

p CurvalOdias Curva20dias Curva30dias Curva 40 dias
-1 0,0621 0,0416 0,0346 0,0305
-0,5 0,0540 0,0356 0,0271 0,0222
0 0,0491 0,0285 0,0258 0,0274
0,5 0,0402 0,0383 0,0417 0,0435
1 0,0390 0,0544 0,0588 0,0609
Desvio Médio
p CurvalOdias Curva20dias Curva30dias Curva 40 dias
-1 0,00388 0,00441 0,00476 0,00504
-0,5 0,00310 0,00353 0,00417 0,00494
0 0,00273 0,00385 0,00573 0,00793
0,5 0,00284 0,00564 0,00897 0,0125
1 0,00356 0,00765 0,0125 0,0177

Tabela 4.16 - Estabilidade do método de Griinwald-Letnikov associado ao CIP para diferentes

valores de .
B Estabilidade na adveccao Estabilidade na disperséo
-1 0,5 0,19
-0,5 0,5 0,19
0 0,5 0,19
0,5 0,5 0,19
1 0,5 0,19

4.5.3 Comparacéo dos métodos

Nota-se claramente que o método CIP associado ao Grunwald-Letnikov transladado oferece
um ajuste mais preciso do que a associagdo com diferencas finitas, a exemplo do que ocorre no
caso de apenas derivadas inteiras. Além do aspecto visual fornecer tal conclusdo

qualitativamente, os valores de desvio a justificam quantitativamente.
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Visualmente, o método de diferencas finitas gera curvas um pouco mais abatidas que o método
CIP, o que pode ser causado por certa dispersdo numérica associada ao método. Assim, 0s
maiores desvios desse encontram-se logo antes e depois do ponto de mudanca de curvatura das
curvas. O maior erro ocorre claramente antes do ponto de curvatura. Nesta regido, 0 método se
distancia consideravelmente da solugdo analitica nos casos mais criticos de solugdo assimétrica
e baixos valores do indice de estabilidade. O método CIP tende a corrigir a dispersdo numérica
apresentada pelo método de diferencas finitas até certo ponto. Ele também sofre com desvios
maiores ocorrendo antes do ponto de mudanca de curvatura da solugdo, mas em menor escala
do que o método de diferencgas finitas.

Na comparagdo com diferentes valores de ¢, 0s métodos tendem a ser menos precisos quando
se diminui os indices de estabilidade. A Tabela 4.17 condensa as informagdes dos desvios da
Tabela 4.10 e da Tabela 4.13 para os dois métodos comparados para que se tenha uma

comparacdo direta entre os métodos.

Tabela 4.17 — Comparacdo entre os métodos CIP e diferencas finitas para diferentes valores
de indice de estabilidade e mantendo o coeficiente de assimetria constante.

Desvio Méaximo

Diferencas Finitas CIP

a |10dias 20dias 30dias 40dias |10dias 20dias 30dias 40 dias
1,910,155 0,127 0,115 0,107 0,0635  0,0352  0,0274  0,0230
1,7 10,157 0,124 0,108 0,0989 10,0491  0,0285 0,0258  0,0274
1,510,177 0,135 0,116 0,104 0,0609  0,0332 0,0317  0,0342
1,310,232 0,184 0,155 0,138 0,105 0,0774  0,0709  0,0640

Desvio Médio

Diferencas Finitas CIP

a |10dias 20dias 30dias 40dias |10dias 20dias 30dias 40 dias
1,910,053 0,0352 0,0274 0,0230 ]0,00359 0,00395 0,00452 0,00520
1,710,0491 0,0285 0,0258 0,0274 ]0,00273 0,00385 0,00574 0,00793
1510,0609 0,0332 0,0317 0,0342 ]0,00348 0,00565 0,00840 0,0114
1,310,105 0,0774 0,0709 0,0640 |0,00546 0,00776 0,0104  0,0132

Menores valores deste indice indicam um maior desvio da equagdo com relacdo a sua

correspondente classica, mais particulas efetuam saltos de tamanho grande e 0 movimento se
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torna mais irregular se comparado ao caso classico. Para um mesmo valor de indice de
estabilidade, os valores méximos de desvio tendem a diminuir com o tempo. Com o passar do
tempo, os desvios médios aumentam para 0 método CIP e diminuem para o metodo de
diferencas finitas.

O maior valor de desvio encontrado para 0 método de diferencas finitas é de 0,232 e ocorre na
curva de 10 dias para a=1,3. O maior valor de desvio medio encontrado para o método de
diferengas finitas é de 0,105 e ocorre para a=1,3 na curva de 10 dias. Para o método CIP, 0
maior valor de desvio e 0 maior desvio médio ocorrem para a=1,3. O primeiro é de 0,105 e
ocorre na curva de 10 dias e o segundo ocorre na curva de 0,0132 e ocorre na curva de 40 dias.
Ambos estes desvios sdo proximos da metade dos desvios apresentados pelo método de
diferencas finitas.

Com relacdo aos diferentes valores de indice de assimetria, pode-se repetir a afirmacéo de que
desvios maximos tendem a diminuir com a progressdo no tempo. Este padrdo nao foi visto para
S =1 no método CIP, valor para o qual os desvios, de fato, aumentaram com o tempo. Os
desvios médios aumentam com o tempo para 0 método CIP e ndo seguem uma tendéncia bem
definida para o método de diferencas finitas. Com relacdo aos desvios médios, ndo ha também
uma regra bem definida quanto ao seu crescimento ou decrescimento. Contudo, 0s desvios
médios para indices de assimetria proximos de 1 sdo menores que o0s desvios para indices de
assimetria proximos de —1.

A Tabela 4.18 condensa as informacdes dos desvios da Tabela 4.12 e da Tabela 4.15 para 0s
dois métodos comparados para que se tenha uma comparacéo direta entre os métodos.

O indice de assimetria indica maior disperséo na dire¢do de fluxo (4 mais proximo de 1) e erros
médios maiores quando o indice de assimetria indica maior dispersdo em sentido contrario ao
fluxo (£ mais proximo de —1).

O método de diferencas finitas apresentou maior valor de desvio igual a 0,161, ocorrendo na
curva de 10 dias com £ =—1 (e na curva de 10 dias com =—1), e maior valor de desvio médio
de 0,257, ocorrendo na curva de 40 dias com S= 1. O método CIP apresentou maior valor de
desvio igual a 0,0621, ocorrendo na curva de 10 dias com = —1, e maior valor de desvio médio

de 0,0177, ocorrendo na curva de 40 dias com g=1.
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Tabela 4.18 — Comparacéo entre os métodos CIP e diferencas finitas para diferentes valores
de coeficiente de assimetria e mantendo o indice de estabilidade constante.

Desvio Méaximo

Diferencas Finitas CIP

p | 10dias 20dias 30dias 40dias| 10dias 20dias 30dias 40dias
-1 0,161 0,135 0,121 0,113 | 0,0621 0,0416 0,0346  0,0305
-051 0,161 0,128 0,115 0,107 | 0,0540 0,0356  0,0271  0,0222
0 0,157 0,124 0,108 0,0989 | 0,0491 0,0285 0,0258 0,0274
05| 0,146 0,115 0,100 0,0905 | 0,0402 0,0383 0,0417  0,0435
1 0,144 0,107 0,107 0,110 | 0,0390 0,0544 0,0588  0,0609

Desvio Médio

Diferengas Finitas CIP
p | 10dias 20dias 30dias 40dias| 10dias 20dias 30dias 40dias
-1 | 0,00649 0,00812 0,00944 0,0106 | 0,00388 0,00441 0,00476 0,00504
-0,51 0,00725 0,00982 0,0121 0,0143 | 0,00310 0,00353 0,00417 0,00494
0 | 0,00808 0,0117 0,0150 0,0182 | 0,00273 0,00385 0,00573 0,00793
0,5 ] 0,00890 0,0134 0,0178 0,0220 | 0,00284 0,00564 0,00897 0,0125
1 |0,0091 0,0150 0,0204 0,0257 | 0,00356 0,00765 0,0125 0,0177

Quanto a estabilidade, o método de diferencas finitas associado ao de Griinwald-Letnikov sera
sempre instavel antes da associacdo com o método CIP. Isto ocorre porque seu critério de
estabilidade é a soma do critério de adveccdo e dispersdo que sdo checados individualmente
para o CIP. Desta forma, o CIP se torna instavel quando qualquer um destes critérios ultrapassar
1, mas o método de diferencas finitas se torna instavel quando a soma ultrapassar 1.

O método CIP apresentou melhores resultados se comparado quantitativamente com o método
de diferencas finitas, com desvios médios e maximos que giram em torno de metade daqueles
apresentados pelo método de diferencas finitas.

A vantagem do método CIP consiste justamente em obter resultados precisos mesmo para
valores criticos de indice de estabilidade, que no método de diferencas finitas resultariam em
dispersdes numéricas acentuadas.

Para a=1,1; =0 e refino de malha At = 0,5 dias e Az = 0,25, o0 método CIP associado ao

Grunwald-Letnikov transladado gera os resultados mostrados na Figura 4.23.
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Para estes valores de refino de malha, o critério de estabilidade para o0 método de diferencas

finitas associado ao Griinwald-Letnikov transladado € de 1,18; portanto 0 método néo é estavel
nestas condicdes.
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Figura 4.23 — Método CIP e Grinwald-Letnikov transladado com a=1,1; /=0; Az=0,25 m
e At=0,5 dia.

Da Figura 4.23, nota-se que o método CIP apresenta baixa dispersdo numeérica. O critério de
estabilidade da adveccdo encontra-se no limite da estabilidade, sendo igual a 1 e o critério de
dispersdo é de 0,18. De fato, O método CIP simula de forma ideal a advecgdo quando o0 nimero
de estabilidade na adveccdo encontra-se 0 mais proximo possivel da unidade (Cavalcante e
Zornberg, 2017a; Cavalcante e Zornberg, 2017b). O desvio médio maximo é de 0,012 e o desvio
méaximo é de 0,26.
Como exposto, 0 método CIP comeca a se tornar instavel quando qualquer um dos critérios
individuais — ou dispersdo, ou advecgdo — se torna instavel. Para Ax=0,45m; At=1s; f=0 e
a=1,1; o critério de estabilidade na adveccao € de 1,11 e o critério na dispersdo € de 0,19. A
Figura 4.24 mostra que este refino de malha ja demostra sinais de instabilidade. Para estes
valores, o metodo de diferencas finitas e Griinwald-Letnikov transladado é 1,3. Com este valor

de numero de estabilidade na adve¢do, o método CIP comeca a mostrar certa instabilidade.
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Figura 4.24 — Método CIP e Grinwald-Letnikov transladado com a=1,1; =0; Az=0,45 m
e At=1 dia.

Para estudar o efeito da instabilidade provocada pela parcela dispersiva no método CIP,
aumenta-se o coeficiente de dispersdo ad hoc de 0,07 m#/dia para 0,455 m%dia, de forma que
o0 critério de estabilidade na dispersdo passa a exercer maior influéncia na estabilidade do
processo. Para Ax=0,5m; At=1s; f=0e a=1,1; o critério de estabilidade na adveccao é de 1 e

o critério na dispersdo é de 1,07. O critério de estabilidade para o método de diferencgas finitas

é de 2,07. A Figura mostra que o método CIP ja sofre influéncia de instabilidade ainda ndo
muito elevada com estes valores.
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Figura 4.25 — Método CIP e Griinwald-Letnikov transladado com a=1,1; /=0; Az=0,5m e At=1

dia. Coeficiente de dispersdo aumentado para 0,455 m¢#/dia temporariamente.

Apesar do numero de estabilidade na adveccgdo ter seu valor ideal fixado em 1 na teoria do
método CIP, ele apresenta certos pontos a serem considerados quanto a sua aplicacdo em
conjunto como método de Griinwald-Letnikov transladado. Adotando-se a = 1,5; At=1se Az =
0,5m; pode-se analisar o efeito deste nimero nas curvas geradas com o método CIP quando o
coeficiente de assimetria indica tendéncias na direcdo do fluxo. Quando = -1, o0 método se
torna mais preciso com o nimero de estabilidade da adveccdo fixado em 1, como mostra a
Figura 4.26. Nestas condi¢des, o desvio maximo € de 0,106 e o desvio médio maximo é de
0,00681. Quando £#=1, 0 método se torna menos preciso com o0 nimero de estabilidade da
adveccao fixado em 1, como mostra a Figura 4.27. Claramente, os pontos da solu¢do numérica
se distanciam da solucdo analitica na regido superior da curva. Nestas condigdes, 0 desvio
maximo é de 0,115 e o desvio médio méximo é de 0,737.
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5 CONCLUSAO

Este estudo mostrou como utilizar argumentos estatisticos acerca do movimento microscopio
de agua para obter a equacéo de fluxo ndo saturado e transiente e como estender o argumento
de tal forma que englobe o fluxo ndo-fickiano. Além disto, um novo esquema numérico que
resolve a equacdo de fluxo foi proposto e comparado a um esquema numérico tradicional no
ambito do calculo fracionario. Solugdes analiticas construidas foram utilizadas para ajustar
curvas experimentais que ilustram o avanco da frente de umidade em corpos de prova de argila.
A formulacdo da modelo parte de uma descricdo fundamentada em mecénica estatistica de
quasi-moléculas de dgua. A descricdo € feita quanto ao movimento destas particulas mediante
um campo de forcas constante e outro de acao aleatoria, que dispersa as particulas no dominio.
A forma macroscépica desta descricdo assume a forma de um vetor de fluxo de densidade com
uma parcela de fluxo advectiva e outra seguindo uma forma de lei de Fick fracionéria.

Apesar da lei de Fick fracionaria estabelecer que 0 movimento das particulas ocorre na direcdo
contraria ao gradiente do teor de umidade volumétrico, esta ndo € a causa do movimento. O
modelo apresentado diz apenas como as particulas se movem no meio, e a parcela dispersiva
ocorre sob um gradiente de teor de umidade volumétrico e um coeficiente de dispersédo
hidraulico que sofre influéncia direta da derivada parcial da succdo com relacdo ao teor de
umidade volumétrico e a permeabilidade ndo saturada ao fluido. Esta descricdo ndo exclui o
fato de que a dgua esta se movendo no sentido contrario ao gradiente de energia potencial de
fluxo.

O novo esquema numérico, a associacdo do método CIP com o método de Griinwald-Letnikov
transladado, provou-se mais preciso que a associacdo do método de diferencas finitas com o
método de Griinwald Letnikov transladado. Os desvios para a solucdo analitica, tanto os desvios
médios como maximos, giram em torno de metade daqueles apresentados pelo método de
diferencas finitas. Além disto, mostrou-se que o critério de estabilidade do método CIP torna-
o0 aplicavel a uma maior faixa de valores que o método de diferencas finitas em sua formulacéo
explicita.

Os dois métodos numéricos apresentaram precisao decrescente quando se aumenta o indice de
estabilidade da solucéo analitica e quando se leva o coeficiente de assimetria para valores mais
proximos de um.

Existem métodos numéricos para a resolugdo da equacdo de fluxo de agua em solos nédo
saturados fracionaria mais precisos que a associacdo do metodo CIP e Grinwald-Letnikov

transladado. N&o obstante, estes metodos sdo computacionalmente mais caros e sua aplicagéo

100



CONCLUSAO Dissertacdo de Mestrado em Geotecnia

é mais complexa. Neste sentido, a vantagem de se aplicar o método CIP para resolver a parcela
advectiva de fluxo e 0 método de Griinwald-Letnikov transladado para resolver a parcela de
dispersdo fracionaria consiste na conjugacao de precisao razoavel quando comparada a métodos
similares e simplicidade de programacao e aplicacéo.
No que concerne 0s ajustes, as comparagdes foram feitas usando a equagéo de fluxo de &gua
em solos ndo saturados classica e sua respectiva solucdo e as solugdes da equacdo de fluxo de
agua em solos ndo saturados fracionaria construidas propostas na Eq. (3.21) , Eq. (3.22) e Eq.
(3.29). H& uma crescente melhora nos residuos dos ajustes quando se parte da solucdo da
equacdo de fluxo de 4gua em solos ndo saturados classica em direcdo a solugdo assimétrica da
equacdo de fluxo de 4gua em solos ndo saturados fracionéria, sendo esta melhora decrescente a
cada ajuste. A solucdo assimétrica simples da equacdo de fluxo de &gua em solos ndo saturados
fracionaria e a solucdo assimétrica da equacdo de fluxo de &gua em solos ndo saturados
fracionaria apresentaram resultados muitos similares. Dada a maior simplicidade na solugéo
assimétrica simples da equacdo de fluxo de agua em solos ndo saturados fracionaria,
recomenda-se 0 seu uso em vez da solucao assimétrica da equacdo de fluxo de 4gua em solos
ndo saturados fracionaria por fornecer resultados muito similares e mais rapidamente.
Os resultados apresentados de indice de estabilidade e coeficiente de assimetria seguem certas
tendéncias, exceto pelos resultados do TDR 2, que apresenta valores mais rigidos de anomalia.
Este comportamento pode ter sido causado por algum erro experimental inerente ao ensaio. Ja
gue ndo ha grandes variacdes do material estudado, os resultados deveriam ter seguido todos
alguma tendéncia similar.
Comparando-se os dois diferentes modelos de ajuste para os parametros hidraulicos, conclui-
se que o modelo de Cavalcante e Zornberg (2017a) apresenta melhores resultados para curvas
mais proximas daquelas dadas em situacdo gaussiana e pior quando a curva apresenta certo grau
de anomalia elevado.
Afirma-se que o objetivo geral, que constituia em propor um modelo fracionério para o
transporte ndo saturado de agua no solo e resolvé-lo analitica e numericamente foi alcancado.
No que segue, citam-se 0s objetivos especificos desta dissertacdo novamente e analisa-se se
estes foram alcancados.
1. Formular um modelo utilizando o conceito de derivada fracionaria e obter uma nova
interpretacdo fisica dos parametros da equacao fundamentada no novo paradigma;
O objetivo foi alcangcado com sucesso, sendo o0 modelo obtido por meio da perspectiva
estocéstica, que imprime uma interpretagdo fisica diretamente na deducdo do modelo, e por

uma perspectiva macroscopica consequente.
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2. Resolver o modelo analiticamente, propor e validar uma formula¢do numérica nova para
resolver o modelo;

O modelo foi resolvido propondo-se trés solucdes fracionarias distintas inéditas no contexto

estudado. Além disto, foi proposta com sucesso uma nova formulacdo numérica que resolve a

equacdo e que foi validada com as solugdes analiticas.

3. Modelar um ensaio de fluxo ndo saturado unidimensional de agua em coluna solo;

Conseguiu-se ajustar as soluces analiticas fracionérias e a classica ao ensaio em coluna. E

necessario realizar mais ajustes e validacdes com ensaios experimentais deste tipo, cujos dados

séo pouco frequentes na literatura.

4. Analisar ganhos de precisdo quanto a aplicacdo da teoria, principalmente no que diz
respeito a modelagem de solos com comportamento heterogéneo.

Do ajuste das solugdes aos dados experimentais, e tendo em vista o conceito de heterogeneidade

que se aplica a este trabalho, percebe-se que 0 modelo fracionério possui melhor adequacéo ao

estudo da &gua quando esta percola meios porosos. Desta forma, ela mostrou-se melhor na

simulacdo do fluxo em meios poroso com heterogeneidades a nivel microscopico. Além disto,

as solucdes foram facilmente implementadas na linguagem Mathematica e podem ser aplicadas

diretamente a situacbes reais com melhor precisdo que o0s modelos tradicionais.

Adicionalmente, o custo computacional para o calculo das expressdes fracionarias € razoavel o

suficiente para aplicac6es a fluxos em grande escala.

5.1 Sugestao de estudos futuros

No que concerne 0 escopo da dissertacdo e os resultados obtidos, sugere-se as seguintes
possiveis linhas de pesquisa para continuacdo dos estudos na aplicacdo do célculo fracionario
ao estudo de fluxo em meios porosos ndo saturados:
e Estender a solucdo analitica e a formulacdo estatistica do transporte de agua aos casos
2D e 3D;
e Estudo numérico do método CIP associado ao Grinwald-Letnikov transladado para
problemas em 2D e 3D com diferentes condigdes iniciais e de contorno;
e Resolucéo e estudo da solucdo da equacdo de fluxo de agua em solos nédo saturados
fracionaria com termo fracionario aplicado a derivada temporal em vez da derivada

espacial;
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¢ Resolucéo e estudo da equacéo de fluxo de 4&gua em solos ndo saturados fracionaria com
ambos os termos de adveccdo e dispersao sendo derivadas fracionarias;

e Ajuste das solucdes analiticas fracionarias de Moraes (2017) e Benson (1998) a
resultados de diferentes ensaios em coluna s&o saturados e averiguagéo dos valores do
coeficiente de dispersdo com relagéo ao efeito escala;

e Correlacionar o transporte fracionario com a geometria fractal do solo;

e Aplicar o modelo fracionario para estimar o teor de umidade volumétrico em modelos

de resisténcia ao cisalhamento do solo em condic¢des ndo saturadas.
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A. APENDICE: TEOREMA CENTRAL DO LIMITE E MOVIMENTO BROWNIANO

Utilizando a expansdo em séries de Taylor da funcdo exponencial e dado que os primeiros
momentos da funcdo de densidade de probabilidade existem, a transformada de Fourier, Eq.

(2.36), pode ser expressa por:

A(k) = f (1—ikz +%(—ik22) +..)0(2)dz (A1)

é(k) = T(&(z) —ikz 6(z) +%(—ikz)2¢9(z) +...)dz (A.2)
2 ; 1. 3

49(k)=1—|k,ul—5k 11, +O(K*) (A.3)

onde O(k®) denota uma funcéo que se aproxima de zero tio rapidamente quanto k3 quando k—0.

A soma de variaveis aleatorias na Eq. (2.32) tem transformada de Fourier dada por:

E |:e—ik5n ] _E [e—ik(zl+...+zn)] (A.4)

E [e“ks" ] =E [e“kzl]..E [e“kzﬂ] (A.5)
Como as variaveis aleatérias sdo iid, todos seus momentos sdo iguais. Logo, as funcdes

caracteristicas de todas também sdo iguais:
E [e’iksn :| — E |:e—ikZ :In (A.6)
E[e™ |=0(k)" (A7)

Pode-se também obter uma expressdo para 0 primeiro momento e a variancia da soma de
varidveis aleatérias em termos dos momentos da densidade de probabilidade das variaveis
individuais. E imediato, da defini¢do de primeiro momento de uma variavel aleatéria, que a
seguinte igualdade € valida:

E[S.]=nu (A.8)

onde 1 denota a média da funcéo de densidade de probabilidade das variaveis aleatorias.

Assim, para a soma de variaveis aleatorias (Ibe, 2013):

ol =E[(S,—nw)’ | (A9)

=L

—00

of = T[Zn:(z = M)j 6(z)dz (A.10)
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o, =T(i(zj — )’ +Z _i_(z,- —m)(Z, - M)Je(z)dz (A.11)
o8 =NE[(Z;-m)* ]+ > E[(Z,-m)(Z )] (A12)
j=11=11%j

O termo dentro do somatorio duplo da Eq. (A.12) é a definicdo de covariancias de variaveis

aleatdrias independentes, que é nula:

ol =nc? (A.13)

n

Para deduzir o teorema do limite central, por outro lado, necessita-se tratar ndo da soma de
variaveis aleatorias, mas de sua soma normalizada. Neste caso, tem-se que 0 primeiro momento

e a variancia da soma normalizada podem ser encontrados por:

E{S”_”ﬂl}o (A.14)

on

E[( S“a :/”ﬁ“l ﬂ 1 (A.15)

De posse da Eq. (A.3), Eq. (A.7), Eg. (A.14) e Eqg. (A.15), a fungdo caracteristica pode ser

escrita por:
—ik So—Np 2 n
E[e [“ﬁ]]{lék—m(nl)} (A.16)
n
No limite n—o0, tem-se:

E [ek[s(’fj] N e;;z (A17)

Tomando-se a transformada inversa de Fourier da Eq. (A.17):
Sn —Nu 1 __zn
~ e A.18
odn  or ( )

que é a densidade de probabilidade da fun¢do normal padronizada.

No caso de uma soma ndo normalizada e fazendo n=t/At na Eq. (A.16), tem-se:

21,2
E[e‘ik(sn‘”"l)]: IR SN S
2(t/at) 't

At

(A.19)

Fazendo:
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2

D, = m% (A.20)
No limite n—o0, At—0 e tem-se:
E [e“k(sn‘””l)] — g D (A.21)
E a transformada da soma néo deslocada é:
B[ ) |=grter o (A.22)
onde fez-se:
a, =limy (A.23)

n—o0
Supde-se implicitamente que os limites (A.23) e (A.20) existem.
Por fim, chega-se a funcao de densidade de probabilidade normal:

_(Z_ast)2
4D,t

1
S ~
" J4rDt

A Transformada de Fourier da Eq. (A.24) é claramente solucdo da equacao diferencial ordinaria
(Meerschaert e Sikoskii, 2012):

e (A.24)

00 . N2\ A
E—(—Ikas+DZ(lk) )0 (A.25)
Invertendo o lado direito da Eq. (A.25) usando a propriedade de derivada da transformada de

Fourier resulta em:

2
20 _y0_, o0

= _a_
ot ot Gz

A Eq. (A.26) é exatamente a equacdo de Richards na forma do teor de umidade volumétrico

(A.26)

com parametro hidraulicos de Cavalcante e Zornberg (2017a).
No caso de particulas com pouca interacdo entre si, a funcéo de densidade de probabilidade da
Eq. (A.26) pode ser substituida pelo teor de umidade volumétrico (Bhattacharya e Gupta, 1990)
e 0 passa a ter a interpretacdo de teor de umidade volumeétrico.
Considere, agora, um processo estocastico Sn(t) que descreve a posi¢ao de um random walk no
tempo. O passo X(t) tem probabilidades p e (1 — p) de se mover em sentido positivo (AX) ou
negativo (—Ax) respectivamente, o primeiro e segundo momentos do incremento entre dois
passos sao (lbe, 2013):

E[S,(t+At)—S, (1)] = pAx+ (1— p)(—AX) = (2p —1)AX (A.27)

E[{S,(t+A0) -S,0} |= p(Ax)? + @~ p)(-A%)* = (AX)’ (A.28)
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Para o conjunto de passos efetuados, tem-se a soma de |t/At| passos independentes e

identicamente distribuidos. O valor esperado da posicéo final deve ser a média da soma de todos
0S passos, ja que cada incremento € iid (Eq. (A.8) e Eqg. (A.13)). Para que o random walk

represente um movimento browniano, as seguintes equagdes devem ser satisfeitas:

LiJ (2p-DAx =t (A.29)

t , AX )
— |(AX)* =——t=0" A.30
e -2 (A.30)

onde, no limite n—oo adotou-se que |t/At] = t/At.
Colocando a Eq. (A.30) em funcdo Ax e substituindo na Eq. (A.29),

AX = oAt (A31)
_1f, At
p= 2(l+ Ax ] (A.32)
D :1(1+ﬂ\/5j (A.33)
2 o}

Desta forma, pode-se enunciar o movimento browniano a partir de um random walk da seguinte
forma: para um processo estocastico iid X(t) descrito por um random walk com At = t/n,
n=1,2,... e t > 0 que efetua passos de tamanho oVAt com probabilidade {1+(zu/o(At )2 )}/2 e
— oAt com probabilidade 1-{1+(zu/o(At)¥?)}/2 , a soma dos passos adotados a cada intervalo
de tempo, Sy, define a posi¢do de um movimento browniano unidimensional, desde que Ax e At
sejam infinitesimalmente pequenos e que os limites de Ax?/At e de Ax/At sejam constantes. Do

teorema central do limite, @ medida que h—oo, este processo tende a distribuicdo normal.
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B. APENDICE: DA EQUACAO DE LANGEVIN PARA A EQUACAO DE
RICHARDS.

Considere a um processo de movimento de particulas em que cada particula do sistema segue

a Eq. (2.52) reescrita a seqguir:

dz” . o’
—=—uz +—B(t B.1
el (t) (B.1)
A distribuicdo de probabilidade da particula pode ser escrita como
p(z.t)=E[5[Z()-7]] (B.2)

onde o simbolo &z) representa a funcdo delta de Dirac.

A Egq. (B.2) é uma construcdo normalmente utilizada para descrever a probabilidade de se
encontrar uma particula que se move com posi¢édo referenciada a um eixo. Quando a posicao
espacial z se igual a posicao real da particula Z(t), a Eq. (B.2) é igual a unidade. Caso contrario,
tem-se o valor nulo.

O delta de Dirac é, de fato, a transformada de Fourier da unidade:

s[z(t)-z]= j exp{-ik[Z(t)- z]}%dk (B.3)

A média (esperanca) da Eq. (B.3) pode ser calculada:
E[s[z)-2]]= Eﬁ exp{—ik[Z(t)—z]}zidk} (B.4)
E[s[z(t)-2]] j “ exp{—kZ (t) - z}—dk}Z(t)dZ (B.5)

Invertendo-se a ordem de integracdo da Eq. (B.5), encontra-se:
E[s[z()-2]]= j “ exp{-ik[z —Z ()]}Z (t)dz} (B.6)
Arranjando convenientemente os termos da Eqg. (B.6), tem-se
Tl . r .
E[s[z(t)-2]]= _[Ogexp{lkz]} {J; exp{—ikzZ (t)}Z (t)dz}dk (B.7)

Substituindo a Eqg. (B.7) na Eg. (B.2) e evidenciando as operacGes de transformada e

transformada inversa, percebe-se que:

p(z,t) = F’l[ﬁ(k,t)] (B.8)
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Em outras palavras, a probabilidade de se encontrar a particula em dado ponto do espago é a
transformada inversa da transformada de Fourier de sua posi¢do. Da unicidade da transformada
de Fourier, a posicédo da particula e a probabilidade de se encontrar em dado ponto serdo usadas
indistintamente no que segue.

A integral da Eq. (B.1) no tempo indo do instante inicial a um instante qualquer resulta em:
t t 2
Z(t) = Z(O)+J,uzdr+j% B(z)dz (B.9)
0 0

Para maior simplicidade e sem perda de generalidade, assume-se que Z(0)=0. A derivada parcial
no tempo da Eq. (B.8) é:

;—ngFl[Z(k)J (B.10)

Dado que a transformada de Fourier é uma integral calculada no espaco e que a derivada parcial

é tomada no tempo, pode-se efetuar a operacdo de derivacdo antes da transformada inversa:

P_pa| 95
- =F {&Z(k)} (B.11)

Substituindo a Eq. (B.9) na Eqg. (B.11):

gt_p: F{%E{exp[iki(gz+§8(r)jdr}ﬂ (B.12)

Como o ruido brando ¢é dado pela soma de pulsos estocasticos independentes e que atuam em
intervalos de tempo uniformemente distribuidos de forma que, a cada intervalo de tempo, a

particula executa um movimento devido ao campo de forcas e outro aleatorio de natureza

estavel:
B(t) =) B, (Ats(t-t,) (B.13)
j=0
pz(t) = pz; JAS(t-t;) (B.14)
j=0

com to e At =tj+1—ti. A funcdo caracteristica de cada Bjt € a de uma distribuicdo normal com

média zero e desvio padréo Ato. Substituindo (B.13) e a Eq. (B.14) na Eq. (B.12)

6 ) 6 . 2 n . n
Ep:F 1[5E{9Xp{'k%231,m+'kz/ﬂj,m}ﬂ (B.15)
=0 =0

com n=t/ At.

Dado que os processos sdo independentes, pode-se escrever:
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0 0 n
Ep:F {at [exp[lkBJAtHkyzmﬂ} (B.16)
Note que:
. o’ o’ P
E|exp |k?Bm+|kyzJAt =exp —At7k +1ukAt (B.17)

Como a fungdo caracteristica de cada Ljat € uma fungéo caracteristica de uma distribuicéo

estavel de Lévy, tem-se:

. o’ " t o’ .
E{exp{|k7 B, » +ikuz; Atﬂ = exp{A—t[—At7k2 +|ykAtﬂ (B.18)
Substituindo a (B.16) na Eq. (B.18), chega-se a
ap -1 8 2
—=F"| —ex —t—k + 1kt B.19
a { p p[ H ﬂ (B.19)
O desenvolvimento desta equacgéo resulta em:
ap J' {I,uk——k }b(—k)exp(—ikz)dk (B.20)
Aplicando a transformada de Fourier a Eq. (B.20)
p(k) 2 .
k — k B.21
pn [l — K| Pk (B.21)

Dado o0 exposto na Secdo 2.2, a Eq. (B.21) é equivalente a equagdo:
2 A2
»__,» oo
ot oz 2 oz

Se a Eq. (B.22) puder ser escrita para um grande nimero de particulas com interacdes fracas

(B.22)

entre si, pode-se substituir a probabilidade pela densidade relativa de particulas no meio
(Bhattacharya e Gupta, 1990). Entdo, a Eq. (B.22) se torna a equacdo de Richards:

% - 69 +D, 82—0 (B.23)
ot % o o '
Na Eq. (B.23), fez-se:

a, = u (B.24)

(B.25)
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Portanto, a descrigdo de um conjunto de particulas que se move segundo a equacdo de Langevin

é equivalente a um movimento browniano.
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C. APENDICE: DEFINICOES DE DERIVADAS FRACIONARIAS.

E natural fazer da definicdo de derivada envolvendo limite uma primeira tentativa de definir

uma derivada fracionaria, ou seja:

%Z lim d(z)—6(z-h)

dz h—0 h

d?e _lim 0(z)-260(z-h)+6(z—h)

dz? h-oo h (C.1)

onde, por definicéo:

(ng r(n+1) (C2)

i) T(n—i+1)r(i+1)
Assim, troca-se os limites inteiros por limites reais e tem-se uma definicdo de derivada

fracionaria feita por construcéo:

d«e "mii F-(a+1) -
dz* moh" ZT(a—j+1)I(j+1

A definicdo da Eq. (C.3) é a derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov. O argumento que

)(—1)1 0(z- jh) (C3)

levou & definicdo apresentada é fundamentado na extensdo da definicdo em atraso da derivada.

Pode-se utilizar a defini¢do de derivada em avanco para definir a derivada a esquerda:

40 _jimlis I'(a+1) Y ,
e TR U ey L A CA L) (C.4)

Pode-se interpretar esta definicdo de derivada como uma ponderacdo entre todos os valores da
funcdo a esquerda ou a direita de dado ponto, onde os pesos sdo 0s chamados pesos de
Grinwald:
(-1)'T(a+1)
w; = - - (C.5)
[(a-j+1)r(j+1)

Uma pergunta natural que surge € se a definicéo de derivada de Griinwald-Letnikov € capaz de

respeitar a propriedade da transformada de Fourier que é procurada. A transformada de Fourier
da Eq. (C.3) é:

—lkZ 0“0 i —ikz 1 F(Cl-l—l) i .
(o] et S o o
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Como o limite da Eq. (C.6) é independente da integracdo, supBe-se que € possivel inverter a
integracdo com o limite. Além disto, supde-se que o somatdrio tem convergéncia uniforme,

caso contrario nao faria sentido calcula-los desde o principio.

iz 076 1 I(a+1) T i
Ele™ =2 |=lims 1)’ [e0(z~ jh)d o
{e oz” } h—rg h¢ JZ:F —j+1)r(j+1)( ) __[Oe (Z J ) z (C.7)

Por uma simples substituicdo de variaveis:
z—jh=u (C.8)

Tem-se:

E[ew@}:nmif e (e fero@a (€9

oz” | 0h® ST (a—j+1)(j+1)
- _8“(9 im-LS F(a+1) i i
E ikz = — 1 'kjhe K -
|:e 62“:| hl_r,ro] he j:ol“(a—j+1)r(j+1)( ) e (k) ( )

Do bindmio de Newton:

3 0‘+1) i ik —ikh \%
- -1)' e =(1-¢" (C.11)
JZ:;‘F (a—j+1)I (j+1)( ) ( )
—i aag - 1 —i a
E[e kz az_a}mh_a(l_e )" o(k) (C.12)
E|ete 0 —limi(ikh)“ e ae(k) (C.13)
o0z* | h-0h® ikh '
ol ’
g L —(1—|kh+2|(—|kh) +j
E|le™ = lim—(ikh ' o(k .
{ az“} h—0 h* ( ) ikh (k) (€14
G2 00| e 1, . . \a “
E{e aza}_lhl_r)rg(lk) (1—5(—|kh) +j o(k) (C.15)
E {e‘“ ﬂ} =(ik)" o(k) (C.16)
oz”
No caso da derivada a esquerda, calculos semelhantes levam a concluséo de que:
w 070 o\
Ele™ —— |=(-ik)" 0(k C.17
A ReRC 1)
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Portanto a derivada de Griinwald-Letnikov é uma boa candidata para fornecer uma definicdo
adequada de derivada fracionaria, porque mantém a Eq. (2.82) e a Eq. (2.83) validas. Por outro
lado, o fato dela ser apresentada na forma de um limite de um somatério infinito dificulta sua
aplicacdo a modelagem.

Note que a derivada de Grinwald-Letnikov é dada como uma convolugdo discreta entre a
funcéo e os pesos de Grunwald. Usando as propriedades da funcdo gama e a aproximacéo de

Stirling:
[(z+1)~V2727°e, 1> ® (C.18)

Os pesos de Griinwald podem ser escritos por

j—a-1f j-a-1)""
—a —a- —a— r—a-l a+l
W, ~ - - e C.19
T ( j j ’ (19
No limite com j — oo:
—a f—a-1
w. ~ C.20

Portanto, os pesos de Grunwald seguem uma funcdo poténcia de forma assintética. Seja a
funcdo poténcia definida por:
—a i—a-1

d. =
! F(l—(x)J

(C.21)

Os pesos de Griunwald se aproximam da funcdo poténcia rapidamente, como pode-se ver na
Figura C.1.
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Funcéao Poténcia e Pesos de Grunwald
o00t0f o oo

e —— a=0,6 |

0.0005

W_j,m_j

-0.0005

-0.0010

-0.0015

0 20 40 50 80 100 120 140
]
Figura C.1 — Comparac&o entre a evolucao dos pesos de Griinwald e seu limite assintotico

como uma fungéo poténcia.

Assim, a definicdo de derivada de Grinwald-Letnikov pode ser vista como uma convolucéo
discreta entre a funcdo e uma funcéo poténcia. Usando a convolucdo do limite assintdtico dos
pesos de Griinwald e uma derivada de uma funcdo motivado pela Eq. (C.20), pode-se chegar a
definicdo de Riemann-Liouville e a definicdo de Caputo.

A derivada fracionéria a direita de Riemann-Liouville é definida por:

1 dVE e
[(N-a)dz"{ (z-¢)**™"

R.D“(z) = d¢ (C.22)

A derivada fracionéria a esquerda de Riemann-Liouville é definida por:

gy DY dY R 6(0)
; DRH(Z)_F(N mmp j s d¢ (C.23)

A derivada fracionaria a direita de Caputo é definida por:

VN S R A (9)
°DY(z) = TN_a) { =0y d¢ (C.24)

A derivada fracionaria a esquerda de Caputo é definida por:

C Dag(z) — (_1)N R H(N)(g)
T T(N-a) L (G-t

d¢ (C.25)
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Nas Equacgbes (C.22) a (C.25), R e L sdo nimeros reais e ilustram os limites do dominio, N é 0
maior inteiro menor do que « (i.e. N =[], onde [ ] denota 0 menor inteiro maior que dado
ndmero).

As Equacdes (C.22) a (C.25) podem também ser obtidas independentemente de sua relacdo com
a derivada de Grunwald-Letnikov, por um processo de construcdo semelhante em que se parte
de uma férmula construida de integral fracionéria para, entdo, definir a derivada fracionaria.
As integrais fracionarias de Caputo e de Riemann-Liouville — que sdo definidas da mesma
forma — sdo construidas a partir da formula de integracéo iterada de Cauchy (Oldham e Spanier,
2006). A férmula de integracdo de Cauchy fornece uma expressao em integral simples para o
processo de integracdo de uma fungdo em um mesmo intervalo diversas vezes. A ideia é, por
meio de uma constru¢do matematica, mudar a formula de modo que ela englobe situa¢es ndo
inteiras. Para isto, a definicdo de Riemann-Liouville troca expoentes inteiros por reais e troca
funcBes de dominio inteiro por suas extensdes reais (troca funcéo fatorial pela funcdo gama,
por exemplo).

A formula de integracéo iterada de Cauchy é:

U u

{ ! { 0Ly, ., = il)!i ; f_(g))n_l d¢ (C.26)

Usando a construcdo mencionada, a integral fracionaria a direita de Riemann-Lioville é:

W5
N

™ C— X

RL 1 ¢ 0
176(z) = d C.27
100 = j T (c.27)
Similarmente, a derivada fracionéria a esquerda de Riemann-Liouville é:
2= r()j(g e (€29

Do fato de que a derivada € uma operacado inversa a integracdo, pode-se combinar derivadas de
ordem inteira com integrais fracionarias para resultar em uma derivacdo fracionaria. Se a
derivada for tomada antes da integracao, tem-se a defini¢do de Caputo. Se a derivada for tomada
apos a integracédo, tem-se a definicdo de Riemann-Liouville.

Devido a diferenca de ordem das operacdes na definicdo destas derivadas, mostra-se que as
duas definicBes sdo equivalentes apenas em situacdes especificas (Ishteva, 2005). E necessario
que o valor da fungéo se anule nos limites inferior ou superior da derivada ou que estes limites
sejam infinitos. Nestas circunstancias, as duas definicbes podem ser usadas indistintamente.
Pode-se, também, mostrar que as definigdes de Grinwald-Letnikov sdo equivalentes a de
Riemann-Liouville (Podlubny, 1999).
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Da mesma forma que uma funcao analitica pode ser expandida em termos de suas derivadas
inteiras pela série de Taylor, Osler (1971) mostrou que uma expansdo em termos das derivadas

fracionarias, quando estas existirem, é possivel (Schumer et al., 2001):

21 ol 1 ol Az
O(z+Az)= Jz_iz(uﬁ) o +§(1—ﬁ) ) }Q(Z)F(j+q+1) (C.29)

Decorre das Equac@es (C.22) a (C.25) que diferentes representacdes em termos de séries de
Taylor baseadas em diferentes defini¢des de derivadas fracionarias sdo possiveis.

Além disto, decorre das séries de Taylor que € possivel escrever uma aproximacao de ordem
zero para fungdes derivaveis de ordem fracionaria em termos de sua derivada fracionaria de

umaordemO0< a< 1:

o(2)=0a) + cor0) L2 (C30)

F(a +1)
A Eg. (C.30) é conhecida como teorema do valor médio fracionério. A aproximagdo é em
termos da derivada fracionaria de Caputo, mas também poderia ter sido escrita em termos de
outra definicdo de derivada fracionaria. O valor ¢ esta entre a e z. Se o tamanho do intervalo
[z,a] for adotado muito pequeno, pode-se substituir & por z e obter uma aproximagéo razoavel

para a fungéo.
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D.  APENDICE: DEDUCAO ESTOCASTICA DA EQUACAO FRACIONARIA DE
FLUXO NAO SATURADO.

Retomando a Eq. (3.1):

%:—,uz+0'“L(t) (D.1)

A deducdo da equacéo de fluxo ndo saturado a partir do mecanismo estatistico microscopico
definido pela Eq. (D.1) é similar ao procedimento adotado no apéndice C para o caso inteiro.
Por isto, omite-se alguns dos passos da demonstracéo.

A distribuicéo de probabilidade da particula pode ser escrita como

p(z.t) =E[5[Z(1)-7]] (D.2)
onde o simbolo &z) representa a fungdo delta de Dirac. Além disto, tem-se
Pz ) =F[Z(k1)] (D3)

A integral no tempo indo do instante inicial a um instante qualquer resulta em:
t t
Z(t)=2(0)+ [ pzdr + [0 L(r)de (D.4)
0 0

Para maior simplicidade e sem perda de generalidade, assume-se que Z(0)=0. A derivada parcial

no tempo da Eq. (D.3) é:

Zt—ngFl[Z(k)J (D.5)

Dado que a transformada de Fourier € uma integral calculada no espaco e que a derivada parcial

é tomada no tempo, pode-se efetuar a operacdo de derivacdo antes da transformada inversa:

B _pa 95
P F [at Z(k)} (D.6)
Substituindo a Eq. (D.4) na Eq. (D.6), tem-se:

%: F‘{%E{exp[ik_:[(yz+aaL(r))dr}H (D.7)

Considere que o movimento aleatdrio descrito pela distribuicdo estavel de Lévy seja dado pela
soma de pulsos estocasticos independentes e que ajam em intervalos de tempo uniformemente
distribuidos de forma que, a cada intervalo de tempo, a particula executa um movimento devido

ao campo de forgas e outro aleatorio de natureza estavel:
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L(t) = i L AtS(t-t,) (D.8)
ut) =Y pz, MSE-t) (D.9)

j=0
com to e At =tj+1—ti. A funcgdo caracteristica década L;at é aquela mesma dada pela Eq. (2.59).
Substituindo a Eq. (D.8)

P_p1|Og exp{iko“ZLjAtHkazjm} (D.10)
ot ot [ o

com n=t/ At.

Dado que os processos sdo independentes, pode-se escrever:

%: F1[§E[exp[ikoﬂLm+ikyzj'mﬂn} (D.11)

Note que:

E [exp[ika“ Liat ikyzj'mﬂ =
o (D.12)
exp(—Ata“ |k|* [1— i8sign(k)tan 7} + iykAt]

Como a fungdo caracteristica de cada Ljat € uma fungdo caracteristica de uma distribuicéo

estavel de Lévy, tem-se:

E[ exp[iko“ L, +ikuz, || =

t a o (D.13)
exp —(—Ata“ K| [1—iﬂ sign(k) tan —} iAt,ukj
At 2
Assume-se que « # 1. Substituindo na Eq. (D.11)
aat_p =F! {% exp[—t|k|a o’ {1— iAsign(k) tan %} + it,ukﬂ (D.14)

O desenvolvimento desta equacdo resulta em:
op ¢ 1]. « . . T e | a .
—= | —|iuk-o”|k|" —ipo“sign(k)tan — [k —k)exp(—ikz)dk D.15
atJ;ZE{'u o” |K[" ~ifo"sign(k) 2||}o(>|o( Jdk  (D.15)
Usando as identidades +(ik)*=|k|%exp[xi azsign(k)/2], exp(—ikz) = cos(—ikz)+isen(—ikz), tem-se:
—o" |K[* —iﬁa“sign(k)tan%|k|“ -

-1 (cos sign(k) za
cos(za 1 2) 2

(D.16)

o |k|" +ipo“sen MM“)

2
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Da formula de Euler, conclui-se que:

[exp(iz) + exp(-iz)]

cos(z) = 5 (D.17)
isen(z) = [exp(iz) —Zexp(—lz)] 019
Portanto,
~o“|k|" —iBc“sign(k) tan %kr _
D.19)
o (B orivmi @By (
COS(7[05/2)[ 5 K exp[|omsngn(k)/2]+_2 k| exp[ |a7z3|gn(k)/2]}
Simplificando a Eq. (D.19):
—o”|k|" —iBo“sign(k) tan %|k|‘x =
(D.20)

o [(1+ﬂ)(ik)”+@(ik)“j

cos(za 1 2) 2

Entdo, usando a Eq. (D.20), a Eq. (D.15) se torna:

%:Ioz—_i{iﬂk_ o ((“ﬂ)(ik)%@(ik)“ﬂﬁ(k)exp(—ikz)dk

cos(za 12)\ 2

(D.21)

P _ caqiva -1 o’ (l+:8)- a
E__F [iukp(—k)]+F Los(;za/Z) 5 (ik) p(—k)}t

F{ o (=8 iy r‘)(—k)}

cos(ra12) 2

(D.22)

Substituindo a probabilidade pelo teor de umidade volumétrico, o processo descrito pela Eq.
(D.1) corresponde a equacao de movimento fracionario descrito pela equacéo:

%:_aS%JFDZ 1+p)0 9+DZ 1-p) 0“0
ot o/ 2 o 2 0(z-)”

(D.23)

No contexto de distribuices de Lévy, S é o coeficiente de assimetria da distribuicdo, =as e

D, = olcos(ze/2). A Eq. (D.23) é a equagéo de Richards fracionaria no espaco.
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E. APENDICE: DEDUCAO DO CRITERIO DE ESTABILIDADE - EQ. (3.35)

Considere o método de diferencas finitas associado ao método de Griinwald-Letnikov

transladado como mostrado na Eq. (3.34):

At(6] -0],) 1+ﬁ N

o7t =8, — =D, S e+
" = (E1)
(1- ,8 At N
Z 10711+ 6,
Deseja-se mostrar que este método é estavel quando
aAt N Ata D, <1 (E.2)
Az Az“

Pelo fato do método numérico possuir apenas um termo advectivo de diferenca para a equacao
originalmente estudada por Meerschaert e Tadjeran (2006), a linha de raciocinio seguida € mais
conveniente se tomada similar ao do artigo original, mas fazendo as mudancas necessarias. O
método numeérico explicito, Eq. (E.1), pode ser resumido em forma matricial:

{6} =[AHeY (E3)
onde {®} denota um vetor que contém o teor de umidade volumétrico em todas as células do
dominio espacial em questdo e [A] é a matriz de coeficientes para este vetor. O indice superior
indica o passo de tempo do processo iterativo.

O esquema € estavel se o raio espectral da matriz [A], definido como o modulo do maior
autovalor da matriz e denotado por |||, for igual ou menor que a unidade. Let &= Vi"At/Az, &
= D,(1+p)At/(2Az%) e ni= DA1-p)At/(2Az%). A matriz [A] é:

S 9uijor J<i+l
$9,2+79,0+ & j=i-1
Aﬁ,j =1+ (& +77i)ga,1_5i’ j=i (E.4)
6900119, j=i+1
19, j-is0 j>i+l

O teorema de Gershgorin (Meershcaert e Tadjeran, 2004) afirma que o raio espectral de uma
matriz esta contido em algum dos discos cujos centros sdo dados pelos elementos da diagonal
da matriz e cujos raios sdo iguais a soma dos valores absolutos dos outros elementos de mesma
linha. Em outras palavras, para o problema em questdo, os centros dos discos sao achados por:

A =1+(&+1)9,.— & (E.5)

Os raios dos discos sdo:
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0= 1A, €9)

O somatorio da Eg. (E.6) pode ser desenvolvido para mostrar que:

i+1 —i+1

Zu\ |= ZégaﬁZU.gaﬁg (E.7)

j=1,j=i j=1,j=i j=1j=i
Para 0 que segue, um resultado importante acerca dos pesos de Griinwald € necessario. Suponha

a seguinte expanséo do bindmio de Newton para a soma:

(L+7)" = i[i‘}zk (E.8)

k=0

Note que, paraz = —1:

kZ[ j( D" = (E.9)

Os termos dentro do somatério da Eq. (E.9) sdo, precisamente, pesos de Grinwald. Assim, a

Eg. (E.9) mostra que:

29 =0 (E.10)
k=0
Da Eqg. (E.10), pode-se concluir que:
k=N
_ga,l 2 ga,i (Ell)
k=0,k+#1

Aplicando a Ineq. (E.11) na Eq. (E.7), é possivel concluir que:

Z A IS(&+m)a+e, (E.12)
j=1, j=i
A Ineq. (E.12) define um limite superior para os raios dos discos do teorema de Gershgorin.
Somando a Eq. (E.12) com os centros dos discos, Eq. (E.5), chega-se a:
A+ <g+(G+m)a+l-al(§+n)-¢ (E.13)
A;+r <1 (E.14)

A Eq. (E.14), portanto, sempre satisfaz o critério de estabilidade. Subtraindo o limite superior

do raio, Eq. (E.12), dos centros dos discos ,Eq. (E.5), obtém-se:

A2 —(&+n)a+l-a(E+n)-¢ (E.15)
A -t >1-2a(& +7,) - 25 (E.16)

O esquema é estavel se:
1-2a(& +n)—26>-1 (E.17)
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Manipulando a Ineq. (E.17), chega-se ao resultado de que o esquema definido pela Eq. (E.1) é
estavel se

{asAt +(AtaDz ﬂ <1 (E.18)
Az AVA

Como gueriamos mostrar.
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